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ZUSAMMENFASSUNG: Die Arbeit behandelt verschiedene Modelle der Quanten-
elektrodynamik aus Sicht der Mathematik.

Zunéchst wird die Fortsetzung der Douglas-Kroll-Hef-Transformation fiir Systeme
mit mehr als einem Teilchen diskutiert. Anschlieflend folgt eine ausfiihrliche Untersu-
chung verschiedener Eigenschaften komplex dilatierter Dirac-Operatoren. Insbeson-
dere werden positive und negative Spektralprojektionen sowie entsprechende Trans-
formationsfunktionen eingefiihrt. Ferner wird der nicht-relativistische Limes solcher
Operatoren untersucht. Diese Ergebnisse dienen als technische Vorbereitung zur Be-
handlung eines relativistischen Modells der Quantenelektrodynamik, sind jedoch auch
von unabhéngigem Interesse.

In einem weiteren Kapitel wird das Dirac-Fock-Funktional im Falle schwacher
Elektron-Elektron-Wechselwirkung behandelt. Insbesondere wird die Existenz von
Losungen der Dirac-Fock-Gleichungen mit bestimmten zusétzlichen Eigenschaften
gezeigt. Es wird bewiesen, dass diese Losungen gewisse Minimierungseigenschaften
beziiglich des Dirac-Fock-Funktionals aufweisen.

SchlieBlich wird die Wechselwirkung von Materie mit dem quantisierten elektro-
magnetischen Feld untersucht. Im Pauli-Fierz-Modell sowie in einem relativistischen
Modell werden dabei obere und untere Schranken an die Lebensdauer angeregter
Zustédnde bewiesen.

This thesis discusses different models of quantum electrodynamics from a mathe-
matical point of view.

First, the continuation of the Douglas-Kroll-Hef transformation for systems with
more than one particle will be discussed. Then follows a thorough investigation of
different properties of complex dilated Dirac operators. In particular, positive and
negative spectral projections and the corresponding transformation functions will be
introduced. Moreover, the non-relativistic limit of such operators will be examined.
These results serve as a preparation for the discussion of a relativistic model of quan-
tum electrodynamics, but are also of independent interest.

In a further chapter, the Dirac-Fock functional in the case of weak electron-electron
interaction will be discussed. In particular, the existence of solutions of the Dirac-
Fock equations with certain additional properties will be shown. It will be proven
that these solution have certain minimizing properties with regard to the Dirac-Fock
functional.

Eventually, the interaction of matter with the second quantized radiation field
will be investigated. For the Pauli-Fierz model and a relativistic model, an upper and
lower bound of the life time of excited states will be shown.






Inhaltsverzeichnis
Abbildungsverzeichnis

Kapitel I. Einleitung

Teil 1. Dirac-Operatoren

Kapitel II. Selbstadjungierte Dirac-Operatoren
I1.1.  Grundlagen
I1.2.  Block-Diagonalisierung
I1.2.1. Die Douglas-Kroll-Transformation
I1.2.2.  Verallgemeinerung auf den N-Teilchen-Fall

Kapitel III. Komplex dilatierte Dirac-Operatoren

III.1. Definitionen

IT1.2.  Grundlagen
II1.2.1.  Foldy-Wouthuysen-Transformation
I11.2.2. Dilatationsanalytizitdt und Spektrum
I11.2.3. Spektralprojektionen
I11.2.4. Transformationsfunktionen
I11.2.5. Eine Resolventenabschéitzung fiir den Dirac-Operator

II1.3. Nicht-Relativistischer Grenzfall
II1.3.1.  Allgemeine Theorie

II1.3.2. Anwendung auf Erwartungswerte von Dirac-Matrizes

Teil 2. Das Dirac-Fock-Funktional

Kapitel IV. Dirac-Fock-Funktional und Minimierer
IV.1. Einleitung
IV.2. Modell und Definitionen
IV.3. Das Spektrum von Dirac-Fock-Operatoren
IV.4. Sphéarische Symmetrie
IV.5. Losungen der Dirac-Fock-Gleichungen als Minimierer

vii

X

11
11
13

21
21
22
22
26
32
37
44
47
47
95

59

61
61
62
65
72
74



viii INHALTSVERZEICHNIS

Teil 3. Atome in Wechselwirkung mit dem
Strahlungsfeld 79

Kapitel V. Das Pauli-Fierz-Modell 81
V.1. Modell und Definitionen 82
V.2. Abschéitzungen an den numerischen Wertebereich 88
V.3. Lebensdauer angeregter Zustinde 93
V.4. Anwendung auf das Wasserstoffatom 97

V.4.1. Die Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms 97
V.4.2. Auswahlregeln fiir Dipoliibergénge 98
V.4.3. Der Imaginérteil von Z 98
V.4.4. Numerisches Beispiel 100

Kapitel VI. Ein relativistisches Modell 101
VI.1. Modell und Definitionen 101
VI.2. Selbstadjungiertheit und Dilatationsanalytizitét 108
VI.3. Technische Lemmata 111
VI.4. Existenz und Approximation des Feshbach-Operators 119
VL.5. Abschétzungen an den numerischen Wertebereich 128
VI.6. Lebensdauer angeregter Zustéinde 130

Teil 4. Anhang 139

Anhang A. Operatorungleichungen und Minimax-Prinzip 141
A.1. Einige Operator-Ungleichungen 141
A.2. Das Minimax-Prinzip von Griesemer und Siedentop 142

Anhang B. Dilatierte Schréodinger-Operatoren und das Pauli-Fierz-

Modell 143
B.1. Abschétzungen fiir dilatierte Schrodinger-Operatoren 143
B.2.  Abschétzungen fiir das Pauli-Fierz-Modell 144

Literaturverzeichnis 147



I1I.1
I11.2

V.l

V.2

IV.3

V.1

V.2

V.3

VI.1

Abbildungsverzeichnis

Das Spektrum des Operators D, (f) fiir ¢ = 1 und 6 =in/4.
Die Mengen B+ fiir c=1und 0 =in/4.

Der maximale Wert von «, fiir den die Kontraktionseigenschaft von T°
garantiert werden kann, in Abhéngigkeit von der Kernladung Z =
137¢g und fiir N = 2 mit und ohne die zusétzliche Annahme der
sphérischen Symmetrie.

Die Konstante min{a, ,, b,/(4N), ap} in Abhéngigkeit von der Kern-
ladung Z = 137¢g fiir N = 2.

Der maximale Wert von «, fiir den wir garantieren konnen, dass eine
Projektion 6 € DF auf die kleinsten Eigenwerte von D) die Energie
minimiert, in Abhéngigkeit von der Kernladung Z = 137¢ und fiir
N = 2.

Die numerischen Wertebereiche der Operatoren

E, — ¢*Z(0) und NumRan(E, — ¢>Z(0) @ 1t + € 71 ® Hy)|Ran p(0)-
Globale Lokalisierung des numerischen Wertebereichs von

E, + QZQ(()G)(Z) und des Feshbach-Operators Fpg)(Hy(0) — 2) + 2.
Die Integrationskontour fiir das Pauli-Fierz-Modell.

Die Integrationskontour im relativistischen Modell fiir die Hauptquan-
tenzahl n = 3.

ix

29

70

72

78

90

91
94

138






KAPITEL 1

Einleitung

Die Idee von Photonen geht bis auf Planck [121] und Einstein [46] zuriick. Der
Grundstein fiir eine quantenmechanische Beschreibung des Lichtes (Quantenelektro-
dynamik) wurde bereits von den Vitern der Quantenmechanik Born, Dirac, Heisen-
berg, Jordan und Pauli gelegt. Wir erwéihnen hier nur die Arbeiten von Born et al.
[28], von Dirac [38] und von Heisenberg und Pauli [81]. Fiir eine detaillierte Darstel-
lung verweisen wir auf den Ubersichtsartikel von Jordan [95].

Spéter wurde klar, dass nicht nur Photonen, sondern auch Elektronen und ihre
Antiteilchen, die Positronen, als Anregungen eines Quantenfeldes betrachtet werden
miissen. Diese Tatsache ergibt sich unmittelbar aus der Notwendigkeit, die Dyna-
mik von Elektronen im Feld schwerer Atome relativistisch beschreiben zu miissen.
Durch die Einfithrung des Dirac-Operators [41], dessen positiver Spektralraum der
Zustandsraum der Elektronen ist, kommt in natiirlicher Weise auch das Positron ins
Spiel [39, 40]. Kombiniert mit der Wechselwirkung dieser geladenen Teilchen ist nun-
mehr die Elektronenzahl im Allgemeinen keine Konstante mehr.

Die Quantenelektrodynamik (QED) kann als die physikalische Theorie gesehen
werden, die diese beiden Ansétze vereint. Bei ihrer Entwicklung haben viele Forscher
Beitridge geleistet. Sie gilt durch die Arbeiten von Tomonaga, Schwinger und Feyn-
man im Wesentlichen als physikalisch abgeschlossen. Wir zitieren hier exemplarisch
die Arbeiten [132, 133, 134, 135] von Schwinger, die Arbeiten [142, 143] von To-
monaga und die Arbeiten [53, 54, 55| von Feynman. Eine Auswahl der wichtigsten
Originalarbeiten zur Quantenelektrodynamik findet man in [136]. Das Buch [131]
bietet einen schonen Uberblick iiber die historische Entwicklung der QED.

Der formale Hamilton-Operator der Quantenelektrodynamik ist in SI-Einheiten
gegeben durch (siehe [35, Seite 431] und auch [27, Gleichung (15.28)])

(11) H Z/dx U (z) [ﬁmCQ + ?a _ V} ()
+ / dz / @)U (@)U

8meg|lx — 2|

+/dk: S kel [aj(k’)m(k’) + %} - ec/d:r Tt (2)a - A(2)U(x).

AN

Hierbei ist W(x) der Feldoperator des Elektronen-Positronen-Feldes, § und o sind
die Dirac-Matrizes (siche Kapitel 11.1), A ist die reduzierte Planck-Konstante, ¢ die
Lichtgeschwindigkeit, m die Elektronenmasse, ¢, die Dielektrizitdtskonstante und e
die Elementarladung. A(x) ist das Strahlungsfeld in zweiter Quantisierung (siehe auch
Kapitel V.1).
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Der erste Summand in (I.1) ist dabei die kinetische Energie des Elektronen-
Positronen-Feldes, der zweite die Wechselwirkungsenergie des Elektronen-Positronen-
Feldes, der dritte die Feldenergie des Photonenfeldes, und der vierte Summand be-
schreibt die Wechselwirkung zwischen Materiefeld und Photonenfeld.

Eine mathematisch konsistente Behandlung der QED und des Hamilton-Opera-
tors (I.1) ist nach wie vor ein ungelstes Problem. Nicht einmal die elementarsten
Fragen dieser Theorie sind gekléart. Selbst die Frage nach dem Zustandsraum muss
noch als offen gelten.

Im Wesentlichen kénnen zwei Ansétze unterschieden werden: Zum einen wird die
Elektronenzahl fix gehalten und das Photonenfeld quantisiert. Typischerweise wird die
Dynamik der Elektronen durch die Schrodinger-Gleichung oder die Pauli-Gleichung
gegeben, d.h. sie ist nicht-relativistisch. Wir bezeichnen diese Richtung kurz als nicht-
relativistische QED. Zum anderen wird Wert darauf gelegt, die Dynamik der Teilchen
relativistisch zu behandeln. Die Wechselwirkung wird in der Regel durch Coulomb-
krifte gegeben. Das Photonenfeld wird fiir die Beschreibung von Bindungseffekten da-
bei gerne unterdriickt. Wir sprechen in diesem Falle vom relativistischen Elektronen-
Positronen-Feld.

Wir werden im Folgenden etwas genauer auf einige Modelle eingehen, zu denen
die vorliegende Arbeit einen Beitrag leistet, ohne dabei Anspruch auf Vollstandigkeit
erheben zu wollen. Eine umfassende Darstellung des Standes der Forschung wiirde
ohnedies den Rahmen dieser Einleitung sprengen.

Wir geben zunichst einen kurzen Uberblick {iber den Stand der Forschung auf
diesen Gebieten und ordnen dann die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit ein.

Stand der Forschung

Das Elektronen-Positronen-Feld. Die relativistische Behandlung physikali-
scher Systeme ist besonders fiir Atome mit schweren Kernen relevant, da sich die
Elektronen — insbesondere auf den inneren Schalen — mit einer so hohen Geschwin-
digkeit bewegen, dass relativistische Effekte nicht vernachléssigt werden konnen. Je
nach Situation kénnen dabei verschiedene Modelle angebracht sein, die wir im Fol-
genden beschreiben.

Sektoren fizer Teilchenzahl mit voller Korrelation ohne Photonenfeld. Wenn die
im System auftretenden Energien a priori als so niedrig angenommen werden kénnen,
dass es nicht zur Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren kommen kann, dann reicht
es aus, im Operator (I.1) die Beitréige des Photonenfeldes zu vernachlissigen und den
Operator bzw. seine quadratische Form auf Sektoren fester Elektronenzahl einzu-
schrinken. Die entstehenden Operatoren werden als No-Pair-Hamilton-Operatoren
mit Coulomb-Wechselwirkung bezeichnet. Eine wichtige Frage dabei ist die Wahl des
Elektronenraumes, fiir den mehrere Wahlen in Frage kommen. Typischerweise wahlt
man den FElektronenraum beziiglich des Einteilchen-Dirac-Operators mit duflerem
Einteilchen-Potential (Furry-Bild) oder beziiglich des freien Einteilchen-Operators
(freies Bild). Der Operator zum freien Bild wird auch als Brown-Ravenhall-Operator
bezeichnet [30]. Es sind auch andere Wahlen moglich, die noch ein mittleres Potential
der Elektronen beriicksichtigen (Zwischenbild).
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Das Furry-Bild wird in der Praxis haufig durch Modelle behandelt, die auf einer
Entwicklung nach der Feinstrukturkonstanten beruhen (siehe [42] oder [94]). Sieden-
top und Stockmeyer [138] haben fiir den Einteilchen-Dirac-Operator im Furry-Bild
gezeigt, dass die entsprechende Entwicklung tatsdchlich in einem gewissen Sinne kon-
vergiert. Die entsprechende Entwicklung liefert in erster Ordnung gerade den Brown-
Ravenhall-Operator, in zweiter Ordnung den Jansen-Hef3-Operator. Der Jansen-Hef3-
Operator wurde hauptsichlich von Jakubafla-Amundsen (siehe unter anderem [92]
und [90]) untersucht. JakubaBa-Amundsen [93] und Morozov und Vugalter [118] ha-
ben den HVZ-Satz fiir den Brown-Ravenhall-Operator bewiesen.

Hartree-Fock-Ndherung ohne Photonen. In diesem Modell werden im Operator
(I.1) wiederum die Beitriage des Photonen-Feldes vernachlissigt und die entstehende
quadratische Form auf quasi-freie Zustiande (Hartree-Fock-Zustédnde) eingeschréinkt.
Die Minimierung der Energie iiber solche Zustéinde ldsst sich auf das Dirac-Fock-
Funktional (siehe [8] und Kapitel IV.2) zuriickfiihren .

Bach et al. [8, 7] bewiesen die Stabilitét des relativistischen Elektronen-Positro-
nen-Feldes in Hartree-Fock-Néherung. Darauf aufbauend zeigten Barbaroux et al. [19]
die Existenz von Atomen. Die zugehérigen Schranken wurden von Brummelhuis et
al. [31] und Rohrl [128] verbessert.

Eine in diesem Zusammenhang entscheidende Frage ist, welche Wahl des Elektro-
nenraumes die richtige ist, insbesondere im Hinblick auf die Stabilitdt der Materie.
Wegweisend in diesem Zusammenhang ist eine Vermutung von Mittleman [115], die
besagt, dass der physikalische Zustandsraum des Elektrons derjenige ist, der die grofite
Grundzustandsenergie liefert. Die Gleichung fiir den Maximierer hat Mittleman be-
reits angegeben. Es handelt sich um die Dirac-Fock-Gleichung. Allerdings ist die Her-
leitung nur formal. Die Giiltigkeit dieser und einer verwandten Vermutung wurde von
Barbaroux, Esteban und Séré [18] und von Barbaroux, Helffer und Siedentop [20]
untersucht.

No-Pair-Hamilton-Operator mit Photonen. Dieses Modell erhélt man, indem man
im Operator (I.1) die Beitrége des klassischen oder quantisierten Photonenfeldes
beriicksichtigt, aber das Elektronen-Positronen-Feld auf einen Sektor fester Elektro-
nenzahl einschrankt. Die Wahl des Elektronenraumes ist dabei von entscheidender
Bedeutung fiir die Stabilitdat [107, 108, 106]. Matte und Stockmeyer [111] haben
fiir dieses Modell einen HVZ-Satz bewiesen.

Nicht-relativistische QED. In diesem Modell wird fiir den elektronischen An-
teil des Operators und fiir die Wechselwirkung mit dem Photonenfeld eine nicht-
relativistische Approximation verwendet; das daraus resultierende Modell ist das
Pauli-Fierz-Modell (siehe Kapitel V). Haufig wird auch das einfachere Nelson-Modell
behandelt. Die mathematische Untersuchung dieses Ansatzes geht auf Frohlich [62,
61] zuriick. Einen Uberblick iiber das Gebiet findet man in [66].

Die Untersuchung eines vollen Modells der nicht-relativistischen QED, d.h. un-
ter Verwendung des Pauli-Fierz-Operators, wurde erst vor wenigen Jahren von Bach,
Frohlich und Sigal [9, 10, 12] begonnen. In [13] zeigen sie die Existenz eines Grund-
zustandes fiir Teilchen in einem duleren Bindungspotential sowie eine obere Schranke
an die Lebensdauer angeregter Zusténde.
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Die Existenz von Grundzustdnden im Pauli-Fierz-Modell unter wesentlich allge-
meineren Voraussetzungen, insbesondere ohne Einschrankungen an den Ultraviolett-
Cutoff und die Kopplungskonstante, wurde von Griesemer, Lieb und Loss [68] bewie-
sen. Die asymptotische Vollstdndigkeit fiir Rayleigh- und Compton-Streuung wurde
von Frohlich, Griesemer und Schlein [58, 59, 60] bewiesen.

In [76] haben Hainzl, Vougalter und Vugalter gezeigt, dass ein spinloses Teilchen,
das an ein Photonenfeld koppelt, Bindungszustdnde haben kann, selbst wenn der zu-
gehorige Einteilchen-Schrodinger-Operator keine Eigenwerte hat, weil das Potential
nicht , tief* genug ist. Diese und dhnliche Untersuchungen wurde von Chen, Vougalter
und Vugalter [32] und von Barbaroux, Linde und Vugalter [21] fortgesetzt. Barba-
roux, Chen und Vugalter haben Bindungsbedingungen fiir Systeme mit mehreren
Elektronen gezeigt [17] sowie die Grundzustandsenergie des translationsinvarianten
Pauli-Fierz-Modells untersucht [16].

Hasler und Herbst [77] haben die Selbstadjungiertheit und den Definitionsbereich
von Modellen vom Pauli-Fierz-Typ bewiesen sowie die Nicht-Existenz von Grund-
zustdnden fir eine Klasse von translationsinvarianten Modellen gezeigt [78]. Grie-
semer und Hasler [67] haben eine analytische Storungstheorie fiir nicht-ausgeartete
Grundzustédnde entwickelt.

Ubersicht iiber die Hauptergebnisse der Arbeit

Wir geben hier lediglich eine kurze Ubersicht iiber die Ergebnisse der Arbeit.
Ausfiihrlichere Einleitungen zu den betrachteten Modellen sind den entsprechenden
Kapiteln vorangestellt.

In Teil 1 geben wir grundlegende Resultate iiber Dirac-Operatoren. In Kapitel
IT betrachten wir zunéchst selbstadjungierte Dirac-Operatoren und fassen einige ih-
rer wohlbekannten Eigenschaften zusammen. Dann folgen wir [88] und verallgemei-
nern die Arbeit von Siedentop und Stockmeyer [138] (siehe oben) auf N-Teilchen-
Dirac-Operatoren. Wir zeigen insbesondere, dass auch die N-Teilchen-Version der
Douglas-Kroll-Transformation zu einer im Sinne der Normresolventenkonvergenz kon-
vergenten Reihenentwicklung in der Kopplungskonstanten ~ fiithrt. Dies ist fiir prakti-
sche Rechnungen in der Quantenchemie von Interesse, da das Douglas-Kroll-Schema
zur Behandlung von Systemen mit vielen Elektronen eingesetzt wird. Der technisch
nicht besonders schwierige Beweis beruht auf der Idee, die Analytizitit in der Kopp-
lungskonstanten v durch die Definition geeigneter Gewichte auf den Einteilchen-Fall
zuriickzufiithren. Diese Technik wird spéter bei der Behandlung eines relativistischen
Elektrons in Wechselwirkung mit dem quantisierten Photonenfeld in Kapitel VI wie-
der verwendet.

Danach diskutieren wir in Kapitel III Dirac-Operatoren, die bei der Behandlung
von Resonanzen durch komplexe Dilatation auftreten. Diese Operatoren sind weder
selbstadjungiert noch normal. Die Ergebnisse aus diesem Kapitel werden wir ebenfalls
zur Behandlung des relativistischen Modells der QED bendétigen. Die Ergebnisse sind
jedoch auch von unabhéngigem Interesse: Wir fithren zunéchst eine Spektralanalysis
des dilatierten Dirac-Operators mit dem nicht relativ-kompakten Coulomb-Potential
durch. Dies scheint in der Literatur (siehe z.B. [137] oder [144]) nicht behandelt wor-
den zu sein. Anschliefend definieren wir positive und negative Spektralprojektionen
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fiir dilatierte Dirac-Operatoren. Auch diese Frage scheint bisher nicht behandelt wor-
den zu sein. Schliefflich diskutieren wir den nicht-relativistischen Grenzfall dilatierter
Dirac-Operatoren. Die Beweise hier verlaufen im Wesentlichen wie im selbstadjun-
gierten Fall [141].

In Kapitel IV folgen wir [87] und untersuchen das Dirac-Fock-Funktional im Falle
abgeschlossener Schalen. Wir zeigen mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes die
Existenz von Losungen der Dirac-Fock-Gleichungen mit der zusétzlichen Eigenschaft,
dass die Losungen Eigenfunktionen zu den kleinsten Eigenwerten des zugehorigen
Dirac-Fock-Operators sind. Aulerdem zeigen wir, dass diese Losungen die Energie des
Dirac-Fock-Funktionals minimieren, wenn man die Quantisierung bzgl. dieser Losung
wiéhlt. Dies zeigt insbesondere eine Ungleichung der Mittlemanschen Vermutung. Die
umgekehrte Ungleichung gilt — ohne Einschréinkung auf abgeschlossene Schalen — fiir
hinreichend kleine o (Barbaroux et al. [18, Formel (13)]).

SchlieBlich untersuchen wir in Kapitel V die Wechselwirkung von Materie mit dem
Photonenfeld im nicht-relativistischen Pauli-Fierz-Modell. [79] folgend zeigen wir eine
obere und untere Schranke an die Lebensdauer angeregter Zustdnde und setzen somit
die Arbeit von Bach, Frohlich und Sigal [13] fort.

Ferner betrachten wir in Kapitel VI ein relativistisches Elektron im Furry-Bild
und zeigen ebenfalls eine obere und untere Schranke an die Lebensdauer angeregter
Zusténde. Wie die naive Betrachtung der nach Fermi benannten ,,Goldenen Regel®
[124, Kapitel XII.6] nahelegt, ist die Lebensdauer in niedrigster Ordnung in der Fein-
strukturkonstanten dieselbe wie im Pauli-Fierz-Modell. Die Frage nach der Existenz
eines Grundzustandes werden wir offen lassen.

Zu der in der englischsprachigen Literatur ,,Fermi’s Golden Rule“ genannten
Formel sei angemerkt, das die zu Grunde liegende Theorie bereits Dirac [38] und
Wentzel [146] bekannt war. Die Bezeichnung ,,Fermi’s Golden Rule® scheint darauf
zuriickzufithren sein, dass Fermi die Formel [51, Gleichung (VIIIL.2), S. 142] in einer
Vorlesung an der Universitédt Chicago als ,,Golden Rule No. 2¢ bezeichnet hat. Fermi
selbst zitiert als Referenz das Buch von Schiff [130]. Wir werden die Formel kurz als
,Goldene Regel“ bezeichnen.

Ich bedanke mich bei Herrn Prof. Dr. Heinz Siedentop fiir die Betreuung meines
Dissertationsvorhabens und fiir die stete Ermunterung. Bei Herrn Prof. Dr. Heinz
Siedentop, Herrn Prof. Dr. Horst Osswald, Herrn Priv.-Doz. Dr. Semjon Wugalter
und Herrn Prof. Dr. Ira Herbst bedanke ich mich fiir die Unterstiitzung bei der Vor-
bereitung meines Aufenthaltes an der University of Virginia in Charlottesville sowie
bei Herrn Prof. Dr. Ira Herbst fiir die Gastfreundschaft des dortigen Departments
fiir Mathematik. Fiir die erfolgreiche Zusammenarbeit bedanke ich mich (in alphabe-
tischer Reihenfolge) bei Herrn Dr. David Hasler, Herrn Prof. Dr. Ira Herbst, Herrn
Prof. Dr. Heinz Siedentop und Herrn Dr. Edgardo Stockmeyer. Bei Herrn Prof. Dr.
Volker Bach, Herrn Dr. Jean-Marie Barbaroux, Herrn Dr. Roch Cassanas, Herrn Prof.
Dr. Hubert Kalf, Herrn Dr. Marco Maceda, Herrn Dr. Oliver Matte, Herrn Sergey
Morozov, Herrn Dr. Hagen Neidhardt, Herrn Prof. Dr. Martin Schottenloher und Frau
Prof. Dr. Christiane Tretter sowie bei den bereits genannten Personen bedanke ich
mich fiir hilfreiche Diskussionen und Auskiinfte.






Teil 1

Dirac-Operatoren






KAPITEL II

Selbstadjungierte Dirac-Operatoren

Wir werden in Kapitel II selbstadjungierte Operatoren betrachten und uns da-
bei auf diejenigen Definitionen und Eigenschaften beschranken, die wir tatséchlich
benotigen. Eine ausfiihrlichere Diskussion findet man z.B. in [141].

Als Anwendung werden wir die Douglas-Kroll-Hef-Transformation (siehe Sieden-
top und Stockmeyer [138]) auf Atome mit mehr als einem Elektron verallgemeinern.

II.1. Grundlagen
Die Dirac-Matrizes sind [141, Kapitel 1.1]

o= 0 oy ﬂ‘z 1oy 0

v g; 0 ’ ' 0 —12><2 ’

0 1 0 —i 1 0
=1 0) 27U o) BT o <1

die Pauli-Matrizes sind. Sie erfiillen die Vertauschungsrelationen

wobei

o + oo = 2041, i,k=1,2,3
a;f+ Ba; =0, i=1,2,3
g2 =1.
Der freie Dirac-Operator (fiir die Lichtgeschwindigkeit ¢ > 0)
(IL.1) D.g = —ica -V +2f

ist ein Operator auf dem Hilbert-Raum H := L?(R3; C*). Er ist auf dem Definitions-
bereich Dom(D,) := H'(R3; C*) selbstadjungiert [141, Kapitel 1.4].
Der Coulomb-Dirac-Operator

(IL.2) Doy = —ico -V + 2B — !%

ist ebenfalls ein Operator auf dem Hilbert-Raum L?(R3;C*), der fiir v € R mit
7] < ¢v/3/2 auf dem Definitionsbereich Dom(D,,) := Dom(D.o) = H'(R? C*)
selbstadjungiert ist [141, Kapitel 4.3.3]. v wird als Kopplungskonstante bezeichnet.

Zur Abkiirzung setzen wir

1
V = m
Wir bezeichnen die positiven bzw. negativen Spektralprojektionen des Operators
D, ., mit

9
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wobei fiir eine messbare Menge A C R" die Funktion y4 deren charakteristische
Funktion ist. Im Falle des freien Operators D, sind die Spektralprojektionen durch
Fouriertransformation unitir dquivalent zu Multiplikationsoperatoren. Sie sind expli-
zit gegeben durch

1 D
1.4 A = (1 + +O) )
( ) c,0 2 _C2 /\ + C4

Die Eigenwerte des Operators (I1.2) sind (siche [141, Formel (7.140)] und [24,
Formel (14.29)])

—-1/2
72/02

(n = Il + VT =772)’

(IL.5) ¢, .(c,y) = | 1+

Hierbei ist n die Hauptquantenzahl und x = 4(j+1/2) der Eigenwert des Spin-Bahn-
Operators, wobei j € Nmit j = 1/2,...,n—1/2 die Drehimpulsquantenzahl ist. Eine
Entwicklung dieser Formel in Potenzen von 1/c liefert

2 4

(I1.6) Epnley) = — L~ ( L _ 3 ) + 001/,

on 223 \|k|  4n

Der erste Term entspricht dabei der Ruheenergie des Elektrons, der zweite ist der
Eigenwert des Schrodinger-Operators

(IL7) Hyi= A=

zur Hauptquantenzahl n, und der dritte Term ist die erste relativistische Korrek-
tur. Man beachte, dass die relativistische Korrektur negativ ist. Die Aufspaltung der
Schrodinger-Eigenwerte durch die relativistische Korrektur wird als Feinstrukturauf-
spaltung bezeichnet.

Mit En’l(c, 7) bezeichnen wir ebenfalls die Eigenwerte des Operators D, ., wobei
n die Hauptquantenzahl bezeichnet und [ die Eigenwerte, die zur Hauptquantenzahl
n gehoren, der Grofle nach nummeriert ohne Zahlung der Vielfachheit. Es gilt n € N
und [ € N mit I < n. Wir setzen

72

—5

(IL.8) Eni(c,y) == Eni(c,y) — ¢, En(00,7) =

wobei E, (00, v) der n-te Eigenwert (ohne Zahlung von Vielfachheiten) des Schrodin-
ger-Operators (I1.7) ist. Statt E, (oo, ) schreiben wir auch E, (7).

Mit ¢,,(c,y) bezeichnen wir eine normierte Eigenfunktion des Dirac-Operators
(I1.2) zum Eigenwert E, (c,7).
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I1.2. Block-Diagonalisierung

11.2.1. Die Douglas-Kroll-Transformation. Wir beginnen mit einer Diskus-
sion der Foldy-Wouthuysen-Transformation. Dazu definieren wir fiir p € R? die Ma-

trix
. 2 o080y -
(IL.9) Oew(c,p) : = + EC(p])VJEp) B p
_ L <(02 + Ee(p))Laxa co-p )
Nc(p) —CoO D (62 + Ec(p))12><2

mit E.(p) := \/c2p? + ¢* und N.(p) := \/2E.(p)(c® + E.(p)). Mit Upw (c) bezeichnen
wir den maximalen Matrixmultiplikationsoperator auf L*(R3; C*), der durch Upw (p, c)
erzeugt wird. Analog definieren wir

&+ E.(p) — cBa-p
Ne(p)

1 ((02 + Ee(p))Lax2 —co - p )
Ne(p) co - p (¢ + Ec(p))1axz

und Vew(c). Die Fouriertransformierten dieser Operatoren sind

Upw(C) = ./T_lUF\}V<C)f‘, pr(C) = F_IVFw(C)f.

Es gilt Vew(c) = Upw(c)* = Upw(c)™'. Die unitére Transformation Upw/(c) wird
Foldy-Wouthuysen-Transformation genannt. Sie (block-)diagonalisiert den freien Dirac-
Operator (siche [141, Kapitel 1.4]), d.h. es gilt

v/ —Cc2A + ct 0
(1111) UFw(C)DgoVFw(C) = ( 0 _\/m> =V —c2A + 045

mit 3y =1 (1+3).

Die Arbeit von Foldy und Wouthuysen [56] beschreibt nicht nur die obige Block-
Diagonalisierung des freien Dirac-Operators, sondern enthélt auch ein stérungstheo-
retisches Verfahren zur Block-Diagonalisierung des Dirac-Operators mit Potentialen.

Leider konvergiert die dort angegebene Entwicklung nicht (sieche Thaller [141,
Kapitel 6] und die dort zitierte Literatur). Der Grund hierfir ist, dass die richtige
Entwicklung etwa im Hinblick auf Konvergenz der Spektren die Kopplungskonstante
des Potentials als Entwicklungsparameter beniitzen sollte. Eine entsprechende iterati-
ve storungstheoretische Methode stammt von Douglas und Kroll [42] und wurde von
Jansen und He$ [94] korrigiert. Die Methode ist fiir numerische Berechnungen sehr at-
traktiv, da die dabei auftretenden Hamilton-Operatoren auf Pauli-Spinoren operieren.
Sie wurde wéahrend der letzten zwanzig Jahre fiir praktische Rechnungen in der rela-
tivistischen Quantenchemie erfolgreich eingesetzt (siehe [22, 94, 99, 147, 126, 127]
und die dort zitierte Literatur).

Aus der Sicht der Mathematik wurde der Einteilchen-Fall (fiir die Lichtgeschwin-
digkeit ¢ = 1) von Siedentop und Stockmeyer untersucht [138]. Sie beweisen — unter
geeigneten Voraussetzungen an das Potential — die Existenz einer Familie Upk(7)
von unitdren Operatoren, die in der Kopplungskonstante ~ analytisch sind. Diese
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unitdre Transformation entkoppelt elektronische und positronische Zustédnde exakt.
AuBlerdem haben Siedentop und Stockmeyer gezeigt, dass der in eine Potenzreihe in
entwickelte block-diagonalisierte Operator zumindest formal in den niedrigsten Ord-
nungen mit den Operatoren von Douglas, Kroll und Hef {ibereinstimmt. Auflerdem
haben sie gezeigt, dass die Spektren der ,abgeschnittenen® Operatoren gegen das
Spektrum des urspriinglichen Operators konvergieren.

Wir setzen zur Abkiirzung D, := D;, und P} := A%). Die Douglas-Kroll-
Transformation ist definiert durch

(I1.13) Upk(v) = (PLPY + PLPY)(1 = (P — P]))*) /2.

Wir fiithren einige wichtige Eigenschaften von Upk () ([138, Theorem 1, Theorem 2,
Lemma 9]) im folgenden Lemma auf und setzen ~. := 0.3775.

LEMMA II.1. (1) Upk(7) ist analytisch in v und unitar fir |y| < 0.6841. Es
gilt die Beziehung

Upk(7)PL = PLUpxk(7).
(2) Der Operator | Do|**Upk(v)|Do| ™/ ist beschrinkt und analytisch in ~y fiir
v < e
(3) Der Operator |Do|=Y/2Upx (v) D, Upk (7)*|Do|~V/? ist beschrinkt und analy-
tisch in v fir v < 7.

Wir werden den Beweis hier nicht wiedergeben, bemerken jedoch, dass wir die zu
Grunde liegenden Ideen in den Kapiteln I11.2.3 und III1.2.4 verwenden werden.

Wir halten auflerdem fest, dass man das Hauptergebnis der Arbeit von Siedentop
und Stockmeyer iiber die Existenz selbstadjungierter Realisierungen der ,,abgeschnit-
tenen“ Operatoren und deren Normresolventenkonvergenz aus den Sétzen I1.3 und
I1.5 in Kapitel I1.2.2 zuriickerhélt, wenn man dort den Fall N = 1 betrachtet. Wir
verzichten daher darauf, das Ergebnis an dieser Stelle gesondert wiederzugeben.

Wir werden auflerdem folgende Ungleichung benétigen: Fiir 0 < v < ‘/73 setzen

wir C) = 3 <\/4('y)2 +9— 47) und d, = (14 C2 — \/(1 — C2)2 + 442C?2). Dann
gilt das folgende Lemma (siche Morozov [117] und auch Brummelhuis et al [31]):

LEMMA I1.2. Fir0 <~vy < \/75 gilt die Operator-Ungleichung
(I1.14) |D,|* > d2|Dy|*.

Diese Ungleichung wird uns in Lemma A.7 bei der Behandlung von Dirac-Fock-
Operatoren wieder begegnen.
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11.2.2. Verallgemeinerung auf den N-Teilchen-Fall. In diesem Abschnitt
folgen wir nun [88] und verallgemeinern die Ergebnisse aus [138] auf den N-Teilchen-
Coulomb-Dirac-Operator (mit N > 1) im Furry-Bild, d.h. wir schrianken den Operator
auf die positiven Spektralrdaume der Einteilchen-Dirac-Operatoren ein. Mit Hilfe ein-
facher Verallgemeinerungen der Methoden in [138] beweisen wir die Normresolventen-
konvergenz der Operatoren, die man durch Abschneiden der Potenzreihenentwicklung
in v der transformierten projizierten Operatoren erhélt.

Wir beginnen mit der Beschreibung der Problemstellung und der Einfithrung der
erforderlichen Notation. Den N-Teilchen-Hilbert-Raum bezeichnen wir mit

HM =He- - -@H,

wobei H := L*(R3 C*) ist. Die Fortsetzung eines abschlieSbaren Operators A auf H
mit Definitionsbereich D nach H™), der auf die j-te Komponente wirkt, schreiben
wir als
Aj=1---® A ®---®1,
j-te Stelle

und das n-fache Tensorprodukt als
A = A ® e ® A

Wenn A auf D wesentlich selbstadjungiert ist, dann sind beide Operatoren auf ®§V:1 D
wesentlich selbstadjungiert (siehe [122], Kapitel VIII.10). Aus technischen Griinden
werden wir den Operator % := Zjvzl | Dyol; bendtigen.
Der Coulomb-Dirac-Operator ist formal gegeben durch
N
(I1.15) HE =Y [D.]; + % >, Wy
j=1 1<i<j<N
wobei 3 die Kernladungszahl des Atoms ist, und v die Kopplungskonstante des
Einteilchen-Potentials. Physikalisch betrachtet gilt v = 3a, wobei o ~ 1/137 die
Feinstrukturkonstante ist.
W;; ist die Wechselwirkung zwischen den Teilchen i und j, die fiir f € H'(R*)* ®
-+ ® H'(R3)* durch

(Wijf)($1, Ce 7xN) =

flxe, ..o iy ), TN)
|w; — ;]

gegeben ist. Wir setzen W, := ZISKJSN Wij. Es ist bekannt, dass der Operator in
(I1.15) ohne die Elektron-Elektron-Wechselwirkung W, die gesamte reelle Achse als
Spektrum hat.

Anstelle von (I1.15) betrachten wir den Coulomb-Dirac-Operator im Furry-Bild,
d.h. wir schranken den Operator (I1.15) auf die positiven Spektralraume der einzelnen
Einteilchen-Operatoren D., ein. Der Hilbert-Raum ist

HY () =PIH®-- - © PIH.
Die N-Teilchen-Projektion ist gegeben durch
Pl =Pl®---®P].

Wir interessieren uns fiir den Operator P H éﬁ? P, insbesondere fiir seine Realisierung
im Raum der N-Teilchen-Pauli-Spinoren.
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Dazu betrachten wir die N-Teilchen-Versionen der Douglas-Kroll-Transformation
und der Foldy-Wouthuysen-Transformation

Upk(7) == Upk(y) ® - - - @ Upk(7)

und

Es gilt Upk (7)PlUpk(v)™" = PL. Des Weiteren erfiillt die N-Teilchen-Foldy-Wout-
huysen-Transformation Upw die Beziehung Upw P! = 01 ®- - -® B Upw. Daher ist der
formale Hamilton-Operator im Raum der N-Teilchen-Pauli-Spinoren gegeben durch

(11.16) H{lag = Uewloi (7) PLH Y PLUDK (7)™ Uy

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts, Satz I1.5, impliziert, dass die Spektren der Ope-
ratoren, die durch Entwicklung von (I1.16) in Potenzreihen in + entstehen, gegen das
Spektrum des Furry-Operators konvergieren, der formal durch P}ng]\S)Pl gegeben
ist.

Bevor wir dieses Ergebnis formulieren kénnen, miissen wir sicherstellen, dass die
erwahnten Operatoren iiberhaupt selbstadjungierte Realisierungen besitzen.

Wir bemerken, dass fiir |y| < 1 die Ungleichung |D,| > /1 —~2 > 0 gilt (vgl.
Gleichung (T1.5)). Wir definieren den Operator T, : ﬁng) — ﬁiN) ohne Elektron-

Elektron-Wechselwirkung durch

mit Definitionsbereich Dom(T},) = PTH'(R?, C®N, Fiir |y| < v/3/2 ist der Opera-
tor T., wesentlich selbstadjungiert([122, Theorem VIIT.33]), wobei & das algebraische
Tensorprodukt ist. Wir bezeichnen den Abschluss von Ty mit 77, und seinen Formde-
finitionsbereich mit Q(T7,).

Wir setzen q(f, g) := (f, T,9)+(f, W,g) fiir f, g € Q(T,). Dann liefert der folgende

Satz eine selbstadjungierte Realisierung des Furry-Operators.

Sarz 11.3 ([88], Theorem 1). Es sei 0 < v < \/3/2. Dann gibt es einen selbstad-
jungierten Operator H. . : HSFN) (v) — HSLN) (v) mit Q(H, +) = Q(T,) =
PLHY2(RN C*), wobei PL(H (R*)*)EN determinierender Formbereich fiir den Ope-
rator H., 1 ist, so dass fir alle f,g € Q(H, 1) die Gleichung

Q(fv g) = (f> H’Y:+g)

gilt. Diese selbstadjungierte Fortsetzung ist die Friedrichs-Fortsetzung des auf dem
Definitionsbereich Pl@jy:lHl(R?’)“ symmetrischen Operators T, + PIW.,P].

Zum Beweis von Satz 11.3 benétigen wir das folgende Lemma:

LEMMA I1.4 ([88], Lemma 3). Es sei f € H'/2(R3N,C*"). Dann gilt

(,Wis) < 51, 1Dols ) fiir i # j.
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BEWEIS. Sei f € ® _ H'(R3)* beliebig. Dann gilt

1
:/d$1"‘dl'Nf(.Z'l,...7xi,...,Q?N)

|z — 2]
1
\Iz’|

2 /dl’l dZENf(ZL'l,...,l‘i +l‘j,...,I'N)|D0|if(I1,...,£L‘i+£L'j,...,ZL'N)

< S 1Dolif),

wobei wir die Kato-Ungleichung verwendet haben. Diese Ungleichung lédsst sich auf
f e H'/2(R3N, ) fortsetzen. O

flz, .o @y xN)

:/dx1~~d:z:Nf(x1,...,:Ul-—i—:l:j,...,a:N) f(xl,...,xi—i—:z:j,...,xN)

BEWEIS VON SaTz I1.3 .
Schritt 1: Wohldefiniertheit von q. Wegen Lemma I1.2 gibt es eine positive Kon-
stante d.,, so dass

(1.17) (F1Def) < (L IDJef) < (LT3 )

gilt. Daraus folgt zusammen mit Lemma I1.4 die Wohldefiniertheit von gq.

Schritt 2: Definition von H, . Wir folgen dem Beweis des KLMN-Satzes und
verwenden die Notation von Reed-Simon [123, Theorem X.17]. Es sei f € Q(T7,).
Wir zeigen zunéichst (f, W, f) < C(f,T,f) fiir ein C > 0. Wegen f € H{") gilt

(T2 f, WL 2 ) =

,Y . N - f—
( ) "~z Z (T 1, |D0|Z'1/2‘D0|z' 1/2‘/1/17|D0|i 1/2\D0|;/2T~, Y2 1)
118 e
T - - yrN(N — 1)
Saz 2 TR IDITIED < g R =

1<i<j<N V

wobei wir Lemma I1.4 und Gleichung (I1.17) beniitzt haben. Daher gilt
(IL.19) () + (W) < A+ O) T f) < (L+ O (T + W) f).

Dies zeigt, dass die Normen || - |41z, und || - |41, dquivalent sind. Daher ist ¢ ei-
ne halbbeschrénkte, abgeschlossenene quadratische Form auf (7 ), die daher einen
selbstadjungierten Operator H, ; mit Formdefinitionsbereich Q(H., ) = Q(T’,) defi-
niert.

Schritt 3: Bestimmung des Formdefinitionsbereichs. Es gilt die folgende Kette von
Ungleichungen, wobei wir Lemma I[.2 im zweiten und die Hardy-Ungleichung im
dritten Schritt verwendet haben:

N N
dy/ =Dy +1< dvz |Dol; < Z |D,l;
; i—1

(11.20)

N
Z (14 279)|Doli < (1 +29)N/—Dsy + 1
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Die Ungleichungen (I1.20) implizieren, dass H'/2(R*N C*") beziiglich

N 1/2 N 1/2
b(f, f) = (Z|Dv|z) f; <Z|Dv|z> f
i=1 i=1

fir f € H'Y/2(R*N,C*") vollstéindig ist. Da P mit S, |D,|; vertauscht, folgt
P1H1/2(R3N,C4N) C H1/2(R3N,(C4N).

Ferner ist P} HY2(R3  C*") eine abgeschlossene Teilmenge von HY/2(R3N, C*") be-

ziiglich der von b erzeugten Norm. Folglich ist P] H 1/2(R3N, (C4N) vollstandig beziiglich

der Einschrankung von b. Da TAY wesentlich selbstadjungiert ist, ist der selbstadjun-
gierte Operator, der zu der Einschrénkung von b gehdrt, gleich T7,. Daher gilt

Q(T,) = PYHY* (RN, C*™).
Da offensichtlich
Dom(HY,) c Q(HN,) = PLH*(RN, C*)
gilt, folgt, dass Hﬁ , die Friedrichsfortsetzung des symmetrischen Operators TW +
PIW, P ist. O

Wir wenden uns nun dem Operator Upk(7y) := Upk(y) ® -+ @ Upk(y) zu, der
eine unitdre Abbildung Upk () : HSFN) (y) — HSFN) (0) ist. Wir definieren den Operator

H, . : Hfg — HSFNO) durch
H, ¢ = Upk(7) Hy 4 Upk (7)™,
wobei HS:YO) = HSFN)(O) ist. Entsprechend definieren wir den Operator
HE 2R3N, %) — LX(R*N,C?") durch
dia r7 _
HY'® = Upw Hy  Upy,
wobei wir die Foldy-Wouthuysen-Transformation als Abbildung
Upyy : Hgo) — L2(R3,C2)®N = L2(R3N,C?") auffassen.
Auf diese Weise kann Hfj}ig als die Block-Diagonalisierung von ﬁwr betrachtet

werden. Wegen Satz 1.3 sind FI%JF und H;ifig selbstadjungierte Operatoren mit Form-
definitionsbereich Upk (7)Q(T;) bzw. Upwlpk (7)Q(T,). Genauer gilt

Upk(7)Q(T,) = PLH RN, C),

da .@é/ “Upk (V) Dy 2 6in beschrinkter Operator ist (sieche den Beweis von Lemma
I1.10). Da Upw mit %, vertauscht, erhalten wir

Upwlpk (7)Q(T,) = H2(R3N, C?Y).

Wir bezeichnen mit ﬁﬁ . die formale Taylorreihe von nyijig bis einschliefllich der
Potenz ~*, die ein Operator auf

C := Upwlpk ()P4 (7)H' (R?,CH)*N
ist. C ist determinierender Formbereich fiir H,Cylfig. Wir setzen
k dia Tk
Rw = erg - hwr-

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist:
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Satz I1.5 ([88], Theorem 2). Fir 0 < v < ~. und hinreichend grofie k besit-
zen die Operatoren ¥ ~+ eine selbstadjungierte Fortsetzung h7+7 die Dom(hk ) C
Q(HIE) = Hl/z(]R?’N,(CQN) erfillt. Ferner gilt hY , — HI® fiir k — oo im Sinne
von Normresolventenkonvergenz.

Wir halten zunéchst einige Bemerkungen fest:

BEMERKUNG IL.6. Die Normresolventenkonvergenz impliziert die Konvergenz der
Spektren und Spektralprojektionen [122, Theorem VIII.2.3].

BEMERKUNG II.7. Die unitdre Transformation Upk () ist nicht eindeutig. Mit
der Wahl aus [138] ist bekannt, dass Satz I1.5 mindestens fiir v, = 0,3775 gilt, was
einer kritischen Kernladungszahl von Z = 52 entspricht.

BEMERKUNG IL.8. Die Operatoren h* ~+ wirken auf dem Raum der N-Teilchen-
Pauli-Spinoren. Unter Verwendung der exphz1ten Ausdriicke fiir Upk(y) und Upw,
lassen sie sich bis zu jeder gewiinschten Ordnung k berechnen (siehe [138, Appendix
A] fiir ein Beispiel). Der Operator h* 54 ist eine selbstadjungierte Realisierung des
Douglas-Kroll-Hess-Operators der Ordnung k fiir N Teilchen.

Bevor wir Satz II.5 beweisen konnen, miissen wir noch eine Reihe technischer
Hilfsaussagen zeigen (siehe [88], Lemma 4 bis Lemma 6):

LEMMA IL.9. Fiir |y| < . ist der Operator 9, 1/2Hdlag@0 Y2 beschrinkt und reell
analytisch um null. Insbesondere gilt ||@0_1/2R§@0_1/2||

BEWwEIS. Wir zeigen zunéchst, dass |D0|:T/ Dy 2 Peschréinkt ist. Zum Beweis
withlen wir ein beliebiges f € ®j-V:1H 1(R3)* und bemerken die Identitéit

I1Dol2FI2 = (f,IDolif) < (F|Dolif) + -+ + (£ 1Dolnf) = 11257 F11

Daraus folgt die Behauptung, da ® JHY R in HY) dicht ist.
Wegen Lemma I1.1 ist der Operator | Do|~Y2Upk (v) D, Upk (7)*| Do| ~'/? beschriinkt
und analytisch in v fir |y| < 7., und dasselbe gilt fiir den Operator
[| Do|~Y2Upk () D, Upk (7)*| Do| ~/?],, mit m = 1,..., N. Um die Behauptung zu be-
weisen, reicht es, die Analytizitét jedes einzelnen Summanden von H%Jr zu zeigen.
Einteilchen-Terme: Die Analytizitat folgt unmittelbar aus

@0_1/2[UDK(V)PXDA,PJZUDK(7)—1]7%@—1/2 PO -@_1/2[|D0|l/2]
X “D0|_1/2UDK(7)D7UDK('7) |D0|_1/2]m|D0‘%2@0_1/2’P$.

Wechselwirkungsterme: Der Operator

| Dol *Unk ()| Dol = Upk(7) & - -+ @ | Do| ™2 Upk (7)| Do|? - - - ® Upk (7)
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ist wegen Lemma II.1 analytisch, und |Dg|m L2 m,l\Do\;ll/ % st wegen Lemma I1.4
beschrénkt. Daher folgt aus der Gleichung

Dy Pt (V) PIWo  PlUDK () 2 25

= P2 Dy Pt (V) Won i (v) " Zy > PY

_ 7309 1/2’D0 1/2’D0’m1/2uDK( )|D0|1/2\D ‘ml/QW | Dol -1/2

X | Dol Uk () [ Dol 2 Dol 12 2 P

die Analytizitdt des Wechselwirkungsterms.
Da Upw mit P, vertauscht, ist auch der Operator &, 2 dlag.@() 12 analytisch und
hat daher eine konvergente Taylorreihe mit || %, "/ zRﬂj.@O V2|1 = 0 fiir k — oo. O

LEMMA I1.10. Es sei|y| < .. Dann ist der Operator _@S/QZ/{DKW)@O_I/2 beschrinkt
(N)
auf Hy

N
BEWEIS. Es gilt die Ungleichung 95/2 < Z \D0|i1/2. Wegen Lemma II.1 ist der
i=1
Operator | Do|"2Upk (7)| Do|~'/? beschrinkt. Daher ist

19"tk (7) 25 2|

N
1/2 1/2 1/2 —1/2
=2’ Z\DV ) Dol ok (1) 2 |
=1

N
= | WZ\D 7S (1ol Ptk ()| Dol; 1 Dol 252 |

=1

N
1/2 —1/2 1/2 ~—1/2
< Dol Uk (1| Dol; | Dol 25 )|

=1

N
1/2 -1/2 1/2 p—1/2
< D IIDok o (1) Dol Dol * 25|
=1

endlich. 0

LEMMA II.11. Es sei f € ﬁng) (7) und 0 < v < /3/2. Dann gilt die Abschitzung
126" H, 2 F1 < 1V £

BEWEIS. Sei f € Py(v) (Hl(R3)4)®N beliebig. Mittels Lemma II.2 und W, > 0
erhalten wir

e f (5 SPD, P < di(f ).

t

Mit Hilfe dieser Lemmata sind wir schliefllich in der Lage, den Beweis von Satz
I1.5 anzutreten. Wir bemerken, dass wir zum Beweis der Dilatationsanalytizitat des
Operators fiir ein relativistisches Elektron in Wechselwirkung mit dem quantisier-
ten Strahlungsfeld in Kapitel VI.2 dhnliche Methoden wie in den obigen Lemmata
verwenden werden.
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BEWEIS VON SATZ I1.5. Wegen [97, Theorem VI.3.11 und Corollary VI.3.12]
reicht es zu zeigen, dass es eine Folge a; gibt mit a — 0 fiir & — o0, so dass
fir alle f € C

(11.21) (F REf) < an(f. HSSE )
gilt. Das ist dquivalent zu
(I1.22) (f H e ()™ Uy B Us o (1) H, 22 ) = 0

fiir f € Py(y)H (R, CH®N. Es gilt
(f,H;i/QUDK(7)_1UEVI\;R’§UFWUDK(V)Hf;i/zf)
S P | e 7l [ v
wobei der letzte Term wegen der Lemmata [1.9, I1.10 und I1.11 gegen Null konvergiert.

(11.23)

Im letzten Schritt haben wir beniitzt, dass Upw mit |Dg| vertauscht und daher Upw
mit 7, und jeder Funktion davon vertauscht. U






KAPITEL IIT

Komplex dilatierte Dirac-Operatoren

In Kapitel III wenden wir uns komplex dilatierten Operatoren zu. Solche Opera-
toren erhélt man bei der Behandlung von Resonanzen mittels der Methode der kom-
plexen Dilatation (siehe z.B. [2, 14, 137, 144]. Insbesondere werden wir fiir solche
Operatoren eine Spektralanalysis durchfiithren, positive und negative Spektralprojek-
tionen definieren und den nicht-relativistischen Limes untersuchen. Diese Ergebnisse
werden in Kapitel VI verwendet werden, sind jedoch auch von unabhéngigem Inter-
esse.

II1.1. Definitionen

Wir definieren fiir § € C, v € R und ¢ > 1 die dilatierten Operatoren

(I11.1) Deo(6) := —ice -V + 2
und

-0
(I11.2) Do (0) i= —ice P - V + 25 — e

|-

auf dem Definitionsbereich Dom(D,(6)) = Dom(D.(6)) = H'(R?;C*). Es ist klar,
dass D.o(f) auf diesem Definitionsbereich abgeschlossen und (wegen der Hardy-
Ungleichung) D, ,(6) zumindest wohldefiniert ist. Weitere Eigenschaften werden wir
in Kapitel I11.2.2 beweisen. Zur Abkiirzung setzen wir

Wir werden non nun an grundsétzlich v > 0 voraussetzen. Des Weiteren definieren
wir fiir # € R die unitére Dilatation

U : L*(R* CY — L*(R3; CY)
durch

Sie erfiillt die Beziehung
UBO)D.,U0)" = D.~(0).

Die Operatoren D, () sind Fortsetzungen des Operators U(0)D. U (#)* fir komple-
xe . Man beachte, dass die Abbildung U(6) sich nicht als beschrankter Operator
fortsetzen lésst, jedoch angewandt auf Elemente der dichten Teilmenge der analyti-
schen Vektoren fiir den Erzeuger der Dilatationen. Der Konvergenzradius der Funkti-
on 6 — U(A)y hiangt dabei von dem jeweiligen analytischen Vektor ¢ ab (siehe [123,
Kapitel X.6]).

21
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Wir werden jedoch in Kapitel I11.3 zeigen, dass unter bestimmten Voraussetzungen
die Einschrankung von U(6) auf gewisse spektrale Teilrdume des Dirac-Operators ein
beschréinkter, beschréankt invertierbarer Operator ist.

Wir definieren auflerdem fiir p € R? die Matrix

Deo(p;0) := ce - p+ 2B
Fiir die komplexe Wurzelfunktion verwenden wir die Konvention
Vi C\Ry — C: z=re??
wobei z = re'® mit 7 > 0 und —7 < ¢ < 7 ist. Wir stellen fest, dass fiir w € C mit
|argw| < § die Abschétzung
(I11.3) Revw > VRew > 0

gilt, was sofort aus der Formel cos(2¢) = (cos ¢)? — (sin ¢)? < (cos ¢)? folgt.
Wir definieren fiir € > 0 den Streifen

Se :={z € C||Imz| < €}.

II1.2. Grundlagen

II1.2.1. Foldy-Wouthuysen-Transformation. In diesem Abschnitt untersu-
chen wir zunéchst die komplexe Fortsetzung der Foldy-Wouthuysen-Transformation
und zeigen in Satz 1.1 einige wichtige FEigenschaften. Es sei erwéhnt, dass eine kom-
plexe Fortsetzung der Foldy-Wouthuysen-Transformation implizit bereits von Evans,
Perry und Siedentop [50] bei der Untersuchung des Spektrums des Brown-Ravenhall-
Operators verwendet wird. Auch Balslev und Helffer [15] beniitzen holomorphe Fort-
setzungen des Foldy-Wouthuysen-Transformation.

Zunichst definieren wir fiir p € R® und 0 € S/, die Matrix

N 2 E . _p )
(I11.4) Upw(c,p;0) : = 4+ Ec(p;0) +ce PBac-p

Ne(p; 0)
1 (2 + E.(p; 0)) 19y ce o - p
Ne(p; 0) ( —celo - p (c® + Ec(p; 6))12x2)
wobei
E.(p;0) = Ve ?cp? +
und

Ne(p;0) == /2Ec(p; 0)(c + E.(p; 9))
gilt. Mit UFW(C; 0) bezeichnen wir den maximalen Matrixmultiplikationsoperator auf
L*(R3;CY), der durch Upw(p, ¢; ) erzeugt wird. Analog definieren wir

A+ E.p;0) —ce ?Ba-p

(HI-5) VFW(I% & 9) =

Ne(p:0)
. (4 Ee(p; 0)) 1oz —ce %o - p
TN\ celop (@ Ee(pi6) 1o

und Vew(c; 0). Die Fouriertransformierten dieser Operatoren sind

Upw(c;0) = F WUsw(c;0)F, Viw(c;0) := F Viw(c; 0)F.
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Man beachte, dass diese Operatoren fiir # = 0 mit der iiblichen Foldy-Wouthuysen-
Transformation (siehe [141] sowie Kapitel 11.2.1) iibereinstimmen, jedoch fiir 6 ¢ R
nicht unitiar sind. Dennoch definieren die Operatoren eine Ahnlichkeitstransforma-
tion, die den freien dilatierten Dirac-Operator diagonalisiert. Dies ist fiir die folgenden
Abschnitte unter anderem deswegen von Bedeutung, da der diagonalisierte dilatierte
Dirac-Operator \/—c2 exp=20 A + ¢43 im Gegensatz zum Operator D..o(f) normal ist.

SATz IIL.1. Es sei 0 € Sy4. Dann gilt:

a) Der Operator Upw(c;0) ist ein beschrinkter Operator auf L*(R3;C*) mit
beschrinkter Inverser Vew(c;0). Es gibt eine Konstante Cpw (unabhingig
von ¢ und ), so dass

(I1L.6) |Upw(c; 0)|] < /1 + Crw|sinIm 6|
und
(I11.7) [Vew (c; 0)[| < /14 Crw]sinIm 6|
qgilt.
b) Die Foldy- Wouthuysen-Transformation diagonalisiert den Dirac-Operator:
(I11.8) Usw(c; 0) D o(0)Viw(c;0) = V/—c2e=2 A + A3,
BEWEIS.
a) Eine einfache Rechnung zeigt
(I11.9) Urw (p, ¢; 0)Vew (p, ¢; 0) = Vew (p, c; 0)Upw (p, ¢; 0) = 1.
Es gilt

[Urw (c; 0)|| < sup |Upw.c(p; 0)]-

peER3

Folglich geniigt es, den Fall ¢ = 1 und Ref = 0 zu betrachten. Wir beachten die
Beziehung |Urw..(p; 0)||? = ||Urw.c(p; 0)*Urw..(p; 0)|| und finden mit 9 € (—n /4, 7/4)

(I11.10) Urw o(p;19) Upwe(p; i9) =
_ 1+ Ey(p; —iv) — Bape'? 1+ Ey(p;id) + Bape™?
V2E1(p; —10)(1+ Ex(p; —i0)) /2E1(p; 19) (1 + Ex(p;10))
(1 + By (p;19))(1 + En(p; —i0)) + p°
N
| B p(e (L Ea(p; —i0)) — (1 + Ea(p; i9)))
N

mit

N = \AE (p;19) By (p; —19) (1 + B (p; i0)) (1 + By (p; —i99)).

Man beachte, dass der Ausdruck unter der Wurzel reell ist.Wir stellen fest, dass

L+ Ey(pi£i0)| > |By(pi £i0)] = /1 2cos20)p? 1 p1 > /11 p'

gilt, wobei wir || < m/4 beniitzt haben. Folglich kann der Nenner in Gleichung
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(II1.10) gemaf

(m.n) N > 2 TT T
abgeschétzt werden. Als Néchstes beobachten wir, dass
(I11.12) | Ey(p;i0) — e "By (p; —i0)| =

B 2| sin(29)] < | sin(299)|
e By (p;i0) + eV Ee(p; —19)] T /P2 + cos(20)

gilt, wobei wir die Abschétzung |w| > |Rew| und (II1.3) beniitzt haben. Aus (II1.12)
folgt

(I11.13) ||Ba-p(e”(1+ Ey(p;i9)) — e (14 Ey(p; —i09)))|| < 2|p|| sin(¥9)| + | sin 29).
Des Weiteren gilt

(14 Ei(p; —iv)) (% + Ei(p;i9)) +p?
N
_ N (L4 Eap—10)) (14 Ey(p:19)) +97)
N
N? 4+ (Lt Er(p =10) (1 + Ea(p5i9)) +p°)°
N (N + (L4 Bi(p =i9)) (L4 Bi(p:9) + 2))

(II1.14) 1—

Wegen (1 + Ei(p; —i9))(1 + Ei(p;19)) + p?) > 0 kénnen wir mit Hilfe von (III.11)
den Nenner abschétzen durch

(IL.15) IN(N + (14 Ex(p; =i9))(1 + Ev(p;i9)) +p7))| = 4(1 + |p|*).
Um den Zéahler abzuschétzen, finden wir nach einigen Rechnungen

(IIL16) 4B (p; —19)Er(p;i0)(1 + Ei(p; —19))(1 + Ex(p;10))
— (1 + Ey(p; —10))(1 + Ey(p;10)) + p*)?
—=2p* + 2(eB0 4 e 22 4 22 (e HVE (p; —i00) + €2V By (p;i0))
—2p* — 2p*(Ey(p; —i9) + E1(p;i0)) — 2p* By (p; —i0) By (p;id9).

Wir kombinieren geeignete Terme in (II1.16). Es gilt

(I11.17) (%0 + e A0 p? — 2p? = 2(cos(260) — 1)p?,

(II1.18) 1207 (e "BV (p; —19) + 2V EL(p;19)) — 20*(E1(p; —i99) + Ey(p;i0))]
§4p2|\/p2 4+ 219 _ \/pz + 27|
<4y 251n(219) |

|\/p2 420 4 \/p2 + e~ 27|

< 4|p| sin(299)
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und

(I11.19) 12p* + 2 cos(20)p? — 2p° By (p; —i9) E1(p; 19)]

2 (P? + cos(20))* — (Eu(p; —19) By (p; i)

p? +cos(20) + Ey(p; —i9) Er(p; i0)

, sin(20)]?
=P p? + cos(20)

Indem wir die Abschétzungen (II1.11) und (II1.13) bis (II1.19) zusammenfassen, er-

halten wir schliefSlich

|Tpw (19, p)* Upw (i9,p) — 1| <

< 2|sin(29)%.

(2|p|| sin()| + sin 209)
2y/1+|p|*
N 2| cos(29) — 1|p* + 4|p|| sin(29)| + 2| sin(29)|?
4(1 + |p[*)

pl+1 P2+
JITrE T 1P
wobel wir |sin(29)| < 2|sind| fiir [J| < 7/4 verwendet haben. Wenn wir

t+1 P42t +1

{\/1+t4 - 1+t }
setzen, zeigt (II1.20) die Behauptung tiber Upw(c;6). Die Behauptung iiber den in-

versen Operator Vew/(c; 0) zeigt man analog.
b) Es gilt

(I111.20)

[sin(J)],

Crw = sup
teRy

Urw (c,p; 0) Deo(p; 0)Viw(c, p; 0) = Deo(p; 0)Vew (c, p; 6)°
sowie
Viw (e, p; 0) = Usw(c, p; 0) — 2ce”*Bax - p/Ne(p; ).
Daraus folgt
Urw (¢, p; 0) Deo(p; 0)View (¢, p; ) = Deo(p; 0) — A,

wobei .
A= WDQO(]); 0)[206_9601 pl[® + E.(p; 0) — ce ?pa -p].
Ausmultiplizieren liefert
2c2e Y p’E.(p; 0)3
A — c ) —0 .
Ne(p; 0)? e
woraus
<11121> UFW(Cap; 9>Dc,0<p; G)VFW(QP; 0) = Ec<p; 6)6
folgt, was (II1.8) zeigt. O

BEMERKUNG III.2. Satz III.1 zeigt, dass D, (#) dhnlich zu einem normalen Ope-
rator ist. Er ist also ein skalarer spektraler Operator im Sinne von Dunford [44]
(siehe auch [43] und [45]). Es stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen
dilatierte Schrodinger- oder Dirac-Operatoren spektrale Operatoren sind. Kato [96]
hat gezeigt, dass Schrodinger-Operatoren mit in einem geeigneten Sinne hinreichend
kleinen Potentialen in der Tat spektrale Operatoren sind. Dieses Ergebnis wurde von
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Mochizuki [116] partiell verallgemeinert. Andererseits ist der dilatierte Operator des
harmonischen Oszillators im Allgemeinen nicht spektral (siehe [37]). Allgemeine Be-
dingungen an das Potential, unter denen ein dilatierter Operator spektral ist, scheinen
nicht bekannt zu sein.

Wir werden in Satz II1.8 die Existenz von positiven und negativen Spektralpro-
jektionen fiir den Coulomb-Dirac-Operator zeigen. Dies konnte ein erster Schritt sein,
um die Spektralitéit einer hinreichen grofien Klasse von dilatierten Operatoren nach-
zuweisen. Hierzu wéren jedoch wesentlich feinere Abschétzungen an die Resolvente
erforderlich als die im Beweis von Satz I11.8 verwendeten.

I11.2.2. Dilatationsanalytizitit und Spektrum. Wir zeigen, dass die in Glei-
chungen (III.1) und (III.2) definierten Operatoren holomorphe Familien von abge-
schlossenen Operatoren sind. Da wir spater nur am nicht-relativistischen Grenzfall
der Operatoren interessiert sind, beschranken wir uns auf den Fall, der sich durch die
Anwendung der Hardy-Ungleichung behandeln lésst.

Fiir § € S,/» definieren wir die Menge M, . := {6 € C|2 < cos(Im6)}.

STz 1IL.3. Es sei 0 € Sy 5. Dann ist der Operator D, (0) fir 2 < cos(Im ) auf
Dom(Dm(H)) = H'(R*;C*) abgeschlossen und es gilt D, (0)* = D ~(0). D,.,(0) ist
fiir 0 € M,,. eine holomorphe Familie vom Typ (A) im Sinne von Kato. Dco(e) ist
eine ganze Familie vom Typ (A).

BEWEIS. Es gilt fiir f € H*(R?; C*)

IDeo(@)f17 = e’ P (—ia- V) f, (iec- V) )+ (f, )+
+2A1Ime ™ (Bf, (—ia - V)f) > |[Ree 22| V£

Aus der Hardy-Ungleichung erhalten wir
le P4V £ < 49l [V fII?

und folglich

_ 2
(111.22) le "V Il € ————=1Deo(0) f1I,

ccos(Im )

was die Abgeschlossenheit und die stetige Invertierbarkeit von D, ,(6) zeigt. Somit
ist der Definitionsbereich Dom(D.,(f)) = H'(R* C*) unabhingig von 0 € M, .. Es
ist klar, dass fiir f € Dom(D,.(6)) die Abbildung M., ,. — L?*(R% C*), § — D..(0)f
holomorph ist, woraus folgt, dass D, () eine holomorphe Familie vom Typ (A) ist
97, Kapitel VIL-2.1].

Ferner gilt offensichtlich D, (6)* D D, (f). Es reicht also, die Inklusion

Dom(D,(8)*) € Dom(D,(#)) = Ran(D..(6)~*)

zu zeigen. Wir adaptieren eine im Fall selbstadjungierter Operatoren wohlbekannte
Strategie (vgl. [145, Satz 5.14]). Es gilt Dom(D..,(9) ") = Ran(D,,(0)) = L*(R3; C*).
Fir f € Dom(Dcﬁ(é)*) gilt also

fo = Dey(0) " Dy (0)" f € Dom(De,, () € Dom(De(0)")-
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Es folgt D..(0)fy = D.,(0)*fy, und aus der Definition von f, folgt D..(0)*f =
D.(0) fo. Daher gilt
Dey(0)"(f = fo) =0,
also
f = fo € N(De,, (6)") = Ran(D., ()" = {0},
und somit f = f, € Dom(D,,(6)). O

Das folgende Lemma beinhaltet eine einfache, aber niitzliche Aussage:

LEMMA II1.4. Es seien a,b > 0. Dann gilt

\are?p? 4+ A a
sup —— < max{l, —} :
peR3 \/b22p? + A b

BEWEIS. Der Fall a < b ist offensichtlich. Der Fall a > b folgt wegen

Varept 4t an/c?p? + ct/a?

/D2c2p? + A b /02p2+c4/b2.

4

Nun benétigen wir das Spektrum des Operators D, (). Satz III.1 zeigt (siehe
Abbildung I11.1)

a(Deo(9)) =2, (0) USL(0),
wobei

T (0) = £E.(R; 0).

Imz

Rez

ABBILDUNG III.1. Das Spektrum des Operators D.o(6) fiir ¢ = 1 und
0 =in/4.
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Im Falle von selbstadjungierten Operatoren kénnte man nun aus der Kompakt-
heit der Differenzen von freier und wechselwirkender Resolvente folgern, dass D, (f)
und D, (0) mit v # 0 dasselbe wesentliche Spektrum besitzen. Diese Aussage lésst
sich jedoch nicht ohne Weiteres auf nicht-selbstadjungierte Operatoren iibertragen.
Insbesondere gibt es verschiedene, im Falle von nicht-selbstadjungierten Operatoren
im Allgemeinen nicht dquivalente Definitionen des wesentlichen Spektrums, die auch
unterschiedliche Invarianz-Eigenschaften besitzen [129, 73, 74].

Im Falle von relativ-kompakten Potentialen bei dilatierten Schrédinger- und Dirac-
Operatoren kann man diese Schwierigkeit durch die Anwendung des analytischen
Fredholm-Theorems umgehen [144]. Da das Coulomb-Potential jedoch nicht rela-
tiv. D.o(6)-kompakt ist, adaptieren wir eine Idee von Nenciu [119] an den nicht-
selbstadjungierten Fall. Dazu benotigen wir zunéchst das folgende Lemma:

LEMMA IIL5. Es sei 6 € Sy/q und z & 0(Dco(0)). Dann ist der Operator
VY2(Deo(0) — 2) 7"
kompakt.

BEWEIS. Es reicht, den Fall z = 0 zu betrachten. Wir schreiben

Vl/ch,o(H)’l =1/ (\/—026—29A + c4ﬁ> B

X <\/—cze*29A + c4ﬁ> NG

Wegen V12 ¢ LS (R?) und 1/ (:l:\/c%*?e(-)2 +ct— z) € L5(R3) ist der Operator

V2(\/—c2e=20 A + 3 — z) ! kompakt (siehe [139, Theorem 4.2] oder [125, Appen-
dix 2 zu Kapitel X1.3, Theorem XI.21]). Ferner gilt

| (V=25 ¢18) Deo(0) ] <
< ||V =2e2A + D, o(0) ]| < 1+ Cpw|lm )|

wegen Satz III.1. Dies zeigt die Behauptung. U
Wir definieren fiir z ¢ o(D,.(#)) den Operator
Meg(2) == VY2(Deo(0) — 2) V12,

Auflerdem seien B.g. und B.g._ diejenigen abgeschlossenen Teilmengen von {z €
C|Rez > 0} bzw. {z € C|Rez < 0}, die von den Kurven [c?, o0) und E.(R;6) bzw.
(—00, —c?] und —E.(R; ) eingeschlossen werden (siche Abbildung I11.2). Wir setzen
Bc;9 = Bc;9;+ U Bc;e;—'

Des Weiteren definieren wir fiir 6 € S /4 die Konstanten

(I11.23) C(Im ) = 1 Crwlm |
cos(2Im 0)

(I11.24) Cy(Im ) = - Cowlm Ol 1+ Crw[Im 0]
cos(2Im#) cos(Im 6)

Man beachte die Ungleichung 1/ cos(Im#) < C(Im#6).
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Imz

ABBILDUNG III.2. Die Mengen B+ fiir ¢ =1 und § =in/4.

Der folgende Satz liefert eine prézise Beschreibung des Spektrums von D, (#). Ins-
besondere stimmen auBerhalb der Menge B,y die Spektren von D, ,(6) und D, (0)
iberein, so dass eventuelle Einteilchen-Resonanzen nur innerhalb der Menge B, lie-
gen konnen.

Mit B(L*(R3; C*)) bezeichnen wir die Menge beschréiinkten und iiberall definierten
Operatoren auf L?(R3;C*). Ferner setzen wir By(xg) = {z € R3||lz — x¢| < a} fiir
a>0und z, € R?

SATz I11.6. Es sei @ € Sy/s und 2fC(Im 0) < 1. Dann gilt
7(Dey(0)) = 0(Deo(6)) U Aciyo-

A~ ist eine diskrete Teilmenge von C\ o(D.o(0), und es gilt Acro N (C\ Bey) =
0disc(Der(0)). Die Menge A...o hat hichstens die Punkte +c* als Hiufungspunkte.
Fiir z ¢ o(D.~(0)) gilt die Resolventenbeziehung

(I1.25) (Des(0) —2)7" = (Deo(0) — 2) 7'+
+e % (Deo(0) — 2)7V2 (1 — e—%ng(z))—lvlﬂ(DC,O(e) — )L
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BEWEIS. Wir bezeichnen die rechte Seite von Gleichung (I11.25) mit R...¢(2).
Schritt 1: Beweis von (I111.25) fir z =in, n € R. Wir erhalten unter Verwendung
der Kato-Ungleichung und Satz I11.1

(IIL.26) [le~*yMeo(in)ll = lle~*4V*(Deo(8) —in) V2|

< ’Vﬂe_Ree(l‘i‘CFWumGD“ ’v|
= 2 V—e202A + cApB —in
—Ref (1 C, Imé
L (1 + Cpw|Im |>‘ | Vi — | < zzC(Im@).
2 \/—cos(2Im ) c2e—2RefA + 4 c2

Wir haben hierbei (II1.3) und Lemma II1.4 beniitzt. (II11.26) zeigt die Giiltigkeit von
Gleichung (II1.25) fiir z =in, n € R.
Schritt 2: Beweis von (I111.25), allgemeiner Fall. Es gilt

1— 6_97Mc;0(z) =1- e_efyMc;o(O) _ e_OV(Mc;G(Z) _ Mc;g(())) _
=(1- e—G,YMC;g(O)) (1-N(2)),
wobei
N(z) =2 (1= e "yMeg(0)) ™ [V Deo(6) ™ (Deo(6) — 2) V7).

Wegen Schritt 1 und Lemma II1.5 ist N(2) fiir z € C\ 0(D.0(6)) kompakt und eine
holomorphe Funktion von z. Die Anwendung des analytischen Fredholm-Satzes [122,
Theorem VI.14] liefert, dass (1—N(z)) ™! eine meromorphe Funktion auf C\o(D.o(f))
mit Werten in B(L?*(R3;C?)) ist, deren Residuen Operatoren endlichen Ranges sind.
Wiederum wegen Schritt 1 gilt dies auch fiir (1 — e ?yM_4(2))!. Insbesondere gibt
es eine Menge A...9 C C\ o(D.o(0)), die in C\ o(D.0(f)) keinen Haufungspunkt
hat, so dass z — Rc.9(2) in C\ (0(D0(0)) U Ac.9) holomorph ist.
Schritt 3: Die Abbildung

2= Repo(2) (Den(0) = 2) f
mit f € Dom(D.(#)) ist auf C\ (0(D.0(¢)) U A, ,9) holomorph. Wegen Schritt 1 ist
R ~0(2) fiir 2 =1in, n € R gleich der Resolvente von D, (). Es folgt

Rcmt‘)(z) (Dc,v(e) —2)f=f

fir alle 2 € C\ (0(Dco(0)) U Ac9) und f € Dom(D,,(6)).

Ferner ist leicht zu sehen, dass Ran R,,¢(z) C HY?(R3C*) gilt. Somit erhal-
ten wir wie zuvor (g, (D.~(0) — 2) Rer0(2)f) = (g, f) fiir alle f € L*(R3C*), g €
HY2(R3 C* und z € C\ (0(D.o(0)) U A..0). Es folgt Ran R, ,.(2) € HY(R3;C*)
und

(Dc,'y(e) - Z)Rc,fyﬂ(z)f =f
fiir alle f € L*(R3;C*) und 2z € C\ (0(D.o(0)) U Ac0)-

Insgesamt erhalten wir, dass

Reqn(2) = (Den(0) — 2) 7

fir alle z € C\ (0(Dco(0)) U Ac9) gilt. Insbesondere folgt o (D, (6)) C o(D.o(0)) U
Acme'
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Sei nun zy € A.,. Dann gibt es wegen des analytischen Fredholm-Satzes ein
f € L*R3C* mit (1 — N(z))f = 0, also auch (1 — e %yM_.g(2))f = 0. Wir
gehen nun vor wie im Beweis des Birman-Schwinger-Prinzips. Da (D.q(6) — 2)~*V1/2
beschrankt ist, folgt f € Ran(V'/?), d.h. f = V/2¢ fiir ein g € L*(R?;C*). Es folgt
e y(Deo(0) — 20) Vg = g, also e P9V g = (De.o(0) — 2)g in HY/2(R3;C*). Es folgt
g € Dom(D,(0)) und (D.~(0) — z0)g = 0, d.h. zy € o(D,~(8)). Dies zeigt

7(Der(0)) N (C\ a(Deo())) = Acrp-

Schritt 4: Es bleibt zu zeigen, dass o (D, (0))No(D.o(#)) = 0(D,.o(0)) gilt. Dazu
wihlen wir E € 0(D.o(f)) und ein p € R® mit £ = F.(p;f) um eine geeignete
Weyl-Folge zu konstruieren. Zunéchst definieren wir v, .9 € C(R? C*) durch

L 1 02 + Ec(p7 H)X —ipT
(11127) ¢p,c;9($) T Nc<p7 9) ( 06_90' pX €

(1
X = 0/
Wegen Gleichung (II1.5) und Gleichung (II1.21) gilt

(111.28) (—iCa -V + 602)@%@;0(37) = Ec(p; 9)¢p70;0(x)'

Wir wihlen nun eine Funktion 0 # ¢ € C§°(R?) mit supp ¢ C B;(0) und setzen fiir
necN

mit

mit e; = (1,0,0)7 sowie

fn = Ontpcp-
Offensichtlich gilt f,, € Dom(D..(f)). Zunéchst berechnen wir

1 n3/2
(11.29) 152l 2 Zmelionll = <ol

wobei wir die Definition (II1.27) von %, g, Gleichung (II1.5), Gleichung (III.9) und
Gleichung (II1.6) sowie

/d:c bn(x)? = /daxb(%x —nepy) = n3/dx<;5(x)2

verwendet haben. Des Weiteren gilt fiir n > 2

(IT1.30) VA2 = / 0z 3@ e (O]

R
4 2
<(1+ Crwltmdl); [ do 6,0

_4(1 + Cpw|Im 6])
— e

n’l|¢l*,
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denn supp ¢, C By (n?e1) und [|[¢0,.0(0)]| < /14 Crw|Im 6| wegen Formel (IIL7).
AuBerdem erhalten wir

(HL31)  [[(ca - Vn)tpen(-)]| <

C\/l + CFW\Im9|n3/2

< ey/1+ Crw|[Im0[|| Ve, | = IVell
Aus den Formeln (II1.28) bis (I11.31) folgt
[(Dery(0) = Ec(p;0) full
1/l B
SOl | 4 SR g |
< 372 n~>—o>o 0.
Te—|l9ll

Dabher ist D, (6) — E.(p; §) nicht stetig invertierbar und somit E.(p;8) € o(D,~(6)).

Schritt 5: Der Beweis von A9 N (C\ Bep) = 0dgise(De(0)) ist ein Standard-
Argument, das die Dilatationsanalytizitdt der Operatoren D..(f) ausniitzt (siehe
[124, Kapitel XII.6] oder [137]). Selbiges gilt fiir die Behauptung iiber die Haufungs-
punkte. O

I11.2.3. Spektralprojektionen. In diesem Abschnitt erweitern wir den Begriff
der positiven und negativen Spektralprojektion auf dilatierte Dirac-Operatoren. Wir
definieren fiir p € R? die Matrizes

1 cp-a+cp
AD ) == [1+ =",
c,0 (pa 9) 2 ( Ec(p; 9) )

Eine einfache Rechnung zeigt, dass
AL (p:0) = AL (9:0)
und
AL (93 0) Deo(p; 0) = £E.(p; 0)ALL (0;0)

gilt. Ferner verifiziert man die Beziehung

A(i) -0 j:—l /
¢,0 (p7 ) 27TR£20 DCO p? _177

Diese Beobachtungen legen nahe, positive und negative Spektralprojektionen fiir die

dilatierten Operatoren durch

2T R—oo

+ -
(111.32) AD(0) = L o lim / DM e

zu definieren. Ferner ist bekannt [97, Kapitel VI-5.2, Lemma 5.6], dass Formel (I11.32)
fiir reelle 6 die Projektionen auf den positiven bzw. negativen Spektralraum liefert.
Man beachte, dass entsprechende Projektionen fiir nicht notwendig selbstadjungierte
Operatoren im Prinzip in der Literatur bekannt sind (sieche [63, Kapitel VX]). Dort
wird jedoch eine etwas andere Definition fiir die positiven bzw. negativen Spektral-
projektionen beniitzt.
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Wir zeigen zunéichst in Satz I11.8, dass diese Operatoren auch fiir # ¢ R wohl-
definierte und beschrankte Projektionen sind. Zuvor benotigen wir jedoch noch ein
technisches Lemma:

LEMMA IIL7. Es sei 0 € Sy/4. Dann gilt fir alle n € R
D.o(Ref)| —in

(111.33) [ |

< Ci(Im@
D.(#) -~y | = RO
wobei C1(Im @) in (111.24) definiert wurde.
BEWEIs. Wir beweisen die Abschétzung
D.o(Ref)| —i D.o(Ref
T e [y
V—e20c2A + AB —in V—e 22N\ + A3 —in
i 1 1
+li —| < + :
V—e 22N+ B —in cos(2lmf@)  cosIm@

Den ersten Summanden schétzen wir mit Ungleichung (II1.3) und Lemma II1.4 ab.
Fiir den zweiten Summanden beschrianken wir uns auf Im6 < 0, da der Beweis im
Fall Im @ > 0 analog verlduft und (II1.33) fiir Im 6 = 0 offensichtlich wahr ist. Ferner
konnen wir uns auf den Re 6 = 0 beschrénken. Wir betrachten |\/e=20¢?p? + ¢* —1in).

Im Fall n > 0 gilt wegen Im \/W]ﬂ%—c4 <0
CIEET A +in) >yl
Im Fall n < 0 gilt wegen Im \/m >0
1/ 2p? + et2ct — ietfn| > — cos(Im 8)n = cos(Im 8)|n],
was (II1.34) beweist. Mit Satz III.1 folgt die Behauptung. O

SAaTz III.8. Es sei 0 € Sr;4 und 2%C(Im@) < 1. Dann gelten die Aussagen
AD(0) € BLAR3; CY), AL (6) = AE(60)2 und ALY (0) + AL (0) = 1. Die Ope-
ratoren AS;)(@) sind beschrinkte holomorphe Familien in 0 fiir 6 € M, ..

BEWEIS. Der Beweis ist inspiriert durch dhnliche Abschétzungen in [138].

Schritt 1: Aus der Resolventenbeziehung (I11.25) und der Abschétzung (I11.26)
folgt die Konvergenz der Reihe

1 1
Deq(6) —in  Deo(0) —in

(111.35)

- 1 1 nl 1
R 12 | o, —07,1/2 1/2 1/2
= e —V eV —e— ———V yirz_
" & D(6) —in [” Deol0) —in ] Deol0) —in
in Norm.
Schritt 2: Wir zeigen, dass durch den Ausdruck

R
1 1

. 2(Mm3. 4
(111.36) I%I_IEOR (f, {wa) —0 " Do) —in} g), f9 € LY(R*C7)
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ein beschriinkter Operator auf L?(R?; C*) definiert wird. Dazu schitzen wir

1 1 n—1 1
, V1 l 6_0‘/1/2—‘/1/2] e~
'(f Deo(0) —in ! Deo(0) —in Deo(0) —in’
T |V|1/2 |V|1/2 el
(1 0
=5 +177 _171 (Im
m |Dc0 R69 |1/2 |DC0 Ree /2 , et
= 2ee %7 || IDeo(ReB)] 1 170 \Dcoaee\—m 9| o) (zaC“m@))

ab, wobei wir in der ersten Abschétzung (II1.26) und in der zweiten Abschéitzung
zweimal Lemma II1.7 beniitzt haben. C(Im#) und C;(Im#) wurden in (II1.23) und
(II1.24) definiert. Wie in [138, Beweis von Lemma 1] erhalten wir

/ H |D.o(Ref |1/2 |D.o(Ref |1/2
| |

<
D.o(Re?) ]—I—ln Deo(Re?)| H < 7|l f]|llgll

und somit

(111.37) Z ‘ <f, {Dm(gl) i DC,O(;) — m} 9)' <

< 7T——||f||||9||Cl(1nf19)

1
- (35C(Im0))

Schritt 3: Die Ausdriicke

1 1 nl 1
,—,V1/2 |: G_QVI/Q—_V1/2:| V1/2 :
(f D.o(0) —in " D.o(0) —in D.o(6) — 1779

sind holomorphe Funktionen von ¢ € S;,. Die obigen Abschitzungen zeigen die
Existenz einer von # unabhéngigen, summier- und integrierbaren Majorante fiir 6 €
M, /.. Der in Gleichung (II1.36) definierte Operator héngt somit holomorph von 6
ab [97, Kapitel VII-1.1]. Die fiir # € R offensichtlich wahre Gleichung Aﬁﬁ)(e) =
Agﬁ)(Q)Q behilt somit auch fiir § € M, /. Giiltigkeit, in anderen Worten ist Agﬁ)(@) ein
Projektionsoperator.

Schritt 4: Wir zeigen, dass der Grenzwert tatséchlich als starker Grenzwert exis-

tiert. Dazu schiitzen wir fiir g € HY/2(R?; C*) wie folgt ab:

1 - 1 et 1
'(Jc’Dc,o(f))—in{7 VDCO(Q)_“J VDco(H)—ing>‘

2| IDeoReO)2 | 1
~ ce R0 |||D,.o(Ref)| +1in |Deo(Re )| —in

Jitveera

x Cy(Im §)? (%C(Im 9))n_1

Hierbei haben wir den Ausdruck in der eckigen Klammer &hnlich wie in (I11.26) ab-
geschétzt, jedoch unter Verwendung der Hardy-Ungleichung. Aulerdem haben wir
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zweimal die Abschitzung (I11.33) verwendet. Wegen o(D.o(Ref)) = (—o0,c?] U
[c?,00) gilt (vgl. den Beweis von Lemma IV.2 fiir eine #hnliche Abschétzung)

|De.o(Re 6)]1/2 = s VA < i 1 1 )
—|| = sup —~——= < min{-, ——1}.
|Deo(Red)| +in IA>e2 /A2 + 1?2 ¢ /I
Diese Abschitzung zeigt, dass die Konvergenz in Formel (I11.36) gleichméiBig in f €

L*(R3; C*) ist, woraus die starke Konvergenz folgt [97, Theorem I11.1.32 und Lemma
I11.3.5], weil H'/2(R3; C*) dicht in L?(R3; C*) liegt. O

Offensichtlich gilt A((;;)(H) + AE;Y)(H) = 1. Wir setzen
Hes) (0) = AL (0) L (R C°)

und finden L2(R3: CY) = 1. (0) + HE(6), wobei + die direkte Summe bezeichnet.
Wir bezeichnen Aéﬁ)(e) als positive bzw. negative Spektralprojektion und Hgﬁ)(e)
als positiven bzw. negativen Spektralraum. Diese Bezeichnung ist wegen Satz II1.10
gerechtfertigt.

Das folgende Korollar verallgemeinert [138, Lemma 1] auf dilatierte Spektralpro-
jektionen.

KOROLLAR II1.9. Es sei 6 € Sr/4. Dann gibt es eine Konstante Cxg > 0, so dass
fiir 2%’C(Im@) <1

2
IAG)0) = AT O < Cxn
qgilt.

BEWEIS. Dies folgt unmittelbar aus Gleichung (II1.37) im Beweis von Satz I11.8.
U

Der néchste Satz zeigt, dass die Rdume Hgﬁ)(ﬁ) invariant unter D..(f) sind,
und er beschreibt das Spektrum der Einschréinkung des Operators auf diese Raume.
Entsprechende Aussagen fiir den Fall, dass ein Teil des Spektrums in einer Jordan-
Kurve enthalten ist, finden sich in [97, Theorem I11-6.17]. Der folgende Satz behandelt
eine allgemeinere Situation, die wesentlichen Elemente des Beweises von [97, Theorem
I11-6.17] lassen sich jedoch adaptieren.

Fiir einen abgeschlossenen Operator A bezeichnen wir mit p(A) dessen Resolven-
tenmenge.

SaTz 11.10. Es sei 6 € Sy und 2C(Im) < 1. Dann gilt

1 1
() — ()
(IIL.38) MO =5 = D=

fir alle z € p(D.~(0)). Die Teilrdume Ran A,(;?;)(H) und Ran Agg)(e) sind invariante
Teilrdume fir D.(0). Es gilt

(I11.39) U(DC:V(QMRanAS;)(e)) = U(DCW(H)) N{z € C|Rez > 0}
und
(I11.40) U(DC,W(Q)]R%A&)(&)) = U(Dcﬁ(@)) N{z € C|Rez < 0}.
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BEWEIS. Sicherlich gilt fiir alle z ¢ (D, (0)), alle n € R und alle f € L*(R?C*)
die Gleichung

(Dey(0) = 2) 7 (Dey(0) = im) ™ f = (Dey(0) —im) ™ (Dey(0) — 2) 7' .

Daraus folgt sofort

R
(Des(8) =)™ lim [ oy (Do () —im) " f =
OOfR
R
= lim [ (Der(6) — in) ™ (Do (0) = 2)7" f
-R

und somit (I11.38). Dies impliziert [97, Kapitel I1I-5.6 und Theorem I11.6.5]
(Deq(0) — Z)_1 Ran Aﬁﬁ)(e) C Ran A%)(g)
und

A (0) Dom(D,.,(#)) € Dom(D,,(6)), Der(0)HE(0) C HE(6).

¢y

Wir definieren die Operatoren
D(i)(ﬁ) = DC”Y(Q)’HSEY)(G)

C”y

und (zunéchst fiir z ¢ o(D.(#))) die Resolventen
RE(2) = (DD (0) =27 = (D (6) = )y

Insbesondere gilt o(DSE)(0)) C (D~ (8)).
Andererseits gilt fir f € H%)(H) und z ¢ o(D.~(6))

Ry f = (Den(8) — 2)71f = (Do (8) — 2)'AD () 1.

Wir berechnen daher mit Hilfe der ersten Resolventengleichung fiir 2 € C mit Rez < 0

(IIL41) (D, (6) — =) AL (O)f =

R
= D) =27+ o Jim [ An(De(6) = )7 (D (6) — 1)
-R
1 1 ’
= 5D =27+ 5 Jim [ = (DL(0) =) = (D) = i)}
~R
171 o
o dnz_in(Dcn(Q)_ln) /s

denn fiir z € C mit Re z < 0 erhélt man mit Hilfe des Residuensatzes

R R
li =l —_ =
Rgrolo dnz—in Rl—rgo dnz2+n2
-R -R

z

—T.
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Analog erhélt man fiir z € C mit Rez > 0

11
(I11.42) (Dee(0) = 2) AT O)f =~ [ dy — i77(1%(9) —in)"'f.

Die rechten Seiten der Gleichungen (II1.41) und (III1.42) sind holomorph fiir z ¢ iR.
Folglich besitzt RETY)G(Z) eine holomorphe Fortsetzung nach {z € C|Rez < 0} und

Ri ~0(2) nach {z € C|[Rez > 0}. Aus der Holomorphie der Resolvente und dem Iden-
tititssatz folgt {z € C|Rez < 0} C p(DSY(6)) und {z € C|Rez > 0} C p(DF(8)).
Dies zeigt o(D{7(6)) € {z € C[Rez < 0} und (DS () C {z € C|Rez > 0}.
Andererseits kann fir z € o(D.,(f)) nicht z € p(D&)(@)) und gleichzeitig z €
p(DED) (8)) gelten, da sonst wegen (D, (0)—2)! = (DS (0)—2) AL (6)+(DS) () —
z)_lAEfW)(G) der Widerspruch z € p(D.,(8)) folgen wiirde. Dies zeigt (II1.39) und
(I11.40). O

Als Néchstes benotigen wir noch Spektralprojektionen fiir die Eigenwerte: Fiir
alle n > 1 definieren wir Spektralprojektionen

I11.4 P, :

T (e,y)

wobei I',,(¢,v) im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird und so gew#hlt ist,
dass fiir alle 1 < [ < n die Eigenwerte En,l(c, 7) innerhalb der Integrationskontour
liegen, jedoch keine weiteren Punkte des Spektrums von D, . ().

Fiir spater bendtigen wir aulerdem noch Spektralprojektionen fiir die einzelnen
Feinstrukturkomponenten. Wir setzen firn > 1und 1 <[ <n

I11.44 P, : —dz

nl C’Y)

wobei I';, (¢, v) im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird und so gewihlt ist,
dass nur der Eigenwert E,, ;(c,7) innerhalb der Integrationskontour liegt. Zugehorige
normierte Eigenfunktionen bezeichnen wir mit ¢, ;(c,y;6).

I11.2.4. Transformationsfunktionen. Fiir verschiedene Abschéitzungen beno-
tigen wir auBerdem Transformationsfunktionen zwischen den Spektralridumen der
dilatierten und der nicht dilatierten Operatoren. Ein anderes Beispiel fiir eine sol-
che Transformationsfunktion ist die von Siedentop und Stockmeyer [138] untersuch-
te Douglas-Kroll-Transformation, die eine (unitdre) Transformationsfunktion zwi-
schen den positiven Spektralrdumen des nicht-dilatierten freien Dirac-Operators und
des nicht-dilatierten Coulomb-Dirac-Operators ist (siche Kapitel 11.2). Da die hier
zu Grunde liegenden Projektionen nicht orthogonal (selbstadjungiert) sind, werden
unsere Transformationsfunktionen jedoch lediglich zu Ahnlichkeitstransformationen
fithren.

Um die Existenz der Transformationsfunktion sicherzustellen, benotigen wir Nor-
mabschétzungen an die Differenz der Spektralprojektionen.
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LEMMA IIL.11. Es sei 0 € Sy /4.
a) Dann gibt es eine Konstante Cpy, > 0 (unabhdingig von ¢, v und 0), so dass
fiir 2C(Im @) < 1 die Abschiitzung
(I11.45) 1AL (0) = AL (9)]| < Cole)

gilt. Der Operator | Deo(0)|Y2[AE) (0)— A (0)]| Do (0)| 722 hiingt holomorph
von 6 € M, . ab.

b) Es sei ferner 0 < g < 1. Dann gibt es eine Konstante Cprs > 0 (unabhdngig
von ¢, v und 0), so dass fir 2%C’(Im 0) < q die Abschitzung

(I11.46) Do) 2[AL) (0) — AL (0)]1 Deo (0)] /2]l < Cors|é)
qgilt.

BewEIs. Wir adaptieren eine Methode, die von Siedentop und Stockmeyer [138]
sowie von Griesemer, Lewis und Siedentop [69] fiir andere Wahlen der Projektionen
verwendet wurde. Wir beginnen mit der Berechnung der Resolventendifferenz

1 1
D.o(0) —in  D.o(0)—in
1 1

—icle”? —1 —o -V -
[ ]qu(@) —in D.o(0) —in

(111.47)

und stellen fest, dass |[e™? — 1| < B|0| gilt mit B = ™/* fiir alle || < 7 /4.
Schritt 1: Beweis fir die freien Projektionen. Aus Gleichung (I11.47) folgt mit

IDco (Red)['/? [ Deo(0)['/2
DCO R60)|+177 Dc70(0>—lng

X || |D.o(Re 9)]‘1/2004 . V\DC70(O)|_1/2||

<B|f| H|

|Dc,0(Re0)| —in

wobei wir die Abschétzung ||c|V||D.o(Re )|~ < l/e*Ree verwendet haben.
Dies zeigt (vgl. [138, Beweis von Lemma 1] und Beweis von Korollar I11.9)

9)—in
B|6 D.o(Re)|'/? )12
Bl (1 ) || L Peo(Re ,
= ¢—Re0/2 | Do ReGH—ln —177

1AL (0) — A (0)]] < Cowl8]
mit einem C’DL > (0 und ebenso
11 Deo(0)[2[ALS) (0) — A5 (0)]] Deo(0)] V2| < Ce 6],

weil |D,(0)|'/2 mit allen Operatoren in (I11.47) vertauscht.



II1.2. GRUNDLAGEN 39

Schritt 2: Beweis von (I11.45). Als Néachstes schreiben wir

- 1
11148 prz__© el {Vl/z Vl/ﬂ
( ) Deo(0) —in 0(0) —
< H {V1/2 e’ V1/2] . [V1/2 e’ V1/2} ‘
B Deo(0) —in Deo(0) —in
_ 1 B|0|m
" YV V2| < =2 (C(Im86) + 1).
+ e | Duo(0) —i7 < (C(Im@) +1)

Dabei haben wir den zweiten Summanden durch B|f|7/(2¢) nach oben abgeschétzt,
und den ersten Summanden &hnlich wie in (II1.26) geméa8

1 1
—0/ 6 1/2 1/2
efe"-1H|VVi"——cax - V———V <
0 |V DcO(O)—”? | ‘
B D B
b 1D 10601 | Bl
2¢ || Deo(0) —in|| || Deo(0) —in 2¢
Auf dhnliche Weise erhalten wir
1 1
I11.49 el Ve - VW—.]
( ) [ D.o(0) —in D.o(0) —in g
1 1
<le=0/2 _ /2] || =07/ 1/2 RV,
Sle e Deo(® —in " ¥ Doo(0) — 17
1
e 1 va—, H
| | Do) =17’
D.(0)]'?
<Bl§ C(Imo) +1/2 ‘ Do 1
ol = 2 |5
Ferner gilt wegen Lemma II1.7
—0/2 |D (Re&)\l/2
11150 (VAT — H C,(Im 0 <0 H
( ) ' D.o(0) — 1779 ( ) co(Ref)| — 1779
und (siehe (I11.26))
-0 C(Im6)
11151 yra___ ¢ yup| o TUMY)
( ) ‘ D.o(0) —in - 2

Die Formeln (I11.48) bis (II1.51) zeigen

e—0/2 n—1 e—0/2
7" (f ' Deo(0) — invm [VW Deo(6) — invm] Vi Deo(6) — in9> -
(= =) Y )
< B9 (—m(’;am 0))n1 (—MC;(IHI 9>) (C(Tm ) + 1)
|De.o(0)]"/2 |Deo(Re 6)|1/2 |D.o(0)]1/2
o ot 18 et A Pozert|

woraus (II1.45) folgt.
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Schritt 3: Beweis von (I11.46). Wir verwenden hier die Entwicklung

1
Dey(0) —in Dco(9) —in

(I11.52)

—0

e f et e
V - Vie———.
Z” iy [ Deo(0) — m] Deo(0) —in

Wir beginnen mit den erforderhchen Abschéitzungen fiir die Resolventendifferenzen.
Es gilt mit der Hardy-Ungleichung und wie in (I11.26)

1 1
I11.53 e’V — -V ] Deo(0)[ /2 ‘
( ) [ D.o(0) —in D.o(0) — |Deo(0)|" g
1/2
< QB|9|< H |Deo (0) H
¢ cO )
Ebenso erhalten wir
e’ 1 2B]6)]
I11.54 _ _ | 1
(I11.54) HV {DC’O(Q)—in Dc,O(O)—iU”‘ =, (C(Im0) + 1)
sowie
(IIL55) H[ T } |D 0(0)|1/2f‘
D.o(0) +in  D.o(0) +1in ,
* - Deo(0)]
) .V|f%()—
=1 L@ VD i
[ Deo(0)]'
< 2BlOIC(ITm Q) || =21 £ .
S FomO st

Fiir die Terme mit den Resolventen schiatzen wir mit Hilfe von Lemma II1.7 und
Lemma I11.4

1

o) (e v o < 2 | |
- 2C,(Im )™ || | D.o(Re6)|/? ;
- c |D.o(Re®)| —in~||’
und (vgl. Abschétzung (111.26))
1 1 2C(Im 6
(IIL.57) i ”7” colRed) inH < (C )
ab. Die Formeln (I11.53) bis (II1.57) zeigen

"(f D)1 1 [V ef r_1v e f D (0)‘71/2>
TV D @) =il D@ —in) T Deo0) —in ’

1/2 1 1 n—l 1 ~1/2
- (ﬁ Do De(0) —in [VDc,o(O) - 177} VDC,O(O) - iU’DC’O(OH / g)‘
» 270(11119))”_1 (2701(Im 9)) . ’ | Deo(0)]'/?2 H

[Deo(Re )2 [Deo(0)[1/2
X [n N g —g 9
Deo(Red) —in”|| T || Dao(0) — i

was wiederum (II1.46) beweist.



II1.2. GRUNDLAGEN 41

Schritt 4: Holomorphie. Dies folgt wie im Beweis von Satz I11.8 daraus, dass die
Ausdriicke

(f, | Deo(0)]"?

=i Y - ]“V Do 0)
Deo(0) —in | Duo(6) —in Deo(6) —in' " o® g

holomorphe Funktionen von # sind und die obigen Abschitzungen die Existenz einer

—0

von 6 unabhéngigen summier- und integrierbaren Majorante zeigen. U

Bevor wir in Satz [11.13 die Existenz einer Transformationsfunktion zwischen den
dilatierten und den nicht-dilatierten Spektralrdumen zeigen konnen, benotigen wir
noch zwei Operator-Ungleichungen, die in [69] bewiesen wurden. Der Vollstandigkeit
wegen geben wir dennoch den kurzen Beweis. Zumindest fiir eine der beiden Unglei-
chungen existiert eine verbesserte Version (siehe [117] bzw. Lemma I1.2). Da jedoch
an verschiedenen anderen Stellen ebenfalls die Einschrankung <i 5 auftritt und wir
letztlich ohnehin nur an der Anwendung auf den Fall grofier L1chtgeschw1nd1gke1ten
c interessiert sind, begniigen wir uns mit der urspriinglichen Version:

LEMMA II1.12. Es sei € R und 2 < % Dann gelten die Operator-Ungleichungen
2y 2y
(1= Deo()ll < [Dey (9) < (1 + )!Dco( )l

Insbesondere gelten die Abschditzungen

_ _ 2y
| Dey ()12 Deo(0)| 72| = [ Deo(9)| /| Dey (9] < 1+

_ _ 2y
1 Deo(@) V2D ()72 = [ Do (9)] 2 Deg(9)[V2] < 4 /1 = —~

BEWEIS. Es reicht den Fall ¥ = 0 zu betrachten. Zur Vereinfachung der Notation
unterdriicken wir die Abhingigkeit von . Es sei f € H'(R3;C*). Dann gilt

und

[DeqfIl < 1Deofl + ANV < 1Deofll + 29IV A < (1 2 )HDcOfH

und

[Deq fIl = [ Deo Il = AV I = ([ Deo fIl = 29[V fI| = (1 = —)IIDcofH
wobei wir die Hardy-Ungleichung verwendet haben. U

Nun konnen wir schlieflich die Transformationsfunktion zwischen den positiven
Spektralriumen des dilatierten und des nicht-dilatierten Coulomb-Dirac-Operators
definieren und untersuchen. Diese Transformationsfunktion wird an verschiedenen
Stellen niitzlich sein. Thr Hauptzweck besteht jedoch darin, anstelle des dilatierten
und auf seinen positiven Spektralraum eingeschriankten Coulomb-Dirac-Operators
Dg#(@) den Operator Upy,(c, 7; H)Dgﬁ)(H)L{DL(c, 7v;60)~! betrachten zu kiénnen, der auf
einem festen Raum (némlich Ran A&ﬁ) (0)) operiert. Insbesondere werden wir von die-
sem Operator in Satz VI.5 zeigen, dass er eine holomorphe Familie von Operatoren
definiert.
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Sarz II1.13. Es sei 0 € Sy )4, 2%C’(Im@) < 1 und Cprl|l| < q fir ein 0 < ¢ < 1.
Dann gilt:
a) Dann gibt es eine beschrinkte Abbildung Upy,(c,v;0) : L*(R? C*) — L*(R?*; C*)

mit

(I11.58) Up (e, )AL (0o (e.7:6) ™ = AL (0)

ey
mit beschrinkter Inverser Vpr(c,7v;0) := UpL(c,v;0)~t. Es gibt eine Kon-
stante Cypr > 0, unabhdingig von ¢, v und 6, so dass

(I11.59) [Upr(c,v;60) — 1| < Cuprld]

qgilt.
b) Wenn zusdtzlich Cpyrs|0] < q gilt, dann gibt es eine Konstante Cyprs, un-
abhdngig von ¢, v und 0, so dass

(I1.60) 1 Do (0)]Y*Unr(e, 73 0)[ Deo(0)| 2 = 1| < Cuprslé)

gilt. Dieselben Abschdtzungen gelten fiir Vpy(c,;0).
¢) Der Operator Upy,(c,v;0) sowie fiir Cprslf| < q der Operator

| Deo(O)*Upr (e, 0)| Deo(0) 77
und der Operator
[ Deo(0)] ™o (e, 7:6)| Deo (0|2
héingen holomorph von 6 ab. Dieselben Aussagen gelten fiir Vp(c,;0).
Bewels. Wir folgen [138, Theorem 1] sowie [97, Kapitel I-4.6.] und definieren
die gesuchte Abbildung durch

_ _ ~1/2
Upi(c,7;0) == [AL(0)AL) () + AL (0)AL(0)] [1 — (AL (6) — AL(0))°]
Man verifiziert leicht, dass (A((;;)(G) — A((;,JQ,)(O)2 mit Ag?(@) und A,(;;) (0) vertauscht,
und dass Upy,(c,7y; 0) invertierbar ist mit Inverser

Vou(e,7:60) = [ALDOAL (0) + A OAZ0)] [1 - (AL ©0) - AL )7,
sowie die Giiltigkeit der Gleichung (II1.58). Da jedoch nicht beide Projektionen or-
thogonal sind, sind die Abbildungen im Gegensatz zu [138] nicht unitér.

Upy(c,7;0) hingt wegen Lemma II1.11 holomorph von @ ab, denn (1 — A)~1/2
besitzt fiir beschrénkte A mit || A|| < 1 eine norm-konvergente Reihenentwicklung.
Beweis von (I11.59): Wir folgen nun [138, Beweis von Lemma 5|. Es gilt

ALOAL0) + ADOAZ (6) = 1= [AG)(0) = AL ()] [AZ) () = AL (0)]

Y c,y cy c,
und somit
Upr(c,v;0) ==
B -1/2
= {1-[AG)(0) — AL O] [AL)(6) — AL O]} [1-A) ) — AL )]
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Unter Verwendung der Darstellung [65, Formel 3.197.4]

1

1 1 1
1— 21/2:_/ d
(1-a?) 7 T 1=y

erhalten wir

Upr(c,7:0) = {1 = [AZ)(0) = ALY (0)] [ALD(0) = AL (0)] }

Wegen Lemma II1.11 gilt
[[AG)(0) = ALD ()] [AL)(0) = ALD(0)] || < 2CoL0)

und

dy — 1| =

1/ 1
T V=1 - y(A ) - AL (0)2

Aﬁt <9> - Aé?(o»

/ V1—y21— — A%(0))

dy S OCDL|9|

mit einem C' > 0, wobei wir

1
1—y(A(8) — AL (0))

' 1
20 -2 0)|

verwendet haben.
Beweis von (I11.60): Die Strategie ist dhnlich zu der im Beweis von (II1.59). Wir
schreiben

‘DC,O(O) ’UQUDL(C? s 9) ’DC,O(O) ‘_1/2 =
={1 = | Deo(0)]2|Dey (0)| 72 [AL)(0) = AL (0)] | Dy (02| D (0)| /2
X [Deo(O)M2 [AL (0) = AL (0)] |Deo(0) 72 |

1/ 1
X —
TNV 1=y D02 (AL(0) = AL (0)) 1D 0|12

dy,

wobei wir beniitzt haben, dass | D, (0)|~/2 mit AE?(O) vertauscht. Mit Lemma I11.12
und Lemma III.11 erhalten wir wie vorher die Behauptung. U

Eine erste Anwendung der Transformationsfunktion Upy(c,~;6) ist das folgen-
de Lemma, das die Differenz zwischen dem dilatierten und dem nicht-dilatierten
Coulomb-Dirac-Operator abschétzt.
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LEmMA I11.14. Unter den Voraussetzungen von Satz II1.13 b) gibt es eine Kon-
stante Cyp > 0, unabhdngig von vy, ¢ und 0, so dass

(IIL61) H\D (0)]71/?

X [Upr(¢,7;0) Deq(0)Upr(c,v;0) " — Dey(0)] |Dc,0(0)|_1/2H < Cypld|
qgilt.

BeEwEIs. Es gilt
[Deo(0)[~* Ui (¢, 7; 0) Dey ()i (¢, 7 6) ™ = Dy (0)]| Do (0) 112
=|Deo(0)|~2Unr (e, 7:6) = ]| Deo(0)[V*| Deo(0)[ 712 Dey (8) Deo (0)[~1/2

X [ Deo(0)[YUpr (e, 7; 0) " [Deo(0)] 2+

+ | Deo(0)] 2 [Dey (0) = Dey (0)]| De (0)] /2

X |Dc,o(0)!1/2UDL( 16) 7Y Deo (0)| 72+

+ [Deo(0)| 72Dy (0)| Do (0)| 72 Do (0) /Ui (e, v;0) ™ — 1] Deo(0)] 72,

woraus wegen
(1162) [ Deo(0)]2(Der (6) = D (0)]1 Do (0) 2]
— 1Dea(O) (e ~ 1)[icax- ¥~ VDo 021 < Blel(1L+ )

und Satz II1.13 die Behauptung folgt. Im Beweis von (II1.62) haben wir die Unglei-
chung |e=? — 1| < B|f] mit B = ¢™* sowie die Kato-Ungleichung verwendet. O

111.2.5. Eine Resolventenabschitzung fiir den Dirac-Operator.

Wir wihlen im Folgenden ein n > 0 so, dass fiir ein n > 1 und alle ¢ > 1 gilt
Ean(c,y) < —nund Eniq4(c,y) > — .

Mit den Bezeichnungen aus Kapitel 111.2.3 definieren wir

Piisci(c,7;0) - Z P,(c,v;0

1<n<n

und

Paiscn(c,730) =1 — (A;)(Q) + Paise,i(¢; 73 0)).
Man beachte, dass Py (c,v; 0) auf einen Teilraum des positiven Spektralraums pro-
jiziert.

Der folgende Satz verallgemeinert [13, Lemma 3.8] partiell fiir Dirac-Operatoren
(sieche auch Satz B.3). Im nicht-relativistischen Grenzfall werden wir den Satz noch
etwas erweitern (siehe Lemma II1.19 und Korollar II1.21). Der Satz sowie Korol-
lar III.21 erlauben eine gewisse Kontrolle iiber die Norm der Resolvente des nicht-
selbstadjungierten Operators D (0)|ran py.. 1 (cv:0)- Man beachte, dass fiir nicht-nor-
male Operatoren im Allgemeinen die Norm der Resolvente nicht durch den inversen
Abstand vom Spektrum nach oben abgeschétzt werden kann. Insbesondere geht im
Allgemeinen die Norm der Resolvente gegen nicht null, wenn der Abstand des Spek-
tralparameters zum Spektrum gegen unendlich geht; man denke etwa an das Beispiel
einen unbeschrankten Operators mit leerem Spektrum.
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Satz 111.15. Es gelten die Voraussetzungen von Satz I11.13 b) und es seien fiir
ein 0 < g < 1 die Ungleichungen Cyp|0|(1 + 2v/c) < q sowie 2y(1 + Crw|Im0|) < q.
Dann gilt: Der Operator De(0)|ran py... 1 (cyi0) — # hat fir alle z € C mit Rez < 21
eine beschrinkte Inverse. Es gibt eine Konstante Cg > 0, unabhdingig von ¢, v und
0, so dass fiir alle z € C mit Rez < ¢ — 1 die Abschitzung

ORdeisc,ﬁ(Cv Y 9) ||

<
c2—n—Rez

-1 _
‘ [Dc,7(0)|Ran Pdisc,ﬁ(c,'}’;e) - Z] PdiSC,’ﬁ<C7 /Y) 0)‘

gilt.

BEwEIS. Wir fiithren eine Fallunterscheidung durch.
Fall 1: Rez < 0. Da wegen Satz I11.13 die Inklusion
Ran (Unw(c,¥; 0) Paisen (¢, 7; OUpL(c,7;6) ') € Ran(AL)(0))

gilt, reicht es, wiederum wegen Satz II1.13, die Abschéitzung

| [@or(e,150) D Bt (e, 3:0) Dlguuncone — 2] AL O)
C
“c2—n—Rez
ZU zeigen.

Wir fiihren hierzu wie in [13, Beweis von Lemma 3.8] eine Resolventenentwicklung
durch:

(TI1.63) [(UpL(c,v;0)De~(0)Upr(c,v; 9)_1)|RanA£f;)(0) — z]_lAS;) (0)

=D [Der(0)pa 500 ~ 27D (0)
=0

X [AS;)(O)[ZJDL(C,W;«9)Dc,y(6)l/{DL(c,fy;6)’1 — D, (0)]AL)(0)

X [Der(0) g nter o) — 21 AL (0)]

3

M)

D (0) a0y — 21 AL (0) [ Dy ()12

S
I
o

X [A£;><o>|Dc,v<o>|-1/ 2[Deo(0)]'* Deo(0)] 1/

x [UpL(e,7;0) D, (0)Upy(c,v;0)" — D.~(0)]
% | Deo(0)| 7% Deo(0)[ /2| Dey (0)] /2 AL (0)
X | Dey (0)]'/?[De,y (0)

-1
’Ran Aﬁﬁ) () Z]

X AL () Des (0)[2] D (0) 2

Um die Konvergenz der Reihe und die behauptete Abschétzung zu zeigen, miissen
wir die einzelnen Terme abschétzen.
Zunichst stellen wir fest, dass wegen Re z < 0 die Abschétzung

[ De(0)]

(I11.64) 50

AD(0) = <1
e O =5 iy <

Ran ASH (0)
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gilt. Aulerdem erhalten wir wegen des Spektralsatzes:
(IT1.65) 1Dy (0)'2[Dey (0} gy — 21 ALE (017

<N Der () lgam a0y — A AL O]

C
c2—n—Rez
Lemma III.14, Lemma II1.12 und (I11.64) zeigen die Konvergenz der Reihe in
(II1.63). Zusammen mit Formel (II1.65) folgt die Behauptung fiir Rez < 0 dann aus

X[ De(0)[[De(0) AR 0)] <

|Ran AP —

(I11.63).
Fall 2: 0 < Rez < ¢® — 1. Wir beniitzen die Resolventenentwicklung
(I11.66) [Dery(0) — 2171 =Y "[Deo(0) — 2] [ye "V [Deo(0) — 2] 7"
n=0

Die Hardy-Ungleichung und Satz III.1 liefern
v I
V—e22A 4 A3 — 2

Um diese Norm zu kontrollieren, schiitzen wir fiir 0 < Rez < (¢ — 1) wie folgt ab:

lye™"V[Deo(6) — 27| < 2y (1 + Crw|Im 0])|

e "lp| _ p|
sup = sup
peR? [\/e=20c2p2 + A+ 2| pers /e 2mOc2p2 4t £ 4
< sup Pl _ 1 . 1p|
T pers [\/cos(2Im 0)c2p? + ¢t £ Rez y/cos(2Im 0) pers [\/c2p? + c* + Re 2
|
\/m-i-l’nez

suchen wir fiir 0 <1 < (¢ — 1) das Supremum der Funktion

r
<1 10,00 R, foi(r):= .
.f,l [ )_> f,l() m_l

Durch Differenzieren finden wir, dass diese Funktion ihr Maximum bei der Stelle
ro == Y<=¢ annimmt. Wir definieren die Funktion (0 < < (¢® — 1))
c

gc(l) = fc,l(r()) = ﬁ-

Diese Funktion ist offensichtlich monoton steigend in [ und nimmt ihr Maximum
folglich an der Stelle Iy := ¢ — 1 an. Es gilt

(lo) = c B c <1
=A@ Ve -1

Somit folgt aus Gleichung (II1.66) und Satz I11.1 die Abschétzung

- n
Ve 2e2p? 4 — 2
mit einem C' > 0. Da der Operator \/e=2¢2p? + ¢ normal ist, erhilt man die
Abschétzung

Wegen < 1/c reicht es, den Fall mit Minus-Zeichen zu betrachten. Dazu

I[De(0) = 2171 < €

Cr

Do (0) — 2] 7Y €« —————
I1Des6) = 271 € = s

welche giiltig bleibt, wenn wir die Resolvente auf Ran Pdiscﬁ(c, 7v; 0) einschranken. [
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IT11.3. Nicht-Relativistischer Grenzfall

In diesem Abschnitt diskutieren wir den nicht-relativistischen Grenzfall komplex
dilatierter Dirac-Operatoren. Entsprechende Abschitzungen werden wir insbesonde-
re benotigen, um in Kapitel VI bestimmte Erwartungswerte der Wechselwirkung mit
dem quantisierten Strahlungsfeld abschéitzen zu konnen. Auflerdem kénnen wir im
nicht-relativistischen Grenzfall auch den in Satz I11.15 noch fehlenden Bereich in der
Néhe des diskreten Spektrums abdecken und die Norm der in diesem Satz auftreten-
den Projektion kontrollieren.

II1.3.1. Allgemeine Theorie. Wir iibertragen einige operatortheoretische Aus-
sagen aus [141] auf den nicht-selbstadjungierten Fall. Zur Abkiirzung setzen wir
By == 3(1£p) sowie M := {z € C| =1 < Rez < 0, [Imz| < 1} und fixieren
ein v > 0 so, dass D, () — ¢ keine Eigenwerte £ mit Re F < —1 hat. Dies ist fiir
0 <~ < 1in jedem Fall erfiillt (vgl. Formel (I1.5)). Wir definieren als Operatoren auf
L*(R3; CY):

6_29
Dooo(0) := _TA
6729
Deoy(0) := _TA —V(0)5+
Keo(6) i= (Do) =2 = =)™
Ken(0) = (Do (0) = 2 = 55)7"
Reo0:0(2) == (Dooo(0) — Z)_l’ Reo0(2) = (Deo(0) — Z)_l
Rooro(2) == (Do 1 (0) — 2) 71, Re0(2) == (D, (0) — 2)~".

Wir verallgemeinern zunéchst [141, Theorem 6.1 und Theorem 6.4] auf dilatierte
Operatoren. Wie in [141] ist Satz I11.16 der Ausgangspunkt fiir die Behandlung des
nicht-relativistischen Limes.

Sarz I11.16. a) Es sei 0 € Syq und ¢ > 1. Dann gilt fir z ¢ o(D.o(0)) U
0(Deop(0)) die Resolventenbeziehung

(IIL.67) (D.o(0) Fc® —2)"' = (ﬁi + % (—ica -V + z))
¢
-1
X <1 F %22 (£Dooo(0) — z)_l) (£Dop(0) — 2)71,
b) Es sei 0 € Syyq und 22C(Im0) < 1. Dann gilt fir = € M \ R

(I11.68) (D, (0) —c* —2)"' = (m + %(—z’ce—@a -V + z))

X Ko (6) (1= S5V (0) (—ice "oV 4 Z)KM(Q))_l

2c2



48 III. KOMPLEX DILATIERTE DIRAC-OPERATOREN

sowie

22

(I1L69) Korl0) = (1= 5 (Dunf®) =27 ) (Dgl0) =27

2¢?

BEWEIS.

a) Wir folgen dem Beweis von [141, Theorem 6.1], wobei wir beachten, dass z € C
mit z(1+ 75) ¢ e 2m?[0, 00) dquivalent ist zu z 4 ¢ ¢ 0(D.(0)). Zum Beweis von
Gleichung (II1.67) definieren wir die Operatoren

AL(0) := Deo(0) £+ 2 = —ica -V £ 2¢°B £ 2
und stellen fest dass
AL(0)A_(0) = A_(0)AL(0) = =P A —2c22 — 22
gilt. Daraus folgt

2¢2 2¢?
was wiederum die Behauptung impliziert. Man beachte, dass alle Operatoren dquiva-
lent zu Multiplikationsoperatoren sind.
b) Wir folgen dem Beweis von [141, Theorem 6.2]. Wegen Satz I11.6 gilt 2z + ¢ ¢
o(D.~(0)). Es folgt
Der(0) — (P +2)=A(0) —7e 'V = (1 +7e ' VA_(0) ) A_(9).
Weil D, (0)—(c*+2) und A_ () stetig invertierbar sind, ist der beschréinkte Operator

1+ ve ?VA_(9)~! bijektiv, also insbesondere stetig invertierbar. Wegen Gleichung
(IT1.70) folgt

(ITL.71) (Dery(0) = —2)1 = (A_(0) —yV(0) "
=A_(0)' 1=V (9)A_(0)" )"

(111.70) AL(0)' = A=(6) (Doo,o(e) —z = Z—2> _1,

_ (m L Cieeta v 4 z)) (Docl6) = 2 — =)™

2¢2
-1
% (1= V(O Keol0) = S5V (O)(—ice -V + 2)Keo(6))

Mit z € M \ R gilt auch z 4+ 2?/(2c) € M \ R, also insbesondere auch z(1 + 3%) ¢
0(Deo~(0)), was (II1.69) zeigt. AuBerdem gilt K., (0) = K.o(8) — vV (0)8+ = (1 —
YV (0)B:+Keo(0) 1)K 0(0), wobei man beachte, dass aus z + ¢ ¢ o(D,.,(0)) folgt
2+ ¢ 0(Dp(f)) und daraus wiederum z(1 4+ %) ¢ 0(Dooo(f)), d.h. Keo(6) ist
stetig invertierbar. Folglich hat der beschrinkte Operator 1 —V (0)3, K.o(f) ! eine
stetige Inverse, und es gilt

(IIL.72) Ken(0)™" = Keo(0) "' (1 =V (0) 51 Keo(6) ™)™
(173) (1= 3V (8)5: Keol®) — 55V (O)(—ice eV + 2)Keo(6))
= (1 =AV(0)K.o(0) ' B1)~"
x (1= LV B) (~ice e ¥+ 2)Keo(6)(1 - WOKe0(0)007)

Mit (IT1.72) und (II1.73) folgt (I11.68) aus (II1.71). O
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Wir wéahlen nun ein 7 wie in Kapitel I11.2.5 und definieren fiir jedes € > 0 die
Menge

M,: ={2€C|l <Rez < —(n+¢), |Imz| <1, dist(z,0(D.,(9))) > €}.

Ferner setzen wir D(w,r) := {z € Cl||z —w| < r} fir w € C und r > 0. Wir
fixieren im Folgenden ein festes € > 0 so klein, dass fiir alle n,n’ € N mit n # n’ und
1 <n,n <n die Mengen D(FE,(00,7),2€¢) und D(E,(00,7),2€) disjunkt und in der
Menge {z € C|1 <Rez < —(n+¢), |Imz| <1} enthalten sind.

Damit kénnen wir nun [141, Corollary 6.5] fiir dilatierte Operatoren verallgemei-
nern.

KOROLLAR III.17. Es sei|0| < 6y, wobei 0y in Anhang B definiert ist, und 6 € Sz )4
sowie 2%C’(Im 0) < 1. Dann gilt fir alle z € M,: und hinreichend groflen c¢ die
Reihenentwicklung

e}

1
(I11.74) [Der(0) — (¢ + 2)] C—an

n=0

Die Reihe konvergiert in Norm gleichmdf$ig in 0 und z. Insbesondere gilt
[Des(6) — (¢ 4+ 2] — [Dou(0) — 217
gleichmdf$ig in 6 und z.

BEWEIS. Wir benétigen zunéchst eine Abschétzung an die Resolvente von D, (9).
Wir teilen die Resolvente geméaf3

(11175) [DOOKY(H) - Z]_l = [DOO 7(9>’Ranl5disc(oo,'y;9) - Z]_lpdiSC(OO, ) 9)
+Z oo’y |RanPn(OO'y€) Z]_lpn(oof)/; 9)

auf. Wegen Satz B.3 ist die Norm des ersten Summanden in (II1.75) beschrankt durch
2/n. Die Normen der anderen Summanden lassen sich wegen Korollar B.2 gemif3

IPucei0) _ Clo
dist(z, E,(v)) ~ dist(z, E,(7))

abschétzen. Folglich gilt fiir hinreichend kleine 1/c (abhéngig von €) und alle z € M, ¢
die Entwicklung

H [Doo,'y(e)’RanPn(oo,'y;G) - Z]_lpn(ooa v 9)” <

o0 2

(1- 0w - >) = (D@ =2 S (£5(Den(®) - 2))

n=0
Aus der Hardy-Ungleichung erhalten wir fiir f € H?(R3;C?*) die Abschiitzungen

VA < 20VEl < all Afll + (1/a)[[f]| und e ?RAF] < 1/(1 = 2a7)|| Do, (0) f1| +
2v/la(1 — 2av)]|| ]| mit einem hinreichend kleinen a > 0. Folglich gilt

< 2 [C A+ G (D (6) = )7 ]

mit C,Cy > 0 (unabhéngig von v, ¢ und ), woraus folgt, dass sich auch der letzte
Faktor in (II1.68) fiir 1/c klein genug in eine Norm-konvergente Reihe in 1/c entwickeln
léasst. U

LV (O)(—ice o V + 2)(Daory () — )

2c2

<
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BEMERKUNG II1.18. Wie in [141] finden wir

Ro(2) := B4 Roori0(2).

Da w der einzige ungerade Operator (d.h. mit a antikommutierende Operator)
in (II1.68) ist und auch der einzige Operator der 1/c als Vorfaktor hat, und auerdem
alle anderen Operatoren in (IT1.68) entweder einen Vorfaktor 1/c¢* oder aber einen
in ¢ konstanten Vorfaktor haben, folgt, dass in (III.74) die Operatoren zu geraden
Potenzen von 1/c gerade und die Operatoren zu ungeraden Potenzen von 1/c ungerade

sind (siehe [141, Bemerkung nach Corollary 6.5]).

Wir wéhlen nun fiir ein € > 0 eine positiv orientierte Kontour I', so dass I" in M, ;
liegt und nur den Eigenwert E,(7), jedoch keine anderen Elemente von o(Dy (0))
im Innern enthélt. Dann setzen wir

1
Pn(007 Y5 9) = _2_ dz Roo,w;@(z)ﬁ—i—'

1
r

LeEMMA II1.19. Unter den Voraussetzungen von Korollar I11.17 gibt es eine Kon-
stante Cp, > 0 (unabhdngig von ¢ und 0), so dass fir hinreichend grofie c

CP,n

| Pu(c,v;60) — P(c0,v;0)|| < -

qgilt.
BEWEIS. Dies folgt unmittelbar aus Korollar IT1.17. U

Damit kénnen wir nun in den beiden folgenden Korollaren Satz II1.15 erweitern.
Satz I11.15 und Korollar III1.21 sind ein gewisser Ersatz fiir die bei nicht-selbstadjun-
gierten Operatoren fehlende Méglichkeit, die Norm der Resolvente durch den inversen
Abstand vom Spektrum nach oben abschétzen zu konnen.

KoroOLLAR II1.20. Unter den Voraussetzungen von Korollar 1I1.17 gibt es eine
Konstante C' > 0 (eventuell abhingig von 0), so dass fir alle z € C mit —1 < Rez <
—n und |Im z| < 1 und alle hinreichend grofen ¢ die Abschitzung

TDer () Ran Pase ety — (€ + 2)] ™ Paise(e, 1:0)l| < C
qgilt.

BewEis. Wegen Korollar ITL17 ist [De (0)|ran By, 2 (c0i0) = (¢° +2)] 7" gleichméBig
in z € M, ¢ und c (fiir hinreichend grofle ¢) beschréankt. Aus Lemma II1.19 und Lemma
II1.11 folgt die Existenz einer von ¢ unabhéngigen Schranke an

1 Paisc.a(e, 7 0)ll = 11 = (AL)(0) + Passe.a(e, 73 0)]-

Daher ist die Behauptung fiir z € M, ; wahr.
Sei also 29 € D(E,(00,7),€). Dann gilt I' :== {z € C||z — E,(c0,7)| = 2} C M, ¢
wegen der Definition der Menge M, ¢. Da [De(0)|ran Py n(evsoy) — (€2 +2)] 7 in 2 €
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{z€C|-1<Rez< —n, |Imz| <1} holomorph ist, gilt

1

[Dc,v(g)|RanPdisc,ﬁ(cry;9) — (02 + Zo)]_lpdisc,ﬁ(Q ) 9) - _ﬁ

x / Doy (8)ltan P ety — (& + 2] Pisea(c27:0)
T

dz,

zZ — 20

wobei die Kontour im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird. Hieraus folgt
jedoch die Behauptung auch fiir zy € D(E, (00, 7), €). O

KOROLLAR III.21. Unter den Voraussetzungen von Satz I11.15 und Korollar II1.17
gilt: Es gibt ein C > 0 (eventuell abhdngig von 0), so dass fir alle z € C mit —oo <
Rez < —n und [Im z| < 1 und alle hinreichend grofien ¢ die Abschditzung

C

2 —1p .
11Dec(8) an P ey = (¢ + 217 Paseale 50| € ——r
gilt.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Korollar II1.20 und aus Satz II1.15 in Verbindung
mit Lemma III.19. 0

Wir definieren nun eine Transformationsfunktion Uxgr(c,v;0) : L?*(R3 C*) —
L*(R3;C*) durch
Unr(c,7;0) ==
= [Pn(c7 s Q)Pn(OO, s 9) + (1 - Pn(c> s 9))(1 - Pn(OO, ) 0))]
X [1 = (Pale,7:0) — Pa(o0,7:6))%) 712,
LEMMA [I1.22. Es gelten die Voraussetzungen von Korollar 111.17 sowie die Un-

gleichung Cp /e < q < 1 fir ein 0 < q < 1. Dann ist die Abbildung Uxgr(c,;0)
beschrankt mit beschrinkter Inverser Vxr(c,7;0). Es gilt

(I11.76) Unr (¢, 7; 0) Pi(00,7; 0)Unr(c,v;:0) ™" = Pi(c,7;6)
und

C(NRP
(111.77) [Unr(c,7;0) — 1] <

mit einer Konstanten Cxrp > 0 unabhdngig von ¢ und 0. Uxr(c,~y; 0) hingt holomorph
von 0 ab.

BEWEIS. Unter Verwendung von Lemma ITI.19 folgt dies genauso wie Satz I11.13.
Fiir die holomorphe Abhéngigkeit von 6 beachte man, dass die Potenzreihen (in 1/c¢)
fir Req.0(2), Pa(c,v;0) und Ungr(c,v;0) gleichméBig in 6 konvergieren. O

BEMERKUNG II1.23. Aus der Reihendarstellung

(1-A) = i (17/f> A"

n=0
fir beschriankte Operatoren A mit Norm ||A]| < 1 folgt aus Bemerkung III.18, dass
in der Reihenentwicklung fiir Unr(c,v;60) die Operatoren zu geraden Potenzen von
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1/c gerade Operatoren, die Operatoren zu ungeraden Potenzen von 1/c¢ ungerade
Operatoren sind. Insbesondere haben wir die Darstellung

1
(I11.78) Unr(c,v:0) = Unrg(c,7;0) + EUNR,ug(c, v; ),

wobel Ung 4(c,v; 0) und Un g ug(c,v; ) in 1/c holomorphe gerade bzw. ungerade Ope-
ratoren sind.

Der folgende Satz verallgemeinert [141, Theorem 6.7] und zeigt, dass die untere
Komponente eines Eigenspinors des Dirac-Operators fiir grofe ¢ — oo gegen null
konvergiert.

SAtz 111.24. Unter den Voraussetzungen von Lemma II1.22 gilt: Die normierten
Eigenfunktionen ¢,(c,v;60) von D, ~(0) zum Eigenwert E,;(c,v) sind von der Form

1
(HL79) dna(€,7:0) = Pnpr(¢:7:60) + —Gni— (¢, 7:6),
¢n,l,:ﬁ:(cv v 9) € ﬁ:I:L2 (Rgv (24)7
wobei die Funktionen ¢, 4 (c,7;0) stetig von 1/c abhingen.

BEWEIS. Es gilt

1 z
Pa(c,730) Dy (0) Pule, 7, 0) = —5— /D (0) 4
C,Y
I

Jeder Eigenvektor ¢, (c,v;6) von P,(c,7;0)D.~(0)P,(c,v;6) und somit jeder Eigen-
vektor von D, . (f) zu einem Eigenwert E,, ;(c,7) ist gegeben durch

Gnie,v;0) = Usr(c,7; 0)pni(00,7; 0)

fiir ein ¢, ,(00,7;0) € B, L*(R3;C*). Somit folgt aus Bemerkung I11.23 und der ana-
lytischen Storungstheorie

- ~ 1
(bn,l(cv e 6) = ¢n,l,+<cv s 0) + E(bn,l,* (Cu v 6)7

wobei die Funktionen én,l(c,fy;@) und &n,l,i(c,y;e) holomorph von 1/c¢ abhéngen.
Da die Projektionen P,(c,~;6) nicht orthogonal sind, werden die normierten Eigen-
funktionen im Allgemeinen nicht holomorph von 1/¢ abhéngen. Jedoch gilt dennoch
|bni(c,7:6)]| > 1 — C1 fiir ein C > 0 und somit (IIL.79). O

Diese Aussagen werden nun verwendet, um Aussagen iiber die Konvergenz und
Beschrinktheit von Eigenfunktionen in der Norm von H'(R3;C?*) zu beweisen.

SatTz I11.25. Unter den Voraussetzungen von Lemma II1.22 gilt: Es gibt eine Kon-
stante Cgp > 0, unabhdngig von ¢, so dass die normierten Eigenfunktionen ¢,(c,;0)
von D~ (0) zum Eigenwert E,, (c,v) fir hinreichend grofie ¢ die Abschditzungen

(I11.80) IV (c,v;0)|| < Crr
und

C
(I11.81) IVéni—(e,v:0)] < ==

erfillen.
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BewEIs. Wir folgen Esteban und Séré [47, Beweis von Lemma 7 und Theorem 3],
die den nicht-relativistischen Grenzfall von selbstadjungierten Dirac-Fock-Operatoren
betrachtet haben.

Da D. () nicht selbstadjungiert ist, haben wir einige zusétzliche Schwierigkeiten
zu iiberwinden. Zur Vereinfachung der Notation unterdriicken wir die Abhéngigkeit
der Funktionen ¢, ;(c,v;6) von ¢, v und 6.

Es gilt

Eni(c, 7)2H¢n,l‘|2 = HDcn(Q)?bn,lHQ

Z || DC,0(0)¢R,Z ||2 — 2Re 76_0 (Dc,0(0)¢n,l7 V¢n,l)

=2 R0V, |12 + M dnall? + 2icPe Rl sinIm O(—i - Vb, Bbns)

— 2cRe (—ie” - Vo, e"Viyg) = 2¢*yRe (Boni, ¢ "Vny)

>e 2ReO[2(1 — 2sinIm 0 — v/4) — 4¢y]||V

+[c*(1 — 2sin Tm 0) — 167¢?]|| |-
Wir haben dabei die Hardy-Ungleichung verwendet. Es folgt wegen E,, (¢, v)?—c¢* <0
fiir geniigend grofle ¢

Eni(c,v)? — ¢* + 2sinIm 6c? + 16¢2
(1 —2sinlm — 1/4) — 4ey

(IIL82) |V, ” <

|2

[
< O(sinIm fc* + 1)||¢n,l||27

wobei C' > 0 unabhéngig von c ist.

Man beachte, dass fiir Im# = 0 der Term proportional zu ¢? in (II1.82) nicht vor-
handen ist, woraus man unmittelbar die Beschrénktheit von ||V¢,, || folgern konnte.
Um diese Schwierigkeit zu umgehen, schreiben wir die Dirac-Gleichung komponen-
tenweise, wobei wir unter Missbrauch der Notation mit ¢,,; + die oberen bzw. unteren
Komponenten von ¢,,; bezeichnen:

(IT1.83) ce %o - Voni- — VG_GVQSR,Z,JF + C2¢n7l,+ = Eni(c,7)bni+
(I11.84) ce %o - Voni+ — ’76_9‘/@25”717_ — CQQSHJ,_ = E,i(c,y)pni—

Indem wir (I11.83) durch ¢ dividieren, die Hardy-Ungleichung verwenden und aus-
niitzen, dass F,;(c,v) — ¢® beschrinkt ist, finden wir unter Verwendung von (I11.82)

|En,l (C, 7) _
cle—Re]

A2
[Pnivll <C

2
(I1.85) IVons-ll < ZIVdni || +
fir ein C' > 0 unabhéngig von ¢, d.h. ||V, | ist in ¢ beschrankt. Indem wir (I11.84)
durch ¢ dividieren, erhalten wir mit Satz I11.24 und Gleichung (II1.85)

2 |En,l<cv 7) + 62’
(11186) |‘v¢n,l,+‘| < E”vqbn,l,*H + C’e,Regy H¢n,l,*H <C

fir ein C' > 0 unabhéngig von ¢, was (II1.80) zeigt. Wenn wir (I11.86) in (II1.85)
einsetzen, folgt (II1.81). O
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BEMERKUNG III1.26. Fiir die Beweise der Séatze I11.24 und II1.25 haben wir im
wesentlichen nur die Hardy-Ungleichung verwendet. Die Sétze gelten somit fiir eine
weit groflere Klasse von Potentialen und nicht nur fiir das Coulomb-Potential. Fiir
das Coulomb-Potential kann man die Richtigkeit der Satze iibrigens fast unmittelbar

aus der expliziten Form der Eigenfunktionen ablesen (siehe den Beweis von Lemma
I11.30.)

Wir benotigen auflerdem noch eine Schranke an die Norm des Dilatationsoperators
U(0), eingeschrénkt auf die Raume Ran P,(c,7;0). Man beachte, dass der nicht auf
einen Eigenraum restringierte Operator U(#) nicht beschriankt ist.

LEMMA II1.27. Es sei 6 € C mit |0] < w/4 und es gelten die Voraussetzun-
gen von Lemma I11.22. Dann ist U(0)|ran p,(c,v:0) © Ran Py(c,7;0) — Ran P,(c,v;0)
gleichmdf$ig in ¢ und 0 beschrdnkt.

BEWEIS. Sicherlich ist U(0)|ran P, (cor:0) : Ran P, (00, v;0) — Ran P, (o0, ~; 6) fiir
jedes 0 € C mit |#| < 7/4 wohldefiniert (siche [2, 14]) und (als Abbildung zwischen
endlich-dimensionalen Vektorrdumen) beschriankt. Da der Operator ein beschrankter
holomorpher Operator ist, hangt er insbesondere stetig von 6 ab, folglich gibt es fiir
|0] < 7/4 eine von § unabhingige Schranke C’ > 0 an die Norm.

Es sei f € Ran P,(c,~;0). Dann gibt es ein
f € Ran P,(00,7;0) mit f = Uxr(c,; O)f, und es gilt fiir reelle 0

F(0) == Ua(0) f = UO)Unr(c,7; OUBO) " F(0) = Unrl(e,7;0) f(6),

wobei f(0) := U (0) f ist. Durch holomorphe Fortsetzung erhalten wir fiir komplexe 6
die Gleichung

£(8) = Uxr(c,7;0)f(6).
Folglich gilt wegen Lemma I11.22

1F O < 1Usr (e DIIF @) < (1+ Cure/CIFII < (1 + Cxre /)| ]

fiir ein C’ > 0 unabhéngig von ¢ und 6. O

Das folgende Korollar zeigt, dass auch die Projektionen auf die Feinstrukturkom-
ponenten gleichméfig in ¢ beschrankt sind. Dies folgt im Wesentlichen daraus, dass
die dilatierten Projektionen wegen Lemma II1.27 dhnlich zu den (selbstadjungierten)
nicht-dilatierten Projektionen sind. Die Beschranktheit der Projektionen P, ;(c,v;0)
in ¢ kann im Allgemeinen nicht aus der Beschrianktheit der Projektionen P,(c,~;0)
gefolgert werden (siche [97, Kapitel 1I-1.5]).

KOROLLAR III.28. Fs sei 1 < n < n. Dann gilt unter den Voraussetzungen von
Lemma I11.27

[ Prile,v:0)| < ©

fiir ein C' > 0 unabhdngig von n, I, ¢ und 6.

BEWEIS. Da die Projektionen P, ,;(c,v;0) = U(0) ' P,i(c,v;0)U(0) orthogonal
sind, folgt dies aus Lemma II1.28. O
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I11.3.2. Anwendung auf Erwartungswerte von Dirac-Matrizes. Die obi-
gen Aussagen iiber den nicht-relativistischen Grenzfall ermoglichen es nun, Aussagen
iitber Erwartungswerte der a-Matrix zu treffen. Da a ein ungerader Operator ist,
liefert der Erwartungswert dieser Matrix Skalarprodukte der oberen mit den unteren
Komponenten eines Dirac-Spinors. Man erwartet also, dass solche Erwartungswerte
fiir geeignete Zustéande fiir ¢ — oo wie 1/c¢ gleichméfig in diesen Zustédnden gegen Null
konvergieren. Die folgenden Sétze und Lemmata zeigen, dass dies insbesondere richtig
ist, wenn einer der Zustdnde ein Bindungszustand ist und der andere ein beliebiger
Zustand im positiven Spektralraum. Dieses Ergebnis ist jedoch nicht zu erwarten fiir
zwei beliebige Zustdnde aus dem positiven Spektralraum. Dies kann man unter an-
derem daran erkennen, dass die freie positive Spektralprojektion nur stark gegen (3,
konvergiert, nicht jedoch in Norm, wovon man sich anhand der expliziten Form der
Spektralprojektion in Gleichung (I11.4) leicht iiberzeugen kann.

LEMMA II1.29. Es gelten die Voraussetzungen von Lemma II1.27 und es sei n wie
in Kapitel I11.2.5. Dann gibt es eine Konstante C' > 0, unabhdngig von ¢ und 0, so
dass fiir alle 1 <n,n’ <n, 1 <1<n, 1 <U'<n' und ky, ks € R? die Abschitzung

Clka|

”Pn,l(c> s Q)kl : aeik?xpn’,l’(ca 7 9)” S c

qgilt.

BEWEIS. Da « ein ungerader Operator ist, folgt dies aus Satz I11.24 und Korollar
I11.28. U

LEMMA I11.30. Es seic > 1 undy/c < v/3/2. Dann gibt es eine Konstante C' > 0,
unabhdngig von c, so dass

[z Bni(e, ;0| < C

erfillt ist, wobei x den Operator der Multiplikation mit der Ortsvariablen bezeichnet.

BEWEIS. Wir definieren die unitdare Dilatation U,

fel) = (U.f)(2) = 2 f(c ')

und stellen fest, dass U.D., U, ' = ¢*D; . gilt. Wenn also f € H'(R3 C*) eine
normierte Eigenfunktion von D, zum Eigenwert F,; ist, dann ist f. eine normierte
Eigenfunktion von D, /. zum Eigenwert E,;/c*. Die Radialteile f.(r) der oberen
bzw. unteren Komponenten von f, sind (siehe [104, Abschnitt 36]) gegeben durch

fex(r) = (2Ar) e

+(2))3/2 {(1 + E,; /)T (25 +n, + 1)
029 +1)
gl

X {(a — /<;> F(—n., 2%+ 1,2 \r) Fn,F(1 — n,., 27 + 1,2)\7“)} :

4%(% — K)n,!

Hierbei ist die radiale Quantenzahl n, € Ny falls kK < 0 und n, € N falls k > 0.
Dabei ist k € =N der Eigenwert des Spin-Bahn-Operators (siehe [141, Kapitel 4.6]),
wobei F' die konfluente hypergeometrische Funktion bezeichnet, die hier lediglich ein
Polynom in 2Ar ist (siche [104, Abschnitt 36] und [103, Abschnitt d]). Ferner gilt
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¥ = K2 =72/ und \ := /1 - E2 /ct. Folglich sind die Radialteile fi(r) der
oberen bzw. unteren Komponenten von f gegeben durch

+(2c0)?? [(1 £ B, /A (27 +n, + 1) 1 o
= : 2N )T
B )= 15551 12 (X~ m)n,! (2Ar)e
Y _ _ ~ B ~
X {<c)\ m) F(—n,,25 4+ 1,2cAr) Fn,.F(1 nr,27+1,20/\r)}.

Mittels der expliziten Formel (II.5) fiir die Eigenwerte sehen wir, dass cA eine in
¢ beschrinkte Funktion ist mit ¢cA — ~/n fir ¢ — oo. Ferner gilt offensichtlich
4 — |k|. Dies zeigt die Behauptung. O

LEMMA II1.31. Es gelten die Voraussetzungen von Lemma II1.27 und es sei n wie
in Kapitel I11.2.5. Ferner sei f : C — C mit |f(2)| < |z|. Dann gibt es eine Konstante
C > 0, unabhingig von c, so dass fir alle 1 <n <n, 1 <1 <n und ki, ky € R? die
Abschdtzung

Clkqllk
1P, OVks - euf (ks - ) P (e 0)] < 2l

c
qgilt.

BEWEIS. Wegen Lemma I11.30 ist ||z P, (¢, v; 0)| gleichméBig in ¢ beschrénkt, also
insbesondere (mit den Bezeichnungen von Satz I11.24) x¢,,, 1 (¢,v;0). Damit folgt die
Behauptung genau wie in Lemma I11.29. U

Der folgende Satz zeigt, dass die Aussage von Lemma I11.29 auch richtig ist, wenn
man eine der beiden Projektionen durch die Projektion auf den gesamten positiven
Spektralraum ersetzt. Diese Verallgemeinerung ist nicht offensichtlich, da nicht einmal
die untere Komponente der freien positiven Spektralprojektion in Norm wie 1/c gegen
null geht. Daher benétigen wir im Beweis zusétzlich, dass die H'-Norm der oberen

Komponente von normierten Bindungszustinden gleichméBig in ¢ beschrénkt ist (Satz
I11.25).

Satz II1.32. Es gelten die Voraussetzungen von Lemma II1.27 und es sei n wie
in Kapitel I11.2.5. Dann gibt es eine Konstante C' > 0, unabhdngig von ¢ und 0, so
dass fiir alle 1 <n <, 1 <1 <n und k;, ky € R® die Abschitzung
Clka|(1 + |k2])

c

| Py Ok - e AS )] <
qgilt.
BEWEIS. Wegen Korollar I11.9 und Korollar II1.28 gilt
| Poale. 73 0)ky - e AL O)]| < || Pra(e,7: ks - e ALY (0)]] + o k|

mit einem C' > 0 unabhéngig von # und c. Es reicht also
< Clk|(1 + |k2])

c

[ Paslc,7; 0)k - ™ A5 (8)

fir ein C > 0 zu zeigen. Wir wihlen dazu zunéchst f € Ran P, (c,v;0) und g €
Ran Afo)(@) normiert, aber sonst beliebig. Es gilt ¢ = Vew(c;0)(g,0)7 fiir ein g €
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A+Ec(pif) 1~
g = f_l NC(p 9) fg
ce Yo pf-g

Ne(pif)
wobei wir hier mit F sowohl die Fouriertransformation auf L*(R?;C?) als auch auf
L?(R3; C*) bezeichnen. Entsprechend gilt

f=0 )"

L*(R3; C?). Es folgt

mit fr € L*(R3; C?). Es folgt
((f, Pas(c,v; )k ae™ A5 () )|

—ce %o p A+ E.(p;0)

<(fy k- o F P —F )| + k|| F- 1G] sup |l .

(b N DNl -] sup |
Mit dhnlichen Uberlegungen wie im Beweis von Satz III.1 siecht man, dass das Supre-
mMum Sup,,cgs |%| unabhéngig von ¢ und 6 beschrénkt ist. Somit erhalten wir

aus Satz 111.24 die Behauptung fiir den zweiten Summanden
Fiir den ersten Summanden beobachten wir sup,cgs |+ 5 N | < €™*/c und erhalten
; —ce o - p
Ly - zkgwf F—1~
4 —ce™? |k1|e” /4
— =iV - —iko-x F f_1~ < Ve iko-x
(o (=1V)ky - ge™™ " [, N.(p.0) 9 < ——I Felllial-

Wegen Satz 1111 gilt ||g]] < /1 + Crw|Im ]| g||, woraus wegen Satz 111.24 und Satz
I11.25 die Abschitzung

(I11.87) ((f, Pus(e,y; O)knae™ A5 (8)g)] < C|| 9]l

folgt mit einem C' > 0.

Wir withlen nun f, g € L*(R3; C*) beliebig und wenden (II1.87) auf die Funktionen
Poi(c,v;0)f und Agio)(é’)g an. Daraus folgt wegen Korollar I11.28 sowie Lemma III.11
die Behauptung. 0
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KAPITEL IV

Dirac-Fock-Funktional und Minimierer

IV.1. Einleitung

Bach et al. [8] haben gezeigt, dass die Energie des relativistischen Elektronen-
Positronen-Feldes (siehe Gleichung (I.1)) in Hartree-Fock-Ndherung in Wechselwir-
kung mit dem Coulomb-Feld eines Atomkerns nicht-negativ ist, wenn man die Quan-
tisierung beziiglich des dufleren Feldes wihlt, und dass das Vakuum ein Minimierer
ist. Sie zeigten ferner, dass die Quantisierung beziiglich des dufleren Feldes optimal ist
in dem Sinne, dass jede andere Wahl der Quantisierung zu einer niedrigeren Grund-
zustandsenergie fiihrt.

Barbaroux et al. [19] haben die Existenz von Atomen in diesem Modell betrachtet,
d.h. sie haben gezeigt, dass das Funktional einen Minimierer hat, der die No-Pair-
Dirac-Fock-Gleichungen erfiillt, wenn man den Erwartungswert der Ladung fixiert.

Die Existenz von Losungen der Dirac-Fock-Gleichungen wurde von Esteban und
Séré [48] und Paturel [120] bewiesen. Ferner haben Esteban und Séré [47] den
nicht-relativistischen Grenzfall der Dirac-Fock-Gleichungen betrachtet. Sie haben ge-
zeigt, dass gewisse Losungen der Dirac-Fock-Gleichungen gegen energieminimierende
Losungen der Hartree-Fock-Gleichungen konvergieren, wenn die Lichtgeschwindigkeit
gegen unendlich geht. Das erlaubt ihnen, den Begriff der Grundzustandslésungen und
Grundzustandsenergie der Dirac-Fock-Gleichungen zu definieren.

Im Sinne von Mittleman [115] sollte man die physikalische Grundzustandsenergie
durch Maximierung der Grundzustandsenergie (wie z.B. in [19] definiert) iiber alle
erlaubten Einteilchen-Elektronenrdume erhalten. Man kénnte vermuten, dass ein ent-
sprechender Grundzustand eine Losung der Dirac-Fock-Gleichungen ist. Ferner sollte
eine solche Losung die Energie unter allen Losungen der Dirac-Fock-Gleichungen mi-
nimieren. Wir nennen diese Vermutung die ,, Mittleman-Vermutung®.

Die Giiltigkeit der Mittlemanschen Vermutung wurde bereits von Barbaroux et al.
[18] diskutiert. Sie bestétigten die Vermutung fiir den Fall abgeschlossener Schalen
und schwacher Elektron-Elektron-Wechselwirkung sowie grofler Lichtgeschwindigkeit.
Im Falle offener Schalen wurde die Vermutung lediglich von Barbaroux et al. [20] im
Falle von Wasserstoff bewiesen. Alle anderen Félle sind unbekannt.

Eine stédrkere Vermutung, die von Barbaroux et al. [18] formuliert wurde, ist:
Fiir das Maximin-Paar (maximierendes A und minimierendes «y) ist v eine ortho-
gonale Projektion auf die ersten N Eigenfunktionen des selbstkonsistenten Dirac-
Fock-Operators und A ist die Spektralprojektion auf den negativen Spektralraum
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dieses Operators. Barbaroux et al. [18] zeigten, dass diese Vermutung im nicht-
relativistischen Limes im Falle offener Schalen und fiir schwache Elektron-Elektron-
Wechselwirkung nicht wahr ist, was fiir N = 1 auch unter allgemeineren Voraus-
setzungen bewiesen werden kann (sieche Barbaroux et al. [20]). Sie bestétigten ihre
Vermutung jedoch fiir abgeschlossene Schalen im nicht-relativistischen Grenzfall und
fiir schwache Elektron-Elektron-Wechselwirkung.

In diesem Kapitel folgen wir Barbaroux et al. [18] und betrachten den Fall schwa-
cher Wechselwirkung zwischen den Elektronen. Ahnlich zu Barbaroux et al. [18, Pro-
position 8] und Esteban und Séré [47, Theorem 5] zeigen wir die Existenz einer eindeu-
tigen Losung der Dirac-Fock-Gleichungen mit der Eigenschaft, dass die Eigenwerte zu
diesen Losungen die kleinsten Eigenwerte des entsprechenden Dirac-Fock-Operators
sind und der néchste Eigenwert echt grofler ist.

Wieder &hnlich zu Barbaroux et al. [18] und zu Esteban und Séré [47, Theo-
rem 6] ermdoglicht uns das zu zeigen, dass diese Losung der Minimierer der Dirac-
Fock-Energie iiber der Menge aller Losungen der Dirac-Fock-Gleichungen mit nicht-
negativen Eigenwerten ist. Wir konnen jedoch sogar zeigen, dass diese Losung der
Minimierer des Dirac-Fock-Funktionals bei Minimierung iiber alle Ladungsdichtema-
trizes ist (siehe das entsprechende Ergebnis von Barbaroux et al. [18, Proposition 8,
Gleichung (15)]), wenn die Quantisierung beziiglich dieser Losung gewahlt wird. Wir
lassen also nicht nur Positronen in den Ladungsdichtematrizes zu, sondern benttigen
auch die Annahme nicht mehr, dass die auflerdiagonalen Terme von v verschwinden,
wie dies bei Barbaroux et al. (Corollary 6) vorausgesetzt wurde. Wir zeigen aufler-
dem, dass der Minimierer eindeutig bestimmt und in einem gewissen Sinne sphérisch
symmetrisch ist.

Unsere Methoden sind so direkt, dass wir nicht nur Existenzaussagen erhalten,
sondern auch wichtige Eigenschaften der Losungen beweisen konnen. Auflerdem er-

halten wir explizite Abschédtzungen an die erlaubten Kopplungskonstanten.

IV.2. Modell und Definitionen

Wir verwenden die Notation von Barbaroux, Farkas, Helffer und Siedentop [19]
und folgen der Darstellung in [87]. Insbesondere bezeichnen wir in diesem Kapitel mit
dem Zeichen v eine Ladungsdichtematrix und keine Kopplungskonstante. Wir werden
daher fiir die Kopplungskonstante des Dirac-Operators den Buchstaben g verwenden.
Des Weiteren ist in diesem Kapitel die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1. Wir werden den
Buchstaben ¢ auch anderweitig verwenden.

Wir geben hier einen kurzen Uberblick iiber die Notation aus [19]. Die erforder-
lichen technischen Hilfsmittel aus dieser Arbeit sowie aus einigen anderen Arbeiten
haben wir in Anhang A zusammengefasst.

In diesem Kapitel setzen wir D, := D, 4, d.h.

D, :=—ia-V+3—g|-|"

Physikalisch gilt ¢ = Za, wobei a &~ 1/137 die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante
ist und Z die Kernladungszahl des Elements.



IV.2. MODELL UND DEFINITIONEN 63

Wir geben zunéchst einige Definitionen aus [19]. Zur Vereinfachung der Nota-
tion fithren wir die Menge G := R3 x {1,2,3,4} und das Ma8 dr := dx ® dpu ein,
wobei dx das Lebesgue-Maf auf R? ist und du das ZihlmaB auf der Menge {1, 2, 3,4}.
Wir bezeichnen den Banachraum der Spurklasse-Operatoren auf H = L*(R?; C*) mit
G'(H) und die zugehdrige Norm mit || - ||;. Ferner setzen wir

F:={ye &' (H)y=7", Dyye &' (H)}.

F ist ein Banachraum mit der Norm ||v||r := || Doy||1 = ||| Dol|7|||1- Wegen Lemma
A.7 (bzw. Lemma I1.2) ist |||l := || Dy7v||1 eine dquivalente Norm fiir 0 < g < /3/2.

Wir schreiben den Integralkern eines v € F' unter Verwendung seiner Eigenwerte
An und Eigenspinoren &, als

=) Aabn(@)6n(y)

Die zu «y gehorende Einteilchen-Dichte ist

4
s=1

=1 n=

oo

Al ()]
1

und der Operator fiir das zugehorige elektrische Potential ¢ := p, | - |71 Der
entsprechende Austauschoperator X ist durch seinen Integralkern

XD (a,y) = 7y(z,y)/[x — |
gegeben. Der Operator fiir die Gesamtwechselwirkung ist
WO = g0 — x0,

Das Coulomb-Skalarprodukt ist gegeben durch

e fon [

und das Austausch-Skalarprodukt durch

/ /d Pyxé—YI ey

Die Energie der Gesamtwechselwirkung ist
Q(7,7") == D(py, py) — E(1,7)
Fiir « > 0 und v € F ist der Dirac-Fock-Operator definiert durch
DY) := D, +aW.

Wir fiihren einige niitzliche Eigenschaften dieser Operatoren in Anhang A.1 auf. Man
beachte, dass wir « als kleinen Parameter verwenden werden. Einige der diskutierten
Ergebnisse gelten jedoch auch fiir den physikalischen Wert appys &~ 1/137.
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Fir N € N und é € F definieren wir

SO =y e F|-AY <~ < Agfs)}7
Sy ={y€F|0<y,try< N}

Sy ={ye F|-AY <y <AV try = N},

und das Dirac-Fock-Funktional

Ega() = tr Dy + aQ(v,7)

wobei A(f) = X[0,00)(D &) die Projektion auf den positiven Spektralraum von D!(fg,

(5
9,
ist und A = 1 — Af) die Projektion auf den negativen Spektralraum (vgl. die
entsprechende Definition fiir den Fall o = 0 in Kapitel I1.1).
Auflerdem werden wir haufig die Abkiirzungen

Cgan = (by — 404N)_1, CoaN = (m/4)aNcy o N

verwenden mit by 1= /1 — g2(y/4¢g%> +9 — 4g)/3 (siehe auch Lemma A.7). Mit €

und ey’) (j = 1,...) bezeichnen wir die Eigenwerte von D, bzw. Dé?c)y (nach Grofle
geordnet und im Gegensatz zu Kapitel 1.1 unter Zihlung der Vielfachheiten ).
Wir werden Loésungen der Dirac-Fock-Gleichungen betrachten:

DEFINITION IV.1. Wir bezeichnen die Menge der Losungen der Dirac-Fock-Glei-
chungen mit DF, d.h.

DF := {y € Fly =~2 [D{),7] =0, 7AY) =~}

Fiir festes g und kleines « finden wir folgende Ergebnisse: Fiir Atome mit abge-
schlossenen Schalen gibt es eine Losung 6 € DF, so dass ¢ die Projektion auf die ersten
N positiven Eigenwerte von Dg(fgé ist (Satz IV.5). Wir beweisen dieses Ergebnis mit
Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, was als Nebenprodukt sofort die Eindeutigkeit
der Losung liefert. Aulerdem beweisen wir, dass der Fixpunkt (Korollar IV.9) und
das Energiefunktional &, , (Theorem IV.10) in einem gewissen Sinne sphérisch sym-
metrisch sind und dass der Fixpunkt das Funktional &, , auf DF minimiert (Korollar
IV.7). Hierbei geht die Eindeutigkeit des Fixpunktes entscheidend ein.

Ferner zeigen wir (Satz IV.13), dass diese Losung das Funktional &, ,, sogar auf der
Menge Své‘;) minimiert. Hierfiir ist die Einschrankung Af)’y/\(_‘s) = 0 nicht erforderlich,
eine Tatsache, die in der Diskussion der No-Pair-Hartree-Fock-Theorie in [19] offen
geblieben war. Satz IV.13 wurde bereits in [86] bewiesen.

Man beachte, dass sich der Begriff ,,abgeschlossene Schalen“ hier auf den Cou-
lomb-Dirac-Operator bezieht, d.h. fiir N € N liegt der Fall der abgeschlossenen Scha-
len vor, wenn €%, > €% gilt. Dabei spielt es keine Rolle, ob es sich um die Liicke
zwischen Schalen verschiedener Hauptquantenzahlen handelt oder um die Feinstruk-
turaufspaltung. Der Fall abgeschlossener Schalen ist also fiir N = 2,8, 10, ... gegeben.
Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Menge aller solchen N mit CS.
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IV.3. Das Spektrum von Dirac-Fock-Operatoren

Zum Beweis der Hauptergebnisse miissen wir die Eigenwerte von Dirac-Fock-
Operatoren durch die Figenwerte des Coulomb-Dirac-Operators kontrollieren. Die
entsprechenden Abschétzungen werden wir in diesem Abschnitt unter Verwendung
des Minimax-Prinzips von Griesemer und Siedentop [70] herleiten, das wir in An-
hang A.2 wiedergegeben haben. Wir werden dabei den Coulomb-Dirac-Operator als
ungestorten Operator behandeln und den Dirac-Fock-Operator als gestorten Opera-
tor. Als Erstes stellen wir sicher, dass die Voraussetzungen des Minimax-Theorems
[70, Theorem 3| bzw. Satz A.8 erfiillt sind.

LEMMA IV.2 ([87], Lemma 1). Es sei A = D{) mit 0 < v € F, h = L2(R3)*,
Q = D(A). Ferner sei Ay = X(0,00)(Dg), Ao = X(—00,0)(Dyg), bt := Ashund 0 ¢
O-(ng/o)[). Dann sind die Voraussetzungen von Satz A.8 erfillt, wenn (m/2)a||y|1 < b,
qgilt.

BEWEIS. Es sei f € Q_. Dann gilt

(f, Dgaf) = (f, Dof) + alf, W f) < (f, Dof) + a(f, 67 f)

< (£, D)+ Zalhh (£ 1916) < (£, Dof) + Salrlliz-(f, 1Dl ) <0

wobei wir die Lemmata A.3 und A.7 sowie Formel (A.2) beniitzt haben. Die Bedin-
gung

(f, Dgiaf) > 0
fiir alle f € Q(A) NH, ist trivialerweise erfiillt wegen W) > 0 (Lemma A.3). Es

bleibt die Beschrianktheit von (\D_((ﬂl\ +1)2P_A, zu zeigen. Dazu gehen wir wie folgt
vor: Wie in [69, Lemma 1] gilt

g,

(07 LN . oN—
Py ==t [O0) =) WD, ~in) Hdn A

d.h. wir miissen den Ausdruck

1 . _ . _
/ (D9 + )DL — i) WD, — in)'dy

abschitzen. Nun gilt ||(D, — in)7|| < [(¢))? + #?]7Y/2. Ferner betrachten wir die
Funktion

Mo, 00) = R, f(A) 1= /(A +1)/(A2 +172),

wobei nach Annahme )\ := inf O’(‘Dé’gD > 0 gilt. Diese Funktion nimmt ihr Maximum
beim Punkt max{\g, —1 4+ /1 + n?} an, d.h. es gilt

Vo + 1)/ +n) Il < /(Ao +1)2 -1
N FalX) = \/ (C1+/147)41 ] > /(Ao +1)2 1.

(= 14/ 147%) 40?2
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Wir folgern (vgl. Schritt 4 im Beweis von Satz I11.8), dass
/ (1Dl + 12Dl = in) [ W] (Dg = in)~ || dn

endlich ist, woraus die Beschréanktheit von (|Dé@| +1)2P_A, folgt. O

Lemma A.7 zeigt, dass die Bedingung 0 € p(Dfﬂo)l) in Lemma IV.2 erfiillt ist, wenn

by > dallyl gilt.

Lemma IV.2 ermoglicht es, die Eigenwerte des Dirac-Fock-Operators durch die
Eigenwerte des Coulomb-Dirac-Operators zu kontrollieren. Da das Minimax-Prinzip
die Eigenwerte geordnet nach Gréfle und unter Zahlung der Vielfachheiten liefert,
erhalten wir nicht nur Informationen iiber die Lokalisierung der Eigenwerte, sondern
auch {iber die Dimension der Projektion auf einen gegebenen Teil des diskreten Spek-
trums. Man beachte, dass die Abschdtzung nur von ||7||; abhéngt, aber nicht von ~
selbst.

LEMMA V.3 ([87], Lemma 2). Es sei 0 <~y € F und es gelten die Voraussetzun-
gen von Lemma IV.2. Dann gilt fir alle n € N die Abschditzung

en < € < (L4 (m/2)allyllib, )en-

BEWEIS. Wegen 0 < X, 0 < ¢ und 0 < W (Lemma A.3) folgt aus Lemma
A.2 und Lemma A.7 die Ungleichungskette

Dy < Dy+aW" < Dy +a¢™ < Dy + Za|y|1|V|
< Dy + Zally]lib, ' |Dy| < (1 + Falvllib, ) (Dg)+ + (1 — Fallv[lib, ') (Dy) -,

wobei (D,)+ und (D,)_ der positive bzw. negative Teil des Coulomb-Dirac-Operators
ist. Wir wéhlen nun hy := ALh. Dann folgt aus der obigen Operatorungleichung so-
fort fiir alle n € N die Ungleichung A,(D,) < An(DS0) < (14 (m/2)a|7][10; 1) An(Dy),
wobei die A, die Minimax-Werte sind, die in Satz A.8 definiert sind. Wegen Lemma
IV.2 sind die Voraussetzungen von Satz A.8 fiir D!(;o)é erfiillt. Fiir Dy sind die Voraus-
setzungen wegen der Wahl von hy := ALb trivialerweise erfiillt. Fiir den Operator

(14 (7/2)allvll1/dg)(Dg)+ + (1 = (w/2)||v][1/dg) (Dg) -

sind die Voraussetzungen ebenfalls erfiillt, da er dieselben positiven und negativen
Spektralrdume hat wie Dy. Somit folgt aus Satz A.8 sofort die behauptete Unglei-
chung. U

LEMMA IV.4 ([87], Lemma 3). Es sei 0 < v € F mit p, sphirisch symmetrisch
und es gelten die Voraussetzungen von Lemma IV.2. Dann gilt fir alle n € N die
Ungleichungskette

en < e < e(g = allvlh)y,
wobei €(g — a|y]1)y die Eigenwerte des Coulomb-Dirac-Operators Dy_q ), sind, d.h.

des Coulomb-Dirac-Operators, in dem die Kopplungskonstante g durch g — al|v]|1
wurde.
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BEWEIS. Die erste Ungleichung ist dieselbe wie in Lemma IV.3. Fiir die zweite
Ungleichung stellen wir fest, dass aus der Newtonschen Ungleichung ¢ < ||v||;
| |7t folgt. Daher gilt wegen Lemma A.3 die Abschiitzung

D) = Dy + ™ — aX® < Dy + aly|i| -7
Da
(f, (Do —gl- |7 +allvlil - 7 F) = (f, Dy—appyn f) <0

wegen der Kato-Ungleichung und Lemma A.7 fiir alle f € _ gilt, erhalten wir aus
dem Minimax-Satz A.8

M(Dyg-alqln) < €(g = ally[l)a.
Zusammen mit Lemma IV.2 folgt daraus die Behauptung. U

Wir definieren nun ¢ := (1 + (7/2)aN/by)e} und n == €}, —c = Xy — (1 +
(7/2)aN/b,)e%. Es sei

ag := sup{a € Rle} 1 — (14 FaN/by)e} > 0} = 2(e}y — ex)by/(TNeY).

Um die Notation zu vereinfachen, haben wir die Abhéngigkeit dieser Grofien von g
und « unterdriickt. Schlieflich setzen wir

gon (@) = (X))’ T N?a?® + [—6m N eXedq + (47 — 1/47%) N?(e})?]bya”
+[(m = 12)Nexey g — ANeYely + 12n(e}sr)? + (4 — ) N(ey)’Jbs*a
— by’ (ely + €xp)”
und definieren o, als die kleinste Wurzel der kubischen Gleichun ~(a) = 0. Ferner
0 & Yy,

folgt aus Z < a;}}ys\/l — (1++/33)/16)% ~ 124.23 die Ungleichung ¥ > € — €¥, so
dass fiir diese Werte von Z die Abschitzung €} > n gilt.

Satz IV.5 ([87], Theorem 1). Es sei N € CS und o < min{ay, o, by/(4N)}. Wir
wdhlen eine Kontour C' gemdf

S3tle+i-(d-B)-iF  0<t<1
) = c+ 4 —id 4+ (t—1)n 1<t<2
c+ﬂ+<t—2><e<;—g—<c+g>>+i% 2<1<3
I4+il —i(t—3)n 3<t<4
Dann hat die Abbildung
T: Sy — Sy, v+ —(2m)" /Dé’g )~'dz
c

einen eindeutigen Fizpunkt.

Wir bemerken, dass unsere Abschitzung an die zuldssigen Werte fiir die Feinstruk-
turkonstante o wie 1/N gegen Null geht. Der hauptséchliche technische Grund hierfiir
ist, dass die Kontrolle der Eigenwerte des Dirac-Fock-Operators durch die Eigenwer-
te des Coulomb-Dirac-Operators mit wachsendem N schlechter wird, da die Liicke
zwischen den Eigenwerten kleiner wird (siche Lemma IV.3). Dies ist auch der Grund
dafiir, dass unsere Abschiatzungen an die Kontraktionseigenschaft der Abbildung T
mit steigendem N schlechter wird.
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BEWEIS VON SATz IV.5.
Schritt 1: Man beachte, dass Sy eine abgeschlossene Teilmenge von F' ist. Es sei
v € Sy. Wegen der Ungleichungen (siche Lemma IV.3)

& <e < 6?) < (1+3aNb")e < (14 FaNb, el < exyy

fir k=1,..., N und weil T'() die Projektion auf den spektralen Teilraum von D!(JZ;
zu den N kleinsten Eigenwerten von Dgll ist (Reed und Simon [124, Theorem XII.6]),
folgt v € F, trT(y) = N und v > 0. Folglich ist T" wohldefiniert.

Schritt 2: Wir zeigen, dass die Abbildung 7" eine Kontraktion ist: Es sei v,+" € Sy.
Es sei P die Projektion auf Ran(|Dy|(T'(v) —T'(7')). Wegen dim Ran((T'(y)—T'(v")) <

2N gilt dim Ran(|Dy|(T'(y) — T(v')) < 2N, woraus ||P||; < 2N folgt. Daher gilt

IT(v) =Tl g = DT (v) =TIy = IPIDG(T(v) = T (),

< IPI 1IDI(T) = T < Ty IPRIT) = TG

< 2Ncganby [|IDSRNT () = T())]|

g7a

_ , -1
<7 yanbyN [||DO))] / (DO —2) 7' = (DW) - z) dz
C

< ACg,a N Nby /|D(7 (D) — 2)_1 W= (D(v’) _ 2) R

< acganN(27 + (c — €))%

(2522 -2)" 1=
g Fyg>

wobei wir Lemma A.7, die Resolventengleichung, Lemma A.2 und Gleichung (A.1)
beniitzt haben.

Es sei z = o+ iy € C (x,y € R) beliebig. Wir zeigen Abschéitzungen an
| DSANDS) — 2)72||. Es sei A := R\ [(0,€2) U (¢,%,,)] und E die Spektralschar
von D). Wegen E[(0,€%) U (c, X41)] = 0 folgt

[1DDNDS) — 2)7Y| < sup [Al/|A — 2| = sup fo, (N)
AEA AEA

20 (0] (llDgalga = =)7'])) ~<C(0.0)

mit
FoyON) = IN/IA = 2] = A((A = 2) +¢°) 2
Es sei zundchst = ¢ +1/2 und y beliebig. Wegen f, ,(A) < [A|/|X — | erhalten wir

SUp fry(A) < leNal/len s — @ =26} /7.

Ahnlich gilt fiir z = €Y — 1/2 und beliebiges y die Abschiitzung
1IDGUDE - 27| < 260/,

g,
Es sei nun y = +n/2 und = € [¢? — n/2,c + n/2]. Offensichtlich gilt mit B :=
€}, c] U [eh 1, 00) die Identitét

Sup fuy(A) = sup fu,(A).
AEA AEB
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Eine kleine Rechnung zeigt, dass die Funktion f,, ihr Maximum auf dem Intervall
[0,00) bel \g = (2 + y?)/2 annimmt. Ferner gilt f,,(\) < [A|/]y| fiir alle A € R,
woraus

[1DSAl(Dg = 2) || < faw(Po) < (% +97)/(zly])

ga

folgt. Da die Funktion h,(b) := (b* + y*)/(bly|) ihr Minimum auf (0, 00) bei b = |y|
annimmt und fiir b > |y| monoton steigend ist, erhalten wir

[IDSAD = 2)7H|| < [(e+n/2)” +n*/4] [ [(c +n/2)n/2],
weil z > y gilt wegen der Bemerkung vor dem Satz. Eine kleine Rechnung zeigt nun

(c+n/2)°+ (/2)° _ 2€h1
(c+n/2m/2 = n~’

woraus ||| DS (DS —2) 7| < 2€%,, /7 fiir alle z € C([0, 4]) folgt. AuBerdem beniitzen
wir

H(D(v’) —2)7!

g7a

< 1/dist(z, (DY) = 2/
fir z € p(Déj’,;) ), woraus zusammen

IT(v) = T(V)lpg <acganN - (2n+ (¢ = €))2ex1m 20 Iy = ||y
:04[4Ncg,a7N62+1(277 + (¢ — 6?))]77_2||W - W/HF,Q

folgt. Die Bedingung 4aN¢g o neXs (20 + (¢ — €)))n~? < 1 fithrt zu der Ungleichung
gg.n(a) <0, woraus die Behauptung folgt. d

Man beachte, dass die Menge der Dichte-Matrizes v € F mit sphérisch sym-
metrischer Dichte p, in der F-Norm abgeschlossen ist. Dies sieht man wie folgt:
Man wéhle eine F-konvergente Folge 7, solcher Dichtematrizes. Wir haben ledig-
lich zu zeigen, dass die Dichte des Grenzwertes ebenfalls sphérisch symmetrisch ist.
Jedoch folgt aus der Konvergenz in F' die Konvergenz der entsprechenden Dichten
pn in L'. Es sei R eine Rotation. Dann gilt p, r(7) := p,(Rz) = p,(x) und somit
L'im,, o pp = L'im,, oo pn r- Daher konnen wir den Fixpunktsatz auf diese klei-
nere Menge anwenden. Das verbessert die Abschidtzungen im Beweis von Satz IV.5
geringfiigig, wenn wir Lemma IV .4 verwenden. Wir stellen das Ergebnis der numeri-
schen Auswertung dieser komplizierteren Bedingung in Abbildung IV.1 graphisch dar.
Wir bemerken Folgendes zu dieser Abbildung: In unseren Beweisen beniitzen wir aus
theoretischen Griinden zwei verschiedene Parameter, namlich g und a. Physikalisch
wiirde man folgende Wahl treffen: (i) ¢ = apnysZ, wobei Z die Kernladungszahl des
betreffenden Elements ist. (ii) o = apnys, Wobel aphys ~ 1/137. Um eine Beziehung
zur Physik herzustellen, wahlen wir die erste Moglichkeit und stellen den maximalen
Wert von « dar, der unsere Voraussetzungen erfiillt. Die Grafik zeigt, dass wir opnys
nicht erreichen; jedoch liegt unser Ergebnis fiir hoch ionisierte mittelschwere Atome
in der richtigen Groéflenordnung.
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ABBILDUNG IV.1. Der maximale Wert von «, fiir den die Kontrakti-
onseigenschaft von T' garantiert werden kann, in Abhéngigkeit von der
Kernladung Z = 137¢ und fiir N = 2 mit und ohne die zusétzliche
Annahme der sphérischen Symmetrie.

KOROLLAR IV.6 ([87], Corollary 1). Es sei N € CS und « erfiille die Vorausset-
zungen von Satz IV.5. Dann gibt es ein eindeutiges 6 € F', das die Projektion auf den
Figenraum zu den N kleinsten Figenwerten von Défc)y ist.

BEWEIS. Satz IV.5 liefert die Existenz eines solchen 0. Andererseits erfiillt jede
Projektion v auf die N kleinsten Eigenwerte von D ) die Gleichung T'(y) = ~, die

die eindeutige Losung o hat. O
Wir setzen
Ey:=e+...+ey a:=2m NQ(ENH?V)
bi=[—3mEN — (4+ §)eqs + (4 - ) exlbgN = (—ey + €?v+1)bf,
agn = (=b—vb? —4ac)/(2a).

KOROLLAR IV.7 ([87], Corollary 2). Es sei N € CS und es ezistiere eine Lisung
d der Gleichung T(y) = ~. Dann minimiert diese die Energie des Dirac-Fock-Funktio-
nals auf der Menge der Dirac-Fock-Losungen, d.h. diese Lésung erfillt

Ega(0) =min{&, ,(7)|y € DF, try = N},
wenn o < min{a, N, by/(4N), ap} gilt.
BEWEIS. Wegen Lemma A.4 gilt fiir alle v > 0 die Ungleichung
(IV.1) Ega(7) = tr D)y — aQ(y,7) < tr D).

Wir wéhlen eine beliebige Losung v € DF mit try = N. Mit Lemma A.4 und Lemma
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A.7 erhalten wir

(IV.2) &a(v) = tr D)y — aQ(v,7) 2 tr DY)y — aD(py, py)
> tr Dég — TaNtr|V|[y| > tr Dé@v — TaNcgantr |D )9

=(1—-Cyan)tr Dg?o)ﬁ.

Es seien €, k = 1,..., N, diejenigen Eigenwerte (geordnet nach ihrer Grofie und unter

Zahlung der Vielfachheiten) von Dg(ﬂc)y, deren Eigenvektoren im Wertebereich von -y
sind. Wenn die ¢, £k =1,..., N, die Ungleichung

€] <er < (1+FaNb,') e

fir k = 1,..., N erfiillen, dann ist v die Projektion auf den Eigenraum zu den N
kleinsten Eigenwerten von Dé?& und daher gleich dem eindeutigen Fixpunkt 6 von 7.

Wegen Gleichung (IV.1) und Lemma IV.3 erhalten wir fiir die Energie des Fixpunktes

6

Mz

N
Ega(0) <D € < (1+ ZaNb,!

m=1 m=1

Wenn es andererseits ein [ € {1,..., N} gibt, so dass ¢; > 55\%1 fiir alle j > [ und
6 < (1+ %aNb;l)e%O) fir alle j < I — 1 gilt, dann erhalten wir aus (IV.2) die
Abschétzung

N
gg,a(’y) Z (1 - ég,a,N) tr Dél{ = (1 - EgozN) Z €m

m=1

-1 N N-1
> (1 =¢gan) 25 +Z€m > (1= &gan)( €m T Exp1)-
m=1 m=l m=1
Wegen ¢, > 653)“ > 65\9) fiir m > [ folgt
gg oz(’Y) - gg a(é)
N-1 N
= (1 - ég,a,N) 6?77, + (1 - 6g,oz,N)E]D\f—s—l 1 + CY by Z €m
m=1 m=1
N-1
= —a(fNcgan + %) e+ (1= ZaNcgan)en — (1 + %a%)e?\,.
m=1

Die Bedingung &, o(7) — &;,4(0) > 0 liefert die in o quadratische Gleichung

2rN?*(En + e3)a” + [-ZEy — (44 %) & + (4 — 2)eX] byNa
+ (—e?v + E?VH) b?] =0,

deren kleinste Wurzel ag4 n relevant ist. O
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ABBILDUNG  IV.2. Die Konstante min{a,,,b,/(4N),ap} in
Abhéngigkeit von der Kernladung Z = 137¢ fiir N = 2.

IV.4. Sphirische Symmetrie

Als néchsten Schritt folgen wir teilweise [18] und zeigen, dass der Fixpunkt von
T in einem gewissen Sinne sphérisch symmetrisch ist. Fiir jedes R € SO(3) gibt es
ein Up € SU(2) mit (Rx) - & = Ug(x - &)Uy" fiir alle x € R%. Man beachte, dass
Ugr nicht eindeutig ist; die beiden moglichen Wahlen unterscheiden sich jedoch nur
um —1. Da wir lediglich an Eigenvektoren interessiert sind, kiimmern wir uns nicht
weiter um diese Zweideutigkeit. Fiir

r-(f0) e ey

definieren wir

Upf™ (R x
fr(x) = (URff(l)((Rlx))) :

Offensichtlich gilt fr € L*(R3 C*). Fiir v = Y07 | \|,)(&,| € F definieren wir

i =) Al (G RN (€l

Zunéchst zeigen wir das folgende Lemma:

LEMMA IV.8 ([87], Lemma 4). Es sei f € L*(R? C*) Eigenfunktion von DY, mit
Eigenwert e. Dann ist fr € L2(R3; C%) Eigenfunktion von D% mit Eigenwert e.

BEwEIS. Wir behandeln den Dirac-Fock-Operator Term fiir Term:
Erster Term: Es sei Q = R™!. Dann gilt

(IV.3) (—la - Vfg)(z) = Ve(-ia - V[)(Qx)

_(Ur 0
VR_(O UR)'

mit
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Beweis: Wir bezeichnen mit 0 die totale Ableitung und mit 0; die entsprechende

partielle Ableitung. Es gilt

b

3
0. — [ VR0 f<“> (UR[(af(“))oQ]er) B Ur 2 [(0ef)0Q1Qx;
jJR — URa fR UR[(af(l))OQ]QGJ i[(akf )o@]@kj
woraus =

i i (UR Rl(a.Rek)UR(akﬂw)oQ) _ i (URUk(akJ{<z>) OQ)

k=1 k=1
= VR(O( . Vf) o Q
folgt.
Zweiter Term: Es gilt
Ur O f®WoQ

Dritter Term:

(IV.5) | T r=VRIQ [T foQ=Val- [T foQ

Vierter Term:
UR n OQ] UR[n o ()] § 1 .
2 <( ]) ( Unle? o@])> H](f 9)

fsE5) 6 ).

= Ve[(¢" 0 Q)(f o Q)] = Val(6™f) 0 Q]

(IV.6) ¢ fr=Vg

Finfter Term: Es gilt

(IV.7) (X0 fr)(x)

Ures(Qx)\ / (Uret(@Qy)\ (Urf™(Qy) dy
/ ZA ( &L (Qx >) <<URf£P<@y>>’(URf”>(Qy>>>C4 x —yl

( fg;@x)) << <()> <y>) | (f((‘l‘)) <y>)>
—V/dyZ)\ n (Qx) n (y) fOy) ot

= Vr(X7 f)(Qx),

WOraus
(DU f)(x) = VR(DgL)(Qx) = eVrf(Qx) = efr(x)
folgt, was die Behauptung zeigt.
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KOROLLAR IV.9 ([87], Corollary 3). Wenn a < «ag gilt und wenn T einen ein-
deutigen Fixpunkt & hat, dann gilt

)
fiir alle R € SO(3), d.h. § ist sphirisch symmetrisch.

BEWEIS. Wegen des vorangehenden Lemmas folgt die Behauptung aus der Ein-
deutigkeit des Fixpunktes von T U

Der folgende Satz ist in [18, Seite 4] angedeutet.

SaTz IV.10 ([87], Theorem 2). Das Energiefunktional &, . ist invariant unter
Rotationen von Dichtematrizes, d.h. fir alle v € F und alle R € SO(3) gilt

gg,a(V) =&y (Yr)-

BEWEIS. Wir bemerken die Identititen 2E(vy,7) = tr Xy und 2D(p.,p,) =
tr (M. Fiir alle f € H'(R3)?, alle v € F und alle R € SO(3) erhalten wir unter
Verwendung von (IV.3) bis (IV.7) die Gleichungen

IV 8) (. Dof) = [ VaT@x) V(Do N@x)dx = (£,
G
(1v.9) (f X f) = / Vel (@x)'Va(X) f)(Qx)dz = (f, X )
G
(IV.10) (fr 60 f) = / Ve (@x)' V(6 £)(Qx)dz = (f,60)f).
Das zeigt die Behauptung. ) U

IV.5. Losungen der Dirac-Fock-Gleichungen als Minimierer

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die oben konstruierte Losung der Dirac-
Fock-Gleichungen einen Minimierer des Dirac-Fock-Funktionals auf der Menge aller
Dichtematrizes liefert, wenn die Quantisierung beztiglich der Losung der Dirac-Fock-
Gleichungen gewihlt wird. Diese Aussage wurde bereits in [86] bewiesen, jedoch muss-
te dort noch die Existenz einer entsprechenden Lsung vorausgesetzt werden.

Wir benotigen zunéchst eine technische Bemerkung:

DEFINITION IV.11. Es seiy € F und P_ eine orthogonale Projektion. Dann heif$t
~v Dichtematrixz beziiglich P_ genau dann, wenn die Operatorungleichung

0<~y+P <1
erfillt ist.

Fiir Dichtematrizes beziiglich P_ gilt das folgende Lemma:
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LEMMA IV.12 ([87], Lemma 5). Es sei y eine Dichtematriz beziiglich P— und es
sei P, :=1— P_. Dann gelten die folgenden Operatorungleichungen

P~P P ~yP 4+ P ~yP,P.yP_ < —P ~vP_
PiyPLPiyPy + PyyP_ P yP, < PPy,
BEWEIS. Der Beweis folgt aus der Tatsache, dass die Ungleichung 0 < v+ P_ <1

die Ungleichung (v + P_)? < ~ + P_ impliziert (siehe [8], Gleichungen (18) und
(19)). O

Mit diesen Vorbereitungen ist das Hauptergebnis dieses Abschnitts ein Korollar
aus dem folgenden Satz:

SaTz 1V.13 ([87], Theorem 3). Es sei § = Xpo 5<5)](Dé(7(2‘) und N = tré. Ferner
_ €N
gelte v € SO und +' := v — 6. Dariiber hinaus sei 0 < TCgana < 1. Dann gilt
(IV.11) Eg.0(7) Z Eg.a(0),

wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(1) Die Dichtematriz ' ist eine orthogonale Storung von §, d.h. 6v'6 = 0.
(2) Es gilt v € ng\)f und die Differenz 65311 — 653) ist so grofs, dass
(IV.12) (1= Tcgana)ens — (1+ Tegana)ey) >0
gilt.

BEWEIS. Zunéchst bemerken wir, dass aus der Voraussetzung die Ungleichung
eg\i)ﬂ > 653) folgt. Wir setzen P_ := X(“oo 6(5)](D§%) und P, :=1— P_. Diese Wahl der
Projektionen bedeutet, dass wir den Dirz,u]:v—See so verschieben, dass die Eigenfunktio-
nen der besetzten Orbitale zum Dirac-See gehoren.

Wir wahlen nun eine beliebige Dichtematrix in v € SO, Es gilt

0<~y+A_=~+0+A_=++P_<1,
d.h. ~/ ist eine Dichtematrix beziiglich P_, wobei A, := Af) und A_ =AY ist. Wir
setzen nun 7 in das Funktional ein und erhalten
Ega(7) =1tr(Dy (v +6)) + aQ (v + 6,7 +9)
= tr (Dg6) + aQ (6,8) + tr (Dg7') + 20Q (6,7") + aQ (v, 7)
= Eg.a (8) +tr DRy +aQ (v,7') 2 €y (0) + tr DAy — aB(Y 7).
Ferner gilt
V'Y = Piy/ Py P+ Pin/'Piy/Po+ Piy/ PPy + P/ P/ P
+P AP ~P +P~P~+P,+P~PA~P +P~P+P,.

Mit Lemma A.5 und Lemma A.7 berechnen wir E(v,~"), wobei wir die Ungleichungen
aus Lemma IV.12 beachten. Auflerdem verschwinden alle Terme der Form

tr(| D@2 Py Py Py P D) 2),
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denn die Spektralprojektionen vertauschen mit Dg(,‘fgé. Wir finden

E(.Y) < 7 (YIVIY) < Fegan tr(y [DRA] )
1 1
< Fegan tr (IDELIF Py Py = Po/PL)| DY)}
= ZCganN tr (DE(]%(PJ;/PJF + A_~'A_ = 579'9)) .
Ferner gilt
tr Dé‘s) v = tr (Dé‘z(PJﬁ/PJF +A_yA_+599)

,

d.h. wir erhalten insgesamt

Eg.a(7) = Ega (8) + tr D +aQ(Y,7)
Z gg7a (5> + (1 - %Cg,oc,NOé) tr D!(]?(;P_i_fylp_’_
+ (1 + %Cg,a,NO‘) tr Dé‘f&év’é + (1 — %cg’%Noz) tr Dé‘i)lA_y’A_,

Wir sehen, dass die Energie wichst, wenn + eine orthogonale Stérung von § ist, denn
in diesem Fall gilt 076 = 0(y — §)d = 0. Dies zeigt den ersten Teil der Behauptung.

Wir wenden uns nun dem Beweis des zweiten Teils der Behauptung zu: Von nun
an nehmen wir vy € géi\), an. Wegen try = tré gilt try’ = 0. Ferner ist

try = tr A_y'A_ +tréy'd + tr Py Py,
so dass
0< —trA_yA_=tréy'd +tr Py Py
gilt, denn A_y'A_ = A_~A_ ist ein negativer Operator. Es folgt
troy'o > —tr Py Py
Man beachte tr07'd < 0. Es gilt sogar —1 < §7'6 < 0, denn es ist

(f, 57,5f) = (fDFaé'YléfDF)
= (for, 674 for) — (for, 0 for) < (for, At for) — (for, for) =0

und

(f,07'0f) = (for, 070 for) = (for, 070 for) — (for, 0 for)
> —(for, A_for) — (for, for) = —(for, for) = —(f, f),

wobei wir fpp := df gesetzt haben.

Es seien nun \;, e = 1,..., N, und f;, 2 = 1,..., N, Eigenwerte und die entspre-
chenden Eigenvektoren von 04'd, und \;,7 > N, sowie f;,7 > N, Eigenwerte und die
entsprechenden Eigenvektoren von P,+'P,. Dann gilt

N
tr Dgfc)ﬁv’cs = Z i (fi, D_((]‘Zfi) > 653) trovy/6 > —653) tr P.~' P,
=1

und

6
DPy P = 3 N (i DYAS) 2 ey tr Pyy/ P

i=N+1
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Es folgt
(IV.13) Ega() = Egald) = (1 = Fegana) tr DSZPJrV,PJr
+ (1 + §cgane) tr Dg}léyﬁ

> (1-— %cg,a,Na)egé)Jrl tr Py Py — (1+ %cg’ayNa)egg) tr P,y Py

™ 6 s (S
=[(1- ch@,NOz)egv)H —(1+ chﬂ,Na)egv)] tr Py Py
Wegen tr P,v'P, = tr P,yP, > 0 zeigt das die Behauptung. U

Wir setzen a := (2rN? — 1/872N)e%;, b := ((4N — 1/47 — 1/27N)el — (4N +

1/4m)e% 1) by und ¢ := (%, — €% )(by)? und definieren damit

kyn = (=b— Vb2 — dac)(2a)"".
KOROLLAR IV.14 ([87], Corollary 4). Es set N € CS und 0 wie in Satz IV.13.

Ferner sei o < min{k, v, f—]‘(,} Dann gilt
(IV.14) Ega(0) = BRF = inf{&,.(7)|y € Syn -

BeEWEIS. Es reicht, Gleichung (IV.12) in Satz IV.13 zu verifizieren. Wegen Lemma
IV.3 reicht es,

(1= Zcgana) enp — (1+ egane) - (L+ FaNb, ey >0
zu zeigen. Diese Bedingung fithrt zu der quadratischen Gleichung
(27N> — %7?2]\[) @+ ((AN=1r—1aN) e — (AN +1i7) X pr) byer
+ (€9V+1 - E(J)\/) (bg)2 =0,
deren relevante kleinere Losung durch £, x gegeben ist. O

Wir schlieflen das Kapitel mit einigen Bemerkungen:

(1) Im Sinne von Mittleman ist die Grundzustandsenergie £/ von N relativisti-
schen Elektronen im Feld eines Kerns mit Kopplungskonstante g in Hartree-
Fock-Naherung definiert durch

(IV.15) EY = sup{inf{&, .(y)|y € gg\)[}w €F §=06, trd =N}

Korollar V.14 zusammen mit Gleichung (IV.11) zeigt unter den dort ge-
machten Annahmen, dass EY > ERY gilt. Die umgekehrte Ungleichung gilt
— ohne Einschrinkung auf abgeschlossene Schalen — fiir hinreichend kleine «
(Barbaroux et al. [18, Formel (13)]). Folglich stimmen diese beiden Defini-
tionen der Grundzustandsenergien fiir hinreichend kleine « iiberein. In der
Tat zeigt das eine Vermutung von Barbaroux-Esteban-Séré fiir diesen Fall.
(Siehe Barbaroux et al. [18, Theorem 5]).

(2) Da diese Vermutung im Falle offener Schalen falsch ist (siehe [18, 20]), zeigt
die vorangehende Bemerkung auch, dass die Einschriankung auf den Fall ab-
geschlossener Schalen nicht nur technischer Art ist.

(3) Unter der Annahme, dass ¢ eine sphérisch symmetrische Dichte ps hat, ldsst
sich die Behauptung von Korollar IV.14 sogar fiir groflere o zeigen, indem
Lemma IV 4 statt Lemma IV.3 verwendet wird. Die Ergebnisse dieser nume-
rischen Berechnung sind zusétzlich in Abbildung I'V.3 dargestellt.
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ABBILDUNG IV.3. Der maximale Wert von «, fiir den wir garantieren
konnen, dass eine Projektion § € DF auf die kleinsten Eigenwerte von
D) die Energie minimiert, in Abhingigkeit von der Kernladung Z =
137g und fir N = 2.
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Strahlungsfeld






KAPITEL V

Das Pauli-Fierz-Modell

In diesem Teil untersuchen wir Atome mit einem oder mehreren Elektronen in
Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld in zweiter Quantisierung in Coulomb-Eichung.
Von Interesse ist dabei insbesondere die Lebensdauer angeregter Zusténde. In Kapitel
V betrachten wir das Pauli-Fierz-Modell, in dem die Elektronen nicht-relativistisch
durch den Schrodinger-Operator beschrieben werden. Dieses Modell wurde eingehend
von Bach, Frohlich und Sigal [9, 10, 12, 13|, von Griesemer, Lieb und Loss [68], von
Frohlich, Griesemer und Schlein [58, 58, 59, 60|, sowie vielen weiteren untersucht.
Bach et al. [13] haben unter anderem die Lebensdauer angeregter Zustande betrach-
tet. Sie zeigen, dass die Uberlebenswahrscheinlichkeit (fiir kleine Kopplungskonstan-
ten) durch einen in der Zeit exponentiell abfallenden Term und einen polynomialen
Term nach oben beschréankt ist. Wir verwenden und erweitern die Analysis von Bach,
Frohlich und Sigal, um (ebenfalls fiir kleine Kopplungskonstanten) eine obere und
untere Schranke an die Uberlebenswahrscheinlichkeit zu beweisen. Auf die inhaltli-
chen und technischen Unterschiede zu der Arbeit [13] werden wir in Bemerkung V.13
in Kapitel V.3 im Detail eingehen. Abou Salem, Faupin, Frohlich und Sigal [1] ha-
ben wenige Monate nach [79] ein &hnliches Ergebnis mit etwas anderen Methoden
bewiesen. Die Darstellung in Kapitel V folgt [79].

Wir bemerken, dass wir in Kapitel VI ein relativistisches Elektron im Feld ei-
nes Atomkerns betrachten. Sowohl im Pauli-Fierz-Modell als auch im relativistischen
Modell stimmen unsere Formeln an den fithrenden exponentiellen Term fiir den Zer-
fall mit den Vorhersagen der Goldenen Regel (siehe [124, Kapitel XII.6] und [24,
Abschnitt 59 ff.]) tiberein.

In beiden Modellen werden wir wie in [12, 13] komplex dilatierte Operatoren
verwenden. Da diese Operatoren nicht normal sind, existiert keine hinreichend gute
Storungstheorie fiir die Spektren dieser Operatoren. Wie in [12, 13| werden wir da-
her die Technik der Feshbach-Projektion in Verbindung mit Abschitzungen an den
numerischen Wertebereich verwenden.

Die sogenannte Feshbach-Methode ist nach dem Physiker Herman Feshbach be-
nannt, der diese zur Behandlung von Resonanzen in der Kernphysik verwendet hat
[52, Gleichung (2.14)]. Auch Howland [85] verwendet die Methode bzw. den Feshbach-
Operator unter der Bezeichnung , Liv§ic-Matrix“, da Livsic [110, 109] die Methode
in der Streutheorie verwendet hatte. Dariiber hinaus ist die Methode unter dem Na-
men ,,Schur-Komplement“ bekannt. Diese Bezeichnung scheint auf Haynsworth [80]

81
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zuriickzugehen, die die Bezeichnung in Anlehnung an die Schursche Determinanten-
formel verwendete. Fiir eine detaillierte Ubersicht iiber die Geschichte des Schur-
Komplements und seine Anwendungen in der Mathematik verweisen wir auf [148].
Auch Menniken und Motovilov [113, 112] verwenden das Schur-Komplement unter
der Bezeichnung , Transfer-Funktion“ zur Behandlung von Resonanzen bei 2 x 2-
Operator-Matrizes.

Man beachte, das wir in diesem und dem folgenden Kapitel bei Operatoren der
Form PAP, wobei A ein abgeschlossener Operator ist und P eine Projektion mit
Dom A C Ran P, nicht zwischen den Operatoren PAP und PAP|r., p unterschei-
den. Es ist aus dem Zusammenhang ersichtlich, welcher der Operatoren gemeint ist.

Skalarprodukte werden wir in diesem und dem folgenden Kapitel mit (-, -) bezeichnen.

V.1. Modell und Definitionen
Der Hilbert-Raum des Pauli-Fierz-Modells ist
H:=Hq® F,
wobei
He = ANL?[(R? x Zy)]¥
der Hilbert-Raum fiir N Elektronen mit Spin und

Fi= éSNLQ[(R?’ x Z)]N

der Fock-Raum (mit Vakuum €2) des quantisierten elektromagnetischen Feldes unter
Beriicksichtigung der zwei Polarisationen der Photonen ist. Ay und Sy sind die Pro-
jektionen auf die Teilrdume der Funktionen, die anti-symmetrisch bzw. symmetrisch
unter einer Permutation der Variablen sind. Der Operator

h?
H,=———A —
el om 3N 47T€0[§ iz ‘—l— g z—$|]
J Lj 1<z<j<N J

der auf Dom(H)) := He N H2[(R3 x Zy)]" selbstadjungiert ist, beschreibt die Elek-
tronen, und der Operator fiir das gesamte System ist

=z

1
= % —1 ﬁV 614;/<I'J))]2 . +Hf/
J=1

e? N
+F€0L21 |I]| Z z_xj|]

1<z<j<N

wobei 3 die Kernladungszahl ist, e < 0 die Elektronenladung, A die reduzierte Planck-
Konstante, ¢, die Dielektrizitdtskonstante des Vakuums, m die Masse des Elektrons,
oj der Vektor der Pauli-Matrizes fiir das j-te Elektron, und : --- : Normalordnung
bedeutet.
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Die kinetische Energie der Photonen ist
(V.1) H{:=he ) / dk [k|al; (k)a),(K),
=12 keR3

wobei die a;(k) und (k) die {iblichen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
sind. Das Strahlungsfeld in zweiter Quantisierung ist A/, (x) := A/, (x)+ + AL (z)_,
wobei

p=1,2 €R3

(V.3) Al (z)_ = M;; /k . dk K'(|k])4 /waeg(k)eia“a;(k)

gilt. Hierbei sind ¢],(k), u = 1,2, die Polarisationsvektoren des Photons, die nur von
der Richtung von k£ abhingen, und ¢ ist die Lichtgeschwindigkeit.

Wir beniitzen hier SI-Einheiten; fiir physikalische Details zu diesen Operatoren
verweisen wir auf [34, 35]. Wir setzen ap := o~ '(Z-) (Bohr-Radius), ¢ := ao und
&= «. Des Weiteren ist £'(r) := r(r{) eine Abschneidefunktion, die von der
Sommerfeldschen Feinstrukturkonstanten o = 4ﬂe€zhc abhéngt. x ist eine Funktion,
die auf dem Intervall [0, c0) positiv ist, die Bedingung x(r) — 1 fir r — 0 erfiill

und eine analytische Fortsetzung in einen Kegel um die positive reelle Achse hat,
die beschriinkt ist und schneller als jedes inverse Polynom abfillt, z.B. k(r) := e™"".
Wir folgen [13, 12] und skalieren den Operator mit der Transformation z; — (z;
und k& — £71k. Die zugehorige unitire Abbildung bezeichnen wir mit U. Nach dieser
Transformation werden die Positionen der Elektronen in Einheiten von ag gemes-

sen, die Wellenvektoren der Photonen in Einheiten von ﬂ und Energien in Einheiten

von 2Ry, wobei das Rydberg definiert ist durch Ry := O‘ch . Diese Wahl der Ska-
lierung bzw. der physikalischen Einheiten ist fiir die Beschrelbung von photonischen
Ubergéingen zwischen angeregten Zustinden von Atomen zweckmifiig. Die Einheit
der Photonenkoordinaten ist so ndmlich gerade von der Ordnung der Radien der
klassischen Elektronenumlaufbahnen, die Einheit der Energie von der Ordnung der
Energieniveaudifferenzen des Atoms und die Einheit der photonischen Wellenvektoren
gerade von der Ordnung der Wellenvektoren der Lichtquanten, die bei den betrach-
teten Ubergiingen ausgesandt werden. Die Skalierung unterscheidet sich von der in
[13, 12] gewéhlten um einen Faktor zwei, da dies den Vergleich mit dem relativisti-
schen Modell in Kapitel VI vereinfacht.
Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren transformieren sich geméafl

Ud, (kU™ = &a,(Ek), Ud(k)U™" = &a(&k).
Ferner setzen wir
eu(k) =€, (E7k), p=1,2.
Folglich erhalten wir
UHU™' = o®(mc*)Hy,
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mit Hy := Hy+ Wy und Hy := Hq ® 1; + 14 ® Hy, wobei

N
1 _
(V.4) Hoy = —-Asn + E — E
2 i |:L']| — $]|

1<Z<j<N
Hierbei ist
(V.5) H:= ) / dk |k|a, (k)a, (k)
pu=1,2 keR3
und die Wechselwirkung ist gegeben durch

N 3
Wg ::Z {a:”/zAﬂ(a:Cj) . (_ivzj) + % : Ai(axj) :

:1a5/2
+ —5 0 (V x A,i)(axj)},
wobei A, (z) := Ag(x)y + Ag(x)_ mit
_ A ROHD (1 e
(V6> An(‘r>+ #21:2 — \/W (k) ,u(k>
(V.7) Aulz)_ = dkrUED et (k)

uzlz keR3 \/47r2|k:

das transformierte Strahlungsfeld in zweiter Quantisierung ist.

Wie in [13] setzen wir ¢ := o*2. Im Folgenden betrachten wir die Kopplungskon-
stante ¢ := a2 > 0 als den Storungsparameter. Wir nehmen an, dass das Spektrum
von H die Struktur

0(Haq) ={F1, Es, ...} U[X,00)
hat, wobei ¥ := inf o.55(He) gilt und E; < Ey < ... (mindestens zwei) Eigenwerte
sind, die sich hochstens bei ¥ héufen. Dies ist fir N < 3 erfiillt [149], jedoch nicht
fir N > 23 +1 [105).

Wir betrachten einen (festen) Eigenwert E,, of He, mit n > 2. Fiir 0 < e < 1/3
setzen wir py = ¢* 2 und A := [E, — §/2,E, + /2] +i[—¢* ¢, 00), wobei § :=
dist(E,,0(Ha) \ {E,}) > 0 ist. Die Abhéngigkeit der Menge A von g unterdriicken
wir zur Verkiirzung der Notation. Wir definieren Operatoren

(V.8) Hy(0) : = U (0) Haldot(0) ™, H,(0) := U(O)H U (0) " und
Wy(0) : = UO)WU(O)™

fiir reelle 6, wobei U (0) die unitére Gruppe ist, die vom Erzeuger der Dilatationen ge-
neriert wird. Sie ist so definiert, dass die Koordinaten der Elektronen gem#fl z; — e%z;
dilatiert werden, und die Impulse der Photonen gemif k — e %k. Man kann zeigen
[13, Corollary 1.3, Corollary 1.4], dass die Operatoren in Gleichung (V.8) fiir [0| < 6,
mit einem 6y > 0 holomorphe Familien von Operatoren sind. Wir setzen 6 := iv
mit ¥ > 0. Ferner ist U, (6) die oben beschriebene Dilatation auf dem elektronischen
Hilbert-Raum.

Wir definieren (mit » > 0 klein genug) P, (0) := —(27i)~ f B ajer Hq(0) —
z)~'dz als Projektion auf den Eigenraum von H(f) zum Eigenwert E, und setzen
P w(0) := 1— Py (0). Ferner definieren wir P := Py,(0)®X#,<p, und P := 1—P(6).
Zur Abkiirzung schreiben wir Py, := Pop ./ (0).
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Wir folgen [13] und verwenden den Feshbach-Operator

(V.9) Fr)(Hy(0) — 2) := P(0)(Hy(0) — 2)P(6)
— P(O)W,(0) P(0)[P(0)(Hy(0) — 2) P(0)] " P(0)W,(0) P(6)-

Die wichtigsten Eigenschaften dieses Operators fassen wir in Anhang B ohne Be-
weis zusammen. Fiir Details verweisen wir den Leser auf [12, Abschnitt IV] und [13]
sowie auf Kapitel VI, wo wir analoge Aussagen fiir das relativistische Modell betrach-
ten werden.

Bach, Frohlich und Sigal [12, 13] haben gezeigt, dass der Feshbach-Operator in
einem gewissen Sinne durch die Operatoren

(V.10) Z°(a) :=1lim Z / dk Pa nwoq(k, 115 0)
cl0 T, Jkers
X ﬁel,n[ﬁel,nHel - Ej + |k| - ie]_IFeanLo(k, H O)Pel,n
und
=4 dk
(V.11) Z%a) = Z Wpel,nwo,l(kuu;O)Pel,nwl,(](k7ﬂ; 0) Petn
keR3

n=1,2

approximiert werden kann. Die Kopplungsfunktionen wg;(k, i;6) und wy o(k, p; 0)
werden wir spater mit 6 # 0 bendtigen. Wenn wir den Impuls des j-ten Elektrons mit
p; bezeichnen, dann sind die Kopplungsfunktionen

1
(V.12)  woq(k, 1:0) := wyo(k, 3 0) 236 O (k, 1) m+fuB@®M}
mit
—0 —0 k|) )
V.13 GO (k, :1ﬂiL%W%k
(V.13 Do) = e b
und
Rk
V.14 BO (ke ) = 26 TR ok o o),
Wir setzen

(V.15) Z(a) = ZHa) + Z¢%(a), Z(es0) = Ua(0)Z(c)Ua(0) 7",
Z(0) == Z(0;0) und Z := Z(0;0).

Bereits in [13] wurde bemerkt, dass der Realteil der Matrix Z die Lamb-Verschiebung
in Ubereinstimmung mit Bethes Ergebnis [23] liefert. Die Lamb-Verschiebung wird
in Bemerkung VI.3 besprochen, auch wenn ihre mathematische Behandlung nicht
Gegenstand dieser Arbeit ist.

Wir betrachten den Feshbach-Operator Fp(g)(Hy(6) — z) als Operator auf Ran P.
Ebenso betrachten wir die Operatoren Z(a) := Z%(a) + Z°(a) und Z(a, 6) als Ope-
ratoren auf Ran P, ,, bzw. Ran P, ,,(9).

Wir konnen nun das Hauptergebnis dieses Kapitels formulieren, das wir in Kapitel
V.3 beweisen werden.
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SaTz V.1 ([79], Theorem 1). Es sei 0 < € < 1/3 und g > 0 klein genug. Es seien
¢1 und ¢o normierte Figenvektoren von Heg mit Eigenwert E, und ¢; == ¢; ® 2.
Auflerdem sei der Imagindrteil Im Z = %(Z — Z*) von Z auf Ran Py, strikt positiv.
Dann gilt mit dem dimensionslosen Zeitparameter s > 0

le eiiSng > <¢17 s(En=g"2) ¢2> =+ b(g7 S)7
wobei |b(g, s)| < Cy¢° fir ein C > 0.
Aus diesem Satz folgt sofort das folgende Korollar:

KOROLLAR V.2 ([79], Corollary 2). Es gelten die Voraussetzungen von Satz V.1
und es sei Y = ¢ ® (), wobet ¢ := P = Po ein Eigenvektor von Z mit Eigenwert T’
ist. Dann gilt, wenn 0 < T := g*s konstant gehalten wird,

lim |<,¢7e—ing¢>| — 6—’7’11111_"
glo0

Bevor wir uns in den folgenden Abschnitten dem Beweis dieses Ergebnisses wid-
men werden, halten wir noch einige Beobachtungen fest:

BEMERKUNG V.3. Die Einschrinkung e < 1/3 ist rein technischer Natur und auf
die Abschitzungen aus [13, 12] zuriickzufithren, die im Beweis verwendet werden.
Es ist moglich, diese Abschitzungen so zu verbessern, dass auch der Fall e = 1/3
eingeschlossen ist. Wir verzichten jedoch auf die Durchfiihrung dieser langwierigen
und technischen Abschéatzungen fiir das Pauli-Fierz-Modell, um die Darstellung nicht
unnotig zu verlangern. Stattdessen geben wir fiir das relativistische Modell in Kapitel
VI Abschétzungen, die den Fall € = 1/3 mit einschlieflen.

BEMERKUNG V.4. Die Aussage des Satzes kann auch mit Hilfe der urspriing-
lichen Operatoren formuliert werden: Es seien ¢} und ¢, normierte Eigenvektoren
von H’ mit Eigenwert a?mc?E, und v} := gb’ ® Q. Dann gilt (@Di,@_ithil%?ﬁé) =
(61, e BT ET TG0 £ O(0%02) = (g, e B0 D) 6,) 4 O(0%7?) mitt ;00 =
Ulg ® Q] H1erbe1 ist

!/

1 P’ k)-p'P
ellI(I)lZ /I;ERL” 7T2|]€’ el,n ,u( ) p el,n

x [Pl Hly — o®>mcE,, + helk| —ie] 7P,y €, (k) - p' P

7' =

a4m3 2

el,n el,n

S LI , ,
E 'P, Pl
—I—M IQ/keRS hc\k\ 47r2|k‘ el,nﬁu(k’) el,n ,u(k‘) el

P/

el,n

und wir haben p := —1AV,; und p’ := > 7| p} gesetzt.

ist dabei die Projektion auf den Eigenraum von H!, zum Eigenwert a?mc?E,,

BEMERKUNG V.5. Man beachte, dass die Matrix Z(«) von der Feinstrukturkon-
stanten « abhéngt, da auch die Kopplungsfunktionen in (V.12), (V.13) und (V.14)
a-abhéngig sind. Wegen des exponentiellen Abfalls der Eigenfunktionen des elektro-

2/3 entwickelt werden.

nischen Operators kann Z(a) in eine Potenzreihe in a = g
Der Term nullter Ordnung entspricht dabei den elektrischen Dipoliibergéingen (E1-
Ubergiinge), die Terme héherer Ordnung entsprechen magnetischen Dipoliibergéingen

und elektrischen und magnetischen Ubergéingen hoherer Ordnung.
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Fiir ein C' > 0 gilt
(V.16) 31 Z(c;0) — Z(8)|| < Cg***/°.

Es ist leicht zu sehen, dass der Imaginérteil von Z durch (sieche auch [12, Gleichung
(IV.19)]) die Gleichung

(V.17) Im Z =7 nz_l > /||1 dw (B — B,)*

n'=1p=1,2
H(En — En/)2
% Ar?(E, — En/)Pel’n[G“(w) - )P [€4(w) - Pl Pern

n—1
2
:g E (En - En’)ﬁ(En - En’)QPel,inel,inel,n
=1

gegeben ist. Im letzten Schritt haben wir dabei die Beziehungen

> (eu(@)m(€n(@))n = S — Winwn

p=1,2
und
/ dw wmpw, = AT 0
lwl=1 3
verwendet, wobei 9,,,, das Kronecker-Symbol ist. Ferner ist p := Z;\Ll p; und der

Ausdruck Py ,,pPei npPe» bedeutet ein euklidisches Skalarprodukt. Analog setzen wir
T = Zj\;l xj. Mit der Kommutatorbeziehung

[I’, Hel] - Zp
erhalten wir
n—1
2
(V.18) mZ =2 > (Ew = Ew)*k(Ey — Ey)* P Petwt Per .
n/=1

Wir analysieren Gleichung (V.18) fiir das Wasserstoffatom in Kapitel V.4, wo wir
insbesondere zeigen werden, dass Im Z in der Tat strikt positiv ist aufler fiir n = 2.
Fiir n = 2 hat Im Z einen Eigenwert null, da der 2s-Zustand des Wasserstoffs nicht
iiber elektrische Dipoliibergénge zerfallen kann. Die 2p-Zustédnde konnen jedoch iiber
elektrische Dipoliibergéinge zerfallen. Es scheint ein interessantes offenes Problem zu
sein, auch diesen Fall zu behandeln.

Man beachte, dass die Zerfallsrate proportional zu g?a? o o ist, in Ubereinstim-
mung mit der Literatur in der Physik (siehe zum Beispiel [24, Abschnitt 59]).

BEMERKUNG V.6. Die Eigenvektoren von H, sind analytische Vektoren fiir den
Erzeuger der Dilatationen, und daher ist

Uei(0) : ker(Heg(0) — E;) — ker(Ha(0) — E;)

eine beschrinkte und beschréankt invertierbare Abbildung zwischen endlich-dimensio-
nalen Vektorrdumen. (Letzteres ist wahr fir [Im 6| < 7/2, siehe [2, 14| sowie [124,
Kapitel XIII.10]) Folglich sind die Matrizes Z(0) und Z(#) dhnlich. Insbesondere sind
die beschrinkten Operatoren [—¢*>Z(0) @ 1;+ e %14 ® Hi||ran poy und [—¢*Z(0) @ 14+
€714 ® He]|Ran p(o) dhnlich (vergleiche [13, Abschnitt 3]). Wir werden diese Tatsache
im Beweis von Satz V.1 und in Kapitel V.3 beniitzen.
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V.2. Abschitzungen an den numerischen Wertebereich

Wie in [13] benotigen wir Abschitzungen an den numerischen Wertebereich und
die Norm der Inversen verschiedener Operatoren. Wir beniitzen zahlreiche Aussagen
und Ergebnisse, die von Bach, Frohlich und Sigal [13, 12] bewiesen wurden und ohne
Beweis in Anhang B.2 zusammengefasst sind. Die meisten dieser Aussagen werden
wir in Kapitel VI fiir das relativistische Modell beweisen.

Wir beniitzen die folgenden Definitionen aus [13] (siehe auch Kapitel I11.2.5 fiir
den Fall des Dirac-Operators): Fir n > 0 mit £, + 0/2 < ¥ — n definieren wir
Pyise(0) := Zi:EiSE—n Py(0) und Pgis(0) := 1 — Py (6).

Auflerdem bendtigen wir den Operator (siche [12, Gleichung (IV.67)])

(V.19) QO(z) = ¥ /k Ak PO (k,:0) © 14

P(O)(|k]) .
: |:Hel(9) + e (Hp + |k]) — 2 [wi0(k, 15 0) @ 1] P(6),

definiert auf Ran P(#) und fiir z € A. Wir haben hierbei die Definition P(6)(|k|) :=
Fehj(@) ® 15+ Paj(0) @ Xyt k|>p, beniitzt. Des Weiteren werden wir den Operator
Q(()e)(z) auf Ran P, ,,(0) beniitzen, der fiir alle ¢ € Ran Py ,,(6) durch [Q(()G)(z)gb] R0 =
QY (2)[¢ ® Q] definiert ist. Er ist explizit gegeben durch die Formel

(V.20) QY(z)

Pon(0 ]

Ak X k1> po Lern (6)wo,1 (K, s 0) {E +61_’h§|]2| — | wro(k. 11:0) Pan(0)
p=12 CRs n _
ﬁeln(9> |

dkpene k, ,0 AR k.’ 79 Pene.

+Z / 0t 10) {Hd(@) e =z | Crolk: #:8) Fan ()

Wir bemerken, dass beide Operatoren fiir z € A holomorph sind. Das folgt aus
der Tatsache, dass die Resolventen in den Definitionen der Operatoren gleichméfig in
z € A beschrinkt werden konnen. (Siehe den Beweis von Lemma V.7 fiir einen Beweis
im Falle von Q((Je)(z). Der Beweis fiir Q) (z) verldauft s#hnlich und beniitzt zusitzlich
den Spektralsatz fiir Hy.)

Man beachte, dass wegen der Annahme Im Z > 0 in Satz V.1 eine Konstante
¢ > 0 existiert mit Im Z > ¢. Da Z beschréankt ist, gibt es Konstanten a,b > 0 so dass
NumRan Z gemafl NumRan Z C A(c, a,b) lokalisiert ist, wobei die Menge A(c,a,b)
durch A(c,a,b) :=ic+ [—a,a] +1]0, b] definiert ist (sieche Abbildung V.1). Wir setzen
v := min{¥, arctan(c/(2a))}.

Schliefllich definieren wir fir w € C und r > 0 die Menge D(w,r) := {z €
Cllz —w| < r}, und fir A C C setzen wir D(A,r) := {z € C|dist(z,A) < r}.
Das Symbol [z, w] bezeichnet entweder die Strecke zwischen z € C und w € C oder
eine lineare Kontour von z € C nach w € C. Entsprechend ist [z1,w] + [z9, wo)
entweder als Summe der Mengen [z;,w;] C C und [22, ws] C C zu verstehen, oder als
Zusammensetzung der entsprechenden Wege.
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Da die operatorwertige Funktion Q(()e) fiir die Lokalisierung der Polterme im Be-
weis der Zeitentwicklung entscheidend ist, benétigen wir einige Eigenschaften dieser
Funktion:

LEMMA V.7 ([79], Lemma 3). Es sei 0 < ¥ geniigend klein und g¢/sind < 1/2.
Dann ist Q[()e)(z) gleichmdfig beschrdinkt fir z € A.

BeEWwEIs. Der Beweis folgt wie in [12, Kapitel IV], jedoch unter Verwendung der
folgenden Abschétzungen: Fiir den ersten Summanden in Gleichung (V.20) beniitzen
wir die Abschiitzung |e7'?|k| + E,, — z| > [Im (e ?|k| + E,, — 2)| > |sind|k| — g*>~¢| >
|sind|-||k|—po/2| > 1/2sind|k|, die wegen |k| > po gilt. Fiir den zweiten Summanden
in (V.20) beobachten wir, dass fiir alle E,, mit n’ # n die Abschitzung |E,, +e~%|k| —
z| > sind§/2 — g?>~¢ > 1/46 sin 9 gilt, und dass aus Satz B.3
Ol ——

n — Re z + cos V|k|
folgt. U

[(Ha(0) — (2 — e |E]) ™ Puise

Aus diesem Lemma erhélt man sofort das folgende Korollar:

KOROLLAR V.8 ([79], Corollary 4). Es gibt eine Konstante C' > 0, so dass fiir
alle z € A die Abschitzung

NumRan(E,, — ng(()g)(z)) C D(E,,C - ¢?
gilt.

Wir beniitzen das folgende Lemma, um die Inverse des Feshbach-Operators zu
kontrollieren:

LEMMA V.9 ([79], Lemma 5). Es sei A ein beschrinkter Operator auf einem
Banach-Raum und es sei A’ dhnlich zu A, d.h. es gibt einen beschrdnkten, beschrinkt
invertierbaren Operator G mit A’ = GAG™ . Ferner sei B ein anderer beschrinkter
Operator. Dann gilt fiir alle ¢ > 1 und fiir alle z ¢ D(NumRan(A), q-||B||||G||- |G~
die Abschdtzung

|(A"+B—-2)7| <G| - HGH\% - dist(z, NumRan(A4)) ™.

Insbesondere folgt o(A’ + B) C D(NumRan(A),q - || B||[|G| - |G-

BEWEIS. Zuerst beobachtet man, dass fiir alle z ¢ NumRan(A) wegen der Ahn-
lichkeit von A" und A

1A =2 < IGI- 1G] 1A = 2) 7 < 1G] - IGT| - dist(z, NumRan(A)) ™

gilt. Durch eine Reihenentwicklung erhalten wir fiir z ¢ D(NumRan(A),q-||B| - |G|
|G™|) die Identitéit

o0

(A+B-2)"=(A -2 [-BA - 27"
n=0
Wir erhalten die Behauptung, indem wir auf beiden Seiten die Norm nehmen. 0

Wir folgen [13] und kontrollieren den Feshbach-Operator Fp(g)(Hy(0) — 2) fiir
z € D(E,, po/2) wie folgt (siehe Abbildung V.1):



90 V. DAS PAULI-FIERZ-MODELL

LEMMA V.10 ([79], Lemma 6). Es sei 0 < ¥ < 6y und 0 < g < ¥ klein genug.

Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) Es gibt Konstanten C1,Cy > 0, so dass Fpwy(Hy(0) — 2) fir alle z €
D(E,, po/2) \ D(NumRan(E, — ¢*Z(0) ® 1t + ¢ "1 ® Ht)|Ran p(0): C1 - g*7°)
beschrinkt invertierbar ist und fir \ € [E,—po/2, En+po/2] die Abschitzung
Cy

sinvy/(E, — A\)2 + cg?
gilt, wobei ¢ und v in Kapitel V.2 nach Gleichung (V.20) definiert wurden.
Dasselbe gilt fiir (B, —z — ¢?QW(2) @ 11 + e 14 ® Ht)|ran P(0)-

b) Es gibt eine Konstante C' > 0, so dass fir alle z € C\ NumRan(F, —
3*7(0))|ran Pan(0) der Operator (E,, — 2z — 3*Z(0))|ran Pun(0) beschrinkt inver-
tierbar ist und die Abschditzung

I(Bn = 2 = g°Z(0))Iran Pauio)] " |
< C
— dist(z, NumRan(E, — ¢2Z(0))|ran P.1..(0))
erfillt. Es gibt Konstanten Cy,Cy > 0, so dass fir alle z € D(E,, po/2) \
D(NumRan(E, — ¢°Z(0))|ran P (0), C1 - 9°7°) der Operator
(E, —z—gQQée)(z)) |Ran Py () beschrdankt invertierbar ist und die Abschitzung

0 _
1(En =2 = 6*Q (2))IRan P o] |

Co
<
- diSt(Z, NumRan(En - g2Z(0)) |Ran Pel,n(o))

| Fre) (Hy(0) —X) 71| <

erfillt.

E-5/4 / E-g’a Ej Eitgla \ E+o6/4

A(S,¢)

Ej-ng(c,a,b)'*‘e'e[O,Po]

ABBILDUNG V.1. Die numerischen Wertebereiche der Operatoren
E, — ¢*Z(0) und NumRan(E, — ¢*Z(0) ® 1 + e 14 ® Ht)|Ran P(0)-

BEWEIS. Wegen der Ahnlichkeit (vgl. Bemerkung V.6) von Z(0) und Z(f) erhal-

ten wir sofort fiir ein C'5 > 0 die Abschétzung

I[(En —2=9°Z(0) © 1t + € 10 @ He)|ran po)] |
< Oy -dist(z, NumRan(E, — ¢*?Z(0) ® 1t + e 14 ® Hp)|ran P(0))
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Wegen Lemma B.9, Korollar B.11 und Lemma V.9 gibt es Konstanten C7, Cy > 0, so
dass

| Fp@) (Hy(0) — 2) 7|
< Cy dist(z, NumRan(E, — ¢°Z(0) @ 1 + e ?1a ® Hr)|Ran p(0)) "

gilt fiir z ¢ D(NumRan(E,, — ¢>°Z(0) @ 1t + € %1 ® Hy)|ran p(0)), C1 - 9*7). Es folgt
NumRan[(—¢*Z(0) ® 1t + e "1 ® H)|ranro)] C —9g*A(c,a,b) + e7[0, po] (siehe
Abbildung V.1). Durch geometrische Uberlegungen sehen wir, dass diese Menge in
der Menge —i5¢* —i{re’?| — (v — %) < ¢ < v —%,r € [0,00)} enthalten ist. Das
wiederum impliziert die Behauptung in a).

Die Behauptung in b) zeigt man auf &hnliche Weise. U

Da die Abschétzungen in Lemma V.10 a) fur A € [E, —§/2,E, +6/2] \ (E, —
po/2, B, + po/2) nicht zu gelten scheinen (siehe auch die Bemerkung nach Lemma
B.10) beschrénken wir im néchsten Lemma Fp(g)(Hy(0) — A)~! in diesem Gebiet auf
andere Weise.

LEMMA V.11 ([79], Lemma 7). Es sei 0 < ¥ < 0y und 0 < g < ¥ klein genug.
Dann ist Fp)(Hy(0) — 2) fir alle z € A\ D(E,, po/2) beschrinkt invertierbar und
es gibt eine Konstante C > 0, so dass fir hinreichend kleine g > 0 und fir z €
A\D(E,, po/2) der numerische Wertebereich von Fpg)(Hy(8)—2) wie folgt lokalisiert
18t:

NumRan(Fpg) (H,(0) — 2) + 2) C D(E, +e~°[0, po], Cg?).
Insbesondere gilt fir A € [E, —0/2, E,+0/2]\ (En— po/2, En+po/2) die Abschdtzung
1
sind|\ — E,| — Cg?

| Fp@y(Hy(0) = A) 71| <

Analoge Aussagen gelten, wenn wir Fpgy(Hy(0)—2) durch E,—z —gQQée) (2) ersetzen.

E-5/2 E-5/4 / DE, ?/gz) I3 \\ \ Etd/4 E+32
) | )
C. X z
c, .
A(8,¢) > G,
D

(E:ps2) _e %
D(E+¢'[0,

ABBILDUNG V.2. Globale Lokalisierung des numerischen Wertebe-
reichs von E, + ngée)(z) und des Feshbach-Operators Fpg)(Hy(0) —
z) + z.

BEWEIS. Aus Lemma B.9 folgt || P(8)W,(0)P(6)|| = O(g*"*). Daher reicht es, die
Abschéatzung

1P(O)Wy (0) P(O)[P(0)(Hy(0) — 2)P(0)] ' P(0)W,(0) P(9)]| = O(g?)

Zu zeigen.
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Wir folgen [13, Beweis von Lemma 3.14] und beniitzen eine Entwicklung in eine
Neumann-Reihe:

(V.21) P(0)[P(0)(H,(0) — 2)P(6)] " P(0)

-1

x [=P(O)W,(6)P(6) [P(6) (Ho(6) — =)P(6)] " P(6)]"

Diese Entwicklung gilt zunéchst fiir z € A mit Im z > C fiir ein C' > 0 (unabhéngig
von g). Wir definieren By(p) := Ha(0) @ 1t — E,, + ¢ ?(1q ® H; + p) wie in [13] (siche
auch Anhang B.2). Die rechte Seite von Gleichung (V.21) ist gleich

(V.22) 371 Bapo) |21 Bolo) V2P (6) [P(6) (Ho(6) — 2)P(6)] "
x P(0)] Bylpo) 2] = | Bypo)| /2, ()  Bo(po) || Balo)] "/ P(6)

R 1 — n _

x [P(6)(Ho(8) — 2)P(8)] " P(0)| By(po)|"2| | Bylpo)| /2 = R(z)
fiir alle z € A mit Imz > C. Wegen Lemma B.6 und Korollar B.5 konvergiert die
Reihe in Gleichung (V.22) gleichméBig fiir z € A und ist daher eine holomorphe
Funktion von z im Innern von A. Daher gilt

P(0)[P(0)(Hy(0) — 2)P(0)]"'P(0) = R(z)
fiir alle z € A durch holomorphe Fortsetzung und fiir alle z € A gilt

=, -1

(V.23)  P(O)W,(0)P(9) [P(0)(H,(0) — 2)P(0)]  P(0)W,(0)P(0)
= P(O)|By(po)|"2|By(po)| "2 W,(0) R(2)W,(0)] Bo(po)| /% Bo(po) |/ P(0).

Man beachte die Identitéten |||By(po)|P(8)| = ||Ba(po)P(8)| und ||P(0)|Bs(po)|l| =
|P(8)By(po)||- Unter Verwendung von

1P(0)|Ba(po) 21| < I1P(0)|Ba(po)l [l - 1Ba(po)l 2] = Ol”),
und indem wir die Potenzen von pg in (V.23) zéhlen, erhalten wir die erste Behaup-
tung. Die Abschitzung an die Inverse folgt aus geometrischen Uberlegungen. Die
Behauptung iiber E, — z — gQQ((f))(z) folgt aus Lemma V.7. O
Man beachte, dass wegen des Wechselwirkungsterms W, () auf beiden Seiten der
Resolvente [P(0)(H,(0) — z)P(#)]~! und wegen der Projektionen P(f) die Divergenz
der Resolvente fiir py — 0 vollsténdig kompensiert wird (siehe auch die Bemerkung

nach Lemma B.8).
Wir bentitzen das folgende Korollar anstelle von [13, Theorem 3.2]:

KOROLLAR V.12 ([79], Corollary 8). Es sei 0 < ¥ < 0y und 0 < g < U klein
genug. Dann gilt
'A\ (En - D(92A(Ca a, b)a C- 92+6) + 679[07 po]) - p(Hg((g))

fir ein C > 0. Insbesondere ist das Intervall [E, — /2, E, 4+ /2] in der Resolventen-
menge p(H,(0)) enthalten.
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BEWEIS. Wegen Lemma V.11 ist Fp(g)(Hy(6) — 2) beschriankt invertierbar fiir alle
z € A\D(E,, po/2). Wegen Lemma V.10 ist Fp(g)(Hy(0) — z) beschrénkt invertierbar
fiir

2 € D(E,, po/2) \ D(NumRan(E,, — ¢°Z(0) ® 1t + e *1q & Hy)|ran r(0); C1 - 9°7°).
Die Behauptung folgt nun aus Lemma B.8. 0

V.3. Lebensdauer angeregter Zustinde
In diesem Abschnitt geben wir nun den Beweis von Satz V.1:

BEWEIS VON SATz V.1.

Schritt 1: Spektraler Cutoff. Wir zeigen zunéchst, dass wir einen spektralen Cutoff
mit einem Fehler der Ordnung O(g) einfithren kénnen: Wir wihlen eine Funktion
FeCr(E,—90/2,E,+6/2)) mit 0 < F(z) <1 fiir alle x € [E, — /2, E,, + 6/2]
und F(z) = 1 fir alle z € [E, — §/4, E, + 6/4]. Mit Hilfe des fast-analytischen
Spektralkalkiils [82, 36] finden wir

F(H) = [ dedy P 11, =)

0z T 0z
wobei F' € C5°(C) eine fast-analytische Fortsetzung von F(z) mit

OF (2
2| = O(|m 2|?)

=2 [avay S =2t =2 [ away S, w2,

ist. Wegen
1 oF A :
;/dx dy %(em{gwl, (Ho — 2) " "aba) = ("M9apy, o)
und
1 4 oF
2 [ awdyteemon, P, 7wt - 2) )
1 OF
< = [avay ol Z5 200, - 211 - 2 Wl < Co,

erhalten wir (11, e"*Hoahy) = (1, e Hs F(H,)1h9) + O(g).
Schritt 2: Analog zu [89] und [13] schreiben wir

1

(e P (H, o) = =5 —lim [ dAeFO)[F0.A—10) = f(0.A+ 1))
1 —iAs ya)
= 5 [ ATFFO@.N) — FO.0)],

wobei f(0,A) := (¥1(0), m%(e» mit ¢ (0) := ¢; (6) ® Q und ¢; () := Ui (0) ;.
Wir haben im ersten Schritt den Satz von Stone [122, Theorem VII.13] beniitzt. Im
zweiten Schritt haben wir die Analytizitat von Hy(#) beniitzt sowie die Tatsache, dass
H,(0) kein Spektrum im Intervall [E, — /2, E,, + §/2] hat (siehe [13, Theorem 3.2]
und Korollar V.12).
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Indem wir die Identitat

(11(6), W

(siehe [12, Gleichung (IV).14] und Lemma B.8) beachten und die zweite Resolven-
tengleichung verwenden, erhalten wir

Va(0)) = ($1(6), Frio) (Ho(0) = )" "(6))

(V.24)  f(0,)) = (©1(0), Fr)(Hy(0) — X)"ba(0))
= (61(0), [E, — X — Q" (V)] 7' 62(0)) — (1(0), [En — A = Q7 (V)] ' @ 1
X [Fpey(Hy(0) = N) — (B, — A+ e "1q ® Hy — *QV(\) P(9)]
X Fpo)(Hy(0) — X)) a(0)) =: F(0,)) + B(0, ),

wobei f(6,\) der erste Term in der Summe ist.

Die Strategie besteht nun darin, die Kontour fiir den ersten Term geeignet zu
verschieben, um einen Polbeitrag (siche Abbildung V.3) zu erhalten und den zweiten
Term auf der reellen Achse abzuschétzen:

/ e S FOF@,N) — F(6, )]

= /dAei“F(A)[B(@,A)—B(e,A)H / dze " F(2)[f(0, 2) — f(6, 2)]
C1+C5s
b [ @ E) - f0.2) - [z G - F0.2),
C2+-C3+Cy Co

wobei wir C' := C + Cy + C3 + Cy + C5 gesetzt haben mit Cy := [E, — /2, E, — /4],
Co:=|E,—06/4, E, — /4 —1g°¢)2], C3 :=|E, — §/4 —ig> /2, E, + /4 —ig>~/2],
Cy:=|E,+0/4—1ig* /2, E, +6/4] und Cs5 := [E, + /4, E, + 6 /2]. Die Kontour Cj
(siche unten) liefert den Pol-Beitrag von f(6, z). Die Holomorphie-Eigenschaften zur
Rechtfertigung dieses Prozesses werden wir unten diskutieren. Man beachte, dass die
Kontour C nicht einfach viel weiter nach unten verschoben werden kann, weil Q(()e)(z)
auBerhalb von A Singularititen haben konnte.

E-5/2 E-5/4 / E-g¢a E E+ga \ E+5/4 E+5/2

— RO . T W =
C, ¢ = C,

C, v bgz2 2ag C, C,

| E-g’A(c,a,b) | a 1

AG.) > B
D(E;;p/2)
D(E-g’A(c,a,b), Cg™")=W

ABBILDUNG V.3. Die Integrationskontour fiir das Pauli-Fierz-Modell.
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Schritt 3: Abschdtzungen auf der reellen Achse. Wir unterteilen das Integrati-
onsintervall [E,, — §/2, E, + §/2] in zwei Teile: Auf [E, — 0/2,F, + 6/2] \ (E, —
po/2, B + po/2) beniitzen wir Lemma B.9 und Lemma V.11, um die Abschétzung

24€
B0, M| < C Grorm i —corem)

5. zu erhalten. Wegen

dA
(A — C/sinv)?

\8

92 2472
(sin?) / = Cg?/sm )’ = (sin?)~

2 2

= (sin®))2g 2

1
g72/2 — C/sind

ist der Fehlerterm fiir dieses Gebiet von der Ordnung ¢*. Auf (E, — po/2, E + po/2)
schitzen wir mit Hilfe von Lemma B.9 und Lemma V.10 ab: |[B(#,\)| < Cv~2 -

ﬁ Wie man leicht sieht, ist [ dA W von Ordnung ¢¢, und dieselbe

Abschitzung gilt fiir B(A, \). Dies zeigt die Abschitzung auf der reellen Achse.
Schritt~4: Abschfitzungen entlang der Kontour C': Wir schétzen das Integral
Jole ™2 ||f(,2) — f(6, 2)||dz| ab. Wegen der Identitt

(V.25) f(, )

( —2+2e)

Y

QY (2) !

~(61(8), 62(6)) + ¢*(6n(0), E,—z"" B, — 2~ ¢2QY(2)

0
o 62(6))
heben sich die Terme der niedrigsten Ordnung von f(6, z) und f(0, z) auf, und es reicht
zu zeigen, dass die Terme der hoheren Ordnung mindestens die Ordnung ¢¢ haben.
Weil Q(()e)(z) wegen Lemma V.7 fir z € A gleichméBig beschréankt ist, erhalten wir
mit Korollar V.8 (siche Abbildung V.2) die Abschétzung

— 1
91610 g @ A=)

1 g2

B i) - QP e)¢2<9)>| =B
Daher ist leicht zu sehen, dass das Integral entlang Cj iiber obigen Ausdruck von
Ordnung ¢¢ ist. Das Integral iiber die verbleibende Kontour ist von Ordnung g2,
da dist(z, F,) auf dieser Kontour unabhéngig von g abgeschitzt werden kann. Das
Integral iiber f(f, z) kann auf dieselbe Weise abgeschiitzt werden.

Schritt 5: Abschitzungen an den Polterm. Da Qée)(z) wegen Lemma V.71in z € A
gleichmiiBig beschriinkt ist, hat die Funktion f(6, z) keine Polstellen in A\ D(E,,, po/2).
Aus Lemma V.10 folgt , dass En—z—g2Q(()9)(z) fiir 2 € D(E,, po/2)\(E,—g*A(c, a, b)+
D(0,C - g°7¢)) C D(E,, po/2) \ [NumRan(E,, — ¢g°Z(0)) + D(0, C - g>7¢)] beschrinkt
invertierbar ist, d.h. alle Polstellen von f (0, z) befinden sich innerhalb der Menge
W :=E, — ¢*A(c,a,b) + D(0,Cy - g*).

Wegen Lemma V.10 gilt fiir 2 € D(FE,, po/2) \ W die Abschétzung ||(E, — z —
gQQéG)(z))*IH < Cdist(z, NumRan(E, — ¢*Z))~! fiir ein C' > 0. Um die Polterme
abzuschétzen, wihlen wir eine Kontour Cy um W herum, so dass die Lange der
Kontour und ihr Abstand zu W von Ordnung ¢? sind. Eine mogliche Wahl ist Cy =
[E.+g*(—(a+c/2)—ic/2), E,+g*((a+c/2) —ic/2)]+ [En+ g*((a+c/2) —ic/2), E,+
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*((a+c¢/2) —i(b+3c/2)] + [En+ g*((a+c/2) —i(b+3c/2)), B, + ¢*(—(a+c/2) —
1(b+3c/2)+ [En+g*(—(a+¢/2) —1(b+3¢/2)), B, + ¢*(—(a+¢/2) —i(c/2))]. Wir
beniitzen jetzt die Entwicklung

(@1(0), (By — 2 — QY (2) " 02(0)) = (6:1(0), (B — 2 — ¢*Z(0)) " 92(0))
+ g%(61(0), (Bn — 2 — Q" (2))7HQY (2) — Z(0))(Ew — = — *Z(0)) " 62(0)).

Das Integral iiber den ersten Term liefert den behaupteten fithrenden Term, der zweite
Term ist wegen Korollar B.11 und Lemma V.10 von Ordnung g¢¢.

Mit denselben Uberlegungen (wobei wir 6 durch  ersetzen) sehen wir, dass die
Funktion f(@, z) keine Polstellen in der unteren Halbebene hat. Folglich erhalten wir
von dieser Funktion keinen Polbeitrag (siehe auch Bemerkung B.12). U

BEMERKUNG V.13. Wir vergleichen hier unseren Beweis und unsere Abschétzung
mit der Abschéitzung, die Bach, Frohlich und Sigal [13] erhalten haben:

Diese Autoren wéhlen einen Testzustand

Y; = F(H,)e 9 "Hip; @n, wobei i einen Photonenwolke beschreibt, und schitzen
seine Uberlebenswahrscheinlichkeit durch

g,y < B, (Cemt@TrmCa) 4 €ty

ab, wobei B, C,C, > 0 Konstanten unbekannter Gréfie sind und I'; := inf o(Im 2)
als nicht-ausgeartet vorausgesetzt wird. Sie zeigen also, dass die Uberlebenswahr-
scheinlichkeit kleiner als jedes 6 > 0 wird, wenn man s > sq fiir ein sop = O(g?)
wéhlt.

Wir wihlen einen Testzustand ¢; := ¢; ® 2 und erhalten die Abschitzung

<wl> e_iSng2> = <¢17 e_iS(Ej_QQZ)¢2> + b(ga S)a

mit |b(g,t)| < g°und 0 < € < 1/3. Diese Abschétzung zeigt, dass fiir Zeiten kleiner als
so = O(g~%1Ing) der exponentielle Term dominiert und wir erhalten daher eine mehr
oder weniger priizise Beschreibung der Uberlebensamplitude fiir diese Zeiten. Man
beachte, dass wir weder einen spektralen Cutoff in unserem Testzustand voraussetzen
noch die Nicht-Ausgeartetheit von I';.

Was die technische Seite unseres Ansatzes betrifft, verwenden wir die Analysis von
Bach, Frohlich und Sigal [12, 13], erweitern diese aber in verschiedene Richtungen,
um eine untere Schranke zu erhalten.

Da die Matrix Z(#) den Feshbach-Operator Fp(g)(Hy() — 2) nicht global auf A
mit einem Fehler kleiner als O(g?) zu approximieren scheint (siehe die Bemerkung
nach Lemma V.10), ersetzen wir Z(6) durch die z-abhéngige Approximation Q¥ (z),
die in Gleichung (V.19) definiert wurde und in [12] als Zwischenobjekt auftaucht. Als
Konsequenz miissen wir die Menge A in zwei g-abhéingige Gebiete aufteilen. In dem
Gebiet nahe bei £ beniitzen wir eine Variante der Abschitzungen an den numerischen
Wertebereich, die von Bach, Frohlich, und Sigal gezeigt wurde (vgl. Lemma V.10).
Weg von E; beniitzen wir eine andere Abschétzung an den numerischen Wertebereich
(vgl. Lemma V.11).

Man beachte, dass die Wahl der Integrationskontour sorgféltig bedacht werden
muss: Da der Operator Q¥ (z) fiir = ¢ A Singularititen haben kann, kénnen wir
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die Integrationskontour nicht nach auflerhalb von A verschieben. Andererseits er-
hielten wir Abschédtzungen, die fiir ¢ — 0 divergieren, wenn wir die Kontour zu
nahe an den numerischen Wertebereich von Fpg)(Hy(0) — z) bewegten. Wir ver-
wenden daher folgende Strategie: Im Gegensatz zu [13] beniitzen wir die Identitét
(W1(0), ggr==v2(0)) = (W1(0), Frgo)(Hy(0) — X)~'¢2(0)) bevor wir die Konturen
verschieben. Dann trennen wir in Gleichung (V.24) den Term der fithrenden Ord-
nung f(6,\) := (¢1(0), [E; — X — ng(()e)()\)]*lgbg(Q)_) vom Term (1 (6), Fpg)(Hy(0) —
A)"1hy(0)). Anstatt die Restterme B(6, A) und B(6, ) in die Néhe der Singularitéiten
zu verschieben und sie durch Ce*¢"Ti=C9*") mit einem C' > 0 unbekannter Grofe
von oben abzuschétzen, schitzen wir sie auf der reellen Achse ab und beschrianken
sie gleichméfig in s > 0 nach oben durch Cg*.

Da Q%)(z) die Photonenzahlsektoren invariant lisst, konnen wir die Integrations-
kontour fiir die Terme f(6,\) und f(f,)\) iiber die Singularititen verschieben. Fiir
f (0, \) erhalten wir dabei einen Polbeitrag, der fiir den exponentiellen Abfall sorgt.

Um f(6,2) und f(f,z) auf der verschobenen Kontour abzuschiitzen, extrahie-
ren wir erneut einen fithrenden Term. Da die fithrenden Terme von f(6,z) und
f (6, 2) identisch sind und mit entgegengesetzten Vorzeichen auftreten (siche Glei-
chung (V.25)), heben sich diese Terme heraus, da wir im Gegensatz zu [13] fiir beide
Terme dieselbe Integrationskontour gewéhlt haben.

V.4. Anwendung auf das Wasserstoffatom

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Anwendbarkeit der Methode auf das
Wasserstoff-Atom. Insbesondere zeigen wir, dass Im Z strikt positiv ist, es sei denn
es gilt n = 2. Wir werden die triviale Spinabhingigkeit von Z = Z(0,0) in diesem
Abschnitt ignorieren.

V.4.1. Die Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms. Wir definieren die asso-
ziierten Laguerre-Funktionen (siehe [24, Gleichung (3.5)]) fiir A, u € Nomit 0 < pp < A

durch , R
o) = () (« (&) )

und setzen (siehe [24, Gleichung (3.16)])

n—1—1)/2 r\'
(V.26) Ry(r) = — (TE n l)l!3/2(12)7'1)1/2 (Q/n)3/2e—r/n (%) LilJrJrll(Qr/n).

Man beachte, dass es fiir die Indizes der assoziierten Laguerre-Funktionen verschie-
dene Indizes gibt.

FirneNundiim e Z mit 0 <l <n-—1und —] <m <[ sind die normierten
Eigenfunktionen zum Eigenwert F),

(V.27) U 1m (1,0, 0) == Ry i (1)Y1.m(0, 0),

wobei die Y}, Kugelflichenfunktionen sind (siehe [24, Abschnitt 1]) und wir durch
xr = rsinfcos¢
y = rsinfsing

= rcosf
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Polarkoordinaten eingefithrt haben mit 0 < # < 7 und 0 < ¢ < 27. Man beachte,
dass in diesem Abschnitt z, y und z die kartesischen Koordinaten des Elektrons
bezeichnen. Man beachte des Weiteren, dass die Eigenwerte E, n2-fach ausgeartet
sind.

V.4.2. Auswahlregeln fiir Dipoliiberginge. In diesem Unterabschnitt zitie-
ren wir einige wichtige Ergebnisse aus [24]. Wir definieren
(V.28) R = / dr 1 Ry () Ros ().
0

Diese Integrale wurden von Gordon [64] (sieche auch [24, Abschnitt 63]) berechnet.
Wir benétigen lediglich (siche [24, Gleichung (63.4)])

215n9<n _ 2)277,76
2 ol = :
(V 9) |R2,1 | \/ 3(n + 2)2n+6

Man findet fiir die Dipolmomente (w/ s, 2Unm) (siehe [24, Gleichung (60.11)]) fiir
alle n,n’ € N die Identitét

(V.30) (Ut 1ty 2Unam) =0 es sei denn I' =1+ 1 und m’ = m.

Ferner benotigen wir die Beziehung (siehe [24, Gleichung (60.7)])

1 .
(V?)l) (un’,0,0, ZUZLO) == \/;RQ,iO.
Aus den Auswahlregeln in [24, Gleichung (60.11)] folgt sofort

<V32> (un’,l’,m’7 xun,l,m) = (un’,l’,m’7 yun,l,m) = 07

esseidenn ' =]l+1und m'=m=+1

V.4.3. Der Imaginirteil von Z. In diesem Unterabschnitt kommen wir zum
eigentlichen Beweis dafiir, dass die vorgestellte Methode auf das Wasserstoffatom
anwendbar ist, sofern nicht n = 2 gilt.

Satz V.14 ([79], Theorem B.1). Es sein € N und

n—1
2 3 2
ImZ =3 g:l(E" — Ey)*k(E, — Ey)

X [Pel,nxpel,n’xpel,n + Pel,nypel,n’ypel,n + Pel,nZPel,n’ZPel,n]

firn—1 wie in Gleichung (V.18). Dann gilt fir alle [, m,l';m’ € Ny mit0 <1 <n-—1,
—1<m<LO0<I<n—1,und -U'<m' <l

(un,l’,m’a Im Zun,l,m) = 07
es sei denn l =1 und m =m’, und fir allel,m € Ny mit 0 <[l <n—1, =1 <m <
(un,l,mv Im Zun,l,m) > 07

es sei denn n = 2. Insbesondere ist Im Z positiv, es sei denn n = 2.
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BEWEIS.

Schritt 1: Auferdiagonale Matriz-Elemente. Da Im Z rotationsinvariant ist, ist es
in der Basis {uy;,,|0 <1 <n—1, =l <m <[} diagonal. Diese Behauptung lésst
sich auch direkt durch eine ldngere Rechnung unter Verwendung der expliziten Formel
fiir die Dipol-Matrixelemente in [24, Abschnitt 63| verifizieren. Man beachte, dass die
Matrizes Py @ Pel T Pel s PetnyPel Y Petn und Py, 2Pl 2 Pe1 5, einzeln nicht diagonal
sind. Wir erwéhnen, dass auch der Realteil in der Basis {t,;,,|0 <1 <n—1, =1 <
m < 1} diagonal ist.

Schritt 2: Diagonale Matrizelemente. Zunéchst stellen wir fest, dass das Matrixele-
ment

(12,0,05 [Pe1 20 Pe1 12 Pt 2 + P2y Pe1yPeio + Pei22Pe12Pe 2] u20,0)

wegen der Auswahlregeln (V.32) und (V.30) verschwindet. Es sei nun n > 3. Wir
miissen zeigen, dass es ein n’ < n gibt, so dass fiir alle ¢ € Ran P, ,,

Z ||Pel,n’pv¢||2 >0

V=T,Y,2

gilt. Da Im Z in der Basis {uym |l =0...n —1, m = —I,...,l} diagonal ist, reicht
es, die Ungleichung

Z HF)el,n’puun,l,mH2 >0

vV=T,Y,2

firalle 0 <1l <n—1und —l <m <[ zu zeigen. Im Falle [ = 0, m = 0 folgt aus den

Gleichungen (V.31) und (V.29) dass der Ubergang (n,0,0) — (2,1,0) ein erlaubter

elektrischer Dipol-Ubergang ist, denn es ist zg ’10,’8 > (. Folglich gilt die Ungleichung

(un,mo, Im Zun7070) > 0.

Daher reicht es, den Fall [ > 0 zu betrachten. Wir fithren einen Widerspruchs-
beweis. Angenommen, es sei ZU:%W | PetnPotinm|[* = 0 fiir alle n’ < n — 1 und
gewisse [, m. Dann wiirde v = x,y, 2

(pvun,l,ma Helpvun,l,m) Z En(pvun,l,mapvun,l,m)

folgen. Jedoch ist aus Gleichung (V.26) leicht zu sehen, dass fir [ > 0 pyunm €
Dom(Hg) gilt. Mittels partieller Integration und wegen u,,;,,(0) = 0 zeigen wir die
Gleichung

Z (pvun,l,m>Helpvun,l,m) :En Z (pvun,l,mapvun,l,m)~

v=1,y,2 V=1,y,2
Aus dem Minimax-Prinzip folgt
Helpvun,l,m = Enpvun,l,m-
Jedoch gilt
Enpotin im = Hapotn im = Enpotnm + [Hel, Do|Un,im
fir v =x,y, 2z und
[Hel, p2] = _i%

mit r = /2% + y? + 22, so dass wir einen Widerspruch erhalten. O
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V.4.4. Numerisches Beispiel. Wir geben hier explizite numerische Werte fiir
die Matrix Im Z im Fall n = 3, wobei wir die Abschneidefunktion x identisch gleich 1
setzen. Mit Hilfe von Maple und der expliziten Form der Eigenfunktionen in Gleichung
(V.27) berechnen wir die Matrizes Pu 2P 3 und Py 22 Py 3 sowie die entsprechenden
Matrizes fiir die Koordinaten y und z. Mit diesen Matrizes berechnen wir Im Z geméfl
Gleichung (V.18). Zahlenwerte fiir andere Hauptquantenzahlen lielen sich auf dieselbe
Weise berechnen.

Die Matrix Im Z (und auch Z) ist diagonal in der Basis {ug;,,|0 <1 <2, - <
m < [}. Die Diagonalelemente hingen nur von [, aber nicht von m ab. Wir erhal-

384 _ 738423 o
ten (u37070,1m ZU3’070) = %074 (u3,1,m,ImZu3,17m) = 125000000 fir —1 S m S ]_,
und (U3 2,m, IM Zuzom) = jgesgies fir —2 < m < 2. Wir bemerken, dass die Ei-

genwerte von 2 - (a®m¢?/h)Im Z genau die inversen Lebensdauern 7, der entspre-
chenden Eigenzustéinde des Wasserstoffatoms sind. Der zusétzliche Faktor zwei ist
darauf zuriickzufithren, dass Lebensdauern mit Hilfe der zugehdrigen Uberlebens-
wahrscheinlichkeiten und nicht mittels Wahrscheinlichkeitsamplituden definiert sind.
Wenn wir a = 7.29735 - 1073, m = 9.10939 - 103 kg, ¢ = 2.99792 - 10®m/s und
h = 1.05457 - 1073* Js einsetzen, erhalten wir 7300 = 1.58303 - 1077s, 731, =
5.26860 - 1075 fiir —1 < m < 1 und 732, = 1.54593 - 107%s fir —2 < m < 2.
Die experimentellen Werte fiir diese Lebensdauern sind nicht sehr préizise. Wir zi-
tieren einen Wert von 731, = (5.5 + 0.2) x 10™s aus [33]. Bickel und Good-
man [26] finden 731, = (5.58 & 0.13) x 107?s und Etherton et al. [49] erhalten
T31.m = (5.41 £0.18) x 107%s. Die experimentellen Werte stimmen also im Wesentli-
chen mit der Theorie iiberein.



KAPITEL VI

Ein relativistisches Modell

In diesem Kapitel betrachten wir ein relativistisches Elektron im Feld eines Atom-
kerns. Die Quantisierung wird dabei beziiglich des dufleren Feldes gewéhlt. Auch fiir
dieses Modell zeigen wir eine obere und untere Schranke an die Lebensdauer angereg-
ter Zusténde. Es stellt sich heraus, dass die Lebensdauer im relativistischen Modell in
niedrigster Ordnung in der Feinstrukturkonstanten o identisch zur Lebensdauer im
Pauli-Fierz-Modell ist. Relativistische Effekte spielen bei der Lebensdauer angeregter
Zustédnde also eine untergeordnete Rolle.

Technisch betrachtet ist das relativistische Modell wesentlich schwieriger zu hand-
haben. Grund hierfiir ist unter anderem die Feinstrukturaufspaltung der Eigenwerte.
Zur Behandlung des relativistischen Modells werden wir auf die Ergebnisse aus Ka-
pitel IIT zuriickgreifen.

VI.1. Modell und Definitionen

Der Coulomb-Dirac-Operator mit Lichtgeschwindigkeit ¢, Planck-Konstante A,
Elektronenmasse m, Elementarladung e, Kernladungszahl 3 und Dielektrizitatskon-
stante ¢; ist in SI-Einheiten
e’3 1

dreg | - |

D' = —ihca - V + Bmc* —

Wir bezeichnen die positive Spektralprojektion dieses Operators mit A, Wir
schrianken diesen Operator auf seinen positiven Spektralraum ein und koppeln ihn das
quantisierte Strahlungsfeld A, (x) := A, (z)+ + AL (x)_, wobei A, (z); und A/, (z)_
wie im nicht-relativistischen Fall durch (V.2) und (V.3) definiert sind.

Addieren wir noch den Operator Hj fiir die kinetische Energie der Photonen (siehe
Gleichung V.1), so erhalten wir den Operator (vgl. [35, B-V.1., Formel (35) bis (39),
Seite 431])

H = NP[ca- (=i hV — eAl,(z)) + fme® — eQ—SL]A'(H + H,

’ K 4 €| | P
wobei e die Elementarladung ist. Zwar konnte man den Operator auch ohne Ein-
schriankung auf den positiven Spektralraum betrachten. In diesem Fall ist zumindest
bekannt, dass selbstadjungierte Realisierungen existieren [3, Theorem 1.2]. Jedoch
sind diese nicht explizit bekannt; insbesondere ist unklar, ob und ggf. auf welchem
Definitionsbereich der Operator wesentlich selbstadjungiert ist. Dariiber hinaus wiirde
der Ausdruck fiir die inverse Lebensdauer (siche Gleichung (VI1.13)) ohne Ultraviolett-
Cutoff divergieren, die Untersuchung dieses Operators im Hinblick auf die Lebensdau-
er angeregter Zustidnde nicht sinnvoll wére. Es sei in diesem Zusammenhang jedoch
bemerkt, dass fiir eine gewisse Klasse von Potentialen — die das Coulomb-Potential
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nicht einschlieft — bekannt ist, dass der nicht projizierte Operator auf einen geeig-
neten Definitionsbereich wesentlich selbstadjungiert ist (siehe Stockmeyer und Zenk
[140] und Arai [3]).

Wie im nicht-relativistischen Fall setzen wir ag := a~*(-%) (Bohrradius), ¢ := ag
und 71 = « und skalieren den Operator gemifl * — (z und k — & k. Die
entsprechende unitiare Abbildung bezeichnen wir mit U. Mit dieser Skalierung kénnen
wir erwarten, den Operator &hnlich wie im nicht-relativistischen Fall behandeln zu

kénnen. Wir miissen also die Ersetzungen

hV — ameV
eAl,(z) — a®*mcA,(ax)
e 1 5 o 1

— — X Mec —
dreg | - | |-

H} — o®mc*H;
vornehmen und erhalten

(VL1)  H,5:=UHU" = a*me® |A), [[Dy1 5 — vaa - Ay(ax))Al )13+Hf] .

Hierbei ist AS:)IJ) die in Gleichung (I1.3) definierte positive Spektralprojektion des
Operators D,-1 3, wobei nach der Skalierung o' die Rolle der Lichtgeschwindigkeit
iibernimmt und 3 die Rolle der Kopplungskonstanten. Hy und A, (z) sind durch die-
selben Ausdriicke wie im nicht-relativistischen Fall (vgl. Gleichungen (V.5) bis (V.7))
gegeben.

Wir betrachten im Folgenden den Operator

(VI1.2) = AL ot B[le& —a? —Vaa - A, (oz:z:)]A Syt Hy

auf A(Jr LQ(R3 C*) ® F, wobei wir triviale Faktoren ®1; oder 14® nicht mit an-
schrelben

Um die Ergebnisse iiber den nicht-relativistischen Grenzfall aus Kapitel I11.3 an-
wenden zu konnen, und um die Methoden zur Behandlung eines nicht-relativistischen
Atoms aus Kapitel V mit moglichst geringen Anderungen iibernehmen zu kénnen,

~2_ also die Ruheenergie, vom Operator ab. Wie im nicht-relativistischen

3/2

ziehen wir «

Fall definieren wir den Storungsparameter g := o*/* > 0 und den Stérungsoperator

W(Oc) = \/aA((Xt)173a . Aﬁ(al‘)AS’:{,S,

sowie den freien Operator

HaO = A(+) 2

D D130 S+ Hy — o™

und den elektronischen Operator

H = A

a1 3[Da‘1,5 —a ]AH

a—13"

Wir werden immer 3 > 0 annehmen.
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Wir werden die Selbstadjungiertheit dieser Operatoren in Kapitel VI.2 beweisen.
Man beachte, dass im Gegensatz zum nicht-relativistischen Fall auch der freie Ope-
rator von o abhéngt. Wir unterdriicken die Abhéngigkeit der Operatoren H,, H,
und H, e(f ) von der Kernladungszahl 3, da wir diese als festen Parameter betrachten.

An dem Operator (VI.2) fillt zweierlei auf: Erstens ist der Vorfaktor vor dem
Photonenfeld nur v/a und nicht a*/? wie im nicht-relativistischen Fall. Zweitens héngt
der elektronische Operator D, 3 im Gegensatz zum nicht-relativistischen Fall von der
Feinstrukturkonstanten ab. Der Grenzwert o — 0 entspricht in dieser Skalierung
dem nicht-relativistischen Grenzfall. Bei der Behandlung der Resonanzen fiir diesen
Operator wird nun auch der Abstand der Eigenwerte mit « klein, was es erforderlich
macht, die Abschitzungen an den Feshbach-Operator zu verbessern.

Trotzdem verwenden wir wie im nicht-relativistischen Fall den Stérungsparameter
g=ad?
und g miteinander vergleicht:

. Zur Ubersicht fiigen wir eine Tabelle ein, die verschiedene Potenzen von «

Va | g3
a |
2] g
a® | g

Wir definieren nun die (komplexe) Dilatation dieser Operatoren. Auf dieselbe
Weise wie im nicht-relativistischen Fall definieren wir auf L*(R3; C*) @ F fiir reelle 0
eine unitdre Dilatation ¢(6). Wir erhalten auf diese Weise den Operator

HE(0) o= Ua(0) HS Ua (071) = A, S(0)[Da-1,5(0) — a72AL, 5(6)

(6)L2(R?;CY), der auf Dom(H(9)) = ALY

a1 3(0)H' (R C) selbstadjun-

auf A" _1 3
giert ist, sowie die Operatoren

H,(0) := A" _13(0)[D o Vao A (ax)| ALY S(0) + e H
W) == Var® 5 (0) e AP ()] AT 5(0)
Hao(0) = A", S(0)Da-1 5(0)ASE) 5(0) + e " Hy — a7

auf A" o1 3(H)LQ(R?’; C*) @ F. Hierbei ist AY )(x) = A,&e)(x)jL + A,&e)(a:)_, wobei

AP@. = 3 [ kG e
S

pu=1,2
und
A= Y [ kG pa(h
1o keRS
gilt mit

R ?lkl)
GO (k, ) = e W ke (1),
(K, ) ey u(k)
Wir werden in Kapitel V1.2 zeigen, dass diese Operatoren eine holomorphe Fortset-
zung fiir gewisse komplexe 6 zulassen.
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Fiir spéter definieren wir auflerdem

VL) Wi (9) = vVar'?, () [e- AO(az).] AL (6)
V1.4) Way = vaAD 5(0) [oc- AP (ax) ] AL, S(0)

wo (k, 1;0) := Vo - GY)(k
wl,O(ka 5 9) = wO,l(ka M3 g)*

Mit den Bezeichnungen aus Kapitel I11.2.3 definieren wir die Projektionen

.5)
VL6)

(
(
(VI 1)
(

PL((6) = Puy(a™".3:6) Py = Paala™,3:0)
P (0) = Pa(a™",3:6) Py, = Fu(a™,3:0)
Pia(6) == AL 5(6) - PO) Pan = A0 5 - P,
Pii(6) = P5O) = F,(0) P = Pin) = P§0,
—elnl(g) —A+) 3(9) Pe(lagl(e) Bé?’?ll = Aa 13 Pe(lrzl

als Operatoren auf AH1 5(0)L*(R?; C*) bzw. A(t)l 5L2(R?* C*). Ferner bendtigen wir

fiir ein n > 0 wie in Kapitel II1.2.5 die Projektionen

(VL) Puise(@;0) = Paigen(c > Pu(a',3:0)
1<n/<n

und

(VL) Paisc(0;0) = AL, 5(0) — Paise(0 0)

ebenfalls als Operatoren auf A" o 3(9)L2(R3; C*). n wird dabei so gewéihlt, dass 7 > n
gilt. Des Weiteren setzen wir

|Eni(a) — By (a)]/2 1<i<n
Ong () == S |Epy(a) = Enpa(@)]/2 1=1
|Eni(a) — Eni—1(a)]/2 1=n
(@) == min{d, (@), dn ()}
Opt = |Ey — Epar]/2
Oy = min{d, 4, 0p— },

wobei wir (vgl. Formel (IL.8)) fir n € Nund fir 1 <[ <n

E, =

n,l(ooa 3)

En,l(a) = n,l(a_las)

definieren. Wir bemerken, dass 60, () = 6, 4 () gilt fiir [ = 1 oder | =
Abhéngigkeit dieser Gréflen von o werden wir stellenweise unterdriicken, um die No-

n. Die

tation zu verkiirzen.
Wegen Gleichung (I1.6) gilt fiir alle v < g mit einem hinreichend kleinen ag > 0

die Ungleichung
(VL.9) c10? < Gpyi(a) < ca®

mit zwei Konstanten 0 < ¢; < ¢y unabhingig von « und (.
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Als relativistisches Analogon zu den Operatoren (V.10) und (V.11) definieren wir

(VI.10) ZZ%i(oz) = leii%l /k . d/{:Plnlwo 1(k, 11;0)
p=12"7 K€

-1
< P [P@ H(a)_Eml(a)Hmiie] P wio(k, 15 0) P

=—el =—el,n,l el,n,l
und
(VL11) -y / P b s 0) P s 0) P
u=1,2
keR3
sowie
(VI.12) Znpa(a) == Zy (@) + 729 o (o)

als Operatoren auf RanPln ;- AuBerdem definieren wir f-abhéngige Versionen der
Operatoren Z,,; 4+ () (vgl. Formel (V.15)). Wir setzen fiir Im6 # 0

Zni(e;0) = > / dk PSY) (0)wo (K, 115 0)

p=12) Cpa

-1
x P (0) [P0, 0V HE(0) = Busle) + e lkl| - B, (0)wrolk, s ) PLE), (0)

—elnl =—el,n,l

dk a a
3 / a7y Parna O)woa (ks i O) Pl (O wnolk 1 0) . (0)

Es gilt
Zna(;0) = Uet(0) Zy,— () Uer ()"
fiir Imé > 0 und
Zn(;0) = Uea(0) Zn1,4- (U (0) 1
fir Im @ < 0. Man beachte, dass U (6) eingeschriankt auf Ran Peff;z,l eine Ahnlichkeits-
transformation ist (Lemma II1.27).

Es ist leicht zu sehen, dass der Imaginérteil von Z,; 1 (a) gegeben ist durch (vgl.
Gleichung (V.17) in Bemerkung V.5 fiir das Pauli-Fierz-Modell)

Im Zn,l,:t(a) =F7 Z Z / dw (En/’l/(oz) — Eml(Oé))Q
n' U p=1,2
E /l/(a)<En,l(a)

x P o1 (En(@) — B p(a))w, p; 0) RS,
x w10((Eng(@) = By y(@))w, 1 0)PL)

el,n,l*

|wl=1

Es wird sich zeigen, dass die Lebensdauer in niedrigster Ordnung in der Feinstruk-
turkonstanten « durch denselben Ausdruck gegeben ist wie im nicht-relativistischen
Fall. Wir definieren daher (vgl. Gleichung (V.18) im Pauli-Fierz-Modell)

2
2 E 3
(V113) Zn,l,im =g 5 (_En/ + En)
1<n’/<n
1<i<n
XR(|_E +E D elnl‘rpeln’l"rpelnl
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und
(VL.14) Yo a(@) :==Usr(a™",3;0)"Re Zy(a)Unr (@™, 3;0) FiZngim
als Operatoren auf Ran Péﬂ)”, wobei

Ran Pe(l(,]r)z,l = Z/{NR(CYil, 3; 0)71Pe(1?27[uNR<04717 3; O)
Zur Abkiirzung setzen wir
Zml(Oé) = ml,,(O{), Yn,l(a) = le’,(Oé).

Man beachte, dass im Gegensatz zum Pauli-Fierz-Modell die Kopplungskonstante
g in den Definitionen der Objekte Z,;(«), Y, (o) usw. enthalten ist. Aus Glei-
chung (VI.13) schen wir, dass Uberginge zwischen den Feinstrukturkomponenten
einer Hauptquantenzahl in niedrigster Ordnung in « keine Rolle spielen.

Man beachte, dass wir die Abhéngigkeit von « lediglich aus dem Imaginérteil
entfernen, da eine Diskussion des Realteils, der die Lamb-Verschiebung [100, 23]
liefert (siehe auch Bemerkung VI.3), ohne Ultraviolett-Renormierung nicht sinnvoll
ist. Die Lamb-Verschiebung ist im Ubrigen auch fiir die experimentelle Messung der
mittleren Lebensdauer mit der so genannten ,,beam-foil“-Methode [33, 49, 25, 26|
unerheblich.

Wir kénnen nun den Hauptsatz dieses Kapitels formulieren. Wir fixieren dazu ein
n > 2. Da man Z,;;n aus der entsprechenden Matrix im nicht-relativistischen Fall
durch Einschrinkung der zugehorigen quadratischen Form auf Ran Pe(f 7)1 ; erhélt, sehen
wir sofort, dass dann Z,, i, fiir alle 1 < 1 < n strikt positiv ist (vgl. Kapitel V.4).
In der Tat werden wir im Beweis den Feshbach-Operator und die Matrizes Z,,; +(«)
und Y,,; 1 («) fiir alle Feinstrukturkomponenten zur betrachteten Hauptquantenzahl
benotigen und nicht nur fiir diejenige Feinstrukturkomponente, an deren Lebensdauer
wir interessiert sind.

SATZ VI.1. Es sei n > 2 und ¢(«) ein normierter Eigenvektor von He(la) mit
Eigenwert B, (o), ¥(a) = ¢(a) @ Q und ¢(0) := Unr (o™, 3;0) " ¢(a). Dann gibt es
ein C' > 0, so dass fiir alle « > 0 klein genug und alle s > 0

((a), e ™Moy (a)) = (§(0), e~ *Entl @@ g(0)) 4 b(g, 5)
gilt, wobei |b(g, s)| < Cy/a.
Wir werden Satz VI.1 in Kapitel VI.6 beweisen.

BEMERKUNG VI.2. Wenn wir die Definition (VI.14) von Y,,;(«) mit der Formel
(V.18) im nicht-relativistischen Fall vergleichen, sehen wir, dass die Lebensdauer eines
angeregten Zustandes in dem relativistischen Modell dieselbe ist, wie im Pauli-Fierz-
Modell. Relativistische Effekte spiele also beim Zerfall angeregter Zustdnde durch
elektrische Dipoliibergénge eine untergeordnete Rolle. Jedoch scheint es beim Zerfall
des metastabilen 2s-Zustandes des Wasserstoffs einen kleinen relativistischen Beitrag
zu geben (siehe Breit und Teller [29]).
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BEMERKUNG VI.3. Dass im Operator (VI.2) der Fall kleiner Feinstrukturkon-
stanten « zu einem nicht-relativistischen Grenzfall fiihrt, ist technischer Natur. Man
beachte, dass im Operator (VI.1) die Lichtgeschwindigkeit ¢ nicht nur in der Feinstruk-

4;;0& auftritt. Insofern ist ,,« klein“ nicht vollstdndig dquivalent
zu ¢ gro, auch wenn die oben verwendete Transformation U dazu verwendet wer-
den kann, um aus der Kenntnis bestimmter Eigenschaften in dem einen Grenzfall

turkonstanten o =

Aussagen iiber den jeweils anderen zu gewinnen. Physikalisch gesehen sollte der von
uns betrachtete Fall kleiner « als der Fall kleiner Elementarladungen e — ebenso wie
im Pauli-Fierz-Modell — interpretiert werden.

Cohen-Tannoudji et. al [35, Kapitel V-V.2, Seite 432 ff.] vertreten die Ansicht,
dass das Pauli-Fierz-Modell der nicht-relativistische Grenzfall eines kovarianten re-
lativistischen Modells ist. Arai [4] hat dies fiir ein Elektron unter der zusétzlichen
Annahme eines Cutoffs in der Feldenergie und im geraden Teil des dufleren Poten-
tials bewiesen. Der Fall des Coulomb-Dirac-Operators ohne zusétzliche Annahmen
scheint noch offen zu sein. Man beachte, dass im Operator (VI.1) die in der Definition
(V.2) bzw. (V.3) von A/, (z) sowie der Definition (V.1) von Hj enthaltenen Faktoren
¢ mit herausskaliert wurden, wéhrend [4, 35] diesen Faktor nicht beriicksichtigen.
Die Vorgehensweise von Cohen-Tannoudji et. al und Arai ist durchaus iiblich; auch
Thaller (siche [141, Remark 2 in Kapitel 6.1.1]) absorbiert bei der Diskussion des
nicht-relativistischen Grenzfalls einen Faktor ¢ im (klassischen) Vektorpotential. Mit
anderen Worten betrachten Arai, Cohen-Tannoudji et al. und Thaller einen nicht-
relativistischen Grenzfall beziiglich des elektronischen Anteils des Operators. Alle im
Zusammenhang mit dem quantisierten oder nicht quantisierten Strahlungsfeld stehen-
den Faktoren ¢ werden nicht in die Betrachtung des nicht-relativistischen Grenzfalls
eingeschlossen. Insofern wiirde die Betrachtung des Falls grofler Lichtgeschwindig-
keit ¢ im Operator (VI.1) nicht mit dem nicht-relativistischen Grenzfall im Sinne von
Arai, Cohen-Tannoudji oder Thaller iibereinstimmen.

Die vorliegende Arbeit zeigt, dass das Pauli-Fierz-Modell durchaus in der Lage
ist, gewisse Aspekte — wie die Lebensdauer eines angeregten Zustandes — einer rela-
tivistischen Theorie richtig wiederzugeben. Da jedoch die Lamb-Verschiebung — also
die Verschiebung der atomaren Spektrallinien durch die Wechselwirkung mit dem
Strahlungsfeld — wesentlich kleiner ist [100] als die Feinstrukturaufspaltung, ist an-
dererseits nicht zu erwarten, dass das Pauli-Fierz-Modell die experimentell beobachte-
ten Spektrallinien korrekt vorhersagen kann. Nichtsdestoweniger stellt sich die Frage,
inwieweit eine nicht-relativistische Theorie wie das Pauli-Fierz-Modell Vorhersagen
iiber die Lamb-Verschiebung treffen kann.

Die Lamb-Verschiebung wurde in der physikalischen Literatur ausfiihrlich dis-
kutiert. Lamb und Retherford erhielten fiir die Aufspaltung zwischen dem 2s; -
Zustand und dem 2p; jo-Zustand einen experimentellen Wert von zunéchst 1000 MHz
[100, 101] und wenig spéter [102] einen Wert von 1062 £+ 5 MHz.

Bethe [23] erhielt aus einer nicht-relativistischen Theorie in Dipol-N#herung fiir
den 2s-Zustand des Wasserstoffatoms einen Wert von 1040 MHz, der gut mit dem
experimentellen iibereinstimmt, indem er ad hoc einen Cutoff in Héhe der Ruheenergie
des Elektrons einfiihrte.
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Au und Feinberg [6] erhielten — ebenfalls in einer nicht-relativistischen Rech-
nung — ohne Verwendung der Dipolndherung, dass die Energiedifferenz ohne Re-
normierung endlich ist. Je nach verwendeter Methode fanden sie einen numerischen
Wert von 950.5 MHz oder 996.6 MHz, was nicht besonders gut mit dem Experiment
tibereinstimmt (vgl. auch [5], wo die numerischen Werte nochmals geringfiigig kor-
rigiert wurden). Grotch [72] fand unter Beriicksichtigung des Zeeman-Terms einen
Wert von 1030.9 MHz (siehe jedoch auch das Erratum [71] zur Frage der Massenre-
normierung).

Kroll und Lamb [98] fanden mit einer relativistischen Rechnung 1052 MHz, French
und Weisskopf [57] erhielten ebenfalls mit einer relativistischen Rechnung 1051 MHz.
Fiir eine detailliertere Diskussion der relativistischen und nicht-relativistischen Quan-
tenelektrodynamik einschlieBlich der Lamb-Verschiebung verweisen wir auf [114].

Der Beitrag der Vakuumpolarisation zur Lamb-Verschiebung wurde von Hainzl
und Siedentop [75] ohne Verwendung storungstheoretischer Methoden behandelt. Ei-
ne mathematisch rigorose und nicht storungstheoretische Behandlung des photoni-
schen Anteils der Lamb-Verschiebung scheint insbesondere fiir relativistische Modelle
noch auszustehen.

VI.2. Selbstadjungiertheit und Dilatationsanalytizitit

Bevor wir in den folgenden Kapiteln den Operator H, im Detail untersuchen
konnen, miissen wir zunéchst seine Selbstadjungiertheit beweisen und untersuchen,
in welchen Sinne die Operatoren H,(f) eine holomorphe Familie sind.

SATZ VL4. Es sei 0 < a3 < v/3/2. Dann gilt: Der Operator

H,:D c (A, JI*(R% CY) ® Dom(Hy) — (A JLA(R% CY) @ F
ist auf D == A o1 3H1(R3;C4))® Dom(H;) wesentlich selbstadjungiert, wobei @ das

algebraische Tensorprodukt bezeichnet.

BEWEIS. Wegen [141, Theorem 4.4] ist HY”) 4+ a2 auf dem Definitionsbereich
Dom(Héla)) = Ait)l 3H1 (R3; C*) selbstadjungiert und positiv. Da H; auf einem geeig-
neten Definitionsbereich Dom(Hy) selbstadjungiert und positiv ist, folgt aus [122,
Theorem VIII.33], dass H,o + a2 auf dem (algebraischen) Tensorprodukt D =
ASF)I sH L(R?; C*)@ Dom(Hy) wesentlich selbstadjungiert und positiv ist. Es gilt fiir
alle ¥ € D und alle € > 0 mit einem C' > 0 (siehe z.B. [13, Beweis von Lemma 1.1])

W@y < C\/_H(Hf+ DY) < CVa(lell + v IWIIIIwa
< CVal(l+5 )||¢||+—!|Hf¢|!]<0\/_[(1+ >||w\|+ ||( a0 +a Y]]

Folglich ist W@ infinitesimal (H, o+a~2)-beschrinkt und somit H,+a~2 (und damit
auch H,) auf Dom(H, o) wesentlich selbstadjungiert. O

Wir bezeichnen die in Satz VI.4 definierten selbstadjungierten Operatoren wieder
mit H, bzw. H, .
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Wir wenden uns nun den Operatoren H, () und H,(#) auf dem Definitionsbe-

reich Dom(H,(6)) = Dom(H,o(0)) = Ai:rl 3'(0)]-]1(]1%3;((34)52) Dom(Hg) zu. Im folgen-

den Satz zeigen wir, dass die Familien von Operatoren

(VI.15) Upi(a™,3;0)Ha(0)UpL(a ", 3;60)7"
Upi(a™,3;0)Hao(6)Up(a ™", 3;6) "

definiert im Hllbert Raum A +_)1 3[,2(]1%3 C") ® F mit Definitionsbereich

Upr(a™, 3;0)A", 3(9)H1(R3, C*)® Dom(Hyt), holomorphe Familien vom Typ (B) auf
geeigneten Deﬁnltlonsbereichen bestimmen. Wir schreiben auch fiir den Operator
UDL(OJ—173; 0) ® 1¢ kurz UDL<&—173; 9).

SATZ VL5. Es sei 0 € Sy, 203C(0) < 1, Cpr|0| < q und Cprs|0| < q fiir ein
0 < g < 1. Dann gibt es ein 6y > 0 unabhdingig von 0 < a < 1, so dass fiir alle || <
0o die Operatoren (V1.15) holomorphe Familien von Operatoren Ho(0) bzw. Hgo(6)
vom Typ (B) auf einem geeigneten Definitionsbereich Dom(H,(6)) = Dom(Hq o(0))
definieren. Diese Operatoren sind m-sektoriell.

BEWEIS. Zunichst ist der Ausdruck

Qa—1,0(¢) = <w7 (Da_l,:’) ®1+1® Hf)w>

fir v» € D eine positive abschliefbare quadratische Form, deren Abschluss ¢,-1 ¢
einen selbstadjungierten Operator definiert, der mit dem in Satz VI.4 definierten
Operator H, iibereinstimmt. Es gilt Dom(g,-1,) = Dom((Ha,o + a~2)1/2). Fiir ¢ €
Dom(g,-1) gilt insbesondere
[1Da-1,5]) = [I(A ;1 513005 )20
< [|(A%), 5 a7173Aa,173 ®141® H) || < oo,
und auf dieselbe Weise sehen wir ||(H; + 1)/2y|| < oo.
Fiir ¢» € Dom(g,-1,) finden wir daher
(VL.16) (¥,Upr(a™";0) Do1 3(0)Unr (™5 0)719))
:<|Da*1,3|1/2¢7 |Da*1,3|_1/2|Da*1,0|1/2

X |Da—1,0|71/2UDL(0671; H)Da_1,3(9)UDL(ofl; 9)71’Da—170|71/2

X ‘Da‘1,0|1/2’Da‘1,3’_1/2‘Da‘1,5|1/2¢>'
Wegen Lemma II1.14 und Lemma II1.12 gilt somit

(¢, Upr(a™";0) Da-1,3(0)Upr(e”"50) ') — (b, Da-1,50)| < ClO|(¢), Da-1 30)

mit einem C' > 0 unabhéngig von o und . Auflerdem gilt

e~ (4, Hpb) — (b, Hyyp)| < B|6|(w), Hyib)

mit B := e™/4,
Wegen ||[W((0)(H; + 1)7Y/2|| < /aC; mit einem C; > 0 unabhingig von ¢ und
a (siehe z.B. [13, Beweis von Lemma 1.1]) erhalten wir fiir alle € > 0
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(VL17) (¢, UpL(a™ "5 0)W @ (0)Upr(a "3 0) ")
= [(@, Up(a™ 5 )W () (He +1)"2Ups (o™ 0) 7 (He +1)"%0))]
< VaCi(1+ Coi|0])*[(1/€ + )Y [* + (v, Hy)).
Folglich ist die fiir ¢ € Dom({,-1) definierte quadratische Form

Pa10(¥) == (¥, (Ho + 04_2)1/))

fir hinreichend kleine |#| wohldefiniert. Wéhlen wir 6] so klein, dass (C' + B)|f]| < 1
gilt, und dann in (VI.17) € > 0 (in Abhéngigkeit von 6) klein genug, so sehen wir,
dass die quadratische Form p,-1.9 — ga0 relativ ¢, o-beschrinkt ist mit Formschranke
kleiner 1.

Wegen [97, Theorem VI-1.33] ist die quadratische Form p,-1.,4 abgeschlossen mit
Dom(p,-1.4) = Dom(gu-1) und sektoriell. Aulerdem gilt

‘Da—lygyil/QUDL(ail; G)Da_173(9)UDL(ofl; 6)71‘Da—170‘71/2
=|Do-10]7?Upr (a7 0)| D10 Do-10| ™2 Do-1.3(0) | Do-1.0| 72
X | Do10/"*Upr(a;0) 7 Dy1 0|72

Wegen Gleichung (VI.16) und Satz I11.13 ¢) héingt (¢, Upr(a™%;0)Dy-1 5(6) x
X UpL(a~1;0)~ 1) fiir alle ¢» € Dom(p,-1,4) holomorph von 6 ab. Es ist leicht zu
sehen, dass

(Hy + 1) Y2Up (a5 )W (0)Upr (o™t 0) " (He + 1)71/2
beschrankt und holomorph ist, woraus folgt, dass
(W, UL (™" )W (0)Upr (o™ 0) ')

holomorph von 6 abhéngt. Folglich héngt p,-14(¢) fiir alle ¢ € Dom(p,-14) =
Dom(§,-1 ) holomorph von € ab. Die durch diese Familie von quadratischen Formen
definierte Familie von m-sektoriellen Operatoren ist somit eine holomorphe Familie
vom Typ (B) (siehe [97, Kapitel VII-4.2]). Der Beweis fiir den Operator ohne Wech-
selwirkung verlduft analog. Wegen ||[W () (0)(H; + 1)~/2|| < y/aC, (siehe oben) ist
die Wechselwirkung zum freien Operator infinitesimal (Operator)-beschréankt, woraus
die Gleichheit der Definitionsbereiche folgt. O

BEMERKUNG VI.6. Der obige Beweis zeigt auch, dass fiir hinreichend kleine ||
die Operatoren Upy,(a™t;60) D41 5(0)Upr (a5 6)~

1
| Ran A, auf dem Raum

Agji)l 3L2 (R3; C*) sektoriell sind. Insbesondere sind die Voraussetzungen des Ichinose-
Lemmas (siehe [124, Corollary 2 auf Seite 183] oder [91]) erfiillt, so dass

O-<Da_173(6)‘RanA(+_)1 3(9) ® 1 + 679161 ® Hf) =

= 0(Dy-1.3(0) + e Vo (Hy)

|Ran A(at)l 3 6) )

gilt. Wir bemerken, dass das Ichinose-Lemma auch noch unter etwas allgemeineren
Voraussetzungen gilt, jedoch auch Gegenbeispiele existieren, wenn diese Vorausset-
zungen nicht erfiillt sind (siehe Herbst [84, 83]).
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Wir werden im Folgenden die Operatoren UpL(a™,3;0) " H,(0)Upy (o, 3;0)
und Upr(a™",3;60) " Hao(0)Upr (™", 3;0) auf den jeweiligen Definitionsbereichen

UpL(a™!, 3;0)7! Dom(H,(0)) bzw. Upr(a™t, 3;0)~! Dom(H, ¢(6)) betrachten und die-
se Operatoren wieder mit H,(6) bzw. H, o(f) bezeichnen.

VI1.3. Technische Lemmata

In diesem Abschnitt formulieren und beweisen wir alle technischen Aussagen,
die wir im folgenden Abschnitt bendtigen werden, um die Existenz des Feshbach-
Operators sicherzustellen und um ihn durch geeignete andere Operatoren approxi-
mieren zu kénnen.

Auf Grund der Dilatationsanalytizitat kénnen wir uns in den folgenden Betrach-
tungen auf 6 = i mit 0 < ¥ < 0y beschranken. Wir wahlen dabei 6, so klein, dass
sowohl die Aussagen von Satz VI.5 als auch die Aussagen in Anhang B.1 Giiltigkeit
haben. Des Weiteren wéhlen wir fiir dieses 6y ein ag > 0 so klein, dass die Aussagen
aus Kapitel II1.3 tiber den ,nicht-relativistischen Grenzfall“ des Operators D,-1 3(0)
und Ungleichung (VI1.9) gelten. Insbesondere sind alle vorkommenden Projektionen
gleichméfig in a und € beschrankt.

Wir wihlen p, o > 0 und definieren die Mengen (siehe Abbildung VI.1)

A (a,0) == [Epi(a) — 6y (), Eny(@) + 0pyi ()] +i[—0,00), 1<1<n

n,l
und
[En,l(a) - 5n,l,—(a)7 En,l(a) + 5n,l,+(a>] +1 [_07 OO) Il<l<n
An,l(aa U) = [En - 6n,—7 En,l(a) + 5n,l,+<a)] +1 [_07 OO) =1
(Ey — Opy— (), By + 6, 4] +1[—0,00) l=n
sowie die Projektionen

Poi(0) == PY) @ Xiry<pr Pra(60) =1 — P, (0)

und fir R > 0
Pri(0: B) i= Piy(6) @ X + Pl @ 1
als Operatoren auf Afﬁl 3(0)L2(R3;C4) ® F. Man beachte, dass fiir 1 < [ < n die

Identitét A5 (a,0) = A, i(a, o) gilt. Des Weiteren definieren wir analog zu [13]
Bo(p) := AL, SO)HS(0) = Eni(e) + e (Hy + p)]AL") 5(6)
als Operator auf AS[)%B(Q)LZ(R?’; C*) ® F mit Definitionsbereich
Dom(By(p)) = Upt(a™*, 3;0) ! Dom(Ha(0))-

Der Operator ist dicht definiert und abgeschlossen (vgl. Satz VI.5 und die darauf
folgenden Bemerkungen). Folglich ist auch By(p)* dicht definiert und es gilt By(p)*™ =
By(p). Man beachte, dass die Adjungierte im Sinne von A((;i)l J(0)L*(R* CY) @ F zu
verstehen ist. Insbesondere ist By(p)* # Bj(p). Wie im Pauli-Fierz-Modell ist By(p)
lediglich ein Hilfsobjekt, das in verschiedenen Resolventenentwicklungen eine Menge
Kombinatorik erspart (vgl. Kapitel B.2). Man konnte alle Aussagen im Prinzip auch
ohne Verwendung von By(p) beweisen. Wir weisen darauf hin, dass alle Normen,
Skalarprodukte und Adjungierten in diesem und den folgenden beiden Abschnitten

im Sinne von ASZ)%S(@)LQ(R?’; C*) oder Aij_)lé(«?)LQ(R?’; C*) ® F zu verstehen sind.
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Uber p und o werden wir spiter verfiigen; wir werden p und o als geeignete Funk-
tionen der Kopplungskonstanten g wahlen. Zunéchst jedoch setzen wir nur voraus,
dass o und p nicht-negativ und durch eine Konstante nach oben beschrankt sind.

In den Beweisen in diesem und den folgenden Abschnitten bezeichnet C' grund-
sétzlich eine generische, positive Konstante, die von o und ggf. von z unabhéngig ist,
jedoch eventuell von ¥ abhéngt.

In den folgenden Lemmata beweisen wir zunéchst einige Abschétzungen an die
Resolvente des freien Operators H, sowie des elektronischen Operators He(la ). Die
Lemmata verallgemeinern und verfeinern entsprechende Aussagen und deren Beweise
aus [13]. Dabei miissen wegen der Feinstrukturaufspaltung und der fehlenden Potenz
von « in der Wechselwirkung eine Reihe zusétzlicher Schwierigkeiten iiberwunden
werden.

LEMMA VL.7. Es sei 0 < 9 < 6y. Dann gelten die folgenden Aussagen:
a) Es gibt ein C > 0, so dass fir alle a < o, alle 0 < %, alle R > 0
und alle z € Ay, (o, 0) gilt:

(VL18) H[_elnl®1f (H(0) + e~ (H; + R) —Z)P(1211®1} 1ﬁe(jzl,l®1fH <

C
< -
~ Opg(a) sindd
. . .. sin ¥
b) Es gibt ein C > 0, so dass fiir alle p > 0, alle 0 < 253=, alle R > p und alle
z € Apia, o) gilt:

-1

(VI19) || [P @ 1(HS(0) + ¢~ (Hy + R) - 2) P, 0 1) P, 01| <

Rsinv
c) Es gibt ein C > 0, so dass fiir alle o < oy, alle 0 < 2 5””9, alle R > 0 und
alle z € Ay (o, 0) gilt:

(V120) ([P, @ 1) + e+ R) - P 0 1) P o1 < o

BEWEIS.
a) Wir splitten die Projektion (und die Resolvente) geméf

§ : (o)
elnl Pelnl’

1<l'<n
V£l
und verwenden diejenige Darstellung (Spektralsatz), in der Hy die Multiplikation mit
der Variablen r ist. Um die Notation zu verkiirzen, unterdriicken wir die Abhéngigkeit

der Eigenwerte E, y(c) von o. Wir bemerken, dass fiir £,y < E,,

(VI21) |Enp —z+e?(r+R)|>Im(e’(z — E,p)) >
sin 99, ()

> —(cosV)o +sin(Rez — E,p) > 5

und fiir £, p > E,;

(VIL22) |E,»v — z + 6_0(7“ + R)| > Re(E.y — z + 6_0(7” + R)) > ()
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gilt, was wegen Korollar I11.28 die Behauptung zeigt. Falls [ = 1 bzw. [ = n, entfal-
len die Abschétzungen (VI.21) bzw (VI.22). Wir haben in der ersten Abschétzung

sin 196n i

verwendet, dass (cosv)o < gllt

b) Wir schétzen ab

sin VR

Im(—=Epp+2z—e%r+R))>—0+sind(r+ R) > i

wobei wir verwendet haben, dass o < S"”m gilt.

c) Wir splitten geméfl Gleichung (VI 7) die Projektion

—(a)
Peln Pdlscae + § : eln
1<n/<n
n'#n

und erhalten analog zum Beweis von Aussage a)
1 < C
E.v—z+e?(r+R)| ~ d,sind

sowie mit Korollar I11.21

H [PdISC( 8) X ]-f<H( )(0> + e_e(Hf + R) - Z)Pdisc(a; 0) 0%y 1f] _1pdisc(a; 0) 0% lfH

= sup
r>0

[Paie(0:0) & Le(HS(0) + (1 4+ R) = 2) Pase(30) © 1]~ Pae(0:0) & 1

< su ¢ <g
- r>](:)) —n—(Rez—(r+R)) ~ 0,

O

LEMMA VI.8. Es sei 0 < 9 < 6y. Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) Es gibt ein C > 0, so dass fir alle o < «y, alle R >0, alle

o < min{ ”;(fgssgnﬁ, basin? 1 /2psind} und alle z € Ay (a,0) gilt:

(V1.23) |[[Poi(6; RYHS (0) + €™ (Hy + R) — 2)Poi(0 B)] ' Poa(65 )| <
C
= min{d,, 0, (), p} sin?
(a) sin ¥

b) Es gibt ein C > 0, so dass fir alle o« < ay, alle o0 < mm{

busind 9 /9psind} und alle z € A, (a,0) gilt:

(V1.24) Hrnl ao(e)—z)?n,,w)]‘11_%,[(9)39(/))“_

<
C p
sin ¢ (1 * min{én,l(a)v 5”})

200s19 ’

<
BEWEIS.
a) Wir splitten die Projektion
Poi(0:R) = Py @1+ P4 @ 1 + P @ Xite s

Fiir r + R > p schitzen wir wie folgt ab:
sindp
2

Im(—E,;+2z—er+R))>—0c+sind(r +R) >
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Hierbei haben wir verwendet, dass 0 < 1/2psind und r + R > p gilt. Zusammen mit
den Gleichungen (VI.18) und (VI.20) in Lemma VI.7 zeigt das die Behauptung.

b) Wie im Beweis von a) splitten wir die Projektion

Fn,l(e) = FS‘L ® 1¢ + Fiﬁ;,l ® 1+ P(“Zz & XH;>p-

Wir beginnen mit

| [P52.400) © Xtz (Hao0) = 2)]) P (0) © otz Bal) |

Ot o
—sup| =D b ()] < sup

2(r+p) | pla
R IR (6)
r>p Ly — 2+ €T r>p SInUr

el,n,l

IAROIR

sin 19
wobei wir die Ungleichung

sin vr

(VI.25) Im (—E,;+2—e %) > 0 +sindr >

beniitzt haben, die aus o < %ﬁ und p < r folgt.
Unter Verwendung der Gleichungen (VI.21) und (VI.22) aus dem Beweis von
Lemma VI.7 sowie von (VI.25) erhalten wir mit einem C' > 0 unabhéngig von «
En,l’ - En,l + 6—6)(7, + p) ‘ < En,l’ - En,l + e—Op
E.v—z+er E.v—z+er

e‘er

‘En,y —z4efr

2
(Oé2 + p) sin196:l(a)’ r< P
<2 TP ,
IO [
4 P
)

C 1 :
~ sin 19( * Ona(c)
Analog erhalten wir fiir n’ # n

|En’,l’ - E’n,l + 6—0(7,. + p) 4 p
En/J/ —Z+ e Or .

Schlieflich gilt
| [Pase(@30)(Hao(8) = )] ™ Pace(0:0)Bo()|

| Pasel: 0) (Ha0) = 2)] ™" Pasees ) [(H(8) = =+ (e + po))

+z—FEy; — e_gpg] H

—E, —e? _
<I| Pusc(a: )] + sp | Pt T C P Pase(30)|
Piise(c; 0) (H, (9) —2+e%r+po))
max{d, _, n+}+p C
< P isc 9 : S <
| Pasc( e )H—l—sup o Re(—n—z) 4+ cosvr ~ 6,
wobel wir Korollar I11.21 beniitzt haben. O

Teil b) des vorangegangenen Lemmas sowie die folgenden Lemmata sind bereits
Vorbereitungen fiir den Beweis von relativen Schranken an die Wechselwirkung.
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KoORrROLLAR VI.9. Es sei 0 < 9 < 6y. Dann gibt es ein C > 0, so dass fiir alle

a < ap, alle 0 < min{ 5””2(52;;”, basin? 1 /2psind} und alle z € A, (a,0) gilt:
C

1Bo(p)['2[Prs(0)(Hao(0) = 2) Pua(0)] " Pra(0)| B (o) |2 < -

sin

=)

BEwEIS. Wir berechnen

|1Bo(o)I [Poa0) (Hao(0) = 2)Poa(9)]
— |[Bo(o) [Pr0) (Hao(6) = 2)Prs(6)]
— | Prs(8) (Has(8) = 2)Pus(0)] " Pra(8) Bo(o)|
= |[Bo(p)" ([Pra (0) (Hao(0) = 2)Pos(0)] " Pra(0))°
20(0) = 2)Pus(0)] " Poi(0))°
JP0a(6)] " Pra(8)|Bo(p)"l|

-1

Poal0)

ot

= (1Bo ()| ([Prna(0)(Ho,
= || [Pna(0)(Hoo(0) — =

Die Behauptung folgt nun durch komplexe Interpolation [123, Kapitel 1X.4, Propo-
sition 9] aus Lemma VI.8 b). O

LEMMA VI.10. Es sei 0 < ¥ < 6y. Dann gibt es ein C' > 0, so dass fir alle
0 < a<ayund alle p> 0 die folgenden Aussagen gelten:

a)
(V1.26) [P0 80| <
b)
(VL27) [Bs(o) | < = (1 ; %)
c)
(VI.28) | HeBo(p) || < sifﬂ
BEWEIS.

a) Unter Verwendung von Korollar II1.21 schétzen wir ab
| Paisc (e; ) By (p) |
=5 |[Paise (3 0) (Hif™ (6) = By + ¢+ p)) ™ Pael: 0)|

C
<su
- TZ%) —n — B, + cos 19(7“ +p)

und bemerken, dass analog zu den Formeln (VI.21) und (VI.22) fiir n’ <n

C
< =
=5

(VL.29) |Ewy — Eny+e?(r+p)| > Im(f(z — E,y))
> —(cosV)o +sind(E,; — £y p) > sindd,

und fiir n’ > n

(VL30) |Ewy — Eng + 6_9(7" +p) > Re(Ewy — Eny + 6_6(7" + p) > 6,

gilt, was die Behauptung zeigt.
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b) Wegen Teil a) reicht es, die Abschétzung auf Ran Péfg zu zeigen. Wir finden
fir alle 1 <n’ <nund alle 1 <[ <n/, also insbesondere fiir n’ = n,

(VL.31) |Ew (@) — Epg(@) + e ?(r + p)| > sind(r + p) > psind,

was die Behauptung zeigt.
c¢) Unter Verwendung von Formel (VI.31) erhalten wir fiir alle 1 < n’ <7 und alle
1<i<n
r r 1
< = < —
|Ew () — Epg(a) + e 0(r+p)| = sind(r+p) ~ sind
was die Behauptung auf Ran Py (a; 0) zeigt. Auf Ran Py («; ) gilt wegen Korollar
I11.21

HHfB@(p)_lpdisc(a; 9) H

= sup (r [Paise(0; 0) (H(0) — Ery + ¢ (r + p))] " Paise(a; 0) H
) 1
<C' sup d

<C .
r>0 1 — B+ cosd(r + p) cos ¥
Man beachte aulerdem |sind| < cosd fiir || < /4. O

KOROLLAR VI.11. Es sei 0 < 9 < 0y. Dann gibt es ein C > 0, so dass fiir alle
0 < a<ayund alle p >0 die folgenden Abschitzungen gelten:

a)
C
P By(p)|71?] <
IPin@)1Boo) ) < s
C
By 1/2ple <
1B o) [P @) < o —
b)
C 1
By(p)|71?]| < (1+—)
H‘ 9(p>’ H—m 7
C 1
B *x|—1/2 < (1+ )
c)
C
HY?|By(p)| ™2 <
|| f ‘ H(p)| ”—m
|HY|Bo(p) |2 < —<
vsin ¥
BEWEIS.

a) Wir finden
IPS(0)Bo(p) |22 = [[1Ba(p) |~/ Piy (6)°
=[P (6)| Bo(p)| " Pa(0)"|
<P O (Bo(p)) " Pon(0) [l = [P (O)[[Pesn(6) Bo(p) "
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und
N @)
1| Bo(p)"| 1/2Pe1n( )P = IIPeln( )*|Bo(p)*| " Py 20

<[P0 I Bo(p) Pn(®)]].

Die Behauptung folgt nun aus Lemma VI.10.
b) Dies folgt unmittelbar aus dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren.
c¢) Aus Formel (VI.28) in Lemma VI.10 folgt
C
[Heo|| <

min{sin v, cos ¥} |

By(p)vll

fir alle ¢ € Dom(By(p)). Indem wir die Wurzel aus dieser Operator-Ungleichung

ziehen, erhalten wir die Behauptung. Die zweite Ungleichung folgt analog unter Ver-
wendung der Identitét

1By (p) | = [Ba(p)"] " Hell = || He[Bo(p)] -
O

In den letzten beiden Lemmata in diesem Abschnitt beweisen wir nun relative
Schranken an die Wechselwirkung. Wie im nicht-relativistischen Fall verwenden wir
dabei den Operator By(p) als Hilfsobjekt. Fiir die Notwendigkeit dieser Konstruk-
tion siehe die Bemerkung nach Lemma B.6. Man beachte, dass hier die zusétzliche
Schwierigkeit auftritt, dass der Faktor vor der relativistischen Wechselwirkung nur /o
ist. Um diese Schwierigkeit zu umgehen, beniitzen wir die Aussagen iiber den nicht-
relativistischen Grenzfall des Dirac-Operators aus Kapitel I11.3.2. Treten nédmlich
Erwartungswerte der a-Matrix mit mindestens einem Bindungszustand des Dirac-
Operators auf, so gewinnen wir aus diesem Erwartungswert einen zusétzlichen Faktor
a. Andererseits divergiert auf Spektralraumen ,weg* von der betrachteten Haupt-
quantenzahl die Resolvente nicht fiir p — 0, so dass wir auf diese Weise den fehlenden
Faktor wieder wett machen.

LEMMA VI.12. Es sei 0 < ¥ < 6y. Dann gibt es ein C' > 0, so dass fiir alle
0 < a<ayund alle p> 0 die Abschdtzung

C 1
1/2p7(e) (g 12« Y L
1By OB < v tra (14 )]
gilt.
BEWEIS. Wir splitten die Projektion gemaf A" o1 3(9) = Pi(0) + P»(0), wobei
Pi(6) = Piu(9) @ 1¢

Py(0) = Fih)w(e) ® 1g.

Da die Abschétzung mit A,@(aaz‘ﬁ analog verldauft, beschrianken wir uns auf den Fall
mit AY (az)_. Wir finden fiir ¢, € ALY, L(6)L2(R3; CY) ® F und i,j € {1,2}

a13
(V1.32) (0, |Balp)' |2 P(0)x Ag”(aa:)_P-(e)|Be<p>|-1/2¢>\
< dk |k (e”|kl) |‘<1/1 Bo(p)*|~ 1/2

i kems /42| k|
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X Pi(O)x - =, (K)e ™ a, (k) P, (9)| Bo(p |-“2w>\

dk |r(e k)| 12
<
3 Joe i IO B

x || Pi(@)ex - e, (k) Py (0)]| [|an (k) Py (0)| Bo (o)~

Wir miissen nun zwei Fille unterscheiden:
Fall 1: i = j = 2. Mit Korollar VI.11 a) erhalten wir

11Bo(p) | 2P(0)] < C.

AuBlerdem gilt
1P:(0)ex - en(k)e' ™ P;(0)|] < C.
Die rechte Seite von Formel (VI.32) ldsst sich dann abschétzen durch

dk O1k])|?
(VL3) el |3 [ S

pu=12 €R3

\/Z/k dk|k|||au ) j(9)|B9<p)|—1/2¢“2

<C|[W' |1l H; | Bo(p)| 72| <

m”?ﬂ” 1l

mit einem generischen C' > 0, wobei wir im letzen Schritt Korollar VI.11 ¢) verwendet
haben.

Fall 2: Alle anderen Kombinationen von i und j. Aus Lemma II1.29 oder Satz
I11.32 erhalten wir die Abschétzung

1P:(0)ex - e, (R)er ™ Py ()] < Ca(l + alk]),
und aus Korollar VI.11 a) und b)

C 1
By(p)*| ' P(9)|| < (1 + —) .

Die rechte Seite von Formel (VI.32) ldsst sich in diesem Fall abschétzen durch

¢ dk |k(e~0| k) [2(1 + alk|)?
(VL34) o Smﬁ( 1/2) 1| Z/k [ ( |||]i||2( + alk])

p=1,2 €R3
C
Z/ dk k| lla, (k) P;(0)| By (p)| 20 |* < a— 1+1—/2 [ 1]
1.2 kER3 Slnﬁ
mit einem generischen C' > 0. U

LEMMA VI13. Es sei 0 < ¥ < 6y. Dann gibt es ein C' > 0, so dass fiir alle
0 < a<agund alle p> 0 die folgenden Abschdtzungen gelten:

3
(VI35) |iBator 1w @)Pu0)]| < =0

(D)W (0)|Bo(p)| V2| <

C
V/sin 199
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b)
(V1L30) [1Boto) oW ) Pus(0)| < =0
' Vsin v
C
. HW(Q)Q B -1/2)| < 1/2
7l( ) 1,0( )‘ G(p)| = \/mgp
)
(VL37) |Wis @) Pa0)]| < cop

BEWEIS. Wir beginnen mit
[1Ba(o) 172w (0)Pus(0)|
ALY

< Va 1By |72 A5 5
und finden mit Satz I11.32 dhnlich wie in [12, Lemma IV.9.]

(O)ax - A® (az)_ Py (0) H

(VL38)

<¢', AP, (O)a A<9><ax),Pn,l(e)¢>]

2

dk| (6 9‘k|)| 1A () iak-z pla)
Zl \/47r2|k;| ‘<w ,Aa_173(9)a ' Eu(k) Plnlau( )XHfgpw>‘
H="kecRrs

k(e[| [2(1 + afk|)2
< Ca Z / dk P

1
H= kl<p

> [ Wbl

r=12 CRs
< apll¥llll¥l

Fiir HPn,l(@)Wl(%)(@)|Bg(p)\_1/2\| zeigt man eine dhnliche Abschitzung, so dass man
mit Korollar VI.11 b) die Behauptung in b) erhilt.

Formel (VI.38) und eine analoge Rechnung fiir Wl(%)(ﬁ) beweisen auflerdem die
Behauptung in ¢).

Um a) zu beweisen, schitzen wir dhnlich wie in Formel (VI.38)

(0, P (0) W (0)| Bo(p)| /%)

C
< CvaallY' || H | Bs(p)| V2| 0]| < /
< oVl 1B 1l < — gl
ab. Die Abschiitzung an |||Bg(p)*\‘UZW&)(H)PM(H)H folgt analog. O

VI1.4. Existenz und Approximation des Feshbach-Operators

Wir setzen nun py = ¢*/% = o und oy = ¢°/®> = a®/? und wenden die Abschitzun-

gen aus Kapitel V1.3 fiir p = pg und 0 = o0y an.
Wir definieren den Feshbach-Operator

(VL39) Fe,,0)(Ha(0) — 2) == P 1(0)(Ha(0) — 2) Poi(0)
— Poy()W O (0) Py (0) [P i(0) (Ha(0) — 2)Pry(6)] " Py (0)W ) (6) P (6)
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als Operator auf Ran P, ;(#). Man beachte, dass wir den Feshbach-Operator fiir jede
Feinstrukturkomponente zu der betrachteten Hauptquantenzahl benotigen werden,
also fiir alle 1 <1 < n.

Wir folgen der Strategie aus [13], wobei jedoch wie im vorhergehenden Abschnitt
zusitzliche Schwierigkeiten iiberwunden werden miissen. Im folgenden Lemma, das
Lemma B.7 auf den relativistischen Fall verallgemeinert, zeigen wir zunédchst die Exis-
tenz der Inversen [P, ;(0)(H,(0) — 2) P, ()]~ .

LEMMA VI.14. Es sei 0 < ¥ < 6y. Dann gibt es ein C' > 0, so dass fiir alle
hinreichend kleinen o > 0 gilt: Der Operator P, (0)(H,(0) — 2)P,(0) ist fiir alle
2 € Ani(a, 00) invertierbar auf Ran P, (6), und es gilt

|Pos(6) (HA(8) — 2)Ps(0)] s (0)]| < —o

sin®¥py
BEWEIs. Die Behauptung folgt dhnlich wie im Beweis von Lemma V.11 aus der

Reihenentwicklung
| (Poa®)(Fa®) = 2)Pos(6)] " Prat®)]
al i [PrsO)(Ha(6) = 2)Poa(®)] Pral®)
xn[—W“”(e) [Pra(6) (Hoo(6) = 2)Pra(®)] " Pa(6)]
| i [Ba(po)] ™

% | Bo(po)|/? [Pra(0) (Hop(8) — 2)Pra(0)] " Prua(0) Bo(po)* |2
x| = [Bolpo)[7/*W ()| By(po) |/

1

X [Bo(po)| 2 [Poi(0) (Hao(8) = 2)Pa(6)] ™ Prs(6) Bofpo)'|'2]”

x |Bo(po)
<[ 1Baoo)| 2] [ Botoo) 172
% [[1Bo(p0) |72 [Prs(0) (Hao(6) = 2)Pa0)]~ Pras(0)] Bo(po) "2

xS [ 11Bo(po) |72 (0)| Bafoo)| |
n=0

< [[1Bo () 2 [P (6) (Hap(6) — 2 Pos)] " Prna(6)| ol 2 ||
C =7 C 1 "
Ssin2 19\/%\/% ; [sin2 19\/&(1 + 04(1 + ﬁ))}
C > C "
Ssin2 Ipo Z (sm2 19\/&)

n=0
mit einem generischen C' > 0 unabhéngig von z und «. Hierbei wurden Korollar

VI.11 b), Korollar VI.9 und Lemma VI.12 beniitzt. O
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Wir konnen uns nun der Existenz des Feshbach-Operators zuwenden und Lemma
B.8 verallgemeinern.

LEMMA VI.15. Es ser 0 < 9 < 0y klein genug. Dann gibt es ein C' > 0, so dass fiir

alle hinreichend kleinen o > 0 und alle z € A, (o, 0¢) die folgenden Abschitzungen
gelten:

a)

(VL40) || Pus(@)W @ (0)[Pry(0)(Ha(8) — 2)Prs(6)] " Prs(8)]| < g—sin2§m'
(VL.41) || [Pn(0)(Ha(0) — z)I_Dnﬁl(Q)]_lﬁn,z(G)W(a)(Q)Pn,l(g)H < Q_Sinzg\/%'

b) Fir alle 1 < 1I')1" <n gilt

(VI42) | nt(O)(Ha(8) = 2)Pos(0)]

|

Py ()W ()P, (0)]

_ o C
X anl(H)W( )(H)Pml//(g)H S WQQ

c) Der Feshbach-Operator, definiert in Gleichung (V1.39), existiert fir alle z €
A (o, 00) und erfillt die Gleichung

(VI43) (H,(0) —2)" =
= [Pai(0) = Poa(0) (Pus(0) Hal0)Pra(0) — 2) " Pt O)W (0) Py (9)]
X [Fr,u0(Ha(0) = 2)] '
X | Paa0) = ot )W (0)Pry(8) (Poa(0) Ha(0) P (6) — =)~ Poa(0)]
+ Pg(0) (Proy(0) Ha(0)Pog(0) — 2) ™ Pra(9),
wobei die linke Seite genau dann existiert, wenn die rechte Seite existiert.

BEWEIS.

a) Wir erhalten wie im Beweis von Lemma VI.14 die Abschétzung
| Pt @)W (O)P1(0) [Prs(0) (Ha(0) = 2)Poa(9)] ' Pra(6)|

|

Poa(®W(0)|Bo(p) ||

ol

X

|Bo(p)] /2 [P t(0) (Hao(6) = ) Pa(6)] Prs(6)| Bo(p)"] /2

< 3 [11Bo(p)' 12w 6) [ Bo(p) 2|

< [[1Bo ()2 [Poa (0) (Hao(6) = 2)Ps(0)] " Pras(0) Bo(p)'[*?]|
< [[[Bo(p)" |72

c &/ C "
<g— =
_gsiHQﬁ\/%Z(siHQﬂ\/a) ’

n=0

n
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wobei wir zusétzlich Lemma VI.13 a) und b) beniitzt haben. Die andere Abschétzung
folgt analog.

b) Die Behauptung folgt dhnlich wie in a).

c) Dies folgt wegen Lemma VI.14 und Teil a) aus [12, Theorem IV.1]. O

Nachdem nun die Existenz des Feshbach-Operators sichergestellt ist, konnen wir
den Feshbach-Operator durch geeignete Operatoren approximieren. Dies hat unter
anderem das Ziel, den numerischen Wertebereich des Feshbach-Operators kontrollie-
ren zu kénnen und so Informationen iiber seine Invertierbarkeit zu gewinnen.

Fir z € A, (a,00) definieren wir analog zu Gleichung (V.19) im Pauli-Fierz-
Modell den Operator

QE)(z0) =3 / AP lunah i) 9 14
p=1,2 J keR?

P, (6:k
- ,z.( |k]) [wio(k, 13 0) @ 1| P, (6)
H"(0)+ e " (He + |k|) — 2

el

als Operator auf Ran P, ;(#) und die folgenden Restterme:

Remg :=

= Poa(0)W () (0)Pi(0)[Proa(0)(Ha(0) — 2) Prot(6)] ' Pry(0) W (6) Py (6)

— Poi(O)W @ (O0) P, 1(0)[Pri(8) (Hao(8) — 2)Pry(8)] " Pri(0)W ) (0) Py (6)

Rem; :=

— Pi(O)W(0) Py (0)[Prs(0) (Hao(0) — 2)Pyi(0)]” 1Pm<e>w<a><e>Pn,l<e>
( -

|
s
=
>
SN—
=
=
—
>
SN——
i
3
=
>
N—
)
3
=
>
N—
—
=
o
—~
>
S—
|
N
N~—
ol
;
A
>
—
:
~l
3
=
>
N—
=
o
e
>
N—
v
=
>
S—

= Poy(0)Ws (0) Prot(0)[Pri(0) (Hao(8) — 2)Pri(0)] 7 Py(0)WLS) (8) Prs(6)
~Q)(z:0)
Remg := P, ()W ()P, ,(6)

Zunéchst verallgemeinern wir Lemma B.9:

LEMMA VI.16. Es sei 0 < ¥ < 6y. Dann gibt es ein C' > 0, so dass fir alle
hinreichend kleinen a > 0 und alle z € A, (o, 00) gilt

[ Fp, 10 (Ha(0) — 2) — (HE — 2+ e Hy — Q') (2:0) Py(0)]]] <

BEwEIs. Wir beginnen mit der Abschitzung an Remy:

IRem| <Z‘

% | Bo(po)| /2 [Pr1(0) (Ha,o(0) — 2)Pya(0)]

i 0)|Bo(po)| /2

—1—=

P, 1(8)| By (po)*|'?
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x| = [Bo(po)[7/*W ()| By(po) |/
X [Bopo)] 2 [Pl 0) (Hao(0) = 2)Poa(0)]
x |Ba<po>*|—1/2w<a> 0)Poa(6)

<|| Pas QYW (6)| Bo(po) |~ 1/2HH|B o) |7/ 2 W (0) P (0)|

[Ba(po)| /2 [Prs(6) (Hao(0) = 2)Pos(0)]

XZ[H\Be )W (6) Bafpo) 2|

71_

Poi(0)|Balpo)' 2]

—1—=

P,,.1(0)|Bg(po)*|

—1—=

|| Ba(po)| /2 [Pri(6) (Ha,0(0) — 2) Pra(9)] Pn,l(e)‘BH(pO)*‘l/2||r

< C; 922(.6; \/5>n§ 04 9V
n=1

sin” 9 sin“ 9 sin* 9

Wir haben hierbei Lemma VI.13 a) und b), Lemma VI.12 und Korollar V1.9 verwen-
det. Fir Rem; erhalten wir

—1—=

[Remns | <|[1Bo(oo) /2 [Prs(®)(Hao(8) = 2)Pai(8)] " Pras(8)| Bao)*

% ([ Pus@YWLS (O] Bo o) || [[1Balion)* |2 WL (6) Pra6) |
+ | Pua (W15 (0) Balpo) |2 ([ [[1Balpo)*| W5 (0) Pra (6)
+ [[Pas OV 0)1Baoo) ™[ 1Baloo) | /2W5 0) Pra()]])
C C

Ssi1127992p(1)/2 N sin21992a

nach Korollar V1.9 sowie Lemma VI.13 a) und b).
Fiir Remy verwenden wir die Pull-Through-Formel [12, Lemma IV.8]: Es gilt

Rem, = / dk / dk'Poy(0)ex - GO (k, p)ar, (k')
keR3 'ER3

pop'=1,2
P(lnl ® 1¢ + Pe(lc,vn,l Q X Hy+|k|+|k|>po o

GO 1 )a, (k) Poy(6).
He(l )(9) + e ?(Hp + |k| + |F|) — ( Ja (k) Pui(0)

Unter Verwendung von Lemma VI.8 (fiir die Resolvente) und Satz II1.32 (fiir die
Erwartungswerte der Dirac-Matrix) erhalten wir

2

/ Jw(e™ K] [s(e?|K))]
, Remsy < Ca E dk dk
|<w w>| < / / /|]€ /’]f'|

O)a - e, (K)e =¥ P (0)]]

el,n,l

WR =<y Ik <po

iaz- (+) (+)

H 0 (0)e- eu(k)e AL, S(0)]| AL 5(

H ( ) ® 1¢ + Pﬁil(e) @ X He+k|+k'|>po
H( )(0) + e~0(Hy + |k| + |K]) — 2

% [law ()X He<p0 || law (K X1 <00V
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2

Cq’ / (e~ [kDI(L + alk])
< dk V |k
~sinvpg Mﬁz’zle /Tk| /|/€ ” Ay XHfSpown

k(e |K'DI(1 + alk'])
- / dk,’ ‘ \‘/WW‘ VIE|aw (K)X e <pe ||
|k'|<po

Cg?
S / W)I!Hfl”stﬁow\||H§/2xﬂfgpowu

lkl<po

C’
pon vl = ——g*a*1¥'lllI¥]

C
<

mit einem generlschen C >0.

SchlieBlich betrachten wir Rems := B, (0)W (¥ (0)P,;(#). Wir zeigen nur die
Abschitzung mit A,(.f)(ax),. Die Abschitzung mit A, («x), verlauft analog. Es gilt
mit Lemma II1.29

\/_|< elnl (0) ® Xt<poer - AP (2 )P§121(9)®XHf<po¢>|

|k(e~?|k])|
< St
Pl =11 < g

< || P ((0)ex - e (k)e o= P (0)][]1 1| aw ()X < |

1 ’ / !
| gl 2 ] < Com ol = YR

[k|<po
O

Man beachte, dass das folgende Lemma VI.17 nur fiir z € A3 (a,00) gilt, im
Gegensatz zu Lemma VI.16. Es verallgemeinert Lemma B.10.

LEMMA VI17. Es sei 0 < ¢ < 60y. Dann gibt es ein C' > 0, sodass fir alle
hinreichend kleinen a > 0 und alle z € A (o, 09) die Abschitzung

C
sin? ¢ g

HQ“ 2,0) — Zyi(a; H)H < 2o
qgilt.

BEwEIs. Wir splitten Q( )(z 0) — Z,,(a; 0) = Remy, + Remy;, mit

Remy, = 3 / dk Py y(0) o (k, 12 0) @ 14
kER3

pn=1,2
Pe(lc,)g,z(e) @ X Hy+|k|>po
HY(0) + e=*(H; + |k|) — =

dk o a
- Z / TPe(liz(@)wo 1(k, s 0) P, e(lT)Ll(e)wlo(k 14 0) P, P} )z
rers €|kl ’

] [U)Lo(k, J7N 9) ® ].f]Pn,l(e)
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und

Remy, := Z / dk P, () [wo 1 (k, p; 0) @ 14]
=12 keR3

[ 2211)11(9)®1f

HE(6) + e—9<Hf + [k - ] wno(k, 150) © el P (6)

=12 keRr3
P (0)
H(0) — Eny + e 0)k]

Wir beginnen mit der Abschidtzung an Remy,: Wie in Beweis von Lemma VI.8 a)
zeigt man fiir py < r + |k| die Ungleichungen

] w1 o(k M,O)P( @) (9) ®XHf<pO

(VL4D)  [Bula)+ e+ k) = 2) = —op+ sini(r -+ i) > E150
und

in
(VI4)  [Baila) + e+ k) = 2)] 2 —on +sinofr -+ ) = 2500,

denn es gilt oy < 22 5;“9 < (TH’“Q sind fiir hinreichend kleine o > 0.

Wie im Beweis von Lemma VI.12 erhilt man unter Verwendung von Lemma I11.29
die Ungleichung

cgl" (e"Ik])]
@) < Ve

Damit erhalten wir schliellich nach einer kleinen Umformung von Remy,

[Remafl = 3 [ ak Pua(@)funal i) @ 10P5),(6)
ke

pn=1,2

(VI46) || elnl( )w(),l(kwua )P(O‘

el,n,l

(eiaHf + E"vl(a) — Z) X Hi+k|>po X He<po
(Ena(a) + e (He + [k|) — 2) e ?[k|

x PS) (6)[wr o(k, 115 0) © 1] Poy(6)

- [ AR Ot L0
€

‘u,:1,2
XHEXHEHEm ) 0) )
e 0|kl
C 1 k(e ?)k|)|? k(e k]
<o oy [ wHSHT [ S
_sim?g (a”+po) 0o ZE + |k[?
[k[<po izro
“OlkDI?
2 [ g e lIRDE
+9 / |k|?
[kI<po

gQa.

C Po
< *(a? 1 <
_Sinﬁg( p + o’ Inpy +po)_
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Hierbei haben wir im ersten Summanden die Integration in die Bereiche |k| < pg
und |k| > po aufgeteilt. Im ersten Bereich verwenden wir Ungleichung (VI.45), im
zweiten Bereich Ungleichung (VI.44).

()

Die Abschétzung an Remy, ist schwieriger Wir splitten die Projektion P 7 ; =
S | Hla) -(a)

Peln + Peln ; und erhalten sowohl fiir P = Peln als auch fiir P = P,
| S [ kPO ® xeplwos (ust) o111
—1.9 Y keR3
P®1 (@)
X [wio(k, 1;0) ® 1] Py 1(0) @ X<
[Hé@(@) +e~0(Hy + |k|) — ] ’ =
o Z / dk Pelnl(e) ® XHfSPOwOJ(k'7 2 6)
p=1,2 keR3
P®1¢ (@)
X w1 o(k, 11;0) Py 1(0) ® X
[Hé@(@) B, +e"]k|] H bl =
79]{; 2
oy / )]
u=1,2 J kER® |k3|
X [ Pina@)ec- enlk)e AT SOI[[AG 5O)ex- eulk)e = Py (6)]
[H |l H
)+ ety + k) — = HY(0) = By + el
x (|En,l - z| + 1 HexX <o)
oo | IR ol
B keR3 k|
T [
H;"(0) + e 9(Hp + |k|) — H,"(0) — E,; + e k|
Dabei haben wir Satz I11.32 verwendet. Wir stellen fest, dass alle Abschétzungen
Pl s (@) . -0 -1
an HH‘S})(G)—l—e*G(Hf—i-\k\)—z” aus Lemma VL7 auch fiir ||[PH,"(0) — E,; + e “|k|]] ' P||

gelten, denn der Operator unter der Norm im zweiten Ausdruck ist die Projektion
des Operators im ersten Ausdruck auf den Vakuumsektor mit z = E,, ;.

Fall 1: P = Fi?ﬂll Wir teilen die Integration in die Bereiche B; := {k € R®||k| <
po} und By := {k € R®||k| > po} auf. Mit Formel (VI.18) in Lemma VI.7 a) kann das
Integral iiber B; durch

C 1 1 C C
— 1992042 5n’l(a)2k é dk m 3 ﬁg2 252 = — 19g2042
€B

abgeschétzt werden. Mit Formel (VI.19) in Lemma VI.7 b) schétzen wir das Integral

iiber By durch
k(e kD2(1 + alk|)? C B
g2a? / d/{:| (™ |)||k|(3 L < Sm21992 2111,001
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ab.
Fall 2 P — P

oln- Wir schétzen die Resolventen mit Lemma VL7 ¢) ab und

erhalten als Abschéitzung fiir das Integral

C 2 9 / |“(€_6|k‘)‘2(1+0‘|k‘)2 C 2 9 C 2 9
N dk < _ )
|| - 5gsin2199 “ “

Das folgende Lemma verallgemeinert schliellich Korollar B.11, jedoch mit dem
Unterschied, dass wir im relativistischen Fall die a-Abhéngigkeit des Realteils nicht
entfernen.

LEMMA VI.18. FEs gibt eine Konstante C' > 0, sodass fiir alle hinreichend kleinen
a > 0 die Abschdtzung

[Unr (@, 3;0) 1 Z 2 (a)Unr (™, 3;0) — Yo a(a)|| < CoPa
qgilt.

BEWEIS. Wir beschranken uns auf den Fall mit Minuszeichen. Der andere Fall
wird analog bewiesen. Es reicht zu zeigen, dass

[Unr (™, 3;0)" Im Zn,z,—(a)UNR(Oé_l>3; 0) — Zniml|| < Cg*a

iak-x

gilt. Wegen [z, H)] = ia~la und e
I11.29 und Lemma II1.31

[ Zut@) =g > 3 [ de(Burla) - Buf)

n' I n=12 |wl=1
En’,l’ ()<Ey 1 (a)

(| Ewp(0) — Eng(a)])
472

Das Integral iiber w und die Summe iiber die Polarisationen lassen sich wie im nicht-

— 1| < alk||z| erhalten wir mit Lemma

2
Pe(frz,leu(w) 'wp(a)',lfeu(w) wpiﬁiz\l < g

K
X el,n

relativistischen Fall ausfiihren (siche Bemerkung V.5). Wenn wir zusétzlich |E,, y (o) —
E,i(a)] < Ca? beriicksichtigen, erhalten wir

2
[T 2,1 (@) = g3 ZZ (Ew(@) = Eni(a))
K| By (@) = Bni(@)])? S o o
X g Pe(l,r)Lﬂ §1,£/,1'37Pe(1,13,l|| < g*a.

Aus Lemma II1.22 folgt
uNR(ailv 3; 0)71Pe(1(2,l = Pe(l(,)r)z,luNR(ail? 3; 0)

Mit Lemma II1.19, Gleichung (II1.77) in Lemma I11.22 und Lemma II1.30 sowie Glei-
chung (I1.6) folgt die Behauptung. Man beachte dabei, dass k eine analytische Fort-
setzung besitzt. O
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VI.5. Abschitzungen an den numerischen Wertebereich

Die Abschétzungen aus Kapitel V1.4 ermoglichen es, den numerischen Wertebe-
reich des Feshbach-Operators zu kontrollieren, insbesondere konnen wir Abschétzun-
gen an die Norm seiner Inversen erhalten. Da jedoch Re Z,,; 1 () im Gegensatz zum
nicht-relativistischen Modell von « abhéngt, miissen wir zunéchst noch zeigen, dass
Zyy+() von Ordnung g2 ist:

LEMMA VI.19. Es sei 0 < 9 < 6y. Dann gilt:

a) Es gibt ein C > 0, so dass fir alle hinreichend kleinen o« > 0 die Abschdtzung

| Zna s ()| < Cg?

ilt.
b) i}'s gibt ein ¢ > 0, so dass fir alle hinreichend kleinen o > 0 die Abschdtzun-
gen
Im Z,;_(a) > cg* + O(g%a)
Im Z,;+(a) < —cg> + O(g*a)
gelten.
BEWEIS.

b) folgt unmittelbar aus Lemma VI.18, denn wegen Satz V.14 gibt es ein ¢ > 0,
so dass die Ungleichungen ImY,,; (a) > cg® bzw. ImY,,; (o) < —cg? gelten (vgl.
die Definition (VI.14) von ImY,,; 1 («) sowie die Bemerkung vor Satz VI.1).

a) Wie in den Abschitzungen fiir Remy, im Beweis von Lemma VI.17 folgt

k. ) )
| Z /k s e9—’k|PC(1,7)L,z(9)wo,1(k,M;Q)P(fl’g,l(e)wm(k,M;Q)PC(LT)LJ” < C.
S

pn=1,2

Auflerdem erhalten wir

H Z /k: 55 dk Pe(l?;’)b,l(e) & XHf§p0w0,1<k, i 8)
S

pn=1,2
x P (O)[PS) (0)HS(0) — By + e 0Lk !
x P (0w ok, 110) P 1(0) @ Xzl < Co?.

Um dies zu sehen, gehen wir genauso vor, wie in der Abschétzung an Remy, im Beweis
von Lemma VI.17: Im Fall 1 konnen wir das Integral iiber B; abschéatzen durch

c 5, 1 /dk ]m(e‘9|k|)|2(1+a|k|)2< C 5, 2 _ C 5,

sing? dna() || =sing? ¢ 0T Gz @
keBy

und das Integral iiber By durch

¢ ke PkDPA+alk)?* O,
dk < .
sing” / BE = Sing?

k€Bs
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Im Fall 2 erhalten wir die Abschétzung

¢ (e kD[P (1 + alk])? ¢
— dk < :
On sing? / k| - 5nsin199

kER3

Lemma II1.27 liefert die Behauptung. U

Aus diesem Lemma folgt insbesondere, dass der numerische Wertebereich von
Zyny+(@) in einem Ball um 0 mit Radius O(g?) enthalten ist. Insbesondere gilt dies
fiir den Realteil Re Z,,; 1 (o) = ReY,,; 1+ (o). Wie im nicht-relativistischen Fall gibt es
also Konstanten a,b > 0, so dass NumRanY},; +(a) C ¢*4A(c,a,b) mit A(c,a,b) :=
ic+ ([—a,a] +1[0,b]) gilt. Wie im nicht-relativistischen Fall setzen wir v :=
min{¥, arctan(c/(2a))}. Da wir nur an n < 7 interessiert sind, kénnen wir die Menge
A(c,a,b) und den Winkel v unabhéngig von n und ! wéhlen.

Damit kénnen wir die Inverse des Feshbach-Operators Fp, ,o)(Ho(0) — 2) fiir
z € A (a,00) analog zum nicht-relativistischen Fall (siche Lemma V.10) wie folgt
kontrollieren (siehe Abbildung VI.1):

LEMMA VI.20. Es sei 0 < ¥ < 6y und 0 < g < ¥ klein genug. Dann gelten die
folgenden Aussagen
a) Es gibt Konstanten Cy,Cy > 0, sodass Fp, o) (Ha(0) — 2) fiir alle z €
A (a, 00)\D(NumRan(E,, (o)=Y, (0)®@1s+e 14® Hy) . O C1-g*\/@)
beschrinkt invertierbar ist, und fir X\ € [E, () — 6y (), Enj(a)
+ 0p+ ()] gilt die Abschitzung
Cy
sinvy/(En (a) — )2+ cg*
b) Es gibt Konstanten Cy,Cy > 0, sodass fir alle z € C\ D(NumRan(E,, ;(«)
= You(@) g po (o) O . g2) der auf Ran P\ (0) definierte Operator
el,n,l e
(Eni(a) — 2 — Zny(as6))

schdtzung

(VL.47) [ Fp i) (Ha(0) = X)7H| <

|Ran PO () beschrankt invertierbar ist und die Ab-
el,n,l

(VL48) [[(Eni(@) = 2 = Zui(0:0))l gy pier ) '

C
<
~ dist(z, NumRan(E, () — Y, (a))

|Ran P(a) (0) )

el,n,l

erfillt, und insbesondere auch die Abschitzung (V1.47).

BEWEIS. Dies beweist man unter Verwendung der Lemmata VI.16, VI.17 und
VI.18 genau wie im Beweis von Lemma V.10 im nicht-relativistischen Fall. U

Im Fall | = 1 oder [ = n ist die Menge A, ;(c, 0¢) eine echte Obermenge von
AL
brauchen.

(cv, 09), so dass wir in diesem Fall ein relativistisches Analogon von Lemma V.11
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LEMMA VI.21. Es set 0 < ¥ < Oy und 0 < g < O klein genug und | = 1
oder | = n. Dann gilt: Der Feshbach-Operator Fp, o) (Ha(0) — 2) ist fiir alle z €
Ani(a,00) \ Ay (@, 00) beschrinkt invertierbar und es gibt ein C' > 0, sodass fiir
A€ [Ey—bn_,Epui(a) — 0p1—(a)] bzw. N € [Epp(a) + 6pps(@), By + 6, 4] die
Abschdtzung

C
sinv|A — B, (a)| — Cg?

175, o) (Ha(0) = X) 7| <

mitl =1 bzw. | = n erfiillt ist. Dieselbe Abschditzung gilt fiir [En,l(a)—)\—QiOfl)()\; 0)].

BeEwEIS. Dies folgt analog zum nicht-relativistischen Fall (siehe den Beweis von
Lemma V.11) aus Lemma VI.15 b). Fiir die Behauptung iiber [E,, ; (04)_/\_627(31) (N 0)] 7!
beachte man zusétzlich Lemma VI.16 bzw. den Beweis davon. U

KOROLLAR VI.22. Es sei 0 < ¥ < 0y und 0 < g < O klein genug. Dann gilt fiir
allel < <n:

o(Ha(8)) N A, (a, 00)
C D(NumRan(E,(a) — Yo(a) @ 1t + e 14 ® Hf)\RanP<lo> ,C1 - g*Va),

n,l
wobei Cy in Lemma VI.20 definiert wurde. Insbesondere gilt [E, — 6, —, Ey 4 0n 4] C
p(Ha(0)).

BeEwEIS. Dies folgt wegen Lemma VI.15 ¢) unmittelbar aus Lemma VI.20 und
Lemma VI.21. U

BEMERKUNG VI.23. Die Abschétzungen in den Kapiteln VI.3 und VI.4 gelten wie
im nicht-relativistischen Fall (vgl. Bemerkung B.12) analog auch fiir —6, < ¢ < 0,
wenn man die Mengen A, ;(«, 0¢) und A:J(a, 00) an der reellen Achse spiegelt und fiir
die Lokalisierung des numerischen Wertebereichs Y, ;(a) = Y,,; () durch Y,,; 1 ()
ersetzt.

VI.6. Lebensdauer angeregter Zustinde

Nun sind wir schliellich in der Lage, Satz VI.1 zu beweisen. Die Vorgehensweise ist
grundsétzlich dhnlich wie im Pauli-Fierz-Modell. Durch die Feinstrukturaufspaltung
der Eigenwerte ergeben sich jedoch einige Unterschiede: Da ein spektraler Cutoff nur
um die betrachtete Feinstrukturkomponente herum wie o gegen Null ginge, wire
er aus physikalischer Sicht wenig sinnvoll und liee sich auch nicht mit einem Fehler
einfithren, der mit o gegen Null geht. Wir fithren daher einen spektralen Cutoff um alle
Feinstrukturkomponenten der betrachteten Hauptquantenzahl herum ein, was dazu
fiithrt, dass wir auch Integrale in der Umgebung der anderen Feinstrukturkomponenten
abschétzen miissen. Es stellt sich jedoch heraus, dass diese von hoherer Ordnung in «
sind, so dass wir nur bei der Feinstrukturkomponente einen exponentiell abfallenden
Beitrag erhalten, zu der der Testzustand v («) gehort.



VL.6. LEBENSDAUER ANGEREGTER ZUSTANDE 131

BEWEIS VON SaTz VI.1.

Schritt 1: Wie im nicht-relativistischen Fall fithren wir einen spektralen Cutoff ein.
Dazu wéhlen wir eine Funktion F' € C§°(R) mit F(z) = 0 fur || > 1 und F(z) =1
fiir |#| < 1/2 und definieren eine Abschneidefunktion F,(z) := F(d,'(z — E,)). Wie
im nicht relativistischen Fall (siche Schritt 1 im Beweis von Satz V.1) zeigt man

[((a), e F(Ha)p (o)) — ((a), e ()] < CVa

gleichméBig in s > 0.
Schritt 2: Analog zum Beweis fiir das Pauli-Fierz-Modell schreiben wir

((a), e F(Ha)v(ar)) = — % lim [ dAe™ M FO)[f(0.A —1e) = f(0, A+ 1e)
== o [ EWE N - 6,0
wobei f(6, ) := (¥(a;0), A@D(Oz ) mit ¥ (a;0) ;= ¢;(a;0) @ Q und ¢(a; 0) =

Ua(0)p(a). Hierbei Wahlen wir Imé# > 0. Wir haben dabei im ersten Schritt den
Satz von Stone [122, Theorem VII.13] beniitzt. Im zweiten Schritt haben wir die
Dilatationsanalytizitét von H, () beniitzt (siehe Satz VI.5) sowie die Tatsache, dass
H,(0) kein Spektrum im Intervall [E,, — 6, _, E}, + 9,4+ /2] hat (siehe Korollar VI.22).
Wir teilen nun die Integration in verschiedene Intervalle auf:

_% dAe M FO)[f(B,)) — f(8,))]
nl’ )+6n U+ ()
L {Z / A e f(8,0) — £(6, M)
n z/(O‘) 671, v, —

En,l(a)*(sn,l,f( )
T / e M ENFEA) — £0, )]
Ep—6n,—
E’n+6n7+

+ / dXe M F(N)[f(6,\) — f(6, A)]}

Enn(a)+0n,n,+(a)

Hierbei haben wir verwendet, dass F'(A) = 1 ist fir A € [E,1(a) — 0p1 (@), Epn(e)
+ Opn+ ()] C [En — 8,/2, B, + 0,/2].

Schritt 3: Fiir A € [Ep () —0p— (@), Epg(a) 4054+ ()] beobachten wir, dass wie
im nicht-relativistischen Fall wegen Gleichung (VI.43) in Lemma VI.15

(Y1 (a3 0), Va(a;0)) = (¥n(e:0), Fp, (o) (Ha(0) — N) " ¥n(0:0))

H,(0) — A
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gilt und erhalten unter Verwendung der zweiten Resolventengleichung

X [Fr,0)(Ha(0) = A) = (Epg(a) = A+ €1 @ Hy — Zny(a; 0)) Poy(6)]

(
X Fpyyo) (Hal0) = N 6(0:0)) = (6, X) + By (6, ),

wobei f (0, \) der erste Term in der Summe ist. Unter erneuter Verwendung der zwei-

ten Resolventengleichung und unter Ausniitzung der Dilatationsanalytizitéit erhalten

F0,0) = (¢(), [Ens(@) = X = Zny— ()] p())
=(6(0), [Eni(a) = X = Unr(a™,3;0) 7 Zuy - (a)Unr (a7, 3;0)] 7 6(0))
=(0(0), [Eni(@) = X = Yo, ()] ¢(0))
—(9(0), [Bpi(a) = A =Yy ()]
x Unr(a™,3;0)7 Zyy— (@)Unr (o™, 3;0) = Y- (a)]
X [Eni(a) =X = Usr(a™,3;0) 7 Zyy (a)Usr(a™, 350)]71¢(0))

(B,
= [-() + Bo- (),

wobei f_(\) der erste Term in der Summe ist. Wir setzen B(6, \) := By(8, \)+Ba_(\).

Entsprechend erhalten wir

FO,0) = ($(a), [Ena(@) = A = Znpi ()] ()

=(¢(0), [Bna(@) = A = Vi1 ()] 7' 9(0))

— (0(0), [Bng(@) = X = Yo (a)] ™!

[Unr(a™,3;0)7 Zog o (@)Unr (™", 3;0) — Vi ()]

X [Eng(@) = A = Usr(a™,3;0) 7 Zy 1 (a)Usr(a ™, 3;0)]719(0))

=1 fr(A) + B2 (),

X

wobei f, (\) der erste Term in der Summe ist. Wir setzen B(6, \) := By(8, \)+Ba _(\).
Wie im nicht-relativistischen Fall verschieben wir fiir die Terme f4 () die Kontour
und schitzen die Terme B(0, \) und B(f, \) auf der reellen Achse ab. Es gilt

/ Ahe P [F(@.3) — F(6, )
- / dhe P (BE,\) - BO.N)] + / dz e [fy (2) - F(2)]

C14C5s

O R AT ERE O Ry AC]

C2+-C3+4Cy Co
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wobei wir C' := C} + Cy+ C5+ Cy + C setzen mit Cy = [E, () — 0y — (), B () —
Oni—(a)/2], Cy == [Epi(a) =6ny— () /2, Ep () =6y — () [2—10p ()], C5 := [En ()
—Oni—(@)/2=10n1(), Epi(@) + 6np 4 () /2 =16n1(a)], Cy i= [Epg(a) +6ni () /2 —
10n(), Epi(@) + dpi+(a)/2] und Cs := [E,(a) 4 0ny 4 (@) /2, By (@)
+ dpnu+(a)]. Man beachte, dass diese Kontour teilweise auferhald von A, (o, 0¢)
verlauft, was zuléssig ist, da wir hier im Gegensatz zum Pauli-Fierz-Modell keine In-
tegrale betrachten, die fol)(z; ) enthalten. C ist eine geeignete Kontour, um einen
Pol-Beitrag von f(f, z) zu erhalten. Wir wihlen hierzu dieselbe Kontour wie im Be-
weis des Pauli-Fierz-Modells, nimlich Cy = [E,, (o) + ¢*(—(a+¢/2) —ic/2), En (o) +
g*((a+¢/2) —ic/2)] + [Eny(a) + ¢*((a + ¢/2) — ic/2), Eni(e) + g*((a + ¢/2) =i (b +
3¢/2)] + [Eni(@) +g*((a+¢/2) —i(b+3¢/2)), Eni(a) +g*(—(a+c/2) —i(b+3c/2))] +
[Eni(a) + g*(—(a +¢/2) =i(b+3¢/2)), Enyla) + g*(—(a + ¢/2) —i(c/2))].
Abschdtzungen auf der reellen Achse: Wir zeigen die Abschéitzung an Bi(6, \).
Mit Lemma VI.16, Lemma VI.17 und Lemma VI.20 erhalten wir |B;(0,\)] < Cv=2-

2

g°va Es ist leicht zu sehen, dass [ d\ @ /o von Ordnung O(y/a)

(Eni(@)=A)2+c2gt” v 1,1 (@) —X)2+c2 g7
ist. Dieselben Abschitzungen gelten fiir By (6, A). Die Abschétzung an By 1 () verlauft

analog unter Verwendung von Lemma VI.18 und Lemma VI.20.

Abschdtzungen entlang der Kontour C: Wir schitzen das Integral
J1e 1@ - Falas
c

ab: Man beachte, dass

F(e) = gy = 010).00)
HO0), s Yo () s =y 0)

gilt. Folglich heben sich die fiihrenden Terme von f_(z) und f,(z) gegenseitig auf,
und es reicht zu zeigen, dass die verbleibenden Terme mindestens von Ordnung /«
sind. Aus Gleichung (VI.14) und Lemma VI.19 folgt

Yasz(@)ll < Cg*.

Wir konnen daher z.B. abschitzen

1
[(#(0), Eng(a) — (A —i6,,(a))

1 g
“ Bla) = = 1)~ Yo (@) O = O B @ - T e
Da die Kontour Cj die Linge O(a?) hat, kénnen wir das Integral iiber obigen Aus-
druck durch C'a nach oben abschétzen. Entlang der Konturen Cy, Cy, Cy und Cjs
gelten dhnliche Abschéatzungen. Das Integral f+(z) ldsst sich genauso abschétzen wie
das Integral iiber f_(z).
Pol-Term: Das Integral entlang Cy tiber f_(z) liefert den behaupteten Term, das

Yn,l7_(a)

2

Integral iiber f,(z) ist null.
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Schritt 4: Fir X € [Epp(«) — 0ppy (@), Epp(@) + 0ppr +(a)] mit I’ # I beobachten
wir, dass wegen ¢(«) € Ran p

el,n,l

Pou(0)9(a;0) = (P 1(0) ® Xuezpo + P 1 (0) @ 1e)tb(as 0) = (v 0)

und P,y (0)y(a;0) = 0 gilt, woraus wegen Gleichung (VI.43) in Lemma VI.15 die
Beziehung

FO,0) =(¥(;0), Py (0) (P (0)Ha(0) Py (0) — )™ P ()W (0) P, 10(6)

X Po ()W () Py (0) (Pro(0)Ho(6) Py (0) — A)_lﬁn,l/(e)i/f(@; 0))

+ ((a; 0), Py (0) (P (0) Ho () Py (0) — N) Pryr(0)(ev; 0))
= fl(ga )‘) + f2(€7/\)

folgt, wobei f1(6, \) der erste Summand ist. Mittels der zweiten Resolventengleichung

erhalten wir
F1(8,2) = fra(0,0) + Fia(0,0) + frel0, )
mit
Fraa(0,0) = (05 8), P (8) (P (0) Hoo () P (6) = A)
Py ()W 0) Py (0)Fp, 0y (Ha0) = N7 P (0) W) (0) Py (0)
X (Pt (0) Hoo(6) P r(0) = )~ P (0)1(056)),

-1

[Fr,u0)(Ha(0) = N)] 7 Py (O)W(0) P (6)

1

X (P (0)Ho(0) Py (0) — X) ™ Pror ()W ()P, 1 (6)
(P (6)

X (Ppyr(0)Hao(0) P (0) — A) ™ Ppv(0)1b(a; 0))
und
Fre(0, ) == (0(0:0), P (0) (P (0) Hoo (9) Py (6) — )
X Py (0)W @ (0) P (0) (Proy (0) Ho P (6) — )~
X Py ()W (0) P,y (0) [ Fp, ) (Ha(0) — N B ()W) P, 1(6)
X P P
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Wir finden
1
W(0,0) = ————=(W(a; 0), W7 (0) Py (0
fl,( ) (Enl(a)_)\)2<w( ) 01() l()
X Fr, 0 (Ha(0) = N7 Pa (O)WIT (9)1(03 ).
Lemma VI.13 ¢) und Lemma VI.20 a) implizieren
1 2
|f1,a<97>‘)| < g pO’

[Eni() = A2 g2
woraus
En,l/ (a)+6n,l/,+(a) 9

p
N fral8,N)] < 2 = O(a?)
By 1(0)=0,  _(a)
folgt. Fiir die Abschidtzung an fi,(6, ) reicht es, den ersten Summanden zu be-

trachten, da die Abschitzung an den zweiten Summanden analog verlduft. Der erste
Summand lésst sich abschétzen durch

1 —
Boi(a) —ap V)

X Pog(0)W O (0) P 1 (0) (P (0) Ha(0) Py (6) — A)
% [Fr, 0)(Ha(0) = N)] " Pau(0)WLS (0)(a;0))]

< C 9°9p0

T Eni(a) = AP g
wobei wir im letzten Schritt Lemma VI.13 ¢), Lemma VI.20 a) und Lemma VI.15 b)
verwendet haben. Es folgt

—1—=

Py (0)W(0) P, (6)

En,l’ (a)+6n,l’,+(a)
X [ f1(0,0)] < C% — O(g) = O(a*?).
En,l’ (a)_an,l',f(a)

SchlieBlich erhalten wir wiederum mit Lemma VI.20 a) und Lemma VI.15 b)

1e0.0)] = sl 0 0). P OW O 0) P (0)

| Eni(a) —
—1
X [fP <e>(H (0) - A)}
X PnJ/( )W(a (Q)ﬁn l/(Q)
X (Poar(0)HaProp(0) = X) " Py (0)W @ (0) Py (0)(0;0))|
1 g4
< C’——
und Integration liefert
E, p(@)+d, (@) ,
g
dA |f1,c(07 /\)| S C@ = O(O./)

En,l’ (a)_én,l',f(a)

-1

Py ()W (0) P, (0)
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Nun miissen wir noch den Term f5(6, \) behandeln. Mittels der zweiten Resolven-
tengleichung erhalten wir

f2(07 >\) = fZ,a(ea )‘) + f2,b<67 )\) + f3,c<67 )‘>7
mit
1

Py (0)y(a; 0)),
n,l’ (9> - /\> -

f2,a(67 /\) 5:<¢(Oé; 8_)7 Fn,l’<0) (_ ,l’(9>Ha,0(0)ﬁn, (0) - /\)

F25(0,0) 1= = (¥(0;0), Proy () (P (0) Hao(0) P
)

-1

Poy(0)y(a;0))

0
X Pr gt ()W (0) Py (8) (Proyr(0) Ho(6) Proyr(8) — )
X Fn,l’ (8>W(a) (Q)Fn,l’ (0) (ﬁn,l’ (Q)Ha,o(e)?n,l’ (9) - )‘) _1?n,l’ (0)¢(05a 0)>

Wir finden unter Ausniitzung der Dilatationsanalytizitét

1
f2.a(0,7) = m@(a; 0),1(;0)),
woraus foq(0,\) — f2..(0, ) = 0 folgt. Des Weiteren gilt
_ 1 .3y @ oY
f2,b(67 )‘) - (En,l(OC) _ )\)2 <1/}(057 9)7 w (9)1?(047 6)> =0

und

_ 1 .3 (o) (P

| f2.e(0,N)] = Bo(a) = )\IQ\W(%@)’PTLJ(Q)W (0) P (0)
X (Fn,l’ (Q)Ha(g)ﬁn,l’(e) - )‘>_1Fn,l’ (Q)W(a)(Q)PnJ(@)@/J(OJ, 0)>|
e
= Buafa) 2P

wobei wir im letzten Schritt Lemma VI.15 b) verwendet haben. Integration liefert

En,l’(a)+6n,l’,+(a) 9

AA|f2(60,0)] < C25 = Ofa).
By (@)~6, 1. (a)

Schritt 5: Fur X € [Eyn(®) + 6pns(@), By + 0,4 und ebenso fir A € [E, —
On—ys Eni(a) — 0p1,— ()] miissen wir etwas anders vorgehen. Wir betrachten nur den
zweiten Fall, da der erste analog verlauft, und machen eine Fallunterscheidung.

1. Fall: 1 <1 <n. Aus Lemma VI.21 ergibt sich mit I’ = 1 die Ungleichung

C < c
sind|\ — E,p(a)] — Cg?> — a?’

I Fp, ) (Ha(0) — 2) 71 <

die wir fiir die Abschéitzung an fi(6, \) verwenden. Die Abschitzungen an fy(6,\)
verlaufen genau wie in Schritt 4. Man beachte, dass sowohl bei den Abschéatzungen
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an f1(0,\) als auch bei den Abschitzungen an fy(6, \) die Integrationsgrenzen ent-
sprechend geéndert werden miissen. Damit erhalten wir auf dieselbe Weise wie in
Schritt 4 die Abschétzungen
En1(a)=6n1,— ()
[ e @ - F6.0)] = Of)
Ep—0,,

2. Fall: | = 1. Mit der zweiten Resolventengleichung erhalten wir
F(0.0) = ((:0), Fr, o) (Ha(8) — X) " (; 0))
=(1(050), [Bnaa) = X = Q') (X 0)] 1 (0 0))
— (e 0), [Ena(er) = X — QL (X 6)] !
% [Fpy 0 (Ha(0) = X) = (Bpa(c) = A+ e 1y @ Hy — QL7 (X 0)) Py (0)]
X [Fp, o) (Ha(0) = N)] (0 0)) = F(0,)) + B0, ),

wobei f(6,A) der erste Summand ist. Lemma VI.21 liefert die Abschiitzung
C
sint|A — B, (a)] — Cg?
sowie dieselbe Abschiitzung fiir [E, () — A — Qq(fl)()\; 6)]7'. Damit gilt wegen Lem-
ma VI.16 die Abschétzung

Cg*Va
<
BON S G = B(a) = O

175, o) (Ha(0) = X) 7| <

und somit folgt
Ep1(@)=6n1,-(a)
AAF(N)[B(0,2)] = O(g) = O(a*"?)
En—6p,—
mit derselben Rechnung wie im nicht-relativistischen Fall (Beweis von Satz V.1,
Schritt 2). Dieselbe Abschiitzung gilt fiir B(0, \).
Fiir die Abschiitzung an f(6, \) verwenden wir

F0,0) = ((e; 0), [Bua(@) — N7 (s 0))+
+ ((;0), [Bng(a) = N7 (N 0)[Eni (@) — A — QLI (X: )] 7 b (c; 9)).

Der erste Summand hebt sich mit dem entsprechenden ersten Summanden von f (6, )
heraus. Der zweite Summand lésst sich abschétzen durch
g2 : ¢ )
|Eni(a) — Al (sind|\ — B, ()] — Cg?)
woraus mit derselben Begriindung wie oben
Eni(a)—0n,1,—(a)

AAF(V)[f(0.0) = f(6.))] = O(6**) = O(a)

En*(Sn,—

folgt. O
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ABBILDUNG VI.1. Die Integrationskontour im relativistischen Modell

fiir die Hauptquantenzahl n = 3.



Teil 4

Anhang






ANHANG A
Operatorungleichungen und Minimax-Prinzip

A.1. Einige Operator-Ungleichungen

In diesem Anhang listen wir einige niitzliche Ungleichungen aus [8] und [19] sowie
geringfiigige Verbesserungen davon auf. Wir verwenden die Notation aus Kapitel IV.

LEMMA A.1 ([19], Lemma A.5 und Lemma A.8). Es sei vy € F. Dann gilt
(A1) ¢ < SNVl < 5lIDolY Il = 5l F,
(A.2) 00 < Sl 11IVI < 51yl Dol.
LEMMA A.2 ([19], Lemma A.9). Es seiy € F. Dann gilt
X0 < phh ||X(’Y)|| < ngﬁ(M)H, und ||W(7)H < H¢(M)H-

BEwEIS. Wir beweisen nur die dritte Aussage. Es sei v = v, — v, d.h. 7, und
~_ seien der positive bzw. negative Teil von . Dann gilt

W =0+ — p0-) — X0+ 4 x0-) < g0+) 1 X 0-) < g0+) 1 p00-) = gD

wobel wir die Lemmata A.3 und A.2 bentitzt haben. Auf dieselbe Weise erhalten wir
WO > —¢0-) — X0 > _¢0-) — ¢0w) — ¢, so dass |(f, WD f) < (£, 1D )
fiir alle f € $ gilt. Daraus folgt sofort die Behauptung. 0

LEMMA A3. Es sei 0 < v € F. Dann gilt 0 < X0 < ¢(7) und insbesondere
0< 1074908

Eine unmittelbare Konsequenz des vorhergehenden Lemmas ist
LEMMA A4 ([19], Lemma 2.2). Es sei v =~* € &'(9) und v € F. Dann gilt
[D(py, py)| <F Il tr(IV D),
E(v,7') <D(pp1, pry))-
Auflerdem benotigen wir

LEMMA A5 (Bach et al. [8]). Fir alle v € F gilt E(7y,v) < Ttr(v|V]y).

Das folgende Lemma zeigt die relative Kompaktheit der Hartree-Fock-Wechsel-
wirkung.

LEMMA A.6 ([19], Lemma A.10 und Lemma A.11). Es sei v € F sowie g €
(—v/3/2,7/3/2) und a € R. Dann ist W) relativ Do-kompakt. Der Operator Dg@ ist
selbstadjungiert mit D(Dé,&) =D(D,) = H'(R®)* und

O-ess(Dé?g) - UeSS(Dg) = (—OO, _1] U [17 OO)

141
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Schliellich benoétigen wir noch folgendes Lemma (siehe [19, Lemma A.7] und
[117]):

LEMMA A.7. (1) Bs sei Cy = (\/4g2 + 9 —4g)/3, und fir 0 < g < \/3/2 sei
dy:=(1+C2 - ¢(1 — C2)2 + 4g°C2) /2.
Dann gilt fiir g € [0,4/3/2] nach Morozov ([117])
| Dy|* > dg| Dol*.

Wenn zusdtzlich v € F und d, — 4|a|||y|[y > 0 gilt, dann folgt auflerdem
DGl = (dy — 4lal||7]11)*| Do,
(2) Mit b, == +\/1— g>(\/4g> + 9 — 4g)/3 und fiir g € (0,4/3/2) gilt
|Dy|* = by | V",

Wenn zusdtzlich by — 4|al||y|[s > 0 gilt, dann folgt
DR = (bg — 4lallvIl)* VI,
[DRP = (1 4lalllyllib, ) 1Dy

A.2. Das Minimax-Prinzip von Griesemer und Siedentop

In [70] wurde folgendes Minimax-Prinzip fiir nach unten unbeschriankte Operato-
ren bewiesen:

SATZ A8. FEs sei A ein selbstadjungierter Operator in einem Hilbert-Raum b =
by @b mit by L h_. Es sei Ay die orthogonale Projektion auf by und es sei 9 ein
Teilraum mit D(A) C Q C Q(A) und ALh C Q, wobei D(A) und Q(A) den Operator-
bzw. Formdefinitionsbereich bezeichnen. Es sei Pp = X(000)(A), P- = X(—0,0)(A),
N :=0Nbs und

WA,y (049)
dim(M)=n " |g|=1
Dann gilt:

(1) Wenn (¢, Ap) <0 fiir alle p € Q_ gilt, dann folgt
An(A) < pn(A[PrY).

(2) Wenn (¢, Ad) > 0 fir alle 0 # ¢ € Q(A) N by gilt und (JA| + 1)z P_A,
beschrinkt ist, dann folgt

An(A) = pn(AlPLD).

Hierbei sind die i, die tiblichen (Courant)Minimaz-Werte eines nach unten halbbe-

schrdnkten Operators.



ANHANG B

Dilatierte Schrédinger-Operatoren und das
Pauli-Fierz-Modell

B.1. Abschitzungen fiir dilatierte Schrédinger-Operatoren

In diesem Anhang zitieren wir einige Ergebnisse aus [13], die wir fiir die Betrach-
tung des nicht-relativistischen Grenzwertes dilatierter Dirac-Operatoren in Kapitel
IT1.3 sowie fiir die Behandlung von Resonanzen im Pauli-Fierz-Modell in Kapitel V
benotigen. Insbesondere Satz B.3 verallgemeinern wir in Satz [11.15 in Kapitel I11.2.5
partiell auf dilatierte Dirac-Operatoren.

Wir wiederholen Definition (V.4) des Mehrteilchen-Schrodinger-Operators aus Ka-
pitel V.1

1<1<]<N
sowie seine (komplex) dilatierte Version
N —6_63
B2 o= pave X ie ¥ e
1<z<]<N

Man beachte den zusétzlichen Faktor von 1/2 vor dem Laplace-Operator im Vergleich
u [13]. Dieser dndert jedoch nichts an den Aussagen oder Beweisen der zitierten
Satze.
Wir nehmen an, dass das Spektrum von H, die Struktur

O'(Hel) = {El, EQ, .. } U [E, OO)

hat, wobei ¥ := inf 0.4s(He) gilt und E; < Ey < ... (mindestens zwei) Eigenwerte
sind, die sich hochstens bei ¥ hdufen. Wir setzen 6 := dist(En, o C1)\{E }) > 0und
definieren (mit r > 0 klein genug) Pun(0) = —(2mi)~" [ B, (Ha(0) = 2)7tdz
als Projektion auf den Eigenraum von H(6) zum Elgenwert E, Zur Abkiirzung
schreiben wir P,/ (0) := 1— Py, (0) und Puy,y = Pop(0). Fiir n > 0 mit E, +4/2 <
¥ — 1 definieren wir Pyisc(0) = ;.5 <, Fi(0) und Paise() =1 — Py ().

Das folgende Lemma erlaubt es, den dilatierten Operator (B.2) durch den nicht
dilatierten Operator (B.1) zu kontrollieren. Wir wihlen im Folgenden ein hinreichend
kleines 6y > 0.

LeEMMA B.1 ([13], Corollary 1.4.). Es gibt eine Konstante C' > 0, so dass fir alle
|0| < 90
I[Ha(60) — Ha] (Ha 1) < C10]

qgilt.

Aus Lemma (B.1) folgt 143
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KoRrOLLAR B.2 ([13], Gleichung (3.79)). Es gibt ein C > 0, so dass fir alle
|9| < (90

gilt. Dieselbe Abschitzung ergibt sich, wenn man P, durch Pgg. ersetzt.

Mit Hilfe von Lemma B.1 und Korollar B.2 sowie einer Resolventenreihe zeigt
man

SAaTz B.3 ([13], Lemma 3.8.). Es sei z € C mit Rez < ¥ — n. Dann ist fir
hinreichend kleines |0](1+ (X —n—Rez)1) der Operator Hy(0) — 2 auf Ran Py (6)
mvertierbar, und es gilt

H(Pdisc(0>Hel(0>Pdisc<‘9) - Z)ilpdisc(e)H S 2(2 - n— Re 2)71.

Der Beweis dieses Lemmas beniitzt, dass fiir # = 0 die Abschitzung mit Konstante
eins (statt zwei) gilt, und dass wegen Lemma B.1 der Operator H(0) — He () relativ
H(0)-beschrankt ist.

B.2. Abschitzungen fiir das Pauli-Fierz-Modell

In diesem Abschnitt geben wir einige wichtige technische Abschétzungen aus [12]
und [13] ohne Beweis.

Zur Erinnerung definieren wir nochmals (siehe [13] und den Beweis von Lemma
V.11) By(p) := Ha(0) ® 11 — E; + ¢ %(1q @ H + po) mit py = g>~¢. By(p) ist ein
Hilfsobjekt, mit dessen Hilfe man sich in verschiedenen Resolventenentwicklungen
eine Menge kombinatorischer Uberlegungen erspart. Man beachte die Inklusion A C
p(P(0)Hy(0)). Ferner definieren wir P(6) := P ,(0) ® X5,<,, und P(0) :== 1 — P(0).
Im Ubrigen verweisen wir auf die Definitionen in Kapitel V.1.

LEMMA B.4 ([13], Lemma 3.11). Es gibt eine Konstante C' > 0, so dass fir
0 <9 < b, alle g mit 0 < gPEI/Q <1/3 und 0 < py < (§/3)sindd sowie fiir alle z € A
die Abschdtzung

P(9)
CUEES

=l Q

(B.3) 1 Bo(p0)

qgilt.

Der Beweis von Lemma B.4 beruht auf Lemma B.3, der Tatsache, dass Hg(f) ein-
geschrinkt auf Ran Pyis(f) dhnlich zu einem selbstadjungierten Operator ist und
verschiedenen anderen Abschéitzungen an die Resolvente von H(f) sowie der An-
wendung des Spektralsatzes fiir H.

Das folgende Korollar wurde in [11] beniitzt:

KOROLLAR B.5. Es gibt eine Konstante C > 0, so dass fiir 0 < 9 < 0y, alle g mit
0< gpg* <1/3 und 0 < po < (6/3)sind und fiir alle = € A die Abschitzung

o057 Balon) 1 <

qgilt.
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BeEwEIs. Indem wir in Gleichung die Adjungierten nehmen (B.3), finden wir
I %Bg(ﬂo) ||| < €. Die Behauptung folgt nun durch komplexe Interpolation [123,
Kapitel IX.4, Proposition 9]. O

LEMMA B.6 ([13], Lemma 3.13). Es gibt eine Konstante C' > 0, so dass fiir
0 < ¥ < 0y geniigend klein, 60,,05 € {£19} und fir alle p > 0 die Abschdtzung

_ _ C _
(B.4) 11Ba, (0)| /2 Wy ()| B, (p)| 2| < g5+ 2)
gilt.

Der Beweis von Lemma B.6 beniitzt, dass ||Ax(z)_¢| < C’HHfl/sz und ||Ax(z) |
< OJ|(Hg 4 1)Y24]| fiir ein 0 < C und alle ¥ im Definitionsbereich von Hfl/2 gilt, dass
Ha(0) — Ha(0) relativ He(0)-beschrankt ist, und einige andere Abschéitzungen. Der
Term proportional zu p~'/2 ist auf das +1 in der Abschitzung fiir den Erzeugungsope-
rator A, (z) und eine dhnliche Konstante in der Abschétzung des elektronischen Ope-
rators zuriickzufithren. Man beachte, dass die symmetrische Form der Abschétzung
(B.4) wesentlich ist. Abschétzungen an W,(6)|By,(p)| ™! fiihren zu einem schlechteren
Verhalten fiir p — 0.

LEmMA B.7 ([13], Lemma 3.14). Es gibt ein C > 0, so dass fir 9 € (0,6p),
po < (6/3)sind, 0 < gpal/2 < Y% und fir alle = € A der Operator P(0)H,P(0) — »
auf Ran P(0) invertierbar ist und die Abschitzung

I[P(6)H,(0)P(8) — 2] " P(O)]| < 5—
Po
erfillt.

Der Beweis von Lemma B.7 beniitzt Korollar B.5, Lemma B.6 und eine Entwicklung
in eine Neumann-Reihe.

LEMMA B.8 ([13], Lemma 3.15). Es gelte 9 € (0,6y). Es sei py < (§/3)sinv und
0< gpal/2 < ¥2. Dann gilt fir alle = € A, dass der Feshbach-Operator Fpg)(Hy(6) —
z), derin Gleichung (V.9) definiert wurde, existiert. Wenn z € A gilt, dann ist Hy(0)—
z beschrinkt invertierbar genau dann, wenn der Feshbach-Operator Fppy(Hy(0) — 2)

beschrinkt invertierbar ist. Es gilt die Gleichung

(B.5) (Hy(0) = 2)7" = [P(0) — P(O)(P(0)Hy(0)P(0) — 2)~" P(0)W,(0) P(9)]
x Fpo)(Hy(0) — 2)7'[P(0) — P(0)W,(0)P(0)(P(0)H,(0)P(0) — z)~" P(6)]
+ P(O)[P(0)Hy(0)P(0) — 2]~ P(9),
wobei die linke Seite genau dann existiert, wenn die rechte Seite existiert.
Auflerdem gibt es eine von g unabhdingige Konstante C > 0, so dass fiir alle z € A
die Abschdtzungen

(B.6) |(P(0)H, (0)P(6) — =) P(6)W, (6)P(6) | < ;j—%
und
(B.7) |1P(0)W,(0)P(0)(P(6)Hy(0)P(8) — 2)~'| < ﬂjlg/z

gelten.
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Die Formeln (B.6) und (B.7) werden &hnlich bewiesen wie Lemma B.7. Zusammen mit
Lemma B.7 implizieren sie die Existenz des Feshbach-Operators und die Giiltigkeit
von Gleichung (B.5) (siehe [12, Theorem IV.1]). Man beachte, dass der Operator
W,(0) in den Formeln (B.6) und (B.7) die Divergenz fiir py — 0 im Vergleich zu B.7
reduziert.

Das folgende Lemma gibt global fiir alle z € A eine Approximation des Feshbach-
Operators (siche [13], Lemma 3.16, Abschétzungen an Remy bis Rems):

LEMMA B.9. Es sei 0 < e < 1/3 und 0 < 9 < 0y. Dann gibt es eine Konstante
C' >0, so dass fir alle gentigend kleinen g > 0 mit py < (0/3) sin® und fiir alle z € A
die Abschdtzungen

[ Fre) (Hy(0) = 2) = (B — 2 + ¢ "1a @ Hy — ¢°Q ()| P()|| < Cg**
und
IP@)Wy(0)P(0)]| = O(g*")
gelten.
Der lange und technische Beweis von Lemma B.9 beruht auf der Entwicklung der
Resolvente in eine Neumann-Reihe, auf dhnlichen Abschétzungen wie in B.6 und auf
der pull-through-Formel [12, Lemma IV .8].

Fiir z geniigend nahe zu E; kann Q(® (z) durch Z(«, §) approximiert werden (siche
[13, Lemma 3.16, Abschitzungen an Rem, und Rems)).

LEMMA B.10. Es sei 0 < € < 1/3 und 0 < ¥ < 0y. Dann gibt es eine Konstante
C' > 0, so dass fiir alle geniigend kleinen g > 0 mit py < (0/3) sint¥ und alle z €
D(Ej;, po/2) die Abschdtzung
P1QV(2) = Z(a, )| < Cg***
qgilt.
Zum Beweis benttigt man zusétzliche Abschétzungen, um die z-Abhéngigkeit von

QY (2) zu eliminieren. Jedoch scheint Lemma B.10 nicht fiir alle z € A zu gelten,
was in [13] anscheinend benutzt wird. Lemma B.10 und Formel (V.16) implizieren

KoroLLAR B.11. Unter den Annahmen von Lemma B.10 gilt
P19 () - 2(0)| < Cg**.
BEMERKUNG B.12. Man beachte, dass zur Approximation des Feshbach-Opera-
tors Fp(g) (Hy(0) — 2) fiir § = 19 mit ¥ > 0 das —ie in der Definition (V.10) durch

+ie ersetzt werden muss. Insbesondere miissen das Spektrum und der numerische

Wertebereich dieses Operators an der reellen Achse gespiegelt werden.
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