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Vorwort

David Hilbert entwickelte Anfang des 20. Jahrhunderts die Beweistheorie, um
die Grundlagenprobleme von Mathematik und Logik , ein fiir allemal” zu losen.
Sein , Hilbertprogramm” war als ein Forschungsprogramm mit eminent philo-
sophischen Absichten konzipiert: Ausgehend von ganz grundlegenden Prinzi-
pien sollte der Erkenntnisanspruch der Mathematik gerechtfertigt und die Ma-
thematik als Wissenschaft auf ein festes Fundament gestellt werden.

Nach landlaufiger Meinung hat sich mit den Gddelschen Unvollstandig-
keitssdtzen herausgestellt, dafs diese Ziele nicht erreichbar sind. Hilberts forma-
listische Philosophie der Mathematik besitzt tiberhaupt kaum Tragfahigkeit und
das eigentliche Hilbertprogramm ist so tot wie sein Entwickler. Die Beweistheo-
rie konnte ihre grofien Erfolge nur dadurch erwirtschaften, dafs sie sich von den
fruchtlosen philosophischen Auseinandersetzungen ihrer , Griinderzeit” verab-
schiedet und zu einer rein mathematischen Disziplin entwickelt hat.

In dieser Sichtweise sind Wahrheit und Irrtum so miteinander vermischt,
dafy es kaum moglich scheint, ihr eine knappe Alternative entgegenzusetzen.
Die vorliegende Arbeit will daher insgesamt ein Ansatz zu einer solchen Alter-
native sein. Sie will die philosophische Suche nach einem tieferen Verstdndnis
von Hilberts Programm, seiner Konzeption von Axiomatik, seinem Formalis-
mus und seinem Finitismus einen Schritt voranbringen. Dafs diese Suche nicht
nur in Bezug auf Hilberts Standpunkt, sondern auch auf die Grundlagen der
Mathematik tiberhaupt bis heute sehr lebendig ist, zeigt, dafs auf diesem Terrain
noch lange nicht alle philosophischen Fragen ,ein fiir allemal” erledigt sind.

Im Gegenteil hat gerade das Hilbertprogramm selbst eine ganze Reihe neuer
Fragen aufgeworfen. Welche Implikationen haben denn genau die Godelsdtze
tiir das Hilbertprogramm? Wie sind die Grenzen des Finitismus abzustecken?
Verlangt ein solches Programm, eine formalistische Philosophie der Mathematik
zu vertreten? Hat Hilbert wider bessere Einsicht an seinem Programm geklam-
mert oder ist seine Position rational doch tragfahiger, als seine Gegner und auch
manche seiner Freunde zugestehen wollen?

Die vorliegende Arbeit will zu diesem Fragenkreis eine eigene Perspektive
anbieten, die nicht nur in sich moglichst kohédrent sein soll, sondern zugleich
auch den Leistungen Hilberts und seiner Schiiler angemessen, und das kann
nur heiflen: ihren philosophisch-grundlagentheoretischen Standpunkten gegen-
tiber so addquat wie moglich und so kritisch wie nétig. Die erkenntnistheore-
tischen und wissenschaftsphilosophischen Fragenstrange werden daher verwo-
ben mit dem Versuch einer sorgfaltigen Interpretation der historischen Quellen.



Bei der Auseinandersetzung mit Problemen und Positionen, die nicht nur ad
hoc erdacht, sondern auch tatsiachlich vertreten wurden, ist eine gewisse pro-
blemgeschichtliche Perspektive unabdingbar. Wer historische Angemessenheit
bei philosophischem Arbeiten fiir tiberfliissig oder gar storend hilt, der wird
bei komplexeren Zusammenhdngen kaum der Gefahr entgehen, seine Fragen
nur deshalb so elegant, so ,rein sachlich” und so ,rein systematisch” beant-
worten zu konnen, weil er sie passend konstruiert hat. Will man sich hingegen
tatsdchlich mit ,grofsen Gedanken” auseinandersetzen, sich von ihnen anregen
und herausfordern lassen, mufs die erste Devise sein, diese Gedanken so gut wie
moglich zu begreifen.

Die sachliche Auseinandersetzung mit einem historisch gewachsenen Pro-
blemkreis weif sich daher unter mehr Anspriiche gestellt als Arbeiten, die sich
einzig der sachlichen und fachinternen Auseinandersetzung mit einem Problem
stellen. Sie ist der Gefahr ausgesetzt, dafy der Kritiker das Principle of Charity
vergifit und in der diszipliniibergreifenden Breite logischer, erkenntnistheoreti-
scher, wissenschaftsphilosophischer und -historischer Fragen reichlich Angriffs-
flache findet. Aus einer dhnlichen Diagnose zog der Philosoph, Logiker und Ma-
thematiker Gottlob Frege schon 1893 in seinen Grundgesetzen der Arithmetik in
gewohnter Deutlichkeit und Schérfe den Schlufs:

Es ,miissen alle Mathematiker aufgegeben werden, die beim Aufstossen von logischen
Ausdriicken, wie ,Begriff’, ,Beziehung’, ,Urteil’ denken: metaphysica sunt, non leguntur! und

ebenso die Philosophen, die beim Anblicke einer Formel ausrufen: mathematica sunt, non
leguntur!” FREGE, Grundgesetze [1893], xii

Dem bleiben nur noch diejenigen hinzuzufiigen, die zu Studien tiber verstorbe-
ne Denker sagen: historica sunt, non leguntur!

Ein besonderer Dank gebiihrt entsprechend allen, die diese Arbeit trotzdem
lesen, in erster Linie Prof. Moulines und Prof. Link, die die Miihe der Begutach-
tung auf sich genommen haben. Auflerdem vielen Freunden und Kollegen fiir
ihre freundschaftliche Unterstiitzung und fiir bereichernde Diskussionen. Be-
sonders erwdhnen mochte ich von meinen akademischen Lehrern Justus Diller,
Godehard Link, Karl-Georg Niebergall, Wolfram Pohlers, Rosemarie Rheinwald
und Wilfried Sieg. Die Forschungen, die in diese Arbeit eingeflossen sind, wur-
den finanziert u. A. durch eine Stelle im Rahmen eines DFG-Projekts zur Ge-
schichte der Beweistheorie (Dank an Menso Folkerts und Godehard Link) und
durch ein Forschungsstipendium der Fritz-Thyssen-Stiftung. Zu danken habe
ich auch meiner Ehefrau Stephanie fiir Vieles, das hier weder aufgezihlt wer-
den kann noch soll.

Ich widme diese Arbeit meinen beiden Briidern, Marcus und Johannes, ohne
deren kontinuierliche Ermutigung sie nicht entstanden wire.

Pittsburgh, im Juni 2006 CHRISTIAN TAPP
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11

Einleitung

1. Philosophie und Mathematik

Ovdelc ayeopétpetog cloeto.
Niemand trete ein, der der Mathema-
tik nicht kundig ist.

PLATON'

Die Philosophie hatte immer schon ein besonderes Interesse an der Mathematik.
Wer die platonische Akademie betrat, sollte sich seiner mathematischen Kennt-
nisse sicher sein. Der epistemische Zugang zu mathematischen Objekten bildete
fiir Platon ja sogar das Paradigma jeglicher Erkenntnis. Nach diesem Vorbild
strukturierte er sein Bild von Erkenntnis {iberhaupt: Ideen leben in einem Reich
reiner Formen und ihr Vergleich mit den Erfahrungen der Welt liefert bei Uber-
einstimmung wahre Erkenntnis.

Fiir die Philosophen des Rationalismus war es mehr als eine blofse Vorliebe,
ihre philosophischen Lehrsitze ,more geometrico demonstrata” zu prasentie-
ren. Sie wollten die philosophische Erkenntnis auf wenige grundlegende Defi-
nitionen und Axiome begriinden und ansonsten nur die streng logische Beweis-
fiihrung gelten lassen, wie sie seit dem Altertum als das Idealbild der Geome-
trie gelehrt wurde. (Die Elemente des Euklid konnten dieses Ideal zu einem sehr
groflen Teil realisieren, aber nicht vollstindig.) Das Streben nach argumentati-
ver Gewifsheit wie in der Mathematik ist ein Charakteristikum rationalistischer
Philosophie.

Die empiristischen Gegner der Rationalisten forderten, die Sinneswahrneh-
mung und die Erkenntnisse der letztlich auf der Sinneswahrnehmung basie-
renden Naturwissenschaften zum Vorbild jeder Erkenntnis zu nehmen. Und da
die modernen Naturwissenschaften ohne Mathematik nicht auskommen kon-
nen, kommt ihr auch in der empiristischen Erkenntnistheorie eine besondere
Stellung zu. Allerdings ist sie nicht immer so sehr im Vordergrund der Diskus-
sionen zu sehen wie bei David Hume, fiir den die mathematische Erkenntnis
zum regelrechten Problem wird. Denn wo soll man sie einordnen, unter die

!Dieser Spruch soll {iber dem Eingang der platonischen Akademie angebracht gewesen sein.
Vgl. z.B. die Uberlieferung bei JOHANNES PHILOPONUS, De Anima Kommentar [1897], 117 (26—
27), der allerdings wortlich ,&yeopétpetoc pi cioito” hat. Die Ubersetzung von ,,ycopétpetoc” als
,Mathematiker” und nicht als ,Geometer” ist gerechtfertigt, weil Mathematik damals im We-
sentlichen aus Geometrie bestand und umgekehrt der Ausdruck ,padnuatxi” eher allgemein
das Gewufste und weniger das spezifisch Mathematische meint.
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rein empirischen ,matters of fact” oder unter die rein denkerischen ,relations
of ideas”? Keine der beiden Antworten kann befriedigen, schon da die Moglich-
keit, Mathematik in den Naturwissenschaften erfolgreich anzuwenden, eine Art
Zwischenstellung und die Moglichkeit zu einer Art , Verknotung” geistiger und
empirischer Anteile fordert.

Immanuel Kant wachte bekanntlich auf, als er diesen Knoten bemerkte,
und machte sich daran, ihn gar nicht auf eine der Seiten aufzultsen, son-
dern regelrecht zu durchschlagen. Er trennte die Unterscheidungen analy-
tisch/synthetisch und a priori/a posteriori von einander und eréffnete dadurch
die Moglichkeit apriorisch-sicherer Erkenntnis, die dennoch nicht analytisch-
trivial ist. Fiir ihn gibt es synthetische Sitze in der Mathematik, doch lassen sie
sich a priori wissen. Sie gehoren also in die Abteilung synthetischer Aprioris,
in die nach seiner Auffassung auch die wesentlichen Sitze der Metaphysik ge-
horen. Aber gibt es tiberhaupt sinnvolle metaphysische Séatze? Die Parallelisie-
rung zwischen mathematischer und metaphysischer Erkenntnis bringt fiir Kant
einen regelrechten Plausibilitdtsschub. Wahrend die Metaphysik immer unter
dem Verdacht steht, gar nicht zu existieren (weil es keine sinnvollen metaphy-
sischen Sétze gebe oder man iiber solche nichts wissen konne), wird das tiber
die mathematische Erkenntnis niemand ernsthaft behaupten. Also ist die Men-
ge der synthetisch wahren und a priori wifbaren Sdtze nicht leer. Und das macht
mehr als plausibel, dafd es auch noch andersartige synthetische Aprioritdten ge-
ben kann, beispielsweise die metaphysischen.

Und schliefilich arbeitet sich auch ein Martin Heidegger noch an der Mathe-
matik ab, wenn er das eigentliche Denken von einer uneigentlichen Form unter-
scheidet, die sich unseres technikdurchwirkten Alltags fast vollstindig beméach-
tigt hat, und diese uneigentliche Form das ,rechnende” Denken nennt. Lassen
wir dahingestellt, in welch negatives Licht die Mathematik hier getaucht wird,
und lassen wir auch dahingestellt, ob sich hier {iberhaupt eine addquate Sicht-
weise der Mathematik ausdriickt. Es bleibt, dafy auch fiir einen Heidegger die
Mathematik, oder sagen wir: das, was er unter ,rechnendem Denken” versteht,
eine philosophische Herausforderung ersten Ranges ist.

Die Mathematik spielte also fiir fast alle Epochen und Stromungen der Phi-
losophiegeschichte eine irgendwie besondere Rolle — und dabei wurden gerade
vor allem Stromungen und Epochen aufgerufen, die man kaum in einem mo-
dernen Handbuch tiber ,Philosophie der Mathematik” antreffen wiirde. Aber
was ist es eigentlich neben dem synthetischen Apriori, was die Mathematik phi-
losophisch so interessant macht?

Der erste und wichtigste Aspekt ist bestimmt die Sicherheit mathematischer
Erkenntnisse. Kaum eine andere Wissenschaft kann problemlos davon sprechen,
die eigenen Lehrséitze ,bewiesen” zu haben. Selbst in René Descartes’ radikalem
Zweifel bleibt es — wie die sorgfiltige Analyse der Meditationen zeigt — letztlich
in einer vielsagenden Schwebe, ob er die erwdhnten mathematischen Satze auch
fur zweifelhaft erklart oder nicht. Kann Descartes wirklich daran zweifeln, daf3
2 + 2 = 4 ist, oder gar daran, daff ein Quadrat vier Seiten hat? Was sollte der
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tduschende Damon uns stattdessen glauben machen? Sollen wir eine Vorstel-
lung, ein Trugbild haben, in dem ein Quadrat fiinf Seiten hat? Gibt es irgendei-
nen ganz schwachen Sinn von , moglich”, sozusagen , traumbild-méglich”, un-
ter den auch ein fiinfseitiges Quadrat fallt, das ja begrifflich gesehen sogar einen
logischen Widerspruch in sich tragt? Wie auch immer man Descartes hier genau
verstehen will, die Uberzeugung einer besonderen Sicherheit der mathemati-
schen Erkenntnis hat er jedenfalls sicher geteilt. Diese Uberzeugung ist auch
heutzutage derartig weit verbreitet, dafs es dem Mathematiker nicht selten ge-
schieht, von aufierhalb der Zunft mit der Frage konfrontiert zu werden, was
es denn in der Mathematik iiberhaupt noch zu forschen gebe. Die Sicherheit
der verftigbaren Erkenntnisse ldf3t sich eben leicht mit der Verfiigbarkeit der si-
cheren Erkenntnisse verwechseln! Jedenfalls ist die Mathematik immer schon
das Beispiel fiir die Sicherheit von Erkenntnissen gewesen, und die Philosophie
bringt schon deshalb der Mathematik ein besonderes Interesse entgegen, weil es
ihr ganz allgemein um Erkenntnis, um das Verhaltnis von Meinen und Wissen,
um den Wahrheitsbegriff und die Frage der Rechtfertigung von Wissensansprii-
chen geht.

Die Sicherheit mathematischer Erkenntnisse verdankt sich zu einem Gutteil
dem streng deduktiven Aufbau der mathematischen Theorien. Dies fiihrt zu ei-
nem zweiten Aspekt, warum Mathematik philosophisch interessant ist. Sie ist
eine deduktive Wissenschaft, die eng an die Logik angebunden ist durch ihr Be-
streben, Argumentationen durch rein logische Schliisse zu fiihren. Dabei ist hier
nicht die Rede davon, auf welchen Wegen die Mathematiker faktisch zu neuen
Vermutungen und Theorien gelangen. Diese Wege sind sicher hédufig induktiv
oder sogar experimentell. Manchmal gewinnt der Mathematiker einen neuen
Kandidaten fiir ein Theorem (nicht nur, aber auch) durch Betrachtung einzel-
ner Beispiele, die alle eine bestimmte Eigenschaft haben, und er fragt sich, wie
allgemein man Bedingungen an eine Klasse solcher Objekte formulieren kann,
damit alle Objekte in dieser Klasse diese Eigenschaft haben. Mit einem solchen
,Ergebnis” wird sich der Mathematiker dann aber erst zufriedengeben, wenn er
es im Rahmen einer akzeptablen Theorie bewiesen hat.> Die Betonung liegt hier
mehr auf dem Beweisen als auf der akzeptablen Theorie. Denn die Mathematik
hat auch kein Problem damit, hypothetische Erkenntnisse als solche zuzulassen,
d. h. Erkenntnisse, die darin bestehen, daf} ein bestimmter Satz nur unter gewis-
sen Zusatzannahmen gilt, deren Wahrheit keineswegs allgemein anerkannt ist.
Dann lautet die mathematische Erkenntnis eben nicht, dafs p, sondern, dafs p, falls
die Zusatzannahmen z gelten. In jedem Fall wird der Mathematiker fiir eine wirk-
liche mathematische Erkenntnis auf einem Beweis beharren und ,,Wissen” und
,Bewiesen-sein” geradezu gleichsetzen. Nimmt man diese Orientierung am Pa-
radigma des Beweises ernst, so wird man die Mathematik tatsdchlich in erster
Linie als rein deduktive Wissenschaft beschreiben miissen, ja man kénnte fast sa-

?Zu der hier starkgemachten Trennung zwischen Gewinnung einer neuen mathematischen
Erkenntnis und ihrer Begriindung vgl. auch FREGE, Begriffsschrift [1879], 1L
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gen: Wenn es iiberhaupt erfolgreiche deduktive Wissenschaft gibt, dann ist die
Mathematik das beste Beispiel. Theorien gelten in ihr erst dann als ausgereift,
wenn sie in axiomatische Form gebracht werden konnen, d. h. wenn bestimmte
Grundbegriffe und Grundannahmen festgelegt sind, aus denen sich die weite-
ren Sitze der Theorie durch geschickte begriffliche Definitionen und blofie logi-
sche Deduktionen ergeben. Die ,Strenge der Beweisfithrung” verbiirgt, dafs die
Behauptungen tatsdchlich mit GewifSsheit aus den Axiomen folgen, sie macht
die fraglichen Beweise nachpriifbar und ermoglicht schliefslich auch Untersu-
chungen iiber die zugrundegelegten Axiomensysteme. So hiangt der deduktive
Aspekt mit dem Sicherheitsaspekt zusammen. Erkenntnistheoretisch betrach-
tet ist es an der Mathematik eben bestechend, daf3 sie ein , lebendiges” Beispiel
systematisch geordneten Wissens bietet, das in bestimmter Hinsicht erfahrungs-
unabhéngig und dennoch nicht trivial analytisch ist.

Den offensichtlichen Vorteilen der deduktiven Wissenschaft steht allerdings
ein anderes Problem gegentiber, das fiir viel philosophisches Kopfzerbrechen
verantwortlich zeichnet: Die Anwendbarkeit der Mathematik in den Wissenschaf-
ten, die sich mit der empirischen Wirklichkeit befassen und die sowohl in der
Theoriebildung, als auch in der technischen Anwendung seit Beginn der Neu-
zeit enorme Erfolge feiern konnen. Die Mathematik kommt dabei gleich mehr-
fach ins Spiel, ob als Hilfsmittel fiir die naturwissenschaftlichen Theoriebildun-
gen, als Instrument fiir Computersimulationen oder als Bindeglied zwischen na-
turwissenschaftlichen Theorien und ihren technischen Anwendungen. Hier ist
nicht der Ort, diesen Andeutungen weiter nachzugehen. Es bleibt nur festzu-
halten, daf$ eine derart universal verwendbare Wissenschaft das philosophische
Interesse an Wissen und Wissenschaft besonders hervorlocken muf3 und es vor
die enorme Herausforderung stellt, die ,,sachliche Wahrheit” rein apriorischer
,Deduktionsprodukte” zu erklédren.

In einer gewissen Spannung zum Phdnomen der Anwendbarkeit steht ein
anderer Aspekt der Frage nach der mathematischen Wahrheit, namlich der ob-
jektive Geltungsanspruch mathematischer Sitze. Die Resultate der Mathematik
gelten nicht nur unter gewissen Bedingungen® oder in bestimmten Hinsichten.
Man muf (jedenfalls dem Anspruch der Mathematik nach) nicht erst eine be-
sondere methodische Grundhaltung einnehmen, um mathematische Resultate
als wahr erkennen zu konnen. Ihre Wahrheit will unabhingig von personli-
chen Uberzeugungen, iiberhaupt vom einzelnen Subjekt und seinen raumlich-
zeitlichen Bestimmungen sein. Mathematik , gilt” sozusagen fiir alle Menschen
immer und tiberall, sie gilt , objektiv”.

Die Objektivitit mathematischer Erkenntnis kann man in zwei Perspektiven
betrachten. In der einen Perspektive erscheinen die mathematischen Wahrhei-
ten als notwendig wahr in dem Sinne, dafs sie auch dann giiltig bleiben, wenn

3Damit sind hier natiirlich nicht explizite Voraussetzungen innerhalb einer mathematischen
Behauptung gemeint, sondern den mathematischen Erkenntnissen dufserliche Bedingungen, die
— in traditioneller philosophischer Terminologie gesprochen — mathematische Erkenntnisse als
,bedingte Erkenntnisse” qualifizieren wiirden.
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ganz andere Naturgesetze unsere Welt regieren wiirden. Ja, sogar wenn man
tiberhaupt keine Naturgesetze feststellen konnte, sollte das die Giiltigkeit ma-
thematischer Sitze nicht tangieren. Wie kann es sein, daf$ Satze, die auch dann
glltig bleiben sollen, wenn die Welt der Naturgesetze auf dem Kopf steht, so
universell in den Naturwissenschaften anwendbar sind? Diese Spannung, die
man vielleicht , metaphysische” Objektivitit der Mathematik nennen konnte, léfst
sich moglicherweise auflosen mit Hilfe der Konzeption einer besonderen Allge-
meinheit oder Generalitdt der mathematischen Sétze, die der Allgemeinheit der
logischen Séatze zumindest idhnlich ist. Auch dies kann hier nur eine Andeutung
bleiben.

Den anderen Aspekt der Objektivitdt mathematischer Erkenntnis kann man
als intersubjektive Objektivitit beschreiben. Wahrend das Streiten geradezu zur
Wissenschaftskultur vieler Geisteswissenschaften gehort und wihrend es selbst
in der Physik bisweilen zu deutlichen Meinungsverschiedenheiten iiber zentrale
Theorien kommt (man denke nur an Einsteins Verhaltnis zur Quantentheorie),
herrscht in der Mathematik auf der sachlichen Ebene fast pure Einigkeit. Zwar
gibt es auch hier personliche Praferenzen und den Effekt, dafi sich im Laufe der
Zeit die Meinungsverteilung dariiber, was als , interessant” gilt, verschiebt. Aber
das ist gar nichts im Vergleich zur ,Streitkultur” anderer Facher. Dieses Phano-
men hat sicher auch mit gewissen kulturgeschichtlichen Zuféllen zu tun, und
es wird mitbestimmt durch Verstarkungseffekte wie den, dafy bestimmte Eigen-
schaften bestimmter Facher auch eher eine bestimmte Klientel anziehen. Aber es
1483t sich sicher nicht auf diese Faktoren reduzieren. Um den berithmten ,Mann
auf der Strafie” anzurufen: Wenn man ihn an ein paar physikalische Grundlagen
aus der Schulzeit erinnert, wird er zumindest ansatzweise ein Verstindnis fiir
wissenschaftsphilosophische Grundfragen der Physik aufbringen. Auch wenn
er nicht versteht, was Quarks eigentlich sind, wird er vielleicht zugestehen, daf3
die Frage, was Quarks eigentlich sind, eine ernsthafte wissenschaftliche Frage
ist. Anders bei manchen Grundfragen der Philosophie der Mathematik. Unser
Mann auf der Straie wird kaum die Frage verstehen, woher wir eigentlich wis-
sen, daff 1 + 1 = 2 ist. Bevor er dies begeistert als ernsthafte wissenschaftliche
Frage aufnimmt, wird er uns eher fiir verriickt halten. Fiir dieses Phdnomen sind
die genannten Faktoren sicher mitentscheidend. Aber es bleibt hier ein Residu-
um, das ich als intersubjektive Objektivitit der Mathematik beschreiben wiirde.
Bei der Auswahl von Gegenstanden und Methoden fiir die eigene Arbeit gibt
auch die Mathematik dem Einzelnen viel Spielraum fiir subjektive Praferenzen.
Aber es gibt so gut wie nie den Vorwurf an den Fachkollegen, das, was die-
ser da betreibe, sei doch keine Mathematik. Die wenigen Ausnahmen (Gordans
Kritik an Hilbert, Kroneckers Kritik an Cantor, die Beargwohnung der Mathe-
matischen Logik u. 4.) kennt man wahrscheinlich deshalb so gut, weil es Aus-
nahmen sind. Und auch die Betrachtung der Alltagswelt zeigt, daf fiir viele die
Mathematik geradezu das Mafs des Objektiven ist. Wenn man etwas ausgerech-
net hat (und man sich nicht verrechnet hat), dann muf$ es stimmen, und wenn
man eine Einschidtzung moglichst unangreifbar belegen will, dann legt man am
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besten ,, Zahlenmaterial” vor. Was die Objektivitdt der Mathematik ausmacht,
kann hier mehr angedeutet denn beschrieben werden. Die wissenschaftsphi-
losophische Beschiftigung mit der Mathematik geht mit der Frage nach ihrer
Objektivitdt einem interessanten wissenschaftlichen Phanomen nach, fiir das es
keine so unmittelbare Erkldarung gibt wie im Falle der Naturwissenschaften. Die
Naturwissenschaften haben es (nicht nur, aber auch und m. E. sogar in erster Li-
nie) mit Gegenstdnden zu tun, die wir alle kennen, die wir sehen oder anfassen,
horen oder riechen konnen. Wie diese Gegenstande im Experiment sich verhal-
ten, macht die unverriickbaren Grunddaten der Naturwissenschaften aus. Dies
liefert zumindest einen Ankniipfungspunkt fiir eine Erkldarung von deren Ob-
jektivitdat — auch wenn eine umfassende Erkldarung selbst damit natiirlich noch
lange nicht ausgemacht ist. Bei der Mathematik ist keine dhnliche Losung in
Sicht. ,Experimente” erscheinen typischerweise geradezu als Gegensatz zu Ma-
thematik und die Objekte dieser Wissenschaft hat niemand je gesehen.

So wird man von der Objektivitdtsproblematik zu einem weiteren Punkt ge-
tiihrt, der das philosophische Interesse an der Mathematik begriindet: die ver-
trackte Frage nach der Ontologie mathematischer Gegenstiinde oder — in sprachphi-
losophischem Gewand — die Frage nach der Referenz mathematischer Terme.
Die Dinge, von denen die Mathematik redet, sind das Paradebeispiel fiir ab-
strakte Objekte. Mit Zahlen beispielsweise haben wir jeden Tag in unserem all-
taglichen Leben zu tun. Aber die Fragen, was Zahlen eigentlich sind und inwie-
fern sie existieren, markieren moglicherweise wirklich eine Feynmansche ,, Allee
von Fragen, von der niemand bisher gesund zuriickgekehrt ist”. Deflationdre
Ansitze haben hier, wie so oft, den Schein der Bescheidenheit und Zurtickhal-
tung fiir sich. Statt die Existenz abstruser Entititen zu fordern oder auch nur
dartiber eine sinnvolle Debatte fiir moglich zu halten, verweisen sie kurzerhand
auf unsere mathematische und alltdgliche Praxis mit den Zahlen und behaupten
(vollig zu Recht), daf die Bedeutung des Begriffs der Zahl in der Weise besteht,
wie wir ihn verwenden. Sie meinen aber dartiber hinaus (zu Unrecht), dafd damit
alles gesagt sei und die ontologischen Schwierigkeiten sich in Luft aufgelost hét-
ten. Niemand mochte doch ernsthaft behaupten, dafs Zahlen nicht existierten.
Und die Frage nach der Existenz von Zahlen fiir unsinnig oder uninteressant zu
erklaren, kommt {iber den Status einer blof$ dogmatistischen Festsetzung nicht
hinaus. Wenn man dann noch am logischen Prinzip des Tertium non datur fest-
hélt, wird man weiterhin ganz nattirlich davon sprechen, dafs es Zahlen ,,gibt”.
Dann bleibt es eine philosophische Aufgabe zu fragen, was es eigentlich bedeu-
tet, wenn man von Zahlen spricht und wenn man sagt, daf$ sie existieren. Die
ontologischen Fragen, die in der analytischen Philosophie lange Zeit einfach fiir
tot erklirt wurden, erfreuen sich in eben dieser analytischen Traditionslinie heu-
te eines gesteigerten Interesses.

Mit diesen ontologischen Fragen hidngt es zusammen, daff die Mathema-
tik noch eine weitere wissenschaftsphilosophische Besonderheit aufweist. Zwar
ist es auch in der Mathematik so, dafs die meisten der ,,working mathemati-
cians” sich nicht sonderlich um philosophische Grundlegungsfragen ihrer Wis-
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senschaft kiimmern. Dennoch haben die meisten von ihnen gewisse Vorstellun-
gen in dieser Richtung, und zwar solche, die man gemeinhin als , platonistische”
bezeichnet.* Dies ist ein Phianomen, das ernst genommen zu werden verlangt
und erklart werden will. Das Attraktive an der platonistischen Position ist die
Konzeption eines vom einzelnen Forschungssubjekt unabhédngigen ,Reiches”
mathematischer Wahrheiten. Diese Konzeption etabliert einen starken Objekti-
vitdtsbegriff, der sowohl in der eben , meta-physisch” genannten Perspektive,
als auch in der ,intersubjektiven” Perspektive gut zum Phianomen der Objek-
tivitat pafst. Es scheint, daf$ sich dieses Phdanomen am einfachsten mit einem
platonischen, von uns erkennenden Subjekten unabhingigen Reich mathemati-
scher Tatsachen erklédren laft.

Der Platonismus fiihrt aber eine Reihe von Problemen mit sich,” unter denen
die erkenntnistheoretischen die dringendsten sind. Wenn es eine von der phy-
sischen Welt verschiedene Realitit mathematischer Wahrheiten gibt, welchen
Zugang konnten wir dann zu ihr haben? Was verbiirgt eigentlich, daf3 es sich
bei den mathematischen Siatzen nicht um blofie Meinungen, sondern um Wis-
sen handelt? Die epistemische Rechtfertigung mathematischer Satze ist fiir den
Platonismus ein ernsthaftes Problem. Ob man den epistemischen Zugang zum
platonischen Universum als , Intuition” ausbuchstabieren mag oder nicht — die
Probleme bleiben. Bindet man die Rechtfertigung mathematischer Axiome zu
eng an einen, wie auch immer gearteten, Zugang zu einer platonischen Welt, so
werden auftretende Paradoxien und die Entdeckung von prinzipiellen Grenzen
der mathematischen Erkenntnis zu einem echten Problem. Die Fundamente jeg-
licher mathematischer Erkenntnis werden dadurch erschiittert und das gesamte
Gebdude mathematischer Sicherheit gerdt ins Wanken. Einmal die Axiome an
Erkenntnis aus platonischer Quelle gebunden und man kann auf Inkonsistenzen
nicht mehr durch Weglassen oder Austauschen von Axiomen reagieren, ohne
prinzipielle Zweifel an der Zuverldssigkeit der Erkenntnisquelle zu evozieren.
In dieser Optik sind Paradoxien dann wirkliche Antinomien und verursachen
eine Grundlagenkrise, die diesen Namen auch verdient.

Bei genauerer Betrachtung stellt sich jedoch heraus, dafs diese Probleme kei-
neswegs an einer vollentwickelten Version des Platonismus hingen, die ein on-
tologisches ,drittes Reich” (neben der physischen Welt und der gedanklichen
Welt) postuliert. Auch ohne platonistische Attitiide wird man sagen, dafy wir
mit mathematischen Entitdten nicht kausal interagieren kénnen und sie mit un-
seren Sinnen nicht wahrnehmen konnen. Und dennoch wird man ihre Existenz,
zumindest in einem ganz basalen Sinne, nicht leugnen. Niemand wird ernst-

“An diesem Phinomen #ndert es auch nichts, daf der Platonismus unter den Mathema-
tikphilosophen dauerhaft (nicht nur zur Zeit) schlechte Konjunktur hat; vgl. LINK, Reductionism
[2000], 178.

5Es soll hier nicht der Eindruck erweckt werden, dafl nicht-platonische Positionen weniger
Probleme mit sich brachten. Neben inhaltlichen Problemen gibt es auch argumentative Schwi-
chen, wie wenn bspw. behauptet wird, aus der Notwendigkeit eines kognitiven Aktes zur Be-
deutungserschliefSung folge schon die Unmoglichkeit von geist-unabhangiger Existenz; so z. B.
PECKHAUS, Impliziert 2005b], 15.
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haft behaupten, dafs es keine Zahlen gibt, auch wenn vielleicht niemand so recht
weif}, was das eigentlich heifdt, ,dafs es Zahlen gibt”. Jedenfalls gibt es Mathema-
tik und Menschen in unserer Welt, die Mathematik betreiben. Diese Menschen
halten gewisse Satze fiir wahr, die sie ,mathematische Sdtze” nennen. Es gibt
also mathematische Uberzeugungen. Diese kann man nicht aus der Welt hin-
ausdiskutieren, sondern die philosophische Aufgabe muf3 lauten, wie man sie
verstehen und treffend beschreiben kann. Wie kann man erkldren, dafs wir Mei-
nungen haben tiber Dinge, die es in unserer ,realen Welt” nicht gibt? (Dafs es
sich nicht wirklich um , Dinge” handelt, ist dann nur eine unter vielen Positio-
nen.) Wie kann es sein, dafs wir diese Meinungen nicht nur fiir so sicher halten,
dafd wir sie als ,Wissen” bezeichnen, sondern daf wir dieses Wissen sogar als ein
Musterbeispiel wissenschaftlich gesicherten Wissens ansehen? Und wie kann es
sein, dafl wir solche Anspriiche bei Wissen erheben, das gerade nicht auf die
Sinneserfahrung zurtickgeht?

So sind wir vom ontologischen Fragenkreis wieder zum erkenntnistheore-
tischen zurtickgelangt. Die sechs aufgerufenen Punkte — Sicherheit, Deduktivi-
tat, Anwendbarkeit, Allgemeinheit, Objektivitdt und Ontologie — zeigen an, wie
vielfdltig die philosophischen Fragen und Herausforderungen sind, die mit der
Mathematik verkniipft sind, und aus welchen Griinden die Mathematik fiir die
philosophische Tradition immer eine besondere Rolle gespielt hat. Es sollte an-
gedeutet werden, wie tiefgreifend die erkenntnistheoretischen, wissenschafts-
philosophischen und ontologischen Fragen sind, die sich im Zusammenhang
mit der Mathematik stellen und die manche Philosophen tatsdchlich gern als
,Philosophie der Mathematik” in ein randstindiges Spezialgebiet fiir Logik-
interessierte verbannt sehen wiirden. Fiir Immanuel Kant hingegen stand die
Mathematik im Zentrum des philosophischen Interesses an den Naturwissen-
schaften. In seiner Abhandlung {iber Metaphysische Anfangsgriinde der Naturwis-
senschaft gab er sogar die Devise aus,

,daf3 in jeder besonderen Naturlehre nur so viel eigentliche Wissenschaft angetroffen wer-

den konne, als darin Mathematik anzutreffen ist.”
KANT, Metaphysische Anfangsgriinde [1786], 550

Und ein moderner deutscher analytischer Philosoph meinte:

,Der heutige Erkenntnistheoretiker kann an den Resultaten der logischen und mathema-
tischen Grundlagenforschung nicht mehr vorbeigehen. Insbesondere sind viele der inner-
halb der Metamathematik gewonnenen Ergebnisse von einer so aufierordentlichen theo-
retischen Bedeutung und Tragweite, dafl deren genaues Studium fiir jeden, der erkennt-
nistheoretische Untersuchungen betreiben will, welche auf der Hohe der Zeit stehen, ganz
unerlaflich ist.” STEGMULLER, Metamathematische Resultate [1959], 1

Sicher darf man hier den Bogen nicht tiberspannen: Die Erkenntnistheorie hiangt
als Ganze sicher nicht von den Ergebnissen mathematischer Grundlagenfor-
schungen ab und die Naturwissenschaften haben auch unabhingig von der
Existenz einer mathematischen Wissenschaft ihre Daseinsberechtigung. Was
aber bleibt, ist die Unverzichtbarkeit von Mathematik fiir moderne Naturwis-
senschaften und das philosophisch-erkenntnistheoretische Interesse an ihr.
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Die Mathematik ist also in verschiedenen Hinsichten fiir die Philosophie in-
teressant. Etwas Anderes ist es, dafs es eine Philosophie der Mathematik gibt. Bei
aller Verbindung mit den ,, groflen” Themen handelt es sich hierbei um einen Be-
reich philosophischen Fragens und Denkens, der eine gewisse Eigenstandigkeit
entwickelt hat und als solcher ein besonderer Teilbereich der modernen Philo-
sophie ist. Dies liegt einerseits schlicht an der Menge der speziellen philosophi-
schen Fragen und Probleme, die mit der Mathematik zu tun haben. Andererseits
gibt es aber auch ganz pragmatische Griinde, die fiir eine gewisse Eigenstandig-
keit einer Philosophie der Mathematik sprechen. Sie reichen von den Erforder-
nissen einer besonderen Qualifikation zur Behandlung solcher Fragen iiber die
Arbeitsteilung bis hin zur Gestaltung wissenschaftlicher Kommunikations- und
Kooperationsformen. Diese Griinde sind aber nun nicht mathematikspezifisch,
sondern gelten ganz allgemein fiir jede Art wissenschaftsphilosophischen Ar-
beitens, von dem die Beschiftigung mit der Mathematik eben ein ganz beson-
derer Fall ist.

Man sollte hervorheben, dafs es bei den mathematikphilosophischen Fragen
um ein Gesprach geht, das nicht einseitig gefiihrt wird. Die konkreten Fragen
konnen sowohl solche sein, die von der Philosophie an die Mathematik gestellt
werden, als auch solche, die von der Mathematik an die Philosophie gestellt
werden.® Dieses Gesprich setzt immer die mathematische Praxis voraus und
ist schon deshalb darauf angewiesen, nicht nur im Allgemeinen zu bleiben und
grosso modo zu argumentieren, sondern an konkreten und speziellen Problemen
zu arbeiten. Deshalb ist an dieser Stelle ein Caveat anzubringen: Nicht bei jeder
Uberlegung, um die es in der philosophischen Diskussion {iber die Mathema-
tik geht, ist auf den ersten Blick erkennbar, wie sie mit den grofsen Fragen der
philosophischen Tradition zusammenhéngt. Sicher gibt es ein Netz von Zusam-
menhédngen zwischen verschiedenen Themenbereichen der Philosophie, aber es
ist etwas Anderes, ob man diese Zusammenhidnge auch unmittelbar sieht bzw.
ein Autor sie auch explizit thematisiert. Es ist hdufig so, dafs dies schon aus ar-
beitsokonomischen Griinden nicht geschehen kann. Wenn man bestimmten Fra-
gen nachgehen will und dabei auch etwas herauskommen soll, kann man nicht
bei jeder Frage gewissermafien bei Adam und Eva anfangen. Und so wird nach
dem Ende dieses einleitenden Abschnitts auch in dieser Abhandlung nur noch
selten unmittelbar von der klassisch-philosophischen Tradition die Rede sein.

®So betonen auch GEORGE/ VELLEMAN, Philosophies [2002], vi-vii, im Bezug auf Logizismus,
Intuitionismus und Formalismus.
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2. Hilbert, Mathematik und Philosophie

Bemerkenswert ist aber, dass wir bei der Erorterung der Metho-
de der Physik durch die vorgefundenen Paradoxien auf das all-
gemeine philosophische Problem gefiihrt werden, ob und wie es
moglich ist, unser Denken durch das Denken selbst zu begreifen
und es von jeglichen Paradoxien zu befreien. Es ist dies dieselbe
Frage, welche auch unseren Bemiihungen im Gebiete der mathe-
matischen Logik zugrunde liegt.

HILBERT’

David Hilbert (1862-1943) ist in erster Linie als grofler Mathematiker bekannt,
der auch in der Physik Bedeutendes geleistet hat. Schon unmittelbar nach sei-
nem Tod 1943 vermerkte die berithmte Wissenschaftszeitschrift Nature, dafs es
kaum einen zeitgenossischen Mathematiker gebe, dessen Arbeiten nicht in ir-
gendeiner Weise von den Arbeiten Hilberts abhingen.® Wenn es in dieser Ar-
beit aber um philosophische Fragen an, iiber und von der Mathematik gehen
soll, welchen Beitrag eines Mathematikers wird man dabei erwarten konnen?
Beschrankt sich Hilberts Beitrag nicht bekanntermafsen auf sein rein technisch-
mathematisches Programm formaler Konsistenzbeweise?

Diese Frage ist sozusagen der Stachel im Fleisch dieser Arbeit. Sie ist das kri-
tische Komplement zur motivationalen Kraft, die schon die Beschiftigung mit
den Arbeiten einer intellektuell so reizvollen und herausfordernden Figur wie
Hilbert ausiibt. Sie wird in dieser Arbeit konkret wirksam in Form des Impera-
tivs, nicht bei den technischen Entwicklungen und ihrer Analyse stehenzublei-
ben, sondern diese an die konzeptionellen Zielsetzungen zurtickzubinden und
so philosophisch einzuholen.

Denn philosophisch-grundlagentheoretisch war die Motivation fiir die Be-
weistheorie von Anfang an. Der Mathematiker Hilbert wurde von eminent phi-
losophischen Fragen umgetrieben, die in seiner wissenschaftlichen Arbeit ganz
konkreten Niederschlag fanden. Die eingangs dieses Abschnitts zitierte Passage
gibt davon einen starken Eindruck, wenn von der Beschéftigung mit Problemen
der Physik und der Mathematischen Logik aus gleich bis zu dem allgemeinen
Bedyiirfnis des Denkens nach Vergewisserung der eigenen inneren Konsistenz
und bis zum Begreifen des Phanomens des reinen Denkens tiberhaupt ausgeholt
wird. Hilbert sah tatsdchlich gewisse Teile seiner fachwissenschaftlichen Arbeit
als Beitrag zu dem philosophischen Problem an, ,,das Denken durch das Denken
selbst zu begreifen und es von jeglichen Paradoxien zu befreien”. Von der Be-
weistheorie sagt er, sie ermogliche die ,erkenntnistheoretisch wichtige Einsicht
in die Bedeutung und das Wesen der Negation”.® Und durch die axiomatische

"HILBERT, Herbstsemester 19 [1919%], 117.

8Vgl. REID, Hilbert [1970], 216.

Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 173. — Hier ist aber darauf hinzuweisen, da8 Hilbert dies
in Bezug auf die damals noch konstruktive, und das heifit insbesondere negationsfreie, Objekt-
theorie sagt und damit im Zusammenhang einer Ansicht, die er kurze Zeit spater aufgegeben
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Methode mit ihrer Tendenz ,,zu immer tieferliegenden Schichten von Axiomen”
vorzudringen
,gewinnen wir auch in das Wesen des wissenschaftlichen Denkens selbst immer tiefere

Einblicke und werden uns der Einheit unseres Wissens immer mehr bewufst.”
HILBERT, Axiomatisches Denken [1918], 156

Die Forschungen der letzten 20 Jahre bestédtigen dieses breitere Bild. Dies ist
nicht zuletzt der Herausarbeitung der Zusammenhédnge zu verdanken, die zwi-
schen Hilberts Werk und den grundlagentheoretischen Arbeiten des 19. Jahr-
hunderts einerseits und zwischen ihm und den spéateren reduktionistischen Pro-
jekten andererseits bestehen.!? Dariiber hinaus ist Hilberts Werk aber auch ,,in-
tern” besser verstanden, wozu die Verbreiterung der Datenbasis durch Bertick-
sichtigung von Hilberts unveroffentlichten Vorlesungen beigetragen hat, aber
auch die historische Erschlieffung der Entwicklung seiner wissenschaftlichen
Ideen. Dies gilt besonders fiir den Kernbereich seiner mathematisch-logischen
Arbeiten, die Grundlegung der Arithmetik. Auch die Analyse der hier fest-
zustellenden Entwicklungen zeigt, nach Wilfried Sieg, ein , iiberraschendes in-
ternes dialektisches Fortschreiten (beim Versuch, umfassendere philosophische
Probleme anzugehen)” und eine , Tiefe philosophischer Reflexion, die bemer-
kenswert ist”.!1

Allerdings wird man hier auch nicht tiber das Ziel hinausschiefsen diirfen,
denn Hilbert war und blieb in erster Linie Mathematiker. Seine Beheimatung im
mathematischen Denken war tief und ohne Zogern sah er die Mathematik als
sicherste und fithrende Wissenschaft an. Die Vorstellungen von systematischer
Philosophie, die sich in seinem institutionellen Engagement widerspiegeln, ori-
entieren sich vor allem an den philosophischen Aufgaben, die im Umkreis der
Mathematik und der Naturwissenschaften auftreten.!? Seine eigenen Auferun-
gen zur Philosophie sind immer unter dieser interpretativen Mafigabe zu lesen
und im Zweifelsfall zugunsten des Nicht-Fachphilosophen abzuschwéchen.

In dieser Arbeit geht es um die philosophische Auseinandersetzung mit ei-
ner Reihe von speziellen und z.T. auch technischen Fragen im Umkreis des
Hilbertprogramms. Diese Auseinandersetzung erlaubt, wie eben erldutert, nicht
immer, die Zusammenhéange mit der philosophischen Tradition unmittelbar zu
sehen. Daher mag es sinnvoll sein, zuvor mit einem etwas weiteren Fokus eini-
ge Ausschnitte der Fragenlandschaft zu betrachten, die sich auftut, wenn man
grundsétzlich fragt: Was macht den Hilbertschen Finitismus eigentlich fiir die
Philosophie interessant?

hat zugunsten einer Objekttheorie mit voller klassischer Logik; vgl. auch HILBERT, Die logischen
Grundlagen [1923], 152, bes. Fn. 3.

S0 auch SIEG, Hilbert's Programs [1999], 2.

""Die Zitate lauten im englischen Original: ,Surprising internal dialectic progression (in an
attempt to address broad philosophical issues)”, SIEG, Hilbert's Programs [1999], 2; ,a depth [...]
of philosophical reflection that is remarkable”, SIEG, Hilbert’s Programs [1999], 3.

127Zu diesem Engagement siehe vor allem PECKHAUS, Hilbertprogramm [1990], 196-224.
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2.1 Erkenntnisskeptizismus oder -optimismus? — Das Ignorabimus-Problem

Eine affirmative Antwort auf die Frage, ob jedes mathematische Problem prinzi-
piell 1osbar ist, stellt fiir jeden Mathematiker sicher eine grofse Versuchung dar.
Wie schon wiére es, einen ungebrochenen Erkenntnisoptimismus allen konkre-
ten Arbeiten an wissenschaftlichen Problemen zugrundelegen zu kénnen.

Auch David Hilbert scheint dieser Versuchung erlegen zu sein. Immer wie-
der spricht er sich deutlich dafiir aus, dafl das mathematische Erkenntnisinter-
esse seine Befriedigung immer wird finden konnen und daf$ es ein prinzipielles
Ignorabimus in der Mathematik nicht gibt.

Mit dem Ignorabimus-Problem ist eine Kontroverse markiert, in der es En-
de des 19. und Anfang des 20. Jahrhunderts um eine scharfe Alternative zwi-
schen wissenschaftlichem Erkenntnisskeptizismus und -optimismus ging. Emil
du Bois-Reymond hatte die negative Sicht propagiert: Man miisse sich damit ab-
finden, dafs es Probleme gibt, die der Mensch niemals wird 16sen kénnen. Nicht
nur ,ignoramus”, sondern ,ignorabimus”: Wir wissen es nicht nur nicht, wir
werden es auch nicht wissen.!

Damit konnte Hilbert sich, zumindest im Bezug auf die Mathematik, nicht
abfinden. ,In der Mathematik”, sagte er, ,giebt es kein Ignorabimus".14 Der
mathematische Erkenntnisoptimismus, der sich in seinem beherzten Non-
Ignorabimus ausdriickt, zieht sich wie ein roter Faden durch Hilberts wissen-
schaftliches Leben. Es ist aber sicher nicht richtig, dafd Hilbert hier schlicht einer
, Versuchung” erlegen ist. Thm ging es nicht darum, mit dem Non-Ignorabimus
blof seine persdnliche Meinung zu dufsern. Er wollte diese positive Grundiiber-
zeugung nicht nur vertreten, sondern sie rechtfertigen und Griinde nennen — ein
philosophisches Geschift.

Zunidchst sprechen in Hilberts Augen ganz pragmatische Griinde fiir einen
Erkenntnisoptimismus. Er sei ein ,kriftiger Ansporn wéhrend der Arbeit” 15
Suggestiv schildert Hilbert in seinem beriihmten Vortrag auf dem Internationa-
len Mathematikerkongrefd 1900, wie der Mathematiker in sich selbst den steten
Zuruf hort: ,Da ist das Problem, suche die Losung. Du kannst sie durch rei-
nes Denken finden!“!® Es geht um die motivationale Kraft und Energie, die der
Glaube an die Losbarkeit seiner Aufgaben im tiatigen Mathematiker freisetzen
kann. Sie allein ware aber wohl nur ein schwaches, eben pragmatisches Argu-
ment, das ja in dhnlicher Weise fiir die Annahme jeder beliebigen, wenn nur
niitzlichen Illusion sprechen wiirde.

BZur grofen Bedeutung von Emil du Bois-Reymond fiir die Debatte um die Grenzen der Na-
turwissenschaften im 19. Jahrhundert und zu seinem Einflufl auf Hilbert vgl. MCCARTY, Problems
and Riddles [2005].

YH1LBERT, Mathematische Probleme [1900a], 262.

SHILBERT, Mathematische Probleme [1900a), 262.

1S HILBERT, Mathematische Probleme [1900a], 262.
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Hilbert bleibt bei diesen pragmatischen Uberlegungen nicht stehen, sondern
wendet sich der Frage nach einer tiefliegenderen Begriindung des Erkenntnis-
optimismus zu. Herausfordernd fragt er sein Publikum:

,Ist es vielleicht ein allgemeines dem inneren Wesen unseres Verstandes anhaftendes Ge-

setz, daf8 alle Fragen, die er stellt, auch durch ihn einer Beantwortung fahig sind?”
HILBERT, Mathematische Probleme [1900a], 262

und sucht die positive Antwort plausibel zu machen durch einen Blick auf die
Erfolgsgeschichte wissenschaftlichen Denkens.

Mit der Losung eines Problems ist dabei nicht unbedingt eine positiv- oder
negativ-affirmative Antwort auf eine gestellte Frage gemeint. Hilbert hatte
durchaus auch die Moglichkeit negativer metatheoretischer Antworten im Au-
ge, d. h. er sah Unmoglichkeitsbeweise als genuine Losung eines Problems an.
Léangst vor der Entwicklung der Metamathematik bezeichnete er es im Schlufs-
wort der Grundlagen der Geometrie als seinen Grundsatz, zu priifen, ob die Be-
antwortung einer Frage

,auf einem vorgeschriebenen Wege mit gewissen eingeschriankten Hilfsmitteln moglich
ist. Dieser Grundsatz scheint mir eine allgemeine und naturgemafie Vorschrift zu erhalten;
in der Tat wird, wenn wir bei unseren mathematischen Betrachtungen einem Probleme be-
gegnen oder einen Satz vermuten, unser Erkenntnistrieb erst dann befriedigt, wenn uns
entweder die vollige Losung jenes Problems und der strenge Beweis dieses Satzes gelingt
oder wenn der Grund fiir die Unmoglichkeit des Gelingens und damit zugleich die Not-

wendigkeit des Mifllingens von uns klar erkannt worden ist.”
HILBERT, Grundlagen Geometrie [1899], 124-125

Der Nachweis also, dafs sich eine bestimmte Frage mit einem abgegrenzten me-
thodischen Instrumentarium weder positiv noch negativ beantworten 1463t, gilt
ebenfalls als Losung des gestellten Problems.

In diesem Sinne wollte Hilbert nun seinen Optimismus hieb- und stichfest
begriinden. In einer Logik-Vorlesung des Jahres 1905 betonte er sogar, daf’ seine
grundlagentheoretischen Untersuchungen von dem Problem ausgehen, ob je-
der mathematische Satz in einer endlichen Zahl von Schritten bewiesen werden
kann:

,Und die Losung dieses Problems im allgemeinsten Fall, der Beweis, daf es kein Ignora-

bimus in der Mathematik geben kann, muf das letzte Ziel bleiben.”
EWALD/SIEG, Lectures [2007], 20, Eig. Ubers."”

Die These von der Losbarkeit jedes mathematischen Problems generell zu er-
héirten, sie gar zu beweisen oder zumindest zu zeigen, daf man sie annehmen
kann, ohne sich in Widerspriiche zu verwickeln,'® war eine der Hauptmotiva-
tionen fiir die Entwicklung von Hilberts Programm einer Beweistheorie.

7Das Zitat lautet im englischen Original: ,,and the solution of this problem in the most general
case, the proof that there can be no ignorabimus in mathematics, must also remain the final goal.”
BH1LBERT, Uber das Unendliche [1926], 180.
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2.2 Das Unendliche

Das Unendliche ist ein zentraler Begriff der philosophischen Tradition und es
ist aus den modernen Wissenschaften nicht wegzudenken. Dennoch sind viele
Fragen im Zusammenhang mit dem Unendlichen bis heute nicht geklart. Die
Mathematik des 19. Jahrhundert erlebte im Bezug auf das Unendliche gleich
zwei wichtige Umbriiche.

Der erste Umbruch betraf die Analysis, die durch die Arbeiten von Cauchy,
Weierstrafs, Dedekind und Cantor eine grundlegende Reform erfuhr. Die un-
klare und teils widerspriichliche Verwendung von Ausdriicken wie ,unendlich
klein” und ,, unendlich grofs” war verabschiedet worden. Ihre tragende Funktion
im Begriffsgertist der Analysis wurde durch den ungleich praziseren Begriff des
Grenzwerts problemlos iibernommen. Durch diese Reform wurde die Analysis
von Grund auf neu aufgebaut und die Paradoxien, die aus der Handhabung von
infinitesimalen Grofien hervorgegangen waren, wurden eliminiert.

Und dennoch war das Unendliche keineswegs aus der Mathematik ver-
schwunden. In den Grundlagen der Analysis blieb es in zweierlei Hinsicht vor-
handen. Erstens darin, daf3 die reellen Zahlen wie die natiirlichen Zahlen eine
unendliche Gesamtheit bilden. Dies hat entscheidende Auswirkungen auf die
Rechtfertigung des Operierens mit den logischen Quantoren, jedenfalls nach
Meinung vieler Mathematiker und Mathematikphilosophen, und speziell auch
nach der Meinung Hilberts.!® Der zweite Punkt betrifft den Begriff der reellen
Zahl und unterscheidet sie vollig von den genetisch vorangehenden nattirli-
chen, ganzen und rationalen Zahlen. Wie auch immer man die reellen Zahlen
definiert, ob als Cauchyfolgen, als Cantorsche Fundamentalreihen, als unendli-
che Dezimalbriiche oder als Dedekindsche Schnitte, sie sind jeweils als unendli-
che Objekte definiert. Weil sie die Unendlichkeit der natiirlichen Zahlen gewis-
sermafSen schon ,,in sich” tragen, gibt es tiberabzahlbar viele reelle Zahlen, das
heifit mehr, als sich prinzipiell mit Hilfe der natiirlichen Zahlen nummerieren
lassen.

Der quantitative Unterschied zwischen der Unendlichkeit der Menge der
natiirlichen Zahlen und der Menge der reellen Zahlen war ein wichtiger Aus-
gangspunkt fiir den zweiten wichtigen Umbruch im Bezug auf das Unendliche:
Cantors Entwicklung der Mengenlehre. Mit den Ordinal- und Kardinalzahlen
fiihrte er das quantitative Unendliche als Untersuchungsobjekt in die Mathe-
matik ein. So erhielt das Fragen nach dem Unendlichen im letzten Viertel des
19. Jahrhunderts einen neuen Schub, und in der Folgezeit wurde die Cantor-
Dedekindsche Mengenlehre zu einem unverzichtbaren Basisbestand der Mathe-
matik.

Hilbert sah seine grundlagentheoretischen Bemiihungen in Kontinuitat mit
beiden Entwicklungen: mit der Reform der Analysis wie mit der Einfiihrung
der Mengenlehre. Die Aufklarung tiber das Wesen des Unendlichen, die Hilbert

YHilbert dufert sich so besonders in HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 161-162.
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immer wieder fordert, ist ein Ziel, das weit iiber fachwissenschaftliche Interes-
sen der Mathematik hinausgeht. Er nennt es in etwas pathetischer Sprechweise
geradezu eine Notwendigkeit ,zur Ehre des menschlichen Verstandes”.20

Hilbert interpretierte die naturwissenschaftlichen Erkenntnisse seiner Zeit
s0, dafs man aus ihnen keine Hinweise fiir eine Unendlichkeit der Welt entneh-
men konnte. Im Gegenteil waren in den Naturwissenschaften gerade tiberkom-
mene Vorstellungen von Unendlichkeit verabschiedet worden. Sowohl Elektri-
zitdt als auch Energie, beide einstmals Paradebeispiele eines kontinuierlichen
,Fluidums”, hatten sich als nur begrenzt teilbar herausgestellt: Elektronen und
Energiequanten schienen jetzt letzte Barrieren zu sein. Und im makroskopischen
Bereich zeigte gerade die elliptische Geometrie Moglichkeiten, wie unbegrenz-
ter Raum noch lange nicht unendlicher Raum sein mufi. Hilbert zog daraus die
Schlufifolgerung, dafs sich in der Naturwissenschaft keine Notwendigkeit zeige,
Unendlichkeit anzunehmen, und die Naturwissenschaften vielmehr das Bild ei-
ner endlichen Wirklichkeit nahelegen.?!

Ganz anders war die Situation in der Mathematik, wo durch eine einzige
Formel eine Aussage iiber unendlich viele Zahlen getroffen wird, wo in der
Geometrie unendlich ferne Punkte das Zusammenspiel der Verkniipfungsgeset-
ze erheblich vereinfachen, wo die Analysis geradezu eine ,Symphonie des Un-
endlichen” ist und wo man in der Mengenlehre mit Cantors transfiniten Zahlen
zu tun hat, die , die bewundertswertheste Bliite mathematischen Geistes und
tiberhaupt eine der hochsten Leistungen rein verstandesmafliger menschlicher
Tatigkeit” sei.??

Im Kontext der Mengenlehre traten jedoch bald paradoxale Argumente auf,
also Argumente, die von unbedenklich scheinenden Ausgangspunkten aus zu
widerspriichlichen Schlufifolgerungen fithrten. Wahrend Cantor selbst diese Ar-
gumente als Widerlegung (einer) ihrer Pramissen ansah, und damit als schlichte
Reduktio-ad-absurclu1f1r1-Argume1nte,23 konnten oder wollten andere ihm nicht
folgen, sondern sortierten diese Argumente in die Kategorie der Paradoxien ein.
Dadurch bekamen die , Vertreter” des Unendlichen eine alte Herausforderung
neu gestellt: Das Unendliche schien fiir Widerspriiche verantwortlich zu sein

2H1LBERT, Uber das Unendliche [1926], 163.

2H1LBERT, Uber das Unendliche [1926], 164-165.

ZHILBERT, Uber das Unendliche [1926], 167.

PCantor hat sich von den angeblichen Antinomien nicht beunruhigen lassen. In seinen Augen
fiihrten sie die Annahme ad absurdum, daf3 alle Totalitidten oder , Vielheiten” auch Mengen sind.
Wenn der Versuch, die Objekte einer Vielheit zu einer Einheit, einer neuen Menge zusammenzu-
fassen, einen Widerspruch impliziert, so ist die Zusammenfassung eben nicht moéglich und die
Vielheit heifdt inkonsistent. Nur wenn ,das gleichzeitige Da-sein” der Elemente , denkmoglich”
also widerspruchsfrei ist, heifst die Klasse konsistente Vielheit oder Menge. Cantors Sichtweise lafst
sich problemlos mit der heutigen Terminologie von ,echten Klassen” vs. ,Mengen” rekonstru-
ieren, in der die , Paradoxien” zu unspektakuldren Beweisen dafiir werden, daf8 die betrachteten
Klassen, wie diejenigen aller Mengen, aller Kardinalzahlen oder aller Ordinalzahlen, echte Klassen
sind.
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und mufite, wenn diese Widerspriiche nicht zu seiner Ablehnung Anlafs geben
sollten, irgendwie gerechtfertigt werden.

Hilbert hat seine Beweistheorie als Beitrag zu diesem Projekt verstanden.
Auch wenn er keinen Zweifel daran gelassen hat, wie hoch er Cantors Schép-
fung einschitzte, war der sorglose Umgang mit dem Unendlichen in Hilberts
Augen eine der Hauptursachen fiir die Paradoxienproblematik. In der Aus-
einandersetzung mit dem Intuitionismus und mit den Zirkularitatsvorwiirfen
Poincarés wird immer wieder die Ansicht virulent, dafs die Verwendung logi-
scher Quantoren, die iiber unendliche Gesamtheiten laufen sollen, besonderer
Vorsichtsmafinahmen bedtirfe. Und dies ist letztlich auch der sachliche Grund
dafiir, dafs Hilbert (und Bernays) die methodische Einstellung der von Hilbert
propagierten Neu-Begriindung der Mathematik ,finit“ und die entsprechende
Lehre oder Theorie , Finitismus” genannt haben - in Entgegensetzung zu einem
tiir problematisch gehaltenen Unendlichen.

Fiir die Mathematik wurde die Frage nach dem Wesen des Unendlichen von
den Paradoxien her noch drangender und verlangte nach prinzipieller Aufkla-
rung. Erst diese wiirde, so Hilbert, die Weierstrafische Reform der Analysis zum
Abschlufd bringen und ,,die definitive Sicherheit der mathematischen Methode”
rehabilitieren.?* Die sog. ,Antinomien der Mengenlehre”, wie die Ableitbarkeit
von Widerspriichen aus dem Begriff der ,Menge aller Mengen”, der ,,Menge
aller Ordinalzahlen” oder der ,,Menge aller Kardinalzahlen”, wurden auf diese
Weise zu einem wichtigen Movens im Hintergrund von Hilberts Beweistheorie
und ihrem Ziel, die Sicherheit der mathematischen Methoden sicherzustellen.

Dabei suggeriert die giangige Formulierung von ,den Antinomien der Men-
genlehre” filschlicherweise, dafs die damit bezeichneten Widerspriiche ein Pro-
prium der abstrakten Mengenlehre wiren. Dies ist nicht korrekt, denn schon
in einer mathematischen Theorie, die natiirliche Zahlen, Mengen von natiirli-
chen Zahlen, Mengen von solchen Mengen von natiirlichen Zahlen usw. zulaf3t,
lassen sich d@hnliche Widerspriiche ableiten. Dafiir ist nur nétig, daff man das
Komprehensionsprinzip uneingeschrankt verwenden kann, also beliebige Klas-
sen von Objekten zu einem Mengen-Objekt zusammenfassen kann.?

2.3 Paradoxien und der Umgang mit ihnen

Hilbert hat eine ganze Reihe von Paradoxien analysiert und diese Analysen auch
in seinen Vorlesungen vorgetragen. In vielen Féllen kam er dabei zu dem Schluf3,
daf3 sich das Paradoxon leicht auflosen und letzten Endes auf Mifiverstandnisse

2HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 162.

PFiir die Ableitung eines solchen Widerspruchs vgl. etwa GENTZEN, Widerspruchsfreiheit
[1936a], 1-3, der allerdings fiir die Komprehensionsproblematik nicht sensibel genug ist und statt-
dessen eine ,,An-sich-Auffassung der Mengen” fiir die Widerspriiche verantwortlich macht. Dies
ist unbegriindet, weil Gentzens Argument davon abhingt, daff ein Ausdruck wie ,die Menge
aller Mengen” eine Menge definiert, dies aber nicht durch die ,, An-sich-Auffassung” abgedeckt
wird. Die ,, An-sich-Auffassung” verbiirgt nur, dafl simtliche Mengen schon , erklart” oder , fest-
gelegt” sind, aber nicht, dafs mit jedem Ausdruck auch eine Menge definiert wird.
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oder fehlerhafte Argumentationen zuriickfithren lasse. Andere Paradoxien zei-
gen seiner Meinung nach jedoch tiefliegende Probleme an, die man nicht leicht-
fertig abtun kann. Unter diesen unterscheidet er zwei Arten von Paradoxien,
ndmlich solche, die die Notwendigkeit zeigen, mit dem Unendlichen vorsich-
tig umzugehen (s. 0.), und solche, die zeigen, daf} die Sprache prazisierungsbe-
diirftig ist (z. B.: Definierbarkeitsparadoxie).?® Beide Arten von Paradoxien sind
tir Hilberts grundlagentheoretische Position von Bedeutung, wobei in beiden
Fallen nach seiner Analyse nicht das ,inhaltliche logische Schlieffen” das Pro-
blem ist. Dieses sei ,unentbehrlich” und habe nie getduscht. Es sei hochstens
seine falsche Anwendung verantwortlich zu machen, wenn ndamlich ,notwen-
dige Vorbedingungen” nicht berticksichtigt und , beliebige abstrakte Begriffsbil-
dungen” zugelassen wiirden.?”

Das Auftreten der Paradoxien in der Mathematik ist beunruhigend, fiir Hil-
bert sogar ,,unertréglich”.?® Die naheliegendste Reaktion auf die widerspriichli-
chen Argumente wire, die zu ihrer Herleitung verwendeten Prinzipien kritisch
zu priifen und sich derjenigen Prinzipien zu enthalten, {iber deren Zuverlassig-
keit man sich nicht sicher sein kann. Diese Schlufsfolgerung zu ziehen, wiirde
dazu fithren, gewisse Methoden in der Mathematik zu verbieten — eine Position,
die Hilbert als , Verbotsdiktatur” diskreditiert, da sie abstrakte Griinde willkiir-
lich fiir zwingend erkldrt, um die Freiheit der Mathematik einzuschranken.

Die wichtigsten solchen Versuche zu Hilberts Zeiten stammten von Leopold
Kronecker und Luizen E. J. Brouwer, spiter kamen auch andere Mathematiker
wie Hermann Weyl dazu. Er und Brouwer wandelten in Hilberts Augen ,die
einstigen Pfade von Kronecker” und ,suchen die Mathematik dadurch zu be-
griinden, dafs sie alles ihnen unbequem Erscheinende tiber Bord werfen und
eine Verbotsdiktatur a la Kronecker errichten”.?? Die Schliisse, die die , Verbots-
diktatoren” aus den Paradoxien zogen, waren weitreichend. Das Tertium non
datur sollte nicht mehr fiir nichtkonstruktive Existenzbeweise in Anspruch ge-
nommenwerden konnen, iiberhaupt sollten die logischen Schlufiregeln nur noch
eingeschrankte Giiltigkeit besitzen und unendliche Gesamtheiten nur noch als
potentielle Schatten ihrer selbst zugénglich sein.®

Eine derartige Einschrankung mathematischer Methoden war fiir Hilbert
untragbar. Er hielt sie fiir eine ,,ungestiime” Uberreaktion auf die Paradoxien,’!

26Vgl. etwa den Beginn von Hilberts Vorlesung aus dem Wintersemester 1922/23; HILBERT,
Wintersemester 22/23 (Bernays) [1923a*].

YHILBERT, Uber das Unendliche [1926], 170. — Dafl die ,beliebigen abstrakten Begriffsbildun-
gen” das Problem sind, dhnelt Cantors Analyse von der Unmdglichkeit, gewisse Vielheiten zu
Einheiten zusammenzufassen (vgl. Anm. 23, S.25), sowie der hier Gentzen gegeniiber vertrete-
nen Analyse, das Problem in einem uneingeschrankten Komprehensionsprinzip zu sehen (vgl.
Anm. 25, S.26).

BHILBERT, Uber das Unendliche [1926], 170.

PHILBERT, Neubegriindung [1922], 159-160.

HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 151.

SYHILBERT, Uber das Unendliche [1926), 169.
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die einer , Verstiimmelung” der Mathematik gleichkomme32 und ,,Verrat an un-
serer Wissenschaft” begehe.>?

Dabei teilte er mit seinen Gegnern voll und ganz das Bediirfnis nach einer
sicheren Begriindung der Mathematik.* Er forderte aber statt der Einschran-
kung der mathematisch zuldssigen Methoden ,Verteidigungsstrategien” und
,Abwehrmafiregeln”, die kréftig, einheitlich und an der richtigen Stelle ange-
setzt werden sollten® und deren Ziel die volle Erhaltung des Besitzstandes der
Mathematik sein miifite:3°

,JFurchtbaren Begriffsbildungen und SchlufSweisen wollen wir, wo immer nur die gerings-
te Aussicht sich bietet, sorgfaltig nachspiiren und sie pflegen, stiitzen und gebrauchsfahig

machen. Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben kon-
nen.” HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 170

Dieses ,nachsptiren”, ,pflegen” und ,stiitzen” bedeutet wohl im Klartext: Die
logischen Zusammenhinge zwischen verschiedenen Prinzipien, Voraussetzun-
gen, Definitionen und Lehrsdtzen mathematischer Theorien griindlich zu stu-
dieren, eine begriindete Auswahl von Axiomen und Schlufiregeln zu treffen
und schliefdlich die , Sicherheit” der so ausgewé&hlten Axiome und Schlufiregeln
nachzuweisen.

,Es ist notig, durchweg dieselbe Sicherheit des Schlieens herzustellen, wie sie in der ge-

wohnlichen niederen Zahlentheorie vorhanden ist, an der niemand zweifelt.”
HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 170

Zu diesem Zweck hat Hilbert sein Programm entwickelt, um das es in dieser
Arbeit geht. Es schopft seine Motivation aus zwei wichtigen Quellen: Dem In-
teresse an der Aufkldrung tiber die Verwendung des Unendlichen in der Mathe-
matik und dem Interesse an der Absicherung der Mathematik vor Paradoxien
und Widerspriichen.

2.4 Semantische und syntaktische Beweise der Widerspruchsfreiheit

,Die Einstellung der meisten Mathematiker ist auch heute noch, dafi, weil die Axiome
wahr sind und Herleitungen die Wahrheit bewahren, die Konsistenz offensichtlich ist.”
SMORYNSKI, Hilbert's Programme [1988], V.8, Eig. Ubers.”

Die Einstellung, die C. Smorynski hier beschreibt, war im Wesentlichen auch
die Einstellung Gottlob Freges (1848-1925), wie er sie in der Korrespondenz mit
Hilbert vertreten hat. Was will man mehr oder anderes als den Nachweis der
Widerspruchsfreiheit eines Axiomensystems durch Angabe eines Modells? Was

HILBERT, Neubegriindung [1922], 160.

SHILBERT, Uber das Unendliche [1926], 170.

*HILBERT, Neubegriindung [1922], 160; HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 151.

SHILBERT, Uber das Unendliche [1926], 169.

3HILBERT, Neubegriindung [1922], 160.

¥Das Zitat lautet im englischen Original: , The attitude of most mathematicians, even today, is
that, since the axioms are true and derivations preserve truth, consistency is obvious.”
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also mehr als eine Struktur aufzuweisen, in der die Axiome wahr sind und daher
keine widerspriichlichen Folgerungen haben konnen?

Hilbert wollte mehr und anderes, nicht aus Interesse an der Abwechslung
oder der Neuerung, sondern weil er sich aus verschiedenen Griinden dazu ge-
notigt sah. Im Hintergrund seiner anti-Fregeschen Haltung steht die bahnbre-
chende Losung des euklidischen Parallelenproblems im 19. Jahrhundert. Mit
den sog. nichteuklidischen Geometrien wurden nicht nur Alternativen zum Par-
allelenaxiom angegeben, sondern schliefilich auch Modelle fiir die Alternativ-
theorien entwickelt, die zeigen, dafs die Alternativen (mindestens) genausogut
mit dem Rest der euklidischen Axiome vertrdglich sind, wie das Parallelenaxi-
om selbst. Das urspriingliche axiomatische Problem mit dem Parallelenaxiom
war gelost, die Konsistenz der alternativen Axiomensysteme war durch die
arithmetischen Modelle gesichert. Von da aus betrachtet konnte man zunéchst
gar nicht mehr wollen als das, was Hilbert als neue Art, Geometrie zu betrei-
ben, in seinem epochemachenden Buch Grundlagen der Geometrie 1899 vorlegte.
Der neue axiomatische Standpunkt bereicherte die geometrische , Tatigkeit” des
deduktiven Theorieaufbaus durch metageometrische Fragestellungen, die etwa
die Unabhéngigkeit, die Vollstandigkeit oder die Einfachheit der geometrischen
Axiome betreffen. Warum nun also noch weitere und andere Forderungen nach
Konsistenz?

In seinen frithen Schriften legte Hilbert ausfiihrlich dar, daff und warum er
einen Schritt weiter gehen mufite. Es waren drei Griinde ausschlaggebend: Ers-
tens war die Konsistenz der geometrischen Axiome zwar auf die Arithmetik
zurtickgefiihrt, aber was war mit der Konsistenz der Arithmetik selbst? Zwei-
tens konnte auch die Angabe oder ,Konstruktion” eines Modells fiir die Arith-
metik die tiefschiirfendsten Zweifel nicht beruhigen, da sie auf eine aktual un-
endliche Menge festgelegt war. Und drittens schied eine weitere Zuriickfithrung
der Arithmetik auf eine noch basalere Theorie fiir Hilbert aus. Der erstgenannte
Punkt verweist auf die Grundlagenkrise und das Problem der Antinomien, die
auch in Freges sorgfaltiger arithmetischer Theorie aufgetreten waren. Der zweite
Punkt betrifft die durch Kronecker und spéter durch alle Arten von Konstrukti-
visten und Intuitionisten abgelehnte Annahme der Existenz aktual unendlicher
Mengen. Der dritte und letzte Punkt schliefSlich bezieht sich auf die Grundthese
des Logizismus. Dedekind, Frege und Russell waren (urspriinglich) der Ansicht,
die Arithmetik konne auf die Logik zurtickgefiihrt und dadurch auf eine solide
Grundlage gestellt werden. Hilbert hat zwar immer grofie Sympathien fiir die
logizistischen Ansédtze gehegt, hielt sie nach der Entdeckung der Paradoxien,
nach Poincarés Kritik und schliefdlich nach genauerem Studium des Reduzibili-
tatsaxioms fiir gescheitert. Er sprach davon, dafy man Logik und Arithmetik auf
befriedigende Weise nur gleichzeitig aufbauen konne.

Mit den genannten drei Punkten war klar: Die Arithmetik bedurfte eines
Konsistenznachweises, die Angabe eines Modells schied dafiir aus und auch
eine Riickfithrung auf die Logik als basalere Theorie kam nicht in Frage.

Hilbert suchte daher nach einem direkten Weg, um von bestimmten Schluf3-
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weisen und Axiomen zu zeigen, daf$ sie widerspruchsfrei sind. Die Grundidee
war schlicht, dafd man den verwendeten Methoden irgendwie unmittelbar ,,an-
sehen” miifsite, daf3 sie nicht auf Widerspriiche fithren konnen. Schon 1904 legte
er eine erste Skizze vor, wie eine sehr bescheidene, anschauliche mathematische
Theorie aufgebaut werden kann, die von nichts Anderem handelt als von zu-
nédchst unbestimmten einfachen , Gedankendingen” und Kombinationen dieser
Dinge.?® Diesen Dingen und ihren Kombinationen entsprechen Symbole und
Kombinationen von Symbolen. Weitere Symbole stehen fiir aussagenlogische
Junktoren. Die ,Theorie” besteht aus einigen wenigen Axiomen und an ihnen
kann man fast unmittelbar ,ablesen”, dafs sie nicht auf Widerspriiche fithren
konnen.

Dieses , Ablesen” entspricht einer Aussage auf der Metaebene der betrach-
teten Theorie und derartige ,metamathematische” Aussagen waren durch Hil-
berts Arbeiten iiber die logischen Relationen zwischen den Lehrsétzen der Geo-
metrie und damit durch seine neuartige Konzeption von Axiomatik bestens vor-
bereitet. Da dieses ,, Ablesen” bei umfangreicheren Axiomensystemen natiirlich
auch mehr kombinatorischen Aufwand verursacht, lag es nahe, diesen Schritt
mit den kombinatorischen Mitteln der Mathematik durchzufiihren. Dafiir war
es jedoch erforderlich, dafs die Objekttheorien selbst durch ihre Formalisierung
mathematischer Methodik zuganglich gemacht wurden.

Dies ist in nuce die Grundanlage von Hilberts Programm.

2.5 Wissenschaftstheoretische Besonderheiten und Reduktionismus

Im ersten Abschnitt dieser Einleitung wurden schon eine Reihe von wissen-
schaftstheoretischen Besonderheiten besprochen, die die Mathematik allgemein
auszeichnen. Es gibt allerdings noch andere Besonderheiten, die enger mit dem
Hilbertprogramm verkniipft sind.

Eine erste Besonderheit hangt mit der Entstehung der Beweistheorie zusam-
men. Diese neue wissenschaftliche Disziplin ist aus Hilberts Programm hervor-
gegangen und hat sich im Laufe der Zeit zu einer eigenen, genuin mathemati-
schen Disziplin entwickelt. Die Initialztindung fiir diesen Entwicklungsprozef3
erfolgte aber im Kontext von Hilberts grundlagentheoretischen Zielen und sei-
nen philosophischen Motivationen. Das macht tatsdchlich eine wissenschafts-
theoretische Besonderheit aus, denn:

,Erstmals seit der Antike scheint philosophische Besinnung wieder in den Entwicklungs-
gang der Mathematik selbst einzugreifen, indem sie [in] neu entstehende Grundlagendis-
ziplinen der Mathematik integriert wird und von da aus kritisch andere Teile der Ma-

thematik beeinfluf8t; daneben aber stellt eine veranderte Mathematik die philosophische
Betrachtung vor neue Fragen.” THIEL, Philosophie [1995], 1

An dieser Entwicklung 1afst sich verfolgen, wie tatsdchlich aus einem genuin
philosophisch-grundlagentheoretischen Ansatz heraus eine neue wissenschaftliche

385péiter bezeichnete Hilbert diese ,Gedankendinge” als , gewisse aufserlogische, konkrete Ob-
jekte”.
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Teildisziplin entstanden ist. Dies wirft neues Licht auf die Frage, wie Wissen-
schaften entstehen konnen, und auf die althergebrachte Vorstellung, dafs die
Philosophie als ,Mutter aller Wissenschaften” diese hervorbringt und aus sich
entlaft.

Eine zweite Besonderheit hangt mit Hilberts ,reduktionistischen” Absichten
zusammen. Wenn es im Hilbertprogramm um die Sicherung der Grundlagen
der Mathematik geht, kann man dies als eine Art , bootstrapping-Versuch” ei-
ner Wissenschaft ansehen. Das grofie reduktionistische Projekt Hilberts war es
gewissermafien, alle Mathematik in formale Systeme zu iibersetzen, diese dann
auf moglichst grundlegende solche Systeme zurtickzufiihren (etwa die forma-
lisierte Arithmetik) und jene schlieSlich durch finite Widerspruchsfreiheitsbe-
weise abzusichern. Da diese Widerspruchsfreiheitsbeweise selbst mit Metho-
den operieren und entsprechende Voraussetzungen machen, kann man auch
diesen Schritt als Reduktion ansehen, diesmal auf die informelle, konstrukti-
ve Metatheorie. Die Metatheorie bleibt so als eine Art Residuum {ibrig, das au-
lermathematisch gerechtfertigt werden muf3. Dies versucht Hilbert mit seinem
Finitismus, einer Doktrin, die durch radikale Beschrankung der , finit zuldssi-
gen” Beweismittel erreichen will, ein Arsenal von Beweismethoden aufzubau-
en, deren unbedingte Zuverldssigkeit unbezweifelbar ist. Sie sollen so grundle-
gend sein, dafs sie in gewisser Weise ,,unhintergehbar” werden: theoretische In-
strumente, die jedes wissenschaftliche Denken voraussetzen mufs. Konkret soll
die einzige Basis zunidchst in gewissen einfach strukturierten, tiberblickbaren
und anschaulich-konkret manipulierbaren Objekten bestehen. Die Manipulati-
on konkreter Strichfolgen und einfache Aussagen tiber sie bilden den Kern die-
ser Doktrin. Sie sind als nicht-logisches Minimum auch fiir jede logische Theo-
rie noch vorauszusetzen. Das gigantische Reduktionsprojekt Hilberts geht also
letztlich darauf, die Mathematik durch ein ganzes Heer von Zwischenstufen auf
diese simple Theorie konkreter Objekte zu griinden. Dies ist ein auflergew6hnli-
cher Anspruch, der in der Welt der anderen Wissenschaften wohl kaum Paralle-
len hat. Bis auf dieses kleine Residuum wiirde sich, falls das Projekt erfolgreich
durchgefiihrt werden konnte, die Mathematik gewissermafsen an ihren eigenen
Haaren aus dem Sumpf der Unsicherheiten und Paradoxien herausziehen.

Aber auch wenn die Beweistheorie sich von den philosophischen Absich-
ten ihres Begriinders schliefSlich emanzipiert und zu einer rein mathematischen
Disziplin entwickelt hat, bleiben ihre Resultate fiir wissenschaftstheoretische
Fragestellungen von grofiem Interesse. Die beweistheoretischen Reduktionen
verschiedener mathematischer Theorien auf andere ermoglichen auch unabhén-
gig von Grundlegungsprogrammen Einsichten in die theoretischen Ressourcen,
die von den Theorien vorausgesetzt werden. Sogar Theorien mit ganz unver-
gleichbar scheinenden Objektbereichen kénnen zueinander in Verhiltnisse ge-
setzt und gemaf ihrer ,Stiarke” verglichen werden. So hat sich aus den Konsis-
tenzbeweisen des Hilbertprogramms die Methode der Ordinalzahlanalyse her-
ausgebildet. Die sich dabei ergebenden Ordinalzahlen werden allgemein als ein
Mas fiir die ,Starke” der analysierten Theorien angesehen. Die mit dieser Deu-
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tung verbundenen intuitiven Annahmen sind jedoch alles andere als unproble-
matisch. Einerseits werden in verschiedenen Analysen z. T. verschiedene Defini-
tionen von ,,die beweistheoretische Ordinalzahl einer Theorie sein” verwendet,
was die Uniformitidt des Messens bedroht, auf die man sicher nicht verzichten
will. Andererseits ist auch aus anderen Griinden fraglich, ob bzw. inwiefern ei-
ne beweistheoretische Ordinalzahl etwas {iber ,Stirke” einer Theorie aussagen
kann. So werden beweistheoretische Resultate und Techniken zum Anlafs, wis-
senschaftstheoretische Fragestellungen, die den Vergleich verschiedener Theo-
rien betreffen, zu prizisieren und fachwissenschaftliche Ublichkeiten philoso-
phisch zu hinterfragen.

Uberhaupt 146t sich die , Technik” wissenschaftlicher Reduktionen an den
Beispielen der Mathematik besonders gut studieren, da die Theorien hier be-
sonders klar umrissen und ,,rein” sind. Sie setzen keine Erfahrungsdaten voraus
und bieten dementsprechend einen sehr grofien Gestaltungsspielraum, um die
Theorien den konkreten Erfordernissen eines bestimmten Reduktionsprojekts
oder eines bestimmten Reduktionsmechanismus anzupassen. Mit der Reduk-
tionenproblematik ist aber auch das erkenntnistheoretische Problem des founda-
tionalism verkniipft. Denn was bedeutet es fiir ein Wissensgebiet, dafs man sei-
ne Sétze auf die Sitze eines anderen Wissensgebietes zurtickfithren kann? Wie
wirkt sich dies auf die ontologischen commitments aus, die man durch das Ope-
rieren mit abstrakten Objekten in einer Wissenschaft eingeht?

Konkret wird diese Frage beispielsweise im Zusammenhang mit der sog.
,Methode der idealen Elemente”, in deren Umfeld oft behauptet wird, dafs die
Ausdrticke fiir ideale Objekte blofle nichtreferentielle Ausdriicke seien. Fiir sol-
che Ausdriicke gehe man entsprechend keine ontologischen Verpflichtungen
ein. Dies klingt verheiflungsvoll: Man kann mit diesen Ausdriicken weiterhin
erfolgreich operieren, kann also ihren Nutzen einfahren, ohne daff man jedoch
die Kosten in Form ontologischer Fragen nach dem Status abstrakter Objekte,
ihrer Existenz, ihrer Zugénglichkeit usw. zahlen miifste.

Was folgt also aus Hilberts Reduktionsprojekt, insofern es gelingt? Sind die
Zahlen die letzte Basis der Mathematik oder lassen auch sie sich noch durch
etwas Tiefliegenderes begriinden? Wie genau sollte dieses Begriindende ausse-
hen? Scheint es nicht so zu sein, daf$ alle Versuche, die Zahlen auf etwas noch
Basaleres zuriickzufiihren letztlich , miifsig” sind, weil sie etwas vollig Vertrau-
tes auf etwas weniger Bekanntes zurtickfithren wiirden? Dies sind fundamenta-
le Fragen an den Finitismus. Aber selbst bei einer positiven Antwort auf diese
Frage konnte man nicht stehenbleiben, weil sie theoretisch zu unbestimmt wa-
re: Es wiirde noch offenbleiben, ,,was man denn als das Wesentliche an der Zahl
betrachtet”.3? Was ist also dann ,, wesentlich” fiir die finitistische Basis, auf die
man nach dem Hilbertprogramm die Mathematik griinden will?

¥ BERNAYS, Philosophie der Mathematik [1930], 19.
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3. Ausgangspunkte, Ziele und Programm der Arbeit

Die vorliegende Untersuchung hat das generelle Ziel, sich mit den philosophi-
schen Intentionen, die mit Hilberts Programm verbunden sind, eingehend aus-
einanderzusetzen. Sie geht zwar von der historischen Beobachtung aus, dafs die
mathematikphilosophische Zielsetzung einer sicheren Begriindung in der nach-
Hilbertschen Beweistheorie aus den Augen verloren bzw. zugunsten anderer
Erkenntnisinteressen hintangestellt wurde. Sie hélt aber daran fest, daf3 erstens
in Form der Beweistheorie eine ganz besondere Art von Mathematik vorliegt,
deren Resultate und Methoden philosophisches Interesse verdienen. Die Ob-
jekte der Beweistheorie sind nicht die ,klassischen” Objekte der Mathematik,
sondern die Mathematik selbst wird zum Objekt gemacht in Form von Axio-
mensystemen, die die genuinen Forschungsgegenstdnde der Beweistheorie bil-
den. So steht diese Wissenschaft gegeniiber der Mathematik im Verhéltnis einer
Metatheorie und ihre mathematischen Aussagen iiber die Mathematik verlangen
nach kritischer Deutung und nach Einbeziehung in den breiteren Kontext funda-
mentaler wissenschaftsphilosophischer Fragen. Diesen Aufgaben mufs sich die
Wissenschaftsphilosophie zuwenden, wenn sie nicht leichtfertig auf ihren meta-
wissenschaftlichen Anspruch verzichten will, kritische Begleiterin der Wissen-
schaften und Forum fiir die allgemeinen Fragen der Vernunft an die Wissen-
schaften zu sein.

Zweitens ist die Beweistheorie aus Hilberts Programm einer Grundlagensi-
cherung fiir die Mathematik hervorgegangen. Von den grofien erkenntnistheore-
tischen, wissenschaftstheoretischen und logischen Absichten dieses Programms
sollte der vorausgehende Abschnitt 2. einen ersten Eindruck vermitteln. Wenn
landlaufig behauptet wird, daf die Godelsédtze diesen Absichten endgiiltig den
Gar aus gemacht hétten, wird man eine solche Behauptung kritisch priifen miis-
sen. Und zumindest diese Priifung verlangt nach dem sauberen philosophi-
schen Argument und der verstdndigen Abwédgung von Griinden und Gegen-
griinden. Uberhaupt bleiben aus der philosophisch geprigten Entstehungspha-
se der Beweistheorie Frageiiberhdnge, die fiir die heutige beweistheoretische
Forschungsarbeit zwar nicht mehr leitend sind wie zu Hilberts Zeiten, die man
aber fiir die Deutung beweistheoretischer Ergebnisse wie fiir die Entwicklung
mathematikphilosophischer Konzepte nicht iibergehen kann.

Die konkreten Ziele dieser Abhandlung gliedern sich in drei Gruppen, denen
die drei Teile der Arbeit entsprechen.

Im ersten Teil soll es um ein vertieftes Verstindnis des Hilbertprogramms
(HP) von seiner konzeptionellen Seite her gehen. Es wird also die Frage zu kla-
ren sein, was genau das Hilbertprogramm ist. Welche Ziele wollte Hilbert damit
erreichen? Welche philosophische Sicht der Mathematik fiihrte ihn zu seinem
Programm? Und wie verhalt es sich zu anderen, konkurrierenden Philosophien
der Mathematik? Zu diesem vertieften Verstindnis des HP gehort auch, die mit
dem HP assoziierten Doktrinen des Formalismus und des Finitismus zu kldren
und sie in Beziehung zu setzen zu den Grundlegungskonzeptionen des Intui-
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tionismus und des Logizismus. Was das HP will, erschliefst sich nur durch die
kontrastierende Betrachtung dieser beiden Seiten: Der , Negativfolie” aus Ge-
genpositionen und Alternativen und der , Positivfolie” aus angestrebten Zielen
und Abgrenzung der Methoden.

Der zweite Teil beschéftigt sich vor diesem Hintergrund mit Werken, in de-
nen das Programm tatsachlich durchgefiihrt worden ist. Die Analyse ausgewdhl-
ter Arbeiten von Hilbert, Ackermann und Gentzen soll zeigen, was die theore-
tischen Konzeptionen in praxi bedeuteten. Es wird herauskommen, dafs es ei-
ne ganze Reihe von Entwicklungen gegeben hat, und zwar nicht nur Entwick-
lungen mathematisch-technischer Art, sondern auch Entwicklungen im Bezug
auf die philosophischen Absichten und Motivationen fiir die Beweistheorie. Die
Analyse der Quellentexte ist hier besonders interessant, da im Falle der Beweis-
theorie die seltene Konstellation vorliegt, daf$ die an Wissenschaft interessierte
Philosophie nicht nur die fertigen Entwicklungen einer Wissenschaft rezeptiv
aufnehmen, analysieren und kritisch befragen kann, sondern daf} sie schon de-
ren Entstehung beeinflult und mitbestimmt hat.*

Im dritten Teil soll diese mehr analytisch, technisch und historisch ausgerich-
tete Perspektive noch einmal begrifflich-methodologisch eingeholt werden. Die
Reflexionen konfrontieren das HP mit drei kritischen Fragekreisen. Mit Henri
Poincaré wird zu fragen sein, ob nicht alle Versuche, Mathematik durch etwas
Nicht-Mathematisches zu begriinden, scheitern miissen und Versuche, Mathe-
matik durch Mathematik zu begriinden, letztlich zirkuldr sind. Konkret wird
es dabei um die Probleme mit der Induktion und mit den imprédikativen De-
finitionen gehen. Der zweite Fragenkreis betrifft die in der allgemeinen Wahr-
nehmung wohl stiarkste Herausforderung des HP iiberhaupt, namlich die Go-
delschen Unvollstindigkeitssdtze. Die landldufige Meinung ist, dal Godel be-
wiesen habe, dafs die Ziele des HP prinzipiell unerreichbar sind. Manchmal ist
sogar die Rede davon, dafs das Programm ,tot” sei. Hat Godel das HP zu Fall
gebracht? Die kritische und genaue Analyse zeigt, dafy eine Antwort auf diese
Frage nicht leicht zu haben ist, besonders nicht auf dem Weg einer hemdséarme-
ligen Argumentation wie: ,Hilbert wollte mit mathematischen Mitteln die Wi-
derspruchsfreiheit der Mathematik beweisen, Godel hat gezeigt, dafs die Mathe-
matik ihre eigene Widerspruchsfreiheit nicht beweisen kann, ergo sind Hilberts
Ziele unerreichbar.” Eine vertretbare Antwort auf die Frage nach den Implika-
tionen der Godelsdtze fiir das HP setzt eine ganze Reihe von Differenzierungen
voraus, und tragfahige Argumente, die von Godel zu Hilbert fiithren sollen, sind
weniger leicht zu finden, als es scheint. Dadurch wird implizit auch der Vorwurf
zuriickgewiesen, dafs die divergierenden Einschidtzungen dieser Frage sich aus-
schlieslich auf Vagheiten in Hilberts Formulierung seines Programms zurtick-
fiithren lassen und dieses sich daher im Bedarfsfall gummiartig uminterpretie-
ren und dadurch ,retten” liefle. Der dritte Problemkreis, der hier ehrenhalber
mit dem Namen Georg Kreisels bezeichnet wird, beschiftigt sich schliefilich mit

%S0 auch MOSTOWSKI, Thirty Years [1966), 8.
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dem auf den ersten Blick ratselhaften Phanomen, wie eine finitistische Position
Methoden fiir zuldssig erkldren kann, in denen expressis verbis transfinite Ordi-
nalzahlen eine Rolle spielen. Die Relevanz dieser Frage wird aber sicher erst vor
dem Hintergrund der konkreten technischen Resultate sichtbar, die im zweiten
Teil der Arbeit analysiert werden.

Ein Resiimee am Ende des dritten Teils will schlieflich einige der gezeichne-
ten Linien noch einmal zusammenbinden. Es wird versuchen, auf die Frage nach
dem Scheitern des HP eine differenzierte Antwort zu geben. Der wunde Punkt
solcher Antwortversuche wird sein, wie man sich dazu stellt, dafs sich die Moti-
vationen fiir die Beweistheorie von philosophisch-grundlagentheoretischen zu
rein mathematisch-logischen verschoben haben. Deshalb wird unabhéngig von
dieser Antwort auch dafiir argumentiert, daf} die Ergebnisse der reduktiven Be-
weistheorie erkenntnistheoretisch und wissenschaftsphilosophisch von Interes-
se sind, da sie unser mathematisches Wissen strukturieren, verwendete theore-
tische Ressourcen offenlegen und durch das Studium der Eigenschaften ganzer
Theoriespektren selbst Erkenntnisse generieren, die als ,, Wahrheiten tiber mog-
liche Beziehungen” bestens Hilberts Konzeption von Axiomatik entsprechen.

Am Beginn jedes Teils informieren kurze Ubersichten {iber die Strukturie-
rung des Gedankengangs in Form der einzelnen Kapitel. Diese wiederum wer-
den, insofern sie eine gewisse ,kritische Masse” tiberschreiten, jeweils durch
kurze Zusammenfassungen abgeschlossen.

4. Methodische Bemerkungen

Aber bei dem Reize, den das Spinnen der Ge-
danken hat, ist mir die unbefangenere Uber-
zeugung von der Wahrheit der Sache vorzugs-
weise aus dem Einvernehmen mit dem ge-
schichtlichen Gange des Problems gewachsen.

HERMANN COHEN"!
4.1 Zwischen Systematik und Geschichte

Der geschichtliche Gang eines Problems mag fiir sich genommen von Interesse
sein, aber was tragt er zu der philosophischen Absicht einer Auseinanderset-
zung bei, der es um Fragen der Giiltigkeit, Wahrheit, Tragfahigkeit oder auch
nur der genaueren Bestimmung geht?

Die Wissenschaftsphilosophie mufs eine Gratwanderung vollfithren. Auf der
einen Seite droht der Absturz in die Welt rein theoretischer Konstrukte, in eine
Welt irrelevanter Fragen, die sich vom gemiitlichen ,, armchair” aus leicht beant-
worten lassen, weil man sie selbst erfunden hat. Auf der anderen Seite droht der
Absturz in die Welt reiner Rekonstruktion, die kaum einen eigenen Gedanken

“'COHEN, Das Prinzip [1883], 41.
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beinhaltet und daher von radikal philosophischer Warte aus — um eine schmack-
hafte Formulierung aus der wissenschaftlichen Jugendzeit des neuen Papstes
zu probieren — ,nur mithsam eine véllige geistige Leere verdeckt”.*? Es geht
also darum, zwischen diesen beiden Extremen auszubalancieren, d.h., an die
Quellen interessante Fragen zu stellen, Rekonstruktionen nicht sklavisch an den
tiberkommenen Bezeichnungsweisen, sondern durchaus am eigenen Verstand-
nis der Sache zu orientieren, dabei die Fragen in die Gedankenwelt der ver-
gangenen Zeit einzupassen, zu berticksichtigen, dafs im Lauf der Zeit Begriffe
sich verdandern konnen, auch wenn die Worte dieselben bleiben, und schliefslich
Wahrheitsanspriiche darzustellen und sie kritisch zu priifen.

Hier wird also die Auffassung vertreten, dafy eine addquate Auseinander-
setzung mit einem historisch gewachsenen Problemkreis auch ein Bewufstsein
fiir geschichtliche Entwicklungen voraussetzt. Der wichtigste Grund fiir diese
Auffassung ist, dafy die Sache selbst aus dem Blick gerdt, wenn man die ,histo-
rischen” Quellen nicht ausreichend oder nicht in rechter Weise wiirdigt. Diese
Gefahr ist selbst kein blof3 theoretisches Konstrukt, wie zwei Beispiele im Be-
reich der Forschungen zum Hilbertprogramm belegen.

Das erste Beispiel betrifft die Negationsfahigkeit genereller finiter Aussagen
und die Frage, wie die folgende Stelle in Hilberts Uber das Unendliche zu inter-
pretieren ist.

,So ist z. B. die Aussage, daf3, wenn a ein Zahlzeichen ist, stets
a+l=1+4a

sein muf3, vom finiten Standpunkt nicht negationsfiihig. Dies konnen wir uns klar machen,
indem wir bedenken, daf} diese Aussage nicht als eine Verbindung unendlich vieler Zah-
lengleichungen durch ,und’ gedeutet werden darf, sondern nur als ein hypothetisches Ur-
teil, welches etwas behauptet fiir den Fall, daf8 ein Zahlzeichen vorliegt.”

HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 173

Analysiert man diesen Text sorgfdltig und vor dem Hintergrund der tibrigen
Auerungen Hilberts zu diesem Thema, so gelangt man zu folgender Interpre-
tation: Hilberts Begriindung fiir die Negationsunfahigkeit ist, daf3 es sich bei
Aussagen wie ,,a+1 = 14 a” fiir ein beliebiges Zahlzeichen a um hypothetische
Urteile handelt. Wiirden sie sich als unendliche Konjunktionen, etwa als

0+1=140AN14+1=14+1A241=1+2A ...
auffassen lassen, dann wiren sie auch negationsfdhig, die Negation ware z. B.:
0+1#14+0V 1I4+1#1+1V2+1#1+2V ...

Sie lassen sich jedoch nicht als unendliche Konjunktionen auffassen, sondern
sind hypothetische Urteile in dem Sinne, dafs nur etwas behauptet wird, wenn
ein Zahlzeichen vorliegt. C. Smorynski hingegen interpretierte diese Stelle so,

“RATZINGER, Einfithrung Christentum [1968], 8.
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als wére es nach Hilbert ein Kriterium fiir die Negationsfahigkeit finiter Aussa-
gen, dafs ihre (moglichen) Negate sich als unendliche Konjunktionen auffassen
lassen miifiten:*> Wenn man die Negationsfihigkeit einer finiten Aussage priifen
will, miifite man sozusagen den Kandidaten fiir die Negation bilden und dann
sehen, ob sich dieser Kandidat als unendliche Konjunktion auffassen lafit. Wenn
ja, ist die finite Aussage negationsfdhig, wenn nein, dann nicht. Diese Interpreta-
tion pafit bei genauerer Betrachtung tiberhaupt nicht zu Hilberts Text und ist vor
dem Hintergrund von Hilberts {ibrigen Aulerungen zu diesem Thema gerade-
zu abwegig.** Aus der Tatsache, daf ein solcher Fehlgriff selbst einem Experten
in der Hilbert-Forschung passieren kann, sollte man den Schluf$ ziehen, dafs die
Auseinandersetzung mit den Originaltexten bei diesen sachlich sehr schwieri-
gen Themen auch fiir die philosophisch orientierte Beschéftigung unerlafilich
ist.

Das zweite Beispiel ist etwas weniger speziell und spricht sozusagen , hand-
fest” fiir den systematischen und begrifflichen Fortschritt, der durch histori-
sche Informiertheit ermoglicht, von zu diinner Quellenkenntnis hingegen ver-
stellt werden kann. 1979 legte Warren Goldfarb die verdienstvolle Arbeit Logic
in the Twenties — the nature of the quantifier vor, in der er u. a. das Verstdandnis
der logischen Quantoren analysierte, das in der Hilbertschule der frithen 1920er
Jahre verbreitet war. Goldfarb geht davon aus, dafs erst das Lehrbuch Hilbert-
Ackermann 1928 eine befriedigende Quantorentheorie bietet und dies ein Kul-
minationspunkt der logischen Forschungen der Hilbertschule sei.*® Diese his-
torische Annahme leitet im Hintergrund seine Analyse der Hilbertschen Texte
aus der Zeit um 1922/23. Sie fithrt zum Ausschluf gewisser Interpretationshy-
pothesen und wird dadurch systematisch wirksam: Da Hilbert zu dieser Zeit ja
noch nicht tiber das ,klassische” Verstandnis der Quantoren verfiigt habe (his-
torische Voraussetzung), konnten die Quantoren in den frithen Schriften nicht
klassisch interpretiert werden, sondern nur konstruktivistisch (Ausschlufs der
Alternativinterpretation). — Goldfarbs Schlufifolgerung hat sich wie seine Vor-
aussetzung iiber das Hilbert-Ackermann-Buch im Laufe der Zeit als unhaltbar

Vgl. SMORYNSKI, Hilbert’s Programme [1988].

* Auf beide Kritikpunkte hat in aller Deutlichkeit DETLEFSEN, Alleged Refutation [1990] hinge-
wiesen. Detlefsen konnte Smorynskis Interpretationsfehler sogar auf einen Punkt kondensieren,
namlich auf die Frage, worauf sich das ,diese Aussage” im zweiten Satz bezieht. Vom Text her
legt sich nahe, es auf die im ersten Satz genannte Aussage zu beziehen, da8 a + 1 = 1 + a ist,
falls a ein Zahlzeichen ist. Smorynski hingegen hat es auf die mogliche oder hypothetische Nega-
tion dieser Aussage bezogen, die von Hilbert gerade abgelehnt wird. — Der Fairnef3 halber sollte
man jedoch bemerken, daf$ es eine sehr friihe Stelle in Hilberts Publikationen gibt, die zumindest
einen Anhaltspunkt fiir Smorynskis Position geben kinnte. In Hilberts Heidelberger Vortrag Uber
die Grundlagen der Logik und der Arithmetik von 1904 heif3t es an einer Stelle, dafl eine Allaussage
VzA(z), die Hilbert dort als A(z(")) schreibt, eine abkiirzende Schreibweise sei fiir die unendli-
che Konjunktion A; u. Az u. As, ..., vgl. HILBERT, Grundlagen Logik [1905], 252. Diese Stelle liegt
jedoch im Verlauf des von Hilbert dort durchgefiihrten , Baus der logischen Grundlagen des ma-
thematischen Denkens”, der allerhochstens eine Vorstufe zum spater entwickelten Konzept des
Finitismus oder der ideal/real-Unterscheidung ist.

®Vgl. GOLDFARB, Logic in the Twenties [1979]; HILBERT / ACKERMANN, Theoretische Logik [1928].
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herausgestellt. Die im Hilbert-Ackermann préasentierte Darstellung der formalen
Logik geht dem Inhalt wie auch zum Teil jedenfalls den Formulierungen nach
auf die Ausarbeitungen zuriick, die Paul Bernays ab 1917 von Vorlesungen Hil-
berts gemacht hat. In den Vorlesungen der frithen 1920er Jahre war schon der ge-
samte inhaltliche Stoff des Hilbert-Ackermann verfiigbar.*® Ackermanns Beitrag
zu diesem Lehrbuch scheint auf das beschrankt gewesen zu sein, was Hilbert
im Vorwort erwdhnt: die , Gliederung und definitive Darstellung des Gesamt-
stoffes”. Der , Gesamtstoff” hat schon in den Vorlesungen der Jahre vor dem
Erscheinen des Hilbert-Ackermann vorgelegen. So ist dies ein deutliches Beispiel
dafiir, wie bestimmte historische Einschdtzungen ganz konkret das sachliche
Verstindnis von Positionen beeinflussen.?”

Diese zwei Beispiele sollten wie gesagt zeigen, daf’ eine tatsachliche Gefahr
besteht, die sachlichen Probleme zu verfehlen, wenn man historisch nicht sau-
ber genug arbeitet oder sich um die geschichtlichen Fakten nicht schert. Und
dies wiederum ist ein wichtiger Grund fiir die hier vertretene Auffassung, daf3
eine addquate Auseinandersetzung mit der Sache nur ,historically informed”
erfolgen kann.

Fiir diese Auffassung sei noch ein zweiter Grund aufgerufen, der besonders
beim HP fiir die Beschiftigung mit den Originaltexten spricht. Er hangt damit
zusammen, dafl die Komplexitdt der wissenschaftlichen Gedanken in der mo-
dernen Mathematik besonders hoch ist. So hat Solomon Feferman, selbst nam-
hafter Beweistheoretiker, einmal festgestellt:

,Ungliicklicherweise haben wir keine Theorie, die uns genau sagt, was wir machen, wenn

wir die Ordinalzahl eines formalen Systems erhalten, doch es ist klar, daf3 wir etwas Inter-
essantes machen.” FEFERMAN, Highlights [2000], 18, Eig. Ubers.*®

Wenn es also selbst dem ,, working mathematician” passieren kann, nicht mehr
genau zu wissen, was er tut, so ist es besonders angezeigt zu versuchen, sich ein
eigenes Bild der Sache zu machen. So bleibt es dabei, daff die Beschéftigung mit
den Quellen nicht nur dem systematischen Interesse dieser Arbeit nicht wider-
spricht, sondern von ihm sogar verlangt wird.

Sicher gab es in Hilberts Denken eine Entwicklung beziiglich des Pro-
gramms seiner Beweistheorie.* In dieser Arbeit soll es aber weniger um die dia-

*Das ist auch gegen Peckhaus’ Einschitzung zu sagen, dal Hilbert erst 1928 mit der Ausar-
beitung des Hilbert-Ackermann ,die logische Grundlage seines metamathematischen Programms
gelegt” habe; vgl. PECKHAUS, Logik, Mathesis [1997], 3.

¥7Zu dieser Beeinflussung sachlicher Einschatzungen durch historische Fehleinschatzungen bei
Goldfarb vgl. auch SIEG, Hilbert's Programs [1999], 12-13.

8Das Zitat lautet im englischen Original: , Unfortunately, we do not have a theory that tells us
exactly what we are doing when we obtain the ordinal of a formal system, though it is clear that
we are doing something of interest.”

*Diese Entwicklung bemerkten schon die Herausgeber von Hilberts Gesammelten Abhandlun-
gen, die in Bezug auf den Aufsatz Neubegriindung (im Original 1922 publiziert) vermerken, dafs er
einen Ubergang aus einem friiheren Stadium der Beweistheorie widerspiegeln wiirde; vgl. HIL-
BERT, Gesammelte Abhandlungen [GA], Bd.1II, S.168, Fn. 2. Eine solche Entwicklung gibt Hilbert
auch selbst unumwunden zu; vgl. HILBERT, Grundlagen Mathematik [1928], 12.
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chrone Fragerichtung gehen, wie und in welchen Stufen diese Entwicklung sich
genau vollzog. Vielmehr sollen Fragen behandelt werden, die zu den historisch-
diachronen in einem eigentiimlichen Wechselverhiltnis stehen. Will man bei-
spielsweise historisch erforschen, ob es in Hilberts Denken eine Entwicklung
gab, die vor dem eigentlichen HP stehenblieb (das dann erst seine Schiiler ent-
wickelt hétten), bis zum HP fiihrte oder sich sogar tiber spatere Modifikatio-
nen eines ersten Programms erstreckte, so mufs man dafiir im Voraus festlegen,
was man genau unter dem HP verstehen will. Ob man etwa unter dem Begriff
,HP” ein ganzes Konglomerat von (mdglicherweise nicht miteinander vertrag-
lichen) Teilprogrammen versteht oder ein einheitliches Programm, beeinflufit
entscheidend die Ergebnisse einer Untersuchung zur Frage, ob ,,das” HP in ir-
gendeinem Sinne , erfolgreich” war oder ,gescheitert” ist. Die ersteren sind kei-
ne historisch beantwortbaren Fragen, sondern solche, die von der historischen
Forschung schon vorausgesetzt werden. Erst wenn feststeht, was tiberhaupt der
Begriff des HP ist, kann eine verniinftige historische Untersuchung nach sei-
ner Genese einsetzen. Umgekehrt setzt die systematische Analyse eines histo-
risch derartig komplexen Phianomens wie des HP Ergebnisse historischer For-
schungsarbeit stets voraus, schon allein um nicht der Gefahr zu erliegen, blof3
eine Chimdre zu verfolgen oder sich damit aufzuhalten, , Pappkameraden” zu
erzeugen, die dann — oh Wunder! — durch sachliche Kritik schnell erledigt wer-
den konnen. Dafiir wurde ja oben schon hinldnglich argumentiert.

Auf diesen notwendigen hermeneutischen Zirkel von systematischer Frage,
die die historische Arbeit voraussetzt, und historischer Arbeit, die die systema-
tische Konzeption voraussetzt, muf8 sich auch eine eher systematisch-normativ
interessierte Forschung einlassen. Erst das mehrmalige Durchlaufen dieses Zir-
kels kann tiberhaupt eine Gewihr fiir ein anndhernd addquates Austarieren der
systematischen und der historischen Komponenten bieten. Was von dieser Ta-
tigkeit an der Oberfldche einer Abhandlung sichtbar wird oder sichtbar gemacht
werden sollte, steht jedoch auf einem anderen Blatt.

4.2 Zwischen Rekonstruktion und Kritik

Bei den vorausgehenden methodischen Uberlegungen wurde so getan, als ob
man problemlos zwischen der Rekonstruktion von Gedanken anderer und der
Auseinandersetzung mit ihnen unterscheiden konnte. Wahrend dies normaler-
weise zumindest in gewissen Grenzen gelingen kann, stellte sich beim Thema
dieser Arbeit heraus, dafs oftmals selbst tiber ganz grundlegende Begriffe und
selbst unter den ,Freunden” einer bestimmten Position keine Einigung festzu-
stellen ist. Als Beispiele sei nur das Problem genannt, was die Begriffe , Logi-
zismus”, ,Intuitionismus” und ,,Formalismus” eigentlich bedeuten sollen, was
also diese Philosophien der Mathematik genau ausmacht. Vielleicht wére es mit
entsprechendem Aufwand moglich, durchgéingig die verschiedenen Optionen
erst objektiv darzustellen und daran anschliefiend fiir oder gegen die eine oder
andere Option zu argumentieren. Der Umfang dieser Abhandlung, die Kom-
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plexitit des Themas und die gesetzten Ziele erlauben dies jedoch nicht. Re-
konstruktion und Kritik sind daher oft vermischt anzutreffen und das ist bei
der philosophisch-sachlichen Zielsetzung dieser Arbeit wohl auch gerechtfer-
tigt. Man wird daher auch in dieser Arbeit mehr oder weniger bewufste Vorent-
scheidungen und tendenzidse Darstellungen antreffen.

Dennoch liegt diesen Forschungen die erwdhnte Maxime zugrunde, histo-
risch ,,well-informed” zu arbeiten. Rekonstruktionen von Gedanken anderer
sollen so angemessen wie moglich sein, ja in vielen Féllen sogar bewufSt ange-
messener als in den bisher iiblichen Standarddarstellungen.”® Der Umfang des
bearbeiteten Stoffes 1463t jedoch keinen Anspruch auf Vollstandigkeit zu, was
die Darstellung aller moglichen Interpretationsweisen oder gar aller Entschei-
dungsprozesse im Detail betrifft. Dies ist ein Kompromif$, den man eingehen
muf3, wenn man im Rahmen einer Qualifikationsarbeit an dem breiten Fokus
interessiert ist, den es bedeutet, das Hilbertprogramm mitsamt seinen Wurzeln
und seinem Kontext darzustellen, auf die Analyse seiner positiven Durchfiih-
rung nicht zu verzichten und schliefSlich die argumentative Auseinanderset-
zung mit seinen Herausforderern ein Stiick weit zu fiithren.

Das Literaturverzeichnis am Ende dieser Arbeit dokumentiert seinerseits
noch einmal die Breite, die die mathematisch-logischen, die wissenschaftsphi-
losophischen und -historischen Auseinandersetzungen mit dem Hilbertpro-
gramm und seiner ,,Umgebung” mittlerweile angenommen haben — obwohl
hier nicht einmal ansatzweise nach bibliographischer Vollstindigkeit gestrebt
wurde.

Die eigentlichen historischen Anspriiche der folgenden Darstellung bleiben
insgesamt eher bescheiden. Den philosophischen Absichten dieser Arbeit ge-
mafd geht es vor allem um den Aufrif§ des ideengeschichtlichen Kontextes, in
dem das Hilbertprogramm entstanden ist. Wissenschaftsexterne Faktoren, die
wie immer die faktische Entstehung auch dieses Programms beeinflufit haben,
werden dementsprechend kaum eine Rolle spielen. Es geht darum, ein inhalt-
liches Verstandnis des HP zu gewinnen, das in gewissen Grenzen beanspru-
chen kann, historisch addquat zu sein, ohne zu seiner Gewinnung die Abkla-
rung samtlicher historischer Details zu beanspruchen. Ergo mufS simplifiziert
werden, und falls die Kompliziertheit historischer Entwicklungen der systema-
tischen Pragnanz entgegenlduft, erhélt die letztere den Vorzug.

Maf3stab der Kritik soll schlieflich ein xpiverv im besten Wortsinne sein — ein
Unterscheiden von mehr oder weniger Zustimmungswiirdigem, zwischen wah-
ren und falschen Aspekten. Es wird dabei weniger darum gehen, eine These zu
,verteidigen”, andere Positionen bzw. Autoren , anzugreifen” oder vermeint-
liche ,Siege” einzufahren. Diese kriegerische Metaphorik driickt eine Haltung
aus, die dieser Arbeit nicht zugrundeliegt. Wenn doch einmal polemische Spit-
zen nicht vermieden werden, so moge der Leser dies einerseits als Versagen

50Dagegem geben etwa GEORGE/ VELLEMAN, Philosophies [2002], vii-viii, zu, daf8 sie nicht ein-
mal immer versucht haben, die von ihnen dargestellten Ideen historisch getreu darzustellen.
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eines Autors sehen, der gelegentlich auch nicht in der Lage ist, seine Genervt-
heit angesichts der Vertracktheit mancher repetierter MifSverstandnisse zurtick-
zuhalten; andererseits aber — und hoffentlich hauptséachlich — als unterhaltsame
Uberzeichnung innerhalb eines sonst vielleicht allzu trockenen Sachgebiets.
Alle methodischen Erwigungen konnen nicht iiber den Mixtur-Charakter®!
dieser Arbeit hinwegtduschen. Michael Hallett hat einen solchen einmal als An-
spruch formuliert:
,Arbeiten zu Entwicklung und Wesen der Mathematik sollten eine reiche Mischung sein

aus Geschichte, Philosophie und technischem Verstehen.”
HALLETT, Cantorian Set Theory [1984], xviii, Eig. Ubers.”

Dieser Anspruch gilt.

*'Das wissenschaftsphilosophische Arbeiten vielleicht generell Mischgebilde sind, formuliert
auch CHARPA, Grundprobleme [1996], 33, allerdings speziell im Hinblick auf das Verhltnis nor-
mativer und deskriptiver Anteile.

%2 Das Zitat lautet im englischen Original: ,Works on the development and nature of mathema-
tics should be a rich mixture of history, philosophy, and technical understanding.”
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Uberblick

Im ersten Teil dieser Arbeit soll die konzeptionell-begriffliche Seite des Hilbert-
programms (HP) erortert werden. Es wird darum gehen, was die Ziele dieses
Forschungsprogramms sind und in welchen Schritten es vorgehen will, um die-
se Ziele zu erreichen. Welche philosophische Sicht der Mathematik fiihrte Hil-
bert zu seinem Programm? Welche konkurrierenden Sichtweisen wollte er da-
mit zurtickdrangen (oder gar bekampfen)? Welche mathematischen, logischen
und philosophischen Ressourcen setzt das Programm voraus?

Der nachfolgend présentierte Zugang ist im Wesentlichen aus der kriti-
schen Beschiftigung mit den Hilbertschen Schriften selbst hervorgegangen. Es
wird bewufst keine vorgefertigte philosophische Rahmentheorie zugrundege-
legt, sondern versucht, eine moglichst unvoreingenommene Auseinanderset-
zung zu fithren. Methodisch wird dabei der Ansatz verfolgt, die Behauptun-
gen der Protagonisten des HP solange stark zu machen, bis wirklich keine sttit-
zenden Erklarungen mehr in Sicht sind. Es ist erstaunlich, wie weit man damit
kommen kann.

Das erste Kapitel beginnt mit einer grundsitzlichen Bestimmung dessen,
was hier unter dem , Hilbertprogramm” verstanden wird, und bietet eine ers-
te Bestimmung seiner Ziele (Kapitel 1, S.47ff.). Seine wichtigste sachliche Vor-
aussetzung wird im zweiten Kapitel behandelt: die Axiomatik. Hilberts Aus-
einandersetzungen mit Frege lassen hervortreten, was das konzeptionell Neue
an Hilberts Axiomatik ist. Eine Diskussion von Kriterien fiir Axiome hebt dann
besonders auf den Begriff der Widerspruchsfreiheit ab, der fiir das Hilbertpro-
gramm zentral ist (Kapitel 2, S. 53ff.).

In der klassischen Trias mathematikphilosophischer Positionen, , Logizis-
mus, Intuitionismus, Formalismus”, gilt der Formalismus gemeinhin als die Po-
sition Hilberts. Da man mit von Neumann festhalten muf3, daf3 es fiir das Ver-
standnis der Hilbertschen Position unerldfilich ist, die beiden anderen Positio-
nen zu kennen, werden zunéchst Logizismus und Intuitionismus als Kontext
des HP behandelt (Kapitel 3, S. 91ff.). Es zeigt sich, daf$ die Vorstellung, es hand-
le sich bei ihnen um ausschlieffende Alternativpositionen zu Hilberts ,, Forma-
lismus”, genau so fragwiirdig ist wie die fraglose Etikettierung seiner Position
als , formalistisch” (Kapitel 4, S. 131ff.).

Schliefslich wird es in dem Kapitel zum Finitismus um das eigentliche Pro-
prium der Hilbertschen Theorie gehen: die finit begriindeten metamathemati-
schen Methoden (Kapitel 5, S. 151ff.). Ihre Behandlung bildet die Voraussetzung
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fiir die im zweiten Teil der Arbeit angesetzte Analyse von Widerspruchsfrei-
heitsbeweisen der Hilbertschule.

Die Darstellung weicht in zwei Punkten bewufst von den aus der Litera-
tur geldufigen Darstellungen ab. Die erste Abweichung betrifft die ideal/real-
Unterscheidung. In der Literatur wird das Hilbertprogramm meistens im Aus-
gang von dieser Unterscheidung dargestellt. Oft wird nicht darauf geachtet, daf3
es sich dabei um eine Analogie handelt, die Hilbert nur ins Spiel gebracht hat,
um gewisse Ziige seiner Konzeption zu verdeutlichen. Nimmt man diese Analo-
gie als Aufhinger der Gesamtkonzeption, so liegt die Gefahr der Uberbeanspru-
chung nahe: Man nimmt wortlich, was nicht wortlich gemeint war, und hat kei-
nen Blick mehr fiir die Grenzen der Analogie. Daraus ergeben sich teilweise gra-
vierende Mifiverstandnisse des Hilbertprogramms. Daher wird die ideal/real-
Unterscheidung zunédchst ausgeblendet. Erst nach den eben genannten konzep-
tionellen Erorterungen wird dann in einem eigenen Kapitel zu kldren versucht,
was mit der Analogie ausgesagt werden kann und wo ihre Grenzen liegen (Ka-
pitel 6, S. 171ff.).

Die zweite Abweichung besteht gegeniiber der Darstellung in Michael Detlef-
sens einschldagiger Monographie Hilbert’s Program. Sie betrifft den Instrumen-
talismus, der Detlefsen als Rahmenkonzept dient, in das er seine Auffassung
des Hilbertprogramms einfafst. Da die instrumentalistische Lesart des HP nicht
tiberzeugend ist, werden die betreffenden Punkte ebenfalls aus der vorgiangigen
Darstellung ausgegliedert und in einem eigenen Kapitel am Ende dieses ersten
Teils behandelt (Kapitel 7, S. 185ff.).
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Kapitel 1

Das Hilbertprogramm und seine Ziele

Das Hilbertprogramm (auch ,Hilbertsche Programm”, ,Hilbert-Programm”,
,Hilberts Programm®; im Englischen , Hilbert’s Program” oder ,Hilbert’s Pro-
gramme”; im Folgenden kurz: ,HP”) ist ein Forschungsprogramm fiir eine neue
mathematische Disziplin, die Beweistheorie, wie sie von David Hilbert Anfang
des 20. Jahrhunderts entworfen wurde. Die ersten Ansitze dazu stammen aus
den ersten Jahren nach der Wende zum 20. Jahrhundert. Die eigentliche Kon-
zeption des Programms, die Formulierung der Ziele und die Entwicklung der
ersten Methoden stammen aber aus den 1920er Jahren, nachdem Hilbert um
1917/18 gemeinsam mit Paul Bernays die Arbeit an seinen Ideen vom Anfang
des Jahrhunderts wieder aufgenommen hatte.!

Es gibt verschiedene Verwendungsweisen des Ausdrucks ,Hilbertpro-
gramm”. In dieser Arbeit wird es um das inhaltliche Programm fiir die Beweis-
theorie gehen, der Ausdruck wird also so verstanden, wie die Beweistheorie
selbst ihn versteht, wenn sie sich auf ihre eigenen geschichtlichen Wurzeln be-
sinnt.? Es wird also erstens die inhaltliche Seite des Programms im Vordergrund
stehen und weniger die wissenschaftsextrinsischen Faktoren, die die Durchfiih-
rung eines inhaltlichen wissenschaftlichen Programms immer auch voraussetzt
(Finanzmittel, Publikationsorgane, Nachwuchsférderung etc.). Zweitens wird
unter dem ,Hilbertprogramm® das spezifische Programm der Beweistheorie
verstanden und nicht ein ganz allgemeines Axiomatisierungsprogramm, das ge-
legentlich auch , Hilbertprogramm® genannt wird.> Was die Beweistheorie, die
sich auf das Hilbertprogramm zurtickfiihrt, selbst darunter versteht, ist in ei-
ner Hinsicht ein weiteres, in einer anderen Hinsicht ein engeres Programm als
das der blofien Axiomatisierung. Dazu wird spater noch Néheres zu sagen sein.
Jedenfalls wird der Ausdruck ,Hilbertprogramm® im Folgenden in dieser Be-
deutung verwendet.

'Nach SIEG, Hilbert's Programs [1999], 27, werden die heute als charakteristisch geltenden Aus-
driicke ,finite Mathematik” und , Hilbertsche Beweistheorie” zum ersten Mal in der von Hilbert
gehaltenen und von Paul Bernays ausgearbeiteten Vorlesung vom Wintersemester 1921/22 ver-
wendet; vgl. HILBERT, Wintersemester 21/22 (Bernays) [1922a*]. Kurz darauf treten sie auch in den
Publikationen auf, bspw. ,Beweistheorie” in HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 151.

2Vgl. bspw. POHLERS, Proof Theory [1989)].

*So anscheinend in PECKHAUS, Hilbertprogramm [1990].
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Hilbert verfolgte mit der Beweistheorie grundlagentheoretische Ziele. Es
ging ihm, so hielt er auch im Vorwort zum ersten Band von Hilbert-Bernays noch
fest, darum,

,unsere iiblichen Methoden der Mathematik samt und sonders als widerspruchsfrei zu
erkennen.” HILBERT/ BERNAYS, Grundlagen I [1934], V

Das Erkennen der Widerspruchsfreiheit sollte die Grundlagen der Mathematik
absichern. Das Typische an Hilberts Vorgehen ist nun, daf$ diese Sicherung selbst
mit mathematischen Methoden erfolgen soll. Durch Methoden, die selbst die
Unbezweifelbarkeit mathematischer Resultate besitzen, sollte die Unbezweifel-
barkeit mathematischer Resultate wiederhergestellt werden. Dies mag auf den
ersten Blick zirkuldr anmuten, und das ist auch nicht vollkommen falsch, denn
zumindest ein ,reflexives Moment” besteht ja in der Idee, die Mathematik mit
mathematischen Methoden zu untersuchen und sie sich so selbst zum Objekt
zu machen. Dies kommt auch deutlich zum Ausdruck, wenn Hilbert die Be-
weistheorie mit der Vernunftkritik des Philosophen und der Untersuchung des
eigenen Standorts in der Astronomie vergleicht.* Um den Zirkularitdtsvorwurf
entkraften zu konnen, ist zunédchst zu fragen, was es genau heifen soll, die Ma-
thematik mittels mathematischer Methoden abzusichern.
Hilberts klassische Formulierung seines Programms entstammt dem Aufsatz
Neubegriindung der Mathematik von 1922, der auf Vortrage zuriickgeht, die er
1921 in Gottingen, Kopenhagen und Hamburg gehalten hat. Er unterscheidet
darin zwei Schritte:®
(HP1) , Alles, was bisher die eigentliche Mathematik ausmacht, wird nunmehr
streng formalisiert, so dafs die eigentliche Mathematik oder die Mathematik
in engerem Sinne zu einem Bestande an beweisbaren Formeln wird.”

(HP2) ,,Zu dieser eigentlichen Mathematik kommt eine gewissermafien neue
Mathematik, eine Metamathematik, hinzu, die zur Sicherung jener dient
[...] In dieser Metamathematik kommt — im Gegensatz zu den rein
formalen SchlufSweisen der eigentlichen Mathematik — das inhaltliche
Schlieflen zur Anwendung, und zwar zum Nachweis der Widerspruchs-
freiheit der Axiome.”

Eine dhnliche Formulierung dieses Programms hat Hilbert auch 1922 in sei-
nem Leipziger Vortrag Die logischen Grundlagen der Mathematik,® sowie 1930 in
seinem dritten Hamburger Vortrag Die Grundlegung der elementaren Zahlenlehre
angegeben. Sie decken sich im Wesentlichen mit der ersten publizierten Fassung
aus Neubegriindung.” Der einzige Unterschied, den sich hervorzuheben lohnt, ist

*HILBERT, Neubegriindung [1922], 169-170.

°Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 174.

SHILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 152-153.

"Vgl. HILBERT, Grundlegung Zahlenlehre [1931], 192. Die Formulierung aus dem Vortrag von
1930 lautet:
(HP1*) Alle bisherige Mathematik soll formalisiert werden, ,so daf} die eigentliche Mathematik

oder die Mathematik im engeren Sinne zu einem Bestande an Formeln wird.”

(HP2*) ,,Zu der eigentlichen so formalisierten Mathematik kommt eine gewissermafien neue Ma-
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die nur in der mittleren Fassung aus dem Leipziger Vortrag eingefiigte ndhere
Erlauterung zu (HP2):
,In dieser Metamathematik wird mit den Beweisen der eigentlichen Mathematik operiert

und diese letzteren bilden selbst den Gegenstand der inhaltlichen Untersuchung.”
HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 153

Moglicherweise ist dieser Passus in der spdteren Fassung trotz seines erldutern-

den Charakters weggefallen, da der Ausdruck , mit den Beweisen der eigentli-

chen Mathematik” mifsverstandlich ist. Gemeint ist, dafs man mit den formalen

Abbildern der eigentlichen mathematischen Beweise operiert.?

Es geht also darum, aus der Mathematik® formale Systeme zu machen, deren
Widerspruchsfreiheit mit Hilfe einer Metamathematik gezeigt werden soll. Die
Metamathematik selbst soll nicht formalisiert werden (bzw. sein), sondern ist in-
haltlich konzipierte Mathematik.!” Die Frage, wie sie genau konzipiert ist, spielt
in der Diskussion des Hilbertprogramms und fiir die Frage seiner Durchfiihr-
barkeit eine wichtige Rolle und beeinflufit ihrerseits die Frage nach der Mog-
lichkeit oder Unmoglichkeit der entsprechenden Widerspruchsfreiheitsbeweise.
Deshalb mag es sachgerecht sein, die Abgrenzung der metamathematisch zulas-
sigen Beweismittel von der Forderung nach den mit diesen Mitteln zu fiithren-
den Widerspruchsfreiheitsbeweisen zu unterscheiden.!! Man erhilt dann fol-
gende Formulierung des Hilbertprogrammes:

(HP1) , Alles, was bisher die eigentliche Mathematik ausmacht, wird nunmehr
streng formalisiert, so dafs die eigentliche Mathematik oder die Mathematik
in engerem Sinne zu einem Bestande an beweisbaren Formeln wird.”

(HP2a) Zu dieser eigentlichen Mathematik kommt eine gewissermafien neue
Mathematik, eine Metamathematik, hinzu, in der —im Gegensatz zu den

thematik, eine Metamathematik, die zur Sicherung jener notwendig ist, in der — im Ge-
gensatz zu den rein formalen SchlufSweisen der eigentlichen Mathematik — das inhaltliche
Schlieflen zur Anwendung kommt, aber lediglich zum Nachweis der Widerspruchsfrei-
heit der Axiome.”
Die beiden feinen Unterschiede, daf8 in (HP1*) die Mathematik zu einem Formelbestand wird,
wéhrend sie in (HP1) noch , beweisbarer” Formelbestand genannt wurde, und daf} in (HP2*) die
Metamathematik zur eigentlichen, gemafs (HP1*) formalisierten Mathematik hinzutritt, wahrend
in (HP2) nur von der eigentlichen Mathematik die Rede ist, sind leichte Prédzisierungen, die den
eigentlichen Sinn der beiden Schritte kaum tangieren.

8In HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 153, sowie in HILBERT, Grundlegung Zahlenleh-
re [1931], 192, ist an dieser Stelle dann auch von ,Abbildern” (allerdings der ,mathematischen
Gedanken”) die Rede.

“Hilberts AuBerungen beziehen sich ,de dicto” auf die gesamte Mathematik. Tatsédchlich stellt
er aber im weiteren Verlauf seiner beiden Vortrage nur auf die Zahlentheorie ab, ohne diese Ein-
schrankung auch nur zu erwdhnen. Allerdings entspricht dies genau Hilberts Vortragstitel und
an anderer Stelle hat er auch immer wieder deutlich gemacht, daf} er die Zahlentheorie hier nur
als erstes, weil besonders fundamentales Beispiel behandelt haben will.

Daf es sich bei der Metamathematik auch um Mathematik handelt, wird in (HP2) expressis
verbis gesagt. Dies ist anderslautenden Darstellungen deutlich entgegenzuhalten, bspw. PECK-
HAUS, Impliziert [2005b], 17: ,,aber Metamathematik ist keine Mathematik”.

UDjeser Vorschlag stammt von Stephen G. Simpson, vgl. SIMPSON, Partial Realizations [1988],
350-351.
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rein formalen SchlufSweisen der eigentlichen Mathematik — das inhaltli-
che Schliefien zur Anwendung kommt.

(HP2b) Mit Hilfe der Metamathematik ist die Widerspruchsfreiheit der Axiome
der formalisierten eigentlichen Mathematik zu beweisen und dadurch
die formalisierte eigentliche Mathematik zu sichern.

Auf den zweiten Blick ist das HP nun schon weniger zirkuldr, denn die abzu-
sichernde Mathematik und die absichernde Mathematik sind verschieden kon-
zipiert. Es gibt vor allen Dingen keinen Grund fiir die Annahme, daf$ sie um-
fangsgleich sein miifiten. Und damit ist Hilberts Vorgehen schon nicht mehr zir-
kuldr im engeren Sinne. Mit der Reduktion bestimmter Teile der Mathematik
auf andere Teile der Mathematik ist auflerdem noch nichts tiber die Rechtferti-
gung der absichernden Mathematik selbst gesagt. Hilbert wollte die absichern-
de Mathematik wiederum absichern, allerdings (nattirlich) auf eine andere Art
und Weise. Das Stichwort hier ist der Finitismus. Mit einer solchen andersarti-
gen Absicherung der Metamathematik wire das HP auf den dritten Blick nicht
einmal mehr im weiteren Sinne zirkuldr.

Die Beweistheorie zielt auf Widerspruchsfreiheitsbeweise fiir die Mathema-
tik ab. Da ,,Widerspruchsfreiheit” bedeutet, daf} es keinen Beweis eines Wider-
spruchs gibt, oder, dafs alle Beweise nicht auf einen Widerspruch fiihren, kann
man eine verniinftige Aussage tiber Widerspruchsfreiheit nur treffen, wenn ge-
nau abgegrenzt ist, welche Schritte und Methoden in einem Beweis zuléssig sind
und welche nicht. Schon der Begriff der Widerspruchsfreiheit setzt damit die
Axiomatisierung der betreffenden Theorien voraus (,Axiomatisierung” dabei
im nicht-technischen Sinne verstanden). Fafit man weiter die Axiomatisierung
als Voraussetzung fiir die Formalisierung auf, so gehort sie zum ersten Schritt
des Hilbertprogramms. Ein vertieftes Verstandnis von (HP1) setzt damit vor-
aus, die axiomatische Methode im Allgemeinen genauer zu beschreiben (Kapitel
2, S.53ft.). Die Transformation der Mathematik in rein formale Systeme hat eine
ganze Reihe von Fragen und Mifiverstindnissen der Hilbertschen Konzeption
nach sich gezogen. Diese werden im entsprechenden Kapitel tiber den Formalis-
mus (Kapitel 4, S.131ff.) zu behandeln sein. Es ist nachgerade klassisch gewor-
den, den ,Hilbertschen Formalismus” in die Reihe , Logizismus, Intuitionismus,
Formalismus” zu stellen, und in der Tat hat Hilberts Position mit den beiden an-
deren Positionen viel zu tun, wenn auch in jeweils ganz verschiedener Hinsicht.
Mithin wird man auch Logizismus und Intuitionismus diskutieren miissen (Ka-
pitel 3, 5. 91ft.).

Liegt die ,eigentliche Mathematik” als formales System vor, so soll nach
(HP2) ihre Widerspruchsfreiheit bewiesen werden. Die dazu notigen Beweis-
prinzipien und Begriffsbildungen bilden die Metamathematik. Wie genau sie
konzipiert sein soll, hangt eng mit der Frage nach dem Finitismus zusammen.
Die Metamathematik befindet sich im Rahmen des Hilbertprogramms in einem
Dilemma. Einerseits mufs sie ,stark genug” konzipiert sein, um die Aufgabe
(HP2b) erfiillen zu konnen, d. h. die Widerspruchsfreiheit der formalisierten Ma-
thematik zu beweisen. Andererseits muf3 sie auch , schwach genug” sein, damit
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sie selbst finit gerechtfertigt werden kann. Der Frage nach den finiten Rechtfer-
tigungsmoglichkeiten fiir die Metamathematik wird dementsprechend im Ka-
pitel iiber den Finitismus nachgegangen (Kapitel 5, S. 151f.).

Zur Konzeption des Hilbertprogramms gehort dann auch noch, zwei The-
menbereiche zu behandeln, die aufgrund der vielen Mifiverstandnisse, fiir die
sie mitverantwortlich sind, aus den vorigen Erorterungen herausgehalten wer-
den. Die Rede ist von der Analogie zur Methode der idealen Elemente (Kapitel
6, S.171ff.), sowie vom Instrumentalismus (Kapitel 7, S. 185ff.). Die Kldarung, wie
sich das hier entwickelte Bild des Hilbertprogramms zu diesen beiden Themen
verhilt, schliefst die konzeptionelle Diskussion zundchst ab. Dieser Abschlufs
ist vorldufig, da das Bild wesentlich ergdnzt wird durch den zweiten und drit-
ten Teil dieser Arbeit, wenn es um die konkrete Durchfithrung des HP und drei
wichtige sachliche Herausforderungen geht. Besonders letztere sind bedeutsam,
denn gerade die Diskussion von Einwadnden verlangt nach einer scharferen Kon-
turierung der konzeptionellen Seite des Hilbertprogramms und hat auch histo-
risch danach verlangt.

Bevor nun die angerissenen Fragen angegangen werden, ist es sinnvoll, zu-
néchst noch einen Schritt zuriickzutreten und zu fragen, warum dieser ganze
Aufwand tiberhaupt betrieben wird. Woher kommt das Interesse an einer Meta-
mathematik eigentlich und warum beschiftigt man sich mit Widerspruchsfrei-
heitsbeweisen? Warum soll man den lebendigen Organismus der Mathematik in
ein formales Korsett zwingen? Warum kann man die angerissenen Fragen nicht
einfach mit einem Hinweis auf die erfolgreiche mathematische Praxis abtun? —
Eine Antwort auf diese Fragen wird im folgenden Kapitel dadurch gesucht, dafs
Hilberts Gedanken zur Axiomatik diskutiert werden. Sie konnen als Wurzeln
betrachtet werden, aus denen das Hilbertprogramm gewachsen ist.
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Kapitel 2

Wurzeln: Axiomatik

Die wichtigste Wurzel, aus der in Hilberts Arbeiten um 1920 die Idee einer Be-
weistheorie hervorging, ist die axiomatische Methode. Darunter ist kurz gespro-
chen zu verstehen, daf ein Wissensgebiet (oder eine Theorie!) so umgestaltet
wird, daf$ bestimmte Sdtze der Theorie als Axiome festgelegt werden, aus denen
sich die tibrigen Sitze der Theorie als rein logische Folgerungen ableiten lassen.
Das so entstandene deduktive System kann dann typischerweise auf logische
Eigenschaften untersucht werden wie beispielsweise auf Konsistenz, Vollstan-
digkeit und Unabhingigkeit.?

Das Hilbertprogramm war motiviert durch das Bediirfnis, die mathemati-
schen Grundlagen gegen das Auftreten von Widerspriichen abzusichern, so daf§
auch den ,Verbotsdiktatoren” aller Couleur der Wind aus den Segeln genom-
men wird. Dieses Bediirfnis schwebte aber nun nicht gerade in der Luft, es war
nicht nur ein blofler frommer Wunsch, sondern es konnte aufbauen auf handfes-
ten Fortschritten im Bereich der Grundlagen der Mathematik. Diese Fortschrit-
te zeigten, dafd es Sinn machte, das mathematische Bedtirfnis nach Rigorositait
auch im grundlagentheoretischen Bereich aufrechtzuerhalten. Die Rede ist von
Fortschritten bei der Axiomatisierung der Mathematik.

Die Konzeption mathematischer Axiomatik steht in engem Zusammenhang
mit dem Formalismus, ja es 1463t sich sogar zeigen, dafs neben einem rein auf
das methodische Vorgehen beschriankten Formalismusbegriff einzig ein axio-
matischer es erlaubt, der traditionellen Zuordnung Hilberts zum Formalismus
einen Sinn abzugewinnen. Bevor dies im Kapitel {iber den Formalismus ge-
schieht (vgl. Kapitel 4, S.131ff.), soll schon hier die erste Auseinandersetzung
mit Hilberts Axiomatikkonzeption erfolgen. Denn sie liegt nicht nur zeitlich vor
jeglicher Beweistheorie und bildet insofern eine ihrer Wurzeln, sondern sie ist
auch unabhingig von ihr von Interesse.

m Folgenden wird , Theorie” immer im informellen Sinne aufgefafit, also insbesondere nicht
im logischen Sinne bspw. einer Menge von Sétzen, die in einem Modell gelten, o. 4. Vielmehr ist
damit ein Wissensgebiet gemeint, d. h. eine Menge von Sétzen, die einerseits in gewisser Weise
abgegrenzt erscheint gegeniiber anderen Wissensgebieten und andererseits eine gewisse innere
Kohirenz aufweist. Dies kann und soll hier nicht néher prazisiert werden.

?Fine sehr instruktive Darstellung der axiomatischen Methode aus Hilberts Feder ist sein Vor-
trag Axiomatisches Denken (Ziirich, September 1917), der unter demselben Titel 1918 veroffentlicht
wurde: HILBERT, Axiomatisches Denken [1918].

*Eine strikte Trennung von Formalismus und Beweistheorie fordert auch PECKHAUS, Impliziert
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2.1 Geometrie als Paradigma der traditionellen Axiomatik

Das Paradigma fiir einen axiomatischen Aufbau war von Alters her die Geome-
trie. Ihre systematische Darstellungsweise und die argumentative Durchsichtig-
keit, die durch die klare Trennung von Voraussetzungen und Beweisschritten
(zumindest dem Anspruch nach) erfolgen sollte, hatte das ,,more geometrico
demonstratum” in der philosophischen Tradition zu einem regelrechten Giite-
sigel werden lassen. Traditionell wurde unter dem axiomatischen Aufbau einer
Theorie etwa Folgendes verstanden. Am Anfang des deduktiven Lehrgebdudes
stehen Definitionen, die die Grundbegriffe abgrenzen, und Axiome, die Grund-
wahrheiten ausdriicken sollen. Aus diesen Definitionen und Axiomen werden
dann die Lehrsédtze der betreffenden Theorie logisch deduziert, gegebenenfalls
unter Zuhilfenahme weiterer Definitionen, die letztlich nur Abkiirzungen ein-
fiihren.

Gewisse Entwicklungen in den Naturwissenschaften und in der Mathema-
tik, interessanterweise gerade im Bereich der Geometrie, machten im 19. Jahr-
hundert eine Reform der traditionellen Axiomatik unausweichlich. Hilberts ers-
te grofie grundlagentheoretische Leistung ist genau diese Reform gewesen. Man
muf’ die traditionelle Axiomatik vielleicht nicht gerade mit ihm als ,naiv” be-
zeichnen.* Es zeigt sich aber, daf3 sie in mehreren Punkten unzureichend ist. Die
wichtigsten dieser Punkte sollen im Folgenden niher diskutiert werden.

2.1.1 Wahrheit der Axiome

Es scheint eine verbreitete Praxis in der Physik gewesen zu sein und gelegentlich
auch in der Mathematik, dafd man Axiome im Laufe der deduktiven Entwick-
lung einer Theorie gewissermafien nachforderte”.> Nachdem man die Grund-
begriffe definiert und die eigentlichen Axiome lidngst festgelegt hatte, konnte
es beim Ableiten der Lehrsdtze geschehen, dafs fiir den Beweis eines Satzes die
Grundwahrheiten und die schon bewiesenen Lehrsitze nicht ausreichten. Ei-
ne ,billige” Methode war dann, kurzerhand weitere Axiome hinzuzufiigen und
den Bereich der ,,Grundwahrheiten” so immer mehr zu erweitern. Diese Praxis
war fiir Hilbert wie fiir Frege gleichermafien nicht tolerabel.® Ein solches Vorge-

[2005b], 3, wobei er mit dem Ausdruck , Formalismus”, soweit ich ihn verstehe, genau das meint,
was hier , Axiomatisierung” oder , Axiomatik” genannt wird.

*HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 177.

*Vgl. FREGE, Briefwechsel [1976], 67.

®Frege teilte Hilberts Meinung, daf die nachtrégliche Einfiihrung von Axiomen ein Ubel sei,
das man vermeiden miisse. Denn, so sieht es auch Frege, durch die Hinzufiigung eines Axioms
wird an den Begriffen etwas verdndert. Dies ergibt sich einerseits aus seinem Hauptkritikpunkt an
der genetischen Methode, dafl namlich dort die Begriffe schon benutzt wiirden, obwohl sie noch
nicht fertig seien; vgl. FREGE, Briefwechsel [1976], 72. Andererseits daraus, daf8 er Hilbert vorhilt,
eigentlich nicht von ,,dem” Parallelenaxiom sprechen zu diirfen, da es sich in jeder Geometrie um
einen anderen Gedanken handle, der nur mit denselben Worten ausgedriickt werde; vgl. FREGE,
Briefwechsel [1976], 75.
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hen macht die Menge der Grundannahmen kaum noch kontrollierbar. Welche
Gewihr hat man dafiir, daf$ ein solches Verfahren nicht zu Zirkeln, Trivialitaten,
Widerspriichen oder Leersinn fiihrt?

Die Standardstrategie zur Rechtfertigung der Einfiihrung neuer Axiome war
die Berufung auf deren Wahrheit.” Die Wahrheit der Axiome sollte ihre Ver-
traglichkeit miteinander sichern. Wenn die urspriinglichen Axiome Wahrheiten
waren und die Definitionen ,per definitionem” zu Wahrheiten wurden, konn-
te die Hinzufiigung weiterer Wahrheiten zu diesem System doch kein Problem
darstellen. Wahrheiten konnen schliefilich nicht anderen Wahrheiten widerspre-
chen. Dies ergibt sich schon aus dem Satz des Widerspruchs von Aristoteles. Denn
wie auch immer der Wahrheitsbegriff in diesem Zusammenhang ausbuchsta-
biert wird, er enthélt immer irgendeine Komponente der Bindung an einen Be-
reich aufierhalb der sprachlich gefafiten Axiome, ob dies nun unmittelbar die
empirische Welt ist, ein Reich mathematischer Ideen oder unsere raumliche An-
schauung. Jedenfalls war traditionell die Rede von der Wahrheit der Axiome
an einen Bereich gekoppelt, in dem schlichtweg gilt, was die Axiome aussagen.
Und da in solchen Bereichen nicht vom gleichen Objekt zur gleichen Zeit und
in gleicher Hinsicht ein Pradikat und sein Gegenteil gelten konnen, scheinen
Widerspriiche gar nicht auftreten zu konnen.

Diese Strategie verliert den Boden unter den Fiifien, wenn die Axiome von
der unmittelbaren Anforderung, Wahrheiten zu sein, gelost werden. Zu dieser
Ablosung drangten Ende des 19. Jahrhunderts zundchst zwei Griinde, zu denen
etwas spater ein dritter Grund hinzutrat.

2.1.1.1 Die Etablierung der nichteuklidischen Geometrien

Der erste Grund hédngt mit einer ,Altlast” der euklidischen Geometrie zusam-
men: dem ungeklarten Status des Parallelenaxioms. Auch tiefschiirfende Unter-
suchungsansitze zur raumlichen Anschauung konnten es nicht in befriedigen-
der Weise als ,,Grundwahrheit” ausweisen. Kann man es dann einfach mitbe-
nutzen und es als Axiom postulieren?

Dieses alte Problem wurde {iber alle Mafien verschérft und zur Entschei-
dungsnotwendigkeit getrieben durch die Entdeckung der nichteuklidischen
Geometrien. Im 19. Jahrhundert stellte sich heraus, daf3 sie keine blofs hypo-
thetische Moglichkeit waren, Geometrie zu betreiben, sondern wirklich anwen-
dungsfdhige Theorien. Durch Konstruktion von Modellen fiir die nichteuklidi-
schen Axiomensysteme in euklidischen Systemen war zudem ihre relative Wi-
derspruchsfreiheit gesichert: Wenn die euklidische Geometrie widerspruchsfrei
ist, dann sind es nichteuklidischen auch. Damit sind sie nach mathematischen
Maf3stdben mindestens genauso gut wie die euklidische.

Daraus ergeben sich drastische Konsequenzen fiir die herkdmmliche Recht-
fertigungsstrategie fiir die Axiome. Denn euklidische und nichteuklidische Geo-
metrien widersprechen sich. Wahrend die euklidische behauptet, zu einer Gera-
de und einem nicht auf der Gerade liegenden Punkt gébe es genau eine Parallele

"Vgl. FREGE, Briefwechsel [1976], 67.
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zu dieser Gerade durch den Punkt, behauptet eine der nichteuklidischen Geo-
metrien beispielsweise, dafS es zu der Gerade und dem Punkt unendlich viele
Parallelen gebe. Das Parallelenaxiom und sein nichteuklidischer , counterpart”
widersprechen sich also und konnen ergo nicht beide wahr sein. Damit fiel die
Grundlage weg fiir die traditionelle Rechtfertigung der Axiome und besonders
tur die Hinzuftigung zusétzlicher Axiome im Verlauf der Deduktion.

2.1.1.2  Die Multiapplikabilitit der Mathematik

Der zweite wichtige Grund fiir die Abkoppelung der Mathematik von einer
direkten Bindung an einen Wirklichkeitsbereich ist ihre ,Multiapplikabilitat”.
Mit diesem Kunstwort soll die Erfahrung bezeichnet werden, daf$ ein und die-
selbe mathematische Theorie in ganz verschiedenen naturwissenschaftlichen —
und spéter dann auch in gesellschaftswissenschaftlichen und psychologischen —
Theorien angewandt werden kann. Versteht man ,angewandt” hier in dem Sin-
ne, in dem sich seit dem 19. Jahrhundert eine , angewandte Mathematik” entwi-
ckelt hat, so geht dieser Anwendbarkeitsbegriff sowohl in seiner Komplexitit als
auch in seiner prinzipiellen Reichweite iiber die schon seit Alters her gesehene
Abstraktheit der Mathematik hinaus.

Die Mathematik verdankt einen Gutteil ihrer Anwendungsfihigkeit einer
gewissen Deutungsoffenheit. Diese zeigt sich beispielsweise dann, wenn fiir ei-
ne spezielle Anwendung in der Physik eine elaborierte mathematische Theorie
entworfen wird, von der sich spéater herausstellt, dafs sie sich noch auf ganz an-
dere physikalische Theorien anwenden lafst. Gerade in der traditionellen Be-
ziehung zwischen Mathematik und Physik kann der Erfolg der Anwendung
mathematischer Theorien nur erkldrt werden, wenn man diese , Deutungsof-
fenheit” oder , Interpretierbarkeit” beriicksichtigt. Die mathematische Theorie
ist nicht festgelegt auf bestimmte Objekte, sondern man kann sie anwenden auf
vollig beliebige Arten von Entitdten, wenn diese nur in Beziehungen stehen, die
als Interpretationen der theorieinternen Beziehungen fungieren kénnen.

Gerade fiir einen Mathematiker wie Hilbert, der in der theoretischen Physik
die Anwendbarkeit ein und derselben Theorie in ganz verschiedenen naturwis-
senschaftlichen Kontexten sozusagen aus dem Forschungsalltag kannte, war es
geradezu eine theoretische Notwendigkeit, eine Auffassung von Mathematik zu
haben, die diese Anwendbarkeit zulief3. Das hief$ konkret: die Mathematik muf
so aufgefafst werden, dafS sie nicht gewissermafen ,,in sich” statisch auf die An-
wendbarkeit in einem einzelnen Wirklichkeitsbereich festgelegt ist.

Im Umkehrschlufs war das nichts Anderes als ein von der Anwendungs-
seite herstammendes und damit extrinisches Argument fiir eine Verabschie-
dung des Anspruchs von Axiomen, unmittelbar Wahrheiten eines bestimmten
Wirklichkeitsbereichs auszudriicken bzw. im eben beschriebenen Sinne giiltig
zu sein, kurz: fiir das, was Hilbert ,,Abkoppelung von der Frage der sachlichen
Wahrheit” genannt hat. Dieses Argument geht parallel mit dem mathematik-
intrinsischen Grund, den die nichteuklidischen Geometrien lieferten. Beide
Griinde zusammen sprechen fiir eine konzeptionelle Modifikation der axiomati-
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schen Geometrie und damit fiir eine Umgestaltung der axiomatischen Methode
tiberhaupt.® Beide haben nachweislich auch historisch Hilberts Arbeiten beein-
fluBt.? Bei einem dritten sachlichen Grund ist nicht mit letzter Sicherheit klar, ob
er in gleicher Weise historisch wirksam war.

2.1.1.3 Die Paradoxienproblematik

Dieser dritte Grund ist die Paradoxienproblematik. Die Rede ist von paradoxa-
len Argumenten, ja handfesten Widerspriichen, die sich in gewissen mathema-
tischen Argumenten einstellen konnten. Wahrend sich nach Meinung Hilberts
viele der klassischen philosophischen Paradoxien, und auch ihrer moderneren
Varianten wie das sog. ,Richardsche Paradoxon”, leicht auflosen lassen, ist dies
bei anderen Paradoxien nicht der Fall. Sie galten Hilbert als Indiz fiir einen ernst-
haften Mifistand in den Grundlagen der Mathematik. In seinen Vorlesungen ist
er dementsprechend immer wieder auf die Paradoxienproblematik zuriickge-
kommen.

Das Auftreten von Paradoxien und Widerspriichen birgt namlich ein weite-
res Problem fiir die traditionelle Auffassung von Axiomen als Grundwahrhei-
ten. Wie kann es sein, dafs sich aus diesen Wahrheiten paradoxe, falsche, wi-
derspriichliche Folgerungen ergeben? Nach den eben dargelegten Argumenten
hitte dies eigentlich nicht passieren diirfen. Die einzige Schlufifolgerung miifste
also sein, dafs man bei der Aufstellung des Axioms einen Irrtum begangen hat.
So einfach war es aber nicht, wie besonders das Beispiel von Freges System fiir
die Arithmetik aus seinen Grundgesetzen zeigt. In diesem System entsteht die
Inkonsistenz aus einem nicht leicht zu durchschauenden Zusammenspiel der
verschiedenen Axiome. Wihrend man urspriinglich davon ausging, dafs Freges
Axiom V uber die Wertverlaufsidentitit fiir die Inkonsistenz , verantwortlich”
sei, haben neuere Studien gezeigt, dafs diese Einschédtzung zu kurz greift. Es gibt
durchaus widerspruchsfreie Axiomensysteme, die das Axiom V enthalten. Erst
das Zusammenspiel dieses Axioms mit den anderen Axiomen in Freges System
fiihrt zur Inkonsistenz.

Wenn nun die Axiome Wahrheiten sein sollen, wenn aus diesen angebli-
chen , Wahrheiten” widerspriichliche Konsequenzen ableitbar sind, wenn man
schliefslich noch nicht einmal einen Irrtum bei der Aufstellung der Axiome ding-
fest machen kann — dann ist die nédchstliegende Reaktion eine grundlegende

8Es soll hier nicht behauptet werden, daf Hilbert der , Erfinder” dieser neuartigen Konzeption
von Axiomatik gewesen wire. Es gibt starke Anzeichen dafiir, daff man etwa die Arbeiten Richard
Dedekinds zur Theorie der nattirlichen Zahlen als Vorldufer dieser konzeptionellen Umwélzung
ansehen kann. Vgl. auch die Ausfithrungen zu Dedekind im Kapitel tiber den Logizismus (3.1.2,
S. 100ff.).

?So ist die Entstehung der Grundlagen der Geometrie von Hilberts Beschaftigung mit der axio-
matischen Physik mitgeprdgt worden. Besonders die 1894 posthum verdffentlichten Prinzipien
der Mechanik von Heinrich Hertz und die Arbeiten Carl Neumanns zur Galilei-Newtonschen Me-
chanik sind hier zu nennen. Uber die naturwissenschaftlichen Einfliisse auf die Entstehung der
Grundlagen der Geometrie berichtet CORRY, Empiricist Roots [2000]; allgemeiner auch TOEPELL, On
the origins [1986).
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Skepsis gegeniiber dem Wahrheitsanspruch von Axiomen. Wie zuverldssig sind
eigentlich die Erkenntnisquellen, aus denen man die Einsicht in die Wahrheit
der Axiome schopft? Wie kann man angesichts der Paradoxien iiberhaupt noch
von ,Evidenz” der Axiome sprechen?

Diese skeptischen Riickfragen werden durch das Ideal der strengen Beweis-
fihrung noch verschérft, das Frege, Hilbert und vielen anderen bedeutenden
Mathematikern um die Jahrhundertwende als Gebot der Stunde erschien. Denn
der Anspruch, rein logische Deduktionen vorzunehmen, erhoht auch die An-
talligkeit fiir , typisch logische” Probleme. Ein Widerspruch irgendwo zwischen
Axiomen oder in den Definitionen versteckt, und direkt werden alle beliebigen
Sétze ableitbar. Beweise in einer solchen widerspriichlichen Theorie sind nahe-
zu wertlos, da sie im Letzten moglicherweise nur aus einem Ex-falso-quodlibet-
Argument bestehen. Und: die Wahrheit der deduktiven Konklusionen wird —
Korrektheit der logischen Schliisse ja gerade vorausgesetzt — zu 100% der Wahr-
heit der Axiome aufgebiirdet. So bedeutet der grofite Vorteil dieser Konzepti-
on auf der Nutzenseite geradezu die grofite Belastung auf der Kostenseite. Es
kommt fiir die , Giite” der Resultate im Wesentlichen nur noch auf die Giite
der Voraussetzungen, d. h. vor allem der Axiome an. Wenn deren Wahrheit nun
aber einem Zweifelsverdacht verfillt, weil sich die Evidenzbehauptungen als
unwahr herausgestellt haben, droht das auf den Axiomen errichtete Gebdude
keinen Halt mehr zu haben.

Es wurde schon angedeutet, dafy dieser sachliche Grund nicht zwingend
auch ein historisch tatsdchlich wirksamer Grund gewesen sein mufs. Nach tra-
ditioneller Darstellung war es ja erst Russell, der 1902, also nach Hilberts Grund-
lagen der Geometrie, Frege in einem beriithmt gewordenen Brief die Ableitbarkeit
eines Widerspruchs aus dessen Axiomensystem mitteilte, die sogenannte ,Rus-
sellsche Paradoxie”.

Die letzten Jahrzehnte mathematik- und logikhistorischer Forschung haben
hier ein anderes Bild entstehen lassen. Um es in aller Kiirze zu skizzieren: Cantor
waren die Argumente, die von der Annahme einer Menge aller Kardinalzahlen
bzw. von der Menge aller Mengen auf einen Widerspruch fiihren, wohl schon
viel frither bekannt (ungefihr Mitte der 1870er Jahre bzw. Anfang der 1890er
Jahre), als die ersten Publikationen hier Widerspriichliche oder Paradoxien be-
merkt haben wollten. Er hat sie als unproblematische ,Reduktio”-Beweise inter-
pretiert, die zeigen, dafy die Annahme, die betreffenden Vielheiten seien Men-
gen, falsch ist. Davon hat er Dedekind und Hilbert in den spaten 1890er Jahren
briefliche Mitteilung gemacht und es fiigt sich auch bestens in die Entwicklungs-
struktur seines Denkens ein.!? Hilbert wiederum reagierte auf Freges Vermerk
der Inkonsistenz im zweiten Teil der Grundgesetze dann auch nur mit der un-
aufgeregten, fast schon lapidaren Mitteilung, derartige Argumente seien ihm
schon seit mehreren Jahren bekannt.!! Jedenfalls hat Hilbert zur Zeit der Abfas-

'Vgl. PURKERT, Georg Cantor [1986], 151-152; TAPP, Kardinalitit [2005], 54-57.
""Vgl. FREGE, Briefwechsel [1976], 79-80.



Wurzeln: Axiomatik 59

sung der Grundlagen der Geometrie nach dem heutigen Stand der Forschung die
Paradoxienproblematik schon gekannt.

Aus dieser verkiirzenden Darstellung kann man zumindest entnehmen, dafs
der dritte Grund plausiblerweise nicht nur ein sachlicher Grund ist, sondern
wahrscheinlich auch ein tatsdchlich wirksamer Grund dafiir war, sich bei der
Frage nach der Rechtfertigung von axiomatischen Annahmen nicht auf deren
vermeintliche ,, Wahrheit” zu verlassen.

Insgesamt sind damit drei Griinde betrachtet worden, die gegentiber der tra-
ditionellen Axiomatik fiir das Aufgeben des Wahrheitsanspruchs der Axiome
sprechen. Das Aufgeben dieser engen Anbindung an Wahrheit bzw. Geltung in
einem Wirklichkeitsbereich bringt natiirlich eigene Probleme mit sich, die uns in
der Auseinandersetzung mit Hilberts , reformierter Axiomatik” noch beschafti-
gen werden: Wenn die Axiome sozusagen vom Wahrheitsanspruch , entlastet”
werden, wer oder was garantiert dann noch die Wahrheit der mathematischen
Resultate? Dieses Problem schldgt noch einmal auf die Anwendungsseite zu-
riick: Wer oder was verbiirgt, dafs die Anwendung einer mathematischen Theo-
rie innerhalb einer physikalischen Theorie auf richtige Ergebnisse fiihrt? — Bevor
die Auseinandersetzung mit diesen Problemkreisen im Anschlufs an Hilberts
Axiomatik erfolgt, sei noch ein weiterer Punkt aufgerufen, der fiir eine Reform
der klassischen Axiomatik spricht.

2.1.2  Strenge der Beweisfiihrung

Bei dem Problem der Strenge der Beweisfiihrung geht es weniger um eine
grundlegende Anderung in der Konzeption von Axiomatik, wie es das eben
diskutierte Aufgeben des Wahrheitsanspruchs der Axiome ist. Im Zentrum steht
hier vielmehr die Forderung, mit einem Anspruch ernst zu machen, der in der
Konzeption von Axiomatik eigentlich immer schon vorhanden war. Dieser An-
spruch besteht darin, beim Beweisen kein anderes Wissen zu verwenden als das,
was sich aus den Axiomen und Definitionen ergibt.

Diesem Anspruch wurde die axiomatische Praxis nicht immer gerecht. So
wurde im Rahmen der Diskussion iiber die Wahrheit der Axiome schon auf die
frither verbreitete Praxis hingewiesen, in Beweisen nachtriglich Axiome einzu-
fithren. Ist ein Resultat denn wirklich bewiesen, wenn in dem Beweis zusitzliche
Axiome gefordert werden?

Selbst Euklid, der ansonsten das Musterbeispiel der Axiomatik abgab, hat-
te in seinen Beweisen Eigenschaften geometrischer Objekte benutzt, die durch
seine Definitionen und Axiome nicht gedeckt waren. Will man sagen, daf er die
entsprechenden Lehrsitze wirklich bewiesen hat?

Der Anspruch der axiomatischen Methode und die Standards der Mathema-
tik generell verlangen hier strengere Maf$stiabe. Hilberts Forderung war daher,
die zuldssigen Beweisschritte ausgehend von den Axiomen ausschliefSlich auf
logische Schliisse zu beschranken. Es geht also um eine konsequente Durchfiih-
rung der Aufteilung, nach der inhaltliche Annahmen allein in den Axiomen zu
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erfolgen haben, wihrend die Schlufifolgerungen ohne weitere inhaltliche An-
nahmen, sondern rein logisch, und das heifst allgemeingiiltig zu ziehen sind.
Dies ist der Grund, warum Hilbert zu der Position gelangt, daf} die Bedeutun-
gen der Begriffe in den mathematischen Beweisen keine Rolle spielen diirfen.
Innerhalb eines axiomatischen Systems, d.h. bei der Deduktion aus den Axio-
men, sind nur die Schliisse erlaubt, fiir deren Giiltigkeit der Inhalt der entspre-
chenden Aussagen irrelevant ist. Diese Unabhéngigkeit kann man daher als eine
Art Formalismus beschreiben (vgl. das Kapitel tiber den Formalismus, Kapitel
4,S.131ff.).

Fiir eine radikalere, konsequentere Durchfiihrung der Trennung von inhalt-
lichen Annahmen und rein formalen Schliissen spricht auch noch ein anderes
Argument, bei dem die Prazisierung des Beweisbegriffs von entscheidender Be-
deutung ist. Denn was ist mit dem Fall, daf8 ein Satz nicht bewiesen werden
kann? Den ersten notwendigen Schritt zu einem {iberzeugenden Umgang mit
der Unbeweisbarkeit von Sétzen tat schon die klassische Axiomatik durch die
Relativierung des Beweisbegriffs auf ein konkretes Axiomensystem. Erst so kon-
nen Unbeweisbarkeitsresultate {iberhaupt Sinn machen.!? Solange jedoch nicht
prézise abgegrenzt ist, was genau als Beweismittel zuldssig ist, kann man nie
wissen, ob ein unbeweisbar scheinender Satz nicht doch irgendwie bewiesen
werden kann. Hélt man innerhalb ein und derselben Theorie die Moglichkeit
offen, nachtraglich noch Axiome hinzuzufiigen, haben Sitze wie der von der
Nichtbeweisbarkeit des euklidischen Parallelenpostulats aus den tibrigen geo-
metrischen Axiomen letztlich keinen Sinn. Nur wenn die Ausgangspunkte einer
Theorie unverdnderlich sind, kann man iiberhaupt priazise Angaben dariiber
machen, wohin man mit der Theorie nicht gelangen kann. Will man Unbeweis-

12Strenggenommen kann Beweisbarkeit, auch ohne auf ein Axiomensystem relativiert zu sein,
ein sinnvolles Pradikat sein. Man kann dieses Pradikat der Konklusion eines vorliegenden Be-
weiskandidaten zusprechen, wenn man sich davon iiberzeugt hat, dafs der Kandidat den Anfor-
derungen an einen Beweis gentigt.

Unbeweisbarkeit im Sinne der Unmoglichkeit, einen Beweis angeben zu kénnen, miifite hinge-
gen bedeuten, daf$ schon festgelegt sein miifite, was ganz allgemein als Beweis gelten kann. Will
man es auf die Spitze treiben, konnte man sogar davon sprechen, dafl es im ,absoluten” Sinne
— also ohne Spezifikation von Beschréankungen an die Menge der zuldssigen Voraussetzungen —
tiberhaupt keine unbeweisbaren Aussagen gibt; denn zu jeder Aussage ¢ braucht man dann nur
 als Voraussetzung zu nehmen, um ¢ zu beweisen. (Oder wenn dies zu trivial erscheint, eine be-
liebige Aussage 1 und das Konditional ) — ¢, so daff mit einer Anwendung des Modus ponens
wirklich auf ¢ geschlossen werden kann.)

Um als ganz einfaches Beispiel eine formale Theorie heranzuziehen: Vor die Frage gestellt, ob
man 1 = 1 beweisen kann, oder dies eine unbeweisbare Aussage ist, ist man nicht ohne Grund
zunéchst ratlos. Ob man jedoch 1 = 1 aus einem Axiomensystem ableiten kann, das aus dem
Axiom a = a und einer SubstitutionsschlufSregel besteht und dessen Sprache aus der Konstante
1, der freien Variable a und dem =-Zeichen besteht, ist klar zu bejahen. Ob man hingegen 1 =1
aus einem Axiomensystem ableiten kann, das aus den Axiomen a + 0 = a und 0 = 0, einer
Substitutionsschlufiregel und der Sprache aus 0, a, 1 und = besteht, kann ebenso klar verneint
werden (denn alle in diesem System ableitbaren Aussagen enthalten mindestens einmal das Zei-
chen 0; 1 = 1 enthélt jedoch keine 0). — Vgl. hierzu das Kapitel tiber Hilberts friithe Beweistheorie
(zweiter Teil, Kapitel 1, S. 201ff.).
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barkeitsresultate als mathematische Resultate eigenen Rechts gelten lassen, so
setzt dies eine weitergehende Prizisierung des Beweisbegriffs und vor allem
seine Fixierung voraus.

So steht auch fiir Hilbert seine vehemente Forderung nach Beweisstrenge in
einem sehr allgemeinen Kontext der Frage danach, was eigentlich iiberhaupt als
ein mathematisches Problem und was als Losung eines solchen Problems gera-
de im negativen Fall gelten kann. Im Schlufiwort der Grundlagen der Geometrie
pladiert er fiir den Grundsatz:

,eine jede sich darbietende Frage in der Weise zu ertrtern, daf [...] zugleich [gepriift

wird], ob ihre Beantwortung auf einem vorgeschriebenen Wege mit gewissen einge-
schrankten Hilfsmitteln moglich ist.” HILBERT, Grundlagen Geometrie [1899], 124

Nur wenn die Wege vorgeschrieben und die Hilfsmittel klar beschrankt sind,
wenn also die zuldssigen Beweismittel eindeutig bestimmt sind, kann eine Aus-
sicht darauf bestehen, solche Fragen klar zu entscheiden, sei es positiv oder
negativ. Beides gilt Hilbert als Losung eines Problems und (wohlgestellte) ma-
thematische Probleme sollen nach Hilberts tiefer optimistischer Uberzeugung ja
stets losbar sein — es gibt kein , Ignorabimus” in der Mathematik. Das setzt aber
voraus, daf$ bei einem mathematischen Problem, wo es um den Beweis eines
Satzes oder die Unmoglichkeit eines Beweises geht, die erlaubten Beweismittel
genau spezifiziert werden. Und dies ist fiir Hilbert letztlich nichts Anderes als
das Problem in die Frage zu transformieren, ob der entsprechende Satz in einem
bestimmten Axiomensystem beweisbar ist. Der ,,Glaube” an die Losbarkeit aller
mathematischen Probleme verlangt somit die Akzeptanz auch von Unbeweis-
barkeitsresultaten als echte Losung mathematischer Probleme. Und um einen
prézisen Sinn zu haben, verlangen diese wiederum, den Anspruch strenger Be-
weisfiihrung durchzuhalten.

Hieran schliefit sich ein definitionstheoretisches Argument fiir die strenge
Beweisfiihrung an. Hilbert hat darauf hingewiesen, daf$ die nachtragliche Hin-
zuftigung von Axiomen die Bedeutung der Begriffe einer Theorie verdndert.
Denn wenn ein Satz ¢, der von Objekten der Art F' handelt, aus den zuvor
vorliegenden Definitionen und Axiomen nicht beweisbar ist, dann geht dieje-
nige Eigenschaft von F, die durch ¢ zum Ausdruck gebracht wird, anscheinend
tiber das hinaus, was von den Definitionen und Axiomen tiber F festgeschrieben
wird. Dabei hilft es auch nichts zu sagen, alle F’s hitten doch die Eigenschaft
¢ ,,in Wirklichkeit”, dies sei nur nicht in den Grundsétzen der Theorie festge-
schrieben gewesen. Zu ,wirklichen” F’s fiigt man so sicher nichts hinzu, aber
innerhalb der Theorie war bis dahin anscheinend von den F'’s weniger festgelegt
als nun, nach Einfithrung des zusétzlichen Axioms. Um ein Beispiel zu bemdi-
hen: Wenn man die Axiome fiir eine Gruppe aufgestellt hat und fordert spater
noch die Kommutativitit der Gruppenverkniipfung, dann verandert man den
axiomatisierten Begriff. Es ist dann kein allgemeines Axiomensystem fiir eine
Gruppe mehr, sondern ein Axiomensystem fiir spezielle Gruppen, namlich die
abelschen. Will man also ein Axiomensystem als ein Axiomensystem-fiir-etwas,
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zum Beispiel als ein Axiomensystem fiir die Gruppentheorie, haben und Axiom-
hinzuftigungen konnen diesen Grundbegriff verandern, so mufs man diese Hin-
zufligungen vermeiden und fiir rein logische Beweisfithrungen ohne weitere
Hinzuftigung von Axiomen pladieren.

Die vorgetragenen Argumente gingen von verschiedenen Ausgangspunkten
aus: eines vom internen Anspruch des mathematischen Beweisbegriffs, ein an-
deres vom Erkenntnischarakter der Unbeweisbarkeitsresultate, ein drittes von
den generellen Anforderungen an prizise Problemstellungen und ein letztes
schliefslich von der definitionstheoretischen Einsicht in die Beeinflussung der
Grundbegriffe durch die Einfithrung zusatzlicher Axiome. Sie unterstiitzen je-
doch alle die gleiche Forderung nach strenger Beweisfithrung. Das grofie Be-
diirfnis danach hat auch Hilbert und seine Zeitgenossen umgetrieben.!? Sie fan-
den es in der Mathematik ihrer Zeit nicht ausreichend verwirklicht, obgleich
die Axiomatik die richtigen Ansétze aufwies. Sie mufste ihren eigenen Ansprii-
chen entsprechend konsequenter durchgefiihrt werden, um diesem Bedtirfnis
zu entsprechen. Dann bot sie aber auch eine Perspektive fiir die Grundlagen der
Mathematik tiberhaupt, die sich nicht auf die Geometrie beschranken mufste. Im
folgenden Abschnitt wird es um Hilberts konkrete Ausgestaltung dieses neuen
Standpunktes gehen — zundchst in den Grundlagen der Geometrie, und dann auch
dariiber hinaus.

2.2 Hilberts neue Axiomatik und die Grundlagen der Geometrie

Die erwdhnten Probleme mit dem traditionellen Standpunkt und den traditio-
nellen Begriindungsstrategien der Geometrie fiihrten Hilbert zu einem grund-
legenden Neuansatz der geometrischen Axiomatik.

2.2.1 Die Grundlagen der Geometrie

Die Abhandlung Grundlagen der Geometrie war epochemachend. Sie ist aus Hil-
berts Vorlesungen hervorgegangen, erschien zunéchst als Teil einer Festschrift
zur Enthiillung des Gau-Weber-Denkmals in Géttingen 18994 und durchlief
spéter als selbstiandige Schrift eine lange Reihe von Auflagen.!® Sie war Hilberts

137.B. Frege, vgl. FREGE, Briefwechsel [1976], 62.

*Vgl. auch die Neuedition von HILBERT, Grundlagen Geometrie [1899] in HALLETT, Hilbert's
Lectures [2004].

>Wihrend sich das Werk selbst im Laufe der Auflagen wenig veranderte, sind die ihm bei-
gefligten Anhédnge (durch Hilbert) und Supplemente (durch Bernays) publikationsgeschichtlich
interessant. Die siebte Auflage, die 1930 als letzte zu Hilberts Lebzeiten erschien, enthielt insge-
samt 10 Anhédnge. In die spéteren Auflagen wurden davon nur die Anhiange 1-5 tibernommen.
Der Anhang 8 der siebten Auflage war beispielsweise eine empfindlich gekiirzte Fassung des
Aufsatzes Uber das Unendliche, der damit in drei verschiedenen Fassungen von Hilberts Hand
vorliegt.
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erste Veroffentlichung einer systematischen axiomatischen Untersuchung und
gilt bis heute als ein Paradebeispiel fiir eine solche.

Die Zielsetzung seiner Untersuchung beschreibt Hilbert in der Einleitung;:
,Die Aufstellung der Axiome der Geometrie und die Erforschung ihres Zusammenhanges
ist eine Aufgabe, die seit Euklid in zahlreichen vortrefflichen Abhandlungen der mathe-
matischen Literatur sich erortert findet. [...] Die vorliegende Untersuchung ist ein neuer
Versuch, fiir die Geometrie ein vollstindiges und moglichst einfaches System von Axio-
men aufzustellen und aus denselben die wichtigsten geometrischen Sitze in der Weise
abzuleiten, dafi dabei die Bedeutung der verschiedenen Axiomengruppen und die Trag-
weite der aus den einzelnen Axiomen zu ziehenden Folgerungen klar zutage tritt.”

HILBERT, Grundlagen Geometrie [1899], 1

Hilbert sieht seine Arbeit also in Kontinuitit zu den Elementen des Euklid, ei-
nem axiomatischen Traktat iiber Geometrie, der durch das Mittelalter und die
Neuzeit hindurch bis zu Hilberts Zeiten das mafsgebliche Lehrbuch der Geome-
trie war.!® Allerdings will er einen ,neuen” Versuch prasentieren, geometrische
Grundsitze aufzustellen, sie in ihrem Zusammenhang zu untersuchen und aus
ihnen die geometrischen Lehrsitze abzuleiten. Das Zitat zeigt auch, wie sehr es
Hilbert um den systematischen Aufbau der Geometrie und um die logischen
Zusammenhinge zwischen den einzelnen Axiomen und Lehrsétzen geht.

Die systematische Darstellung beginnt mit Hilberts bertihmter ,Erklarung”,
man denke sich drei Systeme von Dingen mit entsprechenden Bezeichnungen
(Punkte A, B,C,..., Geraden a,b,c,..., Ebenen «,3,7,...) und Beziehungen
zwischen diesen Dingen mit entsprechenden Bezeichnungen (liegen, zwischen,
kongruent, ...). Das Wichtige ist dann:

,die genaue und fiir mathematische Zwecke vollstindige Beschreibung dieser Beziehun-
gen erfolgt durch die Axiome der Geometrie.” HILBERT, Grundlagen Geometrie [1899], 2

Dies ist der Kernsatz von Hilberts Verstandnis von Axiomatik. Diese Methode

,der Entwicklung einer mathematischen Disziplin als Lehre von einem System von Din-
gen mit bestimmten Verkniipfungen, deren Eigenschaften den Inhalt der Axiome bilden,”
BERNAYS, Philosophie der Mathematik [1930], 17

hat Paul Bernays spéter als ,existentiale Axiomatik” bezeichnet. Sie ist im We-
sentlichen schon die Vorgehensweise von Richard Dedekind in seinem wichti-
gen Buch Was sind und was sollen die Zahlen? .1’

Diese Vorgehensweise erfiillt die eben diskutierten Anforderungen an eine
Reform der Axiomatik. Hilbert halt im Verlauf seines Werkes das Prinzip der
,rein logischen” Beweisfiihrungen durch. ,Inhaltliche” Voraussetzungen wer-
den nur in den Axiomen gemacht. Die Geometrie wird auf diese Weise als de-

17ur Bedeutung der Elemente des Euklid fiir die mittelalterliche Wissenschaft siehe FOL-
KERTS, Euclid [1989]; zur Bedeutung fiir die mittelalterliche islamische Mathematik FOLKERTS,
Arabische Mathematik [1993].

DEDEKIND, Was sind [1888].
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duktives System konzipiert, das Axiome nur als Ausgangspunkte zulédfit. Daher
heifien die Axiome bei Hilbert gelegentlich auch ,Prinzipien” der Geometrie.!

Hilbert verzichtet auf jegliche Rechtfertigung der Axiome durch sachliche
Wabhrheit. Die vollzogene ,, Abkoppelung” wird in den Grundlagen der Geometrie
vielmehr deutlich sichtbar, wenn er Modelle angibt, in denen beispielsweise das
Vollstandigkeitsaxiom nicht gilt. Umso bedeutsamer wird dann nattirlich die
Frage der Widerspruchsfreiheit.

Die Widerspruchsfreiheit der nichteuklidischen Geometrie fithrt Hilbert in
den Grundlagen der Geometrie semantisch auf die Widerspruchsfreiheit der eu-
klidischen Geometrie zuriick, die der euklidischen Geometrie ihrerseits auf die
Widerspruchsfreiheit der hoheren Arithmetik. Diese Reduktionen werden im
zweiten Teil dieser Arbeit noch genauer analysiert werden, wenn es um die
(technische) Durchfiihrung des Hilbertprogramms geht. Die Konzeption von
Arithmetik, die Hilbert hier zugrundelegt und die gewissermafsen die gesamte
grundlagentheoretische (Beweis-)Last tragen soll, verdient allerdings noch eini-
ge Aufmerksamkeit, denn auch hier vertritt Hilbert konsequent den axiomati-
schen Standpunkt.

2.2.2 Axiomatische Arithmetik

Von einer mehr konzeptionell-methodologischen Seite her hat Hilbert sein Ver-
stdndnis von Axiomatik in dem Aufsatz Uber den Zahlbegriff néher erldutert, der
aus derselben Zeit stammt wie die Grundlagen der Geometrie.” Dessen wesentli-
che Stofirichtung ist die Infragestellung der traditionellen methodischen Diffe-
renz zwischen einer axiomatisch vorgehenden Geometrie und einer ,genetisch”
vorgehenden Arithmetik. ,,Genetisch” bezieht sich dabei auf die sukzessive Er-
weiterung des Zahlbegriffs von den natiirlichen tiber die ganzen und die ra-
tionalen bis zu den reellen Zahlen durch Schritte wie die ,Forderung” nach der
unbeschrankten Ausfiihrbarkeit von Subtraktion oder Division. Er regt dagegen
an, auch in der Arithmetik und sogar in der theoretischen Physik die Axiomatik
anzuwenden.

Hilbert baut das Axiomensystem fiir die Arithmetik ganz analog auf zu dem
tiir die Geometrie in den Grundlagen. Er folgt demselben Ordnungsschema —
Einteilung in Axiomengruppen, sogar gleiche Nummerierung durch rémische
und arabische Ziffern — und beginnt ebenfalls mit dem charakteristischen Satz

der existenzialen Axiomatik: ,Wir denken ein System von Dingen”.20

18Vgl. das Schluwort zu HILBERT, Grundlagen Geometrie [1899]. Ahnlich ist auch in HILBERT,
Mathematische Probleme [1900a], 293, im Bezug auf die Arithmetik die Rede von ,Prinzipien”, die
mathematischen Begriffen zugrundeliegen und die die Mathematik , durch ein einfacheres und
vollstandiges System von Axiomen” festzulegen hat.

“Hilbert hielt Uber den Zahlbegriff zunachst am 19. September 1899 auf der Tagung der Deut-
schen Mathematiker-Vereinigung in Miinchen und publizierte ihn mit Datum vom 12. Oktober
1899 in den Jahresberichten der DMV; vgl. HILBERT, Zahlbegriff [1900b].

OHILBERT, Zahlbegriff [1900b], 181.
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In den Grundlagen der Geometrie war die Widerspruchsfreiheit nichteuklidi-
scher Geometrien auf die Widerspruchsfreiheit der euklidischen zurtickgefiihrt
worden und die Widerspruchsfreiheit der euklidischen Geometrie auf die der
hoheren Arithmetik, d. h. der Analysis. Was damit als scheinbar ,letzte” Frage
noch offen blieb, war die Widerspruchsfreiheit der Arithmetik selbst.

Konsequenterweise stellte Hilbert diese Frage in seinen Katalog 23 ungelos-
ter mathematischer Probleme, den er in seinem berithmt gewordenen Vortrag
auf dem Internationalen Mathematikerkongrefs 1900 in Paris vorstellte. Hilbert
blieb bei dieser Position auch in der Retrospektive, wenn er in Neubegriindung
1921 festhalt, dafd die Widerspruchsfreiheit nachzuweisen ein schwieriges er-
kenntnistheoretisches Problem sei, dafs ihr Nachweis gleichwohl in vielen Fallen
gelinge (er nennt 1921 explizit die Geometrie, die Thermodynamik, die Strah-
lungstheorie und andere physikalische Theorien als Beispiele) und zwar durch
Zuriickfiihrung auf die Widerspruchsfreiheit der hoheren Arithmetik.?!

Welche Moglichkeiten bieten sich nun grundsétzlich, die Widerspruchsfrei-
heit der Arithmetik zu beweisen? Zunachst war es natiirlich der naheliegends-
te Gedanke, die Kette der Reduktionen von Theorien fortzusetzen. Doch auf
welches noch basalere System soll man die Arithmetik ihrerseits zurtickfithren?
Welche Theorie konnte tiberhaupt den Status haben, noch allgemeiner und noch
grundlegender als die Arithmetik zu sein? Der einzige ernsthafte Kandidat ist
die reine Logik. Damit ist man genau bei der Zielsetzung der Logizisten ange-
langt, die im nédchsten Kapitel diskutiert werden soll (Kapitel 3, S. 91ff.).

Gibt es Alternativen dazu, die reduktionistische Kette bis zur Logik fort-
zusetzen? Es scheint naheliegend, das im 19. Jahrhundert gidngigste Vorgehen
zu probieren, wenn man die Widerspruchsfreiheit einer Theorie absichern will,
ndmlich ein Modell anzugeben oder, in Freges Terminologie, einen Gegenstand
aufzuweisen, der die in der axiomatischen Theorie geforderten Eigenschaften
besitzt.?? Dieses Modell muf3 natiirlich genau wie die bei der ersten Variante ge-
suchte Theorie noch allgemeiner und sozusagen noch sicherer sein als die Arith-
metik selbst. Auch hier scheint nur die Logik zu bleiben, und es geht um die
Konstruktion eines ,logischen Modells” fiir die Arithmetik. Dies war der Ansatz
Richard Dedekinds. Er hat ein rein mengentheoretisches Modell der Arithmetik
konstruiert und die mengentheoretischen Methoden selbst galten ihm als logi-
sche. Insofern gehort auch sein Ansatz zum Logizismus und wird im nichsten
Kapitel thematisiert werden. Schon hier sei jedoch darauf hingewiesen, dafd De-
dekind zum Beweis der Existenz seines Modells mit dem Begriff der Menge aller
Dinge, die Gegenstand meines Denkens sein konnen, arbeitete. Cantor hatte be-
merkt, dafy dieser Begriff in sich widerspriichlich ist, und hatte dies Mitte der
1890er Jahre auch Hilbert mitgeteilt. Fiir Hilbert war damit zu dieser Zeit schon
klar, dafs auch Dedekinds Weg keine befriedigende Absicherung der Arithmetik
in Aussicht stellte.

2'HILBERT, Neubegriindung [1922], 161.
ZFREGE, Briefwechsel [1976], 71.
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Gibt es nicht noch , direktere” Moglichkeiten, sich von der Widerspruchs-
freiheit der Arithmetik zu tiberzeugen? Moglichkeiten, die keine andere Theo-
rie oder wiederum anders abzusichernde Modellkonstruktionen voraussetzen?
Es der axiomatischen arithmetischen Theorie gewissermafien direkt anzusehen,
dafs sie nicht auf Widerspriiche fithren kann? Daf$ ein solcher , direkter Weg”
die einzige Alternative war, war auch Frege klar geworden, obgleich er keinerlei
Vorstellung davon hatte, wie dieser Weg aussehen konnte, ja, einen solchen Weg
schlicht fiir unmoglich hielt.?* Hilbert schwebte anscheinend eine Idee fiir einen
solchen , direkten Weg” vor. Seine Bemerkungen dazu bleiben jedoch zunéchst
schwer verstandlich. Er sagt, man miisse ,,die bekannten Schlufimethoden in der
Theorie der Irrationalzahlen im Hinblick auf das bezeichnete Ziel genau durch-
arbeit[en] und in geeigneter Weise modifizier[en]”.* 1905 publizierte er dann
seinen ersten Versuch, wirklich einen ,direkten Weg” in der Weise zu gehen,
dafs man rein syntaktisch an einem Axiomensystem seine Widerspruchsfreiheit
ablesen will. Die dabei entwickelten Methoden werden im zweiten Teil dieser
Arbeit genauer analysiert (vgl. Abschnitt 1.3, S. 208ff.).

2.2.3 Neues und Kritisches

Hilberts Konzeption von Axiomatik war in einigen Punkten ein Fortschritt. Ex
war die Probleme mit der traditionellen Konzeption erfolgreich angegangen, hat
die Axiome von der Anbindung an unmittelbare sachliche Wahrheit gelost, kei-
ne zusdtzlichen Annahmen neben den Axiomen verwendet und so das Gebot
der strengen Beweisfiihrung durchgehalten.”> Aber auch hier gilt wohl der all-
gemeine Satz , kein Nutzen ohne Kosten” und so beinhaltet die Neukonzeption
auch einige Punkte, die andere Mathematiker-Philosophen kritisch beméangelt
haben.

Der gesamte Rest dieses Kapitels soll der Beschiftigung mit diesen Kritiken
gewidmet sein. Dabei soll es allerdings weniger um eine Verteidigung der Hil-
bertschen Position gehen, sondern mehr darum, dafd im Medium dieser Kritik
und ihrer sorgfiltigen Abwiagung die Charakteristika von Hilberts Konzepti-
on deutlicher zum Vorschein kommen. Das setzt natiirlich auch die Priifung von
Griinden, die Bewertung von Argumenten und damit auch gelegentlich die Ver-
teidigung der Hilbertschen Position gegen fehlgehende Kritik voraus. Aber dies
soll nicht im Zentrum stehen, sondern das Ziel ist ein vertieftes Verstandnis des
Hilbertschen Ansatzes.

BFREGE, Briefwechsel [1976], 71.

#Vgl. HILBERT, Zahlbegriff [1900b], 11, 300.

»Smorynski sieht hierin den deutlichsten Unterschied zwischen Euklid und Hilbert. Er quali-
fiziert Hilberts Axiomatik entsprechend als , streng durchgefiihrt” und , vollstandig”; vgl. SMO-
RYNSKI, Hilbert’s Programme [1988].
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Die folgende Diskussion orientiert sich an Kritikpunkten, die Gottlob Frege
in einem Briefwechsel mit Hilbert vorgebracht hat.?® Der Briefwechsel aus der
Zeit von 1895 bis 1903 ist in der Literatur breit diskutiert worden, allerdings gele-
gentlich mit zweifelhaftem Erfolg. Um dies zu illustrieren, sei an eine Postkarte
erinnert, mit der Hilbert Frege folgende Erlauterungen tibermittelt hat:

,+Meine Meinung ist eben die, dass ein Begriff [gemeint ist ein Grundbegriff einer Theorie,
C.T.] nur durch seine Beziehungen zu anderen Begriffen logisch festgelegt werden kann.
Diese Beziehungen, in bestimmten Aussagen formulirt, nenne ich Axiome und komme so
dazu, dass die Axiome (ev. mit Hinzunahme der Namengebungen fiir die Begriffe) die

Definitionen der Begriffe sind.”
Hilbert an Frege, 22.9.1900, zit. nach FREGE, Briefwechsel [1976], 79

Der Herausgeber des Briefwechsels, F. Kambartel, bewertete diese Postkarte la-
pidar:
,Hilberts kurze Antwort [beharrt] nur dogmatisch auf den bereits vorher gedufierten lo-
gisch unhaltbaren definitionstheoretischen Meinungen.” FREGE, Briefwechsel [1976], 56

Eine solche Bewertung kann man wohl kaum anders erkldren als durch einen
Mangel an ernsthaftem Bemiihen um ein Verstehen der Hilbertschen Position.
Aber ganz unabhingig von der sachlichen Frage, wem hier definitionstheore-
tisch eher recht zu geben ist, zeigt sich schon rein vom Kommunikationsverlauf
her, daf3 eine Interpretation als , dogmatisches Beharren” unhaltbar ist. Selbst
ein Leser, der keine Ahnung von der in Rede stehenden Sache hat, wird fest-
stellen, dafs Hilbert in der Postkarte seinen Standpunkt als , Definition durch
Beziehungen” verdeutlicht und damit einen Punkt aufgreift, den Frege in sei-
nem vorangegangenen Brief neu ins Spiel gebracht hatte (iibrigens nachdem
Frege zunichst ,,dogmatisch” festgesetzt hatte, dafs Beziehungen zwischen Be-
griffen nur bestehen kénnten, nachdem die Definition der Begriffe bereits abge-
schlossen sei). Das Eingehen auf die Gesichtspunkte, die der Gesprichspartner
ins Spiel bringt, und die Erlduterung des eigenen Standpunktes anhand dieser
Gesichtspunkte, kann man wohl nur mit einem gehorigen furor apologeticus als
,dogmatisches Beharren” beschreiben.

Dieses Beispiel zeigt, dafy es auch hier durchaus begriindet ist, den Betrach-
tungen den Originalbriefwechsel zugrundezulegen und nicht seine Bewertun-
gen in der Sekundarliteratur. Von Bewertungen dieser Art soll im Folgenden
Abstand genommen werden, der Briefwechsel soll keine Gesamtbeurteilung er-
halten und die in ihm vorgebrachten Argumente sollen nicht ausdiskutiert wer-
den. Es geht, um dies zur Verdeutlichung noch einmal zu sagen, um die Ausein-
andersetzung mit einer Hilbert-Kritik, die die Charakteristika der Hilbertschen
Position besser hervortreten lassen soll.

Gewifs wird man eine gewisse Unversohnlichkeit von Frege und Hilbert in
diesem Briefwechsel nicht abstreiten konnen und sie bei der Interpretation ,im
Hinterkopf” behalten. Aber man muf nicht unbedingt wie Adolf Fraenkel in

%Dje erhaltenen Teile dieses Briefwechsels sind veroffentlicht in FREGE, Briefwechsel [1976], 58—
80.
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Bezug auf den Briefwechsel Cantor-Frege resignierend feststellen, dafs sich hier
zwei grofie mathematische Geister nicht ausreichend gegenseitig verstanden ha-
ben. Es lafst sich, wie die folgenden Ausfiihrungen zeigen sollen, Einiges an kla-
rendem Potential aus dem kritischen Gesprach zwischen Hilbert und Frege ge-
winnen.

Freges Kritik richtet sich vor allem gegen drei Punkte in Hilberts Konzep-
tion: 1.) Die Auffassung von Axiomensystemen als impliziten Definitionen der
Grundbegriffe der Theorie, 2.) den Wechsel auf die metatheoretische Ebene und
3.) die scheinbare Willkiirlichkeit der Axiome. Entsprechend werden sich die
folgenden Abschnitte 1.) mit der Lehre von den Axiomen als impliziten Defi-
nitionen (Abschnitt 2.3, S. 68ff.), 2.) mit der Frage, ob Axiomatik eine Metawis-
senschaft ist, (Abschnitt 2.4, S. 71ff.) und 3.) mit Hilberts Kriteriologie fiir Axio-
me beschiftigen, die Freiheit ohne Willkiirlichkeit realisieren will (Abschnitt 2.5,
S. 76ff.).

2.3 Axiome als implizite Definitionen

Im oben zitierten Kernsatz von Hilberts Verstindnis von Axiomatik heifst es,
dafs die Axiome der Geometrie eine fiir mathematische Zwecke vollstindige Be-
schreibung der Beziehungen zwischen den geometrischen Grundbegriffen ge-
ben. Demnach sind die Axiome keine Grundwahrheiten, die zu den definito-
rischen Festlegungen der Grundbegriffe hinzukommen, sondern sie legen die
Bedeutung der Grundbegriffe einer Theorie fest.?” Dabei bedeutet ,vollstindig”
offenbar, dafl im deduktiven Aufbau der betreffenden Wissenschaft keine an-
deren Annahmen {iiber die Bedeutung der Grundbegriffe gemacht werden als
einzig die in den Axiomen niedergelegten.
Freges erste und umfangreichste Kritik richtet sich genau dagegen, wenn er
schreibt:
,,Bedenklich sind mir die Sitze (§ 1), dass die genaue und vollstindige Beschreibung von
Beziehungen durch die Axiome der Geometrie erfolge, und dass (§ 3) Axiome den Begriff

,zwischen’ definieren. Damit wird etwas den Axiomen aufgebiirdet, was Sache der Defi-
nitionen ist.” FREGE, Briefwechsel [1976], 61

Hat Hilbert den Unterschied zwischen Definitionen und Axiomen grundsatzlich
verwischt?

Zundchst ist hier klarzustellen, dafd es nicht um alle Definitionen tiberhaupt
geht, sondern nur um Definitionen der Grundbegriffe einer Theorie. Fiir weite-
re Begriffe, die sich mittels der Grundbegriffe der Theorie definieren lassen, be-

“Dies gilt sowohl fiir die relationalen Begriffe (die Axiome legen bspw. fest, wann ein A zwi-
schen B und C liegt), als auch fiir die Begriffe, die tiberhaupt erst die betrachteten Objekte be-
stimmen (die Axiome legen bspw. auch fest, was Punkte im Verhéltnis zu Geraden, Geraden im
Verhiltnis zu Ebenen usw. sind, resp.: welche solchen Sitze ein ,System von Dingen” erfiillen
muf3, um als ein System von Punkten, Geraden und Ebenen zu gelten).
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steht zwischen Hilbert und Frege keine Meinungsverschiedenheit. Auch Hilbert
wiirde hier Freges Beschreibung von Definitionen zustimmen:
,Jede Definition enthilt ein Zeichen (einen Ausdruck, ein Wort), das vorher noch keine
Bedeutung hatte, dem erst durch die Definition eine Bedeutung gegeben wird. Nachdem

dies geschehen ist, kann man aus der Definition einen selbstverstandlichen Satz machen,
der wie ein Axiom zu gebrauchen ist.” FREGE, Briefwechsel [1976], 62

Eine Definition eines Begriffs besteht in einem formalen System darin, ein neues
Pradikatszeichen F' fiir den Begriff einzufiihren, dessen Bedeutung durch eine
Aquivalenz der Form Fz < ¢(x) gegeben wird, wobei ¢ eine Formel der bis-
herigen Sprache ist, d. h. ohne das Zeichen F, aber ggf. mit Zeichen fiir andere,
zuvor definierte Begriffe oder fiir Grundbegriffe.

Die Meinungsverschiedenheit bezieht sich auf die Grundbegriffe einer Theo-
rie. Freges Position ist hier nicht einheitlich. Denn einerseits hélt er daran fest,
dafs auch Grundbegriffe einer (geschlossenen) Definition bediirfen, wenn er
sagt, daf nur durch Definitionen Begriffsbedeutungen festgesetzt wiirden,?
und wenn aufierdem gilt:

,die andern Sdtze (Axiome, Grundgesetze, Lehrsitze) diirfen kein Wort enthalten und

kein Zeichen, dessen Sinn und Bedeutung [...] nicht bereits vollig feststinde.”
FREGE, Briefwechsel [1976], 62

Andererseits sagt er, dafs er das Eingestdndnis nicht scheuen wiirde, den Begriff
des Punktes, einen Grundbegriff der Geometrie, nicht eigentlich definieren zu
konnen,?’ und dafl man bei einer ,logisch einfachen” Bedeutung keine ,eigentli-
che Definition” geben kann.*” Kann und / oder mufl man nun die Grundbegriffe
definieren oder nicht? Da es hier wie gesagt nicht darum geht, eine konsisten-
te Frege-Interpretation zu liefern, sei dies blof$ zum Anlafi genommen, danach
zu fragen, wie es denn nun um die Festlegung der Grundbegriffe der Theorie
bestellt ist.

Will man mit Hilbert eine axiomatische Theorie als eine in sich stehende, ab-
geschlossene Theorie konzipieren, so verlangt der Grundsatz der strengen Be-
weisfithrung, dafs keine Voraussetzungen aufierhalb der Theorie gemacht wer-
den diirfen. Das Einflieflen zusidtzlicher Annahmen in Beweise ist also gene-
rell zu verhindern und damit auch das Einfliefsen von Folgerungen aus der Be-
deutung von Begriffen, insofern diese Bedeutungen nicht innerhalb der Theorie
axiomatisch vorausgesetzt werden. Es ist also {iberhaupt das Voraussetzen von
theorieexternen Begriffsbedeutungen zu vermeiden. Wie lassen sich aber dann
die Grundbegriffe der Theorie festlegen? Jede Definition eines nichtlogischen
Begriffs wird ja im Definiens nichtlogisches Vokabular verwenden miissen. Wie
aber kann dann die Bedeutung derjenigen Begriffe festgelegt sein, die im De-
finiens der Grundbegriffe vorkommen? Nach dieser definitorischen Konzepti-

%Die Festsetzung der Bedeutung der Begriffe sei ,Sache der Definitionen”; vgl. FREGE, Brief-
wechsel [1976], 61.

»FREGE, Briefwechsel [1976], 72.

FREGE, Briefwechsel [1976], 63.
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on scheint eine abgeschlossene Theoriebildung tiberhaupt unméglich zu sein,
da jede Definition die Bedeutung eines Terminus dadurch festlegt, daf} sie im
Definiens auf schon Festliegendes rekurriert. Eine Kette von immer weiter zu-
riickreichenden Definitionen muf}, wenn sie denn endlich bleiben will, irgend-
wann abbrechen oder zirkuldr werden. Im ersten Fall hat man dann in der letz-
ten Definition undefinierte Begriffe zu verwenden, d. h. die Theorie wére nicht
abgeschlossen, im zweiten Fall wire letztlich nichts definiert.?! Wie kann dann
aber tiberhaupt eine abgeschlossene Theorie aufgestellt werden, wie kann man
Grundbegriffe einer Theorie tiberhaupt festlegen?

Hilberts Vorschlag ist, daff die Grundbegriffe einer Theorie genau dadurch
und genau insoweit festgelegt werden, wie ihre Beziehungen durch die Axio-
me festgeschrieben sind.32 Man kann dies als eine Art ,implizite Definition” der
Grundbegriffe auffassen. Hilbert schreibt entsprechend in seinem Pariser Vor-
trag 1900:

,Die aufgestellten Axiome sind zugleich die Definitionen jener elementaren Begriffe.”
HILBERT, Mathematische Probleme [1900a], 299-300

Allerdings ist zu beachten, dafs durch eine solche Art von ,Definition” die
Grundbegriffe im Allgemeinen nicht bis ins Letzte festgelegt werden. Die Hin-
zufiigung weiterer Axiome kann die Festlegungen enger machen. Aber selbst
in dem auf diese Weise , engstmoglichen” Fall wird man noch eine Interpretati-
onsoffenheit haben, da die Theorie ihre Modelle modern gesprochen nur bis auf
Isomorphie festlegt. Von hier aus erklart sich auch Hilberts gleichermafien be-
rithmtes wie beim ersten Horen irritierendes Diktum, daf$ es moglich sein miis-
se, statt ,,Punkte”, ,Geraden”, ,, Ebenen” immer , Tische”, ,Stiihle”, ,Bierseidel”
zu sagen. Etwas préziser schreibt er im Frege-Briefwechsel, dafs die Grundele-
mente einer Theorie (modern gesprochen: die Tragermengen von Modellen) ,in
ganz beliebiger Weise gedacht werden” konnen und die axiomatische Theorie
als ,,Fachwerk oder Schema von Begriffen nebst ihren nothwendigen Beziehun-
gen zu einander” die Begriffe nicht eindeutig festlege. Es sei vielmehr immer
moglich, durch ein-eindeutige Transformationen den Gegenstandsbereich auf
einen anderen Gegenstandsbereich abzubilden.>* Alle beliebigen Begriffe kon-
nen als ,Punkte” interpretiert werden, wenn sie nur unter dieser Interpretation
in den von den Axiomen vorgeschriebenen Beziehungen stehen.

Frege hat Hilbert vorgehalten, es konnte sich nicht um Definitionen handeln,
da Definitionen die Angabe von Merkmalen beinhalten miiiten.3* Dies hat Hil-
bert dazu veranlafit, eine dieser Lehrmeinung entsprechende Lesart seiner Axio-
me anzugeben. Fiir seine Redeweise in den Grundlagen der Geometrie, daf3 die

3150 hat es jedenfalls die klassische Definitionstheorie gesehen. Man kann eine solche Form
zirkuldrer Definitionen aber moglicherweise im Sinne eines Axiomensystems lesen und ihr so
dennoch einen Sinn abgewinnen.

2H1LBERT, Uber das Unendliche [1926), 177.

B3FREGE, Briefwechsel [1976], 67.

FREGE, Briefwechsel [1976], 61.
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Anordnungsaxiome II 1 - II 5 den Begriff ,, zwischen” definieren wiirden,?® bie-
tet er folgende Lesart an:
,Wenn man [...] das Wort Definition genau im hergebrachten Sinne nehmen will, so hat

man zu sagen: ,zwischen’ ist eine Beziehung fiir die Punkte einer Geraden, die folgende
Merkmale hat: 111 ...115.” FREGE, Briefwechsel [1976], 65

Frege suchte diese Sprechweise mit Beispielen zu torpedieren, die vor allem
die Unterbestimmtheit deutlich machen, die Definitionen dieser Art eigen ist.*®
Diese Unterbestimmtheit kann man aber gerade als Vorteil dieser Sprechweise
auslegen. Wenn Frege dann weiter fragt, ob man hier von ,Definitionen”, von
,Erklarungen” oder von etwas Anderem sprechen sollte, so betrifft dies in Hil-
berts Augen eben auch nur unterschiedliche Redeweisen. Bei ihnen ist Hilbert
nur wichtig, ob sie mit dem Sprachgebrauch der Wissenschaftler {ibereinstim-
men; ansonsten signalisierte er Frege, nichts gegen eine andere Terminologie zu
haben.?” Hilbert selbst begniigt sich bei dem Ausdruck , Definition” damit, dar-
unter eine bedeutungsmaéfiige Festlegung von Begriffen zu verstehen.

Hilberts Konzeption der impliziten Definition von Grundbegriffen durch die
Axiome ist fiir seine eigenen spiteren Arbeiten®® und fiir die moderne Logik
tiberhaupt zu einem unverzichtbaren Standard geworden. Man tite Frege Un-
recht, wenn man behaupten wiirde, daf$ er diese Konzeption schlichtweg nicht
richtig verstanden hitte. Einerseits haben die vorstehenden Uberlegungen ge-
zeigt, wie er durch seinen Briefwechsel mit Hilbert durchaus zu einer deutliche-
ren Fassung dieser Konzeption beigetragen hat. Andererseits zeigt besonders
seine zweite Anfrage sein — sicher auch im Lauf des Briefwechsels gewachse-
nes — Verstdndnis fiir Hilberts Absichten. Es soll nun um diese zweite Anfrage
gehen: Geht Hilberts Axiomatik von einer Theorie zu einer Metatheorie {iber?

2.4 Axiomatik als Metawissenschaft?

Eine ,,implizite Definition” durch Axiome, wie sie im vorigen Abschnitt betrach-
tet worden ist, kann man in gewissem Sinne als eine Definition hoherer Stufe
auffassen. Der so definierte Begriff wird nicht innerhalb der Theorie und mit
den sprachlichen Mitteln der Theorie definiert, sondern durch die Theorie als
Ganze. Man kann Hilberts Ansatz so auffassen, daf$ er eigentlich nicht die geo-
metrischen Begriffe wie ,Punkt” selbst definiert, sondern sozusagen wann ein
Begriff ein Punktbegriff ist oder genauer: wann er als Interpretation des Punkt-
begriffs dieser Theorie dienen kann. Durch ein geometrisches Axiomensystem

*Hilbert spricht expressis verbis davon, daf8 die Axiome der Anordnung den Begriff ,, zwischen”
und die Axiome der Kongruenz den Begriff der Kongruenz definieren; vgl. HILBERT, Grundlagen
Geometrie [1899], 4+11.

*FREGE, Briefwechsel [1976], 72-75.

*FREGE, Briefwechsel [1976], 66.

%In der Vorlesung vom Wintersemester 1920 sagt Hilbert von der Eliminationsregel fiir den
Allquantor, daf8 durch sie ,gewissermafien der Sinn des Allzeichens bestimmt” wird; vgl. HIL-
BERT, Wintersemester 20 [1920%*], 41.
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wird, wenn man es so ausdriicken will, der Begriff , ein Punktbegriff sein” defi-
niert, jedenfalls ein Begriff hoherer Stufe.

Ist nun die Hilbertsche Axiomatik iiberhaupt ein Ubergang von der Ebene
einer Theorie auf eine hohere Stufe, auf die Ebene einer Metatheorie?

2.4.1 Interesse an metatheoretischen Fragestellungen

Unbestreitbar ist es eine Besonderheit an Hilberts Standpunkt, dafs er durch ein
starkes Interesse an metatheoretischen Fragestellungen geleitet wird. Die Unab-
hangigkeit des Parallelenaxioms von den iibrigen Axiomen der Geometrie hat
in dieser Hinsicht sein Denken tiber Geometrie und damit auch sein Denken
tiber Axiomatik tiberhaupt entscheidend beeinflufst. Fiir Hilbert war die axio-
matische Fassung einer Theorie ein Mittel, um die logischen Abhéngigkeiten
zwischen verschiedenen Sitzen der Theorie ans Licht zu bringen. Folgt ein Satz
rein logisch aus einer bestimmten Menge von Axiomen oder ist er von ihr unab-
hingig? Kann man den Satz zu den Axiomen hinzunehmen, ohne Gefahr zu lau-
fen, dadurch Widerspriiche zu erhalten, ist der Satz also relativ zu den Axiomen
widerspruchsfrei? Ist man so schliefSlich zu einer Menge von Axiomen gelangt,
aus denen sich alle wesentlichen Satze des Wissensgebietes rein logisch ablei-
ten lassen, ist die Axiomatisierung des Wissengebietes also vollstindig?®® Die
Behandlung solcher Fragen ist Gegenstand einer hoheren, metageometrischen
gedanklichen Ebene. Es geht nicht mehr um den Beweis eigentlicher geometri-
scher Satze, sondern um den Beweis von Sétzen iiber die in der Geometrie (oder
genauer: in verschiedenen Geometrien) beweisbaren Sitze, d.h. um Aussagen
tiber die Moglichkeit oder Unmdglichkeit von solchen Ableitungen aus gegebenen
Voraussetzungen. Frege gegeniiber beschreibt Hilbert die Ziele des axiomati-
schen Vorgehens in den Grundlagen der Geometrie dann auch wie folgt:

»[Ilch wollte die Moglichkeit zum Verstandnis derjenigen geometrischen [sic!] Sitze ge-

ben, die ich fiir die wichtigsten Ergebnisse der geometrischen Forschungen halte: dass das

Parallelenaxiom keine Folge der tibrigen Axiome ist, ebenso das Archimedische etc. Ich

wollte die Frage beantworten, ob der Satz [...] bewiesen werden kann, oder vielmehr wie
bei Euklid ein neues Postulat ist.” FREGE, Briefwechsel [1976], 65

Frege bemerkt in seinem anschliefsenden Brief treffend, dafs Hilbert sich so
,auf einen hoheren Standpunkt stell[t]” und von dort die Geometrie betrach-
tet.*) Damit hat Frege natiirlich Recht. Wenn man dieses Vorgehen dennoch als

¥Unter , Vollstindigkeit” wurden im Lauf der Entwicklung der Mathematischen Logik sehr
verschiedene Konzepte verstanden: Die Ableitbarkeit aller allgemeingiiltigen Sétze, die Nicht-
Erweiterbarkeit der Axiomenmenge, die Ableitbarkeit aller Sitze eines vorgegebenen Systems
und die vollstandige Erfassung eines Wissensgebietes. Hier, in Hilberts Grundlagen der Geometrie
ist wohl letzteres gemeint.

“Frege hat in seinen Briefen Hilbert in diesem Punkt weniger kritisiert, als vielmehr sein Ver-
stdndnis daftir gedufiert, daff man, um axiomatische Fragen wie die nach der Unabhingigkeit
verschiedener Axiome behandeln zu konnen, sich geradezu ,,auf einen hoheren Standpunkt stel-
len” miisse; vgl. FREGE, Briefwechsel [1976], 64, auch 71.
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,geometrisches” bezeichnet, so muf$ damit nicht unbedingt ein Wandel im Ver-
stindnis von Geometrie markiert sein. Nur wenn man festsetzte, dafi Geome-
trie mit bestimmten Axiomensystemen bzw. der Menge von deren Folgerun-
gen identisch sei, wiirde es ein Problem darstellen, metageometrische Fragen
als ,,geometrische” zu bezeichnen. Dafs Hilbert das nicht tut, sollte dann An-
la3 zur Vorsicht sein, ihm diese Identifikation zu unterstellen. Eine koharente-
re Hilbert-Interpretation erhilt man, wenn man ,Geometrie” vor allem als Be-
zeichnung fiir eine wissenschaftliche Disziplin liest. In dieser Disziplin konnen
dann durchaus auch metatheoretische Fragen zu bestimmten Theorien ihren
Platz haben.

Frege hat ebenfalls Recht, wenn er darauf hinweist, dafs nach Hilberts Stand-
punkt Punkte nicht mehr in einer Weise definiert werden, dafs ich anschliefiend
leicht feststellen kénnte, ob meine Taschenuhr ein Punkt ist oder nicht.*! Ein
Punkt ist sozusagen eine funktionale Stelle in einem System von Axiomen. Je-
des Objekt, das diese funktionale Stelle ausfiillen kann, kann ein Punkt genannt
werden. Hilbert definiert nicht im klassischen Sinne, was ein Punkt ist, sondern
er ,definiert”, welche Eigenschaften Objekte haben miissen, um als Punkte in-
terpretiert werden zu konnen. Gewissermafien ist dies eine Definition zweiter
Stufe: Es wird, wie eingangs erwdhnt, der Begriff , ein Punktbegriff sein” de-
finiert. Um Freges Frage zu entscheiden, ob denn nun meine Taschenuhr ein
Punkt im Sinne dieses Axiomensystems sei, miifite man eben antworten: Wenn
es moglich ist, aus meiner Taschenuhr und einer Unzahl weiterer Gegenstande
ein Modell fiir eine geometrische Theorie zu bauen, bei der die Taschenuhr gera-
de zu dem Bereich von Gegenstianden gehort, der den ,, Punkten” des Axiomen-
systems entspricht, so konnte man in dieser Hinsicht sagen, dafs die Taschenuhr
ein Punkt sei. Aber ,ein Punkt sein” ist dabei eben eine Formulierung, die auf
die Funktion eines Gegenstandes im Rahmen eines Modells bzw. einer Theorie
abhebt.

Man wird Frege zustimmen konnen, dafi von dieser Warte aus kein Weg
zur klassischen Wahrheit oder zu klassischen Existenzbehauptungen fiihrt. Den-
noch ist er auf einen Verstandigungsvorschlag Hilberts nicht eingegangen. Hil-
bert hatte die Verstindigungsprobleme mit Frege iiber die Rede von , Wahrheit”
und ,Existenz” darauf zuriickgefiihrt, daf er den Ausdruck ,wahr” anders ver-
wende als Frege.*?> Frege ist darauf nicht eingegangen und hat an seiner Zu-
ordnung der Ausdriicke ,Wahrheit” und , Existenz” festgehalten. Dieser ,klas-
sische” Wahrheitsbegriff und das Festhalten am Anspruch, daff Axiome Grund-
wahrheiten sein miissen, erschienen Frege als der , schroffste” Gegensatz zu Hil-
bert*® und machten es ihm unmoglich, die Entwicklung der modernen mathe-
matischen Axiomatik zu verstehen. Er hat es nicht fiir moglich gehalten, daf3 es

*1Vgl. FREGE, Briefwechsel [1976], 73.
2V ¢gl. FREGE, Briefwechsel [1976], 66.
#Vgl. FREGE, Briefwechsel [1976], 74.
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mehrere sich widersprechende Axiomensysteme geben kann.*

Hilbert hat ein nachhaltiges Interesse an metatheoretischen Fragestellungen
gehabt. Dabei war er sich durchaus bewuf3t, dafs seine Konzeption von Axioma-
tik die Fragestellungen von den eigentlichen Fragen einer Wissenschaft weg auf
eine hohere, eine Meta-Ebene verlagert. Dies war Teil der axiomatischen Metho-
de.

2.4.2 Axiomatik als Methode

Die Axiomatik wird von Hilbert zwar gelegentlich auch als ,Standpunkt” be-
zeichnet, in erster Linie aber als ,,Methode”. Sie ist fiir ihn in erster Linie eine
,Untersuchungsmethode” fiir Wissenschaften,® eine Methode, ,ein Teilgebiet
einer Wissenschaft zu erforschen”.*® Sie soll die grundlegenden logischen Bezie-
hungen zwischen den Satzen der Wissenschaft herausbringen. Der Gegenstand
dieser Methode ist also die betreffende Wissenschaft selbst bzw. das betreffende
wissenschaftliche Teilgebiet, und die Fragen, die mit dieser Methode beantwor-
tet werden sollen, liegen dementsprechend auf der metatheoretischen Ebene.
Die Wissenschaft, die man erforschen will, geht der Anwendung der Axioma-
tik schon voraus. Mit der Axiomatik erforscht man nicht eigentlich das Sachge-
biet, von dem die Wissenschaft handelt, sondern man erforscht die Wissenschaft
selbst.

Die axiomatische Untersuchung besteht aus zwei Schritten, die sich zwar ge-
danklich trennen lassen, die jedoch in der axiomatischen Praxis immer in einem
sich gegenseitig bedingenden Wechselspiel ausgefiihrt werden. Im ersten Schritt
wird eine Wissenschaft bzw. ein wissenschaftliches Teilgebiet in eine axiomati-
sche Form gebracht, d. h., die wichtigsten Beziehungen zwischen den Objekten
des Sachbereichs werden als Axiome aufgestellt, so daf3 sich moglichst alle tib-
rigen Beziehungen mittels blofSer logischer Schlufifolgerungen aus diesen Axio-
men ergeben. Im zweiten Schritt konnen an dem so erhaltenen Axiomensystem
dann typisch axiomatische Fragestellungen untersucht werden wie z. B. Unab-
hiangigkeit und Widerspruchsfreiheit. Die Beweisbarkeit einzelner Sitze gehort
als Spezialfall zu diesen metatheoretischen Fragestellungen. Beide Schritt voll-
ziehen sich im konkreten Fall jedoch, wie gesagt, als Wechselspiel und nicht als
einmalige Hintereinanderfolge.

Die axiomatische Methode dient nach Hilbert

,zur endgiiltigen Darstellung und volligen logischen Sicherung des Inhaltes unserer Er-
kenntnis.” HILBERT, Zahlbegriff [1900b], 181

Eines der Ziele der Axiomatik soll demnach die Sicherung eines schon vorgan-
gigen Erkenntnisinhaltes sein. So ist auch die Redeweise zu verstehen, dafi es

#Vgl. besonders seine Einschitzung, es konne im Bereich der euklidischen Geometrie keine
Widerspriiche geben, denn die Axiome seien ja wahr; FREGE, Briefwechsel [1976], 71.

*Vgl. HILBERT, Zahlbegriff [1900b].

“HILBERT, Neubegriindung [1922], 160.
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sich bei einem Axiomensystem um ein Axiomensystem fiir die Geometrie han-
deln soll. Diese Beobachtung scheint trivial zu sein, unterstiitzt jedoch auch
noch einmal die These, dafs ein Wissensgebiet seiner Axiomatisierung voraus-
geht. Dies ist kaum vertraglich mit Sichtweisen, die ein Wissensgebiet oder eine
wissenschaftliche Disziplin mit seiner axiomatisierten Form identifizieren bzw.
die axiomatisierte Form zur eigentlichen Gestalt der Wissenschaft erkldren wol-
len. Hieraus ergeben sich einerseits Probleme fiir einen radikalen Formalismus,
denn er kann kein Formalismus fiir eine bestimmte Wissenschaft sein, weil er
dann dieser Wissenschaft genau die Selbstindigkeit zugestehen miifste, die er
als Formalismus bestreitet (vgl. Kapitel 4, S. 131ff.). Andererseits ist es auch fiir
die Frage nach der Willkiirlichkeit der Axiome von Bedeutung (siehe auch Ab-
schnitt 2.5.2, S. 78ff.).

Es geht bei der Axiomatisierung einer vorhandenen mathematischen Theo-
rie also darum, die Theorie klarer darzustellen (so dafs beispielsweise die lo-
gischen Abhdngigkeiten zwischen Sédtzen der Theorie deutlich zum Vorschein
kommen) und sie abzusichern. Dieses , Absichern” kann man interpretieren als
Gewinnung derjenigen Sicherheit, die aus klaren, widerspruchsfreien Axiomen
auf der einen Seite und der Strenge des mathematischen Schlieflens auf der an-
deren hervorgeht.*” Damit dieser Punkt durch die Axiomatisierung erfiillt wer-
den kann, ist ihre ontologische Neutralitdt wichtig. Durch die Transformation
eines Wissensgebietes in axiomatische Gestalt soll sich eigentlich nichts an der
Ontologie der betreffenden mathematischen Objekte oder am inhaltlichen Be-
stand der Mathematik dndern. Wie sich dieser Anspruch zum axiomatischen
Existenz- und Wahrheitsbegriff verhilt, wird noch zu erortern sein.

In fritheren Zeiten der Mathematikgeschichte konnte es somit ernsthafte Strei-
tigkeiten geben, ob ein vorgelegter Beweis akzeptabel ist oder nicht, denn dies
hing davon ab, wie man sich zur Akzeptabilitdt der Axiome stellte. Durch eine
Meta-Perspektive wie die Hilbertsche konnen solche Streitigkeiten ausgeschlos-
sen werden bzw. konnen vom konkret vorliegenden Beweis gelost und auf die
allgemeinere Ebene der Frage nach der Zweckmaéfigkeit, der begrifflichen Ad-
dquatheit, dem Sinn oder gar der Wahrheit des Axiomensystems verschoben
werden. Ob ein vorgelegter Beweis eines Satzes in einem Axiomensystem Az
ein Az-Beweis ist, sollte hingegen durch einfache und fiir jeden nachvollziehba-
re Kriterien entscheidbar sein, die in der (im zugehorigen Beweisbegriff konkre-
tisierten) Zugehorigkeit jeder Voraussetzung und jedes Beweisschrittes zu den
Axiomen bzw. den Schlufiregeln bestehen. Diese Einsicht in den konstruktiven
Charakter des Aufbaus mathematischer Beweise wird fiir den Finitismus von
entscheidender Bedeutung sein (vgl. Kapitel 5, S. 151ff.).

¥Zu dieser Identifikation von Strenge und logischem SchlieSen vgl. auch HILBERT, Mathemati-
sche Probleme [1900a], 257.
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2.5 Kiriteriologie fiir Axiome

Das Neue an seinem Werk gegeniiber der herkdmmlichen Axiomatik ist fiir Hil-
bert seine besondere Riicksichtnahme auf die Vollstindigkeit des Axiomensys-
tems, dessen mdglichste Einfachheit und die Durchsichtigkeit des Zusammenhangs
von Axiomen und Folgerungen. Damit nennt Hilbert letztlich Kriterien fiir die
Auswahl von Axiomen.

Diese Kriterien sollen in diesem Abschnitt genauer analysiert werden. Dem
sind einige Bemerkungen vorauszuschicken zum limitativen Charakter dieser
Kriterien gegeniiber einer grundsitzlich freiheitlichen Konzeption von Mathe-
matik.

2.5.1 Kriterien als Beschrinkungen der Freiheit

Cantors Ausspruch, das Wesen der Mathematik liege in ihrer Freiheit, hat bei
vielen Mathematikern und ganz besonders bei Hilbert begeisterte Zustimmung
gefunden. Ein ,zu freier” Gebrauch von Schliissen mit dem Unendlichen ist
nach Hilbert jedoch fiir das Auftreten der Paradoxien verantwortlich. Deshalb
ist ein Regulativ notig, das auf der einen Seite moglichst viel Gestaltungsspiel-
raum laf3t und auf der anderen Seite klare Grenzen markiert, innerhalb derer die
Ausgestaltung der Freiheiten verbleiben muf;, um abgesichert zu sein.

Die Axiomatik realisiert in Hilberts Augen diese Freiheit. Sie erst entspre-
che dem Bediirfnis der Mathematiker nach Freiheit der Begriffsbildungen und
Methoden und gewdhrleiste ,,der Forschung die vollste Bewegungsfreiheit”.48
Die Bedeutung dieses Bediirfnisses darf daher bei der Frage nach Status und
Rechtfertigung von Axiomen nicht vernachlassigt werden. Fiir manchen bedeu-
tenden Mathematiker war es so grof3, daf$ es ihm geradezu als Wesensmerkmal
der Mathematik vorkam.

Dartiber hinaus ist diese , freiheitliche Konzeption” von Mathematik auch
tir die Hintergriinde von Hilberts beweistheoretischem Ansatz von entschei-
dender Bedeutung. Nicht zuféllig hat er gegnerische Positionen, die einer Be-
drohung der Sicherheit der Mathematik durch Restriktionen der zuldssigen Be-
griffsbildungen und Methoden wehren wollten, (wie diejenigen Kroneckers,
Brouwers oder Weyls) als , Verbotsdiktaturen” diffamiert. Das fiir Hilbert un-
ertrdgliche an diesen Vorschldgen war das Fehlen der individuellen Freiheiten,
wie es gerade fiir Diktaturen typisch ist. Hilberts Ansatz zur Beweistheorie muf3
gerade verstanden werden als Versuch, den Konstruktivisten und Intuitionisten
soweit Recht zu geben, wie es nach ihrem eigenen Ziel, der sicheren Begriin-
dung der Mathematik, notwendig ist, allerdings in dialektischer Gegenbewe-
gung dazu nicht durch die Beschrankung der in der Mathematik selbst zuldssi-
gen Begriffsbildungen und Schlufsweisen, sondern durch die beweistheoretische
Rechtfertigung der methodisch als rein formal aufgefafiten vollen Mathematik.

*®Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 161.
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Und ,volle” Mathematik heifst dabei nichts Anderes, als die Einschrankungen
der Gestaltungsfreiheit auf ein Minimum zu beschranken.

Wenn Hilbert so die Freiheit der Mathematik immer wieder betont, zieht er
sich schnell den Vorwurf zu, dafd seine Axiomatik vollig beliebige Axiome zu-
lasse? und dadurch in die theoretische Beliebigkeit abrutsche. Ist diese grofe
Freiheit nicht letztlich reine Beliebigkeit? Sind die Axiome nicht beliebige Fest-
setzungen?

An dieser Frage nach der Willkiirlichkeit der Axiome lassen sich einige Teil-
aspekte unterscheiden. Da ist zum einen die Frage nach dem Verhiltnis von
Axiomen und Wahrheit. Wenn die Axiome nach Hilberts ,neuer Axiomatik”
nun nicht mehr Grundwahrheiten sein miissen, sind sie dann iiberhaupt noch
an irgendeine Form von ,Wahrheit” oder ,Richtigkeit” gebunden oder konnen
.falsche” Sétze genauso ,beanspruchen”, Axiome zu sein? Auf der Ebene des
Objektbezugs stellt sich eine dhnliche Frage: Wenn die Begriffe innerhalb der
axiomatischen Theorie so behandelt werden sollen, als hitten sie keine Bedeu-
tung, sind dann die Axiome nicht von jedem Bezug auf wirkliche Entitdten ab-
gelost? Konnen Axiome noch anders aufgefafit werden denn als Festsetzungen
tiber vollig beliebige, weil unterbestimmte Entitaten? SchliefSlich konnten Axio-
me auch noch willkiirlich sein im Bezug auf ihre konkrete Auswahl. Wie soll
zwischen zwei , Axiomkandidaten” ausgewdahlt werden, die vor dem Hinter-
grund der iibrigen Axiome genau die gleichen Folgerungen nach sich ziehen
wiirden?

Auf diese Fragen antworten die Kriterien, die Hilbert fiir die Auswahl von
Axiomensystemen thematisiert. Bei diesen Kriterien handelt es sich um Bedin-
gungen, denen die einzelnen Axiome oder die gesamten Axiomensysteme ge-
niigen sollen. Sie haben insofern den Charakter von Beschrankungen gegentiber
einer grundsatzlich uneingeschrankten Freiheit der mathematischen Theoriebil-
dung.

Auf der einen Seite plddiert Hilbert also geradezu leidenschaftlich fiir die
Freiheit der Mathematik und sieht diese Freiheit in der Axiomatik und ihrer
Ablésung von der unmittelbaren Bindung der Axiome an die sachliche Wahr-
heit realisiert. Auf der anderen Seite ist die Aufstellung von Axiomen und die
Untersuchung ihres Zusammenhanges kein Selbstzweck, sondern dient der bes-
seren Ordnung und damit der Orientierung innerhalb der betrachteten Theorie,
wie es unter dem Stichpunkt ,Axiomatik als Methode” schon behandelt wur-
de.”® Die Auswahl der Axiome erfolgt daher keineswegs beliebig, aber doch mit
einer gewissen Wahlfreiheit.>!

Der methodische Charakter der Axiomatik hdngt dabei mit verschiede-
nen anderen Zielvorgaben zusammen, die durch einen programmatischen oder

Y350 spricht z.B. MOSTOWSKI, Thirty Years [1966], 7, von der ,inevitable arbitrariness of the
axioms” in Hilberts Ansatz.

Vgl. Abschnitt 2.4.2, S. 74ff..

51 Vgl. auch Hilberts Formulierung vom , freien Schalten” im Frege-Briefwechsel; FREGE, Brief-
wechsel [1976], 66.
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sonstigen wissenschaftlichen Kontext vorgezeichnet sein kénnen.>? So kann ei-
ne bestimmte Theorie nach Hilbert durchaus auf verschiedene Weisen axiomati-
siert werden. Manchmal mag es Sétze geben, die ,man” fiir besonders grundle-
gend hilt und die daher ,natiirliche” Kandidaten fiir Axiome sind. Man ist aber
weder daran gebunden, noch haben diese Sitze ,an sich” einen ausgezeichne-
ten Status. Hilbert hélt sich ausdriicklich die Moglichkeit offen, ja bezeichnet
sie sogar als natiirliche Vorgehensweise in der Mathematik, dafs einmal gewahl-
te Axiome ein anderes Mal mit vollem Recht auf tiefliegendere andere Axiome
zurtickgefiihrt werden. Die Hilbertsche Axiomatik ist also auch gekennzeichnet
von einer theorieinternen reduktiven Komponente.

Das Umgekehrte, ndmlich die Hinzufiigung neuer Axiome, ist fiir Hilbert
ebenfalls typisch fiir die Entwicklung der Mathematik.”® Beide Prozesse gesche-
hen nun zwar immer mit einer gewissen Willkiir,>* aber innerhalb von kriteriel-
len Grenzen, die Hilbert zumindest teilweise auch explizit macht. Sie sind daher
nicht in einem starken Sinne willkiirlich.

Bei den Kriterien konnte man nun meinen, daf$ sich systematisch Kriterien
fur einzelne Axiome und Kriterien fiir das Gesamtsystem unterscheiden lassen
wiirden. Eine solche Trennung ldf3t sich jedoch nicht durchhalten, denn die Kri-
terien fiir die einzelnen Axiome lassen sich eigentlich nicht sinnvoll von den
Kriterien an das Gesamtsystem trennen. Dies liegt vor allem daran, dafs die
Bedeutung der in den Axiomen auftretenden Grundbegriffe sich nach Hilberts
Verstdndnis mit der Hinzuftigung neuer Axiome verdndert (vgl. auch den Ab-
schnitt zur impliziten Definition durch Axiome, 2.3, S. 68ff.).

Die Kriterien, die im Folgenden kurz thematisiert werden sollen, lassen sich
zur besseren Orientierung in syntaktische, semantische und pragmatische un-
terscheiden. Als syntaktisches Kriterium soll die Widerspruchsfreiheit, als se-
mantisches Kriterium die Vollstindigkeit und als pragmatische Kriterien Ein-
fachheit und Unabhéngigkeit betrachtet werden. Es wird sich zeigen, dafs diese
Einteilung einem absteigenden Verbindlichkeitsgrad der Kriterien entspricht.

2.5.2  Vollstindigkeit oder: Woher kommen die Axiome?

Den modernen Leser miifite es eigentlich irritieren, wenn in der Uberschrift die
Frage nach Vollstandigkeit und die Frage nach dem Woher der Axiome in eins
gesetzt werden. In der modernen Logik gibt es verschiedene Vollstindigkeits-
begriffe, etwa die semantische Vollstandigkeit (Ableitbarkeit aller allgemeingiil-
tigen Formeln) und die syntaktische oder Post-Vollstindigkeit (Hinzuftigung
nicht ableitbarer Formeln fiihrt zu Inkonsistenz). Die Frage, woher die Axiome
kommen oder wie man zu neuen Axiomen gelangt, scheint demgegentiber ei-
ne ganz andere Frage zu sein. In Hilberts Sprachgebrauch trifft man jedoch auf

%2Vgl. HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 177.
S HILBERT, Neubegriindung [1922], 175.
S*HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 177.
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einen Vollstandigkeitsbegriff, der sich offenbar von denen der modernen Logik
unterscheidet und mehr mit der genannten Frage zu tun hat.

2.5.2.1 Bezug auf ein vorgingiges Wissensgebiet

Hilbert nennt eine Axiomatisierung ndamlich gelegentlich ,vollstindig” in Be-
zug auf ein Wissensgebiet, das gerade axiomatisiert werden soll. Das resultie-
rende Axiomensystem heifst also ,vollstindig” in dem Sinne, daff es das Wis-
sensgebiet vollstindig axiomatisiert, d.h., dafS es alle (oder zumindest: alle we-
sentlichen) Lehrsitze dieses Wissensgebietes abzuleiten gestattet. Dies ist die-
jenige Vollstandigkeit, die Hilbert vor allem in seinen frithen Schriften immer
wieder fordert. Sie hangt eng mit seiner Uberzeugung von der Losbarkeit aller
mathematischen Probleme zusammen und setzt das voraus, was auch schon die
Konzeption von Axiomatik als metatheoretischer Untersuchungsmethode vor-
ausgesetzt hat, ndmlich eine Wissenschaft, die axiomatisiert werden soll. Durch
Axiomatisierung erschafft man keine Wissenschaft, sondern strukturiert Vor-
handenes um. Darauf zielt auch der erwidhnte Vollstandigkeitsbegriff ab. Wenn
eine Axiomatisierung in diesem Sinne vollstindig ist, hat man mit ihr sozusa-
gen die Aussagen des Wissensgebiets eingefangen, d. h. nichts verloren, sondern
nur eine besonders tibersichtliche Darstellung ihrer inneren Struktur gewonnen.
Weil die zu axiomatisierende Wissenschaft ihrer Axiomatisierung vorausgeht, ist
die Aufstellung von Axiomensystemen in Hilberts Augen keine Sache von Be-
liebigkeit. Sie ist fiir ihn derart an die Vorgaben der Wissenschaft gebunden, daf3
er das Aufstellen von Axiomen nicht als ein Erfinden, Ausdenken oder blofses
Setzen beschreibt, sondern als ein ,Sammeln” und , Aufstellen”.>®

Die Axiomatik hat den Vorteil, auch mit der Situation umgehen zu konnen,
daf’ in einer Wissenschaft mehrere miteinander unvertrégliche Prinzipien vor-
kommen. Die nichteuklidische Geometrie ist hier noch einmal ein gutes Beispiel.
Das Parallelenaxiom und die verschiedenen Alternativen zu ihm werden hier
einfach zu Bestandteilen verschiedener Axiomensysteme, die nebeneinander-
stehen und nebeneinander erforscht werden kénnen. Beide entstammen jedoch
der Geometrie als vorher bestehender wissenschaftlicher Disziplin.

Der Zusammenhang zwischen axiomatisierter und nichtaxiomatisierter
Theorie gestaltet sich dabei in etwa wie folgt. Es gibt die informelle Wissen-
schaft mit ihren herkdmmlichen Begriffen, die wiederum ihre herkémmliche
Bedeutung haben usw. Auf der anderen Seite gibt es die Axiome des axioma-
tischen Systems, die gewissermafien die Abbilder der , wirklichen Satze” sind.
Mit ihnen wird innerhalb des axiomatischen Rahmens rein formal operiert. Dies
sichert die ,Strenge der Beweisfiihrung”. Die so formal abgeleiteten Sitze bzw.
Formeln sind dann wieder mittels der Abbildungsrelation in den Bereich der
eigentlichen Wissenschaft zurtickzuprojizieren. Die Begriffe der Theorie wer-
den so von ihrer gewohnlichen Bedeutung entkoppelt, in die formal-logische
Maschinerie gesteckt und deren Ergebnisse werden schliefSlich wieder inhalt-
lich interpretiert. Auf der Zwischenstrecke werden die Begriffe so behandelt,

HILBERT, Neubegriindung [1922], 160.
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als hitten sie keine Bedeutung. Sie werden vollig interpretationsoffen gehalten.
Dadurch werden die Worte gewissermaflen aus ihrem semantischen Netz her-
ausgelodst und in ein neues, weniger bestimmtes solches Netz gestellt. Dies ist
eine Keimzelle fiir den spédteren methodischen Formalismus: Die Abkoppelung
der Grundbegriffe einer Theorie von ihrer herkdmmlichen Bedeutung.

Das semantische Netz innerhalb der axiomatischen Theorie, das allein durch
die Axiome der Theorie bestimmt wird, ist nach dieser Abbildungskonzeption
nicht unabhingig von der urspriinglichen Bedeutung der Worte.”® Es werden
nicht vollig beliebige Sdtze zu Axiomen erkldrt, wie man gerade deshalb beto-
nen mufs, weil Hilbert spéater so hdufig unterschiedslos als ,Formalist” gekenn-
zeichnet wurde. Aber die Axiomatik hat den Vorteil, mit verschiedenen sich wi-
dersprechenden Axiomen umgehen zu kéonnen. Woher stammen aber dann die
konkreten Axiome? Die traditionelle Antwort war im Fall der Geometrie: aus
der raumlichen Anschauung.

2.5.2.2  Axiome und Anschauung

Hilbert hédlt in den Grundlagen der Geometrie daran fest, dafs die Aufgabe aus
der geometrischen Axiomatik auf , die logische Analyse unserer raumlichen An-
schauung” hinauslaufe.”” Wenn dies so ist, wire Hilbert allerdings noch einmal
die Frage zu stellen, wie ein und dieselbe Anschauung zu miteinander unver-
traglichen Axiomen fiihren kann. Entsprechend hat sich Frege dariiber gewun-
dert, dafs man noch an einer Bindung zwischen Axiomen und Anschauung fest-
halten kann, wenn man eine Konzeption von Axiomatik vertritt wie die Hilbert-
sche. Er war zu der Uberzeugung gelangt, da8 Hilbert

,die Geometrie von der Raumanschauung ganz loslésen und zu einer rein logischen Wis-
senschaft gleich der Arithmetik machen” FREGE, Briefwechsel [1976], 70

wolle. Ja, er entwirft sogar ein genaueres Bild, wenn er iiber Hilberts Konzeption
schreibt:
,Die Axiome, die sonst wohl als durch die Raumanschauung verbiirgt, dem ganzen Baue
zu Grunde gelegt werden, sollen, wenn ich Sie recht verstehe als Bedingungen in jedem

Lehrsatz mitgefiihrt werden, zwar nicht im vollen Wortlaute ausgesprochen, aber als in
den Wortern ,Punkt’, ,Gerade’, u.s.w. eingeschlossen.” FREGE, Briefwechsel [1976], 70

Genau dies scheint mir der Kern von Hilberts Lehre von der Definition der
Grundbegriffe durch die Axiome zu sein. Und wenn Hilbert selbst feststellt, dafs

%S0 auch PECKHAUS, Impliziert [2005b], 13: , Das axiomatische Verfahren beginnt inmitten der
bestehenden, nicht-axiomatisierten Mathematik. [...] Die Axiomatisierung kann somit als die Re-
konstruktion eines Teils gegebener Mathematik angesehen werden und ist daher auch nicht voll-
kommen frei von dieser gegebenen Mathematik.”

7Vgl. HILBERT, Grundlagen Geometrie [1899], 1. — Mit dieser Formulierung verweist Hilbert na-
tirlich auf Kant. Und so ist der Einleitung auch als Epigramm ein Zitat aus der Kritik der reinen
Vernunft vorangestellt:

,So fangt denn alle menschliche Erkenntnis mit Anschauungen an, geht von da zu Begrif-
fen und endigt mit Ideen.” [KrV, Elementarlehre, T. 2, Abt. 2]
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ein Punkt in verschiedenen Geometrien etwas Verschiedenes ist,”® so scheint er
wohl die Anbindung an eine anschauliche Vorstellung von Punkten aufgegeben
zu haben.

Nach diesen Feststellungen mufs man zunéchst festhalten, dafs von der An-
lage von Hilberts Axiomatikkonzeption und vom Wortlaut seiner Einlassungen
her vieles dafiir spricht, daf$ sein Festhalten an der raumlichen Anschauung in
den Grundlagen nicht mehr als eine Reverenz an die traditionelle (Philosophie
der) Geometrie ist. Ohne daf$ dies hier im Einzelnen entfaltet werden kann, wé-
ren allerdings noch zwei andere Punkte zu priifen. Erstens wiare auch nach Hil-
bert noch ein Zusammenhang zwischen raumlicher Anschauung und geometri-
scher Theorie denkbar, wenn eine interpretative Zwischenstufe offen gehalten
wiirde. Die ,rdumliche Anschauung” miifite sich beispielsweise nicht nur auf
den euklidischen Raum oder, sagen wir noch allgemeiner, irgendeinen ,tota-
len” Raum beziehen, sondern konnte auch Axiome fiir Teilraume liefern. So sind
die Axiome, die sich aus der Analyse der Anschauung des gesamten (euklidi-
schen) Raumes ergeben, natiirlich andere als diejenigen, die sich aus der Analy-
se von im euklidischen Raum eingebetteten Objekten ergeben. Letztere konnen
nattirlich nichteuklidische Geometrien modellieren. Der zweite Punkt klingt in
Hilberts Aussage an, dafs ein Punkt in verschiedenen Geometrien etwas Ver-
schiedenes sei.”® Geht man diesem Gedanken radikal nach, so kénnte man noch
argumentieren, daf$ es eben verschiedene Arten von Raumanschauungen gibt,
eine Anschauungsart fiir euklidische Punkte und Geraden und eine andere fiir
hyperbolische Punkte und Geraden usw. Ohne diese beiden Punkte sorgfiltig
durchdacht zu haben, kann man wohl kein abschliefiendes Urteil tiber die Frage
tallen, ob Hilbert nicht doch an einer Ankoppelung der Axiome an die Anschau-
ung festgehalten hat, die sich eben nur von der traditionellen 1-zu-1-Anbindung
an einen totalen euklidischen Raum unterscheidet.

2.5.2.3 Vollstindigkeit im technischen Sinne

Es kann als gesichert gelten, dafs Hilbert die Syntax/Semantik-Unterscheidung
schon frith klar war. Dennoch hat er beide Ebenen haufig nicht klar getrennt,
sondern einen Kalkiil verwoben mit seiner semantischen Motivation und in-
tendierten Interpretation préasentiert, wie etwa in den Vorlesungen von 1920.%0
Zumindest im Bezug auf die Aussagenlogik ist mit der (zweiten, Gottinger) Ha-
bilitationsschrift von Bernays schon 1918 ein klarer Standard gesetzt worden.
Bernays trennt die semantische und die syntaktische Ebene sauber voneinander
und stellt mit Vollstandigkeits- und Korrektheitsbeweisen die prazisen Zusam-
menhédnge her. Hilbert hingegen erlaubt sich in seiner Vorlesung vom Winter-
semester 1920, den Ausdruck ,Richtigkeit” sowohl fiir einen syntaktischen als

%S0 im Briefwechsel mit Frege; FREGE, Briefwechsel [1976], 67.
*Vgl. FREGE, Briefwechsel [1976], 67.
Vgl. EWALD/SIEG, Lectures [2007)], 251.
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auch fiir einen semantischen Begriff zu verwenden. Sein informeller Vollstan-
digkeitsbeweis rechtfertigt diese scheinbare Aquivozitit natiirlich.%!

Im modernen, technischen Sinne hat Hilbert die Vollstandigkeitsfrage erst
spéter gestellt. Die fritheste wirklich 6ffentliche Erorterung dieses Problems hat
er wohl erst in seinem Vortrag auf dem Mathematikerkongrefs in Bologna 1928
gegeben.®? Dies war aber nicht die erste Auerung Hilberts zu diesem Thema
tiberhaupt. So hat er (in einem seiner Redebeitrége) in der Vorlesung vom Win-
tersemester 1922 /23 schon die , Post-Vollstandigkeit” formuliert:

,,Die Vollstandigkeit eines Axiomensystems besteht darin, daf bei Zuftigung eines nicht

aus den Ax[iomen] folgenden neuen Axioms ein Widerspruch auftritt.”
HILBERT, Wintersemester 22/23 (Kneser) [1923*]

Interessanterweise wurde die technische Vollstandigkeit fiir ihn damit genau
zu der Zeit wichtig, als er die Vollstandigkeit im Bezug auf ein Wissensgebiet
nicht mehr unbedingt verlangte. So hilt er es in seinen Schriften zu dieser Zeit
nicht mehr fiir ein Problem, dafl Axiomensysteme in dem fritheren Sinne un-
vollstdndig sind. Die Relativierung des Beweisbegriffs auf Axiomensysteme gilt
ihm namlich als unproblematisch, weil die Axiomensysteme bestindig erwei-
tert werden kdnnen.® Sind solche Erweiterungen etwas ganz Gewohnliches, so
scheint der alte, nichttechnische Vollstandigkeitsanspruch nicht mehr zu gelten.

2.5.3  Unabhingigkeit und Einfachheit

Die Frage nach der Unabhéngigkeit von Axiomen ist die Frage danach,

,,0b etwa gewisse Aussagen einzelner Axiome sich untereinander bedingen und ob nicht
somit die Axiome noch gemeinsame Bestandteile enthalten.”
HILBERT, Mathematische Probleme [1900a], 264

Sie ist nicht nur eine Frage, die man bei Axiomensystemen untersuchen kann,
sondern sie wird jedenfalls teilweise auch als Kriterium fiir bzw. Forderung an
Axiomensysteme verstanden.®* Es ist natiirlich von theoretischem Interesse, ein
System unabhingiger Axiome fiir eine Theorie zu haben, da dann aus den Axio-
men gewissermafsen deutlicher hervorgeht, was genau Bestandteil dieser Theo-
rie im Unterschied von anderen Theorien ist. Allerdings steht dieses Kriterium
tir Hilbert immer unter pragmatischen Einschrankungen. Er ist nicht der An-
sicht, daf3 jede Art von Abhdngigkeit der Axiome unbedingt vermieden werden

150 bemerken auch EWALD /SIEG, Lectures [2007), 252.

%250 FEFERMAN, Gidel 1931c [1986], 208; vgl. HILBERT, Probleme Grundlegung [1929]. Hilbert
stellt in seinem Vortrag auf dem Mathematikerkongrefy 1928 in Bologna zwei Fragen nach Voll-
standigkeit, namlich nach der semantischen Vollstindigkeit der Pradikatenlogik und nach der
syntaktischen Vollstandigkeit der elementaren Zahlentheorie. Beide Fragen hat letztlich Godel
beantwortet, die erste durch seinen Vollstandigkeitssatz positiv, die zweite durch den (ersten)
Unvollstandigkeitssatz negativ.

3Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 169.

#4Vgl. HILBERT, Zahlbegriff [1900b)].
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miifite. Im Gegenteil ist er sogar explizit der Meinung, dafs es unter bestimm-
ten Umstianden Sinn machen kann, beweisbare Sitze als Axiome zu nehmen.®®
Es ist vielmehr eine zu erforschende Frage, ob solche Abhédngigkeiten vorliegen.
Wenn Hilbert beispielsweise in seinem Pariser Vortrag fordert, daff man diese
Abhingigkeiten , beseitigen muf3”, so versaumt er nicht, dies konditional einzu-
schranken: Man , muf$” dies nur dann vermeiden, ,wenn man zu einem System
von Axiomen gelangen will, die vollig von einander unabhingig sind.”“%®  Wenn
man will”, bedeutet eben nicht, daff man dies miifite. Pragmatische Einschrén-
kungen kénnen ganz unterschiedlicher Art sein. Beispielsweise ist es fiir Hilbert
durchaus denkbar, abhdangige Axiome zuzulassen, wenn dadurch entweder die
systematische Gliederung der Axiome abgerundeter ist oder wenn die einzelnen
Axiome durch Aufnahme redundanter Teile ,leichter fafdlich” sind.

Ahnlich der pragmatischen Seite zuzurechnende Kriterien sind die Einfach-
heit und die Anschaulichkeit eines Axiomensystems oder einzelner Axiome.®”
Diese Forderungen scheinen kaum néher prézisierbar zu sein. Auch in Hilberts
Vorlesungen finden sich nur wenige Hinweise in dieser Richtung. Vielmehr als
ein paar, mehr oder weniger triviale Hinweise wird man hier nur schwerlich ge-
ben koénnen. So wird beispielsweise ein logisch einfacher strukturierter Satz im
Allgemeinen den Vorzug haben vor einem ihm &dquivalenten Satz, der logisch
komplexer strukturiert ist. Axiome werden keinen unnétigen ,Ballast” enthal-
ten sollen, keine offensichtlichen Redundanzen. Aber sie werden auch von ei-
nem mehr theoretisch-systematischen Standpunkt aus ,einfacher” sein sollen,
wie man etwa in der Zahlentheorie die Rekursionsaxiome fiir die Rechenopera-
tionen axiomatisch fordern wird, nicht aber den Satz von der eindeutigen Zer-
legung in Primfaktoren, der im Regelfall wohl zur Menge der zu beweisenden
Satze gerechnet werden wird. Viel mehr wird man hier nicht sagen kénnen. Un-
abhangigkeit, Anschaulichkeit und Einfachheit sind eher , weiche” Kriterien, die
im Einzelfall unter pragmatischen Gesichtspunkten verschieden bestimmt und
zugunsten anderer Zwecke zuriickgestellt werden konnen.

2.5.4  Widerspruchsfreiheit

Ein Kriterium ganz anderer und objektiverer Art ist die Widerspruchsfreiheit.
Sie durchzieht alle spateren Schriften Hilberts wie ein roter Faden, so daf3 es
miiig wire, diese hier im einzelnen zu betrachten.®® Interessant mag hingegen
der Hinweis auf friihe Schriften sein, als die Beweistheorie und ihre Zielsetzung
noch nicht existierten. So erwéahnt Hilbert die Widerspruchsfreiheit als wichtiges
Kriterium fiir Axiomensysteme um die Jahrhundertwende z. B. in den Grundla-

5Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 160-161.
®HILBERT, Mathematische Probleme [1900a], 264.
7Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 160.

8Vgl. z. B. HILBERT, Neubegriindung [1922], 160.
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gen der Geometrie,%” in Uber den Zahlbegriff’® und in Mathematische Probleme.”!
Das zweite der insgesamt 23 ungeldsten mathematischen , Jahrhundertproble-
me”, die Hilbert in seiner berithmt gewordenen Liste zusammenstellte,”? ist die
Widerspruchsfreiheit der Arithmetik. Wie schon erwéhnt erhielt sie besondere
Dringlichkeit dadurch, dafs die Widerspruchsfreiheit vieler anderer mathemati-
scher und physikalischer Theorien auf sie zuriickgefiihrt worden war, wahrend
man sie selbst noch nicht bewiesen hatte.

Wihrend fiir Dedekind Widerspruchsfreiheit zunédchst ein semantischer Be-
griff war (Existenz eines logischen Modells),”® vertrat Hilbert schon in den
Grundlagen der Geometrie und in Uber den Zahlbegriff einen syntaktischen Kon-
sistenzbegriff (Ableitbarkeit eines Widerspruchs).”* Unter ,Widerspruchsfrei-
heit” eine syntaktische Eigenschaft eines Axiomensystems zu verstehen, bedeu-
tet aber noch nicht, diese Eigenschaft auch mit syntaktischen Methoden zu be-
weisen. So sind die Widerspruchsfreiheitsbeweise in den Grundlagen der Geome-
trie ganz semantisch,”® und erst im Heidelberger Vortrag von 1904 treten zum
ersten Mal syntaktische Methoden auf.”® Diese Methoden, Widerspruchsfreiheit
zu beweisen, sollen aber erst im zweiten Teil ndher untersucht werden, wihrend
es hier nur um den Begriff der Widerspruchsfreiheit geht.

2.5.4.1 Verschiedene Fassungen der Widerspruchsfreiheit

Hilbert verwendet verschiedene Begriffe von Inkonsistenz. In den meisten Fl-
len gilt ein Axiomensystem als inkonsistent, wenn es einen Satz bzw. eine For-
mel ¢ gibt, so dafs ¢ und —¢ beweisbar sind. Die geometrischen Axiomensys-
teme aus den Grundlagen der Geometrie heifsen hingegen widerspriichlich, wenn
aus ihnen ,ein Widerspruch gegen ein Axiom” ableitbar ist, also ein Satz — Az
fiir ein Axiom Az. Schwache Fragmente der Zahlentheorie nennt er hingegen
widerspruchsvoll, wenn fiir irgendwelche Zahlzeichen a und b die Formeln

SHILBERT, Grundlagen Geometrie [1899)].

"YHILBERT, Zahlbegriff [1900b].

"YHILBERT, Mathematische Probleme [1900a). Dieser Vortrag wurde mindestens dreimal verof-
fentlicht: 1.) in den Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, mathematisch-
physikalische Klasse (1900), S. 253-297; 2.) im Archiv fiir Mathematik und Physik, 3. Reihe, 1 (1901), S.
44-63 u. S. 213-237; 3.) in den Gesammelten Abhandlungen Hilberts, Bd. 3, Berlin 1935, S. 290-329.

?Die Hilbertsche Liste ist rezeptionsgeschichtlich duferst einflureich geworden. Bis heute er-
scheinen regelméiflig mathematische Fachaufsitze, die schon in ihrem Titel auf das n. Problem
Hilberts Bezug nehmen. Die Geschichte dieser Probleme ist also keineswegs abgeschlossen. Mo-
mentaufnahmen der geschichtlichen Entwicklung bieten beispielsweise YANDELL, Honors class
[2002]; KAPLANSKY, Hilbert's Problems [1977] und, leider nur in einer skandinavischen Sprache
erschienen, TORNEHAVE, Hilberts problemer [1980].

PVgl. SIEG, Introduction WS 1921/22 + WS 1922/23 [2006a], 330-331.

"Vgl. hierzu Abschnitt 1.2.2, S. 204f.

75Vgl. die Darstellung in Abschnitt 1.2, S.203ff.; SIEG, Introduction WS 1921/22 + WS 1922/23
[2006a], 330-331.

7Vgl. Abschnitt 1.3, S. 208ff.
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a = b und a # b zugleich beweisbar sind.”” Und in Uber das Unendliche spricht

er von ,Widerspruchsfreiheit”, wenn 1 # 1 keine beweisbare Formel ist.”

All diese Definitionen der Widerspriichlichkeit sind in hinreichend starken
Systemen natiirlich dquivalent. Da die ersten Ansitze zu Widerspruchsfreiheits-
beweisen jedoch mit relativ schwachen Systemen operieren, die beispielsweise
keine allgemeinen Negationsaxiome besitzen, macht es Sinn zu kldren, unter
welchen Bedingungen verschiedene Fassungen der Widerspruchsfreiheit bzw.
Korrektheit dquivalent sind. Solange keine logische Rahmentheorie genauer
spezifiziert ist, sind die folgenden Diskussionen natiirlich cum grano salis zu le-
sen. Wenn es heif}t, dal man fiir einen bestimmten Ubergang ein bestimmtes
Beweisprinzip ,benétigt”, so ist natiirlich nicht gemeint, daff man nur in einer
Theorie, in der dieses Prinzip ein Axiom ist, den gewiinschten Ubergang aus-
fithren kann. Man kann einzelne logische Prinzipien ja in der Regel durch eine
geeignete Kombination anderer ersetzen. Diese Ersetzungen sollen ebenfalls als
Situationen gelten, in denen das benotigte Prinzip vorhanden ist. Daf$ man es
braucht” ist daher nicht so zu lesen, daf8 man nur in Theorien mit diesem Axi-
om den Ubergang machen kann, sondern eher so, daf$ in Theorien, in denen
ein solches Prinzip nicht ableitbar ist, der Ubergang kaum moglich ist. Also ist
hier einerseits abzuschwéchen in Richtung der Moglichkeit der Ersetzung von
Prinzipien durch eine Menge anderer Prinzipien und andererseits in Richtung
darauf, daf$ es sich hier nur um tentative Argumentationen handelt, die erst ein-
mal nur Plausibilitdtscharakter beanspruchen.

Die wichtigsten Versionen von Widerspruchsfreiheit in den Schriften der
Hilbertschule sind die folgenden, die hier auch mit Namen versehen werden
sollen, um bei der Analyse der Widerspruchsfreiheitsbeweise eine einheitliche
Terminologie verwenden zu konnen.

(1) Die allgemeine logische Widerspruchsfreiheit, nach der fiir keine Formel ¢ gilt,
daf3 ¢ und —¢ ableitbar sind.

(2) Die allgemeine arithmetische Widerspruchsfreiheit, nach der fiir keine zwei
Terme s und ¢ gilt, dafy sowohl s = ¢ als auch s # t ableitbar sind.

(3) Die spezielle arithmetische Widerspruchsfreiheit, nach der spezielle Gleichun-
gen oder Ungleichungen nicht ableitbar sind, deren Gegenstiick (offensicht-
lich) ableitbar ist. Z.B., daf$s 0 = 1 oder 0 # 0 nicht ableitbar sind.

(4) Die arithmetische Korrektheit, nach der keine falschen numerischen Gleichun-
gen oder Ungleichungen ableitbar sind.

Zwischen diesen Versionen bestehen folgende Beziehungen (die trivialen
Voraussetzungen, wie dafs 0 und 1 Zeichen der formalen Sprache sein miissen
usw., seien als gegeben vorausgesetzt).

(3) < (2): Damit aus der speziellen arithmetischen Widerspruchsfreiheit (3)
die allgemeine (2) folgt, mufl man aus einem beliebigen arithmetischen Wider-
spruch auf die geforderte spezielle falsche Gleichung oder Ungleichung schlie-

77Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 170.
SHILBERT, Uber das Unendliche [1926], 179.
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en konnen. Liege also ein arithmetischer Widerspruch vor, d. h. zwei Terme, so
daf die Gleichungen s = ¢t und s # ¢ ableitbar sind. Da wir nicht voraussetzen
zu wissen, ob s = t oder s # t die ,falsche” Gleichung ist, wird zunéchst ein
logischer Zusammenhang zwischen Gleichung und Ungleichung herzustellen
sein, wie durch eine Instanz des Gleichheitsaxioms a = b — (A(a) — A(b)),
namlich s =t — (s #t — t # t). So kann man auf ¢ # ¢ schlielen, d. h. auf
eine widerspriichliche Ungleichung. Um damit 0 # 0 oder 0 = 1 beweisen zu
konnen, ist noch ein zusédtzlicher Schritt notig. Dieser wird durch ein Ex falso
quodlibet fiir falsche Ungleichungen geleistet (a # a — A) oder auch durch ein
allgemeines Ex falso quodlibet (wie A — —A — B), falls Ungleichungen mit der
formalen Negation von Gleichungen identifiziert werden.”” Falls ¢ ein Zahlzei-
chen wire, so bote sich auch noch die Alternative, durch iterierte Anwendung
der Injektivitat des Nachfolgers (¢ +1=b+1 — a = b) zu 0 # 0 zu kommen. —
Sei umgekehrt 0 # 0 oder 0 = 1 beweisbar. Falls Ungleichungen mit der forma-
len Negation von Gleichungen identifiziert sind, hat man nur noch 0 = 0 bzw.
0 # 1 zu beweisen und hat schon einen speziellen arithmetischen Widerspruch.
Falls diese Identifikation nicht vorgenommen wird, wird man im ersten Fall ein
Ex falso quodlibet fiir falsche Ungleichungen benétigen (etwa a # a — A), um
auf =(0 = 0) zu kommen, und im zweiten Fall ein Gleichheitsaxiom bemiihen
miissen (0 =1 — (0 #1 — 1 # 1)), um dann von 1 # 1 weiterzuschliefen wie
im ersten Fall.

(1) & (3): Damit aus der allgemeinen logischen Widerspruchsfreiheit (1) die
spezielle arithmetische (3) folgt, mufs man aus einer widerspriichlichen Glei-
chung einen Widerspruch im allgemeinen logischen Sinne erschliefien kénnen.
Dies lauft wie im gerade zuvor diskutierten Fall, in dem aus 0 # 0 oder 0 = 1 ein
spezieller logischer Widerspruch konstruiert worden ist. — Um umgekehrt aus
der speziellen arithmetischen Widerspruchsfreiheit (3) auf die allgemeine logi-
sche Widerspruchsfreiheit (1) schlieffen zu konnen, mufl man aus der Ableitbar-
keit von einem vollig beliebigen ¢ und — auf eine falsche arithmetische Glei-
chung oder Ungleichung schlieflen. Dazu ist mehr Logik erforderlich; man wird
ein allgemeines Ex-falso-quodlibet-Prinzip benétigen (etwa A — —=A — B).

(1) & (2): Damit die allgemeine arithmetische Widerspruchsfreiheit (2) aus
der allgemeinen logischen (1) folgt, mufs ein arithmetischer Widerspruch einen
allgemeinen logischen implizieren. Dies ist der Fall, sobald mindestens eine der
drei folgenden Bedingungen erfiillt ist: a) Ungleichungen werden mit der for-
malen Negation von Gleichungen identifiziert (dann ist ein arithmetischer ein
spezieller allgemeiner logischer Widerspruch), b) ein Ex falso quodlibet fiir Glei-
chungen und Ungleichungen der Arta = b — a # b — A liegt vor (dann kann
man aus dem arithmetischen Widerspruch einen beliebigen anderen erschlie-
en) oder c) man hat ein entsprechendes Axiom zumindest fiir , falsche” Un-

7Daf diese Identifikation von Ungleichungen und (formal) negierten Gleichungen einer be-
sonderen Erwdhnung bedarf, hat auch Bernays so gesehen. Das geht z. B. aus seiner Bemerkung
zum Axiom a + 1 # 0 in der Vorlesung vom Wintersemester 1922 /23 hervor, die Kneser in seiner
Mitschrift durch ,,negierte Aussage!” wiedergegeben hat.
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gleichungen (a # a — A) plus ein Gleichheitsaxiom, aus dem man wie oben
s=1t— (s #t — t # t) erhilt. In jedem dieser drei Falle kann man das For-
melpaar s = t und —(s = t) ableiten und damit einen speziellen allgemeinen
logischen Widerspruch. — Will man umgekehrt die allgemeine logische Wider-
spruchsfreiheit aus der allgemeinen arithmetischen erschliefien, so ist wieder-
um etwas mehr Logik erforderlich, denn man will von der Ableitbarkeit eines
vollig beliebigen Widerspruchs zur Ableitbarkeit eines speziellen gelangen. Ist
also ein beliebiger Widerspruch ¢ und —¢ gegeben, so benotigt man im Wesent-
lichen einen Ex-falso-quodlibet-Mechanismus (A — —A — B), um damit zu
einem arithmetischen wie 0 = 1 und 0 # 1 zu gelangen, wie schon im Fall (3) =
(1).

Zusammenhdnge mit (4): Die arithmetische Korrektheit (4) impliziert die
spezielle arithmetische Widerspruchsfreiheit (3), wenn nur 0 = 1 und 0 # 0
nach dem zugrundeliegenden semantischen Begriff als ,falsch” gelten. Aus ihr
folgt auch sofort die allgemeine arithmetische Widerspruchsfreiheit (2), wenn
man es — wie iiblich — als notwendige Bedingung fiir eine Semantik der Arith-
metik ansieht, daf$ nicht eine Gleichung und die entsprechende Ungleichung zu-
gleich ,richtig” sein konnen. Die Implikation der allgemeinen logischen Wider-
spruchsfreiheit sieht man hingegen nicht so schnell, da die arithmetische Kor-
rektheit ja nur etwas fiir Primformeln aussagt. Ist bei dem beweisbaren Gegen-
satzpaar ¢ und —¢ das ¢ eine Gleichung oder Ungleichung, ist man nattirlich
schnell beim Widerspruch. Ist hingegen ¢ keine Primformel, so ergibt sich ein
Widerspruch gegen die arithmetische Korrektheit nur, wenn wie etwa in (2) =
(1) der Ubergang zu einer falschen Gleichung oder Ungleichung durch ein Ex-
falso-quodlibet-Prinzip gewéhrleistet wird.

Ist umgekehrt das System arithmetisch inkorrekt, ist also eine falsche Glei-
chung oder Ungleichung ableitbar, so 1dfit sich daraus nicht unmittelbar ein
Schluf$ auf die Widerspruchsfreiheit ziehen. Dies kann man mit einem schonen
Dualitdtsargument zeigen. Nehmen wir an, wir hétten eine widerspruchsfreie
und korrekte arithmetische Theorie. Wenn man in dieser Theorie alle Gleich-
heitszeichen mit den Ungleichheitszeichen vertauscht, miifste die so entstehende
Theorie nattirlich auch widerspruchsfrei sein. Beldfst man allerdings die seman-
tische Interpretation so, wie sie urspriinglich war, wird diese Theorie sozusagen
,ziemlich inkorrekt”, denn sie wird nur falsche Gleichungen und Ungleichun-
gen ableiten. Dieses Argument zeigt, dafs man zusitzliche Eigenschaften der
Theorie fordern mufs, um aus der Widerspruchsfreiheit auf die arithmetische
Korrektheit zu schlieflen. Wenn man beispielsweise die arithmetische Vollstdn-
digkeit wiifste, d.h., daf$ alle richtigen Gleichungen und Ungleichungen auch
ableitbar sind, so wiirde aus der Inkorrektheit auch die Widerspriichlichkeit fol-
gen, denn die komplementére Gleichung oder Ungleichung zu der herleitbaren
falschen miifste dann, weil richtig, auch herleitbar sein und man hitte einen Wi-
derspruch.

Die hier diskutierten Zusammenhé&nge werden in der folgenden Grafik noch
einmal schematisch zusammengestellt:
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T UNeg+E+GlAx - e
Sem, o~ LA Sem;
(4) Arithmetische
Korrektheit

Verwendete Abkiirzungen:

E Volles Ex-falso-quodlibet-Prinzip (A — ~A — B).

Egu  Ex-falso-quodlibet-Prinzip fiir Gleichungs-Ungleichungspaare (a # b — a = b — A).
Eu Ex-falso-quodlibet-Prinzip fiir (falsche) Ungleichungen (a # a — A).

UNeg Ungleichungen werden mit der formalen Negation von Gleichungen identifiziert.
GlAx Gleichheitsaxiom (a = b — A(a) — A(b)).

Sem; Semantische Annahme, das 0 = 1 bzw. 0 # 0 falsch.

Sem; Semantische Annahme, dafs niemals s =t und s # t gleichzeitig wahr.

?Vo? Mehr Rahmenbedingungen nétig, bspw. Vollstandigkeit bzgl. Gleichungen.

In den im zweiten Teil dieser Arbeit zu besprechenden Widerspruchsfrei-
heitsbeweisen sind vor allem die Richtungen (2) = (1) und (3) = (1) wichtig,
sowie daf3 die arithmetische Korrektheit die Widerspruchsfreiheit impliziert.
Denn meistens wird die Annahme eines arithmetischen Widerspruchs oder ei-
ner falschen arithmetischen Primformel dadurch ad absurdum gefiihrt, dafy ein
allgemeiner Korrektheitssatz bewiesen wird, und daraus wird dann auf die all-
gemeine Widerspruchsfreiheit des betrachteten Systems geschlossen.

2.5.4.2  Widerspruchsfreiheit als Kriterium
Im Rahmen der Kriteriologie fiir Axiome tritt der Beweis der Widerspruchsfrei-
heit als die Forderung auf. Er hat die Funktion, die Rede von der Existenz des
Gesamtsystems der derartig axiomatisierten Gegenstdande zu rechtfertigen, und
er ist die einzige Rechtfertigung dafiir (vgl. das Kapitel iiber den Formalismus,
Kapitel 4, S.131ff.). In diesem Zusammenhang verwendet Hilbert explizit Can-
tors Terminologie von konsistenten und nichtkonsistenten Mengen (bei Cantor
eigentlich: ,,Vielheiten”).80 Die Menge der reellen Zahlen existiert nach Hilbert,
falls sie eine konsistente Menge ist, und das ist der Fall, wenn die Axiome, die
die gegenseitigen Beziehungen zwischen den reellen Zahlen festlegen, wider-
spruchsfrei sind 8!

Das Kriterium der Widerspruchsfreiheit ist ein syntaktisches Kriterium an
Axiome, denn es hat mit der (Nicht-)Ableitbarkeit von Folgerungen zu tun. Die

8Zu Cantors Unterscheidung von konsistenten und nichtkonsistenten Vielheiten siehe z.B.
TAPP, Kardinalitit [2005], 54.
8150 Hilbert auch gegentiiber Frege; vgl. FREGE, Briefwechsel [1976], 66.
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Aussage der Widerspruchsfreiheit eines Axiomensystems ist aufzufassen als ei-
ne generelle, metatheoretische Aussage, denn sie spricht iiber das ganze Axiomen-
system und stellt dessen Eigenschaft fest, dafs alle seine Beweise nicht Beweise
eines Widerspruchs sind. Die Widerspruchsfreiheit ist von Hilberts Standpunkt
aus das Kriterium mit dem hochsten Verbindlichkeitsgrad. Gerade die Abkop-
pelung der Axiome von der sachlichen Wahrheit 143t ja eine Art ,normatives Va-
kuum” entstehen, das durch die Widerspruchsfreiheit gefiillt werden soll. Hil-
berts Verwendungsweise des Ausdrucks , wahr” soll genau der Widerspruchs-
freiheit entsprechen. Sie von konkreten Axiomen nachzuweisen, war durch die
reduktiven Ansitze relativ leicht moglich gewesen. Die Widerspruchsfreiheit
der verbliebenen Basistheorie, der hoheren Arithmetik, zu beweisen, blieb das
offene und schwierige Problem fiir die technischen Entwicklungen der Beweis-
theorie, um das es im zweiten Teil dieser Arbeit gehen wird.

2.6 Ziele und denkerische Verortung der Axiomatik

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten die wesentlichen Neuerungen
des Hilbertschen Axiomatikkonzepts dargestellt und diskutiert worden sind, ist
am Schlufd noch einmal nach den grofien Zielen der Axiomatik zu fragen und
nach dem Ort, den die Axiomatik in allgemeineren epistemologischen und wis-
senschaftstheoretischen Konzeptionen spielen kann.

Die strenge Beweisfiihrung, wie sie von der Axiomatik realisiert werden soll,
entspricht einem sehr allgemeinen intellektuellen Anspruch, den Hilbert in sei-
ner Vorlesung vom Sommersemester 1920 formuliert:

,Das Wesen dieser Methode besteht darin, dass man sich iiber die Voraussetzungen und
die Methoden des Schliessens klar wird, die man in einer Wissenschaft gebraucht. Axio-

matisch zu verfahren ist also nichts anderes, als mit Bewusstsein zu denken.”
HILBERT, Sommersemester 20 [1920a*], 34

Die scharfe Aufteilung einer deduktiv strukturierten wissenschaftlichen Theo-
rie in einen Teil inhaltlicher Annahmen und einen Teil rein formaler Schlufsfol-
gerungen soll ja dem Bediirfnis nach strenger Beweisfithrung entsprechen. Das
schliefst die Forderung danach ein, innerhalb der deduktiven Entwicklung keine
Zusatzinformationen, kein ,, verstecktes” Wissen zu verwenden, das nicht im Be-
reich der inhaltlichen Axiome explizit gemacht oder im Verlauf der deduktiven
Entwicklung schon erhalten worden wire. Fiir Beweisfithrungen wird so der
Maf3stab aufgestellt, sowohl die inhaltlichen Voraussetzungen als auch die for-
malen Schlufimethoden sauber zu trennen, sich dadurch tiber sie klar zu werden
und die denkerische Entwicklung einer Theorie durch diese Trennung bewufster
nachzuvollziehen.

Die axiomatisch-deduktive Entwicklung von Theorien ist dabei keineswegs
mechanistisch aufzufassen. Hilbert spricht im oben angefiihrten Zitat bewufst
von ,,denken” und nicht von einem mechanisch-formalistischen Ersatz, der kei-
nen Raum mehr fiir die schopferische Kreativitat 14f3t, die gerade an der vorders-
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ten Front der Wissenschaft, wo es um die Erzeugung neuer Resultate und die
Erschlieflung neuer Gebiete geht, so unverzichtbar ist. Das zeigt einerseits Hil-
berts lebendiger Umgang mit Axiomensystemen, zu denen neue Axiome hin-
zugeftigt, andere weggelassen, dritte schliefSlich durch ,tieferliegende” andere
ersetzt werden. Das zeigt andererseits auch seine starke Betonung konstruktiver
Ziige der axiomatischen Methode. So spricht er immer wieder davon, dafs die
Axiome Grundbausteine seien, aus denen das ganze Theoriegebdude zusam-
mengebaut wiirde.??

Daneben soll die Axiomatisierung zugleich ein Beitrag zur Disambiguierung
von Beweisen sein. Allerdings ist mit ihr nur der erste Schritt zu diesem Ziel
hin getan. Die normalsprachliche Formulierung der mathematischen Satze fiihr-
te natiirlich weiterhin zu gewissen Mehrdeutigkeiten und birgt die Gefahr von
Mifverstindnissen. Um diesen Umstand ging es besonders Frege,% er war eine
der Hauptmotivationen fiir die Entwicklung seiner Begriffsschrift, einem Mei-
lenstein auf dem Weg der Entwicklung der modernen mathematisch-logischen
Kalkiile. Was Hilberts Position betrifft, ist hier jedenfalls festzuhalten, dafs auch
er das Projekt der Vereindeutigung der Beweise verfolgte, das fiir ihn jedoch
keineswegs mit deren Formalisierung identisch war.

2.7 Zusammenfassung

Die geometrische Axiomatik hat fiir Hilbert paradigmatischen Charakter. Die
axiomatische Methode verlangt die vollstandige Explikation aller in einem Be-
weis verwendeten Annahmen und erlaubt einen besonders deutlichen Uber-
blick tiber ihre logischen Zusammenhinge. Sie entspricht daher einerseits der
Verpflichtung auf das Ideal einer strengen Beweisfithrung, die inhaltliche An-
nahmen einzig in den Axiomen gestattet und ansonsten rein logische Beweis-
fihrungen fordert. Andererseits entspricht sie einem metatheoretischen Interes-
se, das sich besonders durch die Entdeckung der nichteuklidischen Geometri-
en in Form von Unbeweisbarkeitsresultaten und Widerspruchsfreiheitsbewei-
sen geltend gemacht hatte. Neben diesen beiden Punkten besteht das Neue an
Hilberts Axiomatikkonzeption in der Auffassung von der Definition der Grund-
begriffe durch die Axiome und in einer regelrechten Kriteriologie fiir Axiom-
kandidaten. Fiir die spatere Entwicklung der Beweistheorie wurden besonders
wirksam: die Einsicht in den konstruktiven Charakter des Beweisens in einem
Axiomensystem, die Nichtbertiicksichtigung der Bedeutung von Begriffen inner-
halb der rein logisch gefiihrten Beweise und die Widerspruchsfreiheit als eine
Art ,Normersatz” fiir Wahrheit.

$2Vgl. HILBERT, Axiomatisches Denken [1918], 406; EWALD/SIEG, Lectures [2007], 265.
$Vgl. besonders den Brief von Frege an Hilbert v. 1. 10. 1895, FREGE, Briefwechsel [1976], 58-59.
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Kapitel 3

Kontext: Logizismus und Intuitionismus

Logizismus, Intuitionismus, Formalismus — diese Trias wurde zum mathematik-
philosophischen Klassiker durch die drei entsprechenden Referate, die Rudolf
Carnap, Arendt Heyting und John von Neumann auf der Grundlagenkonferenz
1930 in Konigsberg hielten. Aufserhalb der Kreise informierter Spezialisten hat
sich durchgesetzt, diese drei Positionen als verschiedene Philosophien der Mathe-
matik und damit als Alternativoptionen aufzufassen. Dabei ist es zum Standard
geworden, Hilberts grundlagentheoretische Position unter die ,formalistische”
Alternative zu subsumieren. All dies ist sachlich nur begrenzt zutreffend, wie
die folgenden Ausfiithrungen zeigen sollen.

Bevor das Thema ,Formalismus” behandelt wird, soll es in diesem Kapi-
tel um die beiden anderen Positionen, den Logizismus und den Intuitionismus,
gehen. Denn die Frage, inwiefern man die Hilbertsche Philosophie der Mathe-
matik als ,Formalismus” beschreiben kann, hdngt eng mit der Frage zusammen,
wie ihr Verhiltnis zu Logizismus und Intuitionismus zu bestimmen ist. So stell-
te schon John von Neumann in seinem Konigsberger Referat zum Formalismus
fest, dafs die Kenntnis der beiden anderen Positionen der Trias eine , unerlafsli-
che Voraussetzung zum Verstdndnis der Zweckmaéfiigkeit, der Tendenz und des
modus procedendi der Hilbertschen Beweistheorie” ist.!

Man kann dabei zwei Fragerichtungen unterscheiden, die man als ,dia-
chrone” und , synchrone” bezeichnen konnte. Einerseits lafst sich ndmlich mehr
diachron-historisch fragen, welcher der drei Alternativen Hilbert in welcher
Phase seiner Arbeiten mehr oder weniger zugeneigt hat. Gab es beispielswei-
se eine ,logizistische Phase” im Schaffen Hilberts? Andererseits l4fst sich mehr
synchron-systematisch fragen, ob und wie Logizismus und Intuitionismus Hil-
berts Ansatz zur Beweistheorie inhaltlich beeinflufit haben. Hat Hilbert bei-
spielsweise mit seinem Programm die intuitionistische Kritik an bestimmten
Schlufiweisen einzuholen versucht? Sollte sein Programm so zu verstehen sein,
dafs es den Intuitionisten von der Zuverldssigkeit der klassischen Mathematik
tiberzeugen sollte? — In den folgenden Uberlegungen wird die Klarung dieser
zweiten, synchronen Fragerichtung im Mittelpunkt stehen.

'vON NEUMANN, Die formalistische [1931], 116.
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3.1 Logizismus

Kennzeichnend fiir den Logizismus ist seine These zur Frage nach dem Verhilt-
nis von Logik und Mathematik: Die Mathematik sei auf die Logik zuriickfiihr-
bar. So will der Logizismus besonders die Arithmetik rein logisch begriinden
und hat eine starke Tendenz, die Mengenlehre mit der Umfangslogik, d. h. der
Lehre von den Begriffsextensionen, zu identifizieren. Der Logizismus nimmt da-
mit einen ,Lieblingsgedanken” der rationalistischen Philosophie auf und sei-
ne Vertreter verbindet entsprechend eine gewisse anti-kantische Tendenz im
Bezug auf die Auffassung von Mathematik. Dabei ist im Einzelnen durchaus
umstritten, wie diese ,anti-kantische Tendenz” genauer zu fassen ist. Traditio-
nell heifst es, die Logizisten wiirden mit der Zurtickfithrbarkeit der Mathema-
tik auf die Logik gegen Kant die Analytizitdt aller mathematischen Sitze be-
haupten. Dies stimmt aber zumindest fiir Russell nicht. Zwar heifst die logizis-
tische Reduktion auch fiir ihn, daff Mathematik und Logik auf derselben Seite
der analytisch/synthetisch-Unterscheidung einzuordnen sind, aber nach seiner
Konzeption ist dies die synthetische Seite. Es ist aber die Frage, ob die Fokussie-
rung auf die analytisch/synthetisch-Unterscheidung hier tiberhaupt den logi-
zistischen Positionen gerecht wird, da zumindest Dedekind sich nie ausdriick-
lich mit ihr beschiftigt. Nach Bernays wendet sich die logizistische These vor
allem gegen die Kantische Lehre von der reinen Anschauung und ihrer Bedeu-
tung fiir die Mathematik.?

Die Heroen des Logizismus waren Richard Dedekind, Gottlob Frege, Bert-
rand Russell und Alfred North Whitehead.? Wére ihr Programm durchfiihrbar,
wiirde es in dhnlicher Weise eine Zuriickfiihrung bedeuten wie die relativen
Widerspruchsfreiheitsbeweise zwischen der nichteuklidischen und der euklidi-
schen Geometrie und zwischen der euklidischen Geometrie und der Arithmetik.
Es wiirde die Kette der Riickfiihrungen bis zur reinen Logik fortsetzen und da-
mit bis in den Bereich einer Art von Beweisfithrung, die in gewisser Hinsicht
unbezweifelbar ist, da sie ,sich allein auf die Gesetze griindet, auf denen al-
le Erkenntnis beruht.”“* Damit liegt es auf der Hand, welche Attraktivitdt mit
dem logizistischen Programm fiir den Hilbertianer verbunden ist. Hilberts An-
liegen, die Widerspruchsfreiheit besonders der arithmetischen Axiome zu be-
weisen, wird, nach Hilberts eigener Einschdatzung, in seinem

,,Wesen bertihrt durch die dlteren Bestrebungen, Zahlentheorie und Analysis auf Mengen-
lehre sowie diese auf reine Logik zu griinden.” HILBERT, Neubegriindung [1922], 162

Und dabei ist vor allem die Rede von den Ansitzen Gottlob Freges und Richard
Dedekinds.

“Siehe BERNAYS, Philosophie der Mathematik [1930], 22.

%S0 betiteln DEMOPOULOS / CLARK, Logicism [2005] ihren Aufsatz in SHAPIRO, Oxford Hand-
book [2005] mit ,, The Logicism of Frege, Dedekind, and Russell”.

4So Gottlob Frege tiber die logischen Beweisfithrungen im Vorwort zu FREGE, Begriffsschrift
[1879], III.
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Um etwas genauer zu sagen, was man unter , Logizismus” versteht, konnte
man mit Carnap am Logizismus zwei Teilthesen unterscheiden: die , Ableitung”
der mathematischen Begriffe aus den logischen und die Ableitung der mathe-
matischen Sitze aus der Logik.”> Was die erste Teilthese angeht, geht es darum,
die mathematischen Begriffe explizit durch logische Begriffe zu definieren. In
mehr syntaktisch orientierter Sprechweise heifst das, die mathematischen Sit-
ze als logische Sdtze zu reformulieren. Neuere Kommentatoren nennen diese
Teilthese dann auch ,,Sprachlogizismus“.6 Was die zweite Teilthese angeht, so
handelt sie nach Carnap von der Ableitung der mathematischen Sitze aus den
logischen Grundsitzen mittels logischer Schliisse.” Modern gesprochen geht es
wohl um die Ableitbarkeit der mathematischen Séatze aus rein logischen Axio-
mensystemen, also Axiomensystemen ohne nicht-logische Axiome. Man mag
diese Teilthese ,,Wahrheitslogizismus” nennen, da die Wahrheit mathematischer
Sétze auf die Wahrheit der logischen Axiome zuriickgefiihrt wird.?

Vom Wahrheitslogizismus wird manchmal noch eine schwichere These ab-
gespalten, die eine Menge von nichtlogischen Annahmen zuldfit und nur for-
dert, dafs die Ableitung selbst rein logisch erfolgen soll.? Diese These, ,Folge-
rungslogizismus” genannt, ist jedoch so viel schwécher als der Wahrheitslogizis-
mus, dafy man sich zu Recht fragen kann, ob sie die Bezeichnung , Logizismus”
tiberhaupt verdient. Der , Folgerungslogizismus” bleibt hinter einem wirklichen
Logizismus, der die Mathematik auf die Logik zuriickzufiihren sucht, um Lan-
gen zuriick. Er steht nicht im Widerspruch mit der anti-logizistischen These,
dafs die Mathematik letztlich nicht auf die Logik zurtickfiihrbar ist, denn seine
,Ruckfiihrung” 14fst ja ein ,Residuum” in Form der nicht-logischen Axiome zu.
Deshalb sollte er tiberhaupt nicht ,Logizismus” genannt werden — auch wenn
es richtig ist, dal genau das hier Geforderte erreicht zu haben vielleicht die
wichtigste bleibende Leistung der Logizisten ist. Von der Zuriickweisung der
Bezeichnung ,Logizismus” bleibt die grundlagentheoretische Relevanz und die
historische Zuordnung zu den Logizisten unberiihrt. Die Verpflichtung auf rein
logische Schliisse aufierhalb der (mathematischen) Axiome trifft man jedenfalls

>CARNAP, Die logizistische [1931], 91-92.

®So zum Beispiel RAYO, Logicism [2005].

7CARNAP, Die logizistische [1931], 95.

8Diese Ausdrucksweise blendet allerdings die scharfe Trennung von Beweisbarkeit und Wahr-
heit aus, die spétestens mit den Godelschen Unvollstandigkeitssatzen zum Proprium der Logik
geworden ist. Ist man sich dessen bewuf$t, kann man die Redeweise jedoch aus zwei Griinden
beibehalten: Erstens ging es den historischen Autoren immer um Wahrheit, wie besonders Frege
betont hat, obgleich gerade er mit dem Logikkalkiil das wertvollste syntaktische Werkzeug fiir die
Logik geschaffen hat. Zweitens hat diese hergebrachte Position ja auch etwas vollkommen Rich-
tiges an sich: Wenn die Verwendung von Kalkiilen kein blofSes Glasperlenspiel sein soll, muf$ der
Kalkiil zumindest das Ziel haben, hypothetische Wahrheitsrelationen nachzubilden, wie: ,Wenn
die Bedingungen A wahr sind, dann ist auch B wahr.”

Vgl. RAYO, Logicism [2005]. — Mir ist nicht ganz klar, warum Rayo in diesem Zusammenhang
fordert, dafs Reformulierungen der mathematischen Satze rein logisch ableitbar sein sollen. Sprach-
und Wahrheitslogizismus wiren sauberer getrennt, wenn man die Reformulierbarkeit nur beim
Sprachlogizismus fordern wiirde.
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tiberall in demjenigen Sammelbecken an, das gelegentlich , Deduktivismus” ge-
nannt wird. Auch im Rahmen der Hilbertschen axiomatischen Methode spielt
sie eine wichtige Rolle im Zusammenhang mit der Forderung nach strenger Be-
weisfiihrumg.10 Gestattet man, den , mathematischen Gehalt” einer Theorie in
die Axiome zu stecken, so ist ein solcher ,Logizismus” problemlos kompatibel
mit einem axiomatischen Standpunkt a la Hilbert.

Es sind noch feinere Abstufungen vorgeschlagen worden, wie etwa die Un-
terscheidung zwischen einer syntaktischen und einer semantischen Variante bei
Folgerungs- und Wahrheitslogizismus, oder die Differenzierung, ob man die
Pradikatenlogik erster Stufe oder eine hoherstufige Logik zugrundelegt.!! Dies
ist im Kontext der Frage nach den inhaltlichen Einfliissen des Logizismus auf
Hilberts Programm allerdings nicht unbedingt nétig. Fiir die vorliegende Frage
ebenfalls nur am Rande von Bedeutung ist, auf welchen Wegen ein logizistisches
Programm Ende des 20. Jahrhunderts reaktiviert worden ist.1? Daher wird auf
diese Punkte im Folgenden nicht weiter eingegangen. Um die inhaltlichen Ein-
fliissse des Logizismus auf das Hilbertprogramm zu verstehen, ist vielmehr die
Arbeit der Pioniere entscheidend. Sie haben das Hilbertprogramm unterschied-
lich beeinflufit. Ihre Positionen werden daher im Folgenden einzeln behandelt.

3.1.1 Frege

Zunichst geht es um Gottlob Frege. Er gilt solchermafien als ,,Urvater” des Logi-
zismus, dafd in manchen Lehrbiichern unter dem Titel , Logizismus” sogar aus-
schlieflich seine Gedanken prasentiert werden.!® Frege hat ein merkwiirdiges
Schicksal ereilt. Wahrend er zu Lebzeiten nahezu voéllig unbeachtet blieb, ha-
ben ihn weite Kreise der Analytischen Philosophie in der zweiten Halfte des 20.
Jahrhunderts nicht blofs wiederentdeckt, sondern geradezu zur philosophischen
Ikone hochstilisiert. Es mag daher zu einer Versachlichung der Frege-Diskussion
beitragen, daf sich in der neueren Literatur mehr und mehr kritische Stimmen
zu Frege melden, die fordern, ihn wieder auf die Erde zu holen und niichtern
auch die Punkte zu sehen, an denen er weniger iiberzeugend war oder sachlich
daneben lag, wie beispielsweise seine Fehlinterpretationen anderer Denker.!4

0Vgl. auch die Ausfithrungen im Kapitel 2, S. 53ff.

Vgl. RAYO, Logicism [2005).

12Zu diesem neueren Logizismus oder Neologizismus vgl. HALE/ WRIGHT, Logicism [2005].

13S0 beispielsweise das Kapitel zum Logizismus in GEORGE/ VELLEMAN, Philosophies [2002)].

14Vgl. hierzu besonders den brillanten Aufsatz TAIT, Frege versus [2005]. Tait hat wie nur wenige
den Mut, den Versuchen, Frege heilig zu sprechen, die Stirn zu bieten, welche besonders durch
einflulreiche Philosophen wie Michael Dummett betrieben werden, vgl. DUMMETT, Frege [1991],
292: ,In Frege’s writings, by contrast [to Brouwer and Hilbert, C. T.], everything is lucid and expli-
cit: when there are mistakes, they are set out clearly for all to recognize.” Und dann noch massiver:
,He [Frege, C.T.] was the greatest philosopher of mathematics yet to have written.” DUMMETT,
Frege [1991], 321. — Schon Hilbert hatte Frege offen darauf hingewiesen, da8 er Cantor und De-
dekind in den entsprechenden Passagen seiner Grundgesetze nicht gerecht wiirde; vgl. den Brief
Hilberts an Frege vom 7.11.1903, der zugleich der letzte erhaltene Brief dieses Briefwechsels ist,
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Trotzdem hat Frege natiirlich Grofiartiges und Bleibendes geleistet. Um einige
dieser Leistungen wird es im Folgenden gehen.

Nach Frege hat die Logik eine grundlegende Funktion. Es gibt sozusagen
nichts Basaleres, auf das erfahrungsunabhingiges Wissen zurtickgefiihrt wer-
den konnte.!® In der Logik geht es um die Grundgesetze jeden Denkens und
daher ist die Logik die allgemeinste Wissenschaft. Das Gebiet der Logik liegt, so
ein Bild Freges, in der Mitte der wissenschaftlichen Felder und ist allen anderen
Feldern benachbart.1

In der philosophischen Auseinandersetzung war Freges Logizismus vor al-
lem gegen zwei Tendenzen gerichtet, ndmlich gegen die Begriindung der Arith-
metik auf Erfahrung und gegen die Begriindung der Logik auf Psychologie.
Wiéhrend der letztere Punkt wohlbekannt ist, mag es wert sein, den ersteren zu
betonen. Frege war ein entschiedener Gegner sowohl der inhaltlichen Begriin-
dung der Arithmetik auf (Sinnes-)Erfahrung (fiir ihn hat die Wahrheit arithme-
tischer Aussagen nichts mit dem Gehalt von einzelnen Erfahrungen zu tun),
als auch der formalen Begriindung der Arithmetik durch Intuitionen wie Raum
oder Zeit, die moglicherweise zwar fiir die Gewinnung arithmetischer Erkennt-
nis bedeutsam sein konnen, jedoch nichts zu deren Rechtfertigung beitragen.17
Thm ging es um die attraktive Alternative, Arithmetik auf Logik zu begriinden. 8

So wollte Frege moglichst weit kommen bei dem Versuch, die Arithmetik
durch rein logische Schliisse zu entwickeln,!® bzw. im modus cognoscendi umge-
kehrt, die Arithmetik zu zergliedern und zu ihren ,letzten Bestandteilen” vor-
zudringen. Dazu entwickelte er zundchst mit der sog. ,Begriffsschrift” eine leis-
tungsfahige formale Sprache, die einer Reihe seiner (sprach-)philosophischen
Bediirfnisse entsprach.?’ Sie war eine Vorbedingung dafiir, mit dem eigentlichen
logizistischen Projekt weiterzukommen, denn nur eine Prézisierung der Spra-
che kann die Gewihr bieten fiir die Liickenlosigkeit der Schlufiketten, sprich
dafiir, daf$ sich keine unbemerkten Voraussetzungen in die Schlufikette ,ein-
schleichen” konnen. Dies hatte sich Frege mit aller Deutlichkeit im Laufe seiner
Arbeiten gezeigt. Die Orientierung an rein logischen Schluflweisen innerhalb
von Beweisen teilte er dabei mit Hilbert. Sie entsprach der von beiden geteilten

FREGE, Briefwechsel [1976], 80.

>Vgl. GEORGE/ VELLEMAN, Philosophies [2002)].

1Vgl. FREGE, Begriffsschrift [1879], V1.

7Vgl. das Vorwort zu FREGE, Begriffsschrift [1879], III-1V; sowie GEORGE / VELLEMAN, Philoso-
phies [2002].

'8 Anders jedoch Freges (traditionalistische) Sicht der Geometrie. Die Wahrheit von deren Axio-
men will er strikt auf die Raumanschauung begriinden; vgl. etwa den Brief an Hilbert vom
27.12.1899, FREGE, Briefwechsel [1976], 63.

“Vgl. FREGE, Begriffsschrift [1879], III-1V.

2Zugleich nimmt Frege damit die Leibnizsche Idee eines calculus ratiocinator oder calculus phi-
losophicus auf; vgl. hierzu PECKHAUS, Logik, Mathesis [1997], bes. 287-296. Die philosophische An-
wendung zielt fiir Frege darauf ab, ,,die Herrschaft des Wortes tiber den menschlichen Geist zu
brechen”, und zwar dadurch, daf sie die Tauschungen des Sprachgebrauchs aufdeckt und , den
Gedanken von demjenigen befreit, womit ihn allein die Beschaffenheit des sprachlichen Aus-
drucksmittels behaftet”; vgl. FREGE, Begriffsschrift [1879], VI-VIL



96 Logizismus

Forderung nach ,Strenge der Beweisfiithrung”, obgleich Hilbert nicht in demsel-
ben Maf8e von dem Eigenwert der Formalismen iiberzeugt war wie Frege.?!

Mittels einer Begriffsschrift kann man sicherstellen, dafs innerhalb von Be-
weisen nichts Verwendung findet, was nicht schon in den grundlegenden Axio-
men und/oder Definitionen als Annahme enthalten ist. Bei welchen solcher
,grundlegenden Axiome und/oder Definitionen” sollen Beweise jedoch begin-
nen? — Frege legte zundchst kein Axiomensystem fiir die Arithmetik vor, son-
dern wandte sich der Definition des Begriffs der natiirlichen Zahl und der ein-
zelnen natiirlichen Zahlen zu. Seine Ausgangsiiberlegung in den Grundlagen
der Arithmetik war, dafy Zahlen nicht direkt irgendwelchen Objekten zukommen
konnen, sondern Begriffen. Sie sind Begriffe unter die keine ,gewohnlichen”
Objekte fallen, sondern ,gewohnliche” Begriffe. Etwas mifsverstandlich konnte
man es auch so ausdriicken, dafs Zahlen nach Frege Begriffe sind, deren , Objek-
te” wiederum Begriffe sind. Zahlen sind sozusagen Eigenschaften von Eigen-
schaften, oder kurz: Eigenschaften zweiter Stufe. So kommt die Zahl 3 einem
Begriff B zu, falls genau drei Objekte unter B fallen. Frege definierte zuerst,
was es heift, daff (mindestens) drei Objekte unter B fallen:

ming(B) = 3z3yIz(z Ay ANy # 2 Az # x A B(z) AB(y) A B(2))

Genau drei Objekte fallen dann unter B, wenn (mindestens) drei Objekte darun-
ter fallen aber nicht (mindestens) vier, also:

3(B) := mins(B) A =ming(B)

In diesem Fall heifst B auch , dreizahlig”. Frege kann dann definieren, dafs n ei-
ne Anzahl ist, wenn es einen Begriff B gibt, so dafs B n-zahlig ist. Gemaf3 dieser
Definition ist 0 eine (An-)Zahl, denn der Begriff ,nicht mit sich selbst identisch”
ist 0-zahlig, unter ihn fallen keine Objekte. Der Nachfolger Sn zu einer Zahl n
ergibt sich aus dem Begriff ,mit 0, 1, ..., n — 1 oder n identisch sein”, unter
den n + 1 Objekte fallen. (Man beachte allerdings, dafd diese ,Objekte” die zu-
vor schon definierten Zahlen sind. Zahlen, die sozusagen Eigenschaften zweiter
Stufe sind, werden damit stillschweigend zu Objekten!)

Ganz allgemein ergibt sich die Nachfolgerelation unter Begriffen wie folgt:
Sind B und C zwei Begriffe, so heifit B ,zahlenméfiig auf C folgend”, wenn es
ein z gibt derart, daf8 « nicht unter C fallt und dafs die Begriffe B und , unter C
fallen oder gleich x sein” koextensional sind, in Zeichen:

Nachf (B, C) := 3z(-C(z) AVy(B(y) < C(y) Vy = z))

Die Nachfolgerelation unter Zahlen l4fst sich mit Hilfe von derjenigen unter Be-
griffen definieren. So heifst eine Zahl n der Nachfolger22 einer Zahl m, wenn es

21Vgl. vor allem die ersten Briefe zwischen Frege und Hilbert in FREGE, Briefwechsel [1976], 58—
60.
2Dje hier mitbehauptete Rechts-Eindeutigkeit der Nachfolgerelation laf3t sich leicht zeigen.



Kontext: Logizismus und Intuitionismus 97

zwei Begriffe B und C gibt, die n- bzw. m-zahlig sind und in der begrifflichen
Nachfolgerelation stehen. Die Definition des Begriffs der natiirlichen Zahlen er-
gibt sich in diesem zweitstufigen Rahmen dann als derjenige Begriff, unter den
die Objekte fallen, die all diejenigen Eigenschaften haben, die sich von der 0 auf
alle Nachfolger iibertragen:

NatZahl(n) := VB(B(0) AVaVy(B(z) A S(y, ) — B(y)) — B(n))

Diese explizite Definition des Begriffs der natiirlichen Zahl verwendet nur die
zuvor definierten Teilbegriffe der Null (=Zahligkeit des Begriffs der Nicht-
Selbst-Identitdt) und des Nachfolgers und den Rahmen der zweitstufigen Logik
(essentielle Verwendung des zweitstufigen Quantors).

Freges Konzeption von Zahlen als Eigenschaften von Begriffen bzw. als Be-
griffsumfange hat einen entscheidenden Vorteil: Die Anwendbarkeit der Arith-
metik in unserem wissenschaftlichen wie alltdglichen Denken iiber die Welt fin-
det eine einfache Erklarung. Zahlen kommen beliebigen Begriffen zu und Zahl-
ausdriicke gehdren damit zum allgemeinsten Vokabular, das wir haben. Diese
Allgemeinheit der Zahlbegriffe ist ihrerseits wieder ein Charakteristikum des
Fregeschen Logizismus. Es gibt fiir ihn keine spezielle Wissenschaft von den
Zahlen, da Zahlen so allgemein sind. Sie gehoren daher zur allgemeinsten Wis-
senschaft, der Logik.

Diese Analyse des Begriffs der natiirlichen Zahl ergénzte Frege in den Grund-
gesetzen der Arithmetik durch die Angabe eines Axiomensystems. Dieses Axio-
mensystem wurde durch Russells Entdeckung der Paradoxie als inkonsistent
erwiesen. Frege sah sein groflangelegtes Projekt damit als gescheitert an. Frege-
Interpreten starten jedoch bis heute ernstzunehmende Versuche, diesen Schaden
zu reparieren. Die ,Folklore” diagnostiziert Freges Axiom V tiber die Wertver-
laufsidentitit als ,Ubeltiter”. Neuere Forschungen haben jedoch gezeigt, daf
dies zu kurz gegriffen ist. Axiom V fithrt zwar im Zusammenhang der vollen
zweitstufigen Logik — einschliefSlich des uneingeschriankten Komprehensions-
prinzips — zur Inkonsistenz. Die ,Schuld” dafiir kann man jedoch durchaus ver-
schieden auf Axiom V und Komprehension verteilen. So ist heute bewiesen, daf3
Axiom V sowohl mit erststufiger Logik als auch mit eingeschrankter zweitstufi-
ger Komprehension widerspruchsfrei zusammengeht.?

Von dieser Diskussion bleiben andere, mehr den philosophisch-grundlagen-
theoretischen Anspruch des Logizismus betreffende Probleme weitgehend un-
beriihrt. Kehren wir zu der Frage zurtick, ob es iiberhaupt vorstellbar ist, Arith-
metik allein auf reine Logik zu begriinden, so sind andere Probleme als die

BTerence Parsons bewies 1987 die Konsistenz von Axiom V mit erststufiger Logik, vgl. PAR-
SONS, Consistency [1987]. Richard Heck konnte dieses Resultat 1996 auf das arithmetische Kom-
prehensionsschema ausdehnen (d.h., das Komprehensionsschema eingeschrankt auf Formeln,
die hochstens zweitstufige Variablen, aber keine zweitstufigen Quantoren haben), vgl. HECK,
Consistency [1996]. Und 1999 zeigte schliefllich Kai F. Wehmeier gegen Hecks Vermutung auch
die Konsistenz mit A{-Komprehension, vgl. WEHMEIER, Consistent Fragments [1999)].
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Russellsche Inkonsistenz entscheidend. Die entscheidende Frage ist, ob in Fre-
ges Theorie nicht mehr oder weniger versteckt mathematische Hilfsmittel zum
Einsatz kommen, denn dann wiirde der Logizismus gegen seinen eigenen An-
spruch verstofien.?* So hat schon Georg Cantor in seiner Rezension der Grund-
lagen auf ein Problem mit Freges Zahldefinition hingewiesen:*® Auch in den lo-
gischen Definitionen der einzelnen Zahlen a la Frege wird auf der Metaebene
schon von Zahlen Gebrauch gemacht. Zwar kann man argumentieren, daf etwa
die Zahl 3 nicht in der Definition der Dreizahligkeit ,auftritt”. Dies stimmt aber
nur in dem Sinne, dafs kein Zeichen fiir die 3 und auch kein Zeichen, das mit-
tels eines Zeichens fiir die 3 definiert ist, im Definiens steht. Auf der Metaebene
wird die Zahl 3 jedoch durchaus verwendet. Das sieht man am deutlichsten,
wenn man sich fragt, wie die Definition der n-Zahligkeit fiir eine beliebige Zahl
n aussehen miifite. Es miifiten n Allquantoren verwendet werden, dann %
Ungleichungen usw. In der metatheoretischen Beschreibung der Definition miis-
sen somit Zahlen verwendet werden.?® Dieses Vorgehen mag man als zirkular
beschreiben — zumindest wenn man es am eigentlichen logizistischen Anspruch
mifst, rein logische Definitionen der einzelnen Zahlen geben zu kénnen.

Ein schwerwiegenderes Problem ist die Existenzforderung, die in der Defi-
nition des Nachfolgers verwendet wird. Diese mag unproblematisch sein, so-
lange zwei Kandidaten vorliegen, die daraufhin zu tiberpriifen sind, ob der eine
der Nachfolger des anderen ist. Geht man jedoch von der Nachfolgerelation zur
Nachfolgerfunktion tiber oder verwendet man den Bezeichnungsoperator ,der
Nachfolger von ... ", so ist fiir eine gegebene Zahl zu zeigen, daf? sie einen Nach-
folger besitzt. Soll dies wirklich ,rein logisch” gelingen, so miifite man gewis-

**BERNAYS, Philosophie der Mathematik [1930], 23, behauptet mit explizitem Bezug auf Frege und
andere, dad man ,,in den verschiedenen Systemen der Logistik [...] nirgends den spezifisch logi-
schen Gesichtspunkt als allein beherrschend [findet], sondern tiberall von vornherein mit mathe-
matischer Betrachtungsweise durchsetzt.” Bernays bezieht sich im Folgenden allerdings auf den
,ausgesprochen mathematischen Charakter” des Logikkalkiils. Es ist die Frage, ob , Eindriicke”
vom ,Charakter” eines Kalkiils fiir die Frage, ob dieser seinen eigenen Anspriichen gerecht wird,
unmittelbar aussagekréftig sind. — Hilbert jedenfalls scheint schon 1904 davon iiberzeugt gewe-
sen zu sein, daf3 bei der systematischen Entwicklung der Logik selbst arithmetische Grundbegriffe
verwendet werden miissen; explizit nennt er den Begriff der Menge und den Begriff der Anzahl;
er zieht daraus den Schluf, dafs ,eine teilweise gleichzeitige Entwicklung der Gesetze der Logik
und der Arithmetik erforderlich” sei; vgl. HILBERT, Grundlagen Logik [1905].

PCANTOR, Rezension Frege [1885].

*In den Metatheorien der Mengenlehre oder auch der zahlentheoretischen Axiomensysteme,
die mit der Konstanten 0 und der Nachfolgerfunktion (, S oder suc) oder mit den Konstanten
0 und 1 und der Addition (+) operieren, wird von einem Begriff natiirlicher Zahlen ebenfalls
immer schon Gebrauch gemacht. Um die Zahl 2 im Formalismus durch 0” oder 0+ 1 + 1 zu defi-
nieren, muf$ auf der Metaebene, auf der der Formalismus selbst definiert ist, immer etwas gesagt
werden wie ,zweimal ...”, sei es ,,zweimal ' an das Zeichen 0 anhidngen” oder ,zur 0 zweimal +1
bilden”. Um die mengentheoretische Reprasentation der Zahl 2 zu definieren, mufl man ebenfalls
auf der metatheoretischen Ebene angeben, dafs die Nachfolgeroperation « — xU{z} auf die leere
Menge @ zweimal anzuwenden sei. In der Fregeschen Definition ist es die Anzahl der Quantoren
bzw. der Konjunktionsglieder, die letztlich die zu definierende Zahl bestimmt. Wieviele solche lo-
gischen Zeichen hinzuschreiben sind, kann nicht anders als mittels der Zahl n bestimmt werden.
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sermaflen ,,aus dem Nichts” die Existenz von Objekten beweisen kénnen.?” Das
von Hilbert bemerkte Problem, die Existenz des Nachfolgers konne in Freges
System nicht bewiesen werden, stellt damit das logizistische Programm von ein
wirkliches Dilemma: Fordert man die Existenz des Nachfolgers sozusagen als
Postulat, gefihrdet man den logizistischen Anspruch; fordert man sie nicht, ist
die Theorie fiir die Arithmetik zu schwach.

Welchen Einflufs nun hatte Frege auf Hilberts Programm? Hilbert hat die
Probleme des Fregeschen Ansatzes durchaus gesehen. Treffend beschreibt er das
Kernproblem dahingehend, daf} Frege

,den Umfang eines Begriffs fiir etwas ohne weiteres Gegebenes [hielt], derart, daf8 er dann

diese Umfédnge uneingeschrankt wieder als Dinge selbst nehmen zu diirfen glaubte.”
HILBERT, Neubegriindung [1922], 162

Dennoch waren sich Hilbert und Frege in vielen Punkten einig. Um nur ein Bei-
spiel zu nennen, etwa in der Konzeption von Definitionen als Festsetzungen
abkiirzender Redeweisen, die stets eliminierbar sein miissen®® (fiir Hilbert galt
dieses Konzept von Definitionen allerdings nur innerhalb von Theorien, d.h.
fir die Nicht-Grundbegriffe). Aber Einigkeit ist noch kein Einfluf3. Der wich-
tigste EinflufSfaktor Freges auf Hilbert war sicher der Logikkalkiil.?’ Allerdings
hat Hilbert den Logikkalkiil aus anderen Griinden geschétzt als Frege. Hilbert
ging es nicht um eine Reinigung der mathematischen Sprache, um eine Losung
logischer Subtilititen oder eine sprachphilosophischen Anforderungen an be-
griffliche Theorien geniigende, verbesserte Ausdrucksweise der Mathematik.*
Er entdeckte den Logikkalkiil vielmehr als hilfreiches Werkzeug, um mathema-
tische Theorien zu untersuchen.’! Den Axiomatiker interessieren Fragen wie
die Abhdngigkeitsverhéltnisse zwischen verschiedenen Axiomen, ihre Wider-
spruchsfreiheit und Vollstindigkeit, die Relationen verschiedener Theorien un-
tereinander und Ahnliches mehr. Das Grundbediirfnis nach der vielbeschwo-
renen ,Strenge der Beweisfithrung”, nach dem rein logischen Schliefsen aufler-
halb der axiomatisch festgelegten Grundannahmen, verband beide Mathemati-
ker und war ein wichtiger Faktor fiir die Entstehung des HP. Eine Beweistheorie
setzt voraus, daf3 exakt festgelegt ist, was ein Beweis ist und was nicht. Dazu hat

“Das genannte Problem verscharft sich noch einmal deutlich, wenn man mit Carnap an einer
konstruktivistischen Tendenz des Logizismus festhalt. Wenn eine Begriffsbildung tatsachlich nur
eine Namensgebung fiir etwas schon Vorhandenes ist und es keine sog. , schopferischen” Defini-
tionen geben kann, so hitte eine Begriffsbildung, bei der eine (unbewiesene) Existenzbehauptung
verwendet wird, einen ernsten Defekt. Vgl. CARNAP, Die logizistische [1931], 94; zu den ,schopfe-
rischen Definitionen” auch DUBISLAV, Schipferische Definitionen [1928].

8 7Zur Eliminierbarkeit von Definitionen vgl. auch CARNAP, Die logizistische [1931], 95.

»Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 162.

¥Vgl. Hilberts entsprechende Stellungnahme in HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 176.

*17u diesem Zweck war es allerdings nétig, die mathematische Theorie aus dem logischen
Kalkiil heraus viel weiter zu entwickeln, als Frege dies getan hat. Kurt Godel hat das mit aller
Deutlichkeit ausgedriickt: ,Frege war infolge seiner peinlich genauen Analyse der Beweise nicht
tiber die elementarsten Eigenschaften der Reihe ganzer Zahlen hinausgekommen.” GODEL, Rus-
sells [1986], V.
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Freges Formelsprache viel beigetragen, wie sich bei genauerer Betrachtung des
Hilbertschen Formalismus noch bestétigen wird.

3.1.2 Dedekind

Richard Dedekind war an einem systematischen Aufbau der Mathematik auf
klaren Grundlagen interessiert, und das hiefs zu seiner Zeit vor allem, daf3 er
eine zuverldssige Grundlegung der Analysis und des Begriffs der reellen Zahl
anstrebte. Mit diesem Ziel hat er zwei bedeutende Schriften publiziert: Stetigkeit
und irrationale Zahlen und Was sind und was sollen die Zahlen?%?

Wihrend die Bedeutung der Arbeiten Dedekinds fiir das HP und sogar fiir
den Logizismus im Allgemeinen lange nicht gesehen oder zumindest unter-
schitzt wurde,®® stellt die neuere Forschung die Bedeutung Dedekinds heraus
und bemiiht sich um genauere Analysen seines Werkes und der von ihm aus-
gehenden Einfliisse.>* Der historische Zusammenhang mit Hilbert besteht ne-
ben den mathematischen Werken selbst hauptsédchlich durch Heinrich Weber,
einen Kollegen und Mitstreiter Dedekinds, der an der Konigsberger Universitat
den Studenten Hilbert unterrichtete. Es ist also davon auszugehen, dafy Hilbert
schon von seinen ersten Studientagen an mit der Dedekindschen Herangehens-
weise an grundlagentheoretische Fragen vertraut war. Dies erklart auch, warum
Hilbert so wenig explizit von einer Beschaftigung mit Dedekind spricht. Und
dies wiederum mag erkldren, warum Dedekinds Einflufs auf das HP héufig un-
terschatzt wurde.

Dedekinds axiomatisches und formal-abstraktes Vorgehen fand unter seinen
Zeitgenossen nicht nur Beifall,®® wihrend man es vom Standpunkt der moder-
nen Mathematik aus geradezu als Vorldufer ansehen muf3.>* Wenn heute ein sys-
tematischer Aufbau des Zahlsystems von den natiirlichen iiber die ganzen und
rationalen bis zu den reellen Zahlen dargestellt wird, so stammen wesentliche
Teile eines solchen Aufbaus aus Dedekinds Werken.

2 DEDEKIND, Stetigkeit [1872] bzw. DEDEKIND, Was sind [1888].

3Carnap erwahnt in seinem Konigsberger Vortrag tiber die logizistische Grundlegung der Ma-
thematik von Dedekinds Arbeiten einzig die Konzeption der reellen Zahl als Schnitt in den ra-
tionalen Zahlen, vgl. CARNAP, Die logizistische [1931], 94. Von einer weitergehenden Bedeutung
Dedekinds fiir das logizistische Programm ist keine Rede. Bernays schreibt die Axiomatisierung
der Zahlentheorie im Haupttext von Hilberts Untersuchungen iiber die Grundlagen der Arithmetik
Peano zu, wihrend Dedekind nur in der zugehorigen Fufinote erwdhnt wird im Zusammenhang
mit seinem Beweis fiir die generelle Losbarkeit der Rekursionsgleichungen, vgl. BERNAYS, Hil-
berts Untersuchungen [1935], 197.

3Siehe z. B. SIEG /SCHLIMM, Dedekind [2005).

*Vgl. SIEG/SCHLIMM, Dedekind [2005], 121.

%50 7. B. SINACEUR, L'infini [1974], 251, der auch schon darauf hinwies, dafl Dedekind die na-
ttirlichen Zahlen ganz in der Art Hilberts durch Axiome charakterisiert.
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In Stetigkeit und irrationale Zahlen hat Dedekind seine berithmt gewordene
Konzeption der reellen Zahlen als Schnitte in den rationalen Zahlen vorgelegt.?”
Die rationalen Zahlen wiederum lassen sich als Briiche und damit durch Paa-
re von ganzen Zahlen darstellen und die ganzen Zahlen ihrerseits durch Paare
nattirlicher Zahlen.?® Es bleibt so die Frage, wie die nattiirlichen Zahlen zu kon-
zipieren sind.

Dedekind konnte sich nicht wie Leopold Kronecker damit zufriedengeben,
die nattirlichen Zahlen als ,,gottgegeben” anzusehen. Sein Interesse an einer phi-
losophisch befriedigenden Grundlegung ihrer Theorie fithrte ihn zu einem eige-
nen Ansatz, den er 1888 in Was sind und was sollen die Zahlen? publizierte.*’

Der Gedankengang ist zusammengefafsit der folgende. Im Zentrum steht
ein Unendlichkeitsbegriff, der heute oft , Dedekind-unendlich” oder kurz ,D-
unendlich” genannt wird.* Ein nicht-leeres System*! S heiflt demnach unend-
lich, wenn es eine injektive Abbildung f gibt, die S auf eine echte Teilmenge
von S abbildet, anderenfalls heifit S endlich.#? Im Falle eines unendlichen Sys-
tems gibt es also ein Element 1, das nicht im Bild der injektiven Abbildung liegt.
Betrachtet man nun den Weg von 1, wenn man es sukzessive durch Anwendun-
gen von f durch S ,transportieren” 14fst, dann kann der so entstehende ,Orbit”
von 1 nie geschlossen sein, d. h. nie zu einem schon zuvor erreichten Element
zuriickkehren. Denn zu 1 kann er nicht zuriickkehren, da 1 nicht im Bild von
f liegt, und zu einem der weiteren Elemente kann er nicht zuriickkehren, da
f injektiv ist. Dieser Orbit N hat die Struktur der nattirlichen Zahlenreihe (1,
1), f2(1), £3(1), ...). Er 148t sich definieren durch Bildung der Schnittmen-
ge tiber alle Teilmengen von S, die 1 enthalten und unter f abgeschlossen sind.

¥Im Vorwort bringt Dedekind auch deutlich zum Ausdruck, wie ihn die unbefriedigende Si-
tuation, eine Analysis-Vorlesung halten zu miissen, ohne daf} er eine strenge Grundlegung dieser
Disziplin finden konnte, zu seinen grundlagentheoretischen Arbeiten gefiihrt hat.

¥Die Verwendung von Paaren und Aquivalenzrelationen zwischen ihnen zum Aufbau von
Zahlsystemen scheint auf den (etwas exzentrischen) Mathematiker Sir William Hamilton zu-
riickzugehen, der im Vorwort zu seinen Vorlesungen iiber Quaternionen die komplexen Zahlen
als Paare reeller Zahlen einfiihrte. Dedekind hat Hamiltons Quaternionen-Buch anscheinend ge-
kannt, so FERREIROS, Labyrinth [1999], 220. Er hat die Paarmethode allerdings selbst nicht in
seinen publizierten Schriften verwendet, daftir aber in einem nachgelassenen Manuskript, vgl.
SIEG/SCHLIMM, Dedekind [2005], 136-138.

¥Dedekind gelangte zu der darin durchgefiihrten Konzeption auf einem langen Weg miihevol-
ler und griindlicher Forschungen, die im steten Wechsel von eher analytischen und synthetischen
Zugangsweisen das Ziel zu erreichen suchten, das bei der Begriindung der Analysis noch of-
fen geblieben war. Dieser Weg ist durch einige Manuskripte aus dem Nachla8 dokumentiert, die
mittlerweile auch niher erforscht sind, vgl. SIEG /SCHLIMM, Dedekind [2005].

“Tm Gegensatz zu einer damals verbreiteten Definition (,grofer als jede endliche Menge”, 0. 4.)
setzt diese Definition nicht schon einen Begriff von endlichen Anzahlen voraus. Dadurch ist sie
tiberhaupt erst fiir eine Grundlegung der Theorie der natiirlichen Zahlen brauchbar.

“'Wihrend Dedekind konsequent von ,System* spricht, variieren wir gelegentlich zu , Menge*
0.4.

“Djes ist die Unendlichkeits-Definition, die Dedekind in Nr. 64 von Was sind gibt. Im Vorwort
zur zweiten Auflage gibt er noch die Alternativ-Definition an, ein System S heifie endlich, wenn
es eine Selbstabbildung f gibt derart, daf3 f keinen echten Teil von S in sich selbst abbildet. Vgl.
DEDEKIND, Gesammelte Werke [1932], 111, 342.
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Ein solches Objekt, in Dedekinds Terminologie die ,, Gemeinheit” aller , Ketten”
beziiglich f, die das Grundelement 1 enthalten, heifst , einfach-unendliches Sys-
tem”.*3 Solche einfach-unendlichen Systeme haben die Struktur der natiirlichen
Zahlen. Es gibt sie als Teilsysteme in jedem D-unendlichen System.** Damit ist
die Struktur der natiirlichen Zahlen gewissermafien als einfachste unendliche
Struktur beschrieben.

Die Bedingungen, die ein System N erfiillen muf3, um einfach unendlich zu
sein und damit die Struktur der natiirlichen Zahlen zu modellieren, lassen sich
in axiomatischer Form zusammenfassen: Es mufs zu N eine Abbildung f und
ein Element 1 geben, die folgende Bedingungen oder Axiome erfiillen:*

a. fINJCN

B. N = Orbit(1, f)

7. 1¢ fIN]

. f ist dhnlich (injektiv).

Diese Axiome lassen sich noch etwas umschreiben, so dai man deutlich
die Ahnlichkeit zu dem System erkennt, das heute als zweitstufige?® Peano-
Arithmetik bekannt ist:

a. Vaedy(f(z) =y)

“Vgl. DEDEKIND, Was sind [1888], Nr.71.

“Vgl. DEDEKIND, Was sind [1888], Nr. 72.

45Vgl. DEDEKIND, Was sind [1888], Nr. 71. Dedekind spricht hier sogar explizit davon, daf ,das
Wesen eines einfach unendlichen Systems N in der Existenz einer Abbildung” usw. besteht, ,die
den folgenden Bedingungen «, 3, v, § gentigen”.

“Die Zweitstufigkeit ist in Dedekinds Ansatz unvermeidbar, da N als kleinste unter f abge-
schlossene (und 1 enthaltende) Menge definiert wird, also durch einen zweitstufigen Quantor
(,,- . .enthdlt die Elemente, die in allen ... vorkommen”). Historisch bemerkenswert ist Dedekinds
eigene Motivation fiir diese Minimalitdtsforderung, denn ihm stand schon die Moglichkeit von
Nicht-Standard-Modellen fiir erststufige Axiomensysteme deutlich vor Augen, wie folgende Pas-
sage aus seinem Brief an Keferstein zeigt:

,Aber ich habe in meiner Entgegnung (III) gezeigt, dafs diese Thatsachen [= diejenigen, die
durch die erststufigen Axiome ausgedriickt werden, C. T.] noch lange nicht ausreichen, um
das Wesen der Zahlenreihe A vollstindig zu erfafen. Alle diese Thatsachen wiirden auch
noch fiir jedes System S gelten, welches auBer der Zahlenreihe A noch ein System 7 von
beliebigen anderen Elementen ¢ enthilt, auf welches die Abbildung ¢ [entspricht hier: f,
C.T/] sich stets so ausdehnen 148t, daB sie den Charakter der Ahnlichkeit behilt, und daf8
©(7T) = T wird. Aber ein solches System S ist offenbar etwas ganz Anderes, als unsere
Zahlenreihe N ...Was mu8 also zu den bisherigen Thatsachen noch hinzu kommen, um
unser System S von solchen fremden, alle Ordnung storenden Eindringlingen ¢ wieder zu
reinigen und auf A zu beschrénken? Dies war einer der schwierigsten Puncte meiner Ana-
lyse, und seine Uberwindung hat ein langes Nachdenken erfordert. ... Also: wie kann ich,
ohne irgend welche arithmetische Kenntnif$ vorauszusetzen, den Unterschied zwischen
den Elementen n und ¢ unfehlbar begrifflich bestimmen? Ganz allein durch die Betrach-
tung der Ketten (37, 44 meiner Schrift), durch diese aber auch vollstandig! Will ich meinen
Kunstausdruck ,Kette’ vermeiden, so werde ich sagen: ein Element n von S gehort dann
und nur dann der Reihe N an, wenn n Element jedes solchen Theils K von S ist, welcher
die doppelte Eigenschaft besitzt, dal das Element 1 in K enthalten ist, und daf} das Bild
©(K) Theil von K ist.” DEDEKIND, Brief Keferstein [1890], 2-3
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B. Fx(x=1)AVe(x =1V Iy(f(y) =x))

Y. Va(f(@) £1)

6. Vavy(f(z) = f(y) — z=y).

In der historisch informierten Literatur hat sich daher auch schon eingebiirgert,
diese Axiome nach Dedekind und Peano zu benennen. Auf Dedekinds Ver-
standnis von Axiomatik ist noch zurtickzukommen.

Jedenfalls ist die so charakterisierte Struktur eines einfach unendlichen Sys-
tems unabhingig von der konkreten Beschaffenheit der Elemente von S, denn
alle einfach-unendlichen Systeme sind isomorph.*” Man kann also von der kon-
kreten Beschaffenheit der Elemente von S abstrahieren und sie als Einsen, als
blofie Einheiten ansehen, die durch f in eine bestimmte Ordnung gestellt wer-
den. So gelangt man via Abstraktion zu Dedekinds Begriff der natiirlichen Zahlen
bzw. Ordnungszahlen.*® Die Zahl ist die abstrakte Anzahl einer konkreten Men-
ge von Objekten. Man erhilt sie, um mit Cantors Worten zu sprechen, in dem
man von der konkreten Beschaffenheit der Elemente der Menge absieht, und, so
Dedekind,

,Unterscheidbarkeit festhalt und nur die Beziehungen auffafit, in die sich durch die ord-

nende Abbildung ¢ [entspricht hier: f, C.T.] zueinander gesetzt sind.”
DEDEKIND, Was sind [1888], Def. 73

Wenn man nun weif3, daf$ jede D-unendliche Menge ein einfach unendliches
System enthilt und dafi ein einfach unendliches System sozusagen ein Modell
fur die nattirlichen Zahlen bildet, bleibt noch die fundamentale Frage offen, ob
es liberhaupt D-unendliche Mengen gibt. Und auch vor dieser Frage kapitulier-
te Dedekind nicht, sondern lieferte ein Beispiel einer D-unendlichen Menge: die
Menge all dessen, was Gegenstand meines Denkens sein kann.** Diese Men-
ge ist D-unendlich, wie man anhand der Abbildung sieht, die jedem moglichen
Gegenstand meines Denkens den Gedanken zuordnet, dafs dieser Gegenstand
ein Gegenstand meines Denkens sein kann. Da dieser Gedanke wiederum Ge-
genstand meines Denkens sein kann, ist dies eine Selbstabbildung. Da die Ge-
danken an zwei verschiedene Gegenstande auch verschiedene Gedanken sind,
ist es eine Injektion. Da jeder mogliche Gegenstand von dem Gedanken an ihn
verschieden ist, ist das Bild eine echte Teilmenge. Und da ich selbst sicher der
Gegenstand meines Denkens sein kann, ist die Menge nicht leer.

“Vgl. DEDEKIND, Was sind [1888], Nr. 134.
BDedekind formuliert diesen Schritt so:

,Wenn man bei der Betrachtung eines einfach unendlichen, durch eine Abbildung ¢ ge-
ordneten Systems N von der besonderen Beschaffenheit der Elemente ganzlich absieht,
lediglich ihre Unterscheidbarkeit festhalt und nur die Beziehungen auffafit, in die sich
durch die ordnende Abbildung ¢ zueinander gesetzt sind, so heiffen diese Elemente na-
tiirliche Zahlen oder Ordinalzahlen [...] In Riicksicht auf diese Befreiung der Elemente
von jedem anderen Inhalt (Abstraktion) kann man die Zahlen mit Recht eine freie Schop-
fung des menschlichen Geistes nennen.” DEDEKIND, Was sind [1888], Nr. 73

*Vgl. DEDEKIND, Was sind [1888], Nr. 66.
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Dieses Argument hat groe Ahnlichkeit mit einem Argument aus den Pa-
radoxien des Unendlichen von Bernard Bolzano.’ Bolzano argumentiert eben-
falls dafiir, dafs es eine unendliche Menge gibt. Allerdings verwendet er in
seinem Argument den Operator ,,...ist wahr”, der aus Aussagen neue Aussa-
gen macht, wihrend Dedekind wie gesehen den Operator ,der Gedanke, dafs
...Gegenstand meines Denkens sein kann” verwendet, der von Gegenstanden
ausgehend Gedanken liefert, die allerdings dann wieder Objekte anderer Ge-
danken sein konnen. Ein zweiter Unterschied ist, dafs Bolzano nicht den Be-
griff des D-unendlichen zugrundelegt, sondern einen anschaulichen Begriff von
,grofer als jede endliche Menge”. Bei allen Unterschieden im Detail ist die
grundsitzliche Ahnlichkeit dieser Argumente jedoch nicht zu iibersehen, so dafl
auch diskutiert wird, ob Dedekind Bolzanos Argument gekannt hat.>!

Jedenfalls trug und tragt speziell dieses Argument dem Dedekindschen An-
satz bis heute viel Kritik ein. Die Auseinandersetzung mit dieser Kritik kann
hier nicht mit der notigen Ausfiihrlichkeit geschehen. Wenn die Kritik von ma-
thematischer Seite jedoch dahingeht, dafs Dedekind zweifelhafte philosophische
Gehalte mit der Mathematik vermengt habe, wird man dagegenhalten miissen,
dafs es weniger um unzulédssige Vermengungen geht, als vielmehr um eine phi-
losophische Grundlegung der Mathematik, der man als solcher sicher nicht pau-
schal das Recht absprechen kann, Kategorien zu verwenden, die eher in die phi-
losophische denn in die mathematische Welt gehoren. Dedekind legt ein faszi-
nierendes Argument vor, mit dessen Hilfe die Lehre der natiirlichen Zahlen auf
kaum mehr als den Descartesschen Gewifsheitspunkt des sich selbst denkenden
~ego” gegriindet wird. Solange eine solche Grundlegung keinen Alleinvertre-
tungsanspruch erhebt, kann es jedem Mathematiker eigentlich nur recht sein,
dafs man auch eine solche philosophische Grundlegung vertreten kann.

Eine andere Kritik, die sich nicht so leicht aus der Welt schaffen 143t, wur-
de von Cantor vorgetragen: Die Gesamtheit all dessen, was Gegenstand meines
Denkens sein kann, ist eine inkonsistente Vielheit, d.h., wenn man sie unvor-
sichtig als fertige Gesamtheit ansieht und im Rahmen einer mathematischen
Theorie als Objekt betrachtet, ergeben sich Widerspriiche. Dies sieht man am
einfachsten, wenn eine beliebige echte Klasse von Objekten betrachtet, die ein-
zeln betrachtet als unproblematisch angesehen werden, zum Beispiel die Klasse
aller Ordinalzahlen, die Klasse aller Kardinalzahlen oder die Russellsche Klasse.
Wenn nun alle einzelnen Objekte in diesen Klassen Gegenstdnde meines Den-
kens sein konnen, so bilden diese Klassen eine Teilklasse des Gesamtsystems al-
ler moglichen Gegenstdnde meines Denkens. Dieses Gesamtsystem kann dann
aber nicht selbst Gegenstand meines Denkens sein, denn dann wéren es auch

*Vgl. BOLZANO, Paradoxien [1851], § 13.

>'Nach SINACEUR, L'infini [1974], 254, spricht dafiir sowohl, da Dedekind im Allgemeinen ex-
zellente Literaturkenntnisse besafs, als auch, daf$ er in intensivem Gedankenaustausch mit Cantor
stand, dem Bolzano wohlvertraut war. Ahnlich auch DUGAC, Dedekind [1976], 81 u. 88; BELNA,
Notation de nombre [1996], 37, 38 u. 54ff.; FERREIROS, Labyrinth [1999], 243-246. SIEG /SCHLIMM,
Dedekind [2005], 148-150, halten allerdings eine Entscheidung in dieser Frage fiir Spekulation.
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die , kleineren” Teilklassen, von denen jedoch bekannt ist, daf ihre Auffassung
als abgeschlossene Gesamtheiten auf die Paradoxien fiihrt. Ergo ist auch das
Dedekindsche Gesamtsystem nicht konsistent.

Doch sollte man nicht das Dedekindsche Gedankengeb&dude als Ganzes fiir
erledigt halten, weil es Probleme mit diesem Beispiel eines D-unendlichen Sys-
tems gibt. Sein Ansatz hat immer noch mindestens so viel Berechtigung, wie
Ansitze, die die Existenz einer (D-)unendlichen Menge axiomatisch fordern. De-
dekind selbst hatte mit dem Druck der dritten Auflage seiner Schrift erst lange
gezogert, da er den ,Zweifel[n] an der Sicherheit wichtiger Grundlagen” sei-
ner Auffassung nicht die Berechtigung absprechen konnte. Dafs das Werk dann
1911 schlieSlich doch wieder abgedruckt wurde, und zwar im Wesentlichen un-
verdndert, verdankt sich Dedekinds berechtigtem Vertrauen in die ,Harmonie
unserer [d. h. seiner] Logik”. Weiter heifst es im Vorwort zur dritten Auflage:

,Ich glaube, dafi eine strenge Untersuchung der Schopferkraft des Geistes, aus bestimm-
ten Elementen ein neues Bestimmtes, ihr System zu erschaffen, das notwendig von jedem

dieser Elemente verschieden ist, gewifd dazu fithren wird, die Grundlagen meiner Schrift
einwandfreier zu gestalten.” DEDEKIND, Gesammelte Werke [1932], 111, 343

Sieht man einmal von dem zugegebenermafsen etwas psychologistischen Klang
dieser Formulierung ab, so scheinen hier gleich zwei wichtige Aspekte durch:
Erstens spricht Dedekind davon, daf8 ein System von jedem seiner Elemente
notwendig verschieden sein miisse, und driickt damit genau den Gehalt des
Fundierungsaxioms der axiomatischen Mengenlehre aus.”? Zweitens fordert er
eine ,strenge Untersuchung der Schopferkraft des Geistes, aus bestimmten Ele-
menten ein neues Bestimmtes, ihr System zu erschaffen”, und damit eine strenge
Untersuchung des Komprehensionsprinzips, das die Hauptquelle der Paradoxi-
enproblematik darstellt.

Ein Abstraktionsschritt fiihrt, wie gesehen, in der Dedekindschen Theorie
von den einfach unendlichen Systemen zu deren Struktur. Ein dhnliches Prin-
zip ist von Cantors (spidter, zweiter) Definition der transfiniten Ordinalzahlen
in den Mitteilungen und den Beitrigen her bekannt.”® Es hat aus Freges Feder
harsche Kritik bezogen, die bis Ende des 20. Jahrhunderts fast fraglos reprodu-
ziert wurde. So konnte Michael Dummett noch 1991 die Dedekindsche Abstrak-
tion als ,,magische Operation” und , verdorbene Theorie” Ve1runglimpfen.54 Ei-
ne sachlich angemessene Auseinandersetzung mit der Abstraktionsproblematik
kann hier nicht im Einzelnen geschehen. Mit William Tait ist jedoch mindestens
darauf hinzuweisen, dafs dieser Kritik auf der einen Seite sachliche Vorurteile

2Ganz allgemein weist Emmy Noether in ihrem kurzen Kommentar zum Wiederabdruck von
Was sind in Dedekinds Gesammelten Werken darauf hin, dafs Zermelos Axiome teilweise direkt aus
§ 1 von Was sind tibernommen sind. Vgl. DEDEKIND, Gesammelte Werke [1932], 111, bes. 344-347,
und ZERMELO, Untersuchungen [1908]; Noethers Bemerkung bei DEDEKIND, Gesammelte Werke
[1932], 111, 390-391.

»Vgl. CANTOR, Mitteilungen I [1887a]; CANTOR, Mitteilungen IT [1887b] und CANTOR, Mittei-
Tungen III [1888]; sowie CANTOR, Beitriige I [1895] und CANTOR, Beitriige II [1897].

54Vgl. DUMMETT, Frege [1991], 52 u. 50. — ,,Verdorbene Theorie” ist der Versuch, Dummetts
Wendung , misbegotten theory” im Deutschen wiederzugeben.
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zugrundeliegen, wihrend die Kritiker auf der anderen Seite mogliche Alterna-
tivinterpretationen, nach denen die Abstraktionsmethode durchaus Sinn macht,
gar nicht gepriift haben.>> So wire Dedekinds Beschreibung des Abstraktions-
prinzips als Ubergang zu einer abstrakten, aber dennoch zum Ausgangssystem
isomorphen Struktur zu beachten:
,Da durch diese Abstraction die urspriinglich vorliegenden Elemente n von N (und folg-
lich auch N selbst in ein neues abstraktes System N) in neue Elemente n, ndmlich in Zah-
len umgewandelt sind, so kann man mit Recht sagen, daff die Zahlen ihr Dasein einem
freien Schopfungsacte des Geistes verdanken. Fiir die Ausdrucksweise ist es aber beque-
met, von den Zahlen wie von den urspriinglichen Elementen des Systems N zu sprechen,
und den Ubergang von N zu N, welcher selbst eine deutliche Abbildung ist, auler Acht
zu lassen, wodurch, wie man sich mit Hilfe der Sitze iiber Definition durch Recursion

... iiberzeugt, nichts Wesentliches gedndert, auch Nichts auf unerlaubte Weise erschlichen
wird.” DEDEKIND, Manuskript 1887; zit. nach SIEG/SCHLIMM, Dedekind [2005], Fn. 62

Dummetts ,,magische Operation” selbst ist also nichts anderes als eine gew6hn-
liche injektive Abbildung — allerdings eine Abbildung in das ,, Reich” abstrakter
Objekte.

Die eben dargestellte Konzeption der natiirlichen Zahlen kann man mit Fug
und Recht eine logizistische Konzeption nennen. Als Ziel von Was sind und was
sollen die Zahlen? nennt Dedekind die Begriindung der Arithmetik als , desje-
nigen Teiles der Logik, welcher die Lehre von den Zahlen behandelt”.>® Der
von Dedekind vorlegte Aufbau der Arithmetik erfiillt sicher diese Zielvorgabe,
mit der einzigen Einschrankung des widerspriichlichen Beispiels fiir unendliche
Mengen. Allerdings ist dazu ein weiter Begriff von ,Logik” anzusetzen,” der
auch die erwdhnten mengentheoretischen Begriffsbildungen einschliefit. Dies
hatte man auch schon Frege im Bezug auf den Klassenbegriff zugestehen mdis-
sen. Dedekind spezifiziert noch weiter, was er unter Logizismus versteht, nam-
lich,

,dafs ich den Zahlbegriff fiir génzlich unabhéngig von den Vorstellungen oder Anschau-

ungen des Raumes und der Zeit, daf’ ich ihn vielmehr fiir einen unmittelbaren Ausfluf3
der reinen Denkgesetze halte.” DEDEKIND, Was sind [1888], Vorwort, S. 333

Diese anti-kantianische Spitze®® pafit noch bruchlos mit Freges Konzeption der
Arithmetik als eines Teils der Logik qua allgemeinster Wissenschaft zusammen.
Ebenso die Betonung der epistemischen Funktion der Zahlen als , Mittel, um die
Verschiedenheit der Dinge leichter und schirfer aufzufassen”. Dedekind prazi-
siert, daf er sich mit dem ,rein logischen Aufbau” auf die Zahlenwissenschaft
bezieht. Es ist nicht ganz klar, wie er das Verhiltnis zwischen dieser Wissen-
schaft und ihren Objekten, den Zahlen selbst, fafsit. Seine Rede von einem im
Geiste geschaffenen Zahlen-Reich 14fst sowohl die Interpretation zu, dafi es sich

»Vgl. TAIT, Frege versus [2005].

S DEDEKIND, Was sind [1888], Vorwort, S. 333.

%S0 auch SIEG/SCHLIMM, Dedekind [2005], 122.

*Dagegen ist Dedekind nach MCCARTY, Mysteries of Dedekind [1995], bes. 70, ein richtiger Kan-
tianer!
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hierbei um ein Reich genuin mathematischer Objekte handelt, so dafd der Auf-
bau der Zahlenwissenschaft ,logisch” nur im Sinne des , Folgerungslogizismus”
wire, als auch die Interpretation, dafs dieses Reich selbst noch einmal an die all-
gemeinsten Voraussetzungen und Gesetze jeglichen Denkens zuriickgebunden
bleibt, also auch die Zahlen selbst , logische Objekte” sind.

Eine grofiere Differenz zu Frege tut sich eher dann auf, wenn Dedekind die
Zahlen ,freie Schopfungen des menschlichen Geistes” nennt.”” Die dem zugrun-
deliegende Auffassung vermeidet es, die Zahlen als einzeln und unabhéngig
subsistierende Entitdten festzulegen, wie Frege und Russell es tun. Russell kriti-
siert gerade an Dedekind, dafd nach ihm die Ordnungszahlen

,nichts anderes als die Terme der Relationen, die ein Fortschreiten konstituieren” )
RUSSELL, The Principles [1903], 249, Eig. Ubers.®’

sein sollen, und forderte gegen Dedekind, sie miifsten ,intrinsisch etwas sein”
(,they must be intrinsically something”). Dedekind vertrat dagegen die Auffas-
sung, dafs

,die Existenz der Zahlen eine Konsequenz der mentalen Fahigkeit ist, von einzelnen Ei-

genschaften zu abstrahieren.” )
DEMOPOULOS/ CLARK, Logicism [2005], 153, Eig. Ubers.®!

Die Zahlen sind , freie Schopfungen”, weil sie eben nicht unabhingig existieren-
de Entitdten sind, sondern durch den denkerischen Akt der Abstraktion gewon-
nen werden.

Dedekinds Verstandnis von ,Axiomatik” hat Hilberts Konzeption in ent-
scheidender Weise geprégt. Das zeigt sich besonders bei der Analyse von Hil-
berts geometrischer Axiomatik. Der berithmte erste Satz der Grundlagen der Geo-
metrie,®? ,Wir denken drei verschiedene Systeme von Dingen”, verwendet nicht
zuféllig die Dedekindsche Terminologie von ,Systemen” und ,,Dingen” und for-
dert ebenfalls nicht zufillig die denkerische Konstitution dieser Systeme. Schon
in der Geometrievorlesung vom Wintersemester 1898/99, aus der die Grund-
lagen der Geometrie hervorgingen, verwies Hilbert im Bezug auf das Verhiltnis
von Logik und Arithmetik ohne weitere Qualifizierung auf Dedekinds Schrift
Was sind und was sollen die Zahlen.®®> Nach seiner Ansicht war Dedekinds Be-
griindung der natiirlichen Zahlen die um die Jahrhundertwende mafigebliche
und daran dnderte auch die ,Paradoxie der Menge aller Gegenstdnde meines
Denkens” nichts, die Hilbert wohlbekannt war. Diese Paradoxie zeigte Hilbert
zwar, dafl Dedekinds Weg zur Begriindung der Mathematik nicht ohne Weiteres

¥ DEDEKIND, Was sind [1888], Vorwort, S. 334.

Das Zitat lautet im englischen Original: ,nothing but the terms of such relations as constitute
a progression”.

®1Das Zitat lautet im englischen Original: , the existence of numbers is a consequence of a men-
tal power to abstract from particular characteristics”.

S2HILBERT, Grundlagen Geometrie [1899).

S DEDEKIND, Was sind [1888].
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gangbar war.* Es fiihrte ihn aber nicht zu einer Ablosung von Dedekinds An-
satz,% sondern zu dessen Weiterentwicklung.®® Und auch wenn Hilbert im Hei-
delberger Vortrag von 1904 ,genetisches” und ,axiomatisches” Vorgehen viel
schroffer als ein Gegensatzpaar dargestellt, als es in Dedekinds Vorgehen wirk-
lich Gegensétze sind, so ist dies eher mit dem , politischen” Anliegen Hilberts,
die axiomatische Methode zu verteidigen, zu erkldren, als mit einer Abwendung
von Dedekinds Konzeption eines genetisch-axiomatischen Aufbaus der Arith-
metik.®” Hilbert hielt an der grundsatzlichen Denkrichtung Dedekinds so fest,
daf sogar festgestellt wurde, er sei ein Logizist im Geiste Dedekinds.®® Sicher
wird man sagen konnen, dafs Dedekind Hilbert dufserst stark beeinflufit hat und
daf3 eine logizistische Grundlegung der Mathematik fiir Hilbert stets eine hohe
Anziehungskraft besafs. Das gilt auch fiir den dritten logizistischen Ansatz von
Russell und Whitehead.

3.1.3 Russell / Whitehead

Der Einflufd der Russellschen mathematischen Logik auf die Arbeiten in Hilberts
Gottingen 143t sich geschichtlich in zwei Phasen unterteilen, die auch verschie-
denen sachlichen Schwerpunkten entsprechen. Namlich die Phase vor und die
Phase nach der Publikation der Principia Mathematica in den Jahren 1910 bis 1913.
In der Zeit vor 1910 war Russell fiir Hilberts grundlagentheoretische Arbeiten
vor allem durch seine ,Entdeckung” der Paradoxie®® und durch seine Ansitze
zu deren Auflosung von Bedeutung. Auch wenn man diesen Einflufd systema-
tisch nicht tiberbewerten sollte,”? ist es doch interessant, wie vielfdltig die Akti-
vitdten in Hilberts Umfeld waren, die in dieser frithen Phase mit Russell zu tun
hatten. So trug W. H. Young 1905 im Gottinger Mathematischen Kolloquium
tiber Russells Principles of Mathematics vor. Und die Debatte, die Poincaré und
Russell im ersten Jahrzehnt des 20. Jahrhunderts in der Revue de metaphysique et

#Das von Cantor aufgeworfene Problem mit der All-Menge bzw. des Dedekindschen Systems
all dessen, was Gegenstand meines Denkens sein kann, zeigt nach Hilbert die Ungangbarkeit von
Dedekinds Begriindungsweg; vgl. HILBERT, Axiomatisches Denken [1918], 411; HILBERT, Neube-
griindung [1922], 162.

%S0 noch FERREIROS, Labyrinth [1999).

%S0 auch SIEG /SCHLIMM, Dedekind [2005], 156.

67Sieg und Schlimm machen es gerade als Charakteristikum von Dedekinds Methodik in Was
sind aus, daf$ er einen axiomatischen Zugang wéhlt, der mit einem genetischen Zugang auf me-
thodisch kohérente Weise zusammengefiigt ist; SIEG / SCHLIMM, Dedekind [2005], 122. Dedekinds
Vorgehen ist zumindest auch als axiomatisches aufzufassen, wie oben erldutert, womit die Kri-
tik, Dedekind sei ,unmodern” weil anti-axiomatisch (FERREIROS, Labyrinth [1999)), als abwegig
gelten mufs.

850 SIEG / SCHLIMM, Dedekind [2005], 156-157.

%Nach Hilberts Brief an Frege vom 7.11.1903 (FREGE, Briefwechsel [1976], 79-80) soll Zermelo
diese Paradoxie schon vor Russell entdeckt haben. Sachlich bleibt es natiirlich dabei, dafd die
gemeinhin Russell zugeschriebene Entdeckung Hilbert wesentlich beeinfluf8t hat.

70So fordert auch MANCOSU, Russellian Influence [2003], 60.
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de morale gefiihrt haben, scheint in Gottingen wohlbekannt gewesen’! und zum
Teil sogar weitergefiihrt worden zu sein.”? Hilbert selbst hat diese Dinge sicher
mit Interesse verfolgt. Seine eigenen Forschungen widmeten sich zu dieser Zeit
jedoch fast ausschliefllich den Grundlagen der Physik.

Dies anderte sich erst mit der Publikation der monumentalen Principia Ma-
thematica von Whitehead und Russell in den Jahren 1910 bis 1913. Dieser emi-
nente Versuch, das logizistische Programm voranzutreiben und die Arithme-
tik aus der Logik abzuleiten, zog Hilberts starkes Interesse auf sich. 1914 trug
Hilberts Doktorand Heinrich Behmann im Mathematischen Kolloquium ,Uber
mathematische Logik” vor, und Felix Bernstein und Kurt Grelling , sekundier-
ten” mit einem weiteren Vortrag tiber die Principia. Behmann selbst bemerkte
spéter, dafs sein eher allgemein gehaltenes Interesse an den Principia durch Hil-
bert auf die Frage der Auflosung der Paradoxien hin kanalisiert wurde. 1916/17
hielt Behmann dann eine Reihe von drei Kolloquiumsvortragen zur Losung der
Paradoxienproblematik. Hilbert hingegen hat vor dem Wintersemester 1917 /18
Russell in seinen Vorlesungen kaum erwihnt, mit einer Ausnahme: In der Vor-
lesung Probleme und Prinzipien der Mathematik vom Wintersemester 1914/15 be-
hauptet er en passant, dafs Russells Typentheorie zwar Richtiges enthalte, aber
noch deutlich vertieft werden miisse.”® Jedenfalls scheint Hilbert in diesem Pro-
zefl der Wissensaneignung von Anfang an aktiv beteiligt gewesen zu sein.”*

Die Auswirkungen der Bekanntschaft mit diesem neuen logizistischen An-
satz zeigen sich dann in Hilberts Arbeiten. So nennt er in seiner Mengenlehre-
Vorlesung vom Sommersemester 1917 wieder explizit das logizistische Ziel, die
natiirlichen Zahlen durch Zuriickfiihrung auf die Logik zu begriinden.”” In der
Vorlesung zu den Prinzipien der Mathematik des darauf folgenden Wintersemes-
ters 1917 /18 vertritt er, wenn man will, eine regelrechte logizistische Position.”®
Diese zeigt sich noch deutlicher in dem 1918 publizierten Aufsatz Axiomatisches
Denken,”” wenn Hilbert es fiir notig erklart, , die Logik selbst zu axiomatisieren
und nachzuweisen, dafs Zahlentheorie sowie Mengenlehre nur Teile der Logik
sind.“”® Gegen Ende des Wintersemesters 1917/18 begutachtete Hilbert dann
zwei Qualifikationsarbeiten, die sich mit den Principia beschéftigten, namlich
die Dissertation von Behmann und die (zweite) Habilitationsschrift von Ber-

7ISje wird u. a. von Zermelo haufiger zitiert, z. B. in ZERMELO, Untersuchungen [1908].

”In ihren Bemerkungen zu den Paradoxieen von Russell und Burali-Forti (GRELLING /NELSON,
Bemerkungen [1908]) beschéftigen sich Nelson und Grelling unter Anderem mit Russells Vorschlag
in RUSSELL, Les Paradoxes [1906], die nach ihm benannte Paradoxie durch seine , keine-Klassen-
Theorie” zu losen.

Vgl. SIEG, Hilbert's Programs [1999], 14.

7Zur Darstellung in diesem Abschnitt vgl. besonders MANCOSU, Between Russell [1999b].

EWALD/SIEG, Lectures [2007], 13.

7*HILBERT, Wintersemester 17/18 [1918%].

""HILBERT, Axiomatisches Denken [1918].

78 Auf diese Position Hilberts, nach der eine logizistische Reduktion der Mathematik moglich
ist, verweisen SIEG, Hilbert's Programs [1999], 3,11-12; MOORE, Hilbert [1997] und MANCOSU, Bet-
ween Russell [1999b], 308.
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nays.”” Wahrend Bernays die Vollstandigkeit der Aussagenlogik beweist und
sich einer systematischen Studie der Dualitdt zwischen aussagenlogischen Axio-
men und Schlufiregeln widmet, geht es in Behmanns Arbeit im engeren Sinne
um die Principia und die Frage, wie in ihnen das Auftreten der klassischen Pa-
radoxien vermieden wird. Man wird die Schlufifolgerung ziehen konnen, dafs
Hilberts grofier grundlagentheoretischer Neueinsatz um 1917 von der Beschif-
tigung mit Russells Ansatz zu den Paradoxien vorbereitet war, im Kontext der
Beschiftigung mit den Principia Mathematica stattfand und durch deren Publika-
tion sogar mit-ausgeldst worden ist.
Was nun logizistisch mit den Principia erreicht worden ist, ist nach Godel
darin zu sehen, daf8 erstmals
,voller Gebrauch von der neuen Methode [= logischer Symbolismus und Kalkiil, C.T.]

gemacht [wurde], um tatsiachlich grofie Teile der Mathematik aus sehr wenigen logischen
Konzepten und Axiomen abzuleiten.” GODEL, Russells [1986], V¥

Aber stimmt das? Ist es Whitehead und Russell gelungen, grofle Teile der Ma-
thematik aus logischen Begriffen und Axiomen abzuleiten? Das logizistische Pro-
jekt stofst nattirlich an Grenzen, wenn — wie schon bei Dedekind — bestimmte
mathematische Siatze nur mit Hilfe des Unendlichkeitsaxioms oder des Aus-
wahlaxioms bewiesen werden konnen. Da beide Axiome Existenzforderungen
sind, kann man sie in einem strengen Logizismus eigentlich nicht als Axiome
zulassen. So hat dies auch Russell gesehen und versucht, dieses Problem mit
seiner hypothetischen Auffassung von Mathematik aus der Welt zu schaffen:
Mathematik beweise nicht die tiblicherweise fiir mathematisch gehaltenen Aus-
sagen, sondern in Wirklichkeit nur hypothetische Sitze der Form: ,Wenn die
Annahmen I' zutreffen, dann gilt auch ¢.”! Diese Losung ist allerdings so geni-
al wie verrédterisch: Um den logizistischen Ansatz zu retten, werden in I beliebi-
ge inhaltlich-mathematische Annahmen zugelassen. So konnen mathematische
Gehalte eingefiihrt werden, die selbst nicht auf die Logik zuriickgefiihrt worden
sind. Vom grofSen logizistischen Projekt bleibt damit nur noch ein Folgerungslo-
gizismus {ibrig, der — so wurde oben schon argumentiert — eigentlich nicht mehr
die Bezeichnung ,Logizismus” verdient.

7Vgl. EWALD/SIEG, Lectures [2007], 27.

8 Ahnlich die Darstellung von Behmann in seinem Géttinger Kolloquiumsvortrag 1914: In den
PM seien zum ersten Mal die zwei Traditionsstrange der mathematischen Logik, die algebraische
,Mathematik der Logik” und die axiomatische (?) ,Logik der Mathematik” zusammengefiihrt,
vgl. MANCOSU, Between Russell [1999b], 306. — Godel fiigt dem noch eine deutliche Kritik an:

,Es ist zu bedauern, dafs es dieser ersten umfassenden und durchgehenden Darstellung
der mathematischen Logik und der Ableitung der Mathematik aus ihr so sehr an formaler
Genauigkeit ... mangelt, daf} sie in dieser Hinsicht einen betrachtlichen Riickschritt im
Vergleich zu Frege bedeutet.” GODEL, Russells [1986], VI

Godel hatte zuvor an Frege kritisiert, gerade wegen seiner peinlichen Genauigkeit nicht tiber die
elementarsten Dinge hinausgekommen zu sein. In seiner Sicht kamen Whitehead und Russell
zwar viel weiter, daftir jedoch auf Kosten der Genauigkeit.

81vgl. CARNAP, Die logizistische [1931], 95-96.
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Ein anderes Problem, das viel diskutiert wurde und wird, ist die Begriin-
dung des Reduzibilititsaxioms.8* Russell hatte die Typentheorie (erfolgreich) ein-
gefiihrt, um die Ableitbarkeit von Paradoxien wie in Freges System auszuschlie-
Ben. Wahrend die einfache Typentheorie Gegenstande, Eigenschaften der Ge-
genstiande, Eigenschaften dieser Eigenschaften usw. zu verschiedenen Typen
rechnet und die Anwendung von Eigenschaftspradikaten auf Terme nur beim
richtigen Typ-Verhiltnis zuladfit, unterscheidet die verzweigte Typentheorie in-
nerhalb eines Typus noch verschiedene Ordnungen je nach dem, welche Terme
niedrigerer Ordnung in der Definition eines Terms verwendet werden. Russell
war durch zwei Griinde zur Einfithrung der verzweigten Typentheorie gedrangt
worden. Sie sollte erstens die Ableitbarkeit der Paradoxien verhindern, die im-
mer auf irgendeine Weise mit der Selbstanwendung von Pradikaten operieren.
Zweitens sollte durch die Verzweigung die Moglichkeit impradikativer Begriffs-
bildungen ausgeschlossen werden. Die verzweigte Typentheorie hat jedoch gra-
vierende Nachteile. Sie bedeutet eine so grofie Einschrankung der Ausdrucks-
und Beweismittel, dafs durch sie ganz grundlegende Sachverhalte der Analysis
nicht nur unbeweisbar, sondern geradezu unausdriickbar werden.® Um dem
Abhilfe zu schaffen, fithrte Russell in der ersten Auflage der Principia Mathemati-
ca das Reduzibilitdtsaxiom ein, das die verzweigte Typentheorie gewissermafien
lokal kollabiert. Damit postuliert man einfach, dafd die zu einem Typus gehoren-
den Ordnungen gewissermaflen auf die niedrigste Ordnung desselben Typus
zuriickgefiihrt werden konnen.?* Fiir ein solches Prinzip konnte Russell jedoch
keine Rechtfertigung bieten. Und es spricht einiges dafiir, daf$ es unter den Rus-
sellschen Rahmenbedingungen eine solche Rechtfertigung auch gar nicht geben
kann, weil jedes Argument fiir dieses Axiom zugleich ein Argument gegen die
Berechtigung einer verzweigten Typentheorie ist.

Hilbert hatte das Reduzibilitdtsaxiom zunéchst als ein ,geeignetes Mittel”
bewertet, , um den Stufen-Kalkiil zu einem System zu gestalten, aus welchem
die Grundlagen der hoheren Mathematik entwickelt werden konnen” % auch
wenn er es schon zu dieser Zeit als ein ,, Postulat” kennzeichnete.3¢ Spéter sprach
er noch deutlicher davon, dafs Russell mit diesem Prinzip vom Standpunkt ei-
ner konstruktiven Logik zu einem axiomatischen Standpunkt zuriickgekehrt sei,
d.h., dafs Russell damit das Projekt des Logizismus zugunsten echt existenzialer,
axiomatischer Forderungen verlassen habe.®”

Einen Ausweg aus dieser Situation bietet Frank Ramseys Einteilung der An-
tinomien in zwei Typen, die sog. ,logischen” und die sog. ,epistemologischen”

82Es sollte wohl erwihnt werden, daf gelegentlich ein Zusammenhang zwischen Russells
Reduzibilitiatsaxiom und Hilberts Vollstandigkeitsaxiom gesehen wird. Dieser Zusammenhang
bleibt allerdings letztlich unklar. Vgl. z. B. MANCOSU, Between Russell [1999b], 307.

8Vgl. schon CARNAP, Die logizistische [1931], 97.

$Vgl. HILBERT, Wintersemester 17/18 [1918*], 245.

%80 der SchluBsatz der Vorlesung Wintersemester 1917/18; HILBERT, Wintersemester 17/18
[1918*], 246.

8 HILBERT, Wintersemester 17/18 [1918*], 245.

8"HILBERT, Sommersemester 20 [1920a*], 32.
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oder ,semantischen”. Die Antinomien des ersten Typs konnen nach Ramsey
schon durch die einfache Typentheorie verhindert werden, wahrend sich die
Antinomien zweiten Typs im Russellschen Formalismus gar nicht bilden lassen.
Fiir Russells Ziel reicht daher die einfache, unverzweigte Typentheorie aus und
auf die verzweigte Typentheorie mitsamt dem Reduzibilitdtsaxiom kann ver-
zichtet werden.

In seinem 1914er Vortrag stellt Behmann die sog. ,no-classes-theory” Rus-
sells in das Zentrum der Betrachtungen zur Losung der Paradoxienproblema-
tik.8% Besonders interessant ist nun, daf Behmann die Keine-Klassen-Theorie
durch eine Analogie mit der Methode der idealen Elemente in der Mathematik
erklart. In beiden Fillen wiirden Worte behandelt, als wiirden ihnen fiktive Ob-
jekte entsprechen, obwohl es solche Objekte nicht gebe und die Bedeutung eines
idealsprachlichen Satzes sich immer als Bedeutung eines realsprachlichen ange-
ben lassen miisse.®’ Dies ist hat eine gewisse Ahnlichkeit zu der von Hilbert in
den 1920er Jahren vertretenen ideal/real-Analogie (vgl. Kapitel 6, S. 1711f.).

Behmanns Russell-Darstellung verschwimmt mit seinen eigenen Gedan-
ken, wenn er einen ganz eingeschrankten Individuenbegriff propagiert: In-
dividuen sind etwas, das uns in der Realitdt unmittelbar gegeben ist, also
nicht Dinge wie Mengen oder dhnliche begriffliche Entititen.”® Diese Konzep-
tion mag man in heutigem Jargon ,De-ontologisierung” nennen (so Manco-
su), da die Zahlen nicht als eigenstdndige Entitdten eines ontologischen Sys-
tems berticksichtigt werden miifsten. Behmann vertritt ein sprachphilosophisch-
wissenschaftstheoretisches Kontextprinzip, demgemafi Begriffe wie Zahlen und
Mengen auflerhalb der mathematischen Sétze, in denen sie vorkommen, nichts
bedeuten, also gewissermaflen keine , An-sich-Bedeutung” haben. Sie sind
nichts als feste Haltepunkte fiir den abstrakt und weit entfernt von seinen kon-
kreten Objekten rdsonierenden Verstand und ihre Bedeutung in den Verwen-
dungskontexten liegt darin, dafs sie sich eliminieren lassen: jeder Satz, in dem ei-
ne solche Vokabel auftritt, 143t sich in einen Satz ohne eine solche Vokabel tiber-
setzen; und — das wird selten gesagt aber immer stillschweigend angenommen —
das Ubersetzungsresultat ist bedeutungsgleich mit dem Ubersetzten. Damit hat
Behmann Russells Konzeption verlassen, denn dieser hatte ja gerade gegentiber
Dedekind vehement gefordert, dafd die Zahlen auch etwas in sich Bestimmtes
sein miifsten.

Die Principia Mathematica blieben fiir Hilbert wie fiir andere Logiker ein maf3-
gebliches Werk.”! Die darin erreichte systematische Entwicklung weiter Teile
der arithmetischen Theorie aus wenigen Grundprinzipien setzte einen neuen

%Dies spédter auch Bernays betont, siehe z. B. BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], 201.

¥Vgl. MANCOSU, Between Russell [1999b], 307.

D7it. nach MANCOSU, Between Russell [1999b], 306.

'Hilbert nennt die Principia einmal in seiner typischen, leicht pathetischen Art: ,die Kronung
des Werkes der Axiomatisierung tiberhaupt”.
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Standard.”? Neben den schon diskutierten Problemen mit dem Reduzibilitits-
axiom und der Frage, ob ein Folgerungslogizismus iiberhaupt noch ,Logizis-
mus” heifSen sollte, war das Unbefriedigendste an den Principia in Hilberts Au-
gen, dafs es aufser der empirischen Bewdhrung des Systems und der Plausibilitat
der Axiome keine Sicherheit fiir seine Widerspruchsfreiheit bieten konnte.” Die-
ses Ziel gerade angesichts der monumentalen Principia und ihrer systematischen
axiomatischen Entwicklung von Logik und Arithmetik weiterzuverfolgen, war
eine wichtige Motivationsquelle fiir die Konzeption einer Beweistheorie.

3.1.4 Hilberts Logizismus

Hilbert hatte urspriinglich eine grofle Sympathie fiir die Ziele des Logizismus.?*

Schon friih gelangte er jedoch zu der Uberzeugung, da8 das logizistische Projekt
nicht durchfiihrbar war. Wenn er im Heidelberger Vortrag 1904 sagte, dafy Logik
und Arithmetik nur gleichzeitig ,, aufzubauen” seien, hielt er eine vollstindige
Riickfithrung der Arithmetik auf die Logik zu dieser Zeit wohl nicht fiir mog-
lich. Dafiir waren sicherlich zwei Faktoren ausschlaggebend: erstens die ,,Schiff-
briiche” Dedekinds und Freges, die Hilbert frith bekannt waren und Zweifel
an der Durchfiihrbarkeit des logizistischen Programms begriindeten, und zwei-
tens die harte Kritik, die Poincaré an den Versuchen der Logizisten und an Hil-
berts Vorschlag aus dem Heidelberger Vortrag anbrachte. Poincarés Kritik hat
auf Hilbert einen starken Einfluff ausgeiibt, besonders seine Kritik an dem Ver-
such, ein induktives Prinzip beweisen zu wollen anstatt es als eines der irredu-
ziblen Grundprinzipien des menschlichen Denkens zu akzeptieren. Hilbert hat
sich daran lange abgearbeitet, wie die vielen Spuren dieses Problems in den be-
weistheoretischen Arbeiten zeigen, deren Analyse den zweiten Teil der vorlie-
genden Arbeit bildet. Sie wird daher erst in den systematischen Reflexionen des
drittens Teils wieder aufgenommen werden (vgl. dritter Teil, Kapitel 1, S. 303ff.).

Mitveranlafit durch die Publikation von Whitehead /Russells Principia Ma-
thematica 1910/13 ist Hilbert Mitte der 1910er Jahre wieder intensiver zu sei-
nen Forschungen iiber die Grundlagen der Mathematik zuriickgekehrt. Diesem
neuen Impuls verdankt sich wohl auch die Aufnahme der fruchtbaren Zusam-
menarbeit mit Paul Bernays, aus der die Vorlesungen des WS 1917/18ff. und
die entsprechenden Vortragspublikationen aus den Jahren 1918 und 1922 her-

92vON NEUMANN, Die formalistische [1931], 116, charakterisiert das Verdienst Russells als , die
exakte und erschopfende Beschreibung ihrer [= der Mathematik, C. T.] Methoden”.

%Vgl. hierzu auch BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], bes. 201-202.

“Diese ,Logizismus-Sympathie” ist von der sachlichen Seite her naheliegend, als er verschie-
dene geometrische und physikalische Theorien auf die hohere Arithmetik zurtickgefiihrt hat. Hil-
bert hat sie auch zum Ausdruck gebracht durch seine grofie Wertschatzung der Ansitze Freges
und Dedekinds. Einschrankend ist allerdings der Hinweis hinzuzufiigen, daff Frege im Brief-
wechsel mit Hilbert weitaus entschiedener und grundsitzlicher fiir die Verwendung von sym-
bolischen Kalkiilen eintritt als dieser; vgl. den Briefwechsel in FREGE, Briefwechsel [1976], 58-80,
sowie hier das Kapitel iiber Axiomatik (Kapitel 2, S. 53ff.).
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vorgingen. Hilbert machte in Bezug auf den Logizismus in dieser Zeit geradezu
eine Kehrtwende durch. 1918 hielt er es fiir moglich und auch fiir notig,

,nachzuweisen, dafl Zahlentheorie sowie Mengenlehre nur Teile der Logik sind.”
HILBERT, Axiomatisches Denken [1918], 153

Hilbert , outet” sich zu diesem Zeitpunkt also als Logizist. Im Laufe der intensi-
ven grundlagentheoretischen Zusammenarbeit mit Bernays wurde ihm immer
deutlicher, dafs das logizistische Vorhaben einer Riickfiihrung der Arithmetik
auf die Logik nicht durchfiihrbar ist. Hier ist in erster Linie auf seine Kritik des
Reduzibilitdtsaxioms als inhaltlich-axiomatische Forderung zu verweisen (s. 0.)
und darauf, dafy er im Wintersemester 1920 die Logik als inhaltlich neutralen
,Rahmen” mathematischer Theorien kennzeichnet.”> Dann auch auf seine Un-
tersuchung der Zurtickfiihrbarkeit der Zermeloschen Mengenlehre auf die Lo-
gik in der Sommersemester-Vorlesung 1920. In zweitstufiger Logik entspricht
der Definition der Vereinigungsmenge U,,c pp die Formel

a€ P < (3p)(pla) A P(p))

Hilbert weist darauf hin, daf8 diese Formel nicht beanstandet werden kann,
wenn man nur das Ziel einer Reformulierung in zweitstufiger Logik verfolgt.
Unter dem Gesichtspunkt einer Reduktion ist allerdings genauer zu fragen, was
mit dem zweitstufigen Existenzquantor gemeint ist. Die Aussage, daf8 ein Pra-
dikat existiert, lafst sich nicht in gleicher Weise durch den Bezug auf einen Ob-
jektbereich rechtfertigen, wie die Aussage, daf3 ein Objekt existiert.

,In der Logik konnen wir zwar auch die Pradikate zu einem Bereich zusammengefasst

denken; aber dieser Bereich der Pradikate kann hier nicht als etwas von vornherein Ge-

gebenes betrachtet werden, sondern die Pradikate miissen durch logische Operationen

gebildet werden, und durch die Regeln der logischen Konstruktion bestimmt sich erst

nachtraglich der Pradikaten-Bereich.

Hiernach ist ersichtlich, dass bei den Regeln der logischen Konstruktion von Pradikaten

die Bezugnahme auf den Pradikaten-Bereich nicht zugelassen werden kann. Denn sonst
ergdbe sich ein circulus vitiosus.” HILBERT, Sommersemester 20 [1920a*], 31

Die Reduktion der Mengenlehre auf die Logik scheitert also, zumindest nach
diesem konstruktiven Verstindnis einer Riickfithrung, an der Notwendigkeit,
zweitstufige Quantoren zu verwenden, die iiber einen Bereich von Pradikaten
laufen sollen, der selbst erst logisch-konstruktiv hitte erzeugt werden mdis-
sen. Hilbert sieht hierin eine ,grundsatzliche Schwierigkeit”, die sich nicht
konstruktiv-logisch, sondern nur axiomatisch 16sen 146t.%°

Die so gewonnene anti-logizistische Uberzeugung bringt Hilbert einige Jah-
re spéter, in einem Vortrag vom Juli 1927 in Hamburg, ganz allgemein auf den
Punkt:

,Die Mathematik wie jede andere Wissenschaft kann nie durch Logik allein begriindet
werden.” HILBERT, Grundlagen Mathematik [1928], 1

%So bewerten EWALD/SIEG, Lectures [2007], 255, Hilberts Vorlesung.
% HILBERT, Sommersemester 20 [1920a*], 32-33.
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Hilbert sah sich in dieser Uberzeugung in voller Ubereinstimmung mit der
Position Immanuel Kants, nach der , die Mathematik tiber einen unabhéngig
von aller Logik gesicherten Inhalt Verfﬁgt”.97 Wenn diese Lehre Hilbert als ,,in-
tegrierender Bestandteil” von Kants Philosophie gilt, so bezieht er sich wohl auf
die Kantische Lehre vom synthetisch-apriorischen Charakter mathematischer
Urteile. Insofern bestitigt er indirekt die eingangs dieses Kapitels erwdhnte anti-
kantische Tendenz als ein Merkmal logizistischer Positionen. Dann aber entfernt
sich Hilbert von Kant und nédhert sich eher der Position Russells vom syntheti-
schen Charakter logischer Sitze an, wenn er auch fiir die Logik fordert, dafs
sie gewisse Vorstellungsinhalte voraussetze: ,gewisse, aufier-logische konkrete
Objekte, die anschaulich als unmittelbares Erlebnis vor allem Denken da sind”.
Von diesen Objekten ausgehend entwirft Hilbert seine Theorie des Finitismus,
auf die spater noch ausfiihrlich zu sprechen zu kommen sein wird.

Auflerst bedeutsam fiir die Mathematische Logik iiberhaupt und fiir das
Hilbertprogramm insbesondere blieben zwei Errungenschaften der Logizisten:
die Etablierung des Folgerungslogizismus und das Werkzeug des Logikkalkiils.
Der Folgerungslogizismus beschreibt einen Grundzug der modernen Axioma-
tik: Strenge Beweisfithrung bedeutet, nur diejenigen Gehalte in Beweisen zu ver-
wenden, die in den Axiomen kodifiziert sind. Die Beweise selbst sind dann aus-
gehend von diesen Axiomen rein logisch zu fithren.”® Die darin verwendeten
Pradikatszeichen bleiben deutungsoffen. Sie konnen durch verschiedene Pra-
dikate modelliert werden. Die Ableitbarkeit eines Satzes S aus einem Axiomen-
system Az bedeutet nach diesem Standpunkt der existenzialen Axiomatik nichts
Anderes, als dafs ein System von Dingen und Pradikaten, wenn es die Axiome
von Az erfiillt, dann auch S erfiillt. Also kurz gesagt: ,Wenn Az, dann immer
auch S.”

,In dieser Weise stellen sich die Ergebnisse einer axiomatischen Theorie, im Sinne der rein

hypothetischen und existentialen Fassung der Axiomatik, als Sétze der Logik dar.”
BERNAYS, Philosophie der Mathematik [1930], 21

Allerdings ist mit diesem semantischen Folgerungsbegriff noch nicht die Ebe-
ne rein syntaktischer Ableitungen erreicht. Dies setzte die Kalkiilisierung des
Ableitbarkeitsbegriffs und die Etablierung des Zusammenhangs zwischen der
semantischen und der syntaktischen Ebene durch die Korrektheits- und Voll-
standigkeitssatze voraus.

Die Kalkiilisierung der Ableitbarkeit liefert der Logikkalkiil, die zweite blei-
bende Entwicklung der Logizisten. Er bietet die Moglichkeit, die wissenschaft-
liche Sprache zu prézisieren” und den genauen Umfang dessen, was als zu-

7Vgl. HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 170-171.

%In seinem Pariser Vortrag sagt Hilbert sogar wortlich, daf die , Forderung der logischen De-
duktion [...] nichts anderes [ist] als die Forderung der Strenge in der Beweisfiihrung”; vgl. HIL-
BERT, Mathematische Probleme [1900a], 257. Ahnlich in der Vorlesung vom Wintersemester 1920
(HILBERT, Wintersemester 20 [1920*], 46); vgl. EWALD/SIEG, Lectures [2007], 281.

“Diese Fregesche Motivation machte Hilbert bspw. anhand der Richardschen Paradoxie (De-
finition in 100 Worten eines in 100 Worten nicht definierbaren Begriffs) deutlich; vgl. seine Vorle-
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lassige SchlufSweise oder als Beweis zdhlt, festzulegen. Die Kombination von
formalem Kalkiil und axiomatischem Theorieaufbau erlaubte, in nie dagewe-
sener Klarheit die logischen Relationen zwischen den verschiedenen Sétzen ei-
ner Theorie zu studieren. So war es sicher ganz im Sinne Hilberts, wenn John
von Neumann es bei der Konigsberger Konferenz als besondere Leistung des
logizistischen Ansatzes hervorhob, die Methoden der klassischen Mathematik
exakt und erschopfend beschrieben, also den Bestand der klassischen Mathe-
matik formal gekennzeichnet zu haben.!®’ In dieser Funktion wurde das , lo-
gizistische Nebenprodukt” Formalisierung fiir das HP so zentral, dafs das Pro-
gramm selbst gelegentlich ,Formalismus” genannt wurde — eine Bezeichnung,
die leicht dazu fiihrt, nicht mehr sorgfaltig zwischen der eigentlichen Mathe-
matik und ihrer Formalisierung bzw. formalen Beschreibung zu unterscheiden.
Dies hat sicher nicht unwesentlich zu den weitldufigen MifSverstdndnissen des
Hilbertschen Formalismus beigetragen, auf die im Formalismus-Kapitel ndher
einzugehen sein wird.!”! Eine Reihe dieser Mif3verstandnisse lassen sich auf die
Polemiken aus der Feder Luizen Egbertus Jan Brouwers zurtiickfiihren, des Be-
griinders des Intuitionismus.

3.2 Intuitionismus

Jeder ,neutrale” Versuch, einen kurzen Abrifd des Intuitionismus zu geben, sieht
sich erheblichen Schwierigkeiten gegeniiber, wenn er versucht, den Intuitionis-
mus dingfest zu machen und dabei eine gewisse Objektivitdt zu wahren. Die-
se Schwierigkeiten haben verschiedene sachliche Griinde und ihre Diskussion
zeigt einige Charakteristika des Intuitionismus. Daher soll die folgende Darstel-
lung mit der Erorterung dieser Schwierigkeiten beginnen.

3.2.1 Schwierigkeit der begrifflichen Festlequng

Dartiber, was Intuitionismus eigentlich ist, gibt es zwischen Intuitionisten und
den Intuitionismus-freundlichsten Nicht-Intuitionisten keine Einigkeit.!??
Die Intuitionisten selbst vertreten nach David C. McCarty bis heute die The-
se, daf8 der Intuitionismus einer
,klaren, hellen StraSe mathematischer Griinde folgt und an einen sicheren Aussichtspunkt

gelangt, von dem zu sehen ist, dafy die herkommliche Mathematik generell falsch ist.”
MCCARTY, Intuitionism [2005a], 357

sung Grundlagen der Mathematik aus dem Wintersemester 1922/23 (HILBERT, Wintersemester 22/23
(Kneser) [1923%], 2).

1%0y¢]. VON NEUMANN, Die formalistische [1931], 116.

191ygl. Kapitel 4, S. 131f.

1%2Zum Intuitionismus im Allgemeinen ist hilfreich: HEYTING, Grundlegung [1931]; SCHLIMM,
Aguainst against [2005].
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Nach dieser Charakterisierung konnte es also niemanden geben, der nach her-
kommlicher Auffassung Mathematiker und zugleich Intuitionist und verniinftig
ist —es sei denn, jemand der sich gerade , bekehrt”. (Und dafs hier eine Wendung
aus dem religiosen Sprachgebrauch passend ist, ist kein Zufall.)

Die meisten Grundlagentheoretiker und mathematischen Logiker verstehen
unter , Intuitionismus” wohl vor allem die intuitionistischen Varianten klassi-
scher mathematischer Theorien. Diese Varianten unterscheiden sich von ihren
klassischen Versionen durch die Beschrankung der Logik: kein allgemeines Ter-
tium non datur, keine allgemeine Involutivitdt der Negation. Damit sind auch
Anpassungen der mathematischen Axiome und Schlufiregeln verbunden, wie
beispielsweise die Unterscheidung von Induktion und Prinzip der kleinsten
Zahl, die unter klassischer Logik dquivalent, unter intuitionistischer Logik je-
doch durchaus verschieden sind. Daneben gibt es ernstzunehmende Anwen-
dungen intuitionistischer Logik im Bereich der Beweisbarkeits- oder der episte-
mischen Logik.

Die Intuitionismus-freundliche Fraktion der nicht-intuitionistischen Mathe-
matikphilosophen und Grundlagentheoretiker schliefllich versteht unter Intui-
tionismus eine mathematikphilosophische Grundhaltung, nach der den logi-
schen Zeichen eine von der klassischen abweichende (Be-)Deutung gegeben
wird. Oder sie geht an den Intuitionismus mit einer hypothetischen Attitiide
heran: ,,Stellen wir uns doch einmal vor, wir wiren Intuitionisten. Wie weit wiir-
den wir an dieser Stellen dann kommen?” Oder sie sieht die durch intuitionis-
tische Schlufsweisen gewonnenen Resultate als ,konstruktiv” oder irgendwie
sonst , besonders” an, nach dem Motto: ,,Wenn wir etwas klassisch wissen, ist
es gut, wenn wir es sogar intuitionistisch wissen, umso besser.”

Wendet man sich den beteiligten Personen zu, findet man kaum stiarker ge-
schlossene Reihen. Sicher ist der Intuitionismus als Philosophie der Mathematik
wohl mit keinem Namen so eng verbunden wie mit dem des hollandischen Ma-
thematikers L. E. J. Brouwer (1881-1966). Aber schon diese Zuordnung ist nicht
unproblematisch, und zwar vor allem aus drei Griinden. Erstens bezieht sich
Brouwer selbst mit seinen ersten offentlichen Verwendungen des Ausdrucks
Intuitionisten” in erster Linie auf eine Schule franzdsischer Mathematiker bzw.
Mathematikphilosophen um Henri Poincaré. Der Intuitionismus geht also in
Brouwers Augen nicht auf ihn selbst zuriick.!%® Zweitens hat die Position sach-
lich auch Vorldufer aufierhalb der Zirkel Brouwers und Poincarés, die aber ge-
rade fiir Hilberts Entwicklung seines Programms von grofier Bedeutung wa-
ren und die Hilbert gern mit den Intuitionisten zusammenstellt, wie etwa Leo-
pold Kronecker.!® Drittens fiihren die eben diskutierten sachlichen Differenzen
in der Auffassung, was Intuitionismus sei, auch zu Meinungsverschiedenheiten
dariiber, welche spéteren Autoren noch zu ihm zu rechnen sind. In weiten Tei-
len der Diskussionslandschaft, in der der Ausdruck , Intuitionismus” eine Rolle

1%Vgl. BROUWER, Intuitionism and Formalism [1912], 67, 69-70.
1MVgl. etwa HILBERT, Neubegriindung [1922], 160.
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spielt, hat er seine ,Salonfahigkeit” gerade dadurch erhalten, daf} die Nachfolger
Brouwers von wesentlichen Elementen seiner philosophischen Haltung abgewi-
chen sind. Also ist auch hier die groflere Nahe zu Brouwer nicht unbedingt ein
Kriterium dafiir, Intuitionist oder auch nur eine intuitionistische Theorie zu sein.
Um nur die zwei bekanntesten Beispiele zu erwdhnen: Hermann Weyl hat in
seiner mittleren Schaffensperiode eine ziemlich intuitionistische Position vertre-
ten, die Brouwer partout nicht als intuitionistisch klassifiziert sehen wollte, und
Arendt Heyting hat sich mit der Aufstellung formaler intuitionistischer Theori-
en schon ein Stiick weit von Brouwers Grundiiberzeugung verabschiedet, dafs
Mathematik nicht aus Mengen von Sitzen besteht.

Jedenfalls sind in diesen beiden Problemziigen schon wichtige Stichworte
gefallen: Personennamen, die neben Brouwer die frithen franzosischen Intuitio-
nisten um Poincaré, die frithen deutschen Intuitionisten wie Kronecker, die spa-
ten wie Weyl und die intuitionistischen Logiker wie Heyting umfassen. Daneben
wichtige sachliche Positionen, die fiir den Intuitionismus typisch sind, wie die
besondere philosophische Grundhaltung gegeniiber der Mathematik insgesamt,
die Beschrankung der Logik, ein verdanderter Aufbau mathematischer Theorien
und die Anwendung der intuitionistischen formalen Logik.

Selbstverstandlich spielt der Name Brouwers im Intuitionismus eine wich-
tige Rolle. Es ist nur zu beachten, dafs man, wenn man heute von ,Intuitionis-
mus” oder ,intuitionistischer Logik” spricht, damit im Allgemeinen nicht das
meint, was Brouwer im Sinn hatte. Im heutigen Sprachgebrauch lassen sich min-
destens drei Bedeutungen von ,Intuitionismus” unterscheiden: 1. Die gesamte
von Brouwer vorgelegte Philosophie der Mathematik und die dementsprechend
aufgebauten Teile der Mathematik, 2. ein Teil dieser Philosophie, der mit dem
Stichwort , konstruktiv” zusammenhangt, 3. Intuitionistische Logik oder intui-
tionistische Versionen formaler Theorien, die echte Teiltheorien ihrer sog. ,klas-
sischen” Varianten sind. Im Folgenden soll im Bezug auf diese verschiedenen
,Intuitionismen” dafiir argumentiert werden, dafd 1. Brouwers radikale Version
mathematisch nicht tiberzeugend und philosophisch ungentigend ist (und Hil-
bert sie deshalb bekdampft hat), dafs 2. der Gedanke, daf$ konstruktiv aufgebau-
te Teile der Mathematik als besonders gerechtfertigt gelten, von Hilbert in der
Konzeption des Finitismus aufgenommen worden ist, und dafs 3. intuitionisti-
sche Versionen klassischer formaler Theorien ein wertvolles Hilfsmittel und ein
interessantes Studienobjekt fiir die Mathematische Logik sind (und dies sogar
schon vor Brouwer waren).

Die folgenden Ausfithrungen werden dabei nicht in einen moglichst objek-
tiv referierenden und einen disputativen Teil aufzuspalten versucht, sondern die
einzelnen Punkte werden, kaum das sie benannt sind, auch schon in Diskussio-
nen verwickelt sein. Dies liegt einerseits daran, daf$ sich schon an den Formulie-
rungen, mit denen man referieren will, theoretisch viel entscheidet. Andererseits
ist es aber auch der Art geschuldet, mit der der friihe Intuitionismus aufzutre-
ten pflegte und die auch schon angeklungen ist. Die Rede ist von der Radikali-
tat und Polemik, wie sie sich beispielsweise darin ausdriicken, dafs die gesamte
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herkémmliche Mathematik pauschal als ,falsch” deklassiert wird. Zumindest
in diesem Punkt wird man Brouwer seinen Rang als Meister des Intuitionismus
kaum streitig machen konnen.

3.2.2  Brouwers Philosophie der Mathematik

Brouwer entwickelte eine philosophische Sichtweise auf die Mathematik, die
ihn zu einer radikalen Kritik an den Bestanden mathematischen Denkens ver-
anlafte.10 Gegen den Logizismus vertritt er die These, dafs Mathematik nicht
in der Anwendung formallogischer SchlufSprinzipien bestehen kann und {iiber-
haupt kein Gebdude von Sitzen ist.

Der Brouwersche Intuitionismus betont hdufig den freien, geistigen Charak-
ter der Mathematik. Sie soll konzipiert sein ,,als freie, lebendige Aktivitdt des
Denkens”, als ,ein Erzeugnis des menschlichen Geistes”.1% Diese Beschreibun-
gen klingen natiirlich in den Ohren jedes Freundes der Mathematik sehr anzie-
hend. Sie sind allerdings keineswegs ein Proprium des Intuitionismus. Zu er-
innern ist nur an Cantors Ausspruch , Das Wesen der Mathematik liegt in ihrer
Freiheit!” oder an Dedekinds Auffassung von den Zahlen als , freie Schopfungen
des menschlichen Geistes” — und beide Mathematiker waren nicht im Entfern-
testen Intuitionisten. Der Brouwersche Intuitionist bringt jedoch die Betonung
der freien geistigen Natur der Mathematik als eine Art ,, Argument” fiir seine
Position vor. Sie wird als leuchtendes Gegenstiick zur logizistischen und dann
auch zur sog. ,formalistischen” Position dargestellt, die darin bestehen soll, die
Bedeutung des Mathematiktreibens auf das rein mechanische Ableiten von Fol-
gerungen aus formalen Systemen reduziert zu haben.

In Wirklichkeit hat Frege die Moglichkeit, formal zu denken, betont und
damit keineswegs die Bedeutung des Ausdrucks ,denken” verdndert. Denn
auch er hat ein ,blofles Formeln” als Gefahr fiir die Fruchtbarkeit der Wissen-
schaft angesehen. Der Formelmechanismus darf nicht den Gedanken ersticken.
Die Uberfiihrung von mathematischen Theorien in eine formal-logische Theo-
riegestalt erfiillt vielmehr eine Funktion, die Frege mit der genialen Metapher
vom Verholzungsvorgang beim Pflanzenwachstum beschreibt.!?” Hilbert war,
wie schon erldutert wurde, einer der grofiten Anhdnger von Cantors Freiheits-
Diktum tiber die Mathematik. Er sah diese Freiheit jedoch in der axiomatischen
Methode aufs beste verwirklicht (vgl. Abschnitt 2.5.1, S. 76ff.). Freiheit also fiir
den Intuitionismus und gegen die Logizisten und Formalisten zu verwenden,
ist selbst schon ein polemischer und unsachlicher Ansatzpunkt. Die Uberzeu-
gungskraft von Brouwers Argumentation verdankt sich zum Gutteil einer un-
sachlichen Darstellung der Gegenpositionen, deren Unzuldnglichkeit dazu ein-

1%Djes ist gegen McCartys These festzuhalten, nach der es vorgeblich mathematische Einsichten
sind, die zum Intuitionismus fiihren.

" HEYTING, Grundlequng [1931], 106.

]07Vgl. Brief Freges an Hilbert vom 1. 10. 1895; FREGE, Briefwechsel [1976], 58-59.
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gesetzt wird, Bediirfnisse zu wecken, die dann auf ihre intuitionistische Losung
hin kanalisiert werden.

Eine wirkliche Differenz zwischen Brouwer und den Logizisten liegt jedoch
in der Konzeption und in der systematischen Relevanz des Denkens. Nach Brou-
wer ist die , freie, mathematische” Denktatigkeit in der reinen Anschauung (In-
tuition) der Zeit begriindet. Nicht nur die mathematischen Erkenntnisse selbst,
sondern auch die Objekte der Mathematik sollen geistig erzeugt sein. So schreibt
der Brouwersche Intuitionist nach Heyting den ganzen Zahlen keine Existenz
unabhingig von unserem Denken zu, und konsequenterweise auch keine Eigen-
schaften, die nicht durch das Denken erkennbar wiren.!® Brouwer bestimmt
den ,,Ort” der mathematischen Exaktheit als den menschlichen Intellekt, wah-
rend er dem Formalisten nur die Exaktheit ,auf dem Papier” zuteilt.!’” In aller
Schérfe kritisiert er Positionen, die die Frage nach dem Glauben an mathemati-
sche Uberzeugungen der Psychologie zuweisen und dadurch alles Geistige aus
der Mathematik fernhalten wollen. Damit scheint er sehr nahe an eine Identifi-
kation des Denkens mit psychischen Akten zu kommen, die Frege so iiberzeu-
gend als unzulédssige Verwechselung von Normativitdt und Faktizitdt kritisiert
hat. Um dies definitiv sagen zu konnen, wére jedoch eine detailliertere Ausein-
andersetzung mit Brouwers Auffassung des Denkens nétig, als sie hier gesche-
hen kann.

Jedenfalls gibt es nach Brouwers Konzeption nach dem Tod des letzten ma-
thematisch denkenden Menschen nicht nur keine Mathematik mehr, es gibt auch
keine Zahlen mehr, keine Mengen, keine geometrischen Sachverhalte und so
weiter. Eine derartig enge Bindung nicht nur mathematischer Erkenntnis, son-
dern auch der mathematischen Sachverhalte selbst an das Vorhandensein einzel-
ner denkender Subjekte kann man treffend , subjektivistisch” nennen. Und man
muf kritisch fragen, ob eine solche Konzeption die Objektivitdt mathematischer
Erkenntnis erkldren kann, von der nicht nur die Mathematiker selbst {iberzeugt
sind, sondern die auch von unserer Alltagserfahrung her als ein typisches Merk-
mal der Mathematik erscheint: Wenn etwa in einer Rechnung einmal ein Fehler
aufgezeigt worden ist, gibt es kaum noch Bedarf, dariiber zu diskutieren, ob
man die Losung nicht doch als richtig ansehen konnte. Mit der Objektivitats-
problematik ist fiir einen subjektivistischen Ansatz wie den intuitionistischen
ein gewichtiges Problem markiert. Der einzig verbleibende Weg fiir eine Erkla-
rung der Objektivitdt der Mathematik scheint unter diesen Vorgaben die Annah-
me einer grundséatzlichen Gleichartigkeit der Geiste verschiedener Menschen zu
sein, und damit eine relativ starke metaphysische These.

Der Brouwersche Intuitionist geht nach Auskunft Heytings aber noch wei-
ter. Er faf3t die Zahlen nicht nur als reine Denkgebilde auf, sondern verkniipft
Aussagen iiber ihre Existenz mit einer weitergehenden Forderung. Je nach Kon-
text wird diese Forderung als denkerische Bestimmung der einzelnen Zahl, als

I®HEYTING, Grundlequng [1931], 106-107.
9BROUWER, Intuitionism and Formalism [1912], 67.
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Konstruierbarkeit oder als Aufweisbarkeit expliziert. Man miifste hier eigent-
lich fragen, warum man davon ausgehen kann — wie die Intuitionisten es tun
— daf$ diese drei Forderungen zusammenfallen. Jedenfalls wird im Folgenden
der Terminologie der Intuitionisten gefolgt und die drei Forderungen werden
austauschbar verwendet.

3.2.3 Intuitionistische Logik

Von einem logischen Standpunkt aus betrachtet ist es fiir den Intuitionismus
typisch, das (uneingeschrankte) Prinzip des ausgeschlossenen Dritten / Terti-
um non datur AV —~A abzulehnen, und zwar besonders in Bezug auf Aussagen,
die Quantoren enthalten. Die Kritik am Tertium non datur 1dft sich plausibel
machen, wenn man die Rede von Existenz eng an die Aufweisbarkeit oder Kon-
struierbarkeit kniipft. Weifs man von einer Eigenschaft E, daf nicht alle Objekte
eines Gegenstandsbereichs die gegenteilige Eigenschaft —F haben konnen, so
folgt aus dem Tertium non datur, dafs es ein Objekt x geben mufs, das die Eigen-
schaft £ hat. Dieser Gedankengang zeigt jedoch im Allgemeinen keineswegs
ein konkretes Objekt mit der Eigenschaft £ auf. Daher ist die Konklusion, es
gibt ein solches F, intuitionistisch nicht akzeptabel und das Prinzip des Tertium
non datur, das zu dieser Konklusion gefiihrt hat, ist zurtickzuweisen.

Damit hdangt eng die Ablehnung der Involutivitit der Negation zusammen,
d.h. des logischen Gesetzes, nach dem die doppelte Negation wieder die unne-
gierte Aussage ergibt (——A — A). Da in intuitionistischer Logik im Allgemei-
nen die negative Version des Tertium non datur gilt (-A V == A), wiirde aus der
Involutivitdt der Negation das (positive) Tertium non datur folgen, und umge-
kehrt impliziert das volle Tertium non datur auch die Involutivitét, sobald ein
Ex-falso-quodlibet-Prinzip vorhanden ist.

Auch die intuitionistische Zuriickweisung des Involutionsprinzips 1af3t sich
durch Anbindung an epistemische Begriffe leicht plausibel machen. (Und, mei-
ner Meinung nach, im Wesentlichen nur so.) Wenn man nicht weifs, dafs man
nicht weifs, daf$ p, dann weif$ man noch lange nicht p. Etwas eingéngiger for-
muliert: Wenn man von seiner p-Ignoranz nichts weif, dann impliziert das noch
nicht, daff man p weifs. Ein Beispiel: Gesetzt, ein Zeitgenosse, der sich ehrlich
tiber seinen Kenntnisstand Rechenschaft gibt, habe keine Ahnung davon, daf3
das Element Gold nur ein stabiles Isotop besitzt. Da er aber iiberhaupt noch nie
etwas von Isotopen gehort hat, weif$ er nicht, dafs ihm diese chemische Tatsa-
che noch in seinem Wissensset fehlt. Er weifd also nicht, dafd er nicht weif3, daf3
Gold nur ein stabiles Isotop besitzt, d. h. er ist im Status des Nicht-Wissens, dafs
er nicht weifs, dafy p. Niemand kdme auf den Gedanken, diesem Zeitgenossen
zuzuschreiben, er wisse p, er wisse, dafd Gold nur ein stabiles Isotop besitzt.

Fiir den Intuitionismus ist es geradezu charakteristisch, Satze nicht als Tat-
sachenbehauptungen mit direktem Wahrheitsanspruch, sondern als epistemi-
sche Behauptungen tiber Wissensanspriiche zu interpretieren. Diese Auffassung
kommt zum Tragen, wenn es darum geht, ob eine bestimmte Voraussetzung ge-
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rechtfertigt ist oder nicht. Ein Satz p wird dann nicht als Behauptung des Sach-
verhalts, daf3 p, gelesen, sondern als Behauptung tiber ein Wissen von dem Sach-
verhalt, daf3 p. In intuitionistischer Lesart handeln Aussagen nicht von den Din-
gen, von denen sie handeln, sondern von epistemischen Einstellungen im Bezug
auf diese Dinge. Aus dieser , Verwechslung” lafit sich positives Kapital schla-
gen, indem man intuitionistische Logik als Kodifizierung epistemischer Logik
auffafit. Dazu spielt es kaum eine Rolle, welcher epistemische Operator genau
vor die eigentlichen Behauptungen gestellt wird: , Es ist beweisbar, dafs... ”, , Ich
weifs, daf...”, ,,Der Ideale Mathematiker weifs, dafs...” usw. Diesen Zusam-
menhang zwischen intuitionistischer und epistemischer Logik (d. h. der , Logik”
epistemischer Satzoperatoren) hat schon Kurt Godel 1933 beobachtet.!1?

Wenden wir uns von der Frage der Rechtfertigung bzw. Plausibilisierung
der intuitionistischen Beschrankungen der Logik zur Frage, was materialiter an
Logik verbleibt. Es sind ja nicht nur Tertium non datur und die Involutivitit der
Negation als Axiome zu vermeiden, sondern schliefllich auch alle Prinzipien,
die diese implizieren. Umgekehrt sind auch Axiome einzufiihren, die vielleicht
sonst mittels des Tertium non datur abgeleitet werden konnen, es aber nicht im-
plizieren, so daf3 sie in den Bereich der intuitionistisch erlaubten SchlufSweisen
fallen.

Eine wichtige Vorarbeit fiir die intuitionistische Aussagenlogik hat Bertrand
Russell schon in den Principles of Mathematics geleistet.!!! In dieser Publikation
aus dem Jahr 1903 unterscheidet er sorgfiltig die aussagenlogischen Axiome,
die das Tertium non datur implizieren, von denen, die es nicht implizieren. Gri-
gori Mints hat darauf hingewiesen, dafs diese Differenzierung genau den Un-
terschied zwischen intuitionistischer und klassischer Aussagenlogik trifft.!'1? So
bilden die ersten neun der Axiome, die Russell im § 18 prasentiert, ein System
intuitionistischer Aussagenlogik, wahrend der nicht-intuitionistische Anteil ge-
nau in dem einen Prinzip des Tertium non datur besteht, das als zehntes Axiom
hinzugefiigt wird. Russell gibt Beispiele sowohl fiir Aussageformeln, die sich
schon aus den Axiomen 1.-9. ableiten lassen (z. B. p — ——p), als auch fiir solche,
die tiber den Axiomen 1.-9. zum Axiom 10. d&quivalent sind (z. B. ~——p — p). Rus-
sell hat also die intuitionistische Aussagenlogik antizipiert. Es ist interessant zu
bemerken, dafd Brouwer zu der Zeit, als er seinen Intuitionismus entwarf, Rus-
sells Aufsatz kannte.!3 Wie stark der Einflu Russells auf Brouwers Konzeption
war, ist jedoch nicht eindeutig geklart.

Die intuitionistische Logik ist durch (meta-)logische Eigenschaften gekenn-
zeichnet, die man aus der klassischen Logik nicht kennt. So folgt aus der Be-
weisbarkeit einer Disjunktion A V B schon die Beweisbarkeit eines der beiden
Disjunktionsglieder. Und hat man etwa eine Existenzaussage 3xF'(z) bewiesen,
so kann man einen Term ¢ angeben, so dafd F'(t) beweisbar ist.

"OGODEL, Eine Interpretation [1933f].
MRUSSELL, The Principles [1903)].

11250 MINTS, Russell’s Anticipation [2001].
13565 vAN DALEN, Brouwer [1999].
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3.2.4 Intuitionistische formale mathematische Theorien

Waéhrend man die Aussagenlogik wie Russell informell betreiben kann, bedeu-
tet es eine deutliche Weiterentwicklung, formale intuitionistische Axiomensys-
teme zu haben. Hier sind besonders die Arbeiten von Brouwers Schiiler Arendt
Heyting (1898-1980) zu nennen. Indem er intuitionistische formale Systeme auf-
stellte, wurde der Intuitionismus mit der Standardmathematik (der sogenann-
ten , klassischen” Mathematik) vergleichbar und konnte in die Welt der moder-
nen Mathematik und mathematischen Logik eingeordnet werden. Man wird sa-
gen miissen, dafs dies eine wirkliche Transformation oder Fortentwicklung des
urspriinglichen Brouwerschen Gedankenguts darstellte, die sich beispielsweise
von Brouwers Uberzeugung verabschiedete, daf8 mathematische Theorien keine
Satzsysteme sind.

Heyting stellte sowohl Axiomensysteme fiir die intuitionistische Aussagen-
logik, als auch solche fiir die intuitionistische Arithmetik auf, die daher heute
ihm zu Ehren ,,Heyting-Arithmetik” (HA) genannt wird.

Intuitionistische Logik spielt heute nicht nur eine Rolle in formalen Syste-
men, mit denen {iberzeugte Intuitionisten arbeiten, sondern auch in konstruktiv-
mathematischen Theorien wie CZF oder HA. Die Moglichkeiten, mittels Her-
brandscher Sétze aus intuitionistischen Existenzbeweisen Existenzbeispiele zu
extrahieren, machen es attraktiv, auch in intuitionistischen Theorien nach Be-
weisen zu suchen. Untersuchungen zur Beweisbarkeitslogik oder zur forma-
len Epistemologie konnen die intuitionistische Logik gewinnbringend anwen-
den. Den Zusammenhang zwischen intuitionistischer Logik und der epistemi-
schen Logik oder der (klassischen) Beweisbarkeitslogik nutzt auch die Brouwer-
Heyting-Kolmogorov-Interpretation, die eine Beweisbarkeits-Semantik fiir in-
tuitionistische Theorien zur Verfiigung stellt.

3.2.5 Intuitionistische Mathematik

Brouwer ist diesen Weg der Vermittlungsarbeit nicht gegangen. Er hat jedoch
Zeit und Miihe nicht nur auf seine polemischen Verteidigungsreden des Intuitio-
nismus verwandt, sondern auch auf den Aufbau intuitionistischer Mathematik.
Die intuitionistische Vorgehensweise tritt dabei mit dem Anspruch auf, ,den
einzig moglichen Weg” zu beschreiten, um ,von der einmal angenommenen
Grundeinstellung aus die Mathematik aufzubauen”.!' Diese Beschreibung, die
von Heyting stammt, kann man in zwei grundsétzlich verschiedene Richtungen
kritisieren.

Die treffendste Kritik scheint zu sein, daf$ hier von einem Aufbau der Mathe-
matik die Rede ist. In Wirklichkeit handelt es sich um eine ganz neue Mathe-
matik und nicht um einen Aufbau dessen, was bisher unter ,Mathematik” ver-
standen wurde, nur jetzt auf intuitionistischer Grundlage. Dies ist der scharfs-
te materiale Unterschied zwischen Intuitionisten und z. B. den Logizisten. Wie

MHEYTING, Grundlequng [1931], 115.
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uiberaus schroff diese Unterschiede in der Sache sind, wird anhand eines Bei-
spiels gleich noch zu erortern sein.

Eine ganz andere Kritik bringen radikale Intuitionisten vor. Mit McCarty ge-
fallen sie sich in der Vorstellung, es seien keine philosophischen Griinde, die den
Intuitionismus zu einer verkiirzten klassischen Theorie zwéngen, sondern genu-
in mathematische Erkenntnisse wiirden sozusagen zum Intuitionismus , zwin-
gen”. Eingangs wurde schon McCartys Satz zitiert, nach dem der Intuitionismus
einer ,klaren, hellen Strafie mathematischer Griinde folgt” und so zu seiner Be-
streitung klassisch-mathematischer Resultate gelangt. Die genauere begriffliche
Analyse konnte und mdiifite hier zeigen, dafs diese Griinde keine mathemati-
schen Griinde sein konnen, da sie die Grundprinzipien und SchlufSweisen be-
treffen, mit denen die Mathematik operieren kann, und damit eine fundamen-
tale Differenz in der Auffassung dessen, was mathematisch ist und was nicht.
Denn sonst wiirde der Intuitionist dieser Couleur nicht dahin gelangen kénnen,
die nicht-intuitionistische Mathematik generell abzulehnen.

Sei es dahingestellt, welcher Art nun die Griinde sind, die zur intuitio-
nistischen Reformation bewegen sollen. Es bleibt, dafs der Intuitionismus ei-
ne Reform der Mathematik anstrebt und damit in eine argumentative Vorleis-
tungspflicht gerit. Diese betrifft nicht nur die sachliche Kritik an den logisch-
mathematischen Grundprinzipien, die der Intuitionismus so reichlich bereitge-
stellt hat, sondern auch das begrifflich-philosophische Problem, etwas anderes
als die herkommliche Mathematik als Mathematik ausgeben und etablieren zu
wollen. Warum soll man intuitionistische Mathematik tiberhaupt als Mathema-
tik ansehen, bevor man sie gar fiir die bessere Mathematik halten soll? — Dies
ist keine ,akademische” Frage, sondern riihrt aus der harten Gegensétzlich-
keit her, die zwischen den intuitionistisch-mathematischen und den klassisch-
mathematischen Resultaten besteht.

Die schlagendsten Beispiele fiir einen solchen Gegensatz entstammen der
Analysis. In der klassischen Mathematik gibt es unstetige Funktionen von R

nach R, beispielsweise
1 firz=1

0 farz #1.

Diese Funktionen kennt man schon aus der Schulmathematik und man wird sa-
gen wollen, dafs f eine Funktion ist, die iiberall konstant gleich 0 ist, und nur
an der einzigen Stelle # = 1 auf 1 ,springt”. Erlaubt man diese Art von Funkti-
onsdefinition, so ist f ein Paradebeispiel einer nicht-stetigen Funktion. Dies ist
intuitionistisch nicht der Fall. Dem sog. ,Brouwersche Theorem” zufolge sind
alle Funktionen von R nach R stetig. Dieser Satz folgt unzweifelhaft aus den
Grundsédtzen der intuitionistischen Analysis, so daf es keinen Sinn macht, ihn
zu bestreiten. Es ist vielmehr die Frage, wie man sich zu ihm stellt und damit zu
den Axiomen, aus denen er folgt.

Nach McCarty ist dieses Theorem ein ,positives Resultat”, das Anlafy zu
,respektvollem mathematischen Dissens” gibt, an den sich dann moglicherwei-
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se philosophische Diskussionen anschliefien konnten. McCarty meint, dafs das
Brouwersche Theorem ein positives Resultat sei, weil es ein , Ergebnis” ist: Man
wisse jetzt, dafs alle Funktionen von R nach R stetig sind — was man vor dem
Beweis des Brouwerschen Theorems nicht gewufst hat. Das ist ein positives Re-
sultat, denn es sagt, daf3 alle Funktionen einer bestimmten Klasse eine bestimm-
te Eigenschaft haben. Man spricht diesen Funktionen sozusagen etwas zu, und
das ist positiv.

Eine derartige Interpretation greift natiirlich nur willkiirlich die eine Seite
der Medaille heraus, denn die Aussage, dafs alle solchen Funktionen stetig sei-
en, spricht ihnen ja zugleich die Unstetigkeit ab und ist so genauso ,negativ”
wie ,positiv”. Und noch mehr: der Brouwersche Satz kann als ganzer ja auch
als negatives Resultat gelesen werden, denn er sagt, daf$ es unstetige Funktionen
von R nach R nicht gibt. So zeigt sich, daf der radikale Intuitionismus schon von
innen heraus in sich zusammen fallen mufS. Und man braucht gar nicht mal ,ex-
trinsisch” damit zu argumentieren, daf} , Resultate” wie der Brouwersche Satz,
wenn man ihn ohne jeglichen philosophischen oder grundlagentheoretischen
Zweck, nur als Aussage tiber die Stetigkeit aller reellen Funktionen betrachtet,
fiir 99% aller Mathematiker keinen Sinn machen wird, die mathematische Praxis
verfehlt und ihren grundlegenden Intuitionen, Ideen, Vorstellungen und Begrif-
fen widerspricht. In den Augen eines Mathematikers konnen sie daher nur von
einer verfehlten Grundlage her abgeleitet worden sein.

Im Bezug auf das Beispiel der bei 1 unstetigen Funktion f wird der Intuitio-
nist die Funktionsdefinition durch Fallunterscheidung nicht prinzipiell bestrei-
ten. Sie hat die logische Struktur ,wenn x = 1 ist, dann ist f(z) = 1, und, wenn
x # 1ist, dann ist f(z) = 0”. Ob hier eine totale Funktion definiert wird oder
nicht, hiangt somit vom Tertium non datur fiir reelle Zahlen ab. Solange man
nicht voraussetzen kann, dafs + = 1V x # 1 fiir alle reellen Zahlen x gilt, ist
nicht gesichert, daf$ f total ist. Das Problem liegt also weniger in dem unplausi-
blen Brouwerschen Satz, dafs alle reellen Funktionen stetig sind, sondern schon
in dem Begriff der (totalen) Funktion. Im intuitionistischen Theoriekontext ist
diese Voraussetzung so stark, dafs aus ihr die Stetigkeit folgt. Die Frage ist al-
so, ob dieser Begriff bzw. die intuitionistische Beschrankung der Moglichkeiten,
Funktionen (erfolgreich) zu definieren, der mathematischen Praxis entspricht.
Hier legt sich, gerade von der Praxis her, eine negative Antwort nahe. Dies wi-
re allerdings das Feld einer sehr weit fithrenden Diskussion des Intuitionismus,
die hier nicht durchgefiihrt werden kann.

3.2.6 Intuitionismus und Beweistheorie

Der Einflufd des Intuitionismus auf die Beweistheorie war vielféltig. In histori-
scher Perspektive ist zum Beispiel die motivationale Kraft nicht zu unterschét-
zen, die Weyl und Brouwer durch ihre heftige Opposition auf Hilbert ausiibten
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und die ihn zweifellos herausforderte.!’> Dabei ging es natiirlich nicht um die

pure Lust am Widerspruch, sondern durchaus um eine sachliche Debatte, nur
eben angetrieben und erhitzt durch deutliche Positionen, harte Invektiven und
teilweise sogar polemisch gefiihrte Diskussionen.

Die offentliche sachliche Auseinandersetzung begann Hilbert mit dem Vor-
trag Neubegriindung von 1921, der 1922 in Druck ging. Schon zuvor hatte er je-
doch Brouwer in seinen Vorlesungen erwédhnt. So endet die Vorlesung des Win-
tersemesters im Marz 1920 mit der Entwicklung eines streng finiten Gleichungs-
kalkiils, dessen stark beschriankte Beweismittel kein Tertium non datur rechtfer-
tigen. Hilbert schliest die Vorlesung mit dem Satz, dafs man so

,ein Verstandnis fiir den Sinn der neuerdings von Brouwer aufgestellten paradoxen Be-
hauptung [gewinnt], dass bei unendlichen Systemen der Satz vom ausgeschlossenen Drit-

ten (das ,tertium non datur’) seine Giiltigkeit verliere.”
HILBERT, Wintersemester 20 [1920*], 61-62

In den spidteren Auseinandersetzungen macht Hilbert mehr und mehr kriti-
sche Punkte gegeniiber dem Brouwerschen Ansatz geltend. So weist er in Neu-
begriindung mit Entschiedenheit die ,Verbotsdiktate” gegen die Praxis der ma-
thematischen Analysis zuriick. Er erkennt aber doch auch eine gewisse Berech-
tigung der intuitionistischen Einwédnde gegen die herkdémmliche Analysis an.
Diese sind in seinen Augen jedoch dann erledigt, wenn die axiomatische Metho-
de zum Erfolg gekommen ist, d. h., wenn auch ein Widerspruchsfreiheitsbeweis
fir die axiomatisierte Analysis vorliegt. Brouwer hat es spéter, 1928, ebenfalls
so gesehen, daf} sich der Unterschied zwischen dem Intuitionismus und dem
(von ihm so genannten) Formalismus zu einer reinen Geschmacksfrage entwi-
ckeln konnte. Zunichst war die Zeit zwischen 1920 und 1928 jedoch von scharfer
Polemik und Auseinandersetzung gekennzeichnet. Dabei ist Hermann Weyl im
Vergleich mit Brouwer ein deutlich grofSerer Einflufd zuzusprechen als bisher an-
genommen. Nach dem Stand der Forschung ist die grofie Debatte tiber Grundl-
agentheorien und Intuitionismus in den 1920ern nicht durch Brouwers Aufsatz
tiber die Begriindung der Mengenlehre unabhingig vom logischen Satz vom ausge-
schlossenen Dritten ausgeldst worden, sondern erst durch Weyls Aufsatz Uber
die neue Grundlagenkrise der Mathematik.1® Brouwer hat von Weyls Darstellung
nichts gehalten und mehrfach, auch schriftlich, gefordert, den Intuitionismus
ihm und nicht Weyl zuzuordnen.!'” Weyls Ausfiihrungen entbehren zwar auch
nicht einer gewissen Deutlichkeit, sind aber bei weitem nicht so scharf wie die
Brouwerschen Polemiken. Wenn John von Neumann es spéter als ein Verdienst
des Intuitionismus bezeichnet, die Mifistande in der klassischen Mathematik
scharf formuliert und den Bereich der unbedingt zuverldssigen Begriffsbildun-
gen abgegrenzt zu haben,!!8 so gilt dies sicherlich eher fiir die Arbeiten Weyls

15yel. hierzu auch BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], 202.

HSBROUWER, Begriindung Mengelehre [1918]; WEYL, Grundlagenkrise [1921]. — Zum Stand der For-
schung siehe HESSELING, Gnomes [2003] und die zugehorigen Rezensionen.

7G0 VAN ATTEN, Hesseling Rezension [2004], 424.

18Vg]. VON NEUMANN, Die formalistische [1931], 116.
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als fiir diejenigen Brouwers. Und dies umso mehr, als innerhalb der Trias Logi-
zismus, Intuitionismus, Formalismus das Etikett ,Intuitionismus” die konstrukti-
vistische Stromung vertritt, der sich Weyl in erster Linie verpflichtet fiihlte.

Fiir Hilberts Entwicklung der Beweistheorie war es jedenfalls eine Art sach-
liche Triebfeder, gewisse grundlagentheoretische Zweifel an der Analysis anzu-
erkennen und zugleich die vorgeschlagenen Einschrankungen der mathemati-
schen Methoden rundweg abzulehnen, denn dazu mufste er der (berechtigten)
Kritik etwas entgegensetzen. Und es handelt sich natiirlich wirklich um Ein-
schrankungen, die die intuitionistischen Ansétze nach sich ziehen. Zwar fiihlen
von frith an bis heute Vertreter des Intuitionismus die Notwendigkeit, sich ge-
gen das ,weitverbreitete Mifiverstandnis” des Intuitionismus zu wehren, der
Intuitionist wiirde Verbote aufstellen und die Mathematik und Logik beschnei-
den, und dagegen zu behaupten, der Intuitionismus bilde , den einzig mogli-
chen Weg [...] von der einmal angenommenen Grundeinstellung aus die Ma-
thematik aufzubauen”.!'® Aber diese Betonung von Grundeinstellung und fol-
gerichtigem Vorgehen versus Beschrankungen von Mathematik und Logik ist
irrefithrend. Denn auch wenn es stimmt, daf3 der Intuitionismus bei der Formu-
lierung einer Grundeinstellung ansetzt und diese als Ausgangspunkt aller wei-
teren Uberlegungen ansieht, fiiliren diese Uberlegungen und Haltungen zu den
bekannten und oben diskutierten Beschrankungen von Mathematik und Logik.
Eine Kritik, die dem Intuitionisten vorwirft, die mathematischen Moglichkeiten
zu beschneiden, kann dieser nicht einfach dadurch aus der Welt schaffen, daf3 er
auf einen tiefliegenderen Ausgangspunkt verweist. Vielmehr miifite dieser Aus-
gangspunkt als in sich gerechtfertigt nachgewiesen sein, um mit Verweis auf ihn
die Kritik am Intuitionismus loszuwerden. Es ist jedoch nicht zu sehen, dafs die
Intuitionisten in dieser Hinsicht Erfolg gehabt hédtten oder haben konnten.

Ein anderer Einflufifaktor des Intuitionismus auf das Hilbertprogramm be-
steht in der Abgrenzung der metamathematisch zuldssigen Schlufiweisen. Das
Verhiltnis Intuitionismus-Finitismus wird im Kapitel iiber den Finitismus noch
genauer zu bestimmen sein (vgl. Kapitel 5, S. 151ff.). Hier sei aber zumindest
schon gesagt, dafd Hilberts Abgrenzung des finit Zulédssigen in weiten Teilen
deckungsgleich mit dem intuitionistisch Zuldssigen ist. Wenn Hilbert dies 1930
auch offen darlegt, kann man darin jedoch nicht einfach eine ,,Konversion” zum
Standpunkt seiner (einstigen) Gegner sehen. Dann tibersieht man ndmlich einen
wesentlichen Schachzug Hilberts. Er macht aus der Not seiner Gegner gewisser-
maflen die eigene Tugend: Wahrend die Intuitionisten die Einschrankung der
klassischen Mathematik forderten auf das Mafs dessen, was auch nach ihren
strengeren Mafsstdben unbedingt zuverlassig ist, will Hilbert diesen ,,Spiefs” re-
gelrecht ,umdrehen”, indem er die volle klassische Mathematik dadurch recht-
fertigen und halten will, daf$ er sie axiomatisch konzipiert und diese axiomati-
schen Systeme absichert durch Konsistenzbeweise, die mit intuitionistisch zu-
lassigen Mitteln zu fithren sind. So ist sein Ziel, die von den , strengen” Intui-

"HEYTING, Grundlegung [1931], 115.
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tionisten fiir zuverldssig erklarten Methoden zu einer Basis fiir die volle Mathe-
matik zu machen. Gelingt der Widerspruchsfreiheitsbeweis, so ist die klassische
Mathematik genauso ,sicher” wie die intuitionistische, und dennoch braucht
man auf ihren systematischeren Aufbau, ihre klareren logischen Gesetze und
ihre groflere Leistungsfahigkeit nicht zu verzichten. Wie gesagt mufl man hier
eine wirkliche Weiterentwicklung sehen: Hilbert hat die Perspektive umgekehrt
— von einem intuitionistisch zuliissigen, weil sicheren Restbestand zu einem sicheren,
weil intuitionistisch zuldssigen Basisbestand der Mathematik.

3.3 Zusammenfassung

Der Logizismus verfolgt eine Riickfiihrung der Mathematik auf die Logik, und
zwar durch Ubersetzbarkeit in rein logische Sprache (Sprachlogizismus) oder
durch Ableitbarkeit aus rein logischen Axiomen (Wahrheitslogizismus). Fiir das
von Hilbert verfolgte Grundlagensicherungsprogramm war dieser Ansatz du-
erst attraktiv. Die von Frege, Dedekind und Russell vorgelegten Arbeiten ha-
ben das Instrumentarium fiir grundlagentheoretische Arbeiten beachtlich er-
weitert. Das logizistische Programm stellte sich letztlich jedoch als nicht durch-
fihrbar heraus. Dedekind scheiterte an der Inkonsistenz seines Begriffs eines
,Systems alles Denkbaren”. Freges System war einerseits ebenfalls inkonsistent,
andererseits zu schwach, um auch nur die Existenz des Nachfolgers zu zei-
gen. Das Whitehead /Russellsche System der Principia Mathematica schliefslich
erkauft die Widerspruchsfreiheit mit einer starken Restriktion durch die Einfiih-
rung der Ordnungsstufen, die jedoch schon die Ableitung einfachster Sitze der
Analysis nicht mehr gestatten. Sie miissen deshalb aufgebrochen werden durch
das Reduzibilitdtsaxiom, dessen existenzialer Charakter wie der des Unendlich-
keitsaxioms die Grenzen des logizistischen Projekts tiberschreitet.

Mit dem Scheitern dieser Ansétze ist nattirlich noch nichts wirklich Defini-
tives iiber die Moglichkeit anderer logizistischer Ansdtze zur Zuriickfithrung
der Mathematik auf reine Logik gesagt. Allerdings sind die besten Kopfe — Ma-
thematische Logiker vom Rang eines Frege, Dedekind und Russell — an dieser
Aufgabe gescheitert und damit drangt sich die Einschatzung auf, dafs eine sol-
che Zuritickfithrung gar nicht zu leisten ist.

Das logizistische Projekt hat groflen Einfluf3 auf Hilbert ausgeiibt. Hilberts
Engagement in grundlagentheoretischen Fragen sank mit Poincarés herber Lo-
gizismuskritik und stieg mit der Publikation von Russells Principia erneut an.
Auch wenn die Verlangerung der Kette von Reduktionen mathematischer Theo-
rien auf immer grundlegendere Theorien bei der Zahlentheorie endete und von
dort nicht ohne Weiteres bis zur Logik fortgesetzt werden konnte, ist die Ent-
wicklung des HP ohne die bleibenden Leistungen der Logizisten undenkbar.
Die logischen Kalkiile, in denen sich grofie Teile der Mathematik aus einer tiber-
schaubaren Anzahl von Prinzipien herleiten lassen, waren gewissermafien ei-
ne notwendige Bedingung fiir die Konzeption einer Beweistheorie als Meta-
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Wissenschaft tiber formalisierte und operativ verendlichte mathematische Sys-
teme.

Brouwers intuitionistische Kritik hat vor allem das Verdienst gehabt, ,die
Frage nach den Ursachen der allgemein angenommenen unbedingten Zuver-
lassigkeit der klassischen Mathematik” neu aufgerollt zu haben.'? Fiir das
HP ist weniger die (negative) intuitionistische Einschrankung der Mathema-
tik entscheidend geworden, sondern vielmehr die von ihm ausgehende und
durch Heyting, Herbrand und andere prézise durchgefiihrte Abgrenzung eines
,Bereich[s] der unbedingt und ohne jede Rechtfertigungsnotwendigkeit zuver-
lassigen ,intuitionistischen’ oder ,finiten’ Begriffsbildungen und Beweismetho-
den”.12! Auf die Frage nach der genauen Abgrenzung zwischen Finitismus und
Intuitionismus wird im Kapitel {iber den Finitismus (Kapitel 5, S. 151ff.) noch
zuriickzukommen sein.

Hilbert hat nicht im strengen Sinne eine Alternativposition zu Logizismus
und Intuitionismus vertreten, wie es durch die unkritische Verwendung der Tri-
as , Logizismus, Intuitionismus, Formalismus” nahegelegt wird. Er war (zumin-
dest zeitweise) selbst Logizist und auch als ihm klar wurde, dafs das logizistische
Projekt nicht durchfiihrbar ist, blieb seine Ndhe zu formalen Methoden, seine
Betonung des rein logischen Schlieffens und die zentrale Rolle der Kalkiile in
seinem Ansatz eine Art bleibendes logizistisches Erbe. Hilbert war zwar sicher
kein Intuitionist im Sinne von Brouwers Philosophie der Mathematik, aber er
hat (je spéter, desto mehr) Brouwers Beschrankung des wirklich als sicher Gel-
tenden in der Mathematik fiir Grundlagenfragen mitgemacht, wenn auch mit
der positiven Wendung, das, was Brouwers Kritik {iberstanden hat, als wirklich
sicher anzusehen. Der grofite Unterschied zu Brouwer besteht darin, dafs Hil-
bert bei diesen Beschrankungen nicht stehen geblieben ist, sondern sie durch die
Einfithrung der metamathematischen Ebene im Bezug auf die Objektmathema-
tik letztlich entfernen wollte. Wenn man es schlagwortartig ausdriicken mochte:
Hilbert wollte mit Brouwer iiber Brouwer hinaus.
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Kapitel 4

Formalismus

Bei der Analyse des Logizismus und des Intuitionismus zeigte sich, dafs Hil-
berts Position keineswegs als radikaler Gegensatz zum Logizismus und zum
Intuitionismus aufgefafit werden kann. Hilbert verfolgte (zumindest zeitweise)
logizistische Ziele, teilte die Uberzeugung von einer bedeutsamen Rolle der for-
malen Logik fiir die Mathematik, vertrat viele der intuitionistischen Diagnosen
zu Grundlegungsproblemen in der Mathematik und legte schliefSlich mit dem
Finitismus eine Basistheorie vor, die man, wenn nicht als Variante des Intuitio-
nismus, so doch als eine nahe Verwandte interpretieren kann.

Hilbert gilt jedoch gemeinhin als der Hauptvertreter des Formalismus, der
dritten mathematikphilosophischen Position in der klassischen Trias. Zeigt sich
auch hier ein vielschichtigeres und durchbrocheneres Bild, als es die klassischen
Darstellungen der Trias gezeichnet haben?

Dafs Hilbert der Vertreter des Formalismus ist, hat sich zu einem Selbstlaufer
entwickelt und nur selten wird danach gefragt, was das eigentlich genau heiflen
soll und ob es denn auch seine Richtigkeit damit hat, Hilberts Position so zu
beschreiben. Zumindest miifite es stutzig machen, wenn ein Formalist explizit
einen Bereich auszeichnet, der nicht formalisiert, sondern inhaltlich betrieben
werden soll. Die Aussagen der finiten Metamathematik sollen ja Bedeutung ha-
ben. So ist klar, dafs Hilbert zumindest im strengen Sinne kein Formalist war.
Er hat keine Philosophie der Mathematik vertreten, die man in derselben Weise
,formalistisch” nennen konnte, in der man die Attribute ,logizistisch” und , in-
tuitionistisch” verwendet. Hilbert war weder Spielformalist, noch Formalist in
irgendeinem nicht-methodischen Sinne.

Wihrend die formalistischen Fehlinterpretationen Hilberts lange Zeit in der
Literatur repetiert wurden, mehren sich seit Mitte der 1980er Jahre die Stimmen,
die auf deren desastrose Folgen fiir ein addquates Verstindnis des HP aufmerk-
sam machen.! Dagegen soll in diesem Kapitel mit Volker Peckhaus dafiir argu-
mentiert werden, ,, daf$ sich Hilberts Position in der Philosophie der Mathematik
nicht auf einen solchen Formalismus einschrianken ldfst”, auch wenn es ,natiir-

S0 beklagt SIMPSON, Partial Realizations [1988], 351, die abwegige Interpretation Hilberts als
intellektuelles Desaster” (,,intellectual disaster”). Und fiir DETLEFSEN, Hilbert's Program [1986],
xi, sind entsprechende Publikationen , mit der unbedachten Anklage des Formalismus” gerade-
zu ,besudelt” (,the crude charges of formalism that have sullied the literature on Hilbert’s Pro-
gram”). Etwas ,vornehmer” nennt HINTIKKA, Hilbert Vindicated? [1997], 15, die Klassifikation
Hilberts als Formalist ,hochst irrefiihrend” (,,highly misleading®).
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lich Elemente Hilbertscher Philosophie der Mathematik [gibt], die als ,Formalis-
mus’ bezeichnet werden kdnnen.”? Die eigentlich entscheidende Frage ist also
nicht die, ob Hilbert Formalist war, sondern in welchem Sinne man welche Aspek-
te von Hilberts grundlagentheoretischer Position als Formalismus beschreiben
kann und welcher Begriff von Formalismus dafiir geeignet ist.

4.1 Formelspiel vs. methodische Einstellung

Der Formalismus als Philosophie der Mathematik ist die Auffassung, dafd das
,Wesen” der Mathematik in der Manipulation von Formeln besteht, denen kei-
ne unmittelbare inhaltliche Bedeutung zukommt. Der Formalismus steht im All-
gemeinen in gewisser Ndhe zu nominalistischen Positionen, denn auch er be-
hauptet die Nicht-Referenz bestimmter syntaktischer Objekte. Man konnte dies
auch einen ,Syntaktizismus” nennen, nach dem der Objektbezug der Mathe-
matik nicht weiter reicht als bis zu den syntaktischen Zeichen und Formeln.
Eine extreme Variante einer solchen Konzeption ist der ,Spielformalismus”, in
dem die Manipulationsregeln selbst ebenfalls als unabhédngig von aller inhaltli-
chen Bedeutung angesehen und dadurch mit Spielregeln wie zum Beispiel den
Regeln des Schachspiels vergleichbar werden. Mathematik ware demnach ein
blofses ,, Zeichen-" oder , Formelspiel”.

Stichworte wie ,Mathematik ist blofSes Formelspiel” bleiben jedoch sehr un-
befriedigend. Weder ist klar, was genau hier ,Spiel” heifsen soll, noch ist er-
kennbar, wie man bedeutungslose Regeln iiberhaupt anwenden kénnen will.
Besonders unbefriedigend ist es aber deshalb, weil Hilbert so offensichtlich in
diesem Sinne gar kein Formalist gewesen ist. Dafiir 1dfit sich eine ganze Rei-
he von Griinden angeben, von denen einige sogar dann schon zwingend sind,
wenn auch nur ein Minimum an verstdndiger Interpretation der Hilbertschen
Auflerungen unterstellt wird.

Schon prima facie miifite es eigentlich grotesk anmuten, Hilbert, einem der
grofiten Mathematiker und einem der grofiten Mathematikliebhaber, zu unter-
stellen, er habe seine Wissenschaft als nichts weiter denn ein grofses Spiel ange-
sehen. Dies widerspricht nicht nur der Ernsthaftigkeit, mit der Hilbert Mathe-
matik betrieben hat, und tiberhaupt seinem wissenschaftlichen Ethos, sondern
auch vielen seiner expliziten Auerungen zum Thema. Hilbert war durch und
durch Mathematiker. Er war von der Bedeutsamkeit der Mathematik {iberzeugt,
hat ihr Lebenszeit und Schaffenskraft gewidmet und auch wissenschaftsphilo-
sophisch die Position vertreten, dafy eine Naturwissenschaft um so weiter ent-
wickelt sei, je mehr sie mathematisiert worden ist. Schon von diesen generellen
Punkten aus ist es kaum vorstellbar, dafs Hilbert die Mathematik wirklich als ein
blofses , Formelspiel” angesehen hat.

Auf der anderen Seite ist es eine historische Tatsache, daf3 Hilbert viel mit
formalen Methoden gearbeitet und bspw. die Entwicklung der formalen ma-

*PECKHAUS, Impliziert [2005b], 2.
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thematischen Logik nach Kréften gefoérdert hat. Das Hilbertprogramm fordert
expressis verbis, die herkommliche Mathematik zu formalisieren. Hilbert illus-
triert dieses Ziel immer wieder semantischerseits dadurch, daf$ die Ausdriicke
der formalisierten mathematischen Theorien keine Bedeutungen mehr hétten.
Seine Formulierungen von (HP1) gehen in dieselbe Richtung, wenn sie das Ziel
der Formalisierung beschreiben als Uberfiihrung der Mathematik in einen Be-
stand an Formeln. Vereinfachend gesagt: Aus Objekten sollen Zeichen und aus
Behauptungen sollen Formeln werden. Also doch Formalismus?

Dem widerspricht Hilberts Festhalten an inhaltlichen mathematischen Uber-
legungen, zumindest auf der metamathematischen Ebene. Er hilt es fiir , selbst-
verstandlich”, dafs die ,inhaltlichen Uberlegungen” in der Mathematik ,nie-
mals véllig entbehrt oder ausgeschaltet werden kénnen.”> Dem Formalismus-
Vorwurf widersprechen aber auch Aufwand, Mittel und Ziel einer Beweistheo-
rie. Um blofs mit Formeln zu spielen, brauchte man keinen Aufwand fiir ei-
ne Rechtfertigung zu treiben — man konnte einfach drauflos spielen. Das Mit-
tel einer solchen Rechtfertigung konnte auch keine inhaltlich bedeutsame rea-
le oder finite Mathematik sein. Und wenn Mathematik nichts als Formelspiel
wire, wiirde ein beweistheoretisches Ergebnis als mathematisches auch nichts
besagen und ergo nichts zur Grundlagensicherung beitragen, um die es Hilbert
doch unbestreitbar ging.

Beide scheinbar gegenldufige Tendenzen gehen zusammen, wenn man sorg-
taltig unterscheidet, was Hilbert als Teil seines methodischen Standpunktes tiber
die Mathematik behauptet und was er wirklich tiber die Mathematik sagt. Die
Mathematik zu einem bestimmten Zweck in gewisser Hinsicht aufzufassen,
heifst ja noch lange nicht, darin auch das wirkliche Wesen der Mathematik zu se-
hen. Und nicht jede Eigenschaft, die man der Mathematik in einem bestimmten
Fragekontext zuschreibt, wiirde man ihr auch sozusagen ,,absolut” zuschreiben.

Die genauere Analyse von Hilberts Auerungen bestitigt diese Sicht in zwei
Hinsichten. Erstens verwendet Hilbert im Zusammenhang mit der Formalisie-
rung fast durchgangig Formulierungen, die einen Prozefs und ein Werden be-
schreiben: Die Mathematik wird zu einem Formelbestand gemacht,4 von der Be-
deutung der Ausdriicke wird abstrahiert bzw. die Ausdriicke werden ihrer Bedeu-
tungen entkleidet usw. Durch die Transformation der Mathematik in Formelge-
stalt wird nach Hilbert nicht eine neue Art von Mathematik behauptet, sondern
ein Bild der Wissenschaft geliefert.5 Die Formeln, die so entstehen, ,,sind die Ab-
bilder der Gedanken, die die iibliche bisherige Mathematik ausmachen”.® Immer
bleibt vorausgesetzt, dafs die mathematischen Sitze einen Inhalt und die ma-
thematischen Terme eine Bedeutung haben. Diese werden nur ausgelassen bzw.
nicht mehr betrachtet.

*HILBERT, Neubegriindung [1922], 165.

*Vgl. z. B. HILBERT, Grundlagen Mathematik [1928], 1; HILBERT, Probleme Grundlegung [1929], 3.
°Vgl. HILBERT, Grundlagen Mathematik [1928], 1.

®HILBERT, Grundlagen Mathematik [1928], 2.
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Dies liefse aber noch die Moglichkeit offen, daff Hilbert hier einen Prozefs
beschreibt, der eine Transformation oder Erneuerung der Auffassung von Ma-
thematik schlechthin darstellt. Dagegen sprechen zwei weitere Beobachtungen
an Hilberts Aulerungen. Die erste geht aus den Darlegungen Gottlob Freges her-
vor, der nach der harten Kontroverse mit Hilbert {iber dessen Verstandnis von
Axiomatik wohl als , unverdédchtiger Zeuge” gelten kann. Hilbert hatte Frege
gegeniiber im Gespridch anscheinend zu erkennen gegeben, dafs er , das For-
melwesen in der Mathematik eher zu vermindern als zu vermehren bestrebt”
war. Frege fiihlte sich daraufhin bemtifigt, Hilbert in einem Brief geradezu von
den Vorteilen der Symbolik und der Kalkiile in der Mathematik iiberzeugen zu
wollen.” Hilbert stimmte Frege zu, allerdings nicht ohne noch einmal besonde-
res Gewicht darauf zu legen, dafi die formalen Hilfsmittel bestimmten Zwecken
dienen und daher erst das Spétere gegeniiber dem eigentlichen Gedanken oder
dem mathematischen Bediirfnissen sein kénnen.® Von hier aus scheint es klar,
dafs Hilbert kein Anhénger eines Standpunktes , Formeln um der Formeln wil-
len” gewesen ist. Frege hatte den Eindruck, Hilbert von den Vorteilen erst iiber-
zeugen zu miissen, und Hilbert hat die Vorgidngigkeit des Inhaltlichen vor dem
Formalismus betont.

Die zweite Beobachtung besteht darin, daff Hilberts formalistisch klingende
Auerungen fast immer explizit im Kontext einer Beschreibung des methodi-
schen Standpunkts der Beweistheorie stehen. Um Beweistheorie betreiben zu kon-
nen, mufd man die Mathematik zu einem formalen System machen. Sie ist fiir die
Beweistheorie (als Objekt-Mathematik) dann nichts anderes als dieses formale
System. ,Mathematik ist...”-Behauptungen sind in diesen Kontexten durchaus
gerechtfertigt, aber sie sind aufzufassen als ,bei dieser Betrachtung ist Mathe-
matik...” oder ,gemafs dieser Methode ist Mathematik...”. Eine solche Unter-
scheidung zwischen einem echten ,ist” und einem sozusagen Kontext- oder
Methoden- ,ist” ist zwar etwas umstandlich auf den Begriff zu bringen, aber
dennoch in unserer alltidglichen und in der wissenschaftlichen Welt gang und
gdbe. (Auch wenn sie die grofie Gefahr mit sich bringt, gelegentlich vergessen
zu werden. Man denke nur an die vollmundigen Hypothesen der Hirnforscher.)

Man kann dies ,Formalismus” nennen. Eine solche Beschreibung von Hil-
berts Position ist allerdings eine zweischneidige Sache, denn es besteht eben
die nicht zu vernachldssigende Gefahr, Hilberts Position grundsatzlich zu ver-
fehlen. Es wird immer zu beriicksichtigen sein, dafd Hilbert in seinen entspre-
chenden Auferungen nur den methodischen Standpunkt seiner Beweistheorie be-
schreibt, und keineswegs sein Bild von der Mathematik tiberhaupt! Deswegen
soll im Folgenden konsequent von Hilberts , methodischem Formalismus” ge-
sprochen werden. Denn Hilbert beschreibt mit seinen formalistisch klingenden
Aussagen nichts als eine methodische Position, eine bestimmte, zweckgeleite-
te Auffassung der Mathematik, die keine definitive Aussage dariiber macht,

"Frege an Hilbert, 1.10. 1895, vgl. FREGE, Briefwechsel [1976], 58-59.
®Hilbert an Frege, 4.10. 1895, vgl. FREGE, Briefwechsel [1976], 59-60.
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was Mathematik selbst eigentlich ist. Bei der Beschreibung der methodischen
Einstellung der Beweistheorie wird die Mathematik, bildlich gesprochen, durch
eine rote Brille betrachtet. Man schaut dadurch nur auf gewisse Aspekte und
Zusammenhidnge und blendet andere aus. Sicher tut man gut daran, aus der
Tatsache, dafs Mathematik in diesem Rahmen eine Abstufung von Rottonen ist,
nicht darauf zu schlieflen, daf3 sie tatsachlich in einer Abstufung von Rotténen
besteht.”

Will man Hilberts Standpunkt also insgesamt als ,formal” oder ,formalis-
tisch” bezeichnen, so kann man dies in folgendem Sinne tun: Hilbert betont
die Notwendigkeit der beweistheoretischen Grundlagensicherung der Mathe-
matik. Teil dieser Sicherung ist die ,,Abbildung” der Mathematik in die Form
von formalen Systemen. , Formalismus” als eine Philosophie der Mathematik ist
jedoch, wenn dies iiberhaupt eine sinnvolle Position ist, nicht die Position Hil-
berts. Er war weit entfernt davon, die fiir die Beweistheorie entwickelten For-
malismen fiir die eigentliche Gestalt der Mathematik zu halten. Hilberts Forde-
rung, die herkdémmliche Mathematik zu formalisieren und als bedeutungsleeren
Formelbestand aufzufassen, muf vielmehr als Teil seines beweistheoretischen
Programms angesehen werden. (HP1) ist eine Forderung fiir die Beweistheo-
rie, nicht fiir die Mathematik tiberhaupt. Die Formalisierung ist eine methodische
Forderung zu verstehen, dafs zur Durchfithrung der beweistheoretischen Unter-
suchungen die objekt-mathematischen Sétze so zu nehmen sind, als wiren sie
inhaltslose Formeln. Damit verlieren Interpretationen ihren Boden, welche aus
diesem programmatischen Schritt ableiten wollen, Hilbert vertrete in der Philo-
sophie der Mathematik eine formalistische Position, jedenfalls im engeren Sinne,
d.h., daff mathematische Aussagen nur Aussagen iiber Zeichen wéren und ma-
thematisches Beweisen ,blofses Zeichenspiel”. Die Formalisierung ist hier aus
den genannten Griinden nicht als Transformation der Mathematik in eine ihr ei-
gene (oder eigentliche), neue Gestalt zu verstehen, sondern als Transformation
der eigentlichen Mathematik, wir konnen sagen: in eine uneigentliche, formale
Fassung, in der sie beweistheoretisch untersucht werden soll.

Es ist also festzuhalten, dafs Hilbert kein Formalist im Sinne des Spielfor-
malismus war. Seine anderslautenden Auflerungen sind in ihrem Kontext als
Beschreibungen des methodischen Standpunkts der Beweistheorie zu lesen.
Dies gilt mutatis mutandis auch fiir all diejenigen Formalismuskonzeptionen, die
auf die Betonung der rein syntaktischen Funktion von Formeln und anderen
(formal-)sprachlichen Ausdriicken abheben.

Nach dem Gesagten bleibt dann allerdings erklarungsbediirftig, warum Hil-
bert der Subsumtion unter die formalistischen Positionen nicht energischer wi-

“Dieses Bild der Brille hat den Nachteil, ein erkenntnistheoretisches Problem zu suggerieren.
Mangels eines besseren Bildes sei es dennoch angegeben und mit dem Hinweis versehen, dafs
es hierbei nicht um den Unterschied zwischen der Sache an sich und ihrer Erscheinung fiir uns
geht, sondern um den Unterschied zwischen dem, was wir wirklich tiber eine Sache behaupten
wollen, und dem, was wir nur in einem methodischen Kontext, als besondere Auffassung einer
Sache ausgeben.
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dersprochen hat. Wenn die hergebrachte Zuordnung zum Formalismus nicht
vollig in das Reich der Abstrusitdten verwiesen werden soll, welche Aspekte
sind denn auch bei genauerer Analyse zutreffend? Wie konnte ein verniinftiger
Formalismusbegriff aussehen, der auch auf Hilbert anwendbar ist?

4.2 Alternative Formalismusbegriffe

Im Folgenden sollen zwei Formalismusbegriffe als nicht-tragfahig fiir eine Klas-
sifizierung Hilberts als Formalist kritisiert werden. Dem ist jedoch eine wichti-
ge Bemerkung vorauszuschicken. Die kritisierten Autoren haben sich die Miihe
gemacht, tiberhaupt einen Formalismusbegriff zu entwickeln bzw. anzugeben.
Viele andere Autoren schreiben hingegen zum Formalismus, ohne sich in dieser
Weise angreifbar machen zu wollen.!® Man sollte daher die Tatsache der fol-
genden Kritik im Bezug auf die Autoren als etwas ansehen, was sie durch ihre
Leistung tiberhaupt erst ermoglichen. Es ist sicher besser, etwas Angreifbares zu
sagen, als sich ,,vornehm” zuriickzuhalten und dem dringenden theoretischen
Bediirfnis, wissen zu wollen, was jemand tiberhaupt meint, wenn er von Forma-
lismus redet, einfach zu entfliehen.

4.2.1 Darstellungsform

Volker Peckhaus versteht unter Formalismus ,eine Darstellungsform” fiir de-
duktive Systeme, die von willkiirlich gesetzten Axiomen ausgeht, die unab-
hingig, widerspruchsfrei und vollstindig sind.!! Ein derartiger Formalismus-
begriff hat durchaus treffende Ziige, hat aber philosophische Schwachstellen.
Wihrend die treffenden Punkte im nédchsten Abschnitt aufgenommen werden
sollen, wenn es um methodisch-axiomatischen Formalismus geht, beschranken
sich die folgenden Ausfiihrungen einzig auf die kritischen Punkte.

Zunichst irritiert es, dafs eine Lehre, Position oder Doktrin wie der Formalis-
mus mit gegenstandlichen Modalitdten (,, Darstellungsform®) identifiziert wird.
Moglicherweise ist hier gemeint, dafs der Formalismus die Lehre ist, daf$ diese
Darstellungsform die eigentliche Darstellungsform der Mathematik ausmachen
soll, oder dhnliches.

Ein anderer Punkt betrifft die Eigenschaften der Axiome. Unabhéngigkeit,
Widerspruchsfreiheit und Vollstandigkeit taugen im Allgemeinen eher als Gii-
tekriterien fiir Axiomensysteme denn zur Definition ihres Begriffs als einer Dar-
stellungsform deduktiver Satzsysteme. Fiigt man zu einem bestehenden Axio-
mensystem ein neues Axiom hinzu, soll es sich doch weiterhin um ein Axio-
mensystem handeln — und zwar vollig unabhéngig davon, ob das hinzugefiigte
Axiom das Gesamtsystem vielleicht inkonsistent macht. Man wiirde dann eben
von einem inkonsistenten Axiomensystem sprechen. Ahnliches gilt auch fiir die

95 7. B. HINTIKKA, Hilbert Vindicated? [1997).
Vgl PECKHAUS, Impliziert [2005b], 2.
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Unabhingigkeit der Axiome. Hilbert selbst hat die Unabhangigkeit der Axiome
immer wieder als erstrebenswertes Ziel und als Frage, die man mathematisch
untersuchen kann, herausgestellt.!? Aber es war fiir ihn nie ein definierendes
Kriterium fiir ein Axiomensystem. Im Gegenteil hat er sogar absichtlich Redun-
danzen bei den Axiomen zugelassen, wenn dadurch die ,leichtere Fafllichkeit”
befordert wiirde.!® Die Frage nach den logischen Beziehungen zwischen den
einzelnen Axiomen ist fiir Hilbert eine wirkliche Frage.!* Die Unabhangigkeit
als eine mogliche Antwort darauf macht als definierende Bedingung des For-
malismus keinen Sinn.

Dieser Formalismusbegriff scheidet daher als nicht tragfahig aus. Trotzdem
enthilt er wichtige Beobachtungen, die, wie gesagt, spater wiederaufgenommen
werden sollen.

4.2.2  Betonung des Formalen

Rosemarie Rheinwald hat einen sehr weiten Formalismusbegriff entwickelt.!®

Als formalistisch faf3t sie mathematikphilosophische Positionen auf, die das For-
male gegeniiber dem Inhaltlichen betonen. Einerseits liegt es nahe, Hilberts Po-
sition zu diesem Kreis von Positionen zu rechnen. Andererseits ist auch hier
wieder festzuhalten, dafs es Hilbert bei der Sicherung der Mathematik ja gera-
de auf die Widerspruchsfreiheit ankommt, und damit auf eine Aussage, die die
inhaltliche Metamathematik, die selbst eine Art von Mathematik sein soll, tiber
die formalisierte (Objekt-)Mathematik macht. Wenn es aber auf die inhaltlichen
Aussagen der Metamathematik ankommt, was ist dies dann anderes als eine
Betonung des Inhalts vor der Form?

Der grofite Nachteil dieses Begriffs ist jedoch, dafs eine entsprechende Klassi-
fikation kaum aussagekraftig ist. Und dies liegt nicht allein an dem Begriffspaar
formal/inhaltlich, mit dessen Schwierigkeiten ja jede Fassung eines Formalis-
musbegriffs zu kdmpfen hat, die diesen Namen verdient. Die mangelnde Aus-
sagekraft kommt vielmehr von dem Ausdruck ,betonen” her. Er ldfst in jedem
konkreten Anwendungsfall eine derartige Breite von Interpretationen zu, daf8
man sowohl fiir die Einschidtzung, daf} eine Position formalistisch ist, als auch
dafiir, dafs sie es nicht ist, beste Griinde anfiihren kann. Ein und derselbe Ansatz
kann, wie gesehen, durchaus verschiedene Teilaspekte bieten, von denen der
eine relativ klar das Formale betont und der andere das Inhaltliche. Wie sollte
dann der gesamte Ansatz bewertet werden?

2Bspw. spricht er von der ,Aufgabe, die Widerspruchslosigkeit und Vollstandigkeit dieser
Axiome zu zeigen”; bei dieser Schilderung der axiomatischen Methode ist gar von der Unab-
hingigkeit gar keine Rede, vgl. HILBERT, Zahlbegriff [1900b], 181.

13S0 bspw. im Axiomensystem in HILBERT, Zahlbegriff [1900b], 181-183, auf S. 183 sagt Hilbert
auch explizit, dafs mehrere Axiome aus anderen folgen. Dies ist fiir Hilbert kein Problem, sondern
durchaus richtiges axiomatisches Arbeiten, vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 160-161.

*Vgl. hierzu besonders HILBERT, Zahlbegriff [1900b], 183.

B RHEINWALD, Formalismus [1984].
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Man findet also auch hier keinen fiir die Interpretation des HP tragfahigen
Formalismusbegriff.

4.3 Hilberts Formalismus

Es soll nun die Hypothek eingelost werden, die darin besteht, dafs die Zuord-
nung Hilberts zum Formalismus nicht als génzlich abwegig angesehen wird. Im
Folgenden wird es darum gehen, diejenigen Aspekte von Hilberts Position her-
auszuarbeiten, die man als formalistisch bezeichnen kann. Gleichzeitig wird zu
testen sein, inwieweit diese formalistischen Aspekte mit einer inhaltlichen Auf-
fassung von Mathematik zusammenpassen. Damit wird noch nicht behauptet,
Hilbert habe diese inhaltliche Auffassung von Mathematik vertreten. Es wird
nur darum gehen, daf$ seine Sicht mit einer inhaltlichen Philosophie der Mathe-
matik kompatibel ist. Dadurch soll die These gestiitzt werden, dafs diejenigen
Aspekte aus Hilberts Sicht der Grundlagen der Mathematik, die man als forma-
listisch bezeichnen kann, in einem Sinne formalistisch sind, der durchaus mit
einer inhaltlichen Position zusammenpafit, so dafy von daher Hilberts Sicht kei-
ne formalistische Philosophie der Mathematik ist.

Die ,formalistischen Aspekte”, um die es nun gehen wird, lassen sich in
methodische und axiomatische unterteilen. Im Folgenden werden zunédchst die
methodischen Aspekte diskutiert und anschliefsend der Versuch unternommen,
einen weiteren, axiomatischen Formalismusbegriff zu skizzieren.

4.3.1 Methodischer Formalismus

Oben wurde schon festgehalten, daff die Formalisierung der Mathematik, wie
sie der erste Schritt des HP fordert, fiir Hilbert kein Selbstzweck ist, sondern im
Kontext der im zweiten Schritt geforderten Konsistenzbeweise steht. Diese set-
zen voraus, daf8 die Objektmathematik formalisiert ist. Nur dann ist bestimmt,
was als Beweis gilt, und die Konsistenzaussage bekommt einen prizisen Sinn.
Alles Mathematische, was durch das Hilbertprogramm gerechtfertigt werden
soll, muf3 also formalisiert werden (konnen). Daher riihrt ein gewisser Totali-
tatsanspruch der Formalisierung, der es nahelegt, Hilberts Position als ,forma-
listisch” zu kennzeichnen. Aber damit ist nach dem oben Dargelegten nur eine
methodische Haltung beschrieben, eine Betrachtung der Mathematik, als ob sie
keine Bedeutung hitte. Fiir das HP ist es nicht notwendig, tiber diesen beschei-
denen Anspruch hinauszugehen. Der entscheidende ,,turn” in Hilberts Denken
war die Idee, die Widerspruchsfreiheit einer mathematischen Theorie selbst mit
mathematischen Mitteln zu zeigen und zu diesem Zweck die Mathematik sich
selbst zum Objekt zu machen. Die Moglichkeit, mit den Ausdrucksmitteln des
Logikkalkiils weite Teile der Mathematik darstellen zu konnen, zeigte sich in
beeindruckender Weise in den Werken der Logizisten. Ein solches Formalisie-
ren mathematischer Begriffe, Aussagen und Beweise macht aus ihnen rein syn-
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taktisch faflbare Objekte. An die Stelle eigentlicher logischer Schliisse tritt die
Manipulation konkreter Zeichenkonfigurationen nach bestimmten Regeln. Statt
einen traditionellen Modus-ponens-Schlufs durchzufiihren, geht man von zwei
Formeln p und p — ¢ zur Formel ¢ tiber. Fiir diesen Ubergang reicht es, die for-
male Struktur der beteiligten Formeln zu kennen: die erste mufs vor dem Pfeil in
der zweiten auftreten, dann kann man zu der Teilformel hinter dem Pfeil in der
zweiten Formel iibergehen. Dieser erste formalistische Aspekt von Hilberts Po-
sition 1af3t sich treffend durch das Stichwort ,, methodischer Formalismus” kenn-
zeichnen.

Ein zweiter Aspekt betrifft die Formalisierung als Voraussetzung fiir eine
jedwede ,Beweistheorie” im wortlichen Sinne, also fiir eine prézise Erforschung
des mathematischen Beweises. Paul Bernays zufolge hielt Hilbert eine solche
systematische Erforschung nicht nur wegen der Konsistenzfragen fiir vordring-
lich, sondern auch, um philosophisch-erkenntnistheoretische Fragen zu behan-
deln, wie z. B. das Problem der prinzipiellen Losbarkeit jedes mathematischen
Problems und die Frage nach dem Verhiltnis zwischen Inhaltlichkeit und For-
malismus in Mathematik und Logik.!® John von Neumann erklérte es in sei-
nem 1930er Referat zum Formalismus als eines der Hauptverdienste des , Hil-
bertschen Formalismus”, Ansidtze zur mathematisch-kombinatorischen Unter-
suchung der formal beschriebenen mathematischen Methoden und ihrer Zu-
sammenhénge geschaffen zu haben.!” Dies ist sicherlich fiir die spéatere Ent-
wicklung der Beweistheorie , prophetisch” gewesen. Auch wenn Bernays und
von Neumanns Darstellungen sich in puncto der erkenntnistheoretischen Ziele
Hilberts unterscheiden (nach von Neumann sind diese Fragen schon verabschie-
det), sind sie sich einig in der Betonung einer zweckgeleiteten Verwendung for-
maler Methoden. Die ,, Betonung des Formalen” ist ein Mittel zur Erreichung des
Zwecks, durch formale Studien mehr iiber das ,Wesen” des mathematischen
Beweises zu lernen. Auch diesen Aspekt von Hilberts Position kann man daher
unter ,,methodischen Formalismus” fassen.

4.3.2 Axiomatischer Formalismus

Ein anderer, aber mindestens ebenso wichtiger Aspekt laf3t sich Hilberts Kon-
zeption von Axiomatik entnehmen (vgl. Kapitel 2, S. 53ff.). Schon in diesem Zu-
sammenhang betont Hilbert, daff die Begriffe in einer axiomatischen Theorie
von ihrer herkdmmlichen Bedeutung entkleidet wiirden. Sie tragen nur noch
die Bedeutungen, die durch die Axiome explizit angegeben werden. Die Wor-
ter werden so zu reinen Platzhaltern fiir ihre Funktion innerhalb der Theorie.
Daf} man statt , Ebene” und ,Gerade” auch ,Biertisch” und , Bierseidel” sagen
konnen mufs, hat genau diesen Sinn. Gewissermafsen ist also schon die axio-

16Vgl. BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], 202.
7Vgl. VON NEUMANN, Die formalistische [1931].
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matische Methode formalistisch:!8 Es ,gibt” keine Begriffsbedeutungen, keinen
Inhalt, der den singuldren Termen unmittelbar zukommen wiirde. Dieser liegt
ausschliefSlich in dem formalen Zusammenspiel der verschiedenen Begriffe, wie
es durch die Axiome, Definitionen und logischen Regeln festgesetzt ist. Wenn
man so will, kdnnte man sagen: Die Bedeutung der Begriffe besteht in ihrer for-
malen Rolle in der logischen Theorie. Aber haben die Begriffe dadurch wirklich
jede externe Bedeutung verloren? Wird ein Konzept von Mathematik vertreten,
in der die Begriffe keine Bedeutungen mehr haben? Dieser Schluf ist nicht zwin-
gend und zwar aus zwei Griinden.

Erstens bleibt die Moglichkeit vollig unberiihrt, den Elementen der Theo-
rie durch Interpretation der Theorie externe Bedeutungen zu geben. Aber dies
ist dann eben ein echtes Geben und die Elemente der Theorie haben diese Be-
deutungen weder ,an sich” noch durch ihre Funktion innerhalb des Theoriege-
baudes. Was sie jedoch haben ist die Mdglichkeit einer derartigen Interpretation.
Die begriffliche Struktur ist dann theorieintern so, daf$ eine Interpretation durch
theorieexterne Entitdten moglich ist.

Neben diesem Punkt, der die Interpretation der Theorie betrifft, also gewis-
sermafien die Front ihrer Verwendung und ihrer Anwendung, wére zweitens
hinzuweisen auf die Riickseite ihrer Herkunft. Hilbert spricht gelegentlich da-
von, dafs die formalen Zeichen einer Theorie die eigentlichen mathematischen
Gedanken ,abbilden”,!® mit dem Zweck der Rechtfertigung bzw. Absicherung
der eigentlichen Mathematik durch die formalen Methoden. Formale Theorien
sind gleichsam keine vollig beliebigen und von allem echten mathematischen
Denken unabhéngige Gebilde, die in der Luft schweben, sondern sie werden
(in jedem konkreten Fall sowieso) aus den wirklichen, inhaltlichen mathema-
tischen Theorien durch Formalisierung gewonnen. Dafy Hilbert diesen Punkt
kaum reflexiv einholt, darf nicht dahingehend tiberinterpretiert werden, dafs
dieser Punkt fiir ihn keine Rolle gespielt habe. Im Gegenteil wird man schon
rein empirisch feststellen konnen, dafs Hilbert nie theoretische Phantasiegebil-
de betrachtet hat, sondern immer ,ernsthafte”, , wirkliche”, , mathematische”
Theorien. Und was sollen diese Attribute anderes heifSen, als dafs es sich bei sei-
nen Formalisierungen um Formalisierungen von eigentlichen mathematischen
Theoriegebdauden gehandelt hat?

Die Frage ist nun, ob auch im Bezug auf den hier skizzierten axiomatischen
Formalismusbegriff der methodische Vorbehalt gilt, d.h., ob Hilberts Ausfiih-
rungen nur eine zweckgerichtete Umformung der eigentlichen Mathematik be-

18Dagegen halt HINTIKKA, Hilbert Vindicated? [1997], 15-36, Hilberts axiomatischen Standpunkt
ftir unabhangig vom Formalismus. Dies erklart sich allerdings einfach daher, daff Hintikka den
Ausdruck ,Formalismus” fiir eine Doktrin in der Philosophie der Mathematik reserviert. In die-
sem Sinn konnte dann die in dieser Arbeit vertretene These radikaler formuliert werden: Hilbert
war kein Formalist.

Vgl. HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 153; HILBERT, Grundlegung Zahlenlehre [1931],
192.
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treffen?® oder ob es hier wirklich um ein neues Mathematikverstindnis tiber-
haupt geht. Die Analyse der Hilbertschen Texte liefert hierzu keine zwingenden
Ergebnisse. Es spricht aber vieles dafiir, dafs Hilbert mit der Axiomatik tatsach-
lich ein neues Mathematikverstdndnis verbunden hat, wenn man zugleich hin-
zufiigt, dafs es sich dabei mehr um eine neue Darstellungsweise schon gewonne-
ner mathematischer Erkenntnisse handelt als um eine wirkliche Transformation
der Mathematik in Axiomensysteme. Die kreative Tatigkeit des Mathematikers,
die in der Einleitung dieser Arbeit schon der eher rekonstruktiven, systemati-
sierenden und absichernden Darstellung in Form von Ableitungen aus Axio-
mensystemen gegeniibergestellt wurde, geht auch fiir Hilbert im Allgemeinen
sicher nicht-axiomatisch vor sich. Eine Polemik, nach der Hilbertsche Axioma-
tik bedeute, gewissermafsen einen grofsen Apparat mit Axiomen zu fiittern, der
dann von selbst nach und nach, ganz mechanisch, alle mathematischen Resulta-
te ausspuckt, zeichnet ein Zerrbild des Hilbertschen Ansatzes.?!

4.3.3 Historische Desiderata

Wenn man Hilberts Position nun eigentlich nur als ,methodischen Formalis-
mus” beschreiben und selbst wenn man mit guten Griinden einen axiomati-
schen Formalismusbegriff entwickeln kann, so bleibt es zu erklédren, wie es kam,
dafd Hilbert bis heute gemeinhin die volle Form einer formalistischen Philoso-
phie der Mathematik unterstellt wird.

Dies héangt sicher mit der Polemik zusammen, der Hilbert in der Auseinan-
dersetzung mit den intuitionistischen Ansichten von Brouwer und dem mitt-
leren Weyl ausgesetzt war. Hilbert hat die Etikettierung als ,Formalist” nicht
deutlich abgelehnt. Seit der Kénigsberger Konferenz von 1930 ist Brouwers Un-
terscheidung der Trias von Logizismus, Intuitionismus und Formalismus ,klas-
sisch” geworden und préagt nahezu unwidersprochen den Begriff des Formalis-
mus zur klassifikatorischen Beschreibung von Hilberts Position. Allerdings ist
das Verhiltnis von Hilbert und Brouwer zu vielschichtig und zu differenziert, es
war zu vielen Verdnderungen unterworfen und von Polemiken begleitet, als dafs
eine eindeutige Grenzziehung moglich wére, wie , Intuitionismus vs. Formalis-
mus” insinuiert. So war schon bei der Diskussion des Intuitionismus die Rede
davon, dafs auf weite Strecken Intuitionismus und Finitismus sozusagen als , ex-
tensional gleich” angesehen wurden. Dies wird im Kapitel tiber den Finitismus
noch nédher zu erldutern sein. Jedenfalls ist klar, dafd Hilbert den jungen Brouwer
nicht nur als Mathematiker aufierordentlich geschitzt hat, sondern sich auch im

2050 PECKHAUS, Impliziert [2005b], 13, wenn er schreibt: ,Axiomatisierung ist kein Zweck an
sich, zumindest nicht fiir Hilbert.”

2Djesem Zerrbild scheint auch Peckhaus aufgesessen zu sein, wenn er sagt, dafl der Formalis-
mus ,lediglich eine methodische Anleitung fiir die Praxis des Mathematikers bei der Produktion
der Mathematik” gebe, vgl. PECKHAUS, Impliziert [2005b], 3. Ich halte dagegen, daf8 die axioma-
tische Darstellungsweise gerade nicht Hilberts Bild von der Praxis der , Mathematikproduktion”
widerspiegelt, sondern sozusagen die bestmogliche Darstellungsweise schon weit entwickelter
Mathematik ist.
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Laufe seiner Uberlegungen zum Finitismus mehr und mehr Punkten von Brou-
wers Diagnose mathematischer Grundlegungsprobleme angeschlossen hat.

Jaakko Hintikka halt es fiir ausgemacht, dafs Hilberts Wiederentdeckung ei-
ner Axiomatik, die in Bezug auf Beweise von jeglicher Begriffsbedeutung ab-
sieht, Ende des 19. Jahrhunderts eine derartige Neuerung darstellte, dafs Hilbert
sich den Formalismusvorwurf zuzog, obwohl Aristoteles und Euklid, die schon
dhnliche Axiomatikkonzeptionen gehabt hatten, sich diesen Vorwurf nicht zu-
gezogen hatten. Hintikkas Ansatz bleibt jedoch ein blofler Versuch, solange er
nicht weiter klart, was er eigentlich unter , Formalismus” versteht.?2

Eine vollstandige historische Erklarung des Phanomens ,Hilbert=Formalis-
mus” kann hier nicht gegeben werden. Die Andeutungen zu Brouwers Polemik,
Hilberts mangelndem Widerspruch gegen eine formalistische Einordnung und
der Hinweis auf die tatsdchlich bei Hilbert vorhandenen formalistischen Aspek-
te, die in diesem Abschnitt herausgearbeitet wurden, mégen wenigstens die
Richtung anzeigen, in der man eine solche historische Erklarung suchen kann.

4.4 Widerspruchsfreiheit, Wahrheit und Existenz
4.4.1 Wahrheit

1899 schrieb Hilbert an Frege:

,Wenn sich die willkiirlich gesetzten Axiome nicht einander widersprechen mit samitli-
chen Folgen, so sind sie wahr, so existieren die durch die Axiome definirten Dinge. Das ist
fiir mich das Criterium der Wahrheit und Existenz.” FREGE, Briefwechsel [1976], 66

Hilbert vertritt hier deutlich einen Zusammenhang zwischen Wahrheit bzw.
Existenz und Widerspruchsfreiheit, der bei unvoreingenommener erster Be-
trachtung verwundern mufs. Wissen wir nicht, dafs es Axiomensysteme gibt, die
zwar jedes fiir sich genommen widerspruchsfrei sind, sich aber gegenseitig wi-
dersprechen? Das beste Beispiel hier sind das klassische Parallelenpostulat ,,Zu
jedem Punkt p und jeder Geraden g gibt es genau eine Parallele zu g durch p.”
und die Alternativkandidaten, die die sog. nichteuklidischen Geometrien aus-
machen, wie beispielsweise ,, Zu jedem Punkt p und jeder Geraden g gibt es un-
endlich viele Parallelen zu g durch p.” Beide Axiome zusammen konnen nicht
wabhr sein, denn sie widersprechen sich. Dennoch ist die euklidische Geometrie
genauso widerspruchsfrei wie die nichteuklidische. Es gibt also Axiomensys-
teme, die dquikonsistent und dennoch unvertréglich sind: ihre Vereinigung ist
inkonsistent. Wie kann man da behaupten, die Widerspruchsfreiheit gentige als
hinreichendes Kriterium fiir Wahrheit? Dafs Widerspruchsfreiheit ein notwendi-
ges Kriterium ist, ist wohl unbestreitbar. Aber ein hinreichendes? Mufs man jetzt
sagen, das euklidische Axiom sei wahr und sein nichteuklidisches Gegenstiick
sei auch wahr, obwohl nicht beide zusammen wahr sein konnen?

2Vgl. HINTIKKA, Hilbert Vindicated? [1997], bes. 16.
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Eine solche Gedankenlosigkeit war nicht im Sinne Hilberts und auch nicht
im Sinne seiner Vorldufer, die im Bezug auf die Mathematik dieselbe Zusam-
menfiigung von Wahrheit und Widerspruchsfreiheit vertreten hatten. Zu ihnen
sind keine Geringeren als Dedekind und selbst Cantor?® und Poincaré?* zu rech-
nen. Was ist also hier genauer gemeint?

Oskar Becker, der sich in seinem Buch Mathematische Existenz strikte ge-
gen Hilberts Auffassung wendet, hat paradoxerweise auf den Begriff gebracht,
worum es Hilbert ging, als er behauptete zu sagen, worum es Hilbert gar nicht
habe gehen kénnen. Becker schreibt:

,,Die Sache liegt aber auch nicht einfach so, dafi die formale Mathematik ein ,hypothetisch-
deduktives System’ bildet [...] d.h. nur hypothetische Satzgefiige enthélt von der Form:

'

,Wenn die und die Axiome gelten, so gelten die und die Theoreme’.
BECKER, Mathematische Existenz [1927], 70

Hier kann keine detaillierte Auseinandersetzung mit den Griinden fiir und
Hintergriinden von Beckers Kritik geschehen.”> Aber man wird sagen mdiissen:
Doch, genau so liegt die Sache. Dies wird besonders deutlich an einer anderen
Stelle von Hilberts Frege-Brief von 1899, wenn Hilbert schreibt:
,Ja, es ist doch selbstverstidndlich eine jede Theorie nur ein Fachwerk oder Schema von Be-
griffen nebst ihren notwendigen Beziehungen zu einander, und die Grundelemente kon-
nen in beliebiger Weise gedacht werden. Wenn ich unter meinen Punkten irgendwelche
Systeme von Dingen, z.B. das System: Liebe, Gesetz, Schornsteinfeger [...] denke und
dann nur meine simmtlichen Axiome als Beziehungen zwischen diesen Dingen annehme,

so gelten meine Sitze, z. B. der Pythagoras auch von diesen Dingen.”
FREGE, Briefwechsel [1976], 67

Die Metapher vom Begriffsfachwerk, die Hilbert gern zur Illustration seines
axiomatischen Standpunkts heranzieht, stellt die Interpretationsoffenheit der
Theorie heraus. Die ansonsten blof$ aberwitzige Interpretationsmoglichkeit geo-
metrischer Terme durch ,Liebe” und ,Schornsteinfeger” macht deutlich, daf3
die axiomatische Theorie nur denjenigen Teil der Bedeutung der Begriffe fest-
legt, der durch die in den Axiomen ausgedriickten Relationen zwischen den
Begriffen besteht. Alles Weitere ist offen und insbesondere ist nicht festgelegt,
wie man die Beziehung zwischen der Theorie und der wirklichen Welt herstellt.
Das Bild von Mathematik, das hier gezeichnet wird, ist das eines hypothetisch-

BCantor hat zwar keinen ausgepragten axiomatischen Standpunkt vertreten. Seine starke Un-
terscheidung zwischen immanenter und transienter Realitdt von mathematischen Begriffen fiihr-
te ihn jedoch zu der ,, Aufgabenverteilung”, Fragen nach der transienten Realitdt der Metaphysik
und solche nach der immanenten Realitdt der Mathematik zuzuordnen. Das steht im Hintergrund
seiner bertihmten Lehre von der Freiheit der Mathematik, die durch nichts eingeschrankt sei, au-
Ber durch intratheoretische Relationen (wie die Definition von Begriffen durch bereits definierte
oder durch Grundbegriffe) und durch die Widerspruchsfreiheit. Insofern vertritt auch der Nicht-
Axiomatiker Cantor einen engen Zusammenhang von Widerspruchsfreiheit und Existenz mathe-
matischer Objekte, zumindest im Sinne der immanenten Realitédt. Vgl. hierzu besonders CANTOR,
Grundlagen [1883], 181-182.

#Vgl. POINCARE, Wissenschaft und Methode [1914], 137: ,In der Mathematik kann das Wort:
,existieren’ nur einen Sinn haben: es bedeutet ,widerspruchsfrei sein’.”

»Vgl. hierzu besonders PECKHAUS, Impliziert [2005b).
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deduktiven Systems: Wenn nur die Axiome von etwas gelten (und das ist sozu-
sagen das Abstruse bei der Schornsteinfeger-Interpretation), dann gelten auch
ihre deduktiven Folgerungen davon.?

An anderer Stelle beschreibt Hilbert es gerade als grofien Vorteil der Axio-
matik, das Studium der Relationen zwischen Begriffen von der Frage nach ihrer
sachlichen Wahrheit getrennt zu haben.?” Mit dieser , sachlichen Wahrheit” ist
wohl das gemeint, was man traditionell unter Wahrheit als einem Welt- oder
Wirklichkeitsbezug sprachlicher Entitiaten verstanden hat.?® Ahnliche Wider-
spiegelungen der Unterscheidung zweier verschiedener Wahrheitsbegriffe fin-
den sich bei Hilbert hdufiger. So reserviert er gelegentlich den Anspruch ,ab-
solute Wahrheiten” zu liefern fiir die inhaltlich vorgehende Beweistheorie, und
zwar in folgendem Sinne. ,,Wahr” sind nicht die herkdémmlichen mathemati-
schen Sitze, sondern ,wahr” sind Aussagen wie, daf$ eine Formel, die einem
bestimmten mathematischen Satz entspricht, aus einem Axiomensystem ableit-
bar ist oder daf} dieses Axiomensystem widerspruchsfrei ist.”” Manchmal ver-
wendet Hilbert auch nicht den mifSverstandlichen Begriff der Wahrheit, wenn
er von den formalen Konsequenzen eines widerspruchsfreien Axiomensystems
spricht, sondern nennt diese Konsequenzen ,,richtig“.30 Ein Begriff von Wahr-
heit, dessen hinreichendes Kriterium die Widerspruchsfreiheit ist, ist offenbar
ein anderer Begriff als ,,der” klassische Wahrheitsbegriff. Wie lafst sich dieser
,formalistische Wahrheitsbegriff” besser verstehen?

Wenn es in der Mathematik nur um das Studium der Relationen zwischen
Begriffen geht, und zwar auch nur insoweit, als diese Relationen in Axiomen ei-
ner Theorie festgeschrieben werden, so ist Mathematik notwendig abstrakt. Sie
handelt nicht von den konkreten Relationen zwischen wirklichen Gegenstan-
den, sondern von den moglichen Relationen zwischen moglichen Gegenstan-
den. Die Theoreme, die sich aus einem Axiomensystem ableiten lassen, gelten
in allen moglichen Objektsystemen, die die Axiome erfiillen. In der Mathema-
tik geht es nur um diese abstrakten Strukturen bzw. Zusammenhinge. Wenn

2630 auch PECKHAUS, Impliziert [2005b], 16-17, der auf eine Zermelo-Vorlesung von 1908 als
frithe Gottinger Quelle fiir diese Auffassung hinweist. Zermelo operiert dabei mit der traditionel-
len kantischen Unterscheidung zwischen analytischen und synthetischen Urteilen. Nach seiner
Darstellung beruht das Wesen Hilbertscher Axiomatik darauf, alles Synthetische in die Axiome
zu verlagern, so daf} die Beweise rein analytische Ableitungen wiirden. Durch hypothetische Hin-
zufiigung der synthetischen Axiome zu den eigentlichen mathematischen Urteilen wiirden diese
dann vollends analytisch.

27Vgl. auch BERNAYS, Philosophie der Mathematik [1930], 19: , Fiir diese logische Abhéngigkeit ist
es aber gleichgiiltig, ob die vorangestellten Axiome wahre Sitze sind oder nicht, sie stellt einen
rein hypothetischen Zusammenhang dar: wenn es sich so verhalt, wie die Axiome aussagen, dann
gelten die Lehrsdtze”. — Ich halte es jedoch fiir zweifelhaft, ob man mit PECKHAUS, Impliziert
[2005b], 17, aus der Abkoppelung von sachlicher Wahrheit und logischen Abhéngigkeiten den
Schluf} ziehen kann, die Wahrheit der Axiome festzustellen, gehore nicht zu den Aufgaben des
Mathematikers.

Von einer referentiellen Komponente spricht auch PECKHAUS, Impliziert [2005b], 16.

#Vgl. z. B. HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 153.

S0 7. B. in HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 156.
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man, wie Hilbert, in diesem Zusammenhang von ,,Wahrheit” sprechen will, so
ergibt sich ein ganz eigener mathematischer Wahrheitsbegriff, der sozusagen
nur einen Teil des vollen traditionellen Wahrheitsbegriffs umfafit. Mathemati-
sche Wahrheit ist etwas Anderes als sachliche Wahrheit, sie ware dann sozusa-
gen nur ,mogliche sachliche Wahrheit”.3! Wenn die Mathematik von Kreisen
spricht, geht es nicht unmittelbar um wirkliche Kreise in unserer wirklichen
Welt, sondern: In allen Systemen von Dingen, die die geometrischen Axiome
bei geeigneter Interpretation erfiillen, heifen diejenigen Dinge, die die Kreisde-
finition erfiillen, Kreise. Um ein naheliegendes Beispiel anzufiihren: Auch al-
le Mengen von Paaren reeller Zahlen, die eine Kreisgleichung erfiillen, heiflen
dann Kreise. Die Menge der Paare reeller Zahlen bildet ein Modell fiir die eukli-
dische Geometrie.

Wenn die Mathematik derart von der wirklichen Welt getrennt und auf eine
abstrakte Ebene gehoben ist, so daff nurmehr durch Interpretationen eine Ver-
bindung mit der wirklichen Welt hergestellt werden kann, was bleibt dann noch
vom Wahrheitsbegriff {ibrig? Wenn die Korrespondenzrelation erst durch eine
der Theorie externe Interpretation ins Spiel kommt, was kann dann noch die
interne Wahrheit einer Theorie ausmachen? — Es bleibt nur noch die Moglich-
keit, interpretiert zu werden. Und Interpretierbarkeit heifst allgemein gespro-
chen nichts Anderes als Widerspruchsfreiheit.

Insofern 1afst sich sagen: Eine Auffassung von Mathematik als abstrakter
Wissenschaft koppelt mathematische Theorien von jeglicher wirklichen Bezie-
hung zur wirklichen Welt ab. Von dieser Beziehung bleibt nur noch ihre Mog-
lichkeit {ibrig. Und wenn diese Moglichkeit besteht, so gibt es ein Modell, in
dem die Sitze der Theorie wahr sind. ,Es gibt ein Modell in dem die Sétze der
Theorie wahr sind” ist aber dquivalent zur Widerspruchsfreiheit der Theorie (ei-
ne vollstindige Axiomatisierung der Logik vorausgesetzt). Und insofern bleibt
beim mathematischen Wahrheitsbegriff von der sachlichen Wahrheit nur ihre
Moglichkeit tibrig und das ist die Widerspruchsfreiheit. So kann Hilbert zu dem
ansonsten vollig unverstandlichen Diktum kommen:

,Gelingt uns dieser Nachweis [der Widerspruchsfreiheit, C. T.], so stellen wir damit fest,
daf} die mathematischen Aussagen in der Tat unanfechtbare und endgiiltige Wahrheiten

sind - eine Erkenntnis, die auch wegen ihres allgemeinen philosophischen Charakters von
grofter Bedeutung fiir uns ist.” HILBERT, Neubegriindung [1922], 162

In dem Leipziger Vortrag ein Jahr spéater prazisiert er dies allerdings noch ein-
mal:
,,Die Axiome und beweisbaren Sitze, d. h. die Formeln, [...] sind die Abbilder der Gedan-
ken, die das tibliche Verfahren der bisherigen Mathematik ausmachen, aber sie sind nicht

selbst die Wahrheiten im absoluten Sinne. Als die absoluten Wahrheiten sind vielmehr die
Einsichten anzusehen, die durch meine Beweistheorie hinsichtlich der Beweisbarkeit und

3180 heifdt es auch in Hilberts Vorlesung vom Wintersemester 1922/23, daf in den Axiomen
einer Theorie nur mogliche Beziehungen zwischen Objekten ausgedriickt wiirden; vgl. HILBERT,
Wintersemester 22/23 (Bernays) [1923a*], 32.
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der Widerspruchsfreiheit jener Formelsysteme geliefert werden.”
HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 153

Hilbert hat also durchaus selbst seine Rede von ,,Wahrheit” in der Mathematik
von einer Rede von ,,absoluter Wahrheit” unterschieden. Letztere wird von ihm
nur fiir die inhaltlichen Aussagen der Metamathematik in Anspruch genom-
men.

4.4.2 Existenz

Aus diesen Uberlegungen 146t sich nun auch die Rede von der Existenz der
Objekte einer widerspruchsfreien Theorie erldutern. Selbstverstandlich folgt aus
der Widerspruchsfreiheit einer Theorie nicht die Existenz der Objekte der Theo-
rie in der wirklichen Welt — wie auch aus der Widerspruchsfreiheit von Satzsys-
temen nicht deren Wahrheit im klassisch-philosophischen Sinne folgt. Wenn der-
art eminente Mathematiker und Mathematikphilosophen wie Dedekind, Poin-
caré, Cantor und Hilbert dennoch von der Existenz der mathematischen Objekte
und geradezu dem Beweis der Existenz durch Beweis der Widerspruchsfreiheit
sprechen, so verpflichtet das Principle of Charity den Interpreten darauf, diesen
Auferungen nicht mit einem vorgefaiten Wahrheits- und Existenzbegriff zu be-
gegnen und ihnen daraus vorschnell den Vorwurf zu stricken, so wie sie dariiber
sprechen, kénne man nicht dariiber sprechen.3> Daf8 in der Alltagssprache und
in der klassischen philosophischen Reflexion , Wahrheit” und , Existenz” anders
verwendet wird, als es die besten Vertreter der hochentwickelten modernen Ma-
thematik in ihrem Fach fiir notig hielten, ist zunéchst ein Faktum.3® Man sollte
hier keinen Primat der einen {iber die andere Seite postulieren, denn ein solcher
wiirde das vertiefte Verstandnis beider Begriffe nur verstellen. Es handelt es sich
hier eben um zwei verschiedene Begriffe, deren Bedeutung aus zwei verschie-
denen Verwendungsweisen desselben Ausdrucks in verschiedenen Kontexten
stammt. Dennoch sind sie nicht vollstindig dquivok, wie die weiteren Ausfiih-
rungen aufzeigen wollen.

Es ist erhellend, wie Hilbert in Uber das Unendliche eine alte Diskussion iiber
die sog. ,imagindren” Zahlen (die nicht-reellen komplexen Zahlen) wiedergibt.
Ein alter Einwand gegen diese Zahlen lautete:

,freilich konne man zwar durch sie keine Widerspriiche erhalten; aber ihre Einfithrung sei

dennoch nicht berechtigt; denn die imaginédren Grofien existierten doch nicht?”
HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 163

Und Hilbert antwortet auf diesen Einwand gleich:

2Djes wire besonders von Positionen einzufordern, die wie Becker feststellen, daf Hilbert den
Existenzbegriff philosophisch nicht zureichend geklart hat, und die ihn dennoch kritisieren (mit
wenig ,Charity”, wie ich meine); vgl. BECKER, Mathematische Existenz [1927], 29-32.

PEinen Existenzbegriff sui generis erkennt hier indirekt auch Peckhaus, wenn er die Hilbert-
sche Rede von Existenz als , terminologische Entscheidung” bewertet; vgl. PECKHAUS, Impliziert
[2005b], 10.
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,Nein, wenn {iber den Nachweis der Widerspruchsfreiheit hinaus noch die Frage nach
der Berechtigung zu einer MaBnahme einen Sinn haben soll, so ist es doch nur die, ob die
Mafinahme von einem entsprechenden Erfolge begleitet ist.”

HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 163

Der Einwand, die imagindren Grofien existierten nicht, scheint in Hilberts Au-
gen derartig kraftlos gewesen zu sein, dafs er sich in seiner Antwort mit kei-
nem Wort auf eine Diskussion im Sinne des Existenzbegriffs einldf3t, der in dem
Einwand prasupponiert wird. Ob man berechtigt ist, Objekte einzufiihren, die
widerspruchsfrei konzipiert werden konnen, wird nur vom Erfolg dieser Ein-
fithrung entschieden. Er ist das einzige Kriterium. Und das heifit insbesondere:
Ob diese Objekte in irgendeinem anderen als dem hier intrinsisch vorausgesetz-
ten Existenzbegriff existieren, spielt iiberhaupt keine Rolle. Uberhaupt keine —
weder fiir Hilbert, noch fiir die tibrigen Mathematiker (in Hilberts Augen). Aus
dieser Beobachtung ldfit sich der Schlufd ziehen, daff man hier einem eigenen
Existenzbegriff in Hilberts Denken das Existenzrecht zusprechen und versuchen
muf3, ihn auszubuchstabieren.

Was ist also darunter zu verstehen, wenn Hilbert von , Existenz” mathema-
tischer Objekte und Objektbereiche spricht? Zunéchst ist Hilberts Sprechweise
ganz allgemein so, daf3 er einen Begriff nicht-existierend nennt, wenn dem Be-
griff widersprechende Merkmale erteilt worden sind.>* Umgekehrt gilt ihm ein
Beweis dafiir, dafs aus den Merkmalen des Begriffs mittels logischen Schliissen
keine Widerspriiche herleitbar sind, als Beweis fiir die Existenz des Begriffs.?®
Damit ist schon klar, da§ Hilbert mit ,Existenz” nicht den ,vollen” philosophi-
schen Exis’cenzbegriff36 meinen kann. Dies wird vollends klar, wenn dann auch
alle Objekte, deren Existenz in einem Axiomensystem beweisbar ist, ,existie-
rend” genannt werden sollen, bloff weil dieses Axiomensystem widerspruchs-
frei ist. So gibt er ein arithmetisches Axiomensystem aus zehn Axiomen an und
stellt gleich darauf fest:

,Auf Grund dieser Axiome 1. bis 10. erhalten wir leicht die ganzen positiven Zahlen.”
HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 154

Damit kann kein ,voller” Existenzbegriff gemeint sein. Ahnlich wie der mathe-
matische Wahrheitsbegriff nur einen Teil des klassisch-philosophischen Wahr-
heitsverstandnisses beibehalt, namlich sozusagen , mogliche Wahrheit”, so gibt
es einen entsprechenden mathematischen Existenzbegriff, der nur einen Teil des
klassisch-philosophischen Existenzverstiandnisses umfafit, ndmlich sozusagen
,mogliche Existenz”. Es ist eben moglich, dafs es ein so und so gibt, wenn das
,,50 und so” durch ein Axiomensystem bestimmt wird, das widerspruchsfrei ist.
In diesem Fall gibt es fiir das Axiomensystem ein Modell und in diesem ,,gibt es”

3Vgl. HILBERT, Mathematische Probleme [1900a], 265.

%Vgl. HILBERT, Mathematische Probleme [1900a], 265.

%Vielleicht sollte man das hier Gemeinte zur Abgrenzung von existenzphilosophischen Posi-
tionen wohl besser ,Seinsbegriff” nennen — wenn dieser Ausdruck nicht selbst schon wieder eine
so undurchschaubare Vergangenheit hétte.
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Kandidaten fiir das ,,so und so”.%” ,S0-und-so-Objekte” existieren genau dann,

wenn sie in einem widerspruchsfreien Axiomensystem instantiiert sind.*

Die Menge der reellen Zahlen ist fiir Hilbert nichts Anderes als ,ein System
von Dingen, die durch bestimmte Beziehungen, sogenannte Axiome, miteinan-
der verkniipft sind”.3? Diese Definition der reellen Zahlen ist ganz unabhingig
davon, wie man eine einzelne reelle Zahl festlegen oder aus dem System , heraus-
greifen” will. Eine entsprechende Definition einer einzelnen reellen Zahl dient
nach Hilbert

,nicht zur Definition des Begriffs der reellen Zahl. Vielmehr ist begrifflich eine reelle Zahl
eben ein Ding unseres Systems.” HILBERT, Neubegriindung [1922], 159

Daf3 es reelle Zahlen gibt, heifst eben fiir Hilbert nicht Anderes, als dafs ein sol-
ches System von Dingen denkbar ist, und das wiederum heifSt nichts Anderes,
als daf} das zugrundegelegte Axiomensystem widerspruchsfrei ist.*’

Hilberts Existenzbegriff unterscheidet sich dabei allerdings in einem wich-
tigen Punkt von der Existenz der Bestandteile eines Modells. Das folgt unmit-
telbar, wenn man ernstnimmt, was Hilbert beispielsweise iiber die Menge der
reellen Zahlen sagt. Er kennzeichnet sie als

,ein System von Dingen, deren gegenseitige Beziehungen durch die aufgestellten Axiome
geregelt werden und fiir welche alle und nur diejenigen Thatsachen wahr sind, die durch

eine endliche Anzahl logischer Schliisse aus den Axiomen gefolgert werden kénnen.”
HILBERT, Mathematische Probleme [1900a), 266

In einem beliebigen Modell eines Axiomensystems gelten im Allgemeinen viel
mehr Sétze als blof} diejenigen, die logisch aus den Axiomen folgen. Man mag
nun eine solche Passage so interpretieren, dafs Hilbert der Unterschied zwischen
Wahrheit und Beweisbarkeit nicht bewufst war. Aber zunichst hat eine solche
Passage mehr definitorischen Charakter: Sie will doch festlegen, was die reellen

%S0 nennt auch HINTIKKA, Hilbert Vindicated? [1997), 1617, diese Position Hilberts modell-
oder mengentheoretisch und eigentlich nicht formalistisch.

BPpeckhaus behauptet, dafi Objekte nach Hilbert dann nicht existieren, wenn sie den ,,Annah-
men des axiomatischen Systems widersprechen”; vgl. PECKHAUS, Impliziert [2005b], 15. Hier ist
mir nicht klar was , das” axiomatische System sein soll. Die Quantorenstruktur miifste m. E. so
lauten: Objekte existieren nach Hilbert dann nicht, wenn es kein widerspruchsfreies Axiomen-
system gibt, das die fiir die Bestimmung des Objekts grundlegenden Eigenschaften axiomatisiert.
(Wann genau man ,,gentigend viel” von den grundlegenden Eigenschaften axiomatisiert hat, wa-
re dann noch eigens zu diskutieren.) Und umgekehrt existieren Objekte nach Hilbert, falls es
(irgendein) widerspruchsfreies Axiomensystem gibt, das sie axiomatisiert (und ihre Existenz be-
weist — das wurde hier immer stillschweigend vorausgesetzt). Insofern wiirde ich gegen Peckhaus
sagen: Doch, ,alles, was Gegenstand einer Untersuchung werden kann” kann man nach Hilbert
,als existierend ansehen”. Nach Peckhaus trifft ein derartiger ,naiver” Zugang zur Existenz nicht
Hilberts Begriff. Ich wiirde sagen: Doch, er trifft ihn, wenn ,Gegenstand einer Untersuchung
werden konnen” die Widerspruchsfreiheit des dadurch geforderten Axiomensystems und seine
,Zureichendheit” zur Axiomatisierung der bestimmenden Eigenschaften einschliefit.

¥HILBERT, Neubegriindung [1922], 159. — Hilberts kleine und typische Ungenauigkeit sollte hier
nicht weiter irritieren. Natiirlich kénnen Axiome nicht die Beziehungen sein, sondern sie hochs-
tens ausdriicken oder festlegen.

450 Hilbert explizit in HILBERT, Neubegriindung [1922], 159.
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Zahlen sind. Da sie nun ein System von Dingen sind, von dem nicht nur ge-
fordert wird, dafl mindestens die Axiome und ihre logischen Folgerungen gel-
ten, sondern daf} nur diese Axiome und ihre logischen Folgerungen gelten, so
werden die reellen Zahlen offenbar nicht mit einem Modell ihres Axiomensys-
tems identifiziert, sondern gewissermafien mit dem, was alle Modelle qua Mo-
delle dieses Axiomensystems gemeinsam haben: Sie bieten eine Interpretation
der Zusammenhinge, die durch die Axiome festgelegt werden. Von , Wahrheit”
und ,Existenz” im mathematischen Sinne zu sprechen bedeutet damit nichts
Anderes, als von allen moglichen Modellen einer Theorie zu sprechen, und da-
mit von moglicher ,,Wahrheit” und moglicher , Existenz” im klassischen Sinne.
Noch einmal mit Becker (gegen Becker) gesprochen:

,Mathematisch existent heiflen Gegenstdndlichkeiten, die zum Thema einer mathemati-
schen Theorie gemacht werden und in dieser Theorie widerspruchsfrei fungieren kon-

"

nen. BECKER, Mathematische Existenz [1927], 29

In dhnlicher Weise hat auch Cantor den Begriff der konsistenten Vielheit ein-
gefiihrt: Eine Vielheit heifit genau dann konsistent, wenn es widerspruchsfrei
moglich ist, die Elemente zu einem Ganzen zusammenzufassen (vgl. auch sei-
ne entsprechende Mengendefinition; Mengen sind konsistente Vielheiten). Das
con-sistere, das Zusammen-dasein der einzelnen Elemente in einer Vielheit ist
nur dann moglich, wenn es nicht auf einen Widerspruch fiihrt.*! Will man nun
prézisieren, was es heifst, dafs das Zusammen-dasein einzelner Elemente einer
Vielheit nicht auf einen Widerspruch fiihrt, so gelangt man zur Konzeption einer
widerspruchsfreien Axiomatisierung der definierenden Eigenschaften der Viel-
heit und damit letztlich auf den Begriff eines widerspruchsfreien Axiomensys-
tems, das entweder die Existenz der Vielheit beweist (das ware der Existenzbe-
griff von eben) oder deren Modell insgesamt die Eigenschaften der Vielheit hat
(so z. B. bei der Menge der reellen Zahlen, wenn man diese axiomatisch einfiihrt,
oder ein Modell fiir die Theorie der Ordinalzahlen). So konnte der Konsistenz-
begriff gewissermaflen mit innerer Notwendigkeit seine Wandlung von einem
Begriff des Zusammen-daseins der Elemente einer Vielheit hin zu einem Begriff
von der Widerspruchsfreiheit eines Axiomensystems durchlaufen.

Einen anderen Ansatz zur Erkldrung, was es heifit, wenn man ,formalis-
tisch” von Existenz spricht, hat Volker Peckhaus vorgelegt.#> Nach ihm wer-
den die Objekte formalistischer Mathematik durch mentale Akte geschaffen.
Sie seien ,Gedankendinge, kognitive Schopfungen, die unabhédngig von nicht-

*'Diese Festlegung fithrte Cantor dazu, die sogenannten ,Antinomien der Mengenlehre”, die
ihm als Argumente schon bekannt waren lange bevor sie als ,,Antinomien” gegen seine sog. ,nai-
ve” Mengenlehre ins Feld gefiihrt wurden, einfach als Reduktio-ad-absurdum-Argumente an-
zusehen, und damit als Beweis des Gegenteils der ihnen zugrundegelegten Annahme, daf8 die
Zusammenfassung der entsprechenden Objekte ein neues Objekt bilde. Es ist historisch vollig
unhaltbar, Cantors diesbeztigliche Position als ,,ad hoc Entscheidung” zu bezeichnen wie PECK-
HAUS, Impliziert [2005b], 10; dagegen TAPP, Kardinalitit [2005], bes. 53-56.

2V gl. PECKHAUS, Impliziert [2005b].
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kognitiver Realitdt sind”.*3 Er gelangt zu dieser Auffassung einerseits durch Hil-
berts von Dedekind {ibernommene Wendung , wir denken uns ein System von
Dingen” am Beginn der Aufstellung eines Axiomensystems, andererseits durch
Hilberts Rede von ,Gedankendingen” im Heidelberger Vor’crag.44 ,,Gedanken-
dinge” sind nun fiir Hilbert — wie fiir Dedekind — alle moglichen Gegenstiande
unseres Denkens. Was konnen Gegenstdnde unseres Denkens sein? Im Normal-
fall denken wir tiber Tische und Stiihle nach und nicht {iber mentale Reprasenta-
tionen, Vorstellungen oder dhnliches. Daraus, dafd Tische und Stiihle Gegenstén-
de unseres Denkens sein konnen, folgt noch nicht, dafs es sich bei Tischen und
Stithlen um mentale Entitdten handelt. Was Peckhaus fiir den Hilbertschen For-
malismus einfordert, ndmlich epistemologisch und ontologisch neutral zu sein,
sollte er der Hilbertschen Axiomatik auch zugestehen. Die Rede von ,Gedan-
kendingen” und das ,Wir denken uns ein System von Dingen” erlauben hier
jedenfalls nicht ohne Weiteres internalistische SchlufSfolgerungen.

4.5 Zusammenfassung

Unter ,Formalismus” wird eine ganze Bandbreite verschiedener Positionen ver-
standen. Ein Extrem darunter ist der Spielformalismus. In diesem Sinne war
Hilbert kein Formalist. Bezieht man sich auf die Beweistheorie und damit auf
das HP im engeren Sinne, so sind Hilberts Auﬁerungen iiber die Inhalts- oder
Bedeutungslosigkeit formalisierter Mathematik nur auf diese bezogen, nicht je-
doch auf die Mathematik iiberhaupt. In diesem Sinne liegt der Beweistheorie
tiberhaupt kein Formalismus als eine Philosophie der Mathematik zugrunde; es
handelt sich vielmehr um eine methodische Einstellung, um eine zweckgerichte-
te Transformation der eigentlichen Mathematik, deren Ergebnis tiberhaupt nicht
beansprucht, die eigentliche Mathematik zu sein bzw. diese zu ersetzen. Das HP
setzt keinen Formalismus sondern einen Finitismus voraus, um den es im fol-
genden Kapitel gehen wird.

Es laf3t sich allerdings ein axiomatischer Formalismusbegriff entwickeln, der
mit Hilberts Sicht der Axiomatik gut zusammengeht und den man durchaus
als philosophische Sicht der Grundlagen der Mathematik bezeichnen kann. Die-
ser Begriff ist aber von Formalismusbegriffen wie dem Spielformalismus streng
zu unterscheiden, er wird im HP nicht notwendig beansprucht und er 1463t of-
fen, wie die Auswahl der Axiome einerseits und die Interpretation der Theorie
andererseits erfolgen sollen, und damit, wie die Verbindung einer Theorie zur
nicht-formalen Welt konzipiert ist. Diese Offenheit ist sicher einer der Erfolgs-
faktoren der Mathematik des 20. Jahrhunderts gewesen.

S0 PECKHAUS, Impliziert [2005b], 10-11.
“HILBERT, Grundlagen Logik [1905].
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Kapitel 5

Finitismus als finit begriindbare Metamathematik

Der erste Schritt des Hilbertprogramms bestand in der Formalisierung der her-
kommlichen Mathematik. Im zweiten Schritt geht es nun um die Rechtfertigung
der so erhaltenen formalen Systeme durch metamathematische Beweise ihrer
Widerspruchsfreiheit.

Schon im ersten Kapitel war zwischen der Frage nach der genauen Abgren-
zung dieser Beweismethoden (HP2a) und den eigentlichen Widerspruchsfrei-
heitsbeweisen mithilfe dieser Methoden (HP2b) unterschieden worden. Mit den
Widerspruchsfreiheitsbeweisen selbst wird sich erst der zweite Teil dieser Ar-
beit befassen, wiahrend es in den folgenden Ausfithrungen unter dem Stichwort
des ,Finitismus” um die Abgrenzung der metamathematischen Beweismetho-
den und um die Frage nach den Kriterien fiir diese Abgrenzung geht.

In diesem Kapitel steht also die Frage im Mittelpunkt, was genauer mit dem
Adjektiv ,finit” gemeint ist. Diese Frage kann man in verschiedene Richtungen
verfolgen, die hier in zunehmendem Spezialisierungsgrad angeordnet werden.
So wird zundchst ein erster Ansatz zu einer allgemein-begrifflichen Kldrung
des Finitismusbegriffs gemacht (Abschnitt 5.1, S. 152ff.). Anschlieffend wird es
um Hilberts Idee einer finiten Zahlentheorie gehen, die zwar spéter nicht mehr
selbst im Zielhorizont des HP steht, aber Modellcharakter behilt (Abschnitt 5.2,
S.155ff.). Spater geht es um die ausgereiftere Vorstellung einer finiten Metama-
thematik, die im Zentrum des Hilbertschen Programms steht und daher beson-
dere Aufmerksamkeit verdient (Abschnitt 5.3, S. 161ft.). Eine spezielle Frage im
Zusammenhang mit der Abgrenzung des Finitismus ist dann diejenige nach der
Klasse der finit zuldssigen Funktionen und einem entsprechenden formalen Sys-
tem wie PRA, das Tait als Préazisierung des Begriffs , finit zuldssiger Methoden”
vorgeschlagen und argumentativ verteidigt hat (Abschnitt 5.4, S. 165ff.). Es wird
abzuwigen sein, welchen Nutzen diese Prazisierung der Frage nach dem Fini-
tismus bringt gegeniiber den ,Kosten”, die darin bestehen, gerade den inhalt-
lichen Part im HP mit einer formalen Theorie zu identifizieren. Die Diskussion
der formalen Abgrenzung des Finitismus fiihrt schlieflich in natiirlicher Weise
auf sehr grundlegende Fragen an eine Epistemologie der Mathematik zurtick.

Hilberts eigene Konzeption des Finitismus hat im Laufe der Zeit eine Ent-
wicklung erfahren. Um die Jahrhundertwende dachte Hilbert, dafs es , nur einer
geeigneten Modification bekannter Schluffmethoden” bediirfe, ,um die Wider-
spruchslosigkeit der aufgestellten Axiome zu beweisen”. Nach Bernays woll-
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te Hilbert sogar , mit einer geeigneten Modifikation der in der Theorie der re-
ellen Zahlen angewandten Methoden” auskommen.! Davon war spéter keine
Rede mehr und Bernays gab 1954 riickblickend zu, dafy Hilbert sich vieles in
der Beweistheorie zu leicht vorgestellt habe.>? Manches spricht dafiir, da8 die
Verdanderungen der Finitismuskonzeption auch durch die Erfahrungen beein-
flust wurden, die bei den konkreten Ansidtzen zu Widerspruchsfreiheitsbewei-
sen gemacht wurden. Insofern miissen die Verdnderungen des Finitismusbe-
griffs vor dem Hintergrund der Geschichte der Widerspruchsfreiheitsbeweise
gesehen werden. Fiir den Augenblick kann erst einmal offenbleiben, ob es sich
dabei um eine Prazisierung von schon zu Anfang vorhandenen, aber noch vagen
Uberzeugungen gehandelt hat oder aber um eine bewufSte Anderung in Reakti-
on auf die faktischen und mit Godels Satzen dann auch prinzipiellen Probleme
mit einem zu engen Finitismusbegriff.

Bei der Abgrenzung der metamathematischen Beweismethoden wird es im-
mer um einen Ausgleich zwischen zwei gegeneinander gerichteten Kréften ge-
hen. Beide sind notwendige Bedingungen fiir einen moglichen Erfolg des Pro-
jekts und bestimmen die Kriterien fiir die Abgrenzung. Einerseits miissen nam-
lich die metamathematischen Beweismittel stark genug sein, um das Ziel der
Widerspruchsfreiheitsbeweise erreichen zu konnen. Andererseits miissen sie be-
schrankt genug sein, um noch in den Bereich besonderen Gerechtfertigtseins zu
fallen, der mit dem Finitismus ausgezeichnet werden soll und der die Voraus-
setzung fiir seine grundlagensichernde Funktion ist. Eine Leitfrage bei den fol-
genden Analysen ist daher: Wie wird der Ausgleich zwischen diesen Kriften
vorgenommen und aus welchen Griinden?

5.1 Erste begrifflich-inhaltliche Abgrenzungen

Wenn Hilbert in (HP2) Widerspruchsbeweise fiir die formalen mathematischen
Axiomensysteme aus Schritt (HP1) fordert, nennt er den ,Finitismus” zwar
nicht beim Namen, aber er fithrt zwei seiner Charakteristika an: Er soll eine
Sicherung der Mathematik liefern und ihm fallt im Rahmen des beweistheore-
tischen Konzepts der inhaltliche Part zu. Dafs dies Charakteristika des Finitis-
mus sind, ist aus vielen anderen Publikationen klar, in denen ein , finiter Stand-

'BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], 198-199. — Bernays’ Formulierung ist etwas irritie-
rend, denn einerseits legt er nahe, daf8 die urspriinglichen Methoden enger waren als die spéter
zugelassenen (,,gedachte ... auszukommen®), andererseits erwahnt er ,,in der Theorie der reellen
Zahlen angewandte Methoden”, d. h. eine Theorie von der Stirke der Analysis — und dies wiirde
bei weitem {iber jeglichen Finitismus hinausreichen, ja sogar tiber diejenigen Theorien hinausrei-
chen, deren Widerspruchsfreiheit es tiberhaupt noch zu zeigen galt.

*Vgl. BERNAYS, Zur Beurteilung [1954], 9f.
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punkt”, eine , finite Einstellung” oder auch eine , finite Zahlentheorie” beschrie-
ben werden.’

Im Rahmen von Hilberts grundlagentheoretischem Ansatz sollen diese Be-
weise also eine sichernde Funktion haben. Daher ist es von grofiter Bedeutung,
wie der Bereich der dafiir zuldssigen Beweismittel genauer abzugrenzen ist.
Denn ein Beweis kann ja stets nur soviel Sicherheit bieten wie die zulédssigen
Beweismittel, d. h. die Annahmen bzw. Axiome und die logischen Schliisse.

Um die Kriterien fiir solche sicheren Ausgangspunkte genauer herauszuar-
beiten, ist es erhellend, zundchst ganz allgemein von der Bedeutung des Aus-
drucks ,finit” auszugehen. Die , Taufe” des beschrankten Methodensets als | fi-
nit” war ndmlich keineswegs arbitrar. Dafd das , Finite” das Sichere ist, auf dem
man aufbaut, verdankt sich der Einschédtzung, daf fiir die Unsicherheiten und
Schwierigkeiten in den Grundlagen der Mathematik, wie sie sich in den Para-
doxien widerspiegeln, das Unendliche verantwortlich sei.* Genauer gesprochen
war es ein zu freiziigiger und zu sorgloser Umgang mit diesem schwierigen
Begriff, der nach Hilberts Meinung zu allzu leichtfertigen Schliissen und Defi-
nitionen verfiihrt hat. Hilbert hielt es wie Cantor fiir die ,, Wurzel allen Ubels”
im Bereich des Unendlichen, unbedacht Prinzipien, die im Endlichen gelten, auf
das Unendliche zu tiibertragen.” Da metamathematisch gerade gezeigt werden
sollte, dafs mathematische Systeme diesen Problemen nicht verfallen sind, und
da diese metamathematischen Ergebnisse nicht selbst wieder dem Verdacht un-
terliegen sollten, durch sorglosen Umgang mit dem Unendlichen ihre Zuverlas-
sigkeit zu gefdhrden, sollten die metamathematisch verwendeten SchlufSweisen
eine besondere Art von Rechtfertigung haben, die (nach Moglichkeit) keinerlei
,,Gebrauch vom Unendlichen” macht. Metamathematische Methoden sollen , fi-
nit”, d.h. ,,endlich” oder ,im Endlichen” gerechtfertigt sein, ohne Riickgriff auf
Unendliches.

Das heifst zunédchst konkret, dafs der Riickgriff auf unendliche Gesamthei-
ten finit ausgeschlossen ist. Schon die einfachste Unendlichkeit, die Menge der

3Im Folgenden wird wie bei Hilbert zwischen ,Finitismus”, , finiter Einstellung” und , finitem
Standpunkt” stilistisch hin und her variiert; nur der Ausdruck ,finite Zahlentheorie” wird eine
Sonderrolle spielen.

4So explizit HILBERT / ACKERMANN, Theoretische Logik [1928], 66: ,Mit dem Begriff des Un-
endlichen sind die Schwierigkeiten und Paradoxien verkniipft, die bei der Diskussion tiber die
Grundlagen der Mathematik eine Rolle spielen”. Ahnlich schreibt Bernays in HILBERT / BERNAYS,
Grundlagen I [1934], daB sich die Aufgabe der Beweistheorie als ein Problem des Unendlichen her-
ausgestellt hitte. Vgl. auch GENTZEN, Gegenwiirtige Lage [1938a], 7, und HILBERT, Uber das Un-
endliche [1926], sowie auch den Titel des letzteren Aufsatzes. Darin werden zwar zunichst etwas
tiberspannt , Ungereimtheiten und Gedankenlosigkeiten” in der mathematischen Literatur dem
Unendlichen angelastet (S. 161-162), spater wird dies jedoch prazisiert und die Unstimmigkeiten
beim Operieren mit dem Unendlichen werden in der Identifikation von ,unendlich” mit ,sehr
gro” gesehen, sowie in der vorschnellen Ubertragung von Sitzen, die im Endlichen gelten, auf
das Unendliche (S. 166-167).

>Vgl. HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 155; CANTOR, Grundlagen [1883], 178; CANTOR,
Uber die verschiedenen [1886], 371-372; sowie Cantors Brief vom 24. 1. 1886 an Constantin Gutberlet,
in: TAPP, Kardinalitiit [2005], 347-351.
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nattiirlichen Zahlen, ist als solche finit nicht zuhanden, obgleich man die einzel-
nen natiirlichen Zahlen durchaus ,alle” benutzen darf.® Das finite Verbot des
Riickgriffs auf Unendliches erhielt syntaktisch die Gestalt einer Restriktion in
der Verwendung bzw. Interpretation von Allquantoren. Dies spricht dafiir, daf3
man die syntaktischen Objekte (Quantoren) sehr eng nicht nur an die Objek-
te ihres Quantifikationsbereichs (bspw. die nattirlichen Zahlen), sondern an den
Quantifikationsbereich als ganzen (bspw. die Menge der natiirlichen Zahlen) an-
gekoppelt sah.

Fiir ein enges Zusammenlesen von , Finitismus” und , Endlichkeit” spricht
auch Hilberts erste, informelle Schilderung des HP in der Vorlesung vom Win-
tersemester 1921 /22 nach der Kneser-Mitschrift. Darin heif3t es:

,Wir brauchen nicht an das Vorhandensein unendlicher Mengen zu glauben; wir wissen,
dafd wir so schlielen diirfen, als wenn sie da wéren, ohne auf Widerspriiche zu kommen.
So verstehen wir, was auf dem Kron[ecker]-Br[ouwer]-W[eyl]schen Standpunkte als Wun-
der erscheint [...], durch endliche Logik, d. h. anschauliches Handeln und Operieren mit

anschaulichen Gegenstdanden, eben den Formeln und Beweisen.”
HILBERT, Wintersemester 21/22 (Kneser) [1922%], I1I, 9-10

Das Operieren mit unendlichen Gegenstdanden soll also als widerspruchsfrei ge-
sichert werden, und zwar mit einer finiten, endlichen Logik.

Diese finite Logik besteht in einer Beschrankung der sonst tiblichen logi-
schen Schlufsweisen. Besonders beim Umgang mit konstruktiven, aber unendli-
chen Gesamtheiten sollen Schlufiweisen wie das Tertium non datur ausgeschlos-
sen sein. Allgemeine Urteile sind rein hypothetisch oder schematisch aufzufas-
sen und existenziale Urteile als Partialurteile.” Diese Punkte werden unten noch
weiter zu kldren sein. Hier ist festzuhalten, dafs die Beschrankung der logischen
Schlufweisen zumindest grofie Ahnlichkeit mit den Beschrankungen aufweist,
die die intuitionistische Logik kennzeichnen.

Gelegentlich wird behauptet, der Finitismus sei im Wesentlichen identisch
mit dem Intuitionismus. Diese Uberzeugung war anscheinend im Gottingen der
1920er Jahre verbreitet.® Heute wird man dies nicht mehr so undifferenziert be-
haupten konnen, und zwar aus mehreren Griinden. Erstens wurde im Abschnitt
tiber den Intuitionismus (Abschnitt 3.2, S. 116£f.) schon darauf hingewiesen, wie
wichtig fiir Brouwers Intuitionismus seine philosophische Grundhaltung war,
die man wohl kaum Hilbert unterstellen wird. So hat auch Bernays zunéchst

SHier verlauft genau die Grenze zum sog. ,Ultrafinitismus” oder ,striktem Finitismus”, dem
zufolge nicht einmal nattirliche Zahlen beliebiger Grofse zulédssig sind. Durch seine (willkiirliche)
Begrenzung des Zahlenbereichs nach oben handelt sich der Ultrafinitist ganz eigene Probleme
ein. Diese werden im Folgenden keine Rolle spielen.

Hilbert selbst scheint urspriinglich zumindest ein engerer Finitismus vorgeschwebt zu sein als
derjenige, den er in seinen Publikationen entfaltet hat. Bernays zufolge stellte es fiir Hilbert schon
einen Kompromif dar, den Allgemeinbegriff der Ziffer als finit zu akzeptieren; vgl. BERNAYS, Zur
Beurteilung [1954], 12; HALLETT, Hilbert Logic [1995], 169, 173; SIEG, Hilbert's Programs [1999], 25;
EWALD/SIEG, Lectures [2007], 256.

"HILBERT, Wintersemester 21/22 (Bernays) [1922a*], 3a.

8S0 auch noch VON NEUMANN, Die formalistische [1931], 116.
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den Finitismus als Intuitionismus minus seiner merkwiirdigen philosophischen
Begriindung beschrieben. Zweitens geht es bei dieser Identifikation, auch der
von Bernays, in erster Linie um die Abgrenzung der finit bzw. intuitionistisch
zuldssigen Axiome und Schlufiweisen. Sowohl der Finitismus als auch der In-
tuitionismus sind jedoch von einer Rahmendoktrin umgeben und diese Rah-
mendoktrinen lassen sich ebensowenig miteinander identifizieren wie die all-
gemeineren philosophischen Perspektiven, in die sie eingebettet sind. Insofern
ist es zumindest in grundlagentheoretisch-philosophischen Zusammenhangen
irrefithrend, davon zu sprechen, dafd Hilbert den Intuitionismus und die klassische
Mathematik versdhnen wollte.” Hilbert war weder von der ,Hintergrundphilo-
sophie”, noch vom konkreten grundlagentheoretischen Rahmen her Intuitionist,
und fiir den radikalen Intuitionisten kann es, wie gesehen, keinen anderen als
den intuitionistischen Weg zum Aufbau der Mathematik geben, d. h. auch keine
nicht-intuitionistische Vermittlung oder Versohnung.

Bernays hat die Identifikation von intuitionistisch und finit Zuldssigem spa-
ter aufgegeben. 1935 relativierte er entsprechend die Bedeutung des Aquikon-
sistenzresultats zwischen HA und PA fiir das HP: intuitionistische Arithmetik
gehe tiber finite Betrachtung hinaus,

,indem sie neben den eigentlichen mathematischen Objekten auch das inhaltliche Bewei-

sen zum Gegenstand macht und dazu des abstrakten Allgemeinbegriffs der einsichtigen
Folgerung bedarf.” BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], 212

Daher sei durch das Godel-Gentzensche Resultat (vgl. Teil II, Kapitel 3, S. 267ff.)
zwar intuitionistisch die Widerspruchsfreiheit der klassischen Arithmetik ge-
zeigt, aber nicht finit.

Was mit der Beschrankung auf das Endliche, , Uberblickbare” bzw. , hand-
greiflich Sichere” gemeint ist, zeigt sich deutlicher bei der Betrachtung von Hil-
berts finiter Zahlentheorie.

5.2 Finite Zahlentheorie

Die ersten Uberlegungen zu einer finiten Zahlentheorie finden sich in Hilberts
Vorlesung Logik-Kalkiil vom Wintersemester 1920.19 Darin entwickelt Hilbert zu-
néchst den Logik-Kalkiil bis zur formalen Pradikatenlogik (damals: ,Funktio-
nenkalkiil”), wendet sich dann jedoch dem Ziel zu,

,,der Mathematik den alten Ruf der Sicherheit wieder [zu] verschaffen, welcher ihr durch

die Paradoxien der Mengenlehre verloren zu gehen scheint.”
HILBERT, Wintersemester 20 [1920%], 47

°S0 z. B. GEORGE/VELLEMAN, Philosophies [2002], 147, die sogar behaupten, dal Hilbert sein
ganzes Programm entwickelt habe, um Intuitionismus und klassische Mathematik zu , versoh-
nen” (,,reconcile”).

WHILBERT, Wintersemester 20 [1920*]. Aufgrund von Kurzsemestern fiir Kriegsheimkehrer gab
es 1920 in Gottingen zuerst ein Wintersemester 1920, dann das Sommersemester 1920 und schliefs-
lich das Wintersemester 1920/21. Hier ist von dem erstgenannten die Rede. Vgl. SIEG, Hilbert’s
Programs [1999], 34.
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Da ein Nachweis der Widerspruchsfreiheit fiir die Zahlentheorie zugegebener-
maflen bislang nicht in Reichweite ist — Hilbert erwdhnt hier das Scheitern von
Frege und Dedekind —, bleibt einem keine andere Moglichkeit, als

,dafs man die mathematischen Konstruktionen an das konkret Aufweisbare ankniipft und

die mathematischen SchluSmethoden so interpretiert, daf man immer im Bereiche des
Kontrollierbaren bleibt.” HILBERT, Wintersemester 20 [1920%], 47

Konkret stellt sich Hilbert vor,

,dal man den Aufbau der Zahlentheorie von Anfang an durchgeht und die Begriffsbil-
dungen und Schliisse in eine solche Fassung bringt, bei der von vornherein Paradoxi-
en ausgeschlossen sind und das Verfahren der Beweisfiihrungen vollstdndig tiberblickbar
wird.” HILBERT, Wintersemester 20 [1920%], 48

,Konkret”, ,aufweisbar”, , kontrollierbar” und ,iiberblickbar” stehen hier
fur das, was die finite Zahlentheorie auszeichnen und ihre Freiheit von den Pa-
radoxien verbiirgen soll.

Hilberts Konzeption von finiter Mathematik setzt bei den konkreten Zeichen
an. Finite Mathematik macht zunéchst einmal Aussagen iiber konkrete Strich-
folgen oder Zahlzeichen der Form ,1 + 1 + ... + 17, die sich aus ,1” durch
Anhingen von ,,+1“ ergeben.!! Dabei geht es genauer gesagt um die Typen von
konkreten Zeichen, denn Ort, Zeit und andere Besonderheiten der Herstellung
sollen keine Rolle spielen.!? Diese Zeichen und die Moglichkeit ihres Auf- und
Abbaus sind in Hilberts Augen noch basaler als die logischen Schliisse selbst:
Sie miissen als ,,Vorbedingung fiir die Anwendung logischer Schliisse und die
Betitigung logischer Operationen [...] in der Vorstellung gegeben sein”.!3 Bei
den Zahlzeichen handelt es sich um

,auferlogische diskrete Objekte, die anschaulich als unmittelbares Erlebnis vor allem Den-
ken da sind. Soll das logische SchliefSen sicher sein, so miissen sich diese Objekte vollkom-
men in allen Teilen tiberblicken lassen und ihre Aufweisung, ihre Unterscheidung, ihr
Aufeinanderfolgen ist mit den Objekten zugleich unmittelbar anschaulich fiir uns da als

etwas, das sich nicht noch auf etwas anderes reduzieren laft.”
HILBERT, Neubegriindung [1922], 163

Diese ,aufierlogischen diskreten Objekte” sind also die Basis fiir alles Folgen-
de. Mit biblischer Anspielung formuliert Hilbert: ,am Anfang [...] ist das Zei-
chen”.* Dabei verwendet Hilbert den Ausdruck , Zeichen” eher so, wie man im
allgemeinen Sprachgebrauch von , Figuren” sprechen wiirde. Eine Kritik an Hil-
berts Konzeption, die darauf abhebt, dafy hier widersinnigerweise von Zeichen

"In der friihen Darstellung aus der Vorlesung vom Wintersemester 1920 sollen die lingeren
Zeichen noch geklammert sein, also ,(1 + 1) + 1%, ,((1 + 1) + 1) + 1” usw. Spéter verzichtet
Hilbert auf diese Anforderung. 1926 schliefSlich werden die Zahlzeichen einfach als Folgen von
Einsen konzipiert: ,17, ,117, ,111“, ...; vgl. HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 171. Dadurch
wird auch der Unterschied zwischen dem Hinzuftigen einer Eins und der eigentlichen Addition
deutlicher, der durch die Notation ,+1” verschwimmt.

2H 1L BERT, Wintersemester 20 [1920*], 48—49.

HILBERT, Neubegriindung [1922], 163.

YHILBERT, Neubegriindung [1922], 163.
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gesprochen werde, die nichts bezeichnen, geht daher in die Irre.!> Was man be-
notigt, sind nach Bernays Figuren, die aus Grundexemplaren derselben Gestalt
auf dieselbe Weise zusammengesetzt sind (ob durch Hintereinanderschreibung
oder anders) und die dieselbe oder verschiedene Gestalt haben kénnen, wobei
von unwesentlichen Bestandteilen der Gestalt abgesehen (,,abstrahiert”) wird.

Neben diesen eigentlichen Zahlzeichen gibt es Kurzzeichen wie ,,2“, die je-
doch alle durch definierende Gleichungen einzufiihren sind.!® Diese Gleichun-
gen legen den Kurzzeichen eine Bedeutung bei: ,2” bedeutet in diesem Sinne
»1 + 17, wahrend die eigentlichen Zahlzeichen nach diesem Ansatz zwar Ge-
genstand unserer Betrachtung sind, aber sonst , keinerlei Bedeutung” haben sol-
len.! Sie sind schlicht die Strichfolgen oder +1-Folgen und verweisen auf nichts
Anderes.

Gleichungen werden in der finiten Mathematik aufgefafit als Aussagen,
dafs das Zeichen rechts vom Gleichheitszeichen mit dem Zeichen links vom
Gleichheitszeichen tiibereinstimmt. In diesem Sinne , bedeutet” die Gleichung
,2 4+ 3 = 3 4 2” dann auch nichts Anderes, als dafs der durch ,2 + 3" abge-
kiirzte Term ,,(1 + 1) + (1 + 1 + 1)” nach Ausrechnen zum selben Zahlzeichen
wird, ndmlich zu ,1+1+ 1+ 1+ 1”, wie der durch ,3 + 2” abgekiirzte, ndmlich
#(14+1+1)4+(1+41)“ Soist auch zu verstehen, dafd nach diesem Ansatz ,2 < 3“
keine Formel sein soll, sondern nur die Mitteilung, dafs das durch ,,3” abgekiirz-
te Zeichen, namlich ,, 141417, tiber das durch ,2” abgekiirzte Zeichen, namlich
S+ 17, hinausragt.18

Der engste Bereich finiter Zahlentheorie besteht damit in Aussagen iiber
konkrete Zahlzeichen oder Strichfolgen und {tiber die Ergebnisse der Ausfiih-
rung gewisser Basisoperationen an diesen konkreten Objekten. Sie sollen epis-
temisch zugénglich sein aufgrund einer epistemologisch grundlegenden Fahig-
keit unserer Anschauung in Bezug auf endlich viele konkrete Objekte.

Daf3 die aussagenlogischen Verkniipfungen in vollem Umfang fiir die Bil-
dung finiter mathematischer Aussagen zur Verfiigung stehen, kann als selbst-
verstandlich gelten. Es wird zwar kaum ausdriicklich gesagt, geht jedoch in-
direkt beispielsweise aus der Argumentation fiir die Zuldssigkeit beschrankter
Quantoren hervor. Aussagen mit beschrinkten Quantoren wie (Vn < 3)F(n) oder
(In < 3)F(n) sind finit ebenfalls zuldssig, da sie sich in Konjunktionen bzw.
Disjunktionen tibersetzen lassen (F'(0) A F'(1) A F(2) bzw. F'(0) V F(1) V F(2)).
Sie sind als nichts weiter denn als Abkiirzungen fiir diese aufzufassen. Dadurch
sei ,der Sinn des allgemeinen und des existentialen Urteils ohne weiteres klar

>Dies hat Bernays in Reaktion auf eine entsprechende Kritik Aloys Miillers herausgestellt; vgl.
BERNAYS, Erwiderung [1923]; MULLER, Zahlen als Zeichen [1923].

16 An dieser Stelle konnte man der Frage nachgehen, welchen Status diese definierenden Glei-
chungen eigentlich haben. Denn Hilbert behauptet, dafd die finite Mathematik ohne Axiome aus-
kommt. Das heifst, dafd diese Zeichen entweder nicht zum eigentlichen Zeichenbestand der finiten
Mathematik gehoren konnen, oder aber, dafs die definierenden Gleichungen keine Axiome sind.
Aber was sind sie dann?

"HILBERT, Neubegriindung [1922], 163; HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 171-172.

8Vgl. HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 171-172.
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und eindeutig”.!® Man kann sich natiirlich fragen, ob das stimmt. Ist eine Oder-
Verkniipfung von 100000 Aussagen iiber verschiedene Objekte eines undurch-
schaubaren Bereichs wirklich eindeutiger und klarer, als die Rede davon, dafs es
in dem Bereich irgendwo ein solches Objekt gibt? — Die Umdeutung als Und-
oder Oder-Verkniipfungen geht jedenfalls nicht mehr an, wenn Quantoren in
Allaussagen wie ,VzF(x)” tiber einen unendlichen Individuenbereich laufen.
Solche Aussagen, die im Fall eines unendlichen ,,universe of discourse” wie den
natiirlichen Zahlen eine Aussage iiber alle Elemente einer unendlichen Gesamt-
heit treffen wiirden, sind nicht mehr ,finit tiberblickbar” oder , handgreiflich
sicher” und deshalb in der finiten Mathematik nicht moglich.

Einen gewissen Ersatz fiir allgemeine Urteile bieten in Hilberts finiter Ma-
thematik die sogenannten , Mitteilungszeichen”. Zeichen wie ,a” oder ,,b” sollen
fur konkrete Zahlzeichen stehen, die im Kontext, iiber den gesprochen wird, be-
kannt sein sollen, im Kontext, in dem gesprochen wird, sind sie jedoch unbe-
kannt. Die Frakturschrift macht deutlich, daf sie von formalen Variablen, die
erst einmal nicht zur Verfiigung stehen, streng zu unterscheiden sind. Formel-
dhnliche Gleichungen wie ,a + b = b + a” sind dementsprechend nicht selbst
als Aussagen der finiten Mathematik aufzufassen, sie gehdren nicht zur Sprache
der finiten Zahlentheorie, sondern sie stehen in Betrachtungen iiber die finite
Mathematik fiir konkrete Gleichungen mit zwei Zahlzeichen a und b. Sie sol-
len nur fiir den Fall etwas behaupten, dafs zwei konkrete Zahlzeichen gegeben
sind, fiir die stellvertretend die Mitteilungszeichen ,,a” und ,b” stehen.?’ In der
finiten Mathematik gibt es daher zumindest hypothetisch allgemeine Urteile:
Urteile, die fiir den Fall etwas behaupten, daf} irgendwelche beliebigen konkre-
ten Zahlzeichen gegeben sind, die aber, solange keine konkreten Zahlzeichen
gegeben sind, nichts bedeuten. Sie sind insofern hypothetisch und auch nicht
finit negationsfahig, denn ihre Negation miifite sagen: ,Es sind entweder keine
Zahlzeichen gegeben oder [Gegenteil der Aussage]”, und ein solches Statement
verlafst den Bereich der finiten Mathematik. Zeichen wie ,,a” sind, wenn man so
will, Metavariablen. Diese Terminologie ist aber nicht unbedingt besser als die
von Hilbert vorgeschlagene Bezeichnung , Mitteilungszeichen”, denn der Aus-
druck ,Metavariable” suggeriert, dafy auch die Metatheorie kalkiilisiert vorliegt,
und das entspricht nicht Hilberts Konzeption von Beweistheorie, sondern geht
tiber diese Konzeption hinaus.

Die Mathematik kann schon bei der einfachsten Algebra nicht ohne allge-
meine Aussagen auskommen. Deshalb probiert Hilbert verschiedene Wege aus,
um auch in der finiten Mathematik irgendwie Allgemeinheit zum Ausdruck zu
bringen. Ein Ansatz aus den Vorlesungen von 1920 ist, formale Gleichungen
wie ,x + 1 = 1 + 2" zuzulassen, wenn sie fiir z = 1 gelten und wenn aus ihrer
Giltigkeit fiir « die Giiltigkeit fiir x 4 1 folgt. Diese Gleichungen sollen in sich
,nichts bedeuten”, sondern sind nur Wegweiser, wie beim Vorliegen eines kon-

YHILBERT, Wintersemester 21/22 (Bernays) [1922a*], 1a.
2Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 164; HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 172.
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kreten Zahlzeichens wie ,3“%' die (echte) Gleichung ,3 + 1 = 1 + 3" bewiesen
werden kann, ndmlich durch Benutzung der Gleichung fiir + = 1 und durch
zweimaliges Anwenden des Schrittes von x zu = + 1.22 Dies ist ganz dhnlich zu
lesen wie Hilberts vielzitierter Beweis von a + b = b + 0.2 Als ,Beweis” einer
hypothetischen Aussage handelt es sich dabei gewissermafien auch um einen
,/hypothetischen Beweis”, aus dem bei Vorliegen konkreter Zahlzeichen wie , 2"
und ,,3” erst noch ein ,echter” Beweis von 2 + 3 = 3 + 2 gemacht werden mufs.
Die Anweisung dazu lafst sich dem Beweis von a + b = b 4 a entnehmen, und
darin besteht dessen Sinn.?*

Spéter scheint Hilbert allgemeine Aussagen wie ,x +y = y + z” in der fi-
niten Mathematik zuzulassen. Wenn er dann betont, dafs mit einem Beweis von
x4+ y = y + x noch kein Beweis einer einzelnen Instanz wie 2 + 3 = 3 + 2
gegeben ist, bezieht sich diese Bemerkung nicht mehr auf die frithere , Wegwei-
serfunktion”, sondern darauf, daf$ der Beweis von = + y = y + x noch durch
Substitutionsschliisse zu verldngern ist (ndmlich Ersetzung von « durch 2 und
von y durch 3), die damit als Schliisse eigenen Rechts erscheinen.?’ Uber die-
se spdtere Konzeption ldfit sich zutreffend feststellen, dafs es keinen Allquantor
gibt und die Allgemeinheit von Aussagen durch die Verwendung von Schemata
und speziellen Variablen zum Ausdruck gebracht wird.?®

In der Wintersemester-Vorlesung 1920 ist der Bereich finit zuldssiger Begriffe
und Schlufiweisen hingegen noch extrem schmal. Der Bereich mathematischer
Aussagen, die unmittelbar Sinn haben, ist auf geschlossene numerische Glei-
chungen beschrankt (Gleichungen zwischen Zahl- oder Kurzzeichen, bzw. de-
ren aussagenlogische Kombinationen).

Dieser Ansatz Hilberts zu einer ,unanfechtbaren” Zahlentheorie ist mog-
licherweise nicht so unanfechtbar, wie Hilbert es sich gedacht hatte, wenn er
sagt:

,,Bei einer solcherart betriebenen Zahlentheorie gibt es keine Axiome, und also sind auch
keinerlei Widerspriiche moglich. Wir haben eben konkrete Zeichen als Objekte, operieren

mit diesen und machen {iber sie inhaltliche Aussagen.”
HILBERT, Neubegriindung [1922], 164

2Der Kiirze halber wird hier so gesprochen, als sei ,3” ein Zahlzeichen. In Wirklichkeit ist nur
(1 + 1) 4+ 1” bzw. spdter ,,((0 + 1) 4+ 1) + 1” im strengen Sinne ein Zahlzeichen, das durch die
Ziffer ,3" abgekiirzt werden kann. Dann heifit es, ,,3“ ,bedeute” ,((0+ 1) + 1) + 1“.

2Vgl. auch EWALD/SIEG, Lectures [2007], 256-257.

BDieser Beweis geht etwa so: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen,
dafl a < b ist. Dann kann man b schreiben als a + ¢, die zu beweisende Gleichung wird also zu
a+a+ ¢ = a+ c+ a. Diese Terme stimmen auf der linken Seite um den Anteil a tiberein, ergeben
also genau dann das gleiche Zahlzeichen, wenn a + ¢ und ¢ + a dasselbe Zahlzeichen ergeben.
Also ist nur noch die kiirzere Gleichung a + ¢ = ¢ + a zu zeigen. So fiithrt man die Gleichung auf
immer kiirzere Gleichungen zurtick und gelangt schliefilich zu einer Gleichung der Art a = a.
Aus deren Richtigkeit folgt die Richtigkeit der urspriinglichen Gleichung.

#Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 164; HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 173+175.

»Vgl. etwa HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 174.

%S0 auch GEORGE / VELLEMAN, Philosophies [2002], 150.
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Philosophischerseits kann man ja vielleicht zustimmen, dafs das blofSe Operieren
mit konkreten Zeichen und das Treffen von Aussagen iiber diese Zeichen auch
ohne ein axiomatisches Fundament ganz gut gerechtfertigt ist, man also wirk-
lich dafiir keine Axiome braucht. Das hiele aber, dafl man zu einer konkreten
Behauptung nicht deduktiv gelangt (dann brauchte man wieder Sitze als Aus-
gangspunkte der Deduktion), sondern von einer direkten, , auflerlogischen” Er-
fahrung her. Dann stellt sich jedoch die Frage, wieso keine Widerspriiche mog-
lich sein sollten. Hilbert hat in seinem Ansatz offenbar keine Moglichkeit fiir
menschlichen Irrtum vorgesehen. Wenn ich mich nach seiner Theorie frage, ob
8 # 9 oder 8 = 9 richtig ist, so muf’ ich die Kurzzeichen auflésen, schreibe die
beiden Zahlzeichen hin und vergleiche sie. Bei solchen Vergleichen kénnen mir
Fehler unterlaufen. Wenn ich beispielsweise durch Abzdhlen mit meinen Fin-
gern vergleichen wiirde, konnte ich mich vertun und versehentlich einen Finger
bei der Abzdhlung der Einsen der 8 iiberspringen, so daf$ ich beide Male beim
neunten Finger auskomme. So gelangte ich fdlschlicherweise zu der Gleichung
8 = 9. Bei einer anderen Gelegenheit konnte ich richtig liegen und zu 8 # 9 ge-
langen. So wiirden meine beiden Behauptungen einen Widerspruch bilden. Zu
diesem bin ich natiirlich nur durch meinen Irrtum gelangt. Aber solcher Irrtum
ist sicher moglich und es bliebe fiir einen Ansatz wie den Hilbertschen die Frage
bestehen, wie man mit solchen, offenkundig moglichen Widerspriichen umgeht.
Der naheliegendste Ausweg wire wohl, noch eine Objektivitdtsstufe zwischen
die Behauptung der Gleichungen und ihre Geltung einzuschieben. Zwar mag
ich irrtiimlich zu 8 = 9 kommen, aber dahin komme ich eben nur irrtiimlich.
Wenn ich die Zeichen objektiv richtig vergleiche, werde ich nur zu 8 # 9 kom-
men — und dagegen waren dann keine Widerspriiche moglich, ganz nach dem
Aristotelischen Satz vom Widerspruch, nach dem einer Sache nicht in gleicher
Hinsicht ein Pradikat sowohl zukommen als auch nicht zukommen kann.

Eine entscheidende Grenze eines solchen Ansatzes, der die zahlentheore-
tischen Schluflweisen an eine direkt-konstruktive Interpretation, an Grundtat-
sachen unserer Anschauung oder an fundamentale empirische Fakten bindet,
liegt jedenfalls auf der Hand: Er fiihrt nicht weit genug. Anders gesagt: Man
erkauft die finite Absicherung mit einer zu starken Restriktion der mathema-
tischen Reichweite.”” Zwar hatte man mit der finiten Mathematik in Hilberts
Augen das , gesamte numerische Rechnen” im Griff, aber das numerische Rech-
nen ist eben lange nicht die gesamte Mathematik. Schon die einfachsten Glei-
chungen der Algebra, die eben erwdhnt wurden, fithren tiber den Bereich der
anschaulich-einleuchtenden Aussagen tiber konkrete Zahlzeichen hinaus. Die
logischen Gesetzmaifligkeiten, die im Bereich der finiten Mathematik herrschen,
sind zu untibersichtlich: Das Tertium non datur gilt finit nur in besonderen Fal-

*Wo genau diese Grenze liegt, andert sich im Laufe der Entwicklung von Hilberts Einschét-
zungen. Im Wintersemester 1920 sagt Hilbert, daf8 die Schwierigkeiten beim Ubergang zu eigent-
lichen Sétzen der Zahlentheorie auftrdten, wo tiber alle unendlich vielen Zahlen Behauptungen
gemacht werden.
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len.?® Gleichwohl kommt es fiir Hilbert nicht in Frage, der Mathematik die all-
gemeine Verwendung des Tertium non datur zu verbieten. Dieses Verbot wire
in seinen Augen so, wie wenn man dem Boxer die Benutzung seiner Fauste oder
dem Astronomen die des Teleskops verbieten wiirde.?’ Uberhaupt braucht die
Mathematik die uneingeschrankte Verwendung der Quantoren auch bei unend-
lichen Gesamtheiten.? Die sog. ,transfiniten SchlufSweisen” sind fiir den Auf-
bau einer Mathematik, die diesen Namen auch verdient, unerlifilich. Es mufste
also eine Alternative her, die Mathematik in vollem Umfang zu rehabilitieren,
und dennoch die finiten Sicherheiten nicht aufzugeben.

5.3 Finite Metamathematik

Ein Versuch, die Mathematik direkt finit zu rechtfertigen, steht vor dem Dilem-
ma, entweder den Bereich der zuldssigen, weil gerechtfertigten Mathematik ra-
dikal zu beschrianken (das wire fiir Hilbert eine ,, Verbotsdiktatur”) oder sich der
Lacherlichkeit dadurch preiszugeben, daff man sozusagen zu Fufs zum Mond
laufen will. Die Alternative, Zahlentheorie existenzial-axiomatisch zu betreiben,
fiihrt zwar viel weiter, vertrdgt sich aber nicht ohne Weiteres mit der Beschran-
kung des Finiten auf den Bereich anschaulicher Betrachtungen.! Eine Rechtfer-
tigungsstrategie fiir die Gesamtmathematik mufs daher die Grenze des unmittel-
bar durch anschauliche Betrachtung zu Rechtfertigenden iiberschreiten,? ohne
dabei die gerade durch die Bindung an das , konkret Uberblickbare” gewonnene
und gewinnbare Sicherheit aufzugeben.

Genau an dieser Stelle setzte Hilberts entscheidende Idee ein, durch Einfiih-
rung einer Metaebene eine indirekte Verbindung zwischen beiden Seiten herzu-
stellen. Von Neumann bringt sie auf den Punkt, wenn er schreibt:

,Auch wenn die inhaltlichen Aussagen der klassischen Mathematik unzuverldssig sein
sollten, so ist es doch sicher, daf3 die klassische Mathematik ein in sich geschlossenes, nach
feststehenden, allen Mathematikern bekannten Regeln vor sich gehendes Verfahren invol-
viert, dessen Inhalt ist, gewisse, als ,richtig’ oder ,bewiesen”’ bezeichnete, Kombinationen

der Grundsymbole sukzessiv aufzubauen. Und zwar ist dieses Aufbauverfahren sicher ,fi-
nit’ und direkt konstruktiv.” VON NEUMANN, Die formalistische [1931], 116-117

So besteht nach von Neumann ein wesentlicher Unterschied ,,zwischen der u. U.
unkonstruktiven Behandlung des ,Inhalts’ der Mathematik (reelle Zahlen u. &.),
und der immer konstruktiven Verkniipfung ihrer Beweisschritte”. Und genau

%In der Wintersemester-Vorlesung 1920 erwahnt Hilbert zum ersten Mal den Namen Brouwers
und sagt, dessen , paradoxe Behauptung”, daf das Tertium non datur fiir unendliche Gesamthei-
ten nicht gelte, mache Sinn. Auch dies ist ein Beleg dafiir, dafl Hilbert zu dieser Zeit klar war, daf8
man auf dem Weg eines finit-konstruktiven Aufbaus der Zahlentheorie nicht bis zur klassischen
Mathematik gelangen kann. Vgl. auch SIEG, Hilbert's Programs [1999], 26.

PHILBERT, Grundlagen Mathematik [1928].

%S0 Hilbert in HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923)].

*1Vgl. HILBERT, Wintersemester 20 [1920%], 53.

%2Vgl. BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], 204.
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diesen konstruktiven Zug der metamathematischen Ebene will Hilbert sich zu-
nutze machen. Zwar kommt man mit den finiten mathematischen Methoden
beim Aufbau der Mathematik nicht iiber Elementares hinaus. Das Beweisen
mathematischer Resultate in formalen Kalkiilen ist jedoch mathematisch be-
trachtet elementar. Und das lddt dazu ein, die Satze der Zahlentheorie als blo-
e Formeln aufzufassen und das logische SchliefSen als mechanisches Ableiten
von Formeln aus Formeln, die Rechtfertigung hingegen auf die Metaebene zu
verlagern, indem von diesem konstruktiv-mechanischen Regelsystem fiir Ab-
leitungen gezeigt wird, dafs es nicht auf Widerspriiche fiihren kann. So werden
nicht mehr die einzelnen mathematischen Definitionen und Beweisschritte finit-
konstruktiv gerechtfertigt, sondern die ganzen Axiomensysteme.

Daf? sich beim mathematischen Beweisen keine Widerspriiche oder Parado-
xien einstellen, soll nicht mehr dadurch verbiirgt werden, daf8 jeder Einzelschritt
finit zulassig ist, sondern dadurch, dafd ganze formale Systeme zum Objekt einer
Metamathematik gemacht werden. So wird der finit-konstruktive Charakter des
logischen Schliefsens ausgenutzt, den von Neumann formuliert hat. Wenn man
finit zeigen konnte, dafs ein solches System widerspruchsfrei ist, hdtte man ge-
wissermafien den Bereich des finit Gerechtfertigten viel weiter ausgedehnt, als
die finite Zahlentheorie reicht.

Die inhaltlich betriebene Metamathematik soll in der konstruktiv-finiten
Weise tiber die formalisierte Mathematik reden, wie die finite Zahlentheorie
tiber Zahlzeichen geredet hat.

,Die Axiome, Formeln und Beweise, aus denen dieses formale Gebdude besteht, sind ge-
nau das, was bei dem vorhin geschilderten Aufbau der elementaren Zahlenlehre die Zahl-
zeichen waren, und mit jenen erst werden, wie mit den Zahlzeichen in der Zahlenlehre,

inhaltliche Uberlegungen angestellt, d. h. das eigentliche Denken ausgetibt.”
HILBERT, Neubegriindung [1922], 165

Die , konkreten Objekte”, an denen dieses inhaltliche Denken ausgetibt wird,
sind in der Metamathematik dann aber nicht blofS die Zahlzeichen, sondern
tiberhaupt alle Zeichen, Formeln und Beweise der formalisierten eigentlichen
Mathematik.3

Der entscheidende ,, turn” war also derjenige von einer finit betriebenen Ma-
thematik hin dazu, die Mathematik sich selbst zum Objekt zu machen. Mittels
einer finit betriebenen Metamathematik soll die Absicherung der Objektmathe-
matik erfolgen.

Die Unterscheidung zwischen Objekt- und Metatheorie hat Hilbert aller-
dings vor dem 1922 in Leipzig gehaltenen Vortrag Die logischen Grundlagen der
Mathematik®* noch nicht konsequent durchgezogen. Zunichst war auch die Ob-
jekttheorie noch ganz konstruktiv konzipiert. So vermeidet er in den Vorlesun-
gen von 1920 und in einem Manuskript von 1920/21 jegliche logischen Regeln
fur die Negation. Das einzig ,negative” Element in den betrachteten Theorien

SHILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 153.
*HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923].
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ist die Ungleichheit, also ein ,negatives” Pradikat. Dieses wird jedoch in keine
direkte Beziehung zu seinem Gegensttick, der Gleichheit, gesetzt, aufser eben im
metatheoretischen Begriff der Widerspruchsfreiheit, der gefafit wird als Nicht-
Ableitbarkeit von einer Gleichung und der entsprechenden Ungleichung. Aber
Gleichungen und Ungleichungen haben im Kalkiil gewissermafien nichts mit-
einander zu tun.

Noch in seinem 1921er Vortrag Neubegriindung der Mathematik betont Hil-
bert, dafd dieser konstruktive Aspekt der Objekt-Theorie fiir seine Beweistheo-
rie geradezu ,,charakteristisch” sei.>> Dennoch findet sich in Neubegriindung der
erste Schritt zur Konzeption einer Objekttheorie mit voller klassischer Logik.
Hilbert 146t hier zum ersten Mal logische Axiome fiir die Negation zu, namlich:
a#a— A(kurz fira =a — (a # a — A), da a = a als Axiom vorhanden ist)
und (a = b — A) — ((a # b — A) — A).3® Auch wenn die Objekttheorie noch
nicht von den konstruktiven Beschrankungen befreit ist, scheint in Neubegriin-
dung die Unterscheidung zwischen Objekt- und Metatheorie schon deutlicher
durchgefiihrt zu sein als in den vorausgehenden Schriften. Dafiir spricht etwa
die stringente Unterscheidung zwischen Objektvariablen und Mitteilungszei-
chen, die auch durch den Frakturschrift-Satz hervorgehoben wird.%”

Die vollen logischen Negationsaxiome werden allerdings erst in der Ber-
nays’schen Mitschrift zu Hilberts Vorlesung vom Wintersemester 1921/22 und
in dem genannten Leipziger Vortrag von 1922 verwendet. 38 Sie zeigen an, daf}
der konzeptionelle Ubergang von einer direkt finit-konstruktiv gerechtfertigten
Mathematik zu einer klaren methodischen Trennung zwischen Objekttheorie
mit voller klassischer Logik und konstruktiv-finiter Metatheorie vollzogen wur-
de und damit erst wirklich der genannte reflexive ,turn” zur vollen Ausgestal-
tung kam.

Die entscheidende Frage ist nun aber, welche Schlufsweisen genau finit zu-
lassig sind und welche nicht. Lassen sich Kriterien dafiir angeben? Ein Kriteri-
um, das Hilbert gibt, geht aus folgender Passage hervor:

,,Die beweisbaren Formeln, die auf diesem Standpunkt gewonnen werden, haben samtlich
den Charakter des Finiten, d. h. die Gedanken, deren Abbilder sie sind, konnen auch ohne

irgendwelche Axiome inhaltlich und unmittelbar mittels Betrachtung endlicher Gesamt-
heiten erhalten werden.” HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 154

#Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 173.

*Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 175. Bernays sieht diese ,formale Beschréankung der Ne-
gation” in Neubegriindung ebenfalls als , Uberbleibsel aus dem Stadium, in dem diese Sonderung
[zwischen Objekt- und Metatheorie, C. T.] noch nicht vollzogen war” an; vgl. BERNAYS, Hilberts
Untersuchungen [1935], 203.

%S0 auch BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], 203, der darin sogar eine ,scharfe Son-
derung des logisch-mathematischen Formalismus von der inhaltlichen, ,metamathematischen’
Uberlegung” sieht.

*¥Die zwei Axiome A — (A — B)und (A — B) — ((A — B) — B) finden sich im zweiten Teil
der offiziellen Vorlesungsausarbeitung von Bernays, der eine eigene Paginierung hat. Dies und
der Vergleich mit einer tatsdchlichen Mitschrift der Vorlesung von Hellmuth Kneser legen nahe,
daf3 die Axiome noch nicht in der Vorlesung selbst Verwendung fanden; vgl. auch EWALD/SIEG,
Lectures [2007], 376, bes. Fn. 57; HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 152, bes. Fn. 3.
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Als finit gelten die Formeln, die Abbilder finit zu erhaltender Gedanken sind,
und das sind solche, die man ,inhaltlich und unmittelbar mittels Betrachtung
endlicher Gesamtheiten” erhalten kann. Bei diesem Rekurs auf ,,endliche Ge-
samtheiten” bleibt jedoch die Anzahl der Elemente dieser Gesamtheiten unbe-
stimmt. Die Frage ist daher: Fallen darunter auch diejenigen Gedanken, die man
durch Betrachtung einer ganzen Kette endlicher Gesamtheiten, z. B. mit aufstei-
gender Elementezahl, erhalten kann?

Ein unbeschrankter Allquantor gilt Hilbert jedenfalls als etwas durchaus
Transfinites. Wahrend eine generelle Aussage iiber die Elemente einer endli-
chen Gesamtheit gleichbedeutend mit der Konjunktion der Einzelinstanzen ist
und somit das Tertium non datur unzweifelhaft giiltig ist, gilt fiir eine generelle
Aussage iiber die Elemente einer unendlichen Gesamtheit nichts Entsprechen-
des.? Auch hier zeigt sich wieder die schon frither entdeckte Spur, ,finit” und
,endlich” eng zusammenzulesen und gegen das fiir problematisch gehaltene
Unendliche abzugrenzen.

Wenn Hilbert dann so weit geht zu sagen, dafs die Negation eines allgemei-
nen Urteils Vzo(x) bei unendlichen Gesamtheiten ,zunédchst gar keinen prazi-
sen Inhalt” habe,* so sieht man daran, wie weit er sich in der Frage der meta-
theoretisch zuldssigen Beweismittel Brouwer angendhert hat. Dabei ist hier ei-
gentlich schon Vorsicht angesagt, denn selbst eine Formel mit einem Allquantor
gehort nach Hilbert nicht mehr zum Bereich des finit Zuldssigen. Aussagen, in
denen Allgemeinheit ausgedriickt wird, gehen nach Hilberts Darstellung nicht
weiter als bis zu allgemeinen Aussagen wie, daf? fiir zwei beliebige Zahlzeichen
aund b stets a+b = b+ a gilt. Und selbst bei diesen Aussagen betrachtet Hilbert
nur den Teil ,,a + b = b + a” als die eigentliche finite Aussage, wenn er nam-
lich den quantifizierenden Teil ,fiir zwei beliebige Zahlzeichen a und b” schon
unter die ,inhaltlichen Hinweise” rechnet, die mit der eigentlichen finiten Aus-
sage ,verbunden” werden und damit jedoch letztlich von ihr zu unterscheiden
sind.*!

Inhaltliche Kriterien fiir die Abgrenzung der finit zuldssigen Schlufiweisen
haben oft das Problem, dafs sie zu vage sind. So etwa wenn Gentzen die finiten
SchlufSweisen als solche bestimmt, ,,die von jeglicher Anfechtbarkeit frei sind“ .42
Solange nicht ndher bestimmt ist, welche Arten von ,, Anfechtungen” hier zulds-
sig wiéren, ist mit diesem Vorschlag nicht viel zu gewinnen. Ahnliches gilt auch
tir Hilberts Charakterisierung des finiten Bereichs als ,,Bereich des vollig Siche-
ren”.*3 Oder auch fiir sein Kriterium, daf finite Schluweisen ,, den Charakter
des handgreiflich Sicheren haben” miissen.** Man wird dies wohl nur so ver-
stehen konnen, daf3 die zur Debatte stehenden SchlufSweisen einzeln durchge-

Y¥HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 154-155.

“HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 155.

“Djese These wird auch vertreten als Nr. (4) in SCHIRN / NIEBERGALL, Extensions [2001], 136.
2 GENTZEN, Widerspruchsfreiheit [1936a], 5.

SHILBERT, Wintersemester 21/22 (Bernays) [1922a*], 3a.

“HILBERT, Wintersemester 21/22 (Bernays) [1922a*], 2a.
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gangen und auf ihre finite Zu(ver)ldssigkeit, also darauf, daf$ sie , handgreiflich
sicher” sind, zu priifen sind. Welche Kriterien bei dieser Priifung genau eine
Rolle spielen, bleibt jedoch dunkel.

Entlang dieser Linien ist eine prédzise Beschreibung des Umfangs der finit
zuldssigen Methoden ein schwieriges Unterfangen, das die Frage aufwirft, ob es
tiberhaupt moglich ist. Mit Niebergall und Schirn wird man festhalten miissen,
daf3 finite Metamathematik (und mit ihr auch ihr , Vorbild”, die finite Mathe-
matik) keine formale Theorie ist und daf, selbst wenn man sie in eine formale
Theorie tiberfiihren wollte, nicht zu sehen ist, warum dabei eine axiomatisierba-
re Theorie herauskommen miifite.*®

Mit der allgemeinen Frage, welche Schluflweisen , von jeglicher Anfechtbar-
keit frei” sind, hdangen zwei konkretere Fragenkreise zusammen. Der erste be-
trifft die Induktion. Sind im Finitismus induktive Prinzipien zugelassen? Miis-
sen sie in einem Finitismus im Rahmen des Hilbertprogramms gar zugelassen
werden? Und wenn ja: Welche Arten von Induktion und wie sind sie finit ge-
rechtfertigt? — Diese Fragen haben als mehr oder weniger implizite die konkre-
ten Ansdtze zu Widerspruchsfreiheitsbeweisen der Hilbertschule deutlich be-
einflufit. Deshalb und weil mit ihnen eine grundséatzliche Kritik an Hilberts Vor-
gehen verbunden worden ist, soll dieser Fragenkreis erst in den Reflexionen des
dritten Teils dieser Arbeit behandelt werden, und zwar unter dem Namen Poin-
carés, der diese Kritik vorgetragen hat (vgl. dritter Teil, Kapitel 1, S. 303ff.). Im
folgenden Abschnitt wird es hingegen um einen zweiten Kreis konkreter Fragen
gehen, der sich darum dreht, inwiefern man die ,finit zuldssigen Methoden”
durch die Identifikation eines formalen Systems dingfest machen kann.

54 Formale Abgrenzung

Grundsaitzlich war, wie schon erwédhnt, in der Konzeption des HP vorgesehen,
daffs die gemafs (HP2) zur formalisierten (Objekt-)Mathematik hinzutretende
Metamathematik inhaltlich vorgehen sollte im Gegensatz zu den formalisierten
Systemen der untersuchten mathematischen Theorien. Dies bedeutet nicht, dafs
die Frage nach der genauen Abgrenzung der finit zuldssigen Methoden mittels
formaler Systeme von vornherein sinnlos wiére. Im Gegenteil kann sie helfen,
tiber viele Aspekte grofiere Klarheit zu erlangen. Es ist nur als ,,caveat” im Hin-
terkopf zu behalten, daf$ es im Finitismus eigentlich nicht um formale Systeme
geht. Dies wird besonders dann virulent, wenn Argumente gegen das HP in
Stellung gebracht werden sollen, die — wie die Godelschen Sétze — eine forma-
lisierte Metatheorie voraussetzen. Argumentiert man mit formalisierten Meta-
theorien gegen den Finitismus bzw. gegen seine Erfolgsaussichten, so sind die-
se Argumente daraufhin zu priifen, wie stark sie an der Formalisierbarkeit der
Metatheorie hiangen. Um es vorwegzunehmen: Argumente, die mit den Godel-

45Vgl. SCHIRN/NIEBERGALL, Extensions [2001], 135-136; NIEBERGALL /SCHIRN, Hilbert’s Fini-
tism [1998], 275.
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schen Sétzen operieren, hiangen stark an der Formalisierbarkeit der Metamathe-
matik und an der Relation, die zwischen metamathematischen Aussagen und
ihren Formalisierungen besteht. Darauf wird im dritten Teil zuriickzukommen
sein, wenn es um die Implikationen der Godelsétze fiir das HP geht (vgl. dritter
Teil, Kapitel 2, S. 323ff.).

Bei der Frage nach der formalen Abgrenzung des Finitismus geht es dar-
um, die metamathematischen Beweismittel dadurch genauer zu bestimmen, dafs
man sie mit formalen Systemen identifiziert. Der prominenteste Vorschlag fiir
eine genaue formale Abgrenzung der finiten Mathematik (und damit via Arith-
metisierung der finiten Metamathematik) stammt von William W. Tait. Er hat
1981 vorgeschlagen,* die finit zuldssigen Beweismittel genau mit den in der
primitiv-rekursiven Arithmetik (PRA) verfligbaren zu identifizieren. Genau-
er gesagt geht es Tait darum, die finiten Funktionen genau mit den primitiv-
rekursiven Funktionen zu identifizieren und die finit beweisbaren Satze mit den
Allabschliissen von in PRA herleitbaren Formeln.*

Eine entscheidende Frage bei solchen formalen Abgrenzungen ist die nach
der zugrundegelegten Klasse von Funktionen. Aus der besonderen Sicherheit,
die die finiten Methoden bieten sollen, schliefst Tait darauf, dafs das Hauptkrite-
rium fiir die Funktionenklasse sein muf3, alle und nur diejenigen Funktionen zu
enthalten, die in jeglicher nichttrivialer Mathematik vorausgesetzt werden. Das
wird zumindest in dieser , top-down-Perspektive” (Zach) das Beste sein, was
man bekommen kann.

Was wire nun der absolute Basisbestand jeglicher Mathematik? Selbst mit
den restriktivsten Mathematikern wie Kronecker wird man jedenfalls die na-
tiirlichen Zahlen als solchen ansetzen konnen. Dem entspricht genau die von
Poincaré so leidenschaftlich verteidigte Einschdtzung, daf$ die Induktion als ei-
ne letzte und nicht mehr hintergehbare Basis mathematischen Denkens anzuse-
hen ist.*® Auf der Seite der Funktionen bedeutet das, da zunichst die konstan-
te Nullfunktion und die Nachfolgeroperation als die absoluten Basisfunktionen
jeglicher Mathematik anzusehen sind, da sie unmittelbar dem fundamentalen
Begriff der natiirlichen Zahl entsprechen.

Dann ist die Frage, welche weiteren Operationen mit diesen Funktionen man
zulassen will. Wenn man daran festhilt, dafs die Begriffe der nattirlichen Zahl
und des induktiven Prozesses der letzte Mafsstab sind, dann lautet die Frage ge-
nauer: Welche Arten von Funktionen und Funktionsoperationen werden durch
den Begriff der natiirlichen Zahl gedeckt und sind sozusagen ,,implizit” in ihm
enthalten?

Die Beobachtung, dafi die Nachfolgeroperation die natiirlichen Zahlen in
der Weise einer endlichen Sequenz erzeugt (die Zahl 5 wird genau durch die
Folge ihrer Vorgédnger reprasentiert), gibt Anlafl dazu, zundchst endlich-stellige
Funktionen und endlich-stellige Argumente zuzulassen, mitsamt den entspre-

*Vgl. TAIT, Finitism [1981].
¥Vgl. zu dieser Klarstellung auch SCHIRN / NTEBERGALL, What Finitism [2003].
48Vgl. hierzu auch im dritten Teil, Kapitel 1, S. 303ff.
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chenden Projektionsfunktionen. Als absolut grundlegend wird man auch das
Hintereinanderausfiihren zweier Funktionen ansehen. Und wenn man dies zu-
gelassen hat, so wird man mit Tait sagen konnen, daff dann auch die n-fache
Iteration einer Funktion dem Begriff der natiirlichen Zahl entspricht. Wie die
Nachfolgeroperation bei der ,, Anfangszahl” 0 , startet”, so beginnt die Iteration
bei einer Anfangsfunktion h, und wie die Nachfolgeroperation von einer Zahl
n zu n + 1 tibergeht, geht man bei der Iteration von der n-maligen Anwendung
einer Funktion zur n + 1-maligen Anwendung iiber. Damit hat man genau das
Schema der primitiven Rekursion: die Definitionsmoglichkeit einer Funktion f
durch die Festlegung f(0) = hund f(n + 1) = g(f(n)).*

Betrachtet man also den induktiven Prozef3, der ausgehend von der Null
die natiirlichen Zahlen erzeugt, als den absoluten Basisbestand der Mathematik,
wird man auf diesem Weg dafiir argumentieren konnen, die Klasse der finiten
Funktionen als die Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen zu bestimmen.

Wiahrend man damit gute Griinde fiir die Annahme hat, daf8 das formale
System PRA, welches die Theorie der primitiv-rekursiven Funktionen axioma-
tisiert, das Minimum dessen ist, was ,,implizit im Zahlbegriff” steckt, bleibt um-
gekehrt die Frage, ob damit schon alles abgedeckt wird, was sich auf diesem Weg
vom Zahlbegriff her rechtfertigen liefSe.

Hilbert, Bernays und Ackermann haben jedenfalls auch weitergehende Re-
kursionsprinzipien als finit gerechtfertigt angesehen, etwa die k-fache ver-
schachtelte Rekursion. Zach hat darauf hingewiesen, daff dasselbe Argument,
das Tait zur Aufnahme der primitiven Rekursion vorgebracht hat, auch fiir die
k-fach verschachtelte Rekursion gelten miifite. Auch bei ihr liefe sich die Paral-
lele zum Aufbau der natiirlichen Zahlen durch n-fache Nachfolgerbildung zie-
hen, nur dafs man fiir ein festes k nun k-viele Rekursionsargumente berticksich-
tigen miifite. Wenn mehrstellige Funktionen zuléssig sind, dann aber sicher auch
k-viele Rekursionsargumente.™

Ignjatovic hélt es sogar fiir moglich, dafd diejenigen Prinzipien, die man fiir
eine Rechtfertigung von PRA als eines formalen System fiir finit zuldssige Funk-
tionen verwendet, nicht nur umfassendere Systeme rechtfertigen, sondern sogar
solche, die bis zu ¢ geher1.51 Dies hitte weitreichende Auswirkungen, da man
dann in Anbetracht von Gentzens Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die Zahlen-
theorie (vgl. im zweiten Teil, Kapitel 4, S. 271ff.) feststellen miifite, dafl Hilberts
Programm erfolgreich durchgefiihrt worden ist. Zach hat darauf hingewiesen,
daf Taits Replik auf Ignjatovics Uberlegung wenig iiberzeugend ist. Tait hielt
eine solche Rechtfertigung von Beweisprinzipien, die hohere Rekursionsklas-
sen verwenden nur fiir mdglich unter Heranziehung hoherer Typen.>? Zach ver-

¥Vgl. TAIT, Finitism [1981], 531-532.

*Vgl. ZACH, Hilbert's Finitism [2001], 145-146.
>'Vgl. IGNJATOVIC, Hilbert's Program [1994].
*2Vgl. TAIT, Remarks on Finitism [2002).
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weist demgegeniiber auf die k-fach verschachtelte Rekursion, die keine hoheren
Typen verlange und dennoch w*" -rekursive Funktionen erzeuge.>

Auch wenn es in den eher beweistheoretisch orientierten Diskussionen au-
Ber Frage zu stehen scheint, dafs man den Finitismus mit gewissen formalen
Systemen identifizieren kann,”* wird man dieser Selbstverstiandlichkeit kritisch
begegnen miissen. Die in dieser Arbeit entwickelte Auffassung des Hilbertpro-
gramms hélt entschieden daran fest, dafs es sich bei der Hilbertschen Metama-
thematik um eine informelle , Theorie” handelt, die weder axiomatisierbar, noch
mit einem bestimmten formalen System fiir die Arithmetik identifizierbar sein
muf3.

Schirn und Niebergall haben in diesem Zusammenhang darauf hingewie-
sen, dafy schon die Rede von finiten Funktionen in sich problematisch ist, denn
Funktionen scheinen der Prototyp transfiniter bzw. abstrakter Objekte zu sein,
die der Finitist nicht , beherrschen” kénnen muf3. Die einzigen Explikationen
einer Rede von ,finiten Funktionen”, die nach ihrer Analyse mit dem Hil-
bertschen Standpunkt kompatibel ist, wéaren (1) dafs der Finitist eigentlich nur
Funktionszeichen meint, wenn er von ,Funktionen” spricht oder (2) dafd er da-
mit Zahlzeichen fiir die Codes von codierten primitiv-rekursiven Funktionen
meint. In beiden Fillen kann man dann aber gegen Taits Identifikation der fini-
ten Funktionen mit den primitiv-rekursiven Funktionen argumentieren: Im Fall
(1), weil es dann gar keine finiten Funktionen gibt, sondern nur Zeichen, und
im Fall (2) immerhin noch deswegen, weil primitiv-rekursive Funktionen und
die Strichfolgen-Zeichen fiir ihre Codes zu verschiedenen Objektkategorien ge-
horen und von daher nicht, oder zumindest nicht ohne Weiteres, miteinander
identifiziert werden kénnen.>

In dieser Diskussion ist noch viel Vermittlungsarbeit zu leisten. Es wire zu
untersuchen, ob man iiberhaupt einen allgemeinen Begriff einer Formalisierbar-
keitsrelation dingfest machen kann, der die in der Mathematischen Logik im-
mer wieder aufbrechenden Fragen nach dem Zusammenhang zwischen einer
informell-inhaltlich bestimmten Menge von Objekten oder Beweismitteln und
den ,entsprechenden” formalen Systemen uniform zu beantworten gestattet.
Was mufd der Fall sein, damit man von einem formalen System sagen kann,
daf’ es die informellen Objekte und/oder Beweismittel , enthdlt” oder ,repra-
sentiert”? Man denke hier an die Churchsche These oder die Verwendung der
Godelschen Sdtze in Argumenten gegen kiinstliche Intelligenz, aber eben auch
an die Diskussion iiber die formale Abgrenzung des Finitismus.

Neben dieser Frage nach dem Zusammenhang zwischen formaler und in-
haltlicher Seite wird man beim Finitismus aber auch noch fragen miissen, wie
die inhaltliche Seite genauer zu bestimmen wire. Welche allgemeinen erkennt-
nistheoretischen Anspriiche will man hier tiberhaupt geltend machen, bzw. wel-

3Vgl. ZACH, Hilbert's Finitism [2001], 146.

>Vgl. neben den genannten Arbeiten von Zach und Tait auch SIMPSON, Partial Realizations
[1988].

»Vgl. SCHIRN / NIEBERGALL, What Finitism [2003], 49-50.
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cher Grad von Sicherheit soll durch die Beschrankung des finit zuldssigen Theo-
rieinstrumentars erreicht werden? Michael Detlefsen hat schon darauf hinge-
wiesen, daff man den Bogen vermutlich iiberspannt und vom Finitismus mehr
verlangt als man sinnvollerweise verlangen kann, wenn man ihn auf die Errei-
chung ,unfehlbaren” (Kitcher) oder auch nur ,kartesianischen” Wissens (Tait)
verpflichten will. Dennoch wird man auf eine besondere ,epistemische Zuver-
lassigkeit” (Detlefsen) der Metamathematik, und damit eine gewisse Art von
Unbezweifelbarkeit, nicht verzichten konnen, wenn die Metamathematik ihrem
eigenen grundlagentheoretischen Anspruch entsprechen will.*

5.5 Zusammenfassung

Die Widerspruchsfreiheitsbeweise konnen ihre grundlagensichernde Funktion
nur erfiillen, wenn die finit zuldssigen Beweismittel so eingeschrankt werden,
daf’ sie in besonderer Weise gerechtfertigt sind. Der Finitismus verfolgt diese
Beschriankung der metamathematisch verfiigbaren Axiome und Schlufiregeln
durch enge Anbindung an den Bereich dessen, was ,,anschaulich tiberblickbar”,
,/handgreiflich sicher” und auf jeden Fall ,endlich” ist. Zwischen dieser limita-
tiven Tendenz und dem gegenldufigen Bedarf einer fiir die Konsistenzbeweise
notigen Stiarke der Metamathematik mufs austariert werden.

Die genauere Abgrenzung des Finitismus bewegt sich in einem Spektrum
zwischen der Gleichsetzung mit dem Intuitionismus, der Unterscheidung vom
Intuitionismus durch die Nichtverwendung eines anschaulichen allgemeinen
Beweisbegriffs und der Identifikation der finit zuldssigen Methoden mit der
primitiv-rekursiven Arithmetik. Die letztgenannte Identifikation wirft eine Rei-
he von Problemen auf, die man bis zu sehr allgemeinen Fragen nach der Re-
prasentierbarkeit inhaltlicher Objekte oder Beweismittel in formalen Systemen
verfolgen kann.

So erfiillt der finite Standpunkt in Hilberts Programm eine Doppelfunkti-
on. Erstens sollen von ihm aus die formalen Systeme bzw. speziell ihre Wider-
spruchsfreiheit beurteilt werden, so dafs er eine grundlagentheoretische , Sicher-
heit” zumindest derselben Giite vermitteln kann, wie diejenige seiner eigenen
Begriindung. Zweitens stellt er eine Briicke her von den formalen Systemen zu
Aussagen mit inhaltlicher Bedeutung.

*Vgl. DETLEFSEN, Hilbert’s Program [1986], 46; TAIT, Finitism [1981]; KITCHER, Hilbert's Episte-
mology [1976]. Tait versteht unter ,kartesianischer Unbezweifelbarkeit” (,,indubitable in a Carte-
sian sense”) allerdings merkwiirdigerweise die Nicht-Kritisierbarkeit, die daraus resultiert, dafs
es keinen vorziiglicheren oder gleich vorziiglichen Grund géabe, auf dem man bei seiner Kritik
stehen konnte; vgl. TAIT, Finitism [1981], 525.
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Kapitel 6

Die Methode der idealen Elemente — Uber Sinn und
Grenzen einer Analogie

Hilberts Konzeption einer Beweistheorie wird hdufig anhand einer Analogie zur
Methode der idealen Elemente erldutert. Diese Analogie stammt von Hilbert
selbst, und zwar in der am haufigsten zitierten Fassung aus seinem Vortrag Uber
das Unendliche, den er 1925 auf einer Mathematikerzusammenkunft in Miinster
hielt.! An das Licht der Offentlichkeit getreten ist sie allerdings schon in Hilberts
Leipziger Vortrag von 1922 iiber Die logischen Grundlagen der Mathematik.?

In diesen Vortrdgen hat Hilbert eine Parallele gezogen zwischen dem Ver-
héltnis von idealen und realen Elementen in mathematischen Theorien auf der
einen Seite und einem bestimmten Aspekt seiner Konzeption von Mathematik
und Metamathematik auf der anderen Seite. Dabei ist die etwas nebultse Rede
von ,einem bestimmten Aspekt seiner Konzeption von Mathematik und Me-
tamathematik” hier angezeigt, denn es besteht schon Unklarheit dariiber, was
tiberhaupt das Analogon zur ideal/real-Unterscheidung ist. Jedenfalls ist schon
hier festzustellen, dafs es sich um einen Teil seiner Konzeption der beweistheore-
tischen Methodik handelt und keinesfalls um eine Auffassung von Mathematik
tiberhaupt.

In diesem Kapitel soll es daher um eine genauere Analyse dieser Analogie
gehen. Im Zentrum stehen die Fragen, was mit dieser Analogie ausgesagt wer-
den sollte und was mit ihr ausgesagt werden kann, worin also ihre Leistungs-
fahigkeit besteht und wo sie endet. Sinn und Grenzen dieser Analogie sollen in
drei Schritten herausgearbeitet werden: die klassisch-mathematische Verwen-
dung idealer Elemente wird so weit analysiert (6.1, S. 172ff.), dafy gewisse Inter-
pretationen der Analogie sich geradezu als ,mifSbrauchlich” herausstellen (6.2,
S.176ff.), und gegen sie der von Hilbert intendierte Sinn abgehoben und heraus-
gestellt werden kann (6.3, S. 178ff.).

'H1LBERT, Uber das Unendliche [1926).

2So BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], 204; vgl. HILBERT, Die logischen Grundlagen
[1923].

3Das wire Detlefsen entgegenzuhalten, der Hilbert unterstellt, mit der ideal/real-
Unterscheidung zwei epistemologisch verschiedene Klassen von Aussagen in der klassischen
Mathematik zu bezeichnen; vgl. DETLEFSEN, Hilbert's Program [1986], 4.
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6.1 Ideale Elemente in der Mathematik des 19. Jahrhunderts

Unter der ,Methode der idealen Elemente” ist die Hinzufiigung gewisser idea-
ler Objekte zum Bereich der , realen” Objekte einer Theorie zu verstehen. Wéah-
rend die realen Objekte einen ontologischen Bezug haben oder die Rede von ih-
nen irgendwie theorieextern gerechtfertigt sein soll, wird fiir die idealen Objekte
kein derartiger theorieexterner Bezug verlangt. Sie sind aufzufassen als forma-
le, rein theoretische Entitdten, die ,,nichts bedeuten”, d. h. nichts, was tiber ihre
Rolle im logischen Netzwerk der Theorie hinausginge.

Die Funktion idealer Elemente besteht vor allem darin, gewisse Abrundun-
gen der Theorie zu ermoglichen. So konnen die Verkniipfungsgesetze eines Ob-
jektbereichs vereinheitlicht oder vereinfacht werden, oder gewisse Sdtze werden
leichter beweisbar.

Die bekanntesten Beispiele fiir die erfolgreiche Anwendung dieser Metho-
de stammen aus der komplexen Analysis und der Geometrie. Die Rede ist von
i, dem Erzeuger fiir die komplexen Zahlen, bzw. den sog. ,,unendlich fernen”
Punkten und Geraden. Im Fall von ¢ wurde es der Bezeichnung als ,imaginére
Zahl” geradezu eingeschrieben, daf$ mit ihr keinerlei Wirklichkeitsbehauptung
verbunden sein soll. Das unterscheidet sie beispielsweise von den theoretischen
Entitaten, die die Physik postuliert. Durch die Verwendung des Symbols ,,i”
wurde es jedoch moglich, etwa die Rechengesetze fiir die Addition, Multiplika-
tion usw. im Wesentlichen von dem gewohnten Rechnen mit den reellen Zahlen
zu iibernehmen, unter Hinzufiigung der einzigen zusétzlichen Regel 2 = —1.
Das Ausmultiplizieren komplexerer komplexer Ausdriicke wird dadurch we-
sentlich leichter handhabbar, etwa im Vergleich zu der Definition der Multipli-
kation auf der Menge der Paare von reellen Zahlen, wo zwei Zahlen (a1, az) und
(b1, b2) als Produkt (aj - by —asz - b2, az - by + a1 - b2) haben. Wahrend dies aufgrund
der Asymmetrie zwischen erster und zweiter Stelle besonders bei mehrfachen
Verschachtelungen recht untibersichtlich werden kann, 1dft sich mit ¢ unter An-
wendung der gewdhnlichen Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze
rechnen.

Die Fruchtbarkeit dieser Methode zeigt sich eindrucksvoll auch am Beispiel
der unendlich fernen Punkte. In der herkdmmlichen ebenen euklidischen Geo-
metrie geht durch zwei Punkte immer genau eine Gerade. Der dazu duale Satz,
daf sich zwei beliebige Geraden in genau einem Punkt schneiden miissen, gilt
jedoch nicht: Ist eine Gerade gegeben und ein nicht auf ihr liegender Punkt, so
schneiden sich ,fast alle” Geraden durch diesen Punkt mit der gegebenen Ge-
raden, ndmlich alle mit Ausnahme der Parallele. Fiigt man nun die ,,unendlich
fernen” Punkte und die ,,unendlich ferne” Gerade hinzu, wobei die unendlich
fernen Punkte durch die Richtungen der gewohnlichen Geraden reprasentiert
werden, so gilt ganz allgemein auch der duale Satz, daf} zwei Geraden sich in
genau einem Punkt schneiden, zwei Parallelen namlich in ihrem (gemeinsamen)
,unendlich fernen” Punkt. Man gewinnt auf diese Weise nicht nur mehr , Kom-
fort” durch eine Vereinfachung der geometrischen Gesetzmafligkeiten, sondern
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es werden auch neue Erkenntniswege erdffnet. So 1dfit sich in der erweiter-
ten Geometrie ein Dualitatsprinzip beweisen, das es ermoglicht, neue Resultate
durch schlichte Vertauschung der Ausdriicke ,Gerade” und ,Punkt” zu erhal-
ten.*

Die Anwendung der Methode der idealen Elemente ist nach Hilbert an eine
notwendige Bedingung gekniipft, ndmlich grob gesprochen die, daf$ die idealen
Elemente keine Inkorrektheiten oder Widerspriiche mit sich bringen. Er betont:

,Die Erweiterung durch Zufiigung von Idealen ist ndmlich nur dann statthaft, wenn da-
durch im alten engeren Bereiche keine Widerspriiche entstehen, wenn also die Beziehun-

gen, die sich bei Elimination der idealen Gebilde herausstellen, stets im alten Bereiche
giiltig sind.” HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 179

Diese Passage aus Uber das Unendliche mufs man genauer interpretieren, um Sinn
und Grenzen der Analogie zwischen idealen Elementen und Beweistheorie zu
verstehen. Es ist klar, was auf der Ebene der Beweistheorie ungefihr gesagt wer-
den soll: Die Hinzuftigung der idealen Objekte darf nicht auf Widerspriiche fiih-
ren und es diirfen keine Aussagen iiber die realen Objekte herauskommen, die
nicht stimmen. Aber dieses ndherungsweise Verstandnis ist keineswegs ausrei-
chend, um die gewichtigen Folgerungen kritisch beurteilen zu kdnnen, die aus
dieser Passage gezogen werden: Sie gehort nicht nur zu dem grofieren Text-
abschnitt in Uber das Unendliche, der als Hauptquelle fiir die ideale-Elemente-
Analogie herangezogen wird, sondern sie soll auch belegen, dafy Hilbert ein
Konservativitatsprogramm verfolgt habe. Was ist also mit der Elimination der
idealen Gebilde genauer gemeint?

Hilberts Diktum besteht offenbar aus zwei Teilen, einem ersten, in dem von
der Widerspruchsfreiheit bei der Hinzuftigung der idealen Elemente die Rede
ist, und einem zweiten, bei dem die Giiltigkeit von Sédtzen gefordert wird, die
bei der Elimination der idealen Elemente entstehen. Zundchst wird man feststel-
len, daf$ sich dies nach zwei verschiedenen Bedingungen anhort und das ,,also”,
mit dem Hilbert die zweite Bedingung als Erlduterung oder ndhere Bestimmung
der ersten kennzeichnet, irritierend klingt. Diese Irritation wird noch verstarkt
dadurch, daf3 es im ersten Teil um einen anscheinend syntaktischen Begriff geht
(Widerspruchsfreiheit), im zweiten Teil hingegen um einen anscheinend seman-
tischen (Giiltigkeit).

War Hilbert der Unterschied zwischen der syntaktischen und der semanti-
schen Ebene nicht hinreichend klar? Eine solche Unterstellung zum Ausgangs-
punkt einer Hilbert-Interpretation zu nehmen, verstofit nicht nur gegen das
Principle of Charity. Sie ignoriert auch die vielen gegenteiligen Belege aus Hil-
berts Vorlesungen der 1920er Jahre, die sich auch 1928 im Hilbert-Ackermann
deutlich niedergeschlagen haben.” Spitestens mit Bernays’ klarer Trennung von
Syntax und Semantik in seiner Habilitationsschrift von 1918,° die Hilbert be-

47ur Methode der idealen Elemente, besonders der unendlich fernen Punkte und Geraden in
der Geometrie vgl. HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 165-166.

SHILBERT/ ACKERMANN, Theoretische Logik [1928].

®BERNAYS, Habilschrift [1918].
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gutachtet hatte, hat die These, dafd Hilbert dieser Unterschied nicht hinreichend
bewufst war, keine Plausibilitdt mehr. Was allerdings bleibt, ist die Tatsache, daf3
Hilbert diesen Unterschied selten besonders streng durchgefiihrt, ja bisweilen
etwas lax gehandhabt hat.

Es ist aber nicht notig, hier tiberhaupt eine Verwischung der Grenze zwi-
schen Syntax und Semantik zu sehen, sondern vielmehr einen bewufsten Uber-
gang. Zusammenhdnge zwischen semantischer und syntaktischer Ebene kon-
nen ja auf verschiedene Weise vorliegen: als Vollstandigkeits- und Korrektheits-
sdtze, aber auch ,unterhalb” solcher Resultate. Kann beispielsweise eine Theorie
alle richtigen Zahlgleichungen beweisen und enthélt sie ein Ex-falso-quodlibet-
Prinzip, so ist ihre Widerspruchsfreiheit d&quivalent dazu, dafl sie keine falsche
Zahlgleichung beweist.

,Widerspruchsfreiheit bei Hinzufiigung der idealen Elemente” und ,Giil-
tigkeit von Beziehungen, die sich durch Elimination ergeben” lassen sich dann
zusammen interpretieren. Je nach dem, welcher Seite man den Vorzug gibt, er-
geben sich allerdings zwei verschieden starke Bedingungen. Betont man die Wi-
derspruchsfreiheit bei Hinzuftigung, so bedeutet Hilberts Kriterium wohl, daf3
die ideale Theorie moglicherweise mehr reale Aussagen beweisen kann, dafs die-
se ,Mehraussagen” aber nicht im Widerspruch zu den Theoremen des realen Be-
reichs stehen diirfen. Die erste Interpretationsmdoglichkeit wiirde im Bereich der
komplexen Zahlen konkret Folgendes heifien. Die reellen Zahlen lassen sich mit
den komplexen Zahlen mit Imaginérteil 0 identifizieren und kénnen insofern
als Teilmenge der komplexen Zahlen aufgefafit werden. Hilberts Forderung ist
dann schlicht, dafs alle Aussagen iiber komplexe Zahlen mit Imaginarteil 0 stets
glltige Aussagen {iiber reelle Zahlen sein sollen. Im Allgemeinen miifite man
also eine Einbettung von R in I haben und das Kriterium wiirde fordern, daf3
die R-Aussagen, die dadurch in I eingebettet werden, und die /-Aussagen sich
nicht widersprechen. Es gdbe dann noch verschiedene Moglichkeiten, wie dies
genauer auszubuchstabieren wére, die aber hier nicht weiter diskutiert werden
sollen.

Die zweite Interpretationsrichtung betont mehr, daf3 sich bei Elimination
der idealen Elemente Beziehungen ergeben sollen, fiir die Giiltigkeit im realen
Bereich beansprucht wird. In syntaktischer Perspektive ginge dies eher in die
Richtung einer Ubersetzung der idealen Aussagen in reale Aussagen und Hil-
berts Kriterium wiirde bedeuten, daf die Ubersetzungen idealer Aussagen real
giiltig sein miissen. Im Fall der komplexen Zahlen wiirde das ideale Element i
dadurch eliminiert, daf8 eine komplexe Zahlgleichung 2z + i - 22 = 2] + i - 2} in
die reellen Gleichungen z; = 2} und zy = 2} tibersetzt wiirde und beide Glei-
chungen miifiten in den reellen Zahlen gelten. Da diese Bedingung auch fiir den
Spezialfall zp = z5 = 0 gelten soll, ist mit ihr immer auch die bei der ersten
Interpretationsrichtung erhaltene Bedingung erfiillt. Die zweite Bedingung ist
also starker.

Im Fall der Geometrie wiirden sich beide Bedingungen dadurch unterschei-
den, daf} einmal nur gefordert wiirde, daf} alle Aussagen der um die unendlich
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fernen Punkte und Geraden erweiterten Geometrie, die sich auf die Standard-
objekte beziehen, auch richtige Aussagen der Standardgeometrie sind, wiahrend
beim anderen Mal aufSerdem bspw. die Aussagen tiber unendlich ferne Punkte
in gtiltige Aussagen tiiber die Richtungen von Standardgeraden tibersetzt wer-
den wiirden.

Welche der beiden Interpretationsmoglichkeiten nun Hilberts Intentionen
ndherkommt oder fiir welche man sich aus sachlichen Griinden entscheiden
sollte, braucht hier nicht ausdiskutiert zu werden. Schon bis zu diesem Punkt
ist die eine Seite der Analogie ist nun hinreichend geklart, um sich der Frage zu-
zuwenden, welcher Aspekt auf der Seite von Hilberts Konzeption einer Beweis-
theorie durch den Vergleich mit der Methode der idealen Elemente in komplexer
Analysis und Geometrie verdeutlicht wird.

Zuvor sei abschliefSfend noch darauf hingewiesen, daf$ im engeren, realen Be-
reich hier von ,Giiltigkeit” die Rede ist und gerade nicht von Beweisbarkeit. In
dieser Hinsicht sollte man diese Textstelle zwar nicht iiberinterpretieren. Aber
ein Beleg tiir ein Konservativitdtsprogramm, nach dem in der realen Theorie kei-
ne zusidtzlichen Satze beweisbar werden sollten, ist sie sicher nicht. Darauf wird
im folgenden Kapitel zum mathematischen Instrumentalismus noch zurtickzu-
kommen sein (Kapitel 7, S. 185ff.).

Wenn der enge Zusammenhang, den Hilbert hier zwischen dem Nicht-
Auftreten von Widerspriichen bei der Hinzufiigung der idealen Elemente und
der Giiltigkeit von Aussagen bei ihrer Elimination sieht, in dieser Richtung zu
interpretieren ist, so stellt er sich als eine Art Korrektheitsforderung heraus:
Wenn eine Aussage, in der nur auf reale Elemente Bezug genommen wird, in
der Theorie mit den idealen Elementen bewiesen werden kann, so mufs sie auch
im Bereich der realen Elemente giiltig sein. Dafd in der Aussage ideale Elemente
nicht vorkommen, ist dabei so zu verstehen, dafs auch die Quantifikationsberei-
che auf die realen Elemente beschrinkt sein miissen.” Hilberts Forderung wire
damit wie folgt gelesen: ,Bei Elimination nur im alten Bereich Giiltiges” wa-
re interpretiert als reale Giiltigkeit aller ideal beweisbaren Aussagen, die nicht
tiber ideale Elemente sprechen, und sein ,keine Widerspriiche im alten Bereich
durch Hinzufiigung” hiefSe, dafd in der idealen Theorie keine Aussage beweis-
bar ist, die im Widerspruch zu einer im realen Bereich giiltigen Aussage steht.
Wie solche Korrektheitsforderungen im Fall der Zahlentheorie mit ihrer Wider-
spruchsfreiheit zusammenhingen, wurde oben ausfiihrlich erdrtert (vgl. Ab-
schnitt 2.5.4.1, S. 84ff.).

"Diese Relativierung des Quantifikationsbereichs ist wesentlich. Das kann man auf der Ebene
der klassischen Mathematik schnell sehen: Die Aussage, daff zwei Geraden sich stets schneiden,
ist ja eine Aussage der Sprache der realen Geometrie, die in der idealen Geometrie beweisbar ist,
in der realen jedoch falsch wird, wenn nicht die Quantoren auf den realen Bereich beschrankt wer-
den, insbesondere also der Quantor , Es gibt einen Punkt, so daf ... ” Dasselbe Problem wird sich
auf der beweistheoretischen Seite der Analogie stellen. Zum Beispiel gilt tiber dem idealen, nicht
aber tiber dem realen Bereich die metamathematische Aussage: , Alle Formeln sind negierbar.”
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Diese Lesart der Hilbertschen Eliminierbarkeitsforderung geht gut mit der
klassisch-mathematischen Seite seiner Analogie zusammen. Im Bereich der Geo-
metrie hiefSe diese Art von Korrektheit, dafs mit Hilfe der unendlich fernen
Punkte und Geraden keine Aussagen iiber die herkommlichen geometrischen
Objekte herleitbar sein sollen, die in der herkémmlichen Geometrie nicht gel-
ten.

6.2 Analogiemifibrauch

Hilberts Idee, die Widerspruchsfreiheit der formalisierten Mathematik mit den
inhaltlichen Mitteln der finiten Metamathematik zu beweisen, ist offenbar nur
dann nicht zirkuldr, wenn sich beide ,Mathematiken” unterscheiden. Diesen
Unterschied nun meinen viele Autoren zu illustrieren, indem sie die formali-
sierte Objektmathematik als ,,ideale Mathematik” und die inhaltliche Metama-
thematik als ,reale Mathematik” bezeichnen. Hilberts Programm wird so zu
der griffigen und verfiihrerisch eingdngigen Forderung, die Widerspruchsfrei-
heit der idealen Mathematik mittels der realen Mathematik zu beweisen. Das
Analogon zu den idealen Elementen sind also die Formeln der formalisierten
Objekttheorie. Sie sollen nach Hilberts wiederholter Darlegung ja auch ,nichts
bedeuten”, was liegt also néher, als in ihnen den Gegensatz zu den Aussagen
der ,realen”, inhaltlich bedeutsamen Metamathematik zu sehen?8

Nach dieser Auffassung ist also die Metamathematik fiir Hilbert die reale
Mathematik, sie handelt von etwas und ihre Aussagen haben Bedeutung. Die
formalisierte Mathematik hingegen bildet den ihr gegeniibergestellten Bereich
der idealen Mathematik. AufSerdem wird das, was Hilbert unter ,realer Mathema-
tik” versteht, gelegentlich gar mit seiner finiten Entwicklung der Zahlentheorie
gleichgesetzt.

Eine solche Auffassung steht sowohl systematisch als auch als Hilbert-In-
terpretation vor grofien Schwierigkeiten. Sie zieht eine abstruse Folgerung nach
sich, ndmlich die Vermischung inhaltlicher und formaler Mathematik, die ei-
gentlich ja gerade durch die ideal/real-Unterscheidung getrennt gehalten wer-
den sollen. Die Methode der idealen Elemente besteht, wie gesehen, in der Hin-
zufiigung neuer, idealer Objekte zu einem engeren Bereich der realen Objek-
te. Wenn nun die Aussagen der Metamathematik tatséchlich die Rolle der rea-
len Objekte spielen sollen, so miissen ihnen, den inhaltlichen Aussagen der fi-
niten Metamathematik, die Formeln der formalisierten Mathematik als ideale
Objekte hinzugefiigt werden. Man hitte also einen gemischten Objektbereich

®Die hier kritisierte Auffassung vertreten verschiedene Autoren. Michael Detlefsens Auffas-
sung oszilliert dazwischen, dafi er ,real” gleichbedeutend mit ,inhaltlich” ansieht (z. B. wenn er
als Ziel des Instrumentalisten ansieht, epistemische Haltungen gegentiber ,realen Propositionen”
einzunehmen; vgl. DETLEFSEN, Hilbert’s Program [1986], 6) und daf er schlichtweg von ,realen
Formeln” spricht (z.B. in seiner Auseinandersetzung mit Smorynski; vgl. DETLEFSEN, Hilbert’s
Program [1986], 164 u. 6.).
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aus den realen, inhaltlich-mathematischen Aussagen und den idealen, formal-
mathematischen Formeln. Das intendiert keiner der Autoren, die die ideal /real-
Unterscheidung zu diesem Zwecke benutzen. Aber es ergibt sich zwingend aus
ihrer Wahl des Analogons unter der Mafigabe der oben erarbeiteten Analyse
der klassisch-mathematischen Seite der Analogie. Und das spricht gegen diese
Wahl.

Eine weitere Schwierigkeit betrifft speziell die Eliminierbarkeit der idealen
Elemente, die fiir Hilbert ein Kernbestandteil dieser Methode ist. Was sollte dies
nun nach der hier diskutierten Auffassung heiflen? Der erste Punkt von Hilberts
Eliminationsforderung war ja, daf’ sich durch die Hinzufiigung der idealen Ele-
mente im engeren, also im realen Bereich keine Widerspriiche ergeben. Wie aber
sollten sich Widerspriiche daraus ergeben, daff man einer inhaltlichen Mathema-
tik ideale Formeln hinzuftigt? Das wiirde nur gehen, wenn die formalen und die
inhaltlichen Objekte irgendwie miteinander in Wechselwirkung treten konnten:
sie miifiten sozusagen auf demselben Level angesiedelt sein. Der zweite Punkt
der Elimination ist die Forderung, daf$ sich bei der Elimination ,im alten Berei-
che”, also im Bereich der inhaltlich-realen Mathematik, Beziehungen ,bei der
Elimination” der formal-idealen Objekte ergeben. Aber was soll es denn bedeu-
ten, dafs sich bei der Elimination von Formeln inhaltlich-reale Aussagen erge-
ben sollen? Dies konnten nur metatheoretische Aussagen iiber die Formeln oder
die inhaltlichen Aussagen sein. Demnach miifiten die inhaltlichen Aussagen zu-
mindest teilweise auf der metatheoretischen Ebene tiber den formalen Objekten
angesiedelt sein. Man gerat mithin in das Dilemma, entweder ein Auseinander-
brechen der beiden Hilbertschen Forderungen in Kauf nehmen zu miissen, oder
die reale Mathematik weder auf der Objekt- noch auf der Metaebene kohérent
ansiedeln zu konnen.

Wenn zwischen der finiten Mathematik und der finiten Metamathematik
nicht hinreichend differenziert wird, ergeben sich weitere Probleme. In der Kon-
zeption des Hilbertprogrammes redet die eine iiber Zahlzeichen, die andere tiber
Formeln. Die Formeln sollen nach Hilbert aber dem , Bereich finiter Aussagen”
hinzugefiigt werden,” und nicht dem ,,Bereich, iiber den finite Aussagen spre-
chen”. Es wird kein Mischmasch aus finiten Aussagen tiber Zahlzeichen und
finiten Aussagen iiber Formeln angezielt oder so getan, als ob die Sitze der fi-
niten Mathematik plotzlich auch iiber Formeln sprechen wiirden. Trennt man
aber finite Mathematik und finite Metamathematik sauber voneinander, wird
die Rolle der finiten Mathematik in dieser Konzeption der ideal/real-Trennung
undurchschaubar.

So zeigt sich, daf3 die Gleichsetzung von real mit finit und von ideal mit
formalisiert in eine Sackgasse fiihrt. Sie ist zwar intuitiv auf den ersten Blick
naheliegend, denn sicher ist eine vollstindige und strenge Formalisierung ein
Ideal, sicher hingen die Formeln eines vollentwickelten mathematischen For-
malismus mit der idealen Seite der Analogie zusammen und sicher sind For-

In HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 175, spricht er von ,adjungieren”.
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meln sozusagen nicht wirklich, nicht realiter die Objekte der Mathematik. Aber
es ist ein Fehlschlufs, wenn man auf Grund dieser Sinnzusammenhénge auf eine
Gleichsetzung von formaler Mathematik und idealen Elementen schliefst.

6.3 Hilberts ideale Elemente

Hilberts Analogie lduft anders. Um dies zu sehen, betrachte man noch einmal
die Eliminierbarkeitsforderung auf der Seite der klassischen Mathematik. Dort
hiefs es, dafs im Bereich der realen Objekte keine Widerspriiche durch die Hin-
zufiigung (und anschlieffende Elimination) der idealen, formalen Objekte ent-
stehen diirfen, oder anders gesagt, dafs mittels der idealen Objekte keine realen
Falschheiten beweisbar werden diirfen. Schon in dieser Beschreibung gibt es al-
so zwei Ebenen: die Ebene von realen und idealen Objekten und die Ebene von
Aussagen liber diese Objekte.

Wie sieht dies nun aus, wenn man sich auf die Seite der Metamathematik
begibt? Man miifite, um in der Analogie zu bleiben, hier also auch zwei Ebenen
haben: die Ebene der realen und idealen Objekte und die Ebene der Aussagen
tiber diese Objekte. Da man sich bei der Metamathematik aber schon einer me-
tatheoretischen Ebene befindet, sind auch die betrachteten Objekte Aussagen.
Andererseits soll die Metamathematik als eine Mathematik konzipiert werden.
Daher ist hier besondere Sorgfalt notig, um nicht zu der unzuldssigen Vermi-
schung von finiter Mathematik und finiter Metamathematik zu gelangen, die
eben kritisiert worden ist.

Was sind also die Objekte der Metamathematik? Die grundsétzliche Anlage
des HP war, die Aussagen der herkommlichen Mathematik zu formalisieren, um
dann mit mathematischen Methoden ihre Zuverlassigkeit zu zeigen. Die Grun-
didee ist also, die Mathematik sich selbst zum Objekt zu machen, d.h., die for-
malisierte herkdmmliche Mathematik soll zu den Objekten einer neuen Mathe-
matik, der Metamathematik, werden. Die Metamathematik als Mathematik zu
konzipieren, heift demnach, eine neue Art von Mathematik zu betreiben, deren
Objekte Formeln sind. Demnach ist es durchaus zutreffend, die Entsprechung zu
den idealen Objekten der klassischen Mathematik auf der beweistheoretischen
Seite bei den Formeln zu sehen. Dies war ja auch schon bei der eben diskutierten
Position so gewesen. Die Frage ist nun aber, was der Bereich der realen Objekte
sein soll.

Auf der Seite der klassischen Mathematik bestand zwar der Objektbereich
aus zwei verschiedenen Arten von Objekten, eben idealen und realen, er war
aber dennoch von einer gewissen Einheitlichkeit. Objekte der verschiedenen Ar-
ten konnten miteinander wechselwirken oder, mehr sprachbezogen formuliert,
man konnte mit denselben sprachlichen Ausdriicken, mit denselben singuldren
Termini, Pradikaten oder ganzen Sidtzen uniform tiber beide Arten von Objekten
sprechen. Das aber wire bei einem vermischten Objektbereich aus Formeln und
inhaltlichen Aussagen kaum moglich.
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Damit bleibt nur, daf$ auch die realen Objekte der Metamathematik Formeln
sind. Und genau dies ist der wichtigste Unterschied zwischen der eben disku-
tierten Hilbert-Interpretation und Hilberts wirklicher Position: Nach Hilbert ist
die ideal/real-Unterscheidung eine Unterscheidung innerhalb des Bereichs der
Formeln. Mit ,ideal” wird nicht ein Bereich von formalen Objekten bezeichnet
im Unterschied zu einem Bereich von inhaltlichen Objekten, sondern innerhalb
des Bereichs formalisierter Aussagen wird zwischen zwei Arten von Formeln
unterschieden:

,und zwar erstens solchen, denen inhaltliche Mitteilungen finiter Aussagen entsprechen,

und zweitens von weiteren Formeln, die nichts bedeuten und die idealen Gebilde unserer
Theorie sind.” HiILBERT, Uber das Unendliche [1926], 175-176

Es sind also zwei Unterscheidungen klar auseinander zu halten: (1) Die Un-
terscheidung von inhaltlichen Aussagen und Formeln und (2) die Unterschei-
dung zwischen idealen und realen Elementen im Sinne zweier Formelklassen.
Das Analogon zur ideal/real-Unterscheidung auf der Seite der Beweistheorie
ist also die Unterscheidung zweier Formelklassen. Was ist dann der Unterschied
zwischen idealen und realen Formeln?

Um den Unterschied zwischen realen und idealen Formeln deutlich zu ma-
chen, benétigt man ein klares Bild der ersten Unterscheidung zwischen inhalt-
lichen Aussagen und Formeln, denn in Hilberts Konzeption sind die realen Ob-
jekte der Metamathematik genau diejenigen Formeln, die inhaltlichen Aussagen
der finiten Mathematik entsprechen.

Die Entsprechungsrelation zwischen inhaltlicher und formaler Seite wird bei
einfachen finiten Aussagen notationell dadurch verdeckt, dafs die Formeln (z. B.
»2 < 3”) genauso geschrieben werden wie die finiten Aussagen iiber Zahlzei-
chen. Sie kommt deutlicher zum Vorschein bei den generellen Sitzen, die finit
gerade noch zuléssig sind, etwa, daf fiir beliebige Zahlzeichen a und b stets
a+ b = b+ aist. Ihnen, diesen finiten Aussagen, entsprechen gewisse For-
meln auf der Ebene der formalisierten Mathematik, namlich solche mit freien
Variablen wie x + y = y + = oder gleich mit einem Allquantor abquantifizierte
Versionen wie VaVy(z+y = y+x).!% Wahrend die finite Aussage unter den typi-
schen finiten Beschrankungen steht — bspw. soll sie nur dann etwas behaupten,
wenn konkrete Zahlzeichen a und b vorliegen, sonst behauptet sie nichts und
ist daher auch nicht finit negationsfahig —, ist die ihr entsprechende Formel von
diesen Beschrankungen vollig frei. Sie ist ein formales Objekt, das in bestimmter

'0s scheint so, als wiirde Hilbert umgekehrt behaupten, da88 zwei verschiedene Wege von For-
meln wie z+y = y+ zu finiten Aussagen fiihren: Erstens entsprechen sie direkt finiten Aussagen
wie der, daf fiir zwei beliebige Zahlzeichen a und b stets a+b = b+ a ist. Und zweitens lassen sich
durch Substitution aus ihnen finite Aussagen wie 3 + 7 = 7 + 3 gewinnen. Beim letztgenannten
Weg miifite man jedoch eigentlich genauer sagen, daf8 es sich um zwei Schritte handelt, ndmlich
die eigentliche Substitution, die einfach ein Schluf8 innerhalb des formalen Systems ist und die
Formel ,,3 + 7 = 7 + 3” liefert, und den Ubergang von dieser Formel zur inhaltlich-finiten Mit-
teilung, daf8 das Zahlzeichen, das sich aus ... ergibt, wenn ... usw. Dieser Ubergang ist es, was
durch die gleiche Notation verdeckt wird.
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Weise syntaktisch aufgebaut ist. So kann auch problemlos ihre formale Negation
—VaVy(z +y = y + z) gebildet werden.!!

Das Hilbertprogramm beruht aber in viel grofserem Umfang auf dieser Re-
lation zwischen Formeln und inhaltlicher Mathematik als nur in diesem be-
schréankten finiten Bereich. Im Kapitel iiber den Formalismus wurde herausgear-
beitet, dafd Hilbert ein volles inhaltliches Bild von Mathematik vertrat und nur in
einem sehr beschriankten methodischen oder axiomatischen Sinne als Formalist
beschrieben werden kann. Wenn das HP aber fiir eine volle inhaltliche Mathe-
matik relevant sein soll, so wird schon dazu eine enge Beziehung zwischen in-
formeller Mathematik und formalisierten Systemen benétigt. Denn nur dadurch
tibertragen sich ja Resultate wie die Widerspruchsfreiheit von der formalen Sei-
te, auf der man sie nach dem HP beweisen will, auf die Seite der wirklichen
Mathematik, von der man sie bewiesen haben will.

Diese allgemeine Entsprechung zwischen gedanklich-inhaltlicher und rein
formaler Ebene wird fiir die Abgrenzung der Klasse der realen Formeln rele-
vant. Dies bringt Hilbert ganz deutlich in seinem Leipziger Vortrag 1922 heraus,
wenn er tiber den finiten Standpunkt sagt:

,,Die beweisbaren Formeln, die auf diesem Standpunkt gewonnen werden, haben samtlich
den Charakter des Finiten, d. h. die Gedanken, deren Abbilder sie sind, konnen auch ohne

irgendwelche Axiome inhaltlich und unmittelbar mittels Betrachtung endlicher Gesamt-
heiten erhalten werden.” HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 154

Hier wird keine Vermischung verschiedener Ebenen betrieben: Die beweisba-
ren ,finiten” Formeln und die inhaltliche Betrachtung werden sauber getrennt
und der Zusammenhang zwischen beiden wird durch eine Abbildrelation ver-
mittelt gedacht. Die finite Mathematik besteht aus inhaltlichen Aussagen. Die-
sen Aussagen entsprechen via Abbildung bestimmte Formeln. Und genau diese
Formeln, die ,inhaltlichen Mitteilungen finiter Aussagen entsprechen“,12 sind
das Analogon zu den realen Objekten in der klassischen Mathematik.

Und dhnlich wie in der klassischen Mathematik motiviert sich dann die Er-
weiterung dieses realen Bereichs um die idealen Elemente. Denn wiirde man
einen Formalismus auf die kleine Menge formaler Abbilder von finiten Aussa-
gen beschranken, so wiirden in diesem formalen System ,,sehr untibersichtliche
logische Verhiltnisse” obwalten.'® Schon logische Schlufprinzipien wie das Ter-
tium non datur wéren keine zuldssigen Regeln, sondern wiirden gewissermafien
aus dem System herausfiihren. Daher werden diesem System von Formeln wei-

"Etwas anderes ist es natiirlich, wenn man von dieser formalen N egation auf 3z3y(z+y # y+
x) schlieen will. Dazu wiirde man logische Schlufiregeln benétigen, die nicht mehr im Rahmen
des finiten Standpunktes gerechtfertigt sind. So verschiebt sich unter dieser Perspektive das Pro-
blem mit der Negationsunfdhigkeit genereller finiter Aussagen auf die Nicht-Allgemeingtiltigkeit
der logischen Schlufiweisen.

""HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 175.

3Vgl. HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 174.
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tere Formeln, wie man sie aus den gewohnten formalen Systemen kennt, als
ideale Elemente hinzugefiigt.!*

Wie steht es nun mit der Rede davon, dafs bestimmte Aussagen oder For-
meln Bedeutung haben und andere nichts bedeuten sollen? — Natiirlich haben
die Formeln durchaus ein inhaltliches Pendant, ohne das der Kalkiil blofs Leer-
heiten aus Leerheiten herleiten wiirde. Geméfs dem methodischen Formalismus
darf innerhalb des Kalkiils die inhaltliche Bedeutung der Formeln, wie sie durch
die Abbildungsrelation vermittelt wird, aber keine Rolle spielen (vgl. Kapitel 4,
S.131ff.). Formeln sind, solange sie im Kalkiil , bearbeitet” werden, wie vollig in-
haltslose, d. h. rein syntaktisch bestimmte Objekte aufzufassen. Daher sagt Hil-
bert auch, daff man mit ihnen keine eigentlichen logischen Schliisse durchfiihren
kann. Der Logikkalkiil formalisiert vielmehr auch die logischen Schlufsregeln,
die damit ebenfalls rein syntaktisch gehandhabt werden kénnen. So erhdlt man
schliefslich

»an Stelle der inhaltlichen mathematischen Wissenschaft, welche durch die gewohnliche
Sprache mitgeteilt wird, nunmehr einen Bestand von Formeln mit mathematischen und

logischen Zeichen, welche sich nach bestimmten Regeln aneinander reihen.”
HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 177

Innerhalb eines Kalkiils werden also grundsétzlich alle Formeln als inhaltsleer
und das heif$t: als rein syntaktische Objekte behandelt. Auflerhalb des Kalkiils
gibt es dagegen durchaus Beziehungen zwischen inhaltlicher und formaler Sei-
te. Und diese Beziehungen werden vom Standpunkt der Hilbertschen Beweis-
theorie aus methodisch in Anspruch genommen fiir die Unterscheidung zwi-
schen denjenigen Formeln, die eine Bedeutung haben, weil sie Abbilder finiter
Aussagen sind, und den idealen Formeln, die ,in sich nichts bedeuten” sollen.

Die idealen Formeln runden das System ab und lassen die logischen Re-
geln in ihrer gewohnten Weise ohne Einschrankung anwendbar sein. Man kann
nun nicht nur syntaktisch die Negation der eben diskutierten Formel bilden
(=VaVy(x + y = y + x)), sondern aus ihr auch (formal) den entsprechenden
Existenzsatz 3z3y(z + y # y + x) ableiten. Diesen hinzugeftigten Formeln und
im Allgemeinen auch ihren Implikaten entspricht nichts aufierhalb des formalen
Systems in der Weise, wie den Formeln des engeren Formelsystems die finiten
Aussagen entsprechen, die sie formalisieren. Wahrend fiir die einen Formeln
also eine systemexterne Entsprechung in Anspruch genommen wird und sie
insofern ,real” genannt werden konnen, braucht den anderen Formeln nichts
Derartiges zu entsprechen, und insofern sind sie idealen Elementen in mathe-
matischen Theorien vergleichbar.'®

Die ideal/real-Unterscheidung hat demnach mit der Unterscheidung zwi-
schen Mathematik und Metamathematik fast tiberhaupt nichts zu tun. Der ein-
zige Zusammenhang besteht darin, daf} die realen Formeln eine systemexterne

Vgl. HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 160; HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 174
176; HILBERT, Grundlagen Mathematik [1928], 8.
15Zur vorstehenden Darstellung siehe auch HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 160-161.
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Entsprechung in den Aussagen der finiten Mathematik haben und daf? diese fi-
nite Mathematik eine Art Vorbild fiir diejenigen Methoden darstellt, die in der
tiniten Metamathematik verwendet werden diirfen.

Aus den vorstehenden Uberlegungen kann man die Schluffolgerung zie-
hen, daf’ die Analogie von realen und idealen Elementen zwar (mit Hilbert) den
Ubergang von einer direkt finit begriindeten Mathematik zu einem vollen for-
malen System der klassischen Mathematik erldutern kann. Sie hilft dann insbe-
sondere zu erkldren, warum nur fiir einen Teil der Formeln des formalen Sys-
tems ontologisch-epistemologische Verpflichtungen bestehen, fiir den anderen
Teil jedoch nicht.

Damit sind jedoch auch die Grenzen dieser Analogie erreicht. Sie liegen ge-
nau zwischen der ersten, ungefdhren Anndherung an sie und der genaueren
Analyse. Liest man die Analogie nicht exakt genug, so bietet sie Anlafy zu Mif3-
verstindnissen, etwa zu einer abstrusen Formulierung des Hilbertprogramms
wie der, dafs Hilbert mit einer realen Mathematik die Widerspruchsfreiheit der
idealen Mathematik gezeigt haben wollte. Eine Gleichsetzung der realen Ele-
mente mit den inhaltlichen Aussagen der finiten Metamathematik {iber die for-
malisierte Objektmathematik sprengt ihren Rahmen, denn dazu wire von der
Formalisierung zur urspriinglichen finiten mathematischen Aussage tiberzuge-
hen. Ohne weitere Vermittlung, etwa durch Hilberts Abbildung zwischen Ge-
danken und Formeln, wire dieser Ubergang eine petdBaoic eic d\ho yévoc.10

Daneben hat die Analogie auch eine weitere Grenze, die hier nur angedeutet
werden kann. Wenn man die mathematischen Formeln wirklich auf die Objekt-
stufe stellt, dann sind mit dem engeren Bereich und dem idealen Bereich eben
zwei Mengen von Formeln-Objekten gemeint. Und Hilberts Forderung, dafd die
Beziehungen zwischen Objekten widerspruchsfrei sind, d. h. keine widerspriich-
lichen Aussagen iiber die Objekte entstehen sollen, wird zur Forderung an die
Metamathematik, bei Elimination der idealen Formeln giiltig zu bleiben. Ent-
sprechend der oben aufgestellten Forderung wiére hier im Bezug auf die Meta-
mathematik zu fordern, dafl iiber dem idealen Formelbereich nur solche Aussa-
gen tiber die finiten Formeln beweisbar sind, die auch in der Metamathematik
des finiten Bereichs stimmen. Dies legt es zumindest nahe, Hilberts Programm
als ein Konservativititsprogramm zu interpretieren. Die Forderung nach Giil-
tigkeit und nicht Beweisbarkeit auf der realen Ebene fiihrt dann jedoch dazu,
daf3 der Konservativitatsbegriff bis an die Grenze eines Konsistenzbegriffs ab-
geschwacht werden muf3. Darauf wird im folgenden Kapitel bei der Auseinan-
dersetzung mit Detlefsens instrumentalistischer Interpretation des Hilbertpro-
gramms ndher einzugehen sein.

16Vgl. ARISTOTELES, De caelo 11, 268b 1.
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6.4 Zusammenfassung

Hilbert verwendet zur Illustration des Ansatzes seiner Beweistheorie eine Ana-
logie zur Methode der idealen Elemente in der klassischen Mathematik. Bei die-
ser Methode werden einem Bereich von realen Objekten mit einem theorieex-
ternen Bezug weitere Objekte hinzugefiigt, die rein formal aufzufassen sind, die
Theorie abrunden, vereinfachen und neue Beweismoglichkeiten erdffnen. Die
bekanntesten Beispiele sind die imagindren Zahlen und die unendlich fernen
Punkte und Geraden. Die Frage ist, was das Analogon zu diesen idealen Ele-
menten auf der Seite von Hilberts Beweistheorie ist.

Die geldufigste und von verschiedenen Sinnzusammenhéngen her nahege-
legte Auffassung besteht in der Identifikation der realen Objekte mit der finiten
Mathematik und der idealen Objekte mit der formalisierten, klassischen Ma-
thematik. Es wird dann als Ziel des Hilbertprogramms ausgegeben, die Wider-
spruchsfreiheit der idealen Mathematik mittels der realen zu beweisen. Gegen
diese Auffassung lassen sich verschiedene Probleme ins Feld fiihren, etwa die
daraus folgende, obgleich nicht intendierte Vermischung formaler und inhaltli-
cher Objekte und die ungeniigende Differenzierung zwischen finiter Mathema-
tik und finiter Metamathematik. Die Gleichsetzung von real mit finit und von
ideal mit formal ist daher nicht haltbar.

Hilberts Analogie besteht vielmehr darin, dafy sich die Formeln der for-
malisierten Mathematik in zwei Klassen aufteilen lassen, namlich diejenigen,
die inhaltlich-finiten Aussagen entsprechen, und die, fiir die das nicht der Fall
ist. Der Unterscheidung zwischen idealen und realen Objekten entspricht al-
so die methodische Unterscheidung zwischen inhaltlich bedeutungslosen und
inhaltlich bedeutsamen Formeln, wobei der theorieexterne Bedeutungsbezug
als Abbildung zwischen den Formeln und Aussagen der wirklichen, ,natiir-
lichen” mathematischen Sprache aufzufassen ist. Die Unterscheidung dieser
Objektebene von einer Metaebene der Aussagen iiber die Objekte bleibt von
der ideal/real-Unterscheidung vollig unberiihrt, wie sich an der klassisch-
mathematischen Methode der idealen Elemente zeigen und an einer Deutung
des Hilbertschen Programms bewéhren 14fst. So sind zwei Verwendungsweisen
des Ausdrucks ,finite Mathematik” zu unterscheiden, ndmlich die finite Ma-
thematik im Sinne der finiten Zahlentheorie, die einem Teil des formalisierten
Systems auf der Objektebene entspricht, und die finite Metamathematik, die in-
haltlich auf der Metaebene iiber dieses formale System handelt.

Die Grenzen der Analogie liegen einerseits in ihrer Mifsverstandlichkeit und
andererseits in den Schwichen einer Interpretation des Hilbertprogramms als
Konservativititsprogramm, um die es noch gehen wird.
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Kapitel 7

Hilbertprogramm und mathematischer Instrumentalismus

1986 veroffentlichte Michael Detlefsen Hilbert’s Program, die bisher einzige Mo-
nographie zum Hilbertprogramm.! Der Untertitel ,An Essay on Mathematical
Instrumentalism” bezeichnet das Programm des Buches: Eine instrumentalis-
tische Auffassung des Hilbertprogramms zu entwickeln und argumentativ zu
verteidigen.

In diesem Kapitel sollen an diese Auffassung zwei Fragen gestellt werden:
Erstens: Ist das HP in diesem instrumentalistischen Rahmen tiberhaupt addaquat
interpretiert? Und zweitens: Ist der mathematische Instrumentalismus, wie Det-
lefsen ihn beschreibt, eine plausible Philosophie der Mathematik?

Beide Fragen setzen voraus, zundchst den von Detlefsen zugrundegelegten
Begriff einer instrumentalistischen Philosophie der Mathematik zu klaren.

7.1 Der Instrumentalismus und die instrumentalistische Auffassung des
Hilbertprogramms

Unter , Instrumentalismus” ist nach Detlefsen die Auffassung zu verstehen, daf3
gewisse Teile der Mathematik nicht wortlich zu nehmen sind, sondern als blofie
Werkzeuge angesehen werden konnen, um bestimmte epistemische Haltungen
gegeniiber anderen, grundlegenderen Teilen der Mathematik einzunehmen (3).
Da damit nicht die gesamte Mathematik instrumentellen Charakter hat — wie es
etwa bei einer Auffassung von Mathematik als blofSer Hilfswissenschaft fiir die
Naturwissenschaften der Fall wire — sondern nur ein Teil, spricht Detlefsen auch
von ,eingeschranktem Instrumentalismus” (restricted instrumentalism, 1-2).

Der Instrumentalismus liegt nach Detlefsen auf halber Strecke zwischen ei-
nem Fieldschen Nominalismus und einem Quineschen Realismus (2-3), er sei
als ein modifizierter Realismus (3) aufzufassen. Damit ist wohl gemeint, daf3
man die Mathematik in einen realen und einen idealen Teil aufspaltet und mit
den Realisten fiir den realen Teil durchaus die typischen ontologischen Ver-
pflichtungen auf sich nimmt, wihrend man sich mit dem Nominalisten fiir
den idealen Teil der entsprechenden Last fiir entledigt erkldrt. Die Aufteilung
in Ideales und Reales liefert somit eine Beschrankung der ontologischen Ver-

'DETLEFSEN, Hilbert’s Program [1986]. Verweise auf Detlefsens Buch werden in diesem Kapitel
durch in Klammern gesetzte Seitenzahlen angegeben.
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pflichtungen auf einen Teil der betrachteten Methoden (die realen), wahrend
die Zuverldssigkeit des anderen Teils nicht unmittelbar durch eine ontologische
Anbindung, sondern auf indirektem Wege, basierend auf dem realen Teil, erfol-
gen soll. Dadurch erhélt indirekt auch der ideale Teil einen epistemologischen
Status. Fiir die realen Sdtze wird mithin ihr Inhalt als behauptete Realitdt in An-
spruch genommen, fiir die idealen Satze ihre Zuverldssigkeit als Werkzeuge zur
Gewinnung realer Sitze. So ist Detlefsens Beschreibung dieser Position als , mo-
difizierter Realismus” ganz treffend.

Das instrumentalistische Verstindnis von Beweisen weicht entsprechend
von dem herkommlichen ab. Die epistemische Qualitdt der Konklusion eines
idealen Beweises einer realen Proposition soll nicht von einem commitment auf
die Ausgangspunkte und Zwischenschritte abhdngen. Ein instrumentalistischer
Beweis sei vielmehr eine , Schluf-Fahrkarte” (inference-ticket), die zum Erreichen
des Ziels berechtigt, ohne dafs die Zwischenschritte auf dem Weg dorthin in der-
selben Weise gerechtfertigt sein miifsten. Wahrend nach herkommlichem Ver-
stdndnis ein Beweis von wahren oder als wahr gesetzten Annahmen via wahr-
heitserhaltender Schliisse zu wahren Konklusionen fiihrt, soll dies nach instru-
mentalistischer Lehre nicht gefordert werden. Es geht nicht darum, eine episte-
mische Haltung gegeniiber den Annahmen mittels giiltiger Schliisse kausal (!)
auf die Konklusion zu tibertragen. Fiir die Zwischenschritte eines Beweises sol-
len keine unmittelbaren commitments eingegangen werden, sondern nur fiir die
Methoden, mit denen die Zuverlassigkeit des idealen Beweisens gesichert wird.
In epistemologischer Formulierung: Nicht bei der Aneignung realen Wissens
mittels idealer Methoden, sondern bei der Rechtfertigung dieser Methoden sind
die ontologischen Verpflichtungen auf Bedeutungen der syntaktischen Objekte
einzugehen (2-3).

Detlefsen will nach eigenem Bekunden das HP als eine ,philosophisch
ausgefeilte Verteidigung des mathematischen Instrumentalismus” darstellen.
Dem Instrumentalisten kommt nach Detlefsen Hilberts Metamathematik gera-
de recht. Explizit schreibt er es Hilberts instrumentalistischer Grundhaltung zu,
daf3 Freges Problem ihn zur Metamathematik gefiihrt habe. Frege habe deutlich
gemacht, dafs etwas Ideales wie eine Abfolge von Formeln nicht die Funktion
eines Beweises iibernehmen konne. Entsprechend sei Hilbert dazu tibergegan-
gen, Resultate metamathematisch zu beweisen: Ideale Beweise realer Aussagen
wiirden nach Hilbert in zwei Schritten ausgewertet, namlich durch die Feststel-
lung, daf? es sich bei einem Beweis um ein syntaktisches Objekt einer bestimm-
ten Struktur, mit einer bestimmten Endformel usw. handelt und zweitens durch
die Feststellung, daf} diese Endformel eine wahre reale Proposition ausdriickt.
Durch diese beiden Feststellungen werde ein idealer Beweis metamathematisch
ausgewertet und wiirde einen metamathematischen Beweis der finiten Aussage
liefern. (10-12)

An dieser Stelle kann die Beschreibung der Detlefsenschen Interpretation
des HP abgebrochen werden, da schon offensichtlich geworden ist, wie grofd
die Differenzen zwischen dem instrumentalistischen HP-Bild und dem in dieser
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Arbeit gezeichneten sind.

7.2 Kritik der instrumentalistischen Interpretation von Hilberts Programm

In diesem Abschnitt soll eine ganze Reihe von Kritikpunkten an Detlefsens in-
strumentalistischer Interpretation von Hilberts Programm vorgebracht werden.
Diese Kritikpunkte gelten dabei meistens generell fiir instrumentalistische Les-
arten des HP, sie werden aber in Auseinandersetzung mit Detlefsen vorgetra-
gen, um eine handhabbare Position zu haben, an der man die Kritik anbringen
kann.2

Die Kritikpunkte sind dabei von zweierlei Art: Einerseits wird das instru-
mentalistische Bild dem Hilbertprogramm nicht gerecht, andererseits kommt
beim instrumentalistischen Zugriff {iberhaupt kein {iberzeugendes Gesamtkon-
zept heraus. Zwischen beiden Arten von Kritikpunkten gibt es jedoch Wechsel-
wirkungen. So werden manchmal genau die Aspekte, bei denen die Auffassung
von Hilberts Position abweicht, auch die nicht in sich tiberzeugenden Aspekte
sein. Man betrachte nur beispielsweise die zuletzt dargestellte metamathema-
tische Auswertung idealer Beweise realer Aussagen. Man konnte die Kritik so
ansetzen, dafs das, was da dargestellt wird, einfach nicht Hilberts Position ist.
Hilbert hat keine Konservativitatsbedingung der idealen iiber der realen Mathe-
matik gefordert, er hat diese metamathematische Auswertung idealer Beweise
nicht so vorgenommen, wie behauptet, usw. Man kann dies aber auch als syste-
matische Kritik an der hilbertianisch-instrumentalistischen Position Detlefsens
vorbringen: Wenn man tatsdchlich einen idealen Beweis einer realen Aussage
hitte, und wenn — wie Detlefsen betont — alle ideal beweisbaren realen Aus-
sagen auch schon real beweisbar sind, wofiir wird dann der Umweg {iber die
Metamathematik tiberhaupt benétigt? Man konnte den idealen Beweis durch
einen realen Beweis ersetzen und hitte einen realen Beweis der realen Aussage,
ohne dafs man dafiir Konsistenzbeweise, syntaktische Betrachtungen usw. tiber-
haupt benotigen wiirde. Man brauchte den ganzen metatheoretischen Aufwand
vielleicht zur Etablierung des Konservativititssatzes, dafi alles ideal beweisbare
Reale auch real beweisbar ist, aber sicher nicht zur Anwendung dieses Satzes in
jedem einzelnen Fall.

Die vorstehenden Uberlegungen haben schon den ersten Kritikpunkt vorge-
bracht, aber nicht nur dies. Sie zeigen auch die kippbild-artige Struktur, die zwi-
schen Argumenten, die gegen Detlefsens Hilbertinterpretation sprechen, und
solchen, die die von ihm entwickelte systematische Position kritisieren, besteht.
Eine strikte Aufteilung der Argumente wird daher im Folgenden nicht vorge-

’Die Kritik gilt fiir andere Entwiirfe natiirlich nur in Abhéngigkeit vom zugrundeliegenden
Instrumentalismusbegriff. Beispielsweise soll sie sich auch auf solche beziehen, die unter einer
,instrumentalistischer” Auffassung der nicht-finiten Mathematik verstehen, daf§ sie ihren ,Le-
bensunterhalt” dadurch , verdienen miissen”, daf sie fiir die Ableitung korrekter realer Aussagen
von Nutzen sind; vgl. etwa GEORGE/ VELLEMAN, Philosophies [2002], bes. S. 158.
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nommen und es trdgt zu einer verbreiterten Perspektive nur bei, wenn man bei
den folgenden Diskussionen bedenkt, dafi man die meisten Argumente auch
drehen und in der anderen Hinsicht lesen kann.

7.2.1 Kritik der ideal/real-Analogie

Wenn in diesen Uberlegungen davon die Rede war, dafs alle ideal beweisbaren
realen Aussagen auch schon real beweisbar sein miissen, so wird hier offenbar
eine Konservativititsforderung wirksam, um die es noch gehen wird. Die For-
mulierung mittels ,real” und ,ideal” fiihrt jedoch unmittelbar zu einer ganz
grundsétzlichen Kritik an Detlefsens Hilbert-Interpretation. Die ideal/real-
Unterscheidung liegt namlich allen Erwagungen Detlefsens zugrunde. Er selbst
unterstreicht ihre Bedeutung u. A. dadurch, daf} er die entsprechende Darstel-
lung aus Hilberts Uber das Unendliche iiber mehr als eine Druckseite zitiert.

Im vorangegangenen Kapitel war herausgearbeitet worden, dafs Hilbert mit
der Rede von der Methode der idealen Elemente eine Analogie benutzt, die ihre
Grenzen, aber auch einen spezifischen Sinn hat. Im Licht dieser Ergebnisse muf3
man feststellen, daf$ Detlefsen diesen Sinn auf die Weise verfehlt, die oben unter
der Uberschrift ,Analogiemifibrauch” analysiert und kritisiert wurde.

Bei der Lektiire von Detlefsens Arbeit erkennt man dies nicht immer auf
den ersten Blick. Er wahlt zundchst Formulierungen, die beide Interpretationen
moglich machen, die Auffassung der realen Mathematik als inhaltlicher Mathe-
matik und die Auffassung der realen Mathematik als eines Formelsystems, das
durch die ideale Mathematik erweitert wird. Daf$ Detlefsen ,real” mit ,inhalt-
lich” und ,ideal” mit ,formal” gleichsetzt, kommt aber beispielsweise deutlich
zum Vorschein, wenn er das , Fregesche Problem” zum ersten Mal schildert. Fre-
ge habe Hilbert ndmlich mit dem Problem konfrontiert, erkldren zu miissen, wie
ein idealer Beweis I einer realen Proposition R tiberhaupt zum Einnehmen einer
epistemischen Haltung gegeniiber R beitragen kann.

,Da I nicht aus genuinen Propositionen zusammengesetzt ist, kann man es nicht in sich
als einen Grund fiir R ansehen.” DETLEFSEN, Hilbert's Program [1986], 9, Eig. Ubers.

Hier wird deutlich, dafs Detlefsen sich I als etwas Formales vorstellt, wihrend
ein realer Beweis fiir R aus ,,genuinen Propositionen” bestehen mdifte. ,Real” ist
damit gleich ,inhaltlich”, und Detlefsen bewegt sich auf der Schiene derjenigen
Deutung der ideal /real-Analogie, die oben zuriickgewiesen wurde.

Nach dem in dieser Arbeit entwickelten Verstindnis des HP betrifft das Fre-
gesche Problem nicht die ideal /real-Unterscheidung, sondern die zwischen for-
mal und inhaltlich, und wird durch den Verweis auf die Abbildungsrelation
zwischen formalisierter und inhaltlicher Mathematik beantwortet. Es hat mit
der Unterscheidung von idealen und realen Formeln nichts zu tun, sondern be-
trifft beide gleichermafSen.

Obgleich dieser Punkt fiir Detlefsens gesamte Darstellung grundlegend und
zentral ist, sollte man die Bewertung der instrumentalistischen Interpretation
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des HP nicht an diesem Punkt allein festmachen. Es gibt noch eine grofsere Zahl
weiterer Argumente, die gegen diese Sichtweise sprechen. Eine erste Klasse von
Argumenten gleicht dabei mutatis mutandis denjenigen, die schon bei der Dis-
kussion des Formalismus eine Rolle spielten.

7.2.2  Methodischer Formalismus versus Mathematik als Zuschlagsfahrkarte

Zunichst wird man noch einmal hervorheben miissen, wie unplausibel es ist,
dem grofien Mathematiker Hilbert eine Auffassung von Mathematik zu unter-
stellen, dergemafs weite und wichtige Teile der Mathematik blofs formale, be-
deutungslose Gebilde sind. Hilbert, der grofie Funktionentheoretiker und Varia-
tionsrechner, der Integrationstheoretiker und Geometer, hat wohl kaum ernst-
haft daran gedacht, diese eminenten Bereiche mathematischer Forschung wirk-
lich blofs als Instrument anzusehen, um Gleichungen zwischen Numeralen und
ihre aussagenlogischen Verkniipfungen moglichst komfortabel herleiten zu kon-
nen. Es gibt wohl kaum etwas Groteskeres, als dem grofiten Mathematiker sei-
ner Zeit zu unterstellen, seine Mathematik im Wesentlichen als eine Zuschlags-
fahrkarte anzusehen fiir eine bequemere Reise zum Ziel von Aussagen tiber
Strichfolgen.

Wenn die aus dem Zusammenhang ausgeschnittenen Hilbert-Zitate ein
formalistisch-instrumentalistisches Bild von Mathematik zu decken scheinen,
so wird man ein genaueres Verstindnis dieser Aulerungen und die Beriicksich-
tigung ihres Kontextes anmahnen miissen. Beispielsweise wird darauf verwie-
sen, dafs nach Hilbert und Bernays den idealen Formeln im Formalismus keiner-
lei Bedeutung anhaftet. Damit behaupten sie aber keineswegs, dafs es zwischen
den Formeln und den Sitzen der herkdmmlichen Mathematik keinerlei Zusam-
menhénge gebe. Sie machen vielmehr deutlich, welche Auffassung man zum
Betreiben von Beweistheorie einnehmen muf3, und schildern eindriicklich die
zur damaligen Zeit den meisten Mathematikern vollig fremde Auffassung einer
formalisierten Mathematik als Ansammlung rein syntaktischer Objekte. Damit
beschreiben sie diejenige Transformationsgestalt, in die grofSe Teile der klassi-
schen Mathematik nach der Konzeption des HP gebracht werden miissen, um
sie auf diesem Wege zu rechtfertigen. Aber es geht um die Rechtfertigung der
urspriinglichen Mathematik mittels dieser Methode, nicht um eine neue Mathe-
matikauffassung gegeniiber der ,klassischen”. Wenn Hilberts mathematikphi-
losophische Position instrumentalistisch war, dann sicher selbst nur in metho-
discher Hinsicht. Um die angezielte Grundlagensicherung zu erreichen, waren
die mathematischen Aussagen so zu behandeln, als ob sie nichts besagten, als ob
sie keinen Gehalt hitten und als ob sie nur Mittel zur Herleitung von Aussagen
tiber Strichfolgen wiren.? Auf der Seite des formalen Kalkiils darf die inhaltliche

350 fiihrt Hilbert z. B. in Uber das Unendliche ganz deutlich aus, dafl wir in der Beweistheorie
,die Zeichen und Operationssymbole des Logikkalkiils losgelost von ihrer inhaltlichen Bedeu-
tung” betrachten; vgl. HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 177. Die logischen Symbole haben also
eine inhaltliche Bedeutung, nur werden sie hier anders aufgefafit, indem diese Bedeutung ausge-
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Bedeutung keine Rolle spielen, aber sie tut es durchaus beim input des Kalkiils
und bei seinem output. So wird die Abbildungsrelation zwischen der wirklichen,
inhaltlichen Mathematik und der formalisierten nicht nur einmal, ndmlich beim
Transfer der klassischen Mathematik in formale Gestalt, benttigt und dann ver-
gessen, sondern sie tritt im Geflige dieses Grundlegungsprogramms ein zweites
Mal auf, wenn es darum geht, dafs die gewonnenen Widerspruchsfreiheitsresul-
tate ja auf die urspriinglichen Theorien zuriickwirken sollen. Wenn Hilbert sagt,
dafd man die Leute nicht von ihren klassischen Schluf$weisen abhalten konne,
zeigt er damit an, dafs es ihm um die Rechtfertigung dieser Schlufiweisen geht.
Er sagt nicht, daff man die Leute von formalen Abbildern klassischer Schluf3-
weisen nicht abhalten kénnte. Im Ubrigen stellte er diesem methodischen Vor-
gehen nie eine grundsitzliche Mathematikauffassung gegentiber, die ebenfalls
eine formalistisch-instrumentalistische Pragung hitte.

Wenn man diesen , methodischen Vorbehalt”, unter dem alle Auﬁerungen
Hilberts zur Formalisierung zu lesen sind, ernst nimmt, so ware hochstens die
Position eines , methodischen Instrumentalismus” akzeptabel oder, wenn man
so will, die eines ,instrumentalistischen Instrumentalismus”, soll heifien, eines
Instrumentalismus, der ganz dhnlich wie die Beweistheorie selbst nur als Werk-
zeug zum Erreichen des grundlagensichernden Zweckes dient, aber dariiber
hinaus und ,in sich” keine Bedeutung hat. Akzeptabel erscheint ein Instrumen-
talismus, der blof3 als methodischer Standpunkt in einem gewissen zielorien-
tierten Rahmen eingenommen wird und keine Aussagen iiber das eigentliche
Wesen der Mathematik macht. Ein solcher Instrumentalismus wiére also gerade
keine Philosophie der Mathematik.

7.2.3  Rechtfertigung von Kalkiilen und von Zwischenschritten

Detlefsen behauptet, dafs seine Rede von den ,Schluf3-Fahrkarten” gut mit Hil-
berts Interesse an kalkiilméfsigen Techniken fiir die Mathematik zusammenpas-
se. Wie es bei den Schlufi-Fahrkarten allgemein nicht auf eine Rechtfertigung
der Zwischenschritte ankomme, komme es bei einer kalkiilméafligen Rechnung
nicht auf die Richtigkeit der Zwischenschritte an, sondern nur auf das Ergebnis
und die Rechtfertigung des Kalkiils.

Wenn Hilbert hier mehr als das eben diskutierte ,, methodische Interesse” an
Kalkiilen zugeschrieben werden soll, so stimmt das grundsétzlich. Allerdings
muf$ man dieses Interesse an Kalkiilen im Sinne von Rechen- und Denkhilfsmit-
teln deutlich relativieren. So fiihlte sich etwa Frege wie gesehen bemdiifligt, Hil-
bert von dem Nutzen von Kalkiilen und dem Arbeiten mit Formeln zu tiberzeu-
gen. Eine noch starkere Zurticknahme ergibt sich aus dem Kontext der entspre-
chenden AuBerungen Hilberts, in denen es immer um die Zahlentheorie geht.
Und im Bezug auf die Zahlentheorie ist es sicher ganz richtig, von einem Inter-
esse Hilberts an kalkiilisierten Verfahren zu sprechen. Aber Hilbert wollte mit

blendet wird.
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seiner Beweistheorie ja viel weiter gelangen (daf3 das so einfach wére, ist eine der
wenigen Punkte, bei denen Bernays zugibt, dafd Hilbert sich getduscht hat). Er
wollte Analysis, Funktionentheorie und sogar die Mengenlehre auf diese Wei-
se behandeln. Wie lieflen sich diese in Detlefsens Bild einfiigen? Sollen etwa
die mengentheoretischen Methoden zur realen Mathematik gerechnet werden?
Das wiirde tiberhaupt nicht zu der allgemein akzeptierten Auffassung passen,
dafs gerade die mengentheoretischen Methoden das Musterbeispiel fiir nicht-
konstruktive Methoden sind. Hier wird mit unbeschrankten Existenzbehauptun-
gen operiert, die sich sicher nicht ohne Weiteres geméf} den strengeren Mafssta-
ben der real-inhaltlichen Mathematik rechtfertigen lassen. Oder sollen sie auch
wie ein kalkiilméafliges ,, Ausrechnen” angesehen werden? Auch dies kollidiert
mit dem nicht-konstruktiven Charakter der Mengenlehre. Fiir viele als existie-
rend behauptete Objekte lassen sich ja gerade keine Beispiele , ausrechnen”. Das
Auswahlaxiom zum Beispiel ist ja gerade deswegen notig, weil die anderen
Axiome nicht gentigend Beweiskraft haben, um die Auswahlfunktionen ,her-
zustellen”.

Detlefsens Bild wére damit erstens zu eng gegentiber der duferst weiten Ziel-
setzung von Hilberts Ansatz und kann zweitens die Orientierung an konstruk-
tiven Methoden und die daraus hervorgehenden Probleme mit der klassischen
Logik, mit dem Auswahlaxiom usw. nicht erklaren. Gegen das Bild spricht aber
auch noch etwas anderes. Wenn eine kalkiilméaflige Rechnung von einem Term
t1 zu ty, dann weiter zu t3 bis zu t4 fiihrt, dann spricht man davon, daff beim
Ausrechnen von t; als Ergebnis ¢4 herausgekommen ist. Nach Detlefsens Schil-
derung soll es nun instrumentalistisch nicht auf die Zwischenschritte ankom-
men, also nicht auf die ,Wahrheit” der Gleichungen ,t; = 2%, ..., ,t3 = t4”,
sondern darauf, dafd der Kalkiil als ganzer gerechtfertigt ist. Dann zdhle nur
noch das Ergebnis.

Aber man wird fragen miissen, was dieser Unterschied genau bedeuten soll.
Zunichst kann man doch feststellen, dafs man eine falsche Rechnung, die zu ei-
nem richtigen Ergebnis fithrt, wohl kaum als Argument fiir das Ergebnis anse-
hen wird. Im Gegenteil: Wenn man von einer bestimmten Aussage A {iberzeugt
ist und jemand will einem durch eine abenteuerliche und fehlerhafte Rechnung
zeigen, dafl man falsch liege, so wird man seine epistemische Haltung zu A
bestimmt nicht d&ndern. Vielmehr wiirde man auf die Rechenfehler hinweisen
und den Uberzeugungsversuch damit als erledigt betrachten. Moglicherweise
wiirde man sogar noch weiter gehen und hinter dem Fehler des Anderen (be-
sonders wenn er gehduft auftritt) einen prinzipiellen Fehler vermuten, der die
Vermutung begriindet, dafs A gar nicht widerlegt werden kann. So konnte die
fehlerhafte Rechnung schliefslich sogar als Bestatigung der urspriinglichen epis-
temischen Einstellung zu A aufgefafit werden. Man wird also auch bei einer Be-
tonung des kalkiilméfiigen Rechnens nicht auf ein normatives Element bei den
Zwischenschritten verzichten konnen (, richtiges Rechnen”).

Ferner betrachte man wieder das obige Beispiel, in dem der Kalkiil Anwei-
sungen enthilt, die bei korrekter Anwendung auf ¢; schliefilich ¢4 ergeben. Dies
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miifite sich in instrumentalistischer Sichtweise von der Wahrheit der Gleichung
,t1 = t4” bzw. genauer gesprochen: von der Ableitbarkeit dieser Gleichung in ei-
nem Kalkiil, in dem die Rechenregeln in Form von Gleichungen festgelegt sind,
unterscheiden. Aber es ist nicht zu sehen, wo hier ein Unterschied bestehen soll.
Wenn die abstrakt-kalkulatorischen Regeln von ¢; zu ¢4 fithren und ,t; = ¢4” ei-
ne richtige numerische Gleichung sein soll, weil der Kalkiil gerechtfertigt ist, und
wenn man bei den Zwischenschritten nicht auf das normative Element des rich-
tigen Rechnens verzichten kann, dann muf$ das auch fiir alle Zwischenschritte
gelten, zumindest im Sinne des Hilbertschen Begriffs der Einsetzungsrichtigkeit
(richtige numerische Gleichung nach Reduktion der Funktionale). Und wenn
es auch fiir alle Zwischenschritte gilt, dann ist die behauptete Abgrenzung des
Instrumentalismus keine Abgrenzung.

Schliefslich ist auch noch einmal die Frage zu stellen, was es heiflen soll,
dafs der Kalkiil gerechtfertigt ist. Man betrachte zum Beispiel einen blofien Glei-
chungskalkiil, der vielleicht sehr einfache Rechenregeln hat, die immer eins er-
geben, egal wie die Rechenaufgabe lautet. Wenn man geméfs diesen Regeln rich-
tig rechnet, erhilt man beim Ausrechnen jedes Terms ¢ schlieSlich 1. Ein solcher
Kalkiil ist trivialerweise widerspruchsfrei, denn er enthélt ja keine Negationen.
Wenn also seine Rechtfertigung in seiner Widerspruchsfreiheit bestehen wiirde,
wire fiir jeden Term ¢ die reale Gleichung ¢t = 1 gerechtfertigt und man mdifste
sie unmittelbar als inhaltliche Aussage akzeptieren. Das ist aber nicht im Sinne
Detlefsens. Er will, daf auf der Ebene der realen Aussagen Beweisbarkeit und
Richtigkeit zusammenfallen. Dann mufl man jedoch folgerichtig als Rechtferti-
gung des Kalkiils mehr fordern als Hilbert. Der Kalkiil muf$ mehr als bloff wi-
derspruchsfrei sein, nimlich korrekt bzgl. einer bestimmten Interpretation oder
gar konservativ tiber den real beweisbaren/wahren Sétzen. Eine Konservativi-
tatsforderung bringt aber ihre eigenen Probleme mit sich.

7.2.4  Konservativitit, Widerspruchsfreiheit und die Analogie zu den
Naturwissenschaften

Ein weiterer Punkt, der gegen Detlefsens instrumentalistische Auffassung von
Hilberts Programm spricht, betrifft die Analogie zwischen dem Verhiltnis von
idealer und realer Mathematik und dem Verhiltnis von Theorie und Beobach-
tungen in den Naturwissenschaften. Hilbert hat diese Analogie formuliert und
auch Detlefsen zieht sie zur Stiitzung seiner Position heran.* Daf8 diese Stiit-
zung nur eine vermeintliche ist, sieht man, wenn man das naturwissenschaftli-
che Analogon etwas genauer betrachtet.

Jede naturwissenschaftliche Theorie ist nur akzeptabel, wenn sie nicht den
Beobachtungen widerspricht. Die heute zur Verfiigung stehenden , Daten” oder
Beobachtungssitze bilden eine Kontrollinstanz fiir die Theorie, die verpflichtet
ist, keine diesen Beobachtungen widersprechenden Folgerungen zu implizie-

*Vgl. HILBERT, Grundlagen Mathematik [1928], 15.
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ren (Korrektheitsbedingung).® Eine naturwissenschaftliche Theorie betreibt man
nun aber nicht um der aus der Theorie abgeleiteten Beobachtungssatze willen,
die man, wie ihr Name schon sagt, jedenfalls prinzipiell auch hitte beobach-
ten konnen. Bei der naturwissenschaftlichen Theoriebildung geht es vielmehr
darum, eine vereinheitlichende Beschreibung der beobachteten Phanomene zu
gewinnen und die wirksamen Mechanismen soweit zu verstehen, dafs man tref-
fende Voraussagen machen kann. An diesen Voraussagen kann man die Theorie
durch geeignete Experimente natiirlich wieder testen. Aber zu dem Zeitpunkt,
wo der Test ein Ergebnis hat, sind die entsprechenden Beobachtungen schon
gemacht. Die Kontrollinstanz fiir naturwissenschaftliche Theorien ist daher die
Menge der Sitze iiber (gegenwirtige oder) vergangene Beobachtungen: Thnen
darf die Theorie nicht widersprechen. Aber dies ist eben nur die Kontroll- oder
Begriindungsseite der Theorie. Die Zielsetzung bei der Arbeit mit naturwissen-
schaftlichen Theorien geht jedoch weit dariiber hinaus. Es geht vor allem um
das Verstehen reguldrer natiirlicher Prozesse, das Erkldren des Ist-Zustandes
der Welt und um die Vorhersage zukiinftiger Entwicklungen. Der letztgenann-
te Punkt betrifft wieder den ,realen” Bereich: Es geht um die Ableitbarkeit von
Beobachtungssitzen iiber zukiinftige Ereignisse.

Kann man nun wie der Instrumentalist die idealen naturwissenschaftlichen
Theorien tatsiachlich als Werkzeuge verstehen, die dabei helfen, zu realen Beob-
achtungssitzen zu gelangen, zu denen man auch ohne die Theorien gelangen
konnte? — Beobachtungssitze, zu denen man auch ,realiter” gelangen konnte,
konnen nach dem oben Gesagten sich nur auf Beobachtungen (gegenwartiger
oder) vergangener Ereignisse beziehen. Aber fiir diese Sdtze macht es keinen
Sinn, grofie ideale Theorien als Werkzeuge zu betrachten, um leichter zu diesen
Sédtzen gelangen zu konnen. Man entwickelt keine umfassende meteorologische
Theorie, um zu wissen, daf gerade draufien 24°C sind. Dazu schaut man auf
das Thermometer.

Wenn die Redeweise von Theorien als ,Werkzeuge” zur Gewinnung von Be-
obachtungssitzen tiberhaupt einen Sinn hat, dann doch den, dafs man mit ihrer
Hilfe zukiinftige Ereignisse voraussagen kann: Beobachtungssitze tiber zukiinf-
tige Ereignisse, die sich aus der Theorie plus empirischen Anfangsbedingungen
ableiten lassen. Diese Beobachtungssétze sind dann aber gerade nicht solche, die
man auch auf dem Beobachtungswege, etwa durch Blick auf das Thermometer,
erhalten konnte.

So ist im Bezug auf beide Klassen von Beobachtungssitzen klar, dafd die na-
turwissenschaftlichen Theorien nicht als Werkzeuge dienen, um einfacher zu
Sédtzen zu gelangen, zu denen man auch durch Beobachtung selbst gelangen
konnte: fiir Vergangenheit oder Gegenwart sind sie nicht einfacher, und fiir die
Zukunft kann man nicht durch Beobachtung zu ihnen gelangen. Daher kann ein
instrumentalistisches Bild der Naturwissenschaften nicht tiberzeugen.

Daneben formuliert Hilbert auch gelegentlich eine Art Vollstindigkeitsbedingung beziiglich
,beobachteter physikalischer Gesetze”: Die Axiome sollen so gewahlt sein, dafs alle diese Gesetze
logisch aus ihnen folgen; vgl. HILBERT, Axiomatisches Denken [1918], 151.
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Ebenso zeigt sich, dafi eine Konservativitatsforderung der idealen {iber der
realen Theorie mit der Situation in den Naturwissenschaften kollidiert. Wiir-
de man fordern, daf§ aus einer naturwissenschaftlichen Theorie keine Beobach-
tungssatze folgen diirfen, die nicht auch durch Beobachtung bestétigt sind, so
wiirde man auf die Vorhersage zukiinftiger Ereignisse durch diese Theorien ver-
zichten miissen, die gerade eines der wichtigsten Ziele naturwissenschaftlicher
Forschung ist. AufSerdem erweitert sich der Bereich unserer Beobachtungsda-
ten jeden Tag, ja mit jedem Sekundenbruchteil. Eine Konservativitdtsbedingung
wiirde die abstruse Folgerung nach sich ziehen, daf8 unsere Theorie morgen
mehr Sitze beweisen diirfte (und nach der komplementédren Vollstandigkeits-
forderung auch beweisen miifite) als heute.

Aus der Analyse dieser Analogie und weiterer Hilbert-Texte kann man au-
erdem ein Argument dafiir gewinnen, daf3 eine Interpretation des HP als Kon-
servativitdtsprogramm nicht {iberzeugend ist. Mit Detlefsen mufi man namlich
zur Forderung einer , schwachen Konservativitat” tibergehen, um Hilberts Kon-
zeption addquat zu sein, und es lafsit sich dann zeigen, daf} diese Forderung nicht
mehr ist als die Forderung nach relativer Widerspruchsfreiheit. Da die entspre-
chenden Uberlegungen bei der Frage nach den Implikationen der Godelsitze
fir das HP eine wichtige Rolle spielen, werden sie im entsprechenden Kapitel
des dritten Teils durchgefiihrt (dritter Teil, Kapitel 2, S. 323ff.; siehe besonders
das als ,zweitens” gekennzeichnete Argument auf S. 343ff.).

Der instrumentalistische Ansatz steht damit vor dem Problem, dafd sei-
ne Konservativititsforderung der Konzeption des Hilbertprogramms wider-
spricht, wie die Analogie mit den Naturwissenschaften und das eben erwéhnte
Argument zeigen. Umgekehrt wiirde die schwéchere und sachgemaéflere Forde-
rung der Widerspruchsfreiheit aber nicht die epistemologischen Anspriiche des
Instrumentalismus abdecken. Der mathematische Instrumentalismus

,verortet die ontologischen Verpflichtungen der Mathematik nicht in den Teilen der Ma-
thematik, die wir bentitzen, um Wissen zu erlangen, sondern in solchen Aussagen, die

benutzt werden um die Verlafilichkeit der so benutzten Mathematik darzutun.”
DETLEFSEN, Hilbert’s Program [1986], 3, Eig. Ubers.®

Wenn wirklich Wissen erlangt werden soll durch die Anwendung idealer Me-
thoden, so reicht es allerdings nicht aus, daf} die idealen Methoden zweifelsfrei
als widerspruchsfrei nachgewiesen werden. Denn der widerspruchsfreien Mog-
lichkeiten gibt es viele. Und somit gibt es auch viele im instrumentalistischen
Sinne gerechtfertigte Weisen W1,W5,..., um von A zu Konklusionen By bzw. B>
usw. zu gelangen. Ohne Weiteres wire denkbar, dafs die mit verschiedenen wi-
derspruchsfreien SchlufSweisen gewonnenen Konklusionen sich untereinander
widersprechen, so daf3 sie nicht alle als Wissen zdhlen konnen, da sie nicht alle
zugleich wahr sein kdnnen. Der einzige Ausweg wire hier eine hypothetische

®Das Zitat lautet im englischen Original: ,, The ontological commitments of mathematics are
located not in those parts of mathematics which we use to acquire knowledge, but rather in those
propositions which are used to establish the reliability of the mathematics thus used.”
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Auffassung der Konklusionen, sozusagen als , bedingte Wahrheiten”. Das will
der Instrumentalist aber ausdriicklich nicht.

7.2.4.1 Werkzeuge ohne Kontakt mit dem Werkstiick

Der auf den ersten Blick iiberzeugend wirkende Begriff eines , inference-tickets”
verliert seine Uberzeugungskraft bei ndherem Hinsehen aus einem ganz dhnli-
chen Grund. Bei Detlefsens Konzept eines ,inference-tickets” geht es zum Bei-
spiel um einen Pseudo-Satz ¢, der als inference-ticket fiir eine wirkliche Aus-
sage P per definitionem genau dann fungiert, wenn ¢ , benutzt wird um eine
epistemische Haltung gegeniiber P zu erlangen”. Der Pseudo-Satz ¢ scheint da-
bei ohne jegliche Bindung an die Aussage P zu sein. Die Frage ist dann, wie
tiberhaupt ein Pseudo-Beweis eines Pseudo-Satzes zum Einnehmen einer epis-
temischen Haltung gegeniiber einer wirklichen Aussage etwas beitragen kann,
wenn ausdriicklich keine epistemische Haltung zum Pseudo-Satz selbst oder
zu seinem Beweis dabei eine Rolle spielen darf. Was soll ein rein formales Ge-
bilde, das ausdriicklich von allen epistemischen Haltungen und sogar von allen
Bedeutungszuschreibungen abgeldst ist, tiberhaupt epistemisch ausrichten? Na-
tiirlich kann man alles und jedes irgendwie benutzen um irgendeine Haltung zu
irgendetwas einzunehmen. Ohne ein normatives Element zu verlangen (¢t kann
nach Mafigabe gewisser Regeln benutzt werden, um...) und ohne einen irgend-
wie gearteten Zusammenhang zwischen ¢t und P, macht diese Konzeption kaum
Sinn. Der Instrumentalist hétte arge Probleme mit seinem , Frege-Problem”. Und
wenn ein solcher struktureller und normativer Zusammenhang gegeben wiére,
dann wiére, wie oben argumentiert worden ist, nicht mehr zu sehen, wo das Spe-
zifikum der instrumentalistischen Auffassung geblieben ist.

7.2.4.2  Anwendbarkeit setzt Wahrheit voraus

Um noch einen letzten Punkt zu erwidhnen, sei darauf hingewiesen, daf} Det-
lefsen Quines Argument kritisiert, nach dem die Anwendbarkeit einer mathe-
matischen Theorie ontologische Verpflichtungen dieser Theorie nach sich zieht.
Der Instrumentalist will die anwendungsmiiflige Zuverlassigkeit der Mathema-
tik dadurch sichern, daff man die ontologischen Verpflichtungen nicht fiir die
angewandte mathematische Theorie, sondern fiir diejenige metamathematische
Theorie, mit der man die Widerspruchsfreiheit der ersten zeigt, eingeht. Auch
dies ist nicht tiberzeugend, da, wie schon gesagt, die Moglichkeit besteht, dafs
es mehrere gleichermafien konsistente Theorien gibt, die sich gegenseitig aus-
schliefsen.

Um dies an einem naturwissenschaftlichen Beispiel zu erldutern, nehmen
wir an, wir hédtten mittels einer Metamathematik M die Widerspruchsfreiheit
der euklidischen und der elliptischen Geometrie bewiesen und wollen nun zwei
Elementarteilchen, die mit keiner Form von Materie wechselwirken, in einem
bestimmten Abstand auf eine Reise durch das Universum schicken. Nehmen
wir ferner an, daf$ wir sie in derselben Richtung abschicken konnen und daf -
nur fiir dieses Gedankenexperiment - der Weltraum unendlich ausgedehnt ist.
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Werden sich die beiden Teilchen auf ihrem Weg durchs Universum treffen oder
nicht? Je nach dem, welche der beiden Geometrien wir einsetzen, werden wir
zu gegenteiligen Antworten gefiihrt: nach der euklidischen ist es moglich, dafs
wir die Teilchen genau auf parallele Bahnen gesetzt haben, es ist also moglich,
dafs die Bahnen der beiden Teilchen sich niemals treffen werden. Nach der el-
liptischen Geometrie wire das nicht moglich: Alle Geraden schneiden sich, und
das bedeutet, dafs auch die Teilchenbahnen sich schneiden miissen.

Dieses etwas konstruierte Beispiel soll deutlich machen: Welche von zwei
widerspruchsfreien Theorien wir anwenden, kann in der Vorhersage realer Er-
eignisse einen entscheidenden Unterschied machen. Die Widerspruchsfreiheit
der Theorien reicht daher als Garant fiir die Richtigkeit von Sitzen {iber die rea-
le Welt keinesfalls aus. Man wird auf die ,Wahrheit” der entsprechenden Geo-
metrie unter der entsprechenden Anwendung in der Physik nicht verzichten
konnen. Die Feststellung der ,sachlichen Wahrheit”, also der Frage, welche Geo-
metrie welche Eigenschaften unseres Universums richtig beschreibt, ist nattirlich
nicht die Aufgabe der Mathematik, sondern der Naturwissenschaften.

7.3 Zusammenfassung

Michael Detlefsen hat eine instrumentalistische Interpretation des Hilbertpro-
gramms vorgeschlagen. Es zeigt sich, dafs diese Auffassung weder den Hilbert-
schen Absichten gerecht wird, noch insgesamt ein plausibles Konzept darstellt.
Sie setzt an der im vorangehenden Kapitel zuriickgewiesenen Fehlinterpretation
der Ideale-Elemente-Analogie an und ist daher schon an ihrer Basis nicht {iber-
zeugend. Daneben berticksichtigt sie den schon in der Formalismus-Debatte vi-
rulent gewordenen methodischen Kontext der Hilbertschen Auferungen nicht,
nimmt sie als Aulerungen iiber die Mathematik {iberhaupt und unterstellt dem
groflen Mathematiker damit eine Auffassung von Mathematik, die seiner wirk-
lichen ganz zuwiderlduft. Der Abkoppelung der Rechtfertigung der idealen
Theorie von der Rechtfertigung der Zwischenschritte beim idealen Beweisen
1af3t sich kein Sinn abgewinnen, solange nicht eine Konservativitatsforderung
im Hintergrund steht. Diese pafit jedoch nicht zum Hilbertprogramm, wie die
genauere Analyse der Hilbertschen Analogie zu den Naturwissenschaften zeigt,
die auch instrumentalistisch in Anspruch genommen wird. Scheidet sie aber
aus und bleibt nur noch eine Konsistenzforderung tibrig, kann der Instrumen-
talismus seine hoch gesteckten epistemologischen Ziele nicht mehr erreichen,
namlich zu begriinden, dafs Wissen generiert werden kann durch Prozesse, de-
ren Zwischenschritte keine direkten epistemisch-ontologischen Verpflichtungen
beinhalten. Die instrumentalistische Kritik am Quineschen Argument, daf An-
wendbarkeit von Mathematik Wahrheit voraussetzt, kann angesichts der Mog-
lichkeit mehrerer widerspruchsfreier, aber untereinander sich widersprechender
Theorien ebenfalls nicht tiberzeugen.
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Uberblick

Das eigentliche , Kerngeschift” des Hilbertprogramms sind die Widerspruchs-
freiheitsbeweise, die im Schritt (HP2b) gefordert werden. Im zweiten Teil dieser
Arbeit geht es um die ersten Ansitze zu Widerspruchsfreiheitsbeweisen, wie sie
von Hilbert, Bernays und ihrem Schiilerkreis entwickelt wurden. Die genaue-
re Analyse soll zeigen, wie das HP in praxi funktionierte, auf welche Weise die
mit ihm verbundenen Ziele verfolgt wurden, wie sich diese Ziele im Laufe der
Entwicklung verdndert haben und welche konzeptionell-begrifflichen Probleme
diese Verdanderungen nach sich ziehen.

Das erste der vier Kapitel bringt eine ausfiihrliche Analyse von Hilberts ei-
genen Ansdtzen zu Widerspruchsfreiheitsbeweisen, die versucht, einen weiten
Bogen zu spannen von den semantischen Reduktionen in den Grundlagen der
Geometrie, iber die ersten syntaktischen Ansitze, deren Wideraufnahme und
Weiterentwicklung, bis zu dem vollentwickelten Konzept einer Beweistheorie
in den Vorlesungen und Aufsitzen aus der Zeit um 1922. Das Kapitel setzt auch
gleich ein mit einer Begriindung dafiir, dafy Bernays hier kein eigenes Kapitel
erhalt (Kapitel 1, S. 201ff.).

Das zweite Kapitel beschiftigt sich dann mit dem Widerspruchsfreiheitsbe-
weis Ackermanns aus dem Jahre 1924. Ackermanns Beweis wurde zwar nach
einiger Zeit nicht mehr fiir konkludent gehalten, was aber die immense Bedeu-
tung seiner Arbeit kaum schmalert. Sie war die erste publizierte beweistheore-
tische Arbeit, die nicht aus Hilberts Feder stammt; in ihr zeigt sich zum ersten
Mal , richtig”, was man mit Hilberts Idee der Epsilon-Substitution machen kann;
sie hat die bis heute andauernde Fortentwicklung dieser Methode angestofsen;
und: in ihr treten zum ersten Mal transfinite Ordinalzahlen in die Welt der Be-
weistheorie ein. Die historische Bedeutung von Ackermanns Arbeit schlidgt sich
in den letzten Jahren auch in einem verstarkten Forschungsinteresse an ihr nie-
der, zum Beispiel in den Arbeiten von Richard Zach, mit dessen Ergebnissen ein
kritischer Abgleich erfolgen soll (Kapitel 2, S. 241ff.).

Das kurze dritte Kapitel behandelt einen Aquivalenzbeweis fiir zwei Syste-
me der Zahlentheorie, ein intuitionistisches und ein klassisches, der um 1930
unabhingig von Kurt Godel und Gerhard Gentzen gefunden wurde. Es wird zu
fragen sein, wie dieses Resultat im Hinblick auf die intuitionistische Kritik an
der klassischen Logik zu deuten ist (Kapitel 3, S. 2671f.).

Das vierte und letzte Kapitel schliefslich ist dem wirkungsgeschichtlich
folgenreichsten Widerspruchsfreiheitsbeweis gewidmet, den Gerhard Gentzen
1936 veroffentlicht hat. Der Analyse wird besonders die erste und urspriinglich
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nicht veroffentlichte Version des Beweises zugrundegelegt. Gentzens Beweis
stellt nicht nur eine mafigebliche Weiterentwicklung der technischen Methoden
der Beweistheorie dar, es ist vor allem der erste korrekte Widerspruchsfreiheits-
beweis fiir die volle Zahlentheorie mit Induktion. Die von Gentzen zu diesem
Zweck benutzte Methode der Transfiniten Induktion bis zur Ordinalzahl £y mar-
kiert mit der bewufiten Verwendung eines transfiniten Induktionsprinzips auf
der Metaebene den Ubergang zu einer neuen, nach-Godelschen Phase der Be-
weistheorie und wurde der Grundstock fiir die bis heute erfolgreich betriebene
Methode der beweistheoretischen Ordinalzahlanalyse (Kapitel 4, S. 271ff.).
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Kapitel 1

Hilberts Widerspruchsfreiheitsbeweise

Von David Hilbert stammt nicht nur die Konzeption des Programms fiir die
Beweistheorie und die Energie fiir diesen ,start-up”, sondern auch die ersten
Widerspruchsfreiheitsbeweise selbst. Ab 1917 hat er eng mit Paul Bernays zu-
sammengearbeitet. Bevor in diesem Kapitel die Widerspruchsfreiheitsbeweise
analysiert werden, ist daher zunéchst Einiges iiber die Anteile der beiden an
der gemeinsamen beweistheoretischen Arbeit zu sagen (1.1, S. 201ff.) . Anschlie-
lend wird es zuerst um die friithen relativen Widerspruchsfreiheitsbeweise fiir
euklidische und nichteuklidische Geometrien gehen (1.2, S.203ff.), dann wei-
ter um die ersten syntaktischen Widerspruchsfreiheitsbeweise fiir die Arithme-
tik (1.3, S.208ff.) und die spédtere Wiederaufnahme dieser Ideen (1.4, S.212ff.),
die tiber verschiedene Zwischenstufen (1.5, S.216ff.) schlielich zum vollent-
wickelten Konzept der Hilbertschen Beweistheorie ausgearbeitet wurden (1.6,
S. 2254f.).

1.1 Hilbert und Bernays

Die ersten Widerspruchsfreiheitsbeweise, um die es in den folgenden Abschnit-
ten gehen wird, stammen allein von Hilbert, und zwar aus der Zeit um die Wen-
de zum 20. Jahrhundert. Hilbert hat nach 1904 /05 seine Arbeiten zu den Grund-
lagen der Mathematik stark zuriickgefahren und sie erst um 1917 wieder zu
einem seiner Forschungsschwerpunkte gemacht. Zu dieser Zeit und zu diesem
Zweck hat er den in Ziirich habilitierten Mathematiker Paul Bernays als seinen
Assistenten nach Gottingen geholt.

Die Zusammenarbeit zwischen Bernays und Hilbert war sehr eng. Viele der
exakten Beweise aus der Zeit, als die ersten Ansitze Hilberts wiederaufgenom-
men und zur Beweistheorie fortentwickelt wurden, gehen mindestens so sehr
auf das Konto von Bernays wie auf das von Hilbert. Hierzu ist die Bemerkung
aufschlufireich, mit der Hilbert seinen wichtigen Aufsatz Neubegriindung der Ma-
thematik beschliefst. Die erste publizierte Fassung dieses Aufsatzes, die 1922 in
den Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitiit
erschien, endet mit einer recht weit gehenden Danksagung an Bernays:

,Zum SchluB dieser ersten Mitteilung mochte ich noch bemerken, da8 mich bei der Durch-
fihrung und Ausarbeitung der hier dargelegten Ideen P. Bernays aufs wesentlichste unter-
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stiitzt hat; seiner fortgesetzten Hilfe verdanke ich es, dafs jetzt die einwandfreien Beweise
durchweg vorliegen.” HILBERT, Neubegriindung [1922], 177

Die spateren Wiederabdrucke des Aufsatzes haben den zweiten Teilsatz gestri-
chen. Da Hilbert Bernays auch an anderen Stellen 6ffentlich fiir seine Mitarbeit
gedankt hat,! ist es durchaus plausibel, diese Streichung mit der Bescheiden-
heit Bernays’ zu erkldren. Welche historische Erkldarung man auch immer wihlt,
man wird jedenfalls den Schlufs ziehen kdnnen, dafs sich Bernays” und Hilberts
Anteile an der gemeinsamen Arbeit kaum auseinanderdividieren lassen.

Dies ist auch der Grund dafiir, daff in dieser Arbeit Bernays kein eigenes
Kapitel gewidmet ist. Und selbst wenn eine solche historische Filiation moglich
wire, bliebe doch die Frage nach dem (iiber das rein historische hinausgehen-
den) Erkenntnisgewinn. Ein solcher moglicher Gewinn stiinde sicher in keinem
attraktiven Verhdltnis zum nétigen Aufwand. Wenn also im Folgenden immer
von ,Hilbert” die Rede ist, sollen Bernays’ Verdienste damit nicht geschmalert
werden.

Wenn man so will, steht ,Hilbert” in diesem Kapitel dann eben als Chiffre
fur die Zusammenarbeit von Hilbert und Bernays. Ganz dhnlich spricht man
ja auch durchgingig von ,Russells Principia Mathematica”, ohne Whitehead zu
nennen, aber sicher auch ohne seinen Beitrag zu diesem Werk in Abrede stellen
zu wollen.

Wenn gelegentlich jedoch die viel weiter gehende Meinung im Raum steht,
der alte Hilbert hatte aufler Ideen und vagen Konzeptionen kaum noch etwas
Substanzielles geleistet und die mathematischen Leistungen der frithen Beweis-
theorie seien in erster Linie oder gar ausschliefllich von Bernays erbracht wor-
den (auch wenn sie dann unter dem Namen des , Meisters” publiziert wurden),
so ist dem entgegenzutreten. Neuere Forschungen haben ans Licht gebracht,
dafs Hilbert zumindest in den frithen 1920er Jahren nachweislich zum mathe-
matischen Erkenntnisfortschritt in der Beweistheorie beigetragen hat. So hat das
Studium eines von 1920 oder 1921 stammenden Manuskripts in Hilberts Hand-
schrift klar gezeigt, dafs Hilbert nicht nur Aufgabenstellungen vorgegeben, son-
dern durchaus auch an deren mathematischer Losung aktiv und erfolgreich mit-
gewirkt hat. Von der Anlage ganzer Widerspruchsfreiheitsbeweise bis zu den
technischen , Kniffen”, die in ihnen verwendet werden, stammt vieles tatsdch-
lich vom ,alten” Hilbert.? Dies bedeutet natiirlich nicht, daf8 umgekehrt immer
alles von Hilbert stammen wiirde oder daff Hilbert durchgiangig fehlerfrei gear-
beitet hitte.

1Vgl. etwa HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923],151, oder HILBERT, Grundlagen Mathematik
[1928], 21.

2Zu den genannten Forschungen siehe SIEG/TAPP, Introduction [2007], sowie unten den Ab-
schnitt 1.5.1, S. 216ff.
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1.2 Reduktion durch Angabe eines Modells

Relative Widerspruchsfreiheitsbeweise, die im Wesentlichen in der Angabe ei-
nes Modells bzw. im Nachweis relativer Interpretierbarkeit bestehen, gehorten
schon im 19. Jahrhundert zum Standardrepertoire, das sich besonders im Um-
gang mit der nichteuklidischen Geometrie herausgebildet hatte. Hilbert prasen-
tierte solche Beweise in seinen Grundlagen der Geometrie.® Sie zeigen den kon-
zeptionellen Horizont auf, in dem sich die Beweistheorie entwickelt hat, und
erlauben, die spiter entwickelten syntaktischen Methoden deutlicher wahrzu-
nehmen. Daneben zeigen diese Resultate jedoch auch, an welcher Stelle einer
systematischen Begriindung der Mathematik die neuen Methoden notwendig
wurden.

In den Grundlagen der Geometrie fithrte Hilbert nichteuklidische Geometrien
auf die euklidische zuriick (Abschnitt 1.2.1), und die euklidische ihrerseits auf
die (hohere) Arithmetik (Abschnitt 1.2.2).

1.2.1 Nichteuklidische und euklidische Geometrien

Die nichteuklidische Geometrie wurde eigentlich schon in den 1830er Jahren
entdeckt. Doch erst in der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts gelang es, die Fra-
ge nach ihrer Berechtigung unabhingig von ,, mathematischen Uberzeugungen”
zu machen. Die Entdecker hatten die verschiedenen Alternativen zum Paralle-
lenaxiom noch als hypothetische Annahmen im Sinne eines , Was wére, wenn
...?” behandeln miissen. Erst die Arbeiten von Felix Klein zeigten im Rahmen
der euklidischen Geometrie Modelle fiir die nichteuklidischen Geometrien auf
und etablierten damit die nichteuklidischen Geometrien als , gleichberechtigte”
Alternativen zur euklidischen Geometrie, oder genauer noch: als Alternativen,
die mathematisch mindestens ebenso berechtigt sind, wie die euklidische Geo-
metrie.

Die Konstruktion dieser Modelle impliziert die Widerspruchsfreiheit der
nichteuklidischen Geometrien relativ zur euklidischen: Wenn die euklidische
Geometrie widerspruchsfrei ist, also ein Modell besitzt, so gibt es in diesem
Modell auch Modelle nichteuklidischer Geometrien, also sind diese ebenfalls
widerspruchsfrei. Damit wird die Widerspruchsfreiheit der nichteuklidischen
Geometrien auf die Widerspruchsfreiheit der euklidischen Geometrie zurtick-
gefiihrt.

Von der logischen Struktur her verlduft Hilberts Zurtickfithrung der nicht-
euklidischen Geometrien auf die euklidische ganz dhnlich zu der Zurtickfiih-
rung der euklidischen Geometrie auf die Arithmetik. Da die letztere gleich noch
ausfiihrlicher zu besprechen sein wird, sei die erstere hier nur mottoartig zu-
sammengefafit: Wenn man unter den Begriffen einer nichteuklidischen Theorie
einfach bestimmte (andere) Begriffe der euklidischen Geometrie versteht, sprich

*Vgl. auch den Abschnitt 2.2, S. 62ff.
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die Sprache der nichteuklidischen auf geschickte Weise in die Sprache der eu-
klidischen Geometrie iibersetzt, so ,gelten” in der euklidischen Geometrie die
Sétze der nichteuklidischen in dem Sinne, dafs ihre entsprechenden Ubersetzun-
gen beweisbar sind. Identifiziert man beispielsweise gegentiberliegende Punk-
te auf der Oberflache einer euklidischen Kugel miteinander, so gelten fiir die-
se Punkte(paare) und die Grof3kreise die Axiome einer speziellen nichteuklidi-
schen Geometrie, der elliptischen.*

War eben die Rede davon, daf$ die nichteuklidischen Geometrien durch die
relativen Konsistenzbeweise als Alternativen zur euklidischen etabliert wur-
den, so ist dies allerdings in einem Punkt einzuschranken. Die euklidische und
die nichteuklidischen Geometrien widersprechen sich natiirlich in den Aussa-
gen tiber Parallelen. Damit ist klar, dafs sie nicht in derselben Hinsicht zugleich
,wahr” sein konnen. Von ,etablieren” kann also nur im Hinblick auf , Verniinf-
tigkeit” und andere Kriterien mathematischer Theorien die Rede sein, nicht je-
doch im Hinblick auf ihre sachliche Wahrheit. Hier zeigt sich auf eine Weise
das Auseinanderfallen von Wahrheit und Beweisbarkeit, das zu einer Art phi-
losophischem Charakteristikum der modernen Mathematik seit dem Ende des
19. Jahrhunderts geworden ist. Hilbert selbst bemerkte einmal, dafs der grofse
Vorteil der Axiomatik sei, die axiomatischen Fragen, also Unabhdngigkeit, Voll-
standigkeit, Widerspruchsfreiheit, unabhiingig von der Frage nach der sachlichen
Wahrheit einer Theorie stellen zu konnen. Dies ist schon in den Kapiteln tiber
Axiomatik und Formalismus des ersten Teils dieser Arbeit eingehend themati-
siert worden (vgl. im ersten Teil Kapitel 2, S. 53ff., und 4, S. 131ff.).

1.2.2 Euklidische Geometrie und Arithmetik

In den Grundlagen der Geometrie fithrt Hilbert die Widerspruchsfreiheit der eu-
klidischen Geometrie auf die Widerspruchsfreiheit der Arithmetik zurtick.

Die Arithmetik fixiert Hilbert dabei ebenfalls axiomatisch,®> was fiir die da-
malige Zeit keine Selbstverstindlichkeit war.® Man kann sich schnell klarma-
chen, daf$ es sich bei diesem Axiomensystem tatsdchlich um ein Axiomensys-
tem fiir die reellen Zahlen handelt. Zuséatzlich zu den ganzen Zahlen verlangt
das Axiom 5. (Va, b3!z(axz = b)) die Existenz beliebiger Inverser fiir die Multi-
plikation. Damit ist man schon mindestens bei Q. Zu R gelangt man durch das
sog. ,,Vollstindigkeitsaxiom”, das kein Axiom im eigentlichen Sinne ist, denn
es fordert gewissermafien eine Figenschaft der Modelle des Axiomensystems,
indem es iiber die gesamte Tragermenge redet: Die Tragermenge eines Modells

*In der elliptischen Geometrie gilt als Alternative zum Parallelenaxiom, da8 es zu einer Gerade
und einem nicht auf ihr liegenden Punkt keine Parallelen gibt. In der hyperbolischen Geometrie
gibt es hingegen unendlich viele. Die Kongruenzrelationen werden in dem erwéhnten Modell fiir
die elliptische Geometrie durch lineare Automorphismen der Kugel angewandt auf euklidische
Kongruenzrelationen interpretiert.

°Das Axiomensystem entspricht im Wesentlichen dem, das Hilbert auch in Uber den Zahlbegriff
verwendet hat. Es ist am Ende von Abschnitt 1.3, S. 208ff., angegeben.

6Vgl. hierzu im ersten Teil Abschnitt 2.2.2, S. 64ff.
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soll nicht erweiterbar sein. Spéter hat sich durchgesetzt, diese Forderung durch
interne Varianten zu ersetzen, beispielsweise die Existenz von Grenzwerten be-
liebiger Cauchyfolgen oder die Existenz von Schnittzahlen.
Hilbert verwendet hier einen ungewohnlichen Widerspruchsfreiheitsbegriff.
Er nennt ndmlich eine Menge von Axiomen widerspruchsfrei, wenn es
,nicht maoglich [ist], durch logische Schliisse aus denselben eine Tatsache abzuleiten, wel-

che einem der aufgestellten Axiome widerspricht.”
HILBERT, Grundlagen Geometrie [1899], 34

,Widerspriichlichkeit” ist hier also nicht die Ableitbarkeit eines beliebigen kon-
tradiktorischen Gegensatzpaares, sondern eines Satzes, ,der einem der aufge-
stellten Axiome widerspricht”. Ein Axiomensystem ist also widerspruchsvoll,
wenn man aus den Axiomen logisch einen Satz — Az fiir ein Axiom Az ableiten
kann. Dieser Begriff von Widerspruchsfreiheit ist — unter gewissen Bedingun-
gen, die hier erfiillt sind — dem herkémmlichen Begriff dquivalent.” Allerdings
ist schon aufféllig, daf’ iiber die den Theorien zugrundegelegte Logik nichts ge-
sagt wird. Nebenbei bemerkt ldfst sich an dieser Stelle auch beobachten, dafs
Hilbert Bezeichnung und Bezeichnetes, Satz, Aussage und Tatsache nicht immer
sauber trennt. Gemeint ist ja sicherlich, dafs man eine geometrische Behauptung,
bzw. einen geometrischen Satz nicht soll ableiten kénnen, und nicht, daf man
Tatsachen nicht ableiten kann (was trivialerweise der Fall ist).

Die Durchfiihrung des Widerspruchsfreiheitsbeweises erfolgt dann durch
Angabe von Modellen. In einem , kartesischen” Koordinatensystem identifiziert
Hilbert die geometrischen Objekte mit Punkten bzw. Punktmengen und die geo-
metrischen Relationen mit den entsprechenden Beziehungen zwischen Punkit-
mengen. So entsprechen beispielsweise Punkte Zahlenpaaren (,,ihren” Koordi-
naten) und das Liegen eines Punktes auf einer Geraden dem Erfiilltsein der Ge-
radengleichung fiir die Koordinaten dieses Punktes usw. Fiir die Axiome oh-
ne das Vollstandigkeitsaxiom kommt man mit der Menge derjenigen algebrai-
schen Zahlen aus, die sich aus den Grundrechenoperationen und der Operation
V1 + 22 ergeben.® Fiir die volle Geometrie mit Vollstandigkeitsaxiom braucht
man die ganze Menge der reellen Zahlen R.’

In syntaktischer Perspektive stellt sich der Beweis dar als eine , Einbettung”
oder ,Interpretation” der geometrischen in der arithmetischen Theorie. Letzt-
lich gibt Hilbert eine Ubersetzung *aus der geometrischen Sprache Ls in die

’Zu den verschiedenen Begriffen von Widerspruchsfreiheit vgl. auch im ersten Teil Abschnitt
2.5.4,S.83ff.

8Da bspw. die Diagonale eines Quadrats mit rationaler Seitenlédnge nicht rational ist, mu8 ein
Modell der Geometrie neben den rationalen Zahlen Q mindestens auch diejenigen algebraischen
Zahlen enthalten, die aus Q durch wiederholte Anwendung von v/1 + 22 hervorgehen.

“Hilberts Argument dafiir, daf$ die reellen Zahlen das Vollstandigkeitsaxiom auch tatsachlich
erftillen, ist recht informativ. Kurz gesprochen lautet es: Wéaren die reellen Zahlen erweiterbar,
so gdbe es einen neuen Punkt N und irgendeine Gerade durch diesen Punkt. N definiert einen
Dedekindschen Schnitt und die entsprechende Schnittzahl A, die ja kein ,neuer Punkt” sein kann,
1aBt sich zur Konstruktion eines Widerspruchs verwenden: Zwischen A und N liegen, so 1a3t sich
zeigen, alte Punkte und es liegen keine dort. Vgl. HILBERT, Grundlagen Geometrie [1899], 36-37.
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arithmetische Sprache £ 4 an. Seine Beweisskizze bezieht sich dann im Wesent-
lichen auf die folgende Behauptung: Fiir jedes Axiom ¢ der Geometrie G gilt,
daf in der Arithmetik A die Ubersetzung * beweisbar ist. In Hilberts pragnan-
terer Sprechweise:

,In der ebenen Cartesischen Geometrie sind also sdmtliche linearen und ebene Axiome
I-V giiltig.” HILBERT, Grundlagen Geometrie [1899], 37

Wenn Hilbert von der Giiltigkeit der (Ubersetzungen der) Axiome zur relati-
ven Widerspruchsfreiheit tibergehen will, verfolgt er augenscheinlich folgendes
Argumentationsmuster: Die Ubersetzungen der Axiome sind in der Arithmetik
gliltig, ein in der Geometrie beweisbarer Widerspruch gegen die Axiome miifste
also auch in der Arithmetik ein Widerspruch sein, also gilt:

,Jeder Widerspruch in den Folgerungen aus den Axiomen I-V miifite demnach in der

Arithmetik des Systems der reellen Zahlen erkennbar sein.”
HILBERT, Grundlagen Geometrie [1899], 37

Die genauere Analyse zeigt, dafd Hilbert hier mindestens drei Punkte still-
schweigend annimmt, ohne sie explizit zu machen: Erstens soll die Ubersetzung
eines Widerspruchs zu einem Axiom offenbar im Widerspruch mit der Uberset-
zung des Axioms stehen. Zweitens miifite diese Ubersetzung jeder in der Geo-
metrie herleitbaren Aussage auch in der Arithmetik herleitbar sein, d.h. dies
darf nicht nur fiir die Axiome gelten, sondern mufs sich auch auf logische Folge-
rungen von ihnen beziehen. Drittens miifite es mit der Herleitbarkeit eines Wi-
derspruchs zu einem Axiom &dquivalent sein, zwei beliebige kontradiktorische
Aussagen ableiten zu konnen, d. h., dafd nicht unbedingt eine der beiden Aussa-
gen ein Axiom und die andere ein Widerspruch zu einem Axiom sein miifte.

Wihrend der dritte Punkt schon in dufierst schwachen logischen Rahmen-
theorien erfiillt ist und man ihn Hilbert , schenken” kann, betreffen die beiden
anderen Punkte wirkliche Eigenschaften der Ubersetzung * bzw. des Verhéltnis-
ses zwischen Ubersetzung * und Axiomensystem. Das 148t sich wie folgt einse-
hen. Hilberts Satz , Fiir jedes geometrische Axiom ¢ gilt, dafd in der Arithmetik A
die Ubersetzung ¢* beweisbar ist.” wire trivialerweise beweisbar fiir eine Uber-
setzung, die schlicht jedem Axiom die wahre und beweisbare Aussage ,1 = 1”
zuordnet. Diese triviale Ubersetzung kann aber offenbar nicht Hilberts Zwecke
erfiillen. Dies liegt daran, daf$ gerade die erste stillschweigende Bedingung nicht
erfiillt ist. Denn nach dieser Ubersetzung wird ja jeder Formel die Ubersetzung
»,1 = 1” zugeordnet, also insbesondere auch beiden Teilen eines kontradikto-
rischen Gegensatzpaares. Insofern ist die erste Bedingung fiir Hilberts Beweis
wichtig. Die zweite stillschweigende Bedingung ist nun keineswegs schon mit
der Erfiillung der ersten Bedingung gegeben. Das lafst sich ebenfalls an einem
einfachen Beispiel veranschaulichen. Ordnet man allen geometrischen Axiomen
die Ubersetzung ,1 = 1” zu und allen anderen Formeln ,0 = 1” (also auch
den logischen Folgerungen aus den Axiomen), dann gilt weiterhin Hilberts Satz
,Fiir jedes geometrische Axiom ¢ gilt, daf in der Arithmetik A die Ubersetzung
©* beweisbar ist.”. Ferner ist die erste Bedingung erfiillt, zumindest wenn eine
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widerspriichliche Formel wirklich hergeleitet und nicht schon selbst ein Axiom
wire. Aber offenbar erfiillt diese Ubersetzung nicht die zweite Bedingung, denn
eine logische Folgerung aus den geometrischen Axiomen, wie ein moglicher be-
weisbarer Widerspruch zu den Axiomen es ja wére, hitte hier keine beweisba-
re arithmetische Ubersetzung. Das illustriert die Unverzichtbarkeit der zweiten
Forderung.

Man kann natiirlich , mit gutem Gewissen” beide Forderungen zusammen-
fassen in der Vorstellung einer ,nicht-entarteten” oder ,verniinftigen” Uberset-
zung *, bzw. in der Festsetzung, nur in diesen intendierten Fillen iiberhaupt von
einem Modell zu sprechen. Aber dann steckt man eben stillschweigend diejeni-
gen Annahmen in den Begriff hinein, die gerade als ausdriickliche Forderungen
explizit gemacht worden sind.

Insgesamt wird man sagen, dafs Hilberts Beweis dem allgemeinen Paradig-
ma fiir einen Widerspruchsfreiheitsbeweis im 19. Jahrhundert entspricht. Ei-
ne betrachtete Theorie wird (bzgl. ihrer Widerspruchsfreiheit) auf eine andere
Theorie dadurch reduziert, dafd in der anderen Theorie ein Modell der unter-
suchten Theorie konstruiert wird, bzw. in der syntaktischen Perspektive: daf3
die Ubersetzungen der Sitze der einen Theorie in der anderen beweisbar sind
(und daf die Ubersetzung eben bestimmte Zusatzbedingungen erfiillt). Hilbert
verfolgt das Ziel der grundlagentheoretischen Absicherung einer Theorie durch
eine andere, basalere Theorie. Sein Ansatz der geometrischen Axiomatik hat da-
mit eine theorieexterne reduktionistische Komponente.'?

1.2.3  Arithmetik — ,, Ende der Fahnenstange”?

Mit den Grundlagen der Geometrie hat Hilbert also die Konsistenz der verschiede-
nen Geometrien durch eine Kette von relativen Widerspruchsfreiheitsbeweisen
gezeigt: Axiomensysteme der nichteuklidischen Geometrie sind widerspruchs-
frei relativ zur euklidischen Geometrie und die euklidische Geometrie ist wider-
spruchsfrei relativ zur Theorie der reellen Zahlen. Man hat also eine Kette von
Konsistenzreduktionen, die zunichst bei der Arithmetik endet.

Es schliefit sich die Frage an, wie man sich nun von der Widerspruchsfreiheit
der Arithmetik iiberzeugen kann. Diese Frage, die per se schon interessant wire,
bekommt natiirlich eine ganz neue Dringlichkeit dadurch, dafs andere Theorien,
wie beispielsweise die Geometrien, aber auch physikalische Theorien, auf sie
zurtickgefiihrt werden. Soll dies wirklich eine grundlagentheoretische Absiche-

"Dieses Ergebnis widerlegt eine Einschatzung von Michael Resnik, der behauptete:

,Im Gegensatz dazu [zu Frege, C.T.], legte Hilbert keinen Wert auf die Reduktion einer
Theorie auf eine andere.” RESNIK, Frege [1980], 114, Eig. Ubers.

Im englischen Original: ,Hilbert, by contrast [to Frege, C. T.], placed no importance on the reduc-
tion of one theory to another.”

Hilbert war im Gegenteil an solchen Reduktionen dufSerst interessiert, zumindest was die Frage
nach der Widerspruchsfreiheit anging.
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rung sein, so ist diese nur so gut, wie die Widerspruchsfreiheit der Arithmetik
selbst feststeht.

Prinzipiell scheinen hierzu zwei Wege offenzustehen: die Verlangerung der
Reduktionskette zu einer noch fundamentaleren Theorie oder eine anders gear-
tete Einsicht in die Widerspruchsfreiheit der Arithmetik. Nun scheint die Logik
der einzige Kandidat fiir eine noch grundlegendere Theorie zu sein und da-
mit der Kandidat fiir die Verlangerung der Reduktionskette. Wenn das logizisti-
sche Programm der Zuriickfithrung der Arithmetik auf die Logik jedoch nicht
durchfiihrbar ist, bleibt nur noch die zweite Option. Sie verlangt einen neuen,
direkten Weg, die Widerspruchsfreiheit der Arithmetik sicherzustellen.!! Hil-
berts erste Ansédtze zur Entwicklung entsprechender Beweistechniken werden
im folgenden Abschnitt behandelt. Sie sind die ersten Schritte auf dem Weg zur
Beweistheorie.

1.3 Erste syntaktische Uberlegungen: Heidelberg 1904

Erste Ansdtze zu einer neuen Methode, Widerspruchsfreiheitsbeweise zu fiih-
ren, entwickelte Hilbert in den ersten Jahren des 20. Jahrhunderts. Die erste
Publikation dieser Uberlegungen ist sein Heidelberger Vortrag Uber die Grund-
lagen der Logik und der Arithmetik von 1904. Das eigentliche Hilbertprogramm
war zwar bis in die frithen 1920er Jahre nicht formuliert, dennoch finden wir im
Heidelberger Vortrag eine erste, wenn auch sehr einfache , beweistheoretische”
Untersuchung.

Die betrachteten Formeln sind beliebige Kombinationen der Zeichen , 17,
=", w5, ,f", insbesondere wird zwischen Termen und eigentlichen For-
meln nicht unterschieden. ,u” soll fiir eine unendliche Menge stehen. Dann be-
trachtet Hilbert die folgenden Axiome

N

{z =yu w(@)}|wy)
'z) 4. f(uz) = f(uy) [ uz = uy

Diese Axiome lassen sich in ihrer grundsitzlichen Aussageabsicht recht
schnell zu verstehen, wéahrend die von Hilbert gewéahlte formale Ausdruckswei-
se nur unter gewissen Schwierigkeiten vollstandig préizise gefasst werden kann.
Eine Schwierigkeit ist, dafs Hilbert noch keine Quantoren zur Verfligung hat
und V-quantifizierte und 3-quantifizierte Variable (, Willkiirliche”) unterschei-
det, um einen Ersatz fiir die Quantoren zu haben.

Will man moglichst viel vom urspriinglichen Gehalt der Hilbertschen Axio-
me aufnehmen, so mag man ein Pradikatszeichen ,U” verwenden mit der inten-
dierten Bedeutung ,Element der unendlichen Menge sein”. Dann konnte man
die Axiome nach modernen Standards wie folgt rekonstruieren:

11Frege hingegen konnte sich grundsitzlich keinen ,direkten Weg” vorstellen; vgl. FREGE,
Briefwechsel [1976], 71.
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1. T=2x 2. z=yAe)— oY)
3. Uz — Jyly=xz+1AUy) 4. Uz ANUyhx+1=y+1—-z=y
5. UlNUx - x+1+#1.

Verzichtet man hingegen auf die Wiedergabe der durch u angedeuteten unend-
lichen Menge (man betrachtet stattdessen das gesamte Axiomensystem als Defi-
nition der unendlichen Menge), so lassen sich die Axiome noch pragnanter wie
folgt wiedergeben:!2

1. r=ux 2. z=yANex)— oY)
3. yly=x+1) 4. r+l=y+1l—-a=y
5. x+1#1.

Die Grundidee des Widerspruchsfreiheitsbeweises ist dann die folgende. Ein
Widerspruch kann nur auftreten, wenn eine Gleichung und ihre Negation her-
leitbar sind. Da eine Ungleichung nur aus Axiom 5. kommen kann, muf sie von
der Form t + 1 # 1 sein. Ein Widerspruch konnte also nur dann zustande kom-
men, wenn eine entsprechende Gleichung ¢ + 1 = 1 ableitbar wire. Daf3 dies
nicht der Fall ist, zeigt Hilbert mit Hilfe des Begriffs der Homogenitit. Eine Glei-
chung heifle homogen, wenn rechts und links der Gleichung dieselbe Anzahl von
Grundzeichen steht. Hilbert zeigt, dafs aus den Axiomen 1. bis 4. nur homoge-
ne Gleichungen abgeleitet werden konnen. Also kann aus 1.—4. die inhomogene
Gleichung x + 1 = 1 nicht abgeleitet werden und damit kann es keinen solchen
Widerspruch geben.!

Die Argumentationsstruktur des Widerspruchsfreiheitsbeweises lafst sich
schematisch wie folgt wiedergeben:

Argumentationsstruktur Heidelberg 1904

(1) Ein Widerspruch besteht aus einer Gleichung k& = [ und einer entsprechenden Unglei-

chung k # 1. (Def.)
(2) Ungleichungen lassen sich im Wesentlichen nur aus Axiom 5. ableiten, sie haben daher

die Form x + 1 # 1. (Lemma)
(8) Wire ein Widerspruch ableitbar, so miifste auch eine Gleichung der Form = + 1 = 1

ableitbar sein. (aus (1) und (2))
(4) Aus den Axiomen folgen nur homogene Gleichungen. (Lemma)
(5) Eine Gleichung der Form = + 1 = 1 ist inhomogen. (aus Def.)
(6) Eine Gleichung der Form x + 1 = 1 ist nicht ableitbar. (aus (4) und (5))
(7) Ein Widerspruch ist nicht ableitbar. (aus (3) und (6))

12Vgl. auch Abschnitt 2.1 in SIEG, Beyond Hilbert’s [2002].

BStrenggenommen ist das noch kein Beweis, denn man miifite beispielsweise die Moglichkeit
ausschliefien, dafs sich aus der (inhomogenen) Ungleichung im Verbund mit den anderen Axio-
men irgendwelche inhomogenen Gleichungen ableiten lassen. Dafs dieser Punkt hier nicht der
Rede wert ist, liegt daran, dafy der Kalkiil im Wesentlichen ,logikfrei” ist. Vgl. die Anmerkungen
zum folgenden Argumentationsschema.
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Bei Schritt (2) ist die Einschrankung ,im Wesentlichen” notwendig, da streng-
genommen auch Axiom 2. gestattet, aus schon bewiesenen Ungleichungen dhn-
liche Ungleichungen abzuleiten. Die Beweise von (2) und (4) hdngen dariiber
hinaus wesentlich davon ab, dafd in der Logik keine allgemeinen Negations-
mechanismen vorhanden sind.!* Nur deshalb , interferieren” Gleichungen und
Ungleichungen nicht miteinander, d. h., nur deshalb braucht man etwa bei der
Frage, welche Gleichungen im Kalkiil beweisbar sind, die Rolle der Ungleichun-
gen nicht zu beachten. Schritt (4) fungiert hier in der argumentativen Rolle ei-
nes Korrektheitssatzes: Er etabliert, daf3 alle herleitbaren Gleichungen eine be-
stimmte Eigenschaft haben. Dies fiihrt letztlich zum Konsistenzresultat, weil im
Fall der Inkonsistenz eine Gleichung ableitbar sein miifSte, die diese Eigenschaft
nicht hat. Hier ist die ,Homogenitit” diese Eigenschaft. Spater, wenn man ein
solches Resultat nicht mehr mit einer so einfachen syntaktischen Eigenschaft er-
reichen kann, tritt die , Korrektheit” oder ,numerische Richtigkeit” an ihre Stel-
le. Die Argumentation mittels eines Korrektheitsresultats bildet gewissermafien
den ,harten Kern” der Hilbertschen Widerspruchsfreiheitsbeweise.

Das von Hilbert hier betrachtete Axiomensystem ist ein relativ schwaches
Fragment der Arithmetik. Man vergleiche es nur mit dem wesentlich reicheren
System, das Hilbert schon 1899 in den Grundlagen der Geometrie und 1900 in Uber
den Zahlbegriff'> verwendet hatte, das ihm also bestens vertraut war. Hier eine
moderne Transkription des Zahlbegriff-Systems; die Abweichungen gegentiber
dem Grundlagen-System sind in den Fufinoten angegeben:

I Axiome der Verkniipfung'®

I1. lec(a+b=cAc=a+b) 12. Az(a+xz=0) und y(y+a=0>)
I3. a+0=a und O0O+a=a 14. Ale(ab = c A c = ab)
I5. z(az =0b) und Ily(ya =b) Ie. a-1l=a und l-a=a

II. Axiome der Rechnung'’

1. a+(b+c)=(a+d)+c I2. a+b=b+a
3. a(be) = (ab)e 4.  a(b+c¢)=ab+be
II5. (a+b)c=ac+bc IIée. ab=ba

II. Axiome der Anordnung'®
1. Vablaz#b—(a>bAb<a)V(b>aAa<b))und—Ja(a > a)

Vgl. auch das Kapitel tiber den Finitismus im ersten Teil (Kapitel 4, S. 131ff.), wo schon dar-
gelegt wurde, dafs Hilbert diesen konstruktiven Aspekt der Objekttheorien noch bis 1922/23 als
Charakteristikum seiner neuen Beweistheorie (die damals allerdings noch nicht so hiefd) ansah.

HILBERT, Zahlbegriff [1900b]. Urspriinglich handelt es sich um einen Vortrag, den Hilbert auf
der Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1899 in Miinchen gehalten hatte. Er
wurde mit dem Datum ,,Gottingen, den 12. October 1899” publiziert im Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 8 (1900), S. 180-184, und gehort zu denjenigen ausgewédhlten Aufsitzen,
die (in gekiirzter Fassung) der siebten Auflage der Grundlagen der Geometrie angehangt wurden.

Tn den Grundlagen: ,Satze der Verkniipfung”.

"Tn den Grundlagen: ,Regeln der Rechnung”.

¥In den Grundlagen: ,,Sitze der Anordnung”.
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I 2. a>bAb>c—a>c
M3 a>b—(atc>btcActa>c+b)?’
II4. Va,b,cla>bAc>0— ac>bcAca> ch)®

IV. Axiome der Stetigkeit™
IV.1  (Archimedisches Axiom): Va,b(a > 0Ab>0—3neN:a+a+...+a>b)
_——

n—mal
IV.2  (Axiom der Vollstandigkeit): ,Es ist nicht moglich, dem Systeme der Zahlen ein anderes
System von Dingen® hinzuzufiigen, so daf auch in dem durch Zusammensetzung ent-
stehenden Systeme bei Erhaltung der Beziehungen zwischen den Zahlen die Axiome I,
1L, IIT, IV 1 sémtlich erftillt sind; oder kurz: die Zahlen bilden ein System von Dingen, wel-
ches bei Aufrechterhaltung samtlicher Beziehungen und sédmtlicher aufgefiihrten Axio-
me keiner Erweiterung mehr fahig ist.”*

Hilbert bemiiht sich klar, einen — nach aufien hin jedenfalls — induktionsfrei-
en Beweis fiir die Widerspruchsfreiheit anzugeben. Eine Behauptung wie (4),
dafl aus den Axiomen nur homogene Gleichungen folgen, 14fst sich sicher nur
beweisen, indem man zeigt, daf3 erstens alle Axiome nur homogene Gleichun-
gen enthalten und zweitens die Einsetzungen in Axiome und die Anwendung
des Modus ponens diese Eigenschaft erhalten. Wenn man will, mag man dies
schon als eine regelrechte Induktion nach dem Aufbau von Beweisen beschrei-
ben.2*

Der Satz iiber die Homogenitidt ableitbarer Gleichungen zeigt jedenfalls
schon ein wichtiges Charakteristikum der spédteren Beweistheorie, namlich die
Entwicklung syntaktischer Methoden und damit eines , direkten Weges”, die
Widerspruchsfreiheit arithmetischer Theorien zu zeigen. Dafs man dazu auf der
Metaebene natiirlich wieder theoretische Ressourcen in Anspruch nimmt, stell-
te Poincaré zur Debatte. Seine Zirkularitdtskritik an der metatheoretischen Ver-
wendung der Induktion war (mit-)ausschlaggebend dafiir, dafl Hilbert die Idee
eines direkten, syntaktischen Weges fiir Widerspruchsfreiheitsbeweise zunachst
nicht mehr intensiv weiterverfolgt hat.?>

“Die zweite Ungleichung, die sich ja aus der ersten mittels Kommutativitt (II 2.) ergibt, ist in
der Fassung der Grundlagen ausgelassen.

20 Auch hier fehlt in den Grundlagen die zweite Ungleichung, die ebenfalls aus einem der Kom-
mutativitatsgesetze folgt (I 6.).

In den Grundlagen: ,Sétze der Stetigkeit”.

2In den Grundlagen steht hinter ,Dingen” zusétzlich: ,als Zahlen”.

ZDie hier von Hilbert angegebene Eigenschaft des formalen Systems 148t sich ,von innen”
wohl kaum adédquat auffassen. Hilbert wird ja nicht an ein formalisiertes Beweisbarkeits- und ein
Erfiillbarkeitspradikat gedacht haben. ,, Von aufien” konnte man dieses ,, Axiom” wohl als Katego-
rizitdtsaussage auffassen: Alle Modelle (einer gegebenen Kardinalitdt?) sind isomorph; insofern
lassen sich dann den Zahlen (= den Objekten in einem Modell) keine weitere Zahlen (= keine
weiteren Objekte in dem Modell) hinzufiigen.

MEWALD/SIEG, Lectures [2007), 254.

®Nach eigenem Bekunden hat Hilbert das Problem der Widerspruchsfreiheitsbeweise jedoch
nie losgelassen. In Neubegriindung sagt er dann auch 1921, er habe dieses Problem ,seit Jahrzehn-
ten niemals auer Augen gelassen”; vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 159.
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1.4 Wiederaufnahme und Weiterentwicklung: Vorlesungen 1917-1920

Zwischen 1904 und 1917 hat Hilbert seine grundlagentheoretischen Arbeiten
zwar nicht vollstandig eingestellt, wie seine Beschéftigung mit dem Logizismus
und seine Vorlesungen, etwa tiber Mengenlehre und Mathematische Logik, be-
legen. Auf die Thematik der Widerspruchsfreiheitsbeweise kommt er jedoch er-
kennbar erst im Laufe der Entwicklung von 1917 bis 1922 zuriick.?® Das Jahr
1917 markiert diesen Neueinsatz gleich auf dreifache Weise: Hilbert holte Ber-
nays nach Gottingen, er hielt Vorlesungen zu grundlagentheoretischen Themen
und er hielt mit Axiomatisches Denken einen entsprechenden Vortrag in Ziirich.
Dieser Aufsatz, der im folgenden Jahr publiziert wurde,?” spielte bei den kon-
zeptionellen Uberlegungen im ersten Teil dieser Arbeit eine wichtige Rolle. Fiir
die technischen Fortschritte in dieser Zeit sind jedoch die bislang unveroffent-
lichten Vorlesungen Hilberts von weitaus grofierer Bedeutung.

1.4.1 Vorlesungen 1917/18

Hilbert hat im Sommersemester 1917 und im Wintersemester 1917/18 {iber
grundlagentheoretische Fragen gelesen. Wahrend er im Sommersemester 1917
die Logik noch rein algebraisch behandelt, fiihrt er in der Wintersemester-
Vorlesung 1917/18 ein volles System fiir die Formalisierung des logischen
Schlielens ein: eine formale Sprache und einen logischen Schlufkalkiil.?® Die-
ser Kalkiil ist fiir die Formalisierung mathematischer Schluffweisen geeignet,
weil er durch seine Form sicherstellt, dafy keine Voraussetzungen in Beweise
einflielen, die nicht in Axiomen ausdriicklich gefordert wurden, und weil seine
Symbolik logische Abhédngigkeitsverhaltnisse klar herausstellt.

Dadurch entspricht der Kalkiil der Aufgabenstellung fiir die Logik in der
Mathematik, die Hermann Weyl klar formuliert hat als Ermoglichung eines
systematischen Uberblicks tiber alle logischen Folgerungen aus einem gegebe-
nen Axiomensystem. Hilbert betont entsprechend, dafd er den logischen Kal-
kil zweckbestimmt einfiihrt: zur Untersuchung der Grundlagen mathematischer
Theorien und ihrer Beziehung zur Logik.

Eine weitere Parallele zu Weyls System der Pradikatenlogik der ersten Stu-
fe in Das Kontinuum?® ist, daf Hilbert Aussagen- und Funktionsvariablen ver-
wendet. Hilbert und Bernays stellen jedoch ausdriicklich die Gefahr einer Art
semantischen Zirkels fest: Wenn die Bedeutung der Quantoren iiber Aussage-
variablen unter Riickgriff auf die Gesamtheit aller Aussagen bestimmt sein soll,
diese Aussage selbst aber gerade erst bestimmt werden soll, liege ein , logischer

2%7u dieser Entwicklung vgl. besonders SIEG, Hilbert’s Programs [1999].

Y HILBERT, Axiomatisches Denken [1918].

®Die folgenden Ausfiihrungen stiitzen sich vor allem auf SIEG, Hilbert's Programs [1999], 14—
17, sowie auf die von Bernays erstellte offizielle Ausarbeitung zu Hilberts Vorlesung, die in
EWALD/SIEG, Lectures [2007] publiziert wird.

PWEYL, Das Kontinuum [1918].
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Zirkel” vor. Dieser Zirkel sei fiir die Paradoxien verantwortlich und kénne nur
durch die verzweigte Typentheorie nach Russell und Whitehead behoben wer-
den. Da diese Theorie fiir die Mathematik aber zu eng sei, miisse das Redu-
zibilitditsaxiom hinzugenommen werden. Durch Whitehead /Russells Principia
Mathematica waren erneut Hilberts Sympathien fiir logizistische Ideen geweckt
worden (vgl. auch im ersten Teil den Abschnitt zum Logizismus 3.1, S. 92ff.).

1.4.2 Wintersemester 1920

In der Zeit von 1918 bis 1920 hat Hilbert hauptsachlich Vorlesungen zur mathe-
matischen Physik gehalten. Erst im Wintersemester 1920 und im darauffolgen-
den Sommersemester 1920 behandelte er wieder mathematische Grundlagen-
fragen.3 Zwar ist das Hilbertprogramm noch nicht als solches formuliert, aber
die frither vorhandenen Ideen werden in der Zwischenzeit reaktiviert und wei-
terentwickelt. Trat als Funktion der mathematischen Logik erst ihr Beitrag zur
Untersuchung der mathematischen Grundlagen hervor, wird nun ihre Rolle bei
der Sicherung der mathematischen Grundlagen betont. Insgesamt spiegeln diese
Vorlesungen eine Phase intensiver logischer Reflexion und der Suche nach einer
neuen Richtung der grundlagentheoretischen Untersuchungen. Sie zeigen, wie
Hilbert die Grundlagen seines Faches neu durchdenkt und verschiedene Ansét-
ze erprobt.3!

So wihlt Hilbert in der Vorlesung vom Wintersemester 1920 den schon
1917/18 erprobten Weg, eine Reihe von Kalkiilen aufzustellen, dabei jeweils
die Grenzen des einen auszuleuchten und zu einem entsprechend verbesserten
néchsten fortzuschreiten. Er beginnt , von unten” mit einem sehr beschrénkten,
,strikt finitistischen” Kalkiil, in dem Terme nur mit konkreten Zahlzeichen auf-
gebaut werden konnen. So lassen sich noch nicht einmal allgemeine Aussagen
wie x + y = y + x beweisen. Da die Arithmetik ohne sie nicht auskommen
kann, probiert Hilbert im nidchsten Kalkiil, sie als ,blofs symbolische Formeln”
zuzulassen. Aus ihnen lassen sich nicht direkt die konkreten Gleichungen wie
2 + 3 = 3 + 2 gewinnen, sondern sie benétigen zusitzliche Beweisschritte. Ei-
ne Gleichung, die = enthailt, gilt als bewiesen, wenn sie fiir 1 gilt und wenn aus
ihrer Giiltigkeit fiir =, diejenige von z + 1 folgt. Dadurch sind bewiesene sym-
bolische Gleichungen so etwas wie ,Wegweiser” zur Erzeugung eines Beweises
fiir ihre , Instanzen”.32 Man erhilt die Instanzen, in dem man fiir ein Numeral
3 genau diese induktiven Beweisschritte konkret ausfiihrt: erst fiir 1, dann fiir
1 — 2 usw. bis zu 3.

¥ Aufgrund eines zusitzlichen ,Herbst-Zwischensemesters” fiir Kriegsheimkehrer 1919, be-
gann das folgende Wintersemester erst Anfang 1920. Darauf folgte das etwas verzogerte Sommer-
semester 1920 und ab dem Wintersemester 1920/21 kehrte man zum gewohnten Winter-Sommer-
Rhythmus zurtick.

31Zu den vorstehenden Einschdtzungen vgl. EWALD/SIEG, Lectures [2007], 250-251.

2Vgl. hierzu besonders EWALD /SIEG, Lectures [2007], 256-257.
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Die rein symbolischen Gleichungen wie x 4y = y + x, die keine eigentlichen
Urteile ausdriicken sollen, stellen eine weitere Parallele zum in etwa zeitglei-
chen Ansatz Weyls dar. Bei Weyl sind es allerdings die quantifizierten Formeln,
die keine eigentlichen Urteile ausdriicken.??

1.4.3 Sommersemester 1920

In der Vorlesung vom Sommersemester 1920 nimmt Hilbert die syntaktischen
Uberlegungen aus dem Heidelberger Vortrag 1904 wieder auf.> Er betrachtet,
nun auch in moderner Schreibweise, folgendes Axiomensystem:

1. 1=1 2. a=b—a+1=b+1
3. a+l=b+1—a=0b 4. a=b—(a=c—b=c)
5. a+1#1.

Die einzige Schlufiregel ist der Modus ponens. Substitution tritt nur als eine Art
Metaregel zum Zusammenhang von Axiomen und Beweisen auf: Die Pramissen
von Schliissen miissen entweder Konklusionen vorhergehender Schliisse oder
Einsetzungsinstanzen von Axiomen sein.

Dieses Axiomensystem ist demjenigen aus 1904 recht dhnlich. Das allgemei-
ne Gleichheitsaxiom(schema) z = y A ¢(z) — ¢(y) ist jedoch ausgelassen und
stattdessen nur sein Spezialfall, eine Variante der Transitivitdt der Gleichheit
(Axiom 4.), und eine seiner Folgerungen, ndmlich die Eindeutigkeit des Nach-
folgers (Axiom 2.).

Den Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir dieses System skizziert Hilbert wie
folgt: Ein Widerspruch kann nur darin bestehen, dafd aus 1.-4. eine Gleichung
ableitbar ist, deren entsprechende Ungleichung sich aus 5. ergibt. Dann miifite
die Gleichung die Gestalt a + 1 = 1 haben. Daf$ dies nicht moglich und ergo das
Axiomensystem widerspruchsfrei ist, zeigt Hilbert mit Hilfe des Satzes, dafs nur
Gleichungen ableitbar sind, bei denen rechts und links des Gleichheitszeichens
dasselbe Zeichen steht. Dieser Satz iiber die Identitdt beweisbar gleicher Terme
hat argumentativ dieselbe Funktion wie im Beweis von 1904 der Satz iiber die
Homogenitit der beweisbaren Gleichungen: Er zeigt, daf8 alle Gleichungen ei-
ne bestimmte Eigenschaft haben, die eine widerspriichliche Gleichung nicht ha-
ben kann. Diese Funktion war schon mit der eines Korrektheitssatzes verglichen
worden.

Im Unterschied zu den knappen Ausfithrungen in fritheren Publikation
tithrt Hilbert im Sommersemester 1920 den Beweis dieses Satzes in mehreren
Teilschritten vor. Entscheidend ist der Hilfssatz, dafd eine beweisbare Formel
hochstens zweimal das Zeichen ,,—” enthalten kann. Aus diesem ersten Hilfs-
satz folgert er als zweiten, daf$ eine Formel der Form (A — B) — C nicht be-

3Vgl. EWALD/SIEG, Lectures [2007], 260.

¥Die Vorlesung ist HILBERT, Sommersemester 20 [1920a*], der Heidelberger Vortrag war HIL-
BERT, Grundlagen Logik [1905].

SHILBERT, Sommersemester 20 [1920a%], 37.
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weisbar sein kann. Beide Hilfssdtze kommen schliefslich im Beweis des Identi-
tatsresultats zum Einsatz. Dessen Anlage wird spédter zu einem Charakteristi-
kum der Beweistheorie: Annahme, es sei doch ein Beweis eines Widerspruchs
gegeben, dann Fallunterscheidung danach, was die letzten Schliisse gewesen
sein konnen, und in jedem Fall Herleitung eines Widerspruchs, so daf} die An-
nahme ad absurdum gefiihrt wird.

Die Argumentationsstruktur dieses Widerspruchsfreiheitsbeweises ist also
ganz dhnlich zu der aus 1904, nur sind mit den Hilfssdtzen zwei argumentative
Zwischenschritte explizit gemacht:

Argumentationsstruktur SS 1920

(1) Ein Widerspruch besteht aus einer Gleichung k& = [ und einer entsprechenden Unglei-
chung k # 1. (Def.)
(2) Ungleichungen lassen sich im Wesentlichen nur aus Axiom 5. ableiten, sie haben daher
die Form =z + 1 # 1. (,,direkt”)
(8) Wire ein Widerspruch ableitbar, so miifite auch eine Gleichung der Form z + 1 = 1
ableitbar sein. (aus (1) und (2))
(4) Eine beweisbare Formel ohne ,—" hat die Gestalt k = k. (mittels (4a) und (4b))
(a) Eine beweisbare Formel kann hochstens zweimal das Zeichen ,,—* enthalten.
(b) Formeln der Form (A — B) — C sind nicht beweisbar. (mittels (4a))
(5) Eine Gleichung der Form « + 1 = 1 ist nicht ableitbar. (aus (4))
(6) Ein Widerspruch ist nicht ableitbar. (aus (3) und (5))

Die als , direkt” gekennzeichnete Behauptung (2) liest Hilbert sozusagen direkt
an der Struktur der Axiome ab und erldutert sie nicht weiter.

Auf der Oberflache scheint in diesen Beweisen kein Induktionsprinzip ver-
wendet worden zu sein. Allerdings verwendet Hilbert den Begriff der Kiirzbar-
keit von Beweisen und ein zugehoriges Prinzip, nach dem er von den gegebenen
Beweisen jeweils annimmt, dafs sie so weit wie moglich gekiirzt worden seien.
Ein solches Kiirzbarkeitsprinzip ermdoglicht es, die Annahme eines Beweises da-
durch ad absurdum zu fiihren, dafs man seine weitere Kiirzbarkeit zeigt. Diese
Annahme eines kiirzesten Beweises entspricht in etwa dem Prinzip der kleins-
ten Zahl bzw. dem Prinzip des unendlichen Abstiegs in der Zahlentheorie, das
unter minimalen logischen Rahmenbedingungen zur Induktion dquivalent ist.
Etwas versteckt findet man in Gestalt des Kiirzungsprinzips also auch hier ein
induktives Prinzip auf der Metaebene.

Ein anderer interessanter Punkt betrifft die Induktion auf der Objektebene.
Hilbert diskutiert ndmlich die Erweiterung des Basiskalkiils um zwei Axiome
fir das Zahlzeichen-Sein, ndamlich Z(1) und Z(a) — Z(a + 1), und die folgende
Regel
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Er beweist die Widerspruchsfreiheit dieser Regel, die seiner Meinung nach das-
selbe leistet wie das tiibliche Prinzip der vollstandigen Induktion, wie folgt. Die
Regel konne, sagt er, nur verwendet worden sein, um eine Formel F'(u) abzu-
leiten, indem mit ihrer Hilfe Z(u) — F(u) abgeleitet wurde und zusétzlich ein
Beweis von Z(u) vorliegt. Da der Beweis von Z(u) aber im Wesentlichen nur
aus Kombinationen der Axiome Z(1) und Z(a) — Z(a+ 1) bestehen kann, kann
man genau die in diesem Beweis von Z(u) mit Z durchgefiihrten Schliisse auch
mit F' durchfiithren und so letztlich die Anwendung der Induktionsregel durch
Wert-von-u-minus-1-viele Modus-ponens-Schliisse ersetzen. Daher konnte man
jeden Widerspruch auch schon ohne die Induktionsregel beweisen. So tibertragt
sich die Widerspruchsfreiheit des Systems ohne Induktion auf das System mit
Induktion.

Wenn dieser Beweis akzeptabel ist, mufl man allerdings feststellen, daf} die-
ses Prinzip nicht dasselbe leistet wie das tibliche Prinzip der vollstindigen In-
duktion. Selbst mit dieser Regel kann man nicht die Formel a = a ableiten, son-
dern nur Z(a) — a = a. Und wenn man einzelne Instanzen von a = a haben
will, etwa die Gleichung 3 = ;3 fiir ein Zahlzeichen 3, wird man immer zundchst
Z(3) beweisen miissen, um zu 3 = 3 zu gelangen. Es gibt keinen Weg, die all-
gemeine Formel zu beweisen, aus der die Einzelinstanzen durch schlichte Sub-
stitution erhalten werden kdnnten. Damit ist dieses Prinzip wesentlich schwi-
cher als die vollstaindige Induktion, und man kann es sicher ,Pseudo-Induktion”
nennen.*

1.5 Uberginge und neue Techniken

Zwei Papiere markieren den Ubergang zur voll entwickelten Konzeption einer
Beweistheorie und zugleich die Entwicklung und Erprobung neuer Methoden:
Hilberts Aufsatz Neubegriindung der Mathematik, 1921 als Vortrag gehalten und
1922 publiziert, sowie ein bislang unveroffentlichtes Manuskript Hilberts aus
der Zeit um 1920/21. Da das Manuskript also dem Vortrag wahrscheinlich vor-
anging, wird es im Folgenden zuerst besprochen (Abschnitt 1.5.1, S. 216ff.) und
anschliefiend der Aufsatz Neubegriindung (Abschnitt 1.5.2, S.222ff.).

1.5.1 Ubergang I: Manuskript

In einem Manuskript aus der Zeit zwischen Mitte 1920 und Mitte 1921 erprobt
Hilbert neue Techniken zum Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir Fragmente der
Arithmetik.>” Auch in diesem Manuskript beginnt Hilbert mit einem sehr be-

%S0 EWALD/SIEG, Lectures [2007], 268.

%Das Manuskript wird verwahrt von der Abteilung Handschriften und seltene Drucke der
Staats- und Universitdtsbibliothek Gottingen, Signatur: Cod. Ms. D. Hilbert 602. Es wird in abseh-
barer Zeit publiziert in EWALD/SIEG, Lectures [2007]. Die Ausfithrungen dieses Abschnitts stiit-
zen sich auf Forschungsarbeiten, die gemeinsam mit Wilfried Sieg durchgefiihrt worden sind,
vgl. auch SIEG/ TAPP, Introduction [2007].
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scheidenen Axiomensystem und erweitert anschlieffend das Widerspruchsfrei-
heitsresultat Schritt fiir Schritt auf immer mehr Axiome.

1.5.1.1 Das Basissystem
Das Basissystem besteht aus folgenden sechs Axiomen:

1. 1=1 2. a=b—(c=b—a=c)
3. a=b—a+1=0+1 4. Z(1)
5. Z(a) — Z(a+1) 6. a="b— (Z(a) — Z(b)).

Das Z-Symbol steht dabei fiir ,Zahl-sein”, wie schon bei der Diskussion des
Induktionsschemas in der Vorlesung vom Sommersemester 1920. Da auch hier
kein allgemeines Gleichheitsaxiom(schema) verwendet wird, fiigt Hilbert des-
sen Spezialfall fiir Z hinzu (Axiom 6.). Ungleichungen hingegen kommen im
Basissystem noch nicht vor.

Das eigentliche Unikum dieses Axiomensystems bildet allerdings seine Lo-
gik: Hilbert verwendet nicht weniger als 5 Schlufiregeln fiir —, die er zwar
nicht explizit angibt, die jedoch aus dem Gebrauch rekonstruiert werden kon-
nen, namlich:

A A— B
(—)——— (H2)A —B (ﬂ3)B -
A— B B A—-C
(4)A—>(B—>C’) s A— (B—C)
B—(A—-C) (A—B)— (A—=0).

Die erlaubten Substitutionen sind: Ersetzung von Aussagevariablen in Schlufs-
regeln durch Formeln und Ersetzung von Variablen in Axiomen durch Zahlter-
me. Hilbert definiert nicht explizit, was er unter einem Beweis versteht. Aber
aus seinen Schriften der damaligen Zeit ist relativ klar, dafs ein Beweis hier ei-
ne Folge von Schliissen ist, so dafs jede Pramisse eines Schlusses entweder ein
Axiom oder die Konklusion eines vorhergehenden Schlusses ist. Insbesondere
sind Beweise danach linear aufgebaut und nicht baumartig. Dies bringt eigene
Schwierigkeiten mit sich, auf die spater noch einzugehen sein wird.

Die Widerspruchsfreiheit dieses einfachen Systems ist nun ein triviales Re-
sultat, denn das System enthdlt tiberhaupt keine ,negativen” syntaktischen Ob-
jekte. Daher beweist Hilbert hier nur eine Art Korrektheitssatz: ,Wenn eine Glei-
chung k = [ hergeleitet werden kann, dann miissen k und [ dasselbe Zahlzeichen
sein oder bedeuten.” Offenbar liegt dem Hilberts Terminologie zugrunde, daf3
die Zahlzeichen wie 1 oder 1 + 1 + 1 selbst ,,nichts bedeuten”, wiahrend Kurz-
zeichen wie 2 oder 10 durchaus etwas , bedeuten”, nimlich das entsprechende
Zahlzeichen. Nach Hilberts Terminologie , bedeutet” 2 also 1+ 1. Um eine griffi-
ge Sprechweise zu haben, wird im Folgenden der gegenteilige Fall, also daf3 bei
einer Gleichung k£ = [ k und [ nicht dasselbe Zahlzeichen sind oder bedeuten,
als ,,,falsche’ Gleichung” bezeichnet.
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Der Korrektheitssatz bildet die Basis fiir die spadteren Konsistenzbeweise des
Manuskripts. Doch sein Beweis geht nicht so durch, wie Hilbert es sich vorge-
stellt hat. Mit einigem Aufwand gelingt es, Hilberts Behauptung wirklich zu
beweisen und dabei seine wesentlichen technischen Ideen zu verwenden. Das
soll hier nicht im Einzelnen dargestellt werden. Die Moglichkeit, Hilberts Tech-
nik tatsdchlich zu einem Beweis seiner Behauptung zu verwenden, stellt aller-
dings einen guten Grund dafiir dar, sich mit diesem , mifigliickten” Beweis zu
beschiftigen.

Die Argumentation lduft in etwa so: Angenommen, wir hitten doch einen
Beweis einer ,falschen” Gleichung der Form k£ = [. Nach dem schon im Som-
mersemester 1920 verwendeten Kiirzungsprinzip kann man dann gleich anneh-
men, einen kiirzesten Beweis einer ,falschen” Gleichung zu haben. Dieser Be-
weis kann nun nicht einfach in einer Instantiierung aus einem Axiom bestehen,
denn Axiom 1. wére von der Struktur her der einzig mogliche Kandidat, dann
aber wiaren k und | dasselbe Zeichen, ndmlich 1. Also mufs k¥ = [ aus einem
Schluf$ stammen. Dies kann hier nur Modus ponens sein, also (—2). Dessen
Hauptpramisse (U — k = [) kann selbst entweder aus einem Axiom stammen
oder wieder aus einem Schluf3, wobei sich dann weitere Fallunterscheidungen
anschliefsen. Wichtig ist hier der Axiomfall, denn es konnte insbesondere sein,
daB3 k und ! die Form k" + 1 und ' + 1 haben und die Hauptpramisse aus dem
Axiom 3. kommt (¥ = " — k' + 1 = I’ + 1). Dann hétte aber die Nebenpra-
misse die Gestalt ¥’ = [’. Da sie bewiesen ist und &’ und !’ verschiedene Zahl-
zeichen bedeuten miissen (sonst wiirden auch k£ und [ dieselben Zahlzeichen
bedeuten), hidtte man also einen kiirzeren Beweis einer ,falschen” Gleichung,
im Widerspruch zur Annahme. Hier kann man deutlich sehen, wie das Prinzip,
einen so weit wie moglich gekiirzten Beweis anzunehmen, in der ad-absurdum-
Reduktion greift. In den tibrigen Fallen will Hilbert fast immer dadurch auf Wi-
derspriiche gegen die Annahme eines gekiirzten Beweises kommen, dafi er den
angenommenen Beweis in einen kiirzeren umformt.

Hilberts Beweis geht aus drei Griinden nicht durch, die in der Arbeit
SIEG/ TAPP, Introduction [2007] ndher erldutert werden. Erstens liefern seine Kon-
struktionen eines kiirzeren Beweises nicht unbedingt wieder einen Beweis, und
wenn sie es tun, dann zweitens nicht unbedingt einen kiirzeren, und drittens
wird der Fall einer Kette von immer langeren Modus-ponens-Pramissen letzt-
lich nicht tiberzeugend als unmoglich nachgewiesen.

Der ,reparierte” Beweis tragt diesen Problemen Rechnung durch Verwen-
dung einer speziellen Norm fiir die Lange von Beweisen und transformiert Hil-
berts Uberlegungen in solche, nach denen die Kiirzungen tatsichlich immer Be-
weise ergeben, die nach dieser Norm auch tatsdchlich immer kiirzer sind, und
durch ein verbessertes Argument fiir den Fall der Kette von Modus-ponens-
Pramissen. Im Wesentlichen zeigt man ein Lemma, nach dem bestimmte Auf-
einanderfolgen von Schlufsregelanwendungen immer kiirzbar sind. Der Beweis
des eigentlichen Korrektheitssatzes verlduft dann ganz wie bei Hilbert, nur daf3
man die problematischen Félle durch das Lemma ausschliefSen kann: Nach dem
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Lemma wire der Beweis in diesen Fillen kiirzbar, was aber nicht sein kann, da
man (mit dem Kiirzungsprinzip) einen gekiirzten Beweis angenommen hat.

Ist das Korrektheitsresultat so etabliert, kann man mit Hilbert den Kalkiil
schrittweise erweitern. Er fligt zundchst die Axiome

1.’ a=a 3. a+l=b+1—a=0b

hinzu und bemerkt schlicht, dafs das Korrektheitsresultat bei dieser Erweiterung
erhalten bleibt. Dann erfolgt die erste richtige Erweiterung.

1.5.1.2 Erste Erweiterung
Durch die Hinzufiigung des Axioms

7. a+1#1

werden nun syntaktische Widerspriiche ausdriickbar. Entsprechend ist fiir den
Kalkiil 1.-7.,1.”,3.” nun wirklich die Widerspruchsfreiheit zu beweisen. Das Ar-
gument lduft so: Ein Widerspruch besteht aus einer Gleichung k = [ und einer
passenden Ungleichung k # [. Ungleichungen sind aber nur durch Axiom 7. ab-
leitbar, d. h., die Ungleichung hat die Gestalt t4-1 # 1. Damit miifite die zu einem
Widerspruch gehorige Gleichung aber die Gestalt ¢ + 1 = 1 haben. Nach dem
Korrektheitssatz sind Gleichungen dieser Form jedoch nicht ableitbar und ergo
konnen keine Widerspriiche ableitbar sein (das Axiom 7. beeinflufit die Ableit-
barkeit von Gleichungen nicht, denn es gibt keine logischen Negationsmecha-
nismen).

In der schematischen Ubersicht dieser Argumentation erkennt man wieder
die aus 1905 und 1920 bekannte Grundstruktur:

Argumentationsstruktur 1920/21-Manuskript, erste Erweiterung

(1) Ein Widerspruch besteht aus einer Gleichung k& = [ und einer entsprechenden Unglei-
chung k # L. (Def.)

(2) Ungleichungen lassen sich nur aus Axiom 7. ableiten, sie haben daher die Form z+1 # 1.
(,,direkt”)

(3) Wiére ein Widerspruch ableitbar, so miifite auch eine Gleichung der Form = + 1 = 1
ableitbar sein. (aus (1) und (2))

(4) Bei einer aus 1.—7. beweisbaren Gleichung s = ¢ miissen s und ¢t dasselbe Zahlzeichen
sein oder bedeuten. (Korrektheitssatz)

(5) Ein Term der Form = + 1 und der Term 1 konnen nicht dasselbe Zahlzeichen sein oder
bedeuten. (aus Def.)

(6) Eine Gleichung der Form z + 1 = 1 ist aus 1.-7. nicht ableitbar. (aus (4) und (5))
(7) Aus 1.-7. ist kein Widerspruch ableitbar. (aus (3) und (6))

Der fiir das Basissystem bewiesene Korrektheitssatz spielt hier argumentativ ge-
nau die Rolle, die frither der Homogenitétssatz bzw. der Satz tiber die Identitdt
beweisbar gleicher Terme gespielt haben.
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1.5.1.3 Zweite Erweiterung
Der nachste Erweiterungsschritt verlduft noch in relativ engem Anschlufi an die-
se Uberlegungen. Durch die Hinzufiigung der Axiome

8. aZb—a+1#b+1 8. a+1#b+1—a#bd
9. a=b—(a#c—b#c)

erhoht sich die Zahl der Moglichkeiten, Ungleichungen abzuleiten. Die Axiome
haben allerdings immer konditionale Gestalt. Deshalb gilt: Ware mit Hilfe dieser
neuen Axiome eine Ungleichung hergeleitet worden, so miifste schon frither im
Beweis eine (andere) Ungleichung bewiesen worden sein, die dann die Neben-
pramisse des entsprechenden Modus ponens bildete. Gibe es also einen Wider-
spruch k = [ und k # [, so gébe es schon zuvor eine andere Ungleichung k" # I’
im Beweis. Dann kann man den Beweis so umformen, dafs man die Anwendun-
gen der Axiome 8., 8.” oder 9. weglafst und stattdessen aus der Gleichung k£ = [
mittels 3., 3.” 0. 4. auf &/ = I’ schlieSt. Man hitte damit einen Beweis, der weniger
Anwendungen von 8., 8.” oder 9. erfordert. Fiihrt man diese Elimination sukzes-
sive durch, so miifite man schlieslich einen Beweis eines Widerspruchs erhalten,
der 8., 8.” oder 9. iiberhaupt nicht verwendet. Dies wiirde aber dem vorher er-
haltenen Satz von der Widerspruchsfreiheit von 1.-7.,1.",3.” widersprechen. Also
kann es einen solchen Beweis eines Widerspruchs nicht geben.
Die Argumentation folgt hier also folgendem Schema:

Argumentationsstruktur 1920/21-Manuskript, Zweite Erweiterung

(1) Ein Widerspruch besteht aus einer Gleichung k = [ und einer Ungleichung k # I. (Def.)
(2) Gébe es einen Beweis von k& = [ und k # [, in dem 8.,8.",9. verwendet wird, 146t sich
daraus ein Beweis von k' = I’ und k¥’ # I’ machen, in dem eine Anwendung von 8.,8."9.
weniger verwendet wird. (Lemma)

(3) Gébe es einen Beweis von k& = [ und k # [, in dem 8.,8.",9. verwendet wird, 146t sich
daraus ein Beweis von k' = I’ und k' # I’ machen, in dem 8.,8.",9. nicht verwendet wird.
(mittels (2) und Ind.)

(4) Wire ein Widerspruch aus 1.-9. ableitbar, so wére ein (anderer) Widerspruch aus 1.-7.

ableitbar. (aus (1) und (3))
(5) Aus 1.-7. ist kein Widerspruch ableitbar (aus Erste Erweiterung, (7))
(6) Aus 1.-9. ist kein Widerspruch ableitbar. (aus (4) und (5))

Diese Argumentationsstruktur kennzeichnet auch die folgenden Erweite-
rungen: Hitte man im erweiterten Kalkiil einen Widerspruchsbeweis, so liefie
sich dieser Beweis umformen zu einem Beweis eines (anderen) Widerspruchs
im engeren Kalkiil, dessen Widerspruchsfreiheit jedoch schon etabliert ist.

1.5.1.4 Dritte Erweiterung

Wihrend Hilbert diese Argumentationsstruktur also auch bei der dritten Erwei-
terung beibehilt, kommt eine ganz neue Technik zur Anwendung, um einen Wi-
derspruchsbeweis im erweiterten Kalkiil auf einen im engeren Kalkiil zurtick-
zufiihren. Durch das Axiom



Hilberts Widerspruchsfreiheitsbeweise 221

10. 1+(a+1)=(1+a)+1

kommt ndmlich etwas Neues hinzu. Es ist nun moglich, Gleichungen k£ = [ zu
beweisen, bei denen k und [ nicht dasselbe Zahlzeichen bedeuten, zum Beispiel
die Gleichung , 1+ (1+41) = (14+1)+1", wo auf der rechten Seite mit ,,(1+1)+1"
einfach ein Zahlzeichen steht (entspricht dem Kurzzeichen ,,3”), wahrend auf
der linken Seite ein Ausdruck steht, der einer wirklichen Addition entspricht
und nicht die Form eines Zahlzeichens hat.3¥ Will man dieses Axiom ebenfalls
aus Widerspruchsbeweisen eliminieren, ist eine ganz neue Uberlegung notig.
Es wird nun ein Verfahren angegeben, nach dem man sukzessive alle Terme der
Form 1 + (¢ + 1) aus dem Beweis eliminieren kann. Kommen in einem Wider-
spruchsbeweis namlich keine Terme dieser Form mehr vor, so kann auch Axiom
10. nicht vorkommen, weil seine linke Seite ja genau diese Form hat.

Das Verfahren zur Elimination der Terme der Form 1+ (¢ + 1) lauft wie folgt.
Man denke sich eine Liste aller Terme dieser Form und nehme sich eine Form
vor, fiir die 1 + (¢ 4 1) im Beweis vorkommt, 1+ ((¢ 4 1) 4 1) jedoch nicht. Dann
hat man zwei Falle zu unterscheiden:

Erster Fall: Axiom 10. kommt fiir a : ¢t im Beweis vor. Dann ersetze man im
gesamten Beweis alle Vorkommen von 1 + (¢ + 1) durch (1 + ¢) + 1. Es gibt nur
zwei Arten, auf die Terme der Form 1+ (¢+1) vorkommen konnen, entweder als
(Teile von) Terme(n), die fiir die Variablen in Axiome eingesetzt worden sind,
oder als linke Seiten von Axiom 10., wenn dort ¢ fiir a eingesetzt worden ist.
Bei der Ersetzung von 1 + (¢ + 1) durch (1 + ¢) + 1 bleiben alle Instanzen von
Axiomen (verschiedene) Instanzen derselben Axiome und die Instanzen von 10.
gehen tiberin (1+1¢)+1 = (1+t)+1, also Instanzen von Axiom 1.”. Damit bleibt
das Ergebnis der Transformation des Beweises ein Beweis, er enthélt aber keine
Terme der Form 1 + (¢ + 1) mehr. Es konnten durch die Ersetzung zwar mehr
Terme der Form 1 + t entstanden sein, aber dieser Termtyp war ja schon vorher
vorhanden, ndmlich auf der rechten Seite von Axiom 10., das in diesem Fall ja
fur a:t vorkam.

Zweiter Fall: Axiom 10. kommt fiir a : ¢ im Beweis nicht vor. Dann kann
man alle Vorkommen von 1 + (¢ 4+ 1) durch 1 ersetzen. Instanzen von Axiomen
bleiben dann (andere) Instanzen derselben Axiome, der Beweis bleibt ein Beweis
und enthalt keine Terme der Form 1 + (¢ + 1) mehr.

In beiden Féllen hat man somit den Termtyp 1 + (¢ + 1) entfernt. Fithrt man
dieses Verfahren sukzessive fiir alle Termtypen auf der Liste durch, so erhilt
man schlieSlich einen Beweis, der keine Terme der Form 1+ (¢ + 1) mehr enthélt

*Hier bemerkt man deutlich, wie wichtig ein genaues Verstindnis von Hilberts Redeweise
von , bedeuten” ist. Nur Kurzzeichen ,bedeuten” ein bestimmtes Zahlzeichen, aber nicht beliebi-
ge geschlossene Terme. Sie ,bedeuten” im Allgemeinen nicht ihren Wert. — AufSerdem laf3t sich
bemerken, daf8 die Schreibweise der Nachfolgeroperation als ,,+1“ hier den wesentlichen Unter-
schied zwischen der rechten und er linken Seite des Axioms 10. verschleiert. Hitte Hilbert die
Nachfolgeroperation etwa als .S geschrieben, so hitte das Axiom 10. die Gestalt 1+ Sa = S(1+a)
und der Unterschied zwischen beiden Seiten wire klarer zu sehen.
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und in dem das Axiom 10. folglich nicht verwendet worden ist. Ein solcher Wi-
derspruchsbeweis bliebe ein Widerspruchsbeweis, wére aber durch das auf der
vorigen Stufe erhaltene Widerspruchsfreiheitsresultat ausgeschlossen.

Die Argumentationsstruktur folgt demselben Schema wie eben, nur daf$ die
Zuriickfithrung hier durch einen anderen Zwischenschritt erfolgt.

Bemerkenswert ist an dieser Erweiterung also, dafs — soweit mir bekannt —
hier zum ersten Mal eine Ersetzungstechnik angewandt wird. In einem Beweis
einen Zahlterm einfach durch einen ganz anderen zu ersetzen, ist ja keine Alltag-
lichkeit. Die Einsicht, daf eine solche Ersetzungstechnik zuldssig und gewinn-
bringend sein kann, stellt einen wichtigen Schritt in eine neue Richtung dar.
Neben der Ersetzung von Quantoren durch e-Funktionale ist dies die zweite
Keimzelle fiir die spéter entwickelte Methode der Epsilon-Substitution.

1.5.1.5 Gesamtstruktur
Hilbert geht in dem Manuskript noch durch mehrere dhnliche Erweiterungs-
stufen des Kalkiils. Bis hierher sind allerdings schon die wichtigsten Techniken
und Argumentationsmuster aufgetreten, so dafs die folgenden Erweiterungen
hier nicht mehr besprochen werden sollen.

Die Gesamtargumentationsstruktur des Manuskripts sieht bis hierher sche-
matisch folgendermafSen aus:

Argumentationsstruktur 1920/21-Manuskript

(1) Fir den Basiskalkiil (einschl. 1.7,3.”) gilt: Gleichungen & = [ sind nur ableitbar, wenn &
und [ dasselbe Zahlzeichen sind. (Korrektheit)

(2) Erste Erweiterungsstufe (7.): Ware ein Widerspruch aus 1.-7. ableitbar, so miifite aus 1.—
6. eine Gleichung der Form x + 1 # 1 ableitbar sein. Das ist nach (1) unmoglich. Ergo ist
aus 1.—7. kein Widerspruch ableitbar.

(8) Zweite Erweiterungsstufe (8.,8.”,9.): Ware ein Widerspruch aus 1.-9. ableitbar, so miifite
ein (anderer) Widerspruch aus 1.-7. ableitbar sein. Das ist nach (2) unmoglich. Ergo ist
aus 1.-9. kein Widerspruch ableitbar.

(4) Dritte Erweiterungsstufe (10.): Wére ein Widerspruch aus 1.-10. ableitbar, so miifite ein
(anderer) Widerspruch aus 1.-9. ableitbar sein. Das ist nach (3) unmoglich. Ergo ist aus
1.-10. kein Widerspruch ableitbar.

1.5.2  Ubergang II: Neubegriindung

Der andere ,Zeuge” des Ubergangs zum Stadium einer vollentwickelten Be-
weistheorie ist Hilberts Aufsatz Neubegriindung der Mathematik.> Er wurde 1922
publiziert und geht auf Vortrage zuriick, die Hilbert 1921 in Gottingen, Kopen-
hagen und Hamburg gehalten hat (sog. 1. Hamburger Vortrag). In diesem Auf-
satz findet man zum ersten Mal die klassische Formulierung des zweischrittigen
Hilbertprogramms, wie sie im ersten Teil dieser Arbeit zitiert wurde (vgl. erster

¥HILBERT, Neubegriindung [1922].
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Teil, Abschnitt 1, S. 47ff.). Wahrend es dabei um die begrifflich-konzeptionellen
Aspekte ging, sollen im Folgenden nun die Aspekte der technischen Entwick-
lung der Widerspruchsfreiheitsbeweise behandelt werden.

Hilbert gibt in Neubegriindung zunachst einen Widerspruchsfreiheitsbeweis

fiir das Axiomensystem aus den folgenden fiinf Axiomen:*
1. a=a 2. a=b—a+1=b+1
3. a+l=b+1—a=0b 4. a=c—(b=c—a=0b)

5. a+1#1,

sowie als Schlufiregeln Modus ponens und Regeln fiir den Allquantor.*! Substi-
tution fiir Variablen soll hingegen nur in Axiomen geschehen, ist also auch hier
eher als Metaregel zum Zusammenhang von Axiomen und Beweisen zu ver-
stehen. Dieses System entspricht in etwa demjenigen aus dem Sommersemester
1920, mit den zwei kleinen Unterschieden, dafs hier nicht nur die Gleichung
1 = 1, sondern die allgemeine Reflexivitidt der Gleichheit (¢ = a) verwendet
wird, und daf$ in der Version der Transitivitdt das , Tertium comparationis” auf
der rechten statt auf der linken Seite des Gleichheitszeichens auftritt.

Der Widerspruchsfreiheitsbeweis folgt dem folgenden Argumentationsmus-
ter:

Argumentationsstruktur Neubegriindung

(1) Ein Widerspruch besteht aus einer Gleichung k& = [ und einer entsprechenden Unglei-
chung k # L. (Def.)
(2) Bei einer beweisbaren Gleichung s = ¢t miissen s und ¢ dasselbe Zeichen sein.
(mittels (2a))
(a) Eine beweisbare Formel kann hochstens zweimal das Zeichen ,—" enthalten.

““Die Nummerierung weicht hier von Hilbert ab. Er hat zuerst ein Axiom Nummer 2. einge-
fithrt, namlich 1 + (a + 1) = (1 + a) + 1, es im Widerspruchsfreiheitsbeweis dann jedoch ausge-
lassen. Es hitte ansonsten das pragnante Lemma gestort, dafd nur Gleichungen ableitbar sind, bei
denen rechts und links derselbe Term steht; sieche Argumentationsstruktur unten, Nr. (2).

“Hilbert gibt fiinf ,Regeln” fiir den Allquantor an: (1) Einfithrung aufien, (2) Weglassen auflen,
(3) Gebundene Umbenennung, (4) Vertauschung zweier, (5) Verschiebung in das Sukzedens (mit
Variablenbedingung). Der Status dieser Regeln wird nicht ganz klar, denn Hilbert gibt sie schon
bei der Festlegung der formalen Sprache an, wahrend er im Zusammenhang mit den Axiomen
nur den Modus ponens als Schlufiregel erwdhnt. Eine Formulierung wie die von Regel (4): ,,Zwei
unmittelbar aufeinanderfolgende Allzeichen, deren Wirkungsbereiche sich gleich weit erstrecken,
diirfen miteinander vertauscht werden.”, in der von , diirfen” die Rede ist, 1af3t zundchst an eine
Deutung als ,zulédssige Regel” denken, d.h. an einen metatheoretischen Satz tiber den Kalkiil,
daf man den behaupteten Ubergang immer mittels anderer Schliisse erhalten kann. Diese Inter-
pretation scheidet jedoch fiir Regeln wie die Alleinfiihrung (1) aus. Daher ist etwa (4) wohl als die
folgende Schlufiregel zu lesen:

VaVye(z,y)
VyVap(z,y).

Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 167-168.
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(8) Wire ein Widerspruch ableitbar, so miifite auch eine Ungleichung der Form s # s ableit-

bar sein. (aus (1) und (2))
(4) Ungleichungen der Form s # s sind nicht ableitbar. (Lemma)
(5) Ein Widerspruch ist nicht ableitbar. (aus (3) und (4))

Die Argumentationsstruktur ist im Wesentlichen dieselbe wie im Sommerse-
mester 1920, nur ist die Reihenfolge der Beweise iiber Gleichungen und Un-
gleichungen vertauscht. In Neubegriindung gibt Hilbert aber nun auch zum ers-
ten Mal einen regelrechten Beweis des Schrittes (4), fiir den ja strenggenommen
auch eine Induktion tiber den Aufbau von Beweisen nétig ist und nicht nur die
Betrachtung des Ungleichheits-Axioms.

Hilbert erweitert dieses Axiomensystem im weiteren Verlauf von Neubegriin-
dung schrittweise, gibt aber keine weiteren Beweise fiir die Widerspruchsfrei-
heit. Zuerst fligt er das ausgelassene Axiom 2. (1 + (a + 1) = (1 + a) + 1) hinzu
und behauptet, dafs der Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir dieses erweiterte Sys-
tem ,in der Tat” gelinge. Wie er gelingt, konnte an dem 1920/21er Manuskript
gesehen werden, das im dritten Erweiterungsschritt um dieses Axiom erweitert
wurde. Diese Erweiterung machte die neue Ersetzungstechnik notig, die Hilbert
in Neubegriindung allerdings nicht erwdhnt.

Hilbert erweitert das Basissystem dann noch um ein Axiom fiir den Vor-
ganger, behauptet dessen Widerspruchsfreiheit und geht schliefilich zu einer
Erweiterung tiber, die einen gewaltigen Sprung in der Stirke der betrachteten
Systeme bedeutet. Am Ende von Neubegriindung stellt er ein Axiomensystem
auf, das neben Aussagenlogik, Ex falso quodlibet fiir Gleichungen und Terti-
um non datur fiir Gleichungen auch ein Induktionsaxiom mit Formelvariablen,
ein Gleichheitsaxiom mit Formelvariablen und verschiedene weitere Axiome fiir
die arithmetischen Operationen enthélt. Hilbert behauptet, die Widerspruchs-
freiheit dieses Systems zeigen zu konnen, das er immerhin fiir so stark halt, dafs
man aus ihm , den gesamten Bestand an Formeln und Sédtzen der Arithmetik”
ableiten konne (obwohl das System offenbar noch keine volle Aussagenlogik
hat). Die behaupteten Beweise werden jedoch nicht angegeben.*? Ahnlich wie
schon im Fall von Axiom 2. bezieht sich Hilbert anscheinend auf nicht verof-
fentlichte Uberlegungen, die von ihm und Bernays deutlich weiter entwickelt
gewesen sein miifiten als die Veroffentlichungen nahelegen. Einen Teil dieser
Uberlegungen stellt Hilbert in der Vorlesung vom Wintersemester 1921/22 vor
(vgl. Abschnitt 1.6.1.1, S.225ff.).

Ganz am Schlufs von Neubegriindung treten schliefSlich Operatoren auf, die
sozusagen den Existenzquantor ersetzen konnen. So erwdhnt Hilbert einen x-
Operator, der die kleinste Nicht-1-Stelle einer Funktion liefert, bzw. 0, falls die
Argumentfunktion konstant gleich 1 ist (Hilbert spricht nicht von ,Operator”,
sondern von ,Funktionenfunktion®). Er fiihrt fiir diesen , einfachsten” Operator

2Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 173-177.
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dann noch vier Axiome an und erwahnt die 7- und a-Operatoren, ohne jedoch
weiter auf sie einzugehen.*?

Die Uberlegungen Hilberts aus Neubegriindung markieren ein Ubergangssta-
dium. Dieses besteht vor allem in der Beschrankung der Objekttheorie auf kon-
struktive Schlufsweisen, insbesondere unter Vermeidung der vollen Negations-
axiome. Diese Position hat Hilbert kurz danach zugunsten einer Objekttheorie
mit voller klassischer Logik aufgegeben.

1.6 Hilbertsche Beweistheorie

1.6.1 Vorlesung Wintersemester 1921/22

In der offiziellen Vorlesungsausarbeitung vom Wintersemester 1921/22 ist zum
ersten Mal von , Hilbertscher Beweistheorie”, von ,finiter Mathematik” und
transfiniten SchluSweisen” die Rede.*® Diese terminologische Neuerung spie-
gelt wider, dafS die Entwicklung des Hilbertprogramms hier ein neues Stadium
erreicht hat.

Von dem Inhalt der Vorlesung existiert neben der offiziellen Vorlesungsaus-
arbeitung von Paul Bernays noch eine zweite Quelle, nimlich eine regulédre Mit-
schrift des Studenten Hellmuth Kneser (1898-1973, , Kneser-Mitschrift”). Die
Kneser-Mitschrift weicht in einigen Punkten von Bernays’ offizieller Ausarbei-
tung ab, deren Teil zur Widerspruchsfreiheit wohl erst nach Ende des Semes-
ters in einer {iberarbeiteten Form dem ersten Teil angefiigt wurde.*” Im Folgen-
den wird erst der Widerspruchsfreiheitsbeweis aus der eigentlichen Vorlesung
Hilberts anhand der Kneser-Mitschrift behandelt, und dann derjenige aus der
Bernays-Ausarbeitung.

1.6.1.1 Kneser-Mitschrift

Ebenso wie in Neubegriindung®® gibt Hilbert in der Vorlesung vom Winterse-
mester 1921/22 zunéchst einen Widerspruchsfreiheitsbeweis nach dem ,alten”
Muster und geht anschlieflend zu einem viel umfassenderen System tiber. Die-
sen Ubergang motiviert er im Blick auf die aussagenlogischen Axiome dadurch,

BVgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 176-177.

*Vgl. HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 152, bes. Fn. 3.

Vel. SIEG, Hilbert's Programs [1999], 27.

*Vel. SIEG, Hilbert's Programs [1999)], 23.

“Bernays’ Ausarbeitung zur Wintersemester 1921/22-Vorlesung hat drei Paginierungseinhei-
ten. Die erste reicht von Seite 1-100 und folgt wohl im Wesentlichen dem tatséchlichen Verlauf der
Vorlesung. Die zweite trdgt Seitennummern 1a, 2a usw. bis 9a und gibt eine konzeptionelle Ein-
fihrung in ,die neue Hilbertsche Beweistheorie”. Die dritte schliefilich hat die Seitennummern
1-38 und ist wahrscheinlich nach der eigentlichen Vorlesung entstanden. Ein sicherer terminus an-
te quem ist allerdings das kommende Wintersemester, denn die Ausarbeitung enthilt einen Fehler,
der auf einem eingeklebten Blatt korrigiert wird, und den Hilbert im darauffolgenden Winterse-
mester, wenn er diesen Stoff erneut referiert, nicht wieder macht.

®HILBERT, Neubegriindung [1922]; vgl. auch oben Abschnitt 1.5.2, S. 222ff.
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dafs man in der Mathematik eben mehr Schlufiweisen brauchte als nur den Mo-
dus ponens und daf$ man diese Schluffweisen am zweckmafSiigsten in den aus-
sagenlogischen Axiomen ausdriickt.* Die Verwendung von Formelvariablen
verhindert jedoch das frither zentrale syntaktische Resultat, daff keine Formel
mit mehr als zwei —-Zeichen ableitbar ist. Explizit notiert Kneser: , Die vorigen
Schliisse (hochstens 2 —) werden durch die variablen Formeln gestiirzt.”>

Die Terme des umfassenderen Systems sind aus Funktionszeichen, Zahlzei-
chen und Variablen aufgebaut. Die einzigen Funktionszeichen sind zuné&chst
,+17und ,—1". Primformeln sind Gleichungen und Ungleichungen zwischen
Termen sowie Ausdriicke der Form Z(t) fiir Terme t (das Zeichen ,,Z” steht fiir
das Pradikat ,Zahlzeichen-sein”). (Folge-)Formeln sind aus Primformeln und
Formelvariablen mittels des einzigen Junktors ,—" zusammengesetzt. Es gibt
kein allgemeines Zeichen fiir die Negation, sie ist im Kalkiil nur fragmentarisch
durch die Ungleichungen vertreten. Das Axiomensystem ist genau dasjenige
aus Neubegriindung:>!

I. Logische Axiome

1) A—-B-A 2) A—-A—-B)—A—B

3) (A-B—-C)—-B—-A—-C 4) (B—-C)—(A—B)—A—-C
II. Axiome der mathematischen Gleichheit

1.) a=a 2) a=b— Aa— Ab

III. Axiome der mathematischen Ungleichheit

1) a#a— A 2) (a=b—A)— ((a£b— A)— A)
IV. Axiome tiber Z

1) Z(1) 2)  Z(a) = Z(a+1)

3) Z(a)—(a#1— Z(a—1)) 4) Z(a) —a+1+#1

V. Axiome der Rechnung

1.) (a+1)—1=a 2) (a—1)+4+1=a

3) a+(b+1)=(a+b)+1 4) a—(b+1)=(a—b)—1

So weit man dies aus der Mitschrift rekonstruieren kann, besteht ein Beweis aus
Modus-ponens-Schliissen wobei die Pramissen jeweils entweder als Endformel
eines vorherigen Modus ponens aufgetreten oder (Einsetzungsinstanzen von)
Axiome(n) sind.

Eine Voraussetzung fiir den Widerspruchsfreiheitsbeweis ist noch voraus-
zuschicken. Da ,,+1” und ,—1” die einzigen Funktionszeichen sind, lassen sich
geschlossene Terme dadurch auf Normalform bringen, dafs man hintereinan-
derstehende Wechsel von ,+1” und ,,—1” und umgekehrt weglédfit. So wird je-
der geschlossene Term schliefilich entweder zu einem Zahlzeichen oder auf die
Form (1 — 1) — 1... — 1 reduzierbar, die gewissermafien den negativen ganzen
Zahlen entspricht und die daher im Folgenden ,negatives Zahlzeichen” genannt
wird (in Abweichung von Hilberts Diktion, um einen griffigen Terminus zu

* ,Wir brauchen andre Schluweisen als [Modus ponens] [...] Wir wollen aber nur dies und
nehmen die anderen als logische Axiome hinzu”; HILBERT, Wintersemester 21/22 (Kneser) [1922*],
11, 20.

SYHILBERT, Wintersemester 21/22 (Kneser) [1922%], 11, 20.

>1Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 168+175-176.
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haben). Fiir Gleichungen und Ungleichungen zwischen solchen Normalform-
Termen wird in der offensichtlichen Weise ,Richtigkeit” und , Falschheit” defi-
niert. Mit dieser Reduktionstechnik kann dann eine Formel einsetzungsrichtig ge-
nannt werden, wenn (1) nach beliebiger Einsetzung fiir ihre freien Variablen, (2)
nach Reduktion der Terme auf eine Normalform und (3) nach aussagenlogischer
Umformung der Formel in disjunktive Normalform (4) in jedem Summanden
der einzelnen Konjunktionen eine richtige oder negierte falsche geschlossene
Gleichung oder Ungleichung auftritt.

Hilbert behauptet dann die Widerspruchsfreiheit im Sinne dessen, was oben
,arithmetische Widerspruchsfreiheit” genannt worden ist, und zeigt in einem
Hilfssatz, daf3 er dieses Ziel erreicht hat, wenn er die arithmetische Korrektheit
gezeigt hat, also die Nichtableitbarkeit von 1 # 1. Die Argumentationsstruktur
ist wie folgt:

Argqumentationsstruktur WS 1921/22 (Kneser)

(1) Alle Axiome sind einsetzungsrichtig.
(2) Substitutionen machen aus einsetzungsrichtigen Formeln wieder einsetzungsrichtige

Formeln.
(3) Sind die Pramissen eines Modus ponens einsetzungsrichtig, so auch seine Konklusion.
(4) Alle beweisbaren Formeln sind einsetzungsrichtig. (aus (1), (2), (3)
(5) 1 # 1ist nicht einsetzungsrichtig. (aus Def.)
(6) 1 # 1ist nicht beweisbar. (aus (4) und (5))

Hilbert erweitert die Tragweite dieses Beweises anschlieffend Schritt fiir
Schritt. Als erstes fligt er Multiplikationsaxiome a-1 = a,a-(b+1) = a-b+aund
a-(b—1) = a-b—ahinzu und skizziert den Weg, deren Einsetzungsrichtigkeit zu
zeigen. Dafiir ist entscheidend, dafs man Terme mit Multiplikationszeichen von
innen her normalisiert. Dann hat man nur den Fall zu betrachten, das Multipli-
kation mit Zahlzeichen oder negativen Zahlzeichen auftritt, und hat beispiels-
weise fiir Zahlzeichen a und b in a - b fiir jede 1 in b das komplette Zahlzeichen
a zu setzen und dann weiter zu normalisieren. Hat man so die Einsetzungsrich-
tigkeit gezeigt, geht der erweiterte Beweis wie der urspriingliche Beweis.

Dieser Weg, einfach die Einsetzungrichtigkeit neuer Axiome zu zeigen und
so den urspriinglichen Beweis zu erweitern, kann nun bei der Hinzunahme re-
kursiv definierter Funktionen nicht mehr gegangen werden, da hier ,die Be-
griffsbildungen neue Beweismoglichkeiten erdffnen”.>? Hilbert skizziert den
Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir ein derartig erweitertes System anhand der
Einfithrung einer rekursiven Funktion f. Die Normalisierung der Terme verlauft
ganz so wie in den vorherigen Féllen von innen her, bis man zum innersten f
mit schon normiertem Argument gelangt. Fiir dieses hat man die Rekursions-
gleichungen anzuwenden und wieder von innen her zu normieren usw. Daf3
dieses Verfahren zu einem Ende kommt, ist hier gesichert, weil erstens von den

S?HILBERT, Wintersemester 21/22 (Kneser) [1922%], 11, 29.
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Funktionen vorausgesetzt wird, daf sie berechenbar sind, zweitens die zur De-
finition der rekursiven Funktionen verwendeten Funktionale nur Zeichen fiir
zuvor definierte Funktionen erhalten diirfen®® und drittens die definierenden
Terme keine Funktionsvariablen enthalten diirfen, die via Substitution durch
,spater” definierte Funktionen Komplikationen verursachen kénnten.>*

Im nichsten Schritt nimmt Hilbert das Induktionsschema hinzu, nachdem er
erldutert hat, dafs das entsprechende Axiom nicht in einer Sprache ausdriickbar
ist, die keine Allquantoren besitzt. Sein Ansatz scheint nun zu sein, die Ver-
wendungen des Induktionsschemas zu eliminieren. Man sollte an dieser Stelle
jedoch anmerken, dafs die Ausfithrungen in Hilberts Vorlesung sehr skizzenhaft
sind und die Rekonstruktion des Gedankengangs daher nur bedingt Anspruch
auf Zuverldssigkeit ertheben kann. Hilbert nimmt also einen Beweis von 1 # 1
an, in dem das Induktionsschema verwendet wird. In diesem Beweis werden
von der Endformel an aufwirts alle Variablen ersetzt und die so entstehenden
geschlossenen Terme normiert, und zwar solange, bis man zu dem (von unten
gesehen) ersten Induktionsschema kommt:

@(1)
w(a) = pla+1)
Z(t) — ().

Der darin auftretende Term ¢ ist schon von unten her geschlossen und normali-
siert worden, so daf3 man zwei Fille unterscheiden kann:

Ist t ein Zahlzeichen, so kann man den Induktionsschlufs durch Wert-von-t-
minus-1-malige Anwendung des Induktionsschrittes auf ¢(1) ersetzen (und an-
schlieflend mittels Aussagenlogik Z(t) vor das so erhaltene ¢(t) stellen). In die-
sem Fall bliebe der Beweis ein Beweis.

Ist t kein Zahlzeichen — was wohl genau dann der Fall ist, wenn ¢ ein negatives
Zahlzeichen ist — so ist Z(t) eine falsche Primformel und daher ist Z(t) — ¢(t)
einsetzungsrichtig. In diesem Fall scheint Hilbert dafiir zu plddieren, den In-
duktionsschlufs (und den dariiberstehenden Teil des Beweises) schlicht wegzu-
lassen. Strenggenommen hat man dann keinen Beweis mehr. An einer spéteren
Stelle der Vorlesung gibt Hilbert jedoch zu erkennen, dafS er hier anscheinend
zu einem weiteren Beweisbegriff {ibergeht, wenn er sagt:

,,Dabei bleibt der Beweis Beweis. Die an Stelle der Axiome gesetzten Formeln sind richtig.

[...][So erhélt man einen Beweis] aus I-V und richtigen Formeln.”
HILBERT, Wintersemester 21/22 (Kneser) [1922%], I11, 4

Die Spitzen eines Beweises konnen demnach nicht nur Axiome, sondern {tiber-
haupt (einsetzungs)richtige Formeln sein. Strenggenommen stimmt es jedoch
nicht, daf man durch die eben angegebene Elimination des Induktionsschemas

%350 kann man zumindest Hilberts sparsame Formulierung interpretieren, wenn er iiber einen
der definierenden Terme o sagt: ,Sei o ein bekanntes Funktional”; vgl. HILBERT, Wintersemester
21/22 (Kneser) [1922%], 11, 29.

*Vgl. hierzu die Diskussion der Probleme mit dem Ansatz von Ackermann in Kapitel 2,
S.241ff.
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den angenommenen Beweis von 1 # 1 aus den Axiomen plus Induktionssche-
ma in einen Beweis von 1 # 1 allein aus den Axiomen transformiert. Da es
sich bei dem Ergebnis nicht mehr um einen Beweis handelt, kann man den vor-
her erhaltenen Satz tiber die Widerspruchsfreiheit des Systems ohne Induktion
nicht anwenden, denn dieser sagt ja nur, daf3 es keinen Beweis fiir 1 # 1 gibt,
und dabei ist nattirlich ein Beweis im engeren Sinne gemeint. Was hier vielmehr
notig wire und moglicherweise auch intendiert war, ist die Erweiterung des
urspriinglichen Widerspruchsfreiheitsbeweises und nicht die Anwendung seines
Resultats. Die Argumentationsstruktur war ja so, dafd die Einsetzungsrichtigkeit
der Endformel aus der Einsetzungsrichtigkeit der Axiome und der Erhaltung
der Einsetzungrichtigkeit unter Substitutionen und Modus-ponens-Schliissen
gefolgert wird. Dieser Schluf$ bleibt natiirlich auch giiltig fiir den erweiterten
Beweisbegriff, der aufier Axiomen auch beliebige andere richtige Formeln an
den Beweisspitzen zulafst.

Der letzte Erweiterungsschritt in dieser Vorlesung ist dann noch einmal be-
merkenswert, denn es scheint die erste dokumentierte Anwendung der Metho-
de zu sein, die spéter zur e-Substitutionsmethode geworden ist. Hilbert fiihrt
als Ersatz fiir Allquantoren hier die Funktionenfunktionen 7 und « ein. Die in-
tendierte Bedeutung ist, daf 7(f) Null ist, wenn die Funktion f konstant den
Wert 1 hat, und daf? sie Eins ist, wenn es Stellen (i.e. Zahlzeichen) gibt, wo f
ungleich Eins ist. Die Auswahlfunktion o wéhlt in diesem Fall eine solche Stelle
aus. Hilbert charakterisiert 7 und a durch folgende vier Axiome:

fla)=1) 2. (f) 40— Z(alf))
+ 4 (N A0—T(f) =1

Dann skizziert er im Wesentlichen die Beweisidee, die auch spéter fiir die -
Substitution typisch ist.>> Aus einem angenommenen Widerspruchsbeweis eli-
miniert man zunichst alle Variablen ,,von unten her” uniform durch 0 oder eine
einfache konkrete Funktion bzw. im Fall von Substitutionsschliissen ersetzt man
schon in der Pramisse. Dann sucht man die innersten 7 und « auf, die in Termen
vorkommen. In ihren Argumenten stehen dann nur zuvor definierte Funktio-
nen, etwa fy. Die Idee ist, zunédchst zu tiberpriifen, ob man einfach alle Terme
7(fo) und a( fo) durch 0 ersetzen kann. Dies wiirde die Axiome 2.—4. richtig ma-
chen (weil sie falsche Antezedentien haben), und nur Axiom 1. wire genauer
zu betrachten. Hier wire das Antezedens richtig, also kommt es fiir den ,Wahr-
heitswert” auf das Sukzedens Z(t) — fo(t) = 1 an. Dies kann nur falsch sein,
wenn Z(t) richtig und fo(t) = 1 falsch ist, d.h., wenn sich ¢ auf ein Zahlzei-
chen 3 reduziert und fj(3) ausgerechnet ungleich 1 ist. Nur in diesem Fall muf3
man die Ersetzung dndern und ersetzt 7( fp) durch 1 und a( fo) durch 3. So wird
das Axiom 1. richtig, weil das Antezedens falsch ist. Da nun die Antezedentien
der iibrigen Axiome 2.—4. richtig werden, sind fiir die Richtigkeit dieser Axiome
ihre Sukzedentien zu priifen: das Sukzedens von 2. ist richtig, weil das einge-

*Vgl. HILBERT, Wintersemester 21/22 (Kneser) [1922%], TII, 3—4.
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setzte 3 ein Zahlzeichen ist; das von 3., weil 3 gerade so ausgesucht wurde, daf3
f(3) ungleich 1 ist; und das von 4., weil 7( fy) durch 1 ersetzt wird. Der hier ver-
wirklichte Grundgedanke ist, dafs ein Beweis, in dem es auf ein Existenzbeispiel
ankommt, auch ein solches Existenzbeispiel liefert.

Geht man nach diesem Muster nach und nach alle 7 und « in den auftre-
tenden Termen von innen her durch und ersetzt sie, so findet man schlieslich
eine ,Gesamtersetzung” (die hier noch nicht so heifit), nach der man alle 7 und
a so durch Zahlzeichen ersetzen kann, dafs alle Axiome in einsetzungsrichti-
ge Formeln tibergehen. Wieder nach dem erweiterten Beweisbegriff, der neben
Axiomen auch beliebige richtige Formeln als Beweisspitzen zuldfit, erhédlt man
so einen Beweis von 1 # 1 aus den alten Axiomen plus zusitzlichen richtigen
Formeln, was nach dem alten Widerspruchsfreiheitsbeweis unmoglich ist.

1.6.1.2 Bernays” Ausarbeitung
Die Bernayssche Ausarbeitung bietet neben viel ausfiihrlicheren konzeptionel-
len Uberlegungen auch technisch einige Anderungen gegeniiber dem tatséchli-
chen Stoff der Vorlesung, wie ihn die Kneser-Mitschrift {iberliefert.

Das betrachtete formale System hat die folgenden Axiome:

I. Logische Axiome
a) Axiome der Folge

1) A—-B— A 2) (A-A—-B)—A—B

3) (A-B—-(C)—-B—-A—-C 4) (B—-C)—(A—-B)—-A—-C
b) Axiome der Negation

5) A—-A—B 6) (A—-B)—(A—B)—B

II. Arithmetische Axiome
a) Axiome der Gleichheit

7) a=a 8) a=b— Aa— Ab
b) Axiome der Zahl
9) a+1#0 10) d(a+1) =a.

Die einzige Schlufiregel ist der Modus ponens. Substituiert werden diirfen Ter-
me fiir Grundvariablen, Formeln fiir Formelvariablen ohne Argument, und For-
meln mit Termen passenden Typs fiir Formelvariablen mit Argumenten be-
stimmten Typs. Ein Beweis in diesem System ist eine Folge von Formeln mit
der Eigenschaft, dafl jede Formel (1) Axiom ist oder durch Substitutionen aus
einem Axiom hervorgeht, (2) mit einer vorher schon aufgetretenen Formel in
der Folge iibereinstimmt oder durch Substitution aus ihr hervorgeht, oder (3)
Endformel eines Schlusses ist.

Die Abweichungen von dem formalen System aus der Kneser-Mitschrift
sind recht erhellend: Einerseits ist das Axiomensystem allgemein von ,Ballast”
befreit und ,stromlinienformiger” gemacht worden: Die Axiome fiir das Z-
Zeichen (,,Zahl-sein”) sind weggelassen; die natiirlichen Zahlen beginnen bei
der 0 und die Zahlaxiome sind auf das Minimum fiir Nachfolger und Vorgan-
ger beschrankt. Andererseits ist hier endgiiltig mit dem Rest der ,,alten” Doktrin
gebrochen, dafs die Objekttheorie in dem Sinne konstruktiv sein miifste, daf$ in
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ihr bspw. auf die allgemeinen Negationsmechanismen verzichtet wird. Tertium
non datur und Ex falso quodlibet treten hier nicht nur fiir Gleichungen und Un-
gleichungen, sondern ganz allgemein auf.

Fiir den Widerspruchsfreiheitsbeweis wird der Begriff einer , expliziten For-
mel” eingefiihrt als einer Formel, die als Terme nur Zahlzeichen enthilt.>® Die
allgemein logische Widerspruchsfreiheit als Nichtableitbarkeit einer Formel und
ihrer Negation wird ausdriicklich als dquivalent zur arithmetische Korrektheit
im Sinne der Nichtableitbarkeit von 0 # 0 nachgewiesen. Dabei wird expli-
zit vermerkt, was oben diskutiert worden ist, ndmlich dafs diese beiden Wi-
derspruchsfreiheitsbegriffe nur dann dquivalent sind, wenn man das Axiom
5) hat.”” Dies ist wahrscheinlich auch der Grund dafiir, da8 in der Bernays-
Ausarbeitung das volle Ex falso quodlibet (A — A — B) statt der auf Gleichun-
gen beschrankten Version aus der Vorlesung (a # a — A) verwendet wurde.

Der Widerspruchsfreiheitsbeweis folgt dann folgendem argumentativen
Muster:

Argumentationsstruktur WS 1921/22 (Bernays)

(1) Ein beliebiger Beweis b kann in einen Beweis b’ in Baumstruktur transformiert werden.
(2) Ist b ein Beweis einer variablenfreien Formel, so kann b’ in einen Beweis b” ohne freie
Variablen transformiert werden.
(3) Ist b ein Beweis einer expliziten Formel, so kann b” in einen , Beweis
werden, in dem nur explizite Formeln vorkommen.
(4) Die vorgenannten Umformungen von b zu b’ haben folgende Eigenschaften:
(a) Schliisse werden in Schliisse tiberfiihrt.
(b) Substitutionen in Konklusionen von Schliissen werden zu Formelwiederholungen.
(c) Axiome gehen in richtige explizite Formeln tiber.
(d) Numerische Formeln (= Gleichungen oder Ungleichungen zwischen Zahlzeichen)
werden nicht verdandert.
(5) Sind die Pramissen eines Schlusses richtige explizite Formeln, dann ist auch die Konklu-
sion eine richtige explizite Formel.
(6) Istbein Beweis einer expliziten Formel, so ist die Endformel von b richtig.
(aus (4a), (4b), (4c) und (5))

“S8y" transformiert

(7) Eine beweisbare explizite Formel ist richtig. (aus (4d) und (6)))
(8) 0 # 0 ist eine falsche explizite Formel. (aus Def.)
(9) 0 # 0 ist nicht beweisbar. (aus (7) und (8))

Auch hier wird also mit (7) zunichst ein Korrektheitsresultat fiir numerische
Formeln bewiesen (,Eine beweisbare explizite Formel ist richtig.”), aus dem

%Eine explizite Formel” ist also eine solche, bei der man die Werte der Terme nicht ausrechnen
muf3, sondern sie explizit angegeben sind.

S’HILBERT, Wintersemester 21/22 ( Bernays) [1922a*], 19; vgl. erster Teil, Abschnitt 2.5.4.1, S. 84ff.

*Diese Transformation fiihrt u. U. nicht wieder auf einen Beweis, vgl. auch das von Bernays
verfaSte handschriftliche Korrekturblatt bei S. 26 des Anhangs zur Vorlesungsausarbeitung HIL-
BERT, Wintersemester 21/22 (Bernays) [1922a*]. Dennoch handelt es sich um Formelkonfigurationen,
die genau dieselbe Struktur wie der urspriingliche Beweis haben. Um nicht umstandlich von , ei-
nem Beweis strukturisomorphen Formelkonfigurationen” reden zu miissen, wird im Folgenden
daftir immer ,,,Beweis’” (also ,Beweis” in Anfithrungszeichen) verwendet.
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die Widerspruchsfreiheit unmittelbar folgt. Der Zwischenschritt (4c) wird da-
bei durch verschiedene Hilfssdtze tiber die disjunktive Normalform bewiesen,
an der sich die Richtigkeit der Axiome bei beliebiger Substitution und Reduktion
finit ablesen 143t (es ist bei der Normalform nur zu priifen, ob in jedem Kon-
junktionsglied mindestens eine Formel zugleich mit ihrer Negation vorkommt).

Die obige Darstellung hat bewufit offen gelassen, was es genau heifsen soll,
dafs ein Beweis ,transformiert werden kann”. Hier lassen sich zwei Interpreta-
tionen unterscheiden. Nach der ersten und mathematisch naheliegenderen wer-
den Abbildungen auf der Menge aller ,,Beweise” definiert. Dies ermoglicht fol-
gende, etwas prazisere Rekonstruktion des Gedankengangs:

Argumentationsstruktur WS 1921/22 (Bernays) — Alternative mit expliziten Abbildungen

(1) Man kann eine Abbildung " angeben mit folgenden Eigenschaften:
(a) Fiir alle Beweise b hat b’ Baumstruktur.
(b) b’ hat dieselbe Endformel wie b.
(2) Man kann eine Abbildung * angeben mit folgenden Eigenschaften:
(a) * eliminiert aus einem Beweis in Baumstruktur alle Variablen ,,von unten her”.
(b) Ist die Endformel von b variablenfrei, so hat b* dieselbe Endformel wie b.
(3) Man kann eine Abbildung * angeben mit folgenden Eigenschaften:
(a) Hat b Baumstruktur, so ist bt eine dazu isomorphe Anordnung von Formeln.
(b) * reduziert alle Terme, d.h. es ersetzt jeden Term ¢ durch ein Zahlzeichen t+, das
dem , Wert” von t nach Anwendung der Rekursionsgleichungen entspricht.
(c) Ist die Endformel von b" explizit, so hat b* dieselbe Endformel wie b.
(4) Die Abbildungen’, * und * haben folgende Eigenschaften:
(a) Jedem Schlu in b’ entspricht genau ein Schluf3 in ((')*)".
(b) Substitutionsschliisse b’ entsprechen Formelwiederholungen in ((b')*)".
(c) Fiir alle Axiome / Axiominstanzen A ist ((A")*)" eine richtige explizite Formel.
(d) Fiir explizite Formeln A gilt: A = ((4)*)*.
(5) Sind die Préamissen eines Schlusses richtige explizite Formeln, dann ist auch die Konklu-
sion eine richtige explizite Formel.
(6) Fiir alle Beweise b einer expliziten Formel ist die Endformel von ((¥')*)* richtig.
(aus (4a), (4b), (4c) und (5))

(7) Eine beweisbare numerische Formel ist richtig. (aus (4d) und (6)))
(8) 0 # 0 ist eine falsche explizite Formel. (aus Def.)
(9) 0 # 0 nicht beweisbar. (aus (7) und (8))

Diese Interpretation hat jedoch den Nachteil, den Autoren der frithen be-
weistheoretischen Arbeiten nicht ganz gerecht zu werden, die haufig versucht
haben, die Inanspruchnahme der Induktion auf der Metaebene zu vermeiden
oder wenigstens auf ,einfache”, ,,anschauliche” oder ,finite” Félle zu beschrén-
ken. Nach dieser Rekonstruktion mittels Abbildungen wiirden unvermeidlich
unendliche Mengen, wie die aller moglichen Beweise, vorausgesetzt, und sogar
Prinzipien fiir die Definition von Funktionen auf diesen Mengen.

Historisch addquater wire es wohl, wenn man hier nicht mit diesen Men-
gen operierte, sondern versuchte, die Ableitung von Allaussagen zunachst un-
abhingig davon zu machen. Das Argument liefie sich dann etwa wie folgt be-
schreiben: Sei ein konkreter Beweis von 0 # 0 gegeben. Dieser wird dann ge-
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méf} den Vorschriften zunédchst in Baumstruktur umgeformt. Dann werden aus
dem Resultat die Variablen entfernt. Und schliefllich werden alle Terme redu-
ziert. Fiir den so erhaltenen , Beweis” gelten die einzelnen Behauptungen des
Zwischenschrittes (4), ergo muf3 seine Endformel eine richtige explizite Formel
sein, es war aber die falsche explizite Endformel 0 # 0. Damit erh&lt man einen
Widerspruch zur Annahme, daf3 es einen solchen Beweis von 0 # 0 gegeben
hat. Es bleibt allerdings schon die Frage, woher man weif3, daf§ die einzelnen
Behauptungen des Zwischenschrittes (4) fiir den konkreten Fall gelten. Auf das
Induktionsproblem wird im dritten Teil dieser Arbeit noch zuriickzukommen
sein.

1.6.2 Leipziger Vortrag 1922

Die Ausfiihrungen in Hilberts Leipziger Vortrag Die logischen Grundlagen der Ma-
thematik von 1922 kniipfen eng an seine Vorlesung vom Wintersemester 1921/22
an. Zuerst gibt Hilbert wieder ein einfaches Basissystem an, von dem er hier ex-
plizit sagt:
,,Die beweisbaren Formeln, die auf diesem Standpunkt gewonnen werden, haben samtlich
den Charakter des Finiten.” HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 154

Ein Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir dieses System wird nicht wirklich gefiihrt.
Hilbert entschuldigt sich schon einleitend dafiir, denn es sei unméglich, ,diese
ganze Theorie mit ihren langen und schwierigen Entwickelungen hier darzu-
1egen”,59 und er fligt spater noch hinzu, dafl ,die genaue Ausfithrung dieses
soeben nur skizzierten Nachweises mehr Zeit beanspruchen wiirde, als [...] in
diesem Vortrage zur Verfiigung steht”.5

Aber zumindest gibt er eine Ubersicht iiber die einzelnen Schritte an, die
man beim Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir das Basissystem der ersten zehn
Axiome gehen ,mufs”. Man geht aus von der Annahme, dafs ein Beweis mit
der Endformel 0 # 0 vorliegt, und fiihrt diese Annahme in folgenden Schrit-
ten ad absurdum: 1. Umformung in Baumstruktur, 2. Elimination der freien Va-
riablen, 3. Ausrechnen aller Terme zu Zahlzeichen, 4. Transformation der For-
meln auf Normalform.®! Diese Anderungen des Beweises werden jeweils so
durchgefiihrt, dafl am Schluff noch ein Beweis derselben Endformel vorliegt,
die Axiom(instanz)e(n) in richtige explizite Formeln iibergegangen sind und die
Schlufiregeln in richtigkeitserhaltende Ubergénge (manche Substitutionsschliis-
se gehen in Wiederholungen derselben Formel tiber). Daraus folgt, dafd auch die
Endformel richtig sein mufi. Da 0 # 0 nach Definition dieses Begriffs jedoch
falsch ist, ist die Annahme, es gidbe einen Beweis von 0 # 0 schliefSlich ad absur-
dum gefiihrt.

YHILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 151.
SHILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 158.
®1Vgl. HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 157-158.



234 Hilbertsche Beweistheorie

Die Argumentationsstruktur des Basis-Beweises ist mithin folgende:

Argumentationsstruktur Leipzig 1922

(1) Es gibt einen Beweis b von 0 # 0. (Annahme)
(2) bkann in einen Beweis b’ in Baumstruktur transformiert werden.
(3) b’ kann in einen Beweis b” ohne freie Variablen transformiert werden.
(4) b"” kann in einen Beweis b’ transformiert werden, der nur Zahlzeichen als Terme hat.
(5) Die Transformation von b zu b hat folgende Eigenschaften:
(a) Axiom(instanz)e(n) gehen in richtige numerische Formeln iiber.
(b) Schlufiregelanwendungen gehen in richtigkeitserhaltende Ubergang iiber.
(c) Die Endformel 0 # 0 ist unverdndert geblieben.
(6) Die Endformel von b"” mug eine richtige Formel sein.
(7) 0 # 0ist nicht richtig.
(8) Widerspruch.
(9) Es gibt keinen Beweis b von 0 # 0.

Ein deutlicher Unterschied zu der Argumentation von Bernays in der Ausar-
beitung der Wintersemester-1921/22-Vorlesung besteht offenbar darin, dafs Hil-
bert die Transformationen der Beweise und die entsprechenden Sitze nicht all-
gemein formuliert. Er verfolgte weiterhin die Perspektive, daf$ es sich nicht um
Abbildungen auf unendlichen Mengen handelt, sondern um konkrete Transfor-
mationen an einem hypothetisch vorliegenden konkreten Beweis.

Nach dieser Skizze wendet sich Hilbert der Erweiterung dieses Axiomensys-
tems in den Bereich ,transfiniter Schliisse” zu. Die in Neubegriindung nur ange-
deutete Verwendung eines T-Operators fiir die Quantifikation wird nun ausge-
fihrt. 7 ist eine Funktion, die jeder Aussage A ein Objekt 7A zuordnet, das im
Allgemeinen ein Gegenbeispiel fiir die Aussage A ist. Das entsprechende Axiom

1. A(rA) — A(a)

heifit dann auch ,transfinites Axiom”. Es sagt soviel wie: ,Wenn A schon vom
(moglichen) Gegenbeispiel gilt, dann muf es fiir alle Objekte gelten.” (M. a. W.:
es gibt kein Gegenbeispiel).®?

Mit dem 7-Operator lassen sich die Quantoren definieren, in heute tiblicher
Schreibweise durch:

V. A(TA) < (Vz)A(zx) 3. A(TA) < (3z)A(x).

Aus dieser Definition und dem Axiom 11. (und natiirlich der tibrigen Logik)
lassen sich alle gewohnlichen Quantoren-Axiome ableiten. Die Entdeckung, mit
einem einzigen Axiom auskommen zu konnen, weist Hilbert explizit Bernays
zu.

Hilbert beschéftigt sich dann mit einem Spezialfall des transfiniten Axioms
11., dafl ndmlich die Aussage A eine Gleichung der Form f(a) = 0 und a eine

S2HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 156.



Hilberts Widerspruchsfreiheitsbeweise 235

Gegenstandsvariable ist. 7,(f(a) = 0) wird dann kurz 7(f) genannt und das
Axiom 11. wird zu:

12.  f(7(f)) =0— f(a) =0.

Der Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir das System 1.-10.+12. soll von der
Struktur her genauso ablaufen wie der eben gegebene, mit einer Ausnahme.
Nach der Ersetzung aller Variablen bleiben noch Teilterme der Gestalt 7( f) tib-
rig, bei denen fiir f irgendein spezielles Funktionszeichen eingesetzt ist. Hilbert
nimmt der Einfachheit halber an, es gidbe hier nur eine zu berticksichtigende
Funktion ¢. Dann sind also noch Terme der Gestalt 7(¢) zu berticksichtigen und
im Beweis kommen Instanzen von Axiom 12. vor.

Fiir das weitere Funktionieren der obigen Argumentation ist aber entschei-
dend, dafs alle Axiome in richtige numerische Formeln iibergehen. Dazu nun
setzt Hilbert die Technik ein, die sich spater zum Epsilon-Substitutionsverfahren
entwickelt hat. Sie setzt an bei einer , experimentellen” Ersetzung aller Terme
7(¢) durch 0. Nach einem weiteren Reduktionsschritt, dessen Notigkeit Hilbert
allerdings nicht erwédhnt, enthélt der Beweis wie gewiinscht nur noch Zahlzei-
chen als Terme. Die Instanzen von Axiom 12. sind {ibergegangen in Formeln der
Gestalt

") ¢0)=0—¢(3) =0

Man rechnet dann den Funktionswert ((3) der im Ubrigen rekursiv definierten
Funktion ¢ aus, und hat zwei Félle zu unterscheiden: Kommt fiir als Wert 0 her-
aus, so sind die Formeln (*) alle richtig, d. h., wie gewtiinscht gehen alle Axiome
in richtige Formeln iiber. Oder es kommt einmal ein anderer Wert heraus. Dann
wiirden die Formeln (*) falsch. Dann kann man aber einen Schritt zurtickgehen,
und ersetzt 7(p) nicht durch 0, sondern durch ¢(3). Dann werden die Instanzen
von Axiom 12. zu ¢(3) = 0 — ¢(s) = 0 und auch sie werden wie die ande-
ren Axiome zu richtigen numerischen Formeln. Die abschliefSfenden Schritte des
Beweises gehen dann ganz wie im Basisfall.

Die Bedeutung der Funktionenfunktion 7 liegt darin, dafy mit ihrer Hilfe
das Tertium non datur in gewissem Sinne beweisbar wird.%® Hilberts formales
System ist so aufgebaut, dafs das Tertium-non-datur-Problem gewissermafen in
zwei Teilprobleme zerfillt. Erstens braucht man, dafs immer eine Aussage oder
ihr kontradiktorisches Gegenteil gilt. Dies hat Hilbert als aussagenlogisches Axi-
om in seine Theorie gesteckt, ndmlich durch das Axiom (4 — B) — ((4 —
B) — B). Zweitens muf$ die Existenzaussage mit negierter Matrix das kontra-
diktorische Gegenteil der Allaussage mit positiver Matrix sein. Dies folgt aus
der Definition der Quantoren durch den 7-Operator. Fiir ihn gilt schon das Ter-
tium non datur, denn ungleich 0 zu sein, ist das kontradiktorische Gegenteil

%3Das hat Hilbert schon in HILBERT, Neubegriindung [1922], 176-177, angedeutet.
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dazu, gleich 0 zu sein. 7A = 0 ist aber dquivalent mit (Vz)A(x) und 74 # 0 ist
aquivalent zu (3z)A(z). Daher folgt Vo Az v 3z Ax.

Im Leipziger Vortrag ist dann auch noch die Rede vom p-Operator, der das
kleinste Gegenbeispiel auswéhlt und mit dessen Hilfe man das Induktionsaxi-
om mit Formelvariablen beweisen kann. Dann jedoch geht Hilbert zu einem An-
satz iiber, die Analysis als Theorie der Mengen von Mengen von Dualbriichen

zu entwickeln. Dieser Ansatz soll hier nicht weiter geschildert werden.

1.6.3 Vorlesung Wintersemester 1922/23

Auch zu Hilberts Vorlesung im Wintersemester 1922/23 gibt es eine (teilweise)
,offizielle” Ausarbeitung und eine Mitschrift von Hellmuth Kneser. Die offizi-
elle Fassung besteht aus zwei Teilen: Erstens einer von Bernays angefertigten
maschinenschriftlichen Ausarbeitung des ersten Teils der Vorlesung, in der das
Problem der Widerspruchsfreiheit erldutert, die Formalismen motiviert und ein-
gefiihrt werden. Zweitens handschriftlichen Notizen Hilberts, die von Inhalt,
Struktur und Sauberkeit der Darstellung her deutlich mehr den Charakter von
Gedachtnisstiitzen fiir die Vorlesung als von Ausarbeitungen der Gedankengéan-
ge haben. Der tatsachlich vorgetragene Stoff weicht laut der Kneser-Mitschrift
hiervon in vielen Punkten ab. Bei der Auswertung dieser Vorlesung wird daher
nachfolgend nur die Kneser-Mitschrift beriicksichtigt.5*

Die aussagenlogischen Axiome fiir —, die friiher schon verwendet wurden
und in etwa den fiinf Schlufiregeln aus dem 1920/21-Manuskript entsprechen,
werden hier durch Axiome fiir A, V und - ergédnzt. Diese Axiome haben schon
grole Ahnlichkeit zu den Einfiihrungs- und Eliminationsregeln des natiirlichen
Schliefens.®

1. A—B— A 2. (A-A—-B)—A—B

3. (A-B—-C)—(B—A—-C(C) 4. (B—-C)—(A—-B)—A—-C

5. A&B — A 6. A&B — B

7. A— B — A&B 8. A— AV B

9. B— AVB 10. A—-C)—(B—-C)—AVB—-C
1. A—A—-B 122 (A— B)— (A— B)— B.

Zu diesen logischen Axiomen kommen folgende mathematische hinzu:%®

13. a=a 14. a=0b— Aa— Ab

15, a+1#0 16. S(a+1)=a.

Der Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir diesen ,kleinen” Kalkiil verwendet
den Begriff der ,Richtigkeit”. Gleichungen zwischen Zahlzeichen heifSen ,rich-

*Hilbert und Bernays haben die Vorlesung anscheinend gemeinsam gehalten. Daher bietet die
Kneser-Mitschrift interessante historische Details, da sie die von Hilbert und von Bernays jeweils
vorgetragenen Teile durch ,,(H)” und ,,(B)” unterscheidet.

Vgl. HILBERT, Wintersemester 22/23 (Kneser) [1923*], 17.

56Vgl. HILBERT, Wintersemester 22/23 (Kneser) [1923%*], 19.
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tig”, falls die rechts und links vom Gleichheitszeichen stehenden Terme iiberein-
stimmen, sonst ,falsch” (entsprechend umgekehrt fiir Ungleichungen). Diese
Definition wird durch Wahrheitstafel-dhnliche Festlegungen auf aussagenlogi-
sche Verkniipfungen von Gleichungen und Ungleichungen ,hochgezogen”.

Der Widerspruchsfreiheitsbeweis folgt genau den vier Schritten aus Hilberts
Leipziger Vortrag: 1. Umformung in Baumstruktur, 2. Elimination der freien Va-
riablen, 3. Ausrechnen aller Terme zu Zahlzeichen, 4. Transformation der For-
meln auf Normalform.®” Allerdings gibt es einen kleinen, aber charakteristi-
schen Unterschied: In der Vorlesung, die anscheinend Bernays im Dezember
1922 gehalten hat, werden die Umformungen an beliebigen Beweisen von nu-
merischen Formeln behandelt, wihrend Hilbert in seinem Vortrag vom Sep-
tember 1922 wieder an einem hypothetisch vorliegenden konkreten Beweis von
0 # 0 arbeitet. Darin hatte sich schon seine Darstellung in der Vorlesung des
vorangegangenen Winters von der Ausarbeitung Bernays’ unterschieden.®

Die Argumentation folgt dann folgendem Schema:

Arqumentationsstruktur Wintersemester 1922/23

(1) Ein Beweis b einer numerischen Endformel kann in einen Beweis b’ in Baumstruktur
transformiert werden.

(2) b kann in einen Beweis b” ohne freie Variablen transformiert werden.

(3) b” kann in einen ,,Beweis” b derselben numerischen Endformel transformiert werden,
in dem als Terme nur Zahlzeichen auftreten.

(4) Die Transformation von b zu b hat folgende Eigenschaften:
(a) Schliisse gehen in richtigkeitserhaltende Ubergénge tiber.
(b) Substitutionen in Konklusionen von Schliissen werden zu Formelwiederholungen.
(c) Axiome gehen in richtige explizite Formeln tiber.
(d) Die numerische Endformel ist unverdandert geblieben.

(5) Sind die Pramissen eines Schlusses richtige explizite Formeln, dann ist auch die Konklu-
sion eine richtige explizite Formel.

(6) Die Endformel von b ist eine richtige explizite Formel.

(aus (4a), (4b), (4c) und (5))

(7) Eine beweisbare numerische Formel ist richtig. (aus (4d) und (6)))
(8) 0 # 0 ist eine falsche explizite Formel. (aus Def.)
(9) 0 # 0 ist nicht beweisbar. (aus (7) und (8))

Die erste Erweiterung dieses , kleinen Kalkiils” besteht in der Zulassung re-
kursiver Funktionsdefinitionen wie

p0=a
¢(a+1) = b(a, pa)

67Vgl.HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 157-158; HILBERT, Wintersemester 22/23 (Kneser)
[1923%*], 20-22; und oben Abschnitt 1.6.2, S. 233ff.

%Hilbert beschrieb das Verfahren des Widerspruchsfreiheitsbeweises in seinem Leipziger Vor-
trag dahingehend, , dafs wir den als vorliegend angenommenen Beweis sukzessive abandern”;
HILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 156. An der entsprechenden Stelle der Vorlesung heif3t
es hingegen: ,Einen Beweis mit einer numerischen Endformel unterwerfen wir einer Gesamtre-
duktion”; HILBERT, Wintersemester 22/23 (Kneser) [1923*], 20.
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mit einem schon definierten Term b(a, ¢) und der Hinzunahme der Induktions-
regel
200

Aa — A(a + 1)
Aa.

Es wird bemerkt, daf’ sich mit der Rekursion eine Reihe mathematischer Begrif-
fe explizit definieren lassen (z.B. der kleinste von 1 verschiedene Teiler einer
Zahl) und daf die Induktion die bekannten Rechengesetze fiir + und - liefert.*’
Auflerdem laf3it sich neben der Division auch die Subtraktion und speziell die
Vorgéangerfunktion rekursiv definieren, so daff das Axiom 16. wegfallen kann
und ein Spezialfall der Rekursion wird. Die definierenden Gleichungen der re-
kursiven Funktionen werden wie Axiome dem Kalkiil hinzugefiigt und heifien
daher auch , Definitionsaxiome”.”? >, >, < und < werden durch die Subtraktion
definiert und die entsprechenden Definitionsaxiome dem Kalkiil hinzugefiigt.

Der so erhaltene Kalkiil ist wesentlich umfangreicher als der Basiskalkiil:
Man hat Zeichen fiir (axiomatisch, rekursiv) definierte Funktionen, die in Ter-
men vorkommen konnen, also einen erweiterten Termbegriff. Primformeln sind
nun nicht nur Gleichungen, sondern auch die Primformeln, die sich aus den
Grofier- und Kleiner-Beziehungen ergeben.

Daf3 die Reduktionen der Terme ausgefiihrt werden konnen, wird immer oh-
ne Weiteres vorausgesetzt. Die einzige entsprechende Vorsichtsmafinahme ist,
dafs bei den Rekursionsgleichungen der Term im Definiendum ,vorher defi-
niert” sein soll.

Die Erweiterungen des Widerspruchsfreiheitsresultats geschehen jeweils
schlicht dadurch, dafs gezeigt wird, dafs aus den Axiomen nach beliebigen Ein-
setzungen und Reduktion immer richtige Formeln entstehen. Interessant ist dar-
an vielleicht der Fall des Gleichheitsaxioms. Tritt es fiir zwei Terme s und ¢ auf
(s =t — As — At), soist zu danach zu unterscheiden, ob deren Redukte s* und
t* tibereinstimmen. Wenn ja, so ist As* dieselbe Formel wie At* und das Kondi-
tional wird deshalb richtig. Wenn nein, so ist s* = t* falsch und das Konditional
wird ebenfalls richtig.

1.7 Zusammenfassung

Die Kette der semantischen Konsistenzreduktionen, die Hilbert in den Grund-
lagen der Geometrie durchfiihrt, endet bei der hoheren Arithmetik. Wenn ihre
Zuriickfiihrung auf die Logik nicht in Frage kommt, so kann man sie nur auf
einem direkten Weg, sprich durch syntaktische Widerspruchsfreiheitsbeweise
absichern. Im Zentrum von Hilberts erstem Ansatz dazu steht 1904 eine Art Kor-
rektheitssatz, nach dem nur homogene Gleichungen ableitbar sind, wihrend im
Falle eines Widerspruchs eine inhomogene Gleichung ableitbar sein miifite.

%Vgl. HILBERT, Wintersemester 22/23 (Kneser) [1923*], 26-27.
"Vgl. etwa HILBERT, Wintersemester 22/23 (Kneser) [1923*], 28.
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Diese Uberlegungen nimmt Hilbert in der Sommersemester-Vorlesung 1920
wieder auf. An dem Kalkiil sind kleine Modifikationen vorgenommen, wahrend
die Argumentationsstruktur im Wesentlichen tibernommen wird. Der Homo-
genitdtssatz wird allerdings durch das schérfere Resultat ersetzt, dal nur Glei-
chungen zwischen identischen Termen beweisbar sind. Ein entscheidender syn-
taktischer Hilfssatz sagt aus, dafs nur Formeln mit hochstens zwei —-Zeichen
ableitbar sind.

Die beiden letztgenannten Resultate lassen sich schon in etwas anspruchs-
volleren Kalkiilen nicht mehr erhalten. In einer Ubergangsphase probiert Hil-
bert, eine breitere Aussagenlogik durch Regeln abzudecken. Dabei zeigt sich
Hilberts typisches Vorgehen der schrittweisen Erweiterung von Ergebnissen,
die an einem engen Ausgangsformalismus gewonnen werden. In einem Erwei-
terungsschritt begegnet zum ersten Mal die Methode, , probeweise” Ersetzun-
gen von Termen durch Terme mit einem anderen Wert durchzufiihren. In dieser
Ubergangsphase beginnt sich auch die programmatische Trennung von Objekt-
und Metatheorie deutlicher herauszukristallisieren, indem von dem Erfordernis
einer konstruktiven Objekttheorie abgertickt wird.

Hilberts Vorlesung vom Wintersemester 1921/22 présentiert zum ersten Mal
ein ausgereiftes Konzept der Beweistheorie, das sich in Bernays’ offizieller Aus-
arbeitung dann auch an einem stromlinienférmigen Formalismus mit voller
klassischer Logik zeigt.

Insgesamt ist die Entwicklung von 1899 bis 1923 geprégt durch die Einfiih-
rung syntaktischer Methoden, durch die konsequente Trennung einer Objekt-
theorie mit voller klassischer und einer Metatheorie mit finiter Logik, durch die
Entwicklung wichtiger Beweisumformungstechniken, durch die Entdeckung ei-
nes termartigen Ersatzes fiir Quantoren und nicht zuletzt durch die kohédrentere
Anwendung metatheoretischer Induktionsprinzipien.

In einem Manuskript aus 1920/21 verwendet Hilbert zum ersten Mal ei-
ne Termersetzungsmethode fiir Widerspruchsfreiheitsbeweise. Zusammen mit
den Bemiihungen, die Quantoren durch Operatoren wie 7 in den Griff zu be-
kommen, entstand daraus die Substitutionsmethode fiir Epsilon-Terme. Diese
Methode, deren Grundgedanke ist, Existenzbeispiele aus Beweisen zu extrahie-
ren, in denen sie eine Rolle spielen, ist das Kernstiick des im folgenden Kapitel
zu behandelnden Widerspruchsfreiheitsbeweises von Ackermann.
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Kapitel 2
Hilbertschule I: Wilhelm Ackermann

1924 promovierte Wilhelm Ackermann (1896-1962) bei Hilbert mit der Disser-
tation Begriindung des tertium non datur mittels der Hilbertschen Theorie der Wider-
spruchsfreiheit, die 1925 unter demselben Titel in den Mathematischen Annalen er-
schien.! In dieser Arbeit will Ackermann im Sinne des Hilbertprogramms einen
Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die Zahlentheorie fithren.?

Der logisch-mathematischen Grundlagenforschung blieb Ackermann auch
nach seiner Promotion verbunden, beendete seine eigentliche akademische Kar-
riere jedoch bald und arbeitete als Gymnasiallehrer. Als Honorarprofessor hielt
er spiter regelméfig Vorlesungen in Miinster,® konnte jedoch durch seine wis-
senschaftlichen Publikationen bedeutend mehr akademische Wirksamkeit ent-
falten. Bekannt ist Ackermann einerseits durch die Ackermann-Funktion, eine
rekursiv, aber nicht primitiv rekursiv definierbare Funktion,* und andererseits
als Mitherausgeber eines der ersten Lehrbiicher fiir Mathematische Logik im
deutschen Sprachraum, des Hilbert-Ackermann.® In Bezug auf dieses Werk ten-
diert die aktuelle Forschung allerdings dahin, den Anteil von Paul Bernays an
der inhaltlichen Entwicklung recht hoch zu veranschlagen und Ackermanns An-
teil eher als beschriankt auf redaktionelle Tatigkeiten anzusehen.®

2.1 Ackermanns Ziele

Ackermanns Dissertation war der erste grofiere Beitrag zur Beweistheorie, der
nicht von Hilbert selbst stammte. Trotzdem wird man sagen, dafs Ackermanns
Arbeiten ganz aus Hilberts Forschungsprogramm hervorgegangen sind.” Als

! ACKERMANN, Begriindung (Publ.) [1925].

2Zu den folgenden Ausfiihrungen vgl. auch TAPP / LUCK, Transfinite [2004a]; ZACH, Hilbert's
Finitism [2001].

*Zur Person Ackermanns vgl. HERMES, Ackermann [1962]; HERMES, In memoriam [1967]; zu
seinem Verhiltnis zu Hilbert auch REID, Hilbert [1970], 173. — In ACKERMANN, Briefwechsel [1983]
veroffentlichte sein Sohn Richard Ackermann einige Briefe, die zwischen seinem Vater und den
Logikern Bernays, Scholz, Lorenzen und Schmidt gewechselt worden waren.

*Siehe ACKERMANN, Hilbertscher Aufbau [1928]. Erlauterungen zum Zusammenhang mit Hil-
berts Werk: BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], 205-206.

"HILBERT / ACKERMANN, Theoretische Logik [1928].

S0 z. B. EWALD/SIEG, Lectures [2007], 28-29.

"Vgl. ZACH, Hilbert's Finitism [2001], 73.
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Student Hilberts war er mit den Entwicklungen der neuen Beweistheorie bes-
tens vertraut, denn viele dieser Entwicklungen sind gerade im Umkreis von Hil-
berts Vorlesungen der frithen 1920er Jahre entstanden (vgl. Kapitel 1, S. 201ff.).

Ackermanns Arbeit tragt mit Begriindung des tertium non datur einen auf den
ersten Blick merkwiirdigen Titel, dem sich jedoch drei Hinweise fiir die Inter-
pretation entnehmen lassen. Der erste Hinweis ist ganz allgemeiner Natur und
betrifft die Zielsetzung von Hilberts Programm. Es ging um eine Absicherung
der Mathematik gegentiber der Gefahr durch das unkontrollierte Auftreten von
Paradoxien. Das Problem wurde in einem zu freien Umgang mit dem Unendli-
chen gesehen und seine Losung konnte nur in der Beschrankung auf Methoden
liegen, deren Zuverlassigkeit begriindet ist. Dies betrifft zundchst einen engeren
Bereich finiter, konstruktiver bzw. intuitionistischer Schlufsweisen und in einem
zweiten Schritt dann auch die mit Hilfe solch zuverldssiger Methoden als zu-
verldssig nachgewiesenen weitergehenden Bereiche. Das logische Prinzip des
Tertium non datur, das es gestattet, etwa aus verneinten Allsdtzen auf den ent-
sprechenden Existenzsatz zu schlieffen, war ein problematischer Fall, fiir den
sich keine konstruktive Rechtfertigung aufbieten lief3. Eine solche Rechtferti-
gung hétte nach der Angabe oder Konstruktion eines Existenzbeispiels verlangt,
das man bei einem Beweis mittels Tertium non datur ja gerade nicht aufweisen
kann. Die ,Begriindung des Tertium non datur” betrifft insofern die Auswei-
tung des finit-sicheren Bereichs dadurch, dafs man die Zuverléssigkeit eines sog.
Jtransfiniten” Beweismittels im Sinne seiner Widerspruchsfreiheit zeigt. Schon
von daher fiigt sie sich in den konzeptionellen Rahmen des Hilbertprogramms
ein.

Der zweite Hinweis betrifft einen kleinen Unterschied zwischen Ackermanns
und Hilberts Redeweisen. Wiahrend Hilbert eine Publikation aus dem Jahr 1931
,,Beweis des Tertium non datur” nennt, spricht Ackermann vorsichtiger von ,,Be-
griindung des Tertium non datur”.® Hilbert hat sich regelmaig die Freiheit ge-
nommen, von ,Beweis von ...” zu sprechen, wenn es eigentlich um den ,, Beweis
der Widerspruchsfreiheit von ...” geht. Dies kann man an seinem friithen Brief-
wechsel mit Frege ablesen, an seiner hdufigen Bemerkung, er habe die Indukti-
on bewiesen (wo es um die Widerspruchsfreiheit des Induktionsschemas ging),
an seinem Versuch, die Widerspruchsfreiheit des Kontinuumshypothese zu be-
weisen und diesen Beweis als Beweis der Kontinuumshypothese auszugeben,
und so fort. Inwieweit es sich dabei blofs um eine Sprechweise handelte, oder
ob Hilbert vielleicht an eine derartig starke Vollstandigkeitseigenschaft glaubte,
dafs aus dem Nachweis der Widerspruchsfreiheit schon die Beweisbarkeit folgt,
mag an dieser Stelle dahingestellt bleiben.” Jedenfalls hat Ackermann diesen
Unterschied sicher wahrgenommen und seine Aufgabenstellung als ,Begriin-
dung” bezeichnet.

SHILBERT, Tertium non datur [1931a).
9Vgl. hierzu auch im ersten Teil Abschnitt 4.4, S. 142ff.
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Der dritte Hinweis ist hingegen wesentlich spezifischer. Schon in Hilberts
Widerspruchsfreiheitsbeweisen war deutlich geworden, dafd sich das Tertium-
non-datur-Problem mit den Quantoren in zwei Teilprobleme aufspalten laft:
das aussagenlogische Tertium non datur und das eigentliche quantorenlogische
Problem. Das aussagenlogische hatte sich als vollig unproblematisch herausge-
stellt. Hilbert war entsprechend davon abgertickt, eine konstruktive Objekttheo-
rie zu fordern, und fiigte zunédchst in Neubegriindung Negationsaxiome fiir Glei-
chungen und in den Vorlesungen ab 1921/22 dann auch volle Negationsaxio-
me, u. a. eben das aussagenlogische Tertium non datur, der Objekttheorie hinzu.
Das eigentliche Problem war damit auf ein quantorenlogisches reduziert: Nicht
Vzo(x) V -Vzp(xz) war das Problem, sondern ob man aus —Vzp(z) auf 3z—p(z)
schlieflen kann. Entsprechende Axiome machten bei den Widerspruchsfreiheits-
beweisen enorme Schwierigkeiten. Daher suchte Hilbert nach einem termarti-
gen Ersatz fiir Quantoren und entwickelte Operatoren wie 7. Mit ihnen konnte
man die Quantoren definieren und dann aus einem einzigen transfiniten Axiom
mittels eines simplen Tertium non datur fiir Gleichungen und Ungleichungen
das gesuchte ,grofie” Tertium non datur mit All- und Existenzquantoren ab-
leiten. Damit war zumindest die Aufgabenstellung dieser Zeit klar umrissen:
Némlich als nédchsten Schritt die Widerspruchsfreiheit eines Kalkiils zu bewei-
sen, der diese Operatoren und ein zugehdoriges transfinites Axiom enthélt. Diese
Aufgabenstellung wurde dadurch verschérft, dafs diese Operatoren bei Term-
bildungen zugelassen werden miissen und daher mit den definierbaren Funk-
tionen interferieren konnen. Diesen Anforderungen stellte sich Ackermann in
seiner Arbeit und die Begriindung des tertium non datur bezieht sich genau dar-
auf: Beweis der Widerspruchsfreiheit eines Kalkiils mit transfiniten Operatoren,
aus denen sich ein Tertium non datur fiir Quantoren ableiten 1413t.

Die drei Interpretationshinweise zeigen, daf sich Ackermann mit seiner Ar-
beit voll in die von Hilbert begriindete Traditionslinie stellt. Auch ihm ist das
Doppelziel klar vor Augen: Durch Beseitigung der Bedrohung durch Paradoxi-
en die Mathematik zu ,retten”, auch wenn er etwas zuriickhaltender von der
Rettung ,wertvolle[r] Bestandteile der Mathematik” redet.’” Mit Hilbert teilt er
die ambitionierte Zielvorstellung, die Mengenlehre zu diesen Teilen zu rechnen;
ferner die Intuition (die in seinem Aufsatz als blofSe empirische Behauptung auf-
tritt), daf$ die Quantifikation tiber unendliche Gegenstandsbereiche letztlich fiir
die Paradoxien verantwortlich sei: Die Paradoxien traten nur dort auf, wo es
sich um unendliche Gesamtheiten handle. Die sog. , transfiniten” SchlufSweisen
wie die vollstandige Induktion oder das Tertium non datur seien letztlich fiir
die problematischen Widerspriiche verantwortlich, weshalb man sie nicht selbst
wieder auf der Metaebene fiir einen Widerspruchsfreiheitsbeweis verwenden
konne. In der Diskussion zwischen Hilbert und Poincaré iiber die Vermeidbar-
keit der Verwendung der vollstandigen Induktion auf der Metaebene bezieht

'0Es ist auch in dieser Untersuchung nicht endgiiltig klar geworden, welche Teile der Mathema-
tik Ackermann hier genau meint.
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Ackermann eindeutig Position auf Seiten seines Doktorvaters: Die Schwierig-
keit, bei Verwendung der problematischen Prinzipien auf der Metaebene sich
nur im Kreise zu drehen, habe Hilbert gerade durch die Unterscheidung von
Mathematik und Metamathematik behoben. Ein explizites Argument, warum
diese Unterscheidung die Schwierigkeiten beseitigt, bleibt Ackermann wie Hil-
bert zwar schuldig. Dadurch daf$ er direkt im nachsten Satz Hilberts methodi-
schen Formalismus durch den Satz charakterisiert: ,Die Mathematik wird zu ei-
nem Bestand an Formeln”, lenkt Ackermann allerdings den Blick auf eine mog-
liche Losung. Er wird sich sicher an Hilbert anschliefsen und eine endliche An-
zahl von Formeln (oder eine endliche Anzahl von Formelschemata?) als finit
tiberblickbar und ohne Verwendung der vollstandigen Induktion manipulier-
bar ansehen. Die Auffassung der Konsistenzbehauptung als einer Allaussage
(,Alle Beweise dieses Systems haben nicht Falsum als Endformel.” o. &.) 1af3t
dann selbstverstiandlich auch Ackermanns Ansatz gegeniiber den Verdacht auf-
keimen, daf} die Verwendung vollstindiger Induktion auf der Metaebene blof3
versteckt wird und in Wirklichkeit und letzter Strenge zu allgemeinen Aussa-
gen bzw. Allaussagen nur kommen kann, wer ein Prinzip wie die Induktion
verwendet. Ackermann schliefit sich Hilbert auch an, was die Charakterisierung
der Metamathematik selbst angeht: Sie mache , nur Aussagen iiber konkrete, an-
schaulich vorliegende Dinge” und komme daher ,ganz ohne transfinite Schliis-
se aus”. Auch mit Ackermann liefSen sich daher die bei Hilbert schon beriihrten
und bei Gentzen wieder zu beriihrenden Fragen diskutieren, inwiefern sich das
Operieren an einem vorgestellten, beliebigen konkreten Beweis konzeptionell
von der Verwendung von Induktionsprinzipien unterscheiden soll.

Ackermann geht es also um einen Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die Zah-
lentheorie. Aber was genau ist , die Zahlentheorie”? Ein spezielles formales Sys-
tem, wie etwa die Peano-Arithmetik PA? Oder eine Klasse formaler Systeme?
Oder ein Teilgebiet der informellen Mathematik? — Die Analyse des Beweises
und auch seine Rezeptionsgeschichte werden zeigen, dafs es ganz und gar nicht
trivial ist, auf diese einfache Frage eine Antwort zu finden.

2.2 Das formale System

Das erste Problem bei der Rekonstruktion von Ackermanns Beweis tritt schon
dann auf, wenn man angeben will, fiir welches formale System er die Wider-
spruchsfreiheit zu zeigen beabsichtigt. Er betrachtet nicht eigentlich ein forma-
les System im heutigen Sinne. Die Menge der zu dem System gehdorigen Axio-
me und sogar die zugrundegelegte formale Sprache werden nicht genau ab-
gegrenzt. Neben einem Basisbestand von Axiomen werden ndmlich Arten von
Axiomen unterschieden, z. B. Definitionsaxiome fiir primitiv-rekursive Funktio-
nen, und Bedingungen an die dazugehorigen Axiome formuliert, z. B. dafd in der
Definition einer primitiv-rekursiven Funktion nur Zeichen fiir zuvor definierte
primitiv-rekursive Funktionen auftreten diirfen. Welche dieser Definitionsaxio-
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me jedoch in einem formalen System verwendet werden, wird nicht festgelegt.
Man kénnte den Eindruck gewinnen, dafS tiberhaupt keine formalen Systeme
festgelegt werden. Die Zahlentheorie wird vielmehr als inhaltliche mathemati-
sche Disziplin aufgefafit, die zu jedem konkreten Beweisanlafy neu die Axiome
auswihlt, die benotigt werden. Dies wird besonders deutlich, wenn Ackermann
im Zusammenhang mit der Besprechung der rekursiv definierten Funktionen
sagt:

,Wie viele derartige Axiome man gebraucht (es konnen nattirlich in jeder Beweisfigur nur

endlich viele sein) und welche Gestalt diese im Einzelnen haben, ist der Willkiir tiberlas-
sen.” ACKERMANN, Begriindung (Publ.) [1925], 5

Das war in der Hilbertschule durchaus eine verbreitete Sichtweise.!

Wenn man Ackermanns Beweis nach modernen Standards rekonstruiert und
dabei feste und moglichst umfassende Axiomensysteme aufstellt, fiir die der Be-
weis gelten soll, weicht man von dieser Konzeption ab. Dies ist aber sicher ge-
rechtfertigt, solange es um die Frage der Widerspruchsfreiheit geht. Denn dann
ist das Ziel zu zeigen, daf kein moglicher Beweis in der Zahlentheorie zu einem
Widerspruch fithren kann, und deshalb wird man beztiglich der formalen Syste-
me ein Maximalitatsprinzip verfolgen, d. h. soviel Axiome wie moglich inkorpo-
rieren. Das Optimum ware demnach sicherlich, alle moglichen Axiomkandidaten
tatsdchlich als Axiome eines formalen Systems zu nehmen.

Was hier von Axiomen gesagt wird, gilt iiberdies von der formalen Sprache.
Von Ackermann wird kein bestimmtes formales Alphabet angegeben. Die Be-
griffe ,Individuenvariable”, ,, Zeichen fiir individuelle Funktion” usw. sind in
erster Linie zur begrifflichen Unterscheidung von Zeichenarten gedacht.

Gemaf der in dieser Arbeit generell verfolgten Methodik sollen der besseren
Beschreibbarkeit halber schon (zumindest partiell) die heute tiblichen Termi-
nologien und Kategorien zur Rekonstruktion verwendet werden, nicht jedoch
ohne dabei auf problematische Stellen hinzuweisen, bei denen die in der histo-
rischen Vorlage zugrundegelegten Kategorien sich nicht problemlos in unsere
heute tiblichen Begriffsschemata einpassen lassen.

Um die Referenz auf bestimmte Theorien und Sprachen zu erleichtern, wird
(im Unterschied zu Ackermann) folgendes Bezeichnungssystem verwendet.
Sprachen werden durch den Buchstaben £, Theorien durch 7' bezeichnet und
jeweils mit zwei Indizes versehen. Der obere Index dient (den arithmetischen
Formelklassen entsprechend) zur Kennzeichnung der Stufen, der untere unter-

1So wird bspw. in Hilberts Vorlesung vom WS 1917/18 der Kalkiil eingefiihrt unter der Uber-
schrift ,Bezeichnungen”; vgl. HILBERT, Wintersemester 17/18 [1918%], 115. — Die Sichtweise scheint
die folgende zu sein: Es gibt eine grofse Menge von Formeln, die als Axiome zuldssig wiren, d. h.,
die in einem Beweis benutzt werden konnen. Dann moge ein konkreter Beweis vorliegen und
nur die darin verwendeten Axiome zéhlen zur in den beweistheoretischen Erwédgungen betrach-
teten Theorie. Auch wenn das letztlich vielleicht keinen Unterschied zum modernen Standpunkt
ergibt, sollte man sich mit Blick auf die Bemiithungen um einen finiten Standpunkt vielleicht be-
wufst machen, dafs die Rede von der (unendlichen) Menge aller Axiome wahrscheinlich absicht-
lich vermieden wurde.
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scheidet die Theorien in der Reihenfolge ihres Auftretens. T} wird entsprechend
die zweite auftretende (unterer Index: 1) erststufige (oberer Index: 0) Theorie
sein.

Die Sprache £} hat als Zeichenarten logische, erststufige und zweitstufige In-
dividualzeichen wie 0,1, +, -, =, #, —, &, VV, X usw. und kleine griechische Buch-
staben als Zeichen fiir individuelle Funktionen, etwa ¢(-), 4(+, -) usw.; schlielich
drei Arten von Variablen, ndmlich Grundvariablen a, b, ¢ usw., Funktionsvaria-
blen f(:), m(-,-) usw. und Formelvariablen A, B, A(a), B(a), Asf(a) usw. Das
erststufige Fragment dieser Sprache, £, erhilt man durch Weglassen der Funk-
tionsvariablen.

Die Schreibweise der Formelvariablen mit tiefgestellten Objektvariablen wie
in A,f(a) soll andeuten, daf8 A von f und nicht vom Wert von f an der Stelle
a, also nicht von f(a) abhdangen soll. Naheliegend ist daher die Rekonstruktion
mittels A-Notation, nach der man A, f(a) als A(\a.f(a)) liest.

Die Definition der Terme (in Ackermanns Diktion , Funktionale”) ist relativ
unprézise, da nur von ,Kombinationen” der Grundzeichen gesprochen wird,
ohne zu spezifizieren, welche dieser Kombinationen tiberhaupt zuldssig sind
bzw. nach welchen Regeln die Kombinationen gebildet werden sollen.!? Ge-
meint ist wohl Folgendes: Grundvariablen und die beiden Individuenkonstan-

ten 0 und 1 sind Terme; und sind ¢4, . .., t, Terme, so sind auch f(¢i,...,t,) und
©o(t1,...,t,) Terme fir Funktionsvariablen f und Funktionskonstanten ¢ belie-
biger Stelligkeit n.'3

Elementarformeln sind die Formelvariablen und die (Un-)Gleichungen zwi-
schen Termen. Formeln sind die aussagenlogischen Verkniipfungen von Elemen-
tarformeln durch —, &, V und .

Quantoren im eigentlichen Sinne kommen in der formalen Sprache nicht vor.
Thre Funktion wird spéter von den e-Termen iibernommen, die in £} bzw. £
noch nicht vorkommen.

Die Axiome sind zunéchst die folgenden 16:

(1) A—B— A 2) (A-A—-B)—A—B

3. (A-B—-C)—-B—-A—-C 4.) B—-C)—»(A—-B)—A—=C
5. A&B — A 6.) A&B — B

7y  A— B — A%B 8) A—AVB

©.) B— AVB 10) A—-0C)—»(B—-C)—AVB—-C
(11) A—-A—B (12) (A—-B)—-(A—B)—B

13) a=a (14) a=b— A(a) — A(b)

(15) a+1#£0 (16) a#0—a=d(a)+1,

sowie zwei Definitionsaxiome fiir die Vorgangerfunktion ¢:

2Nimmt man die Definition wortlich, so wéren beispielsweise ,,+ + f(3)” und ,00” Funktio-
nale! Vgl. ACKERMANN, Begriindung (Publ.) [1925], 2.

B Man beachte, dal Ackermann hier moglicherweise bewufit nicht die induktive Formulierung
der Termdefinition gewéhlt hat, um auch hier die Frage der Induktion auf der metamathemati-
schen Ebene zu umgehen. Die folgende Definition der Formeln hat jedoch das induktive Geprége
,sind ...Formeln, so auch ...”.
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¢1)  5(0)=0 62) da+1)=a.

Die ersten 15 dieser Axiome stimmen wortlich mit denen aus Hilberts Leipziger
Vortrag iiberein.!* Hilbert hat dann jedoch (62) als 16. Axiom und keinen Ersatz
fiir Ackermanns Axiome 16. und (61). Bei Ackermann dagegen ist ¢ eine totale
Funktion.

Die rekursiv definierten Funktionen mit erststufigen Parametern sind in eine
Aufzdhlung zu bringen (,,Definitionsreihenfolge”, die hier durch einen Index ¢
auch notiert wird), die fiir den Widerspruchsfreiheitsbeweis entscheidend ist, so
daf3 bei den definierenden Axiomen

(¥'1)  ¢'(0)=a (¥2)  ¢'(a+1)=0b(a,¢'(a))

in den Funktionalen a und b nur Zeichen fiir zuvor definierte Funktionen auf-
treten, sprich: solche mit niedrigerem Index ¢’ < i.

Schliefslich gibt es noch ein Axiomschema fiir Funktionen, die durch Einset-
zen in vorher definierte Funktionen gebildet werden:

(Eins)  p(a) = x(a) +¢(a).

Den Axiomen werden zwei Schlufiregeln beigegeben:

[Subst] typspezifische Substitution [MP] A — B
%/

woran vor allem bemerkenswert ist, daf hier einer der seltenen Fille vorliegt,
wo die Substitution als eigenstandige Schlufiregel explizit gemacht wird. Bei
einer Substitution fiir eine bestimmte Variable sind jeweils alle ihre Vorkommen
zu ersetzen.

Die so definierte £J-Theorie (bzw. die Maximalversion mit Zeichen und
Axiomen fiir alle durch erststufige Rekursion definierbare Funktionen) heifse
TY. Sie kann in zwei Richtungen erweitert werden:

Erstens erhdlt man durch Hinzunahme der Funktionsvariablen zum Alphabet
die zweitstufige Sprache £{. Die dadurch erweiterten Axiomschemata der Theo-
rie 79 bilden zusammen mit den erweiterten Rekursionsschemata

@'1) (0, f(b) = ap(f(b)) (¥'2)  @ila+1, f(b) =bu(a, f(b), pi(a, f(c)))

fiir erststufige Terme a und b die zweitstufige (quantorenfreie) £}-Theorie T .
Zuweitens kann man £ durch Quantoren erweitern. Dazu werden erststufigen

e-Terme €,A(a) und 7-Terme 7,A(a) fiir jede Aussagevariable A, Grundvaria-

ble a und Funktionsvariable f zu den Individuenzeichen hinzugefiigt. Die so

YHILBERT, Die logischen Grundlagen [1923]; vgl. auch Abschnitt 1.6.2, S. 233ff.
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entstehende Sprache heifie £9.1° Die Theorie T} ergibt sich aus der Theorie 7
durch Zugrundlegung der erweiterten Sprache £ fiir die Axiome von 7 und
zusétzlich die folgenden Axiome, die im Beweis spiter , kritische Formeln” hei-
Ben und deshalb hier mit , K” bezeichnet sind:

(K1) A(a) — A(eqA(a)) (K3)  A(e,A(a)) — maA(a) =1
(K2) A(eqA(a)) — maA(a) =0 (K4) e,A(a) #0 — A(d(eaA(a))).

Schlieflich haben beide Erweiterungen der £)-Theorie T{ eine gemeinsame
Erweiterung in der £i-Theorie T\!. £} besteht aus £J, den in £} hinzugefiig-
ten Funktionsvariablen, sowie den in £} hinzugefiigten erststufigen e- und -
Termen und enthélt zusitzlich Ausdriicke 7¢A(f) als Individuenzeichen und
erA(f) als Zeichen fiir eine ,,individuelle Funktion” (= Funktionskonstante).

Die Theorie 7} erhdlt man schliefSlich aus den (fiir £} gesetzten) Axiomen
von 79, den Rekursionsaxiomen (¢1) und (¢°2) von T}, den kritischen Axiomen
(K1)—(K4) von TY und entsprechenden Axiomen fiir die zweitstufigen e- und 7-
Terme:

(K5)  Aaf(a) = Aa((erAnf(b))(a))
(K6)  A((erApf(b))(a)) — ms(Aaf(a)) =
(K7)  Aa((erAnf(b))(a)) — 75 (Aa (a))

Hier ist zu bertiicksichtigen, daff die Axiome (K5)-(K7) selbstverstandlich
nicht auf einstellige Funktionsvariablen beschrankt sind, sondern fiir beliebi-
ge Stelligkeiten verwendet werden. Fiir zweistellige Funktionen hétten sie etwa
die Form:

(K5)  Aap(m(a, b)) — Aas((emAcam(c,d))(a,b))
(K6 Aab((emAcam(c,d))(a,b)) = mmAas(m(a, b))
K7  Aw((emAcam(c,d))(a,b)) = mmAas(m(a, b))

0
1

2.3 Analyse des Beweises

2.3.1 Vorbemerkungen

Ackermanns Arbeit bereitet Logikern, Mathematikhistorikern und Philosophen
bis heute Kopfzerbrechen. Das darin vorgefiihrte Verfahren ist dufSerst schwie-
rig zu iiberblicken. Eine befriedigende Rekonstruktion des gesamten Beweises
ist bisher nicht vorgelegt worden, ja, es scheint sogar unklar zu sein, was Acker-
mann in dieser Arbeit genau beweisen wollte und was ihm davon auch gelun-
gen ist.

15Eigentlich ist es nicht ganz korrekt, die neuen Zeichen als Grundzeichen zu bezeichnen, da die
in diesen Ausdriicken auftretenden Zeichen auch wirklich in einem enthaltenden Term auftreten
(z.B. tritt in einem Term t(ca.A(a)) die Aussagevariable A auf). Dies wire bei einer ganz exakten
formalen Rekonstruktion im Rahmen der Definition der freien Variablen zu beachten.
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Der Mainstream der Kommentatoren behauptet, Ackermann beweise die
Konsistenz der Zahlentheorie ohne Induktion, sprich also: die Konsistenz eines
relativ schwachen Fragments der formalen Zahlentheorie.!® Den unvoreinge-
nommenen Leser, der sich mit Ackermanns Veroffentlichung beschiftigt, muf3
diese Darstellung zunichst verwundern, nimmt Ackermann doch eine Reihe
von ,transfiniten Axiomen” in seinen Kalkiil auf und zeigt im letzten Abschnitt
seiner Arbeit sogar explizit, wie sich das Induktionsaxiom (mit Formelvariablen,
die zur Sprache der Theorie gehoren) aus den tibrigen Axiomen ableiten laf3t.
Nach Ackermanns eigener Darstellung hat er also die Widerspruchsfreiheit ei-
nes Axiomensystems zeigen wollen, aus dem das Induktionsaxiom ableitbar ist,
das also die vollstindige Induktion ,enthdlt”. Wessen Widerspruchsfreiheit hat
Ackermann in dieser Arbeit nun bewiesen? — Ein Schliissel fiir dieses Problem
ist die Bemerkung von Paul Bernays im Vorwort zum 2. Band der Grundlagen der
Mathematik (,Hilbert-Bernays”), man habe sich anfanglich (bis 1930) ,iiber die
Tragweite” u. a. des Ackermannschen Beweises getduscht, d. h., ihn fiir weitrei-
chender gehalten, als er tatsichlich ist.!” Es gibt eine Diskrepanz zwischen dem,
was Ackermann eigentlich in seiner Arbeit zeigen wollte (die Widerspruchsfrei-
heit der Zahlentheorie), und dem, was nach Einschdtzung der Rezipienten ihm
tatsdchlich zu zeigen gelungen ist. Wo genau der Fehler in Ackermanns Beweis
liegt, scheint jedoch bis heute nicht letztlich klar zu sein. Auch in der vorliegen-
den Arbeit kann diese Frage nicht abschlieffend beantwortet, sondern nur der
Beantwortung ein Stiick ndher gebracht werden.

Bei der Prédsentation seines Widerspruchsfreiheitsbeweises geht Ackermann
in mehreren Schritten vor. Dies entspricht der von Hilbert fiir die Mathematik
im Allgemeinen und fiir die Beweistheorie als ganzer im Besonderen empfohle-
nen Vorgehensweise.!® Dabei werden schrittweise jeweils neue Axiome hinzu-
genommen bzw. es erfolgen sprachliche Erweiterungen, und anschliefSend wird
der Beweis der Widerspruchsfreiheit angegangen, wobei einzelne Beweisschrit-
te durch den Hinweis ,,genauso wie im vorigen Fall” erledigt werden. (Ob dies
immer zu Recht geschieht, muf$ in der Detailanalyse gepriift werden.)

Besonders hinzuweisen ist noch darauf, daff die Substitutionsschlufiregel
[Subst] nattirlich entsprechend erweitert wird, so dafs auch Funktionsausdriicke
in rekursiv definierte Funktionen eingesetzt werden kénnen.!?

1650 etwa GENTZEN, Widerspruchsfreiheit [1936a], 9; HERMES, Ackermann [1962]; auch die
Hilbert-Biographie REID, Hilbert [1970], 189.

7Vgl. HILBERT / BERNAYS, Grundlagen II [1939], V1.

8V¢l. die Schilderung der axiomatischen Methode als eines schrittweisen Tieferlegens der Fun-
damente einer Wissenschaft in HILBERT, Axiomatisches Denken [1918], 407, sowie Hilberts Vor-
gehen, Widerspruchsfreiheitsbeweise bei einfachen Systemen anzusetzen und auf umfassendere
Systeme auszuweiten (Kapitel 1, S. 201ff.).

Y Ackermann erwihnt dazu, daf in den Rekursionsaxiomen (©'1) und (¢°2) auch in der e-
Sprache £9 nur £3-Funktionale a und b zugelassen sind. Die aus e-Terme enthaltenden Funktio-
nalen rekursiv definierbaren Funktionen lassen sich auch so erhalten, dafd zunichst die Rekur-
sionsgleichung mit einer Funktionsvariable angesetzt wird und fiir diese anschlieffend gemafs
[Subst] der gewiinschte e-Term eingesetzt wird.
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Die beteiligten Theorien und Sprachen lassen sich wie folgt anordnen:

Ubersicht der Theorien und Sprachen

,quantorenfrei” ,quantifiziert”
(ohne €’s) (mit e’s)

,zweitstufig”
(mit Funktionsvariablen)

,erststufig”
(ohne Funktionsvariablen)

Dabei markieren die gestrichelten Pfeile den Argumentationszweig iiber T}, der
z.B. im Rekonstruktionsversuch von ZACH, Hilbert’s Finitism [2001] beschritten
wird und allgemein als derjenige Teil des Beweisapparates angesehen wird, der
sich retten laft. Die durchgezogenen Pfeile markieren dagegen das stufenweise
Vorgehen in Ackermanns Arbeit.

Ackermann fiihrt zundchst den Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die kleinere
Theorie 7). Dabei referiert er im Wesentlichen die Gedanken und Techniken Hil-
berts aus der Vorlesung vom Wintersemester 1921 /22, wie sie auch im Leipziger
Vortrag kurz erwdhnt werden (vgl. auch Kapitel 1, S.201ff.). Anschliefsend er-
weitert Ackermann diesen Kalkiil um Quantoren in Gestalt beliebiger ¢-Terme,
bei denen das eigentlich Neue an Ackermanns Beweis in Form der , Folgen von
Gesamtersetzungen” sichtbar wird.

2.3.2  Der Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir T3

Fiir Ackermanns Beweis ist der Begriff der richtigen numerischen Formel zentral.
Numerische Formeln sind solche, bei denen als Terme nur Zahlzeichen zugelas-
sen sind, d.h. solche, deren Elementarformeln nur Gleichungen und Unglei-
chungen zwischen Zahlzeichen sind. Fiir solche Formeln wird ein Richtigkeitsbe-
griff definiert: Gleichungen bzw. Ungleichungen zwischen Zahlzeichen heifsen
,richtig”, falls links und rechts vom Gleichheits- bzw. Ungleichheitszeichen die-
selben Zahlzeichen bzw. verschiedene Zahlzeichen stehen, anderenfalls heifSen
sie ,falsch”; zusammengesetzte Formeln erhalten ihren Richtigkeitswert ent-
sprechend den Wahrheitswerttafeln fiir logische Junktoren. Die Richtigkeit ei-
ner numerischen Formel kann damit rein syntaktisch entschieden werden. Wie
schon bei der Diskussion von Hilberts Ansatz ist festzuhalten, dafs es fiir den
Finitismus entscheidend ist, dafs der Begriff der , Richtigkeit” zwar einen vollen
semantischen Wahrheitsbegriff vertritt,”" durch seine Beschrankung auf numeri-

Fs jst wichtig zu sehen, dafs hier ein ganz anderer ,Richtigkeits”-Begriff im Spiel ist, als es
1917/18 in Hilberts Umfeld tiblich war. Sowohl Hilberts Vorlesung im Wintersemester 1917/18,
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sche Formeln allerdings syntaktisch definiert werden kann. Es ist sicher finit zu-
lassig, die Zahlzeichen rechts und links von einem Gleichheits- oder Ungleich-
heitszeichen zu vergleichen.

Der eigentliche Widerspruchsfreiheitsbeweis verlauft wie folgt: Sei ein T}-
Beweis einer numerischen Formel gegeben. Dieser Beweis (in Baumform ge-
bracht) wird dann in mehreren Schritten so umgeformt, daf3 er?! schliellich nur
noch aus numerischen Formeln besteht. Diese Umformung erfolgt so, daf3 al-
le Axiome, die an den Spitzen des Beweisbaumes standen, in richtige nume-
rische Formeln iibergehen und alle SchluBSregelanwendungen zu Ubergingen
von richtigen numerischen Formeln zu richtigen numerischen Formeln werden.
Daraus wird dann geschlossen, dafs die Endformel des Beweises ebenfalls eine
richtige numerische Formel sein muf3, und insbesondere nicht die falsche nume-
rische Formel 0 = 1 gewesen sein kann.

Schematisch folgt der Beweis also genau den ersten drei Schritten von Hil-
berts Vierschritt aus dem Leipziger Vortrag und der Wintersemester-1922/23-
Vorlesung: 1. Umformung in Baumstruktur, 2. Elimination der freien Variablen,
3. Ausrechnen aller Terme zu Zahlzeichen. Auf die Transformation der Beweis-
formeln in Normalform wird allerdings verzichtet, d. h., die Definition des Rich-
tigkeitsbegriffs fiir numerische Formeln wird schon in sich als finit unproble-
matisch angesehen. Eine genauere Rekonstruktion der Argumentationsstruktur
zeigt, wie es bei diesen Transformationen essentiell auf bestimmte Eigenschaften
der Beweisumformung ankommt:

Argumentationsstruktur Ackermann Tg

(1) Ein Beweis b einer numerischen Formel kann in einen Beweis b’ in Baumstruktur trans-
formiert werden.

(2) b kann in einen , Beweis” b” ohne freie Variablen transformiert werden.

(3) b” kann in einen , Beweis” b’ transformiert werden, der nur aus numerischen Formeln
besteht.

(4) Die vorgenannten Umformungen von b zu b’ haben folgende Eigenschaften:
(a) Schlisse werden in Schliisse tiberfiihrt.
(b) Substitutionen in Konklusionen von Schliissen werden zu Formelwiederholungen.
(c) Axiome gehen in richtige numerische Formeln tiber.

als auch Bernays’ Gottinger Habilitationsschrift vom Friithjahr 1918 verwenden ,Richtigkeit” na-
hezu synonym mit , Beweisbarkeit”, also genau nicht fiir die semantische Seite (wie Ackermann),
sondern fiir die syntaktische.

IStrenggenommen ist das Produkt dieser Umformung kein Beweis mehr, sondern hochstens
ein beweisdhnliches Gebilde, das strukturell isomorph zum urspriinglichen Beweis ist; vgl. auch
den urspriinglichen Fehler in HILBERT, Wintersemester 21/22 (Bernays) [1922a*]. Beispielsweise
sind nach der ,,Herausschaffung” der Variablen, also ihrer Ersetzung durch Zahlzeichen, die Spit-
zen eines Beweisbaumes nicht mehr unbedingt Axiome. Stand z.B. das Axiom (13.) @ = a an
einer Spitze des Beweisbaumes, so steht dort nach der Umformung 3 = ; fiir ein Zahlzeichen 3
und diese Gleichung ist kein Axiom. AuSerdem hat Ackermann keine Strukturschliisse und das
kann dazu fiihren, daf$ eine Instanz des Substitutionsschemas, z.B. =2, nach der Transforma-
tion trivialisiert ist (im Beispiel zu =), solche trivialen Schliisse aber strenggenommen nicht in
Ackermanns Formalismus vorkommen. Bei den transformierten Baumen handelt es sich i. A. also
nicht um Beweise im Sinne des Kalkiils.
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(d) Numerische Formeln werden nicht verandert.
(5) Sind die Pramissen eines Schlusses richtige numerische Formeln, dann ist auch die Kon-
klusion eine richtige numerische Formel.
(6) Fiir alle Beweise b ist die Endformel von b eine richtige numerische Formel.
(aus (4a), (4b), (4c) und (5))

(7) Eine beweisbare numerische Formel ist richtig. (aus (4d) und (6)))
(8) 0 = 0 ist eine falsche numerische Formel. (aus Def.)
(9) 0 # 0 ist nicht beweisbar. (aus (7) und (8))

In Ackermanns Beweis wird genau wie in Hilberts Beweisen aus einer Aus-
sage iiber die Spitzen des Beweisbaumes und tiber die Ubergénge zwischen den
Baumstufen eine Aussage iiber dessen Wurzel gefolgert. Dieser Schlufs bedarf
einer Rechtfertigung, denn er wiirde beispielsweise fiir unendlich hohe Baume
nicht ohne Weiteres zuldssig sein. Ackermann ist mit Hilbert der Ansicht, in sei-
nem Beweis werde, wie in Hilberts Beweistheorie tiberhaupt, die vollstindige
Induktion auf der Metaebene nicht verwendet. Will man dabei bleiben, so muf3
man wohl die in der Hilbertschule verbreitete und in Weyls Schriften kritisch
beleuchtete Methode des Operierens an einem vorgestellten konkret-einzelnen Beweis
ins Feld fiithren. Um bei einer beliebigen endlichen Baumfigur an die Wurzel zu
gelangen, benotigt man nur endlich viele Schritte. Um also im vorliegenden Fall
darauf zu schlieen, daB8 die Endformel von b” richtig ist, mu8 man eben von
den Spitzen des Baumes und deren Richtigkeit ausgehen und dann alle Schliis-
se einzeln durchgehen, bis man zur Wurzel gelangt und auf deren Richtigkeit
aufgrund der Richtigkeit der dariiber stehenden Formeln schliefSen kann. Die
Methode des Operierens an einem vorgestellten konkret-einzelnen Beweis soll
hier nicht intensiver diskutiert werden.

Wichtig ist aber die Beobachtung, daf} diese Frage fiir Ackermann schon an
dieser Stelle relevant ist. Hat man einen , konkreten” Beweis von 0 = 1 ,hy-
pothetisch vorgegeben”, so wird mit diesem so weitergearbeitet: Mit 0 = 1 hat
der Beweis eine falsche numerische Endformel. Weil die Schlufsregelanwendun-
gen richtigkeitserhaltend sind, muf$ eine der Pramissen des letzten Schlusses
eine falsche numerische Formel gewesen sein. Eine von deren Pramissen muf3
dann ebenfalls falsch gewesen sein. Und so weiter gelangt man nach einer end-
lichen Zahl von Schritten (die genau die maximale Lange eines Pfades durch
den urspriinglichen Beweisbaum ist), bei denen man jedes Mal nur die Richtig-
keit von ein oder zwei (endlichen) numerischen Formeln tiberpriifen muf3, zu
einer Spitze des Baumes, an der eine falsche numerische Formel stehen mufs.
Das kann jedoch nicht sein, weil im urspriinglichen Beweis dort Axiome gestan-
den haben, die in richtige numerische Formeln iibergegangen sind. Damit war
die Annahme eines 7-Beweises mit 0 = 1 als Endformel falsch.??

274 einer ausfithrlicheren Diskussion der Frage, inwiefern in Hilberts und Ackermanns Ar-
beiten ,transfinite Schluffiweisen” auf der Metaebene vermieden werden sollen oder kénnen, vgl.
auch TAPP / LUCK, Transfinite [2004a).
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Die eigentlich interessanten Umformungen des baumformigen Beweises b’
in 0" laufen wie folgt. Zunichst werden alle freien Variablen ,von unten her”
durch geeignete Konstanten ersetzt. D.h. in den Oberformeln eines Schlusses
werden die freien Variablen genauso ersetzt wie in der Unterformel und wenn
dadurch fiir eine bestimmte freie Variable nichts Anderes festgelegt ist, wird
sie durch 0 ersetzt. Danach hat die beweisdhnliche Figur nur noch Gleichungen
(und Ungleichungen)23 zwischen geschlossenen Termen als Elementarformeln.
Die geschlossenen Terme sind Verkettungen von Funktionszeichen?® und Zahl-
zeichen. Um daraus auf Zahlzeichen zu kommen, mufi man sie entsprechend
den Rekursionsgleichungen ausrechnen (,,reduzieren”). Durch die so erhaltenen
Zahlzeichen ersetzt man die urspriinglichen Terme und erhélt eine Figur aus nu-
merischen Gleichungen, d. h. eine Figur, in der nur noch Gleichungen zwischen
Zahlzeichen als Elementarformeln auftreten.

Die Umformung benétigt also das Lemma, dafl sich geschlossene L{-
Funktionale stets auf Zahlzeichen reduzieren lassen.””> Wie Hilbert prasentiert
Ackermann keinen prazisen Beweis dieses Lemmas, aber wenigstens eine plau-
sible Uberlegung. Da diese Uberlegung bei der spiteren Erweiterung des Kal-
kiils durch e-Operatoren und Funktionsvariablen wichtig wird, sei sie kurz dar-
gestellt: Hat man ein Funktional (Term) t auszurechnen, das keine freien Varia-
blen enthilt, aber Zeichen fiir individuelle Funktionen, so sucht man eines seiner
innersten Teilfunktionale auf, das kein blof3es Zahlzeichen ist. Es besteht aus ei-
nem Funktionszeichen ¢; und hat Zahlzeichen als Argumente. Dieses Teilfunk-
tional rechnet man gemafs der Rekursionsgleichungen fiir ¢; aus. Dabei kann
sich der Teilterm natiirlich verlingern. Insbesondere kdnnen beliebig viele an-
dere Funktionszeichen auftreten.?® Genau damit an dieser Stelle keine unend-
lichen Schleifen auftreten (beispielsweise wenn in der Definition der Funktion
¢ die Funktion ¢ aufgerufen und in deren Definition wieder ¢ benutzt wiir-
de), ist bei den Definitionsklauseln fiir rekursive Funktionen die Verwendung
von Funktionszeichen im Definiens auf Funktionszeichen beschriankt worden,

23’Strenggenommen muf$ man in den folgenden Uberlegungen immer von Gleichungen und
Ungleichungen reden. Da beide Fille jedoch hier genau symmetrisch sind, wird im Folgenden
kurzerhand nur von Gleichungen gesprochen.

*Der Ausdruck ,Funktionszeichen” klingt doppeldeutig: Es konnte damit ein Uberbegriff fiir
Namen fiir individuelle Funktionen und die Funktionsvariablen gemeint sein, oder nur die Na-
men fiir individuelle Funktionen. Der Ausdruck ,,Funktionszeichen” wird in dieser Arbeit durch-
gangig in der letztgenannten Weise gebraucht, d. h. synonym mit den umsténdlichen Ausdriicken
,JIndividuenkonstante fiir Funktionen”, ,,Namen fiir individuelle Funktionen” o. 4., und damit
ganz analog zum Ausdruck ,, Zahlzeichen”.

% Stillschweigend wird hier immer ,reduzieren” nicht blofs als , ersetzen” verstanden, sondern
als ,,s0 ersetzen, dafs Rekursionsaxiome richtig werden”.

26Beispielsweise tritt in ,,2 - 3” nur ein Funktionszeichen auf. Rechnet man diesen Term geméaf
der Rekursionsgleichungen fiir - aus, so erhdlt man ,2 + 2 + 2”, also einen Term, in dem (trotz der
ersten Schritte des Ausrechnens) nun mehr Funktionszeichen auftreten. — Die Anzahl der Funkti-
onszeichen, die durch einen Rekursionsschritt entstehen, ist bei £3 allerdings noch ausschlieSlich
durch die Definitionsklauseln der Funktionen bestimmt. Bei hoheren Theorien werden spéter Fal-
le auftreten, wo diese Anzahl auch durch die Argumente der Funktion mitbestimmt sein kann.
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,die weiter links in der Definitionsreihenfolge stehen”, also einen niedrigeren
Index tragen. Nach Ausfithrung der Rekursionen wird man in dem Teilfunk-
tional nur noch Funktionszeichen mit niedrigerem Index stehen haben. Dann
geht man daran, diese auszurechnen, usw. SchliefSlich liefert dieser Prozef3 ein
Zahlzeichen als Wert des innersten Teilfunktionals. Dieses wird fiir das inners-
te Teilfunktional eingesetzt und im so entstandenen Funktional t' wird wieder
eines der innersten nichttrivialen Teilfunktionale aufgesucht und ausgerechnet
usw. Auf diese Weise rechnet man nach und nach , von innen her” den Wert von
t aus und erhilt am Schlufs ein Zahlzeichen als Wert von t.

Wenn man alle geschlossenen Funktionale in dieser Weise zu Zahlzeichen
ausrechnen kann, ist das Ziel dieses Zwischenschritts erreicht und man erhilt
einen ,Beweis”, der nur noch aus numerischen Formeln besteht, deren Richtig-
keit sich von den Spitzen des Beweisbaumes durch die Schliisse bis zu seiner
Waurzel {ibertragt: zur numerischen Endformel.

2.3.3 Die Erweiterung auf zweitstufige Funktionszeichen

Nun werden zweitstufige Variablen fiir Funktionen zugelassen und die Definiti-
on der Terme entsprechend erweitert. Rekursionsgleichungen konnen nun auch
zweitstufige Parameter erhalten. Die formale Theorie die damit abgedeckt wird
ist 2PRA™ %

Das Grundmuster des Widerspruchsfreiheitsbeweises bleibt nach Hinzu-
nahme der zweitstufigen Funktionszeichen und -variablen grundsétzlich erhal-
ten. Die darin enthaltene Elimination der Variablen (2) muf$ allerdings erwei-
tert werden um eine Ersetzung fiir die Funktionsvariablen. Der Nachweis, daf3
Funktionale ohne freie Variablen ausgerechnet werden koénnen (3), ist schon
deutlich komplizierter und benétigt eine eigene Technik.

Es geht also um den Beweis des Lemmas, daff sich geschlossene L}-
Funktionale stets auf Zahlzeichen reduzieren lassen. Dazu definiert Ackermann
eine Ordnung der Funktionale durch Indizes. Allerdings reicht eine einfache
Indizierung mit natiirlichen Zahlen hier nicht mehr aus, weil sich beim Aus-
rechnen eines Funktionals mehrere neue Teilfunktionale anstelle eines alten Teil-
funktionals ergeben konnen. Dennoch nimmt beim Ausrechnen die Komplexitét
des Gesamtterms ab, nur eben nicht in der einfach-linearen Weise eines Abneh-
mens natiirlicher Zahlen.”® Daher werden komplexere Indizes eingefiihrt, die
messen, wieviele Teilfunktionale welcher Komplexitdt ein Funktional besitzt.
Diese komplexe Messung nimmt den Gehalt der intuitiven Vorstellung auf, daf3
beim Ausrechnen eines Teilterms die Komplexitit des Gesamtterms auch dann
abnimmt, wenn sich der Term verldngert.

¥So ZACH, Hilbert’s Finitism [2001], 77.
%Man betrachte z. B. die Funktion o(z, f), die rekursiv definiert ist durch:

»(0, f) = f(0)
plx+1,f)=p(, f)+ flz+2)
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Die Indizes der Funktionale haben die folgenden Eigenschaften.?
(O1) Der Index 0 ist der Index der Zahlzeichen.
(O2) Solange ein Funktional nicht den Index 0 hat, 1af3t es sich weiter reduzie-
ren.
(O3) Beim Reduzieren eines Funktionals verkleinert sich sein Index.
(O4) Die Indexordnung ist so beschaffen, daff man nach endlich vielen Abstie-
gen beim Index 0 ankommen mufs.
Aus diesen Eigenschaften folgt das gewiinschte Lemma, daff man nach endlich
vielen Reduktionsschritten an einem Funktional immer zu einem Zahlzeichen
gelangt.

In diesem Zusammenhang tritt in Ackermanns Arbeiten zum ersten Mal eine
Ordnungsrelation von transfinitem Ordnungstyp auf. Ackermann betont zwar,
daf im metamathematischen Kontext seiner Uberlegungen

,nattirlich [...] von transfiniten Mengen und Ordnungszahlen keine Rede” sei, und , der
erwdhnte Satz tiber die transfiniten Ordnungszahlen sich in ein Gewand kleiden 1a3t, in

dem ihm vom Transfiniten gar nichts mehr anhaftet”.
ACKERMANN, Begriindung (Publ.) [1925], 14

Aber zumindest hat er damit zugegeben, selbst den engen Zusammenhang sei-
ner Schlufiweise mit der transfiniten Induktion gesehen zu haben, denn sonst
hétte er beide nicht voneinander abzugrenzen versucht.

Dies scheint die Stelle zu sein, an der die Ordinalzahlen Einzug in die Be-
weistheorie gehalten haben. Der Satz (O4) iiber die Endlichkeit aller absteigen-
den Indexfolgen ist letztlich nichts Anderes als die Fundiertheit der transfiniten
Ordnung bzw. eine transfinite Induktion. Daher soll dieser Gedankengang im
Folgenden genauer analysiert werden.

Zunichst sind eine Reihe von Begriffsbildungen notig, um zur Definition
der Indizes zu gelangen. Der erste Begriff ist der einer Uberordnung. , Uberord-
nung” heifit der transitive Abschluf der Relation, die zwischen zwei Funktions-
zeichenauftreten in einem Funktional besteht, wenn das dufSere Funktionszei-
chen eine Variable als Index hat, die eine Variable des inneren Funktionals bin-
det. Beispielsweise ist in ¢,(. .. ¥c(a,b,&(c)) ... x(b) .. .) das ¢ dem ¢ tibergeord-
net, nicht jedoch dem x. Da das v jedoch dem ¢ {ibergeordnet ist, ist (transitiver
Abschluf8) auch das ¢ dem ¢ iibergeordnet. Unterordnung ist die Umkehrrelati-

mit einer freien Funktionsvariable f. Ein Term ¢(2, f) wird dann im ersten Schritt ausgerech-
net zu (1, f) + f(3), im zweiten Schritt zu ¢(0, f) + f(2) + f(3) und im dritten schliefllich zu
£(0) + f(2) + f(3). Das Problem ist, daff nun beliebige Substitutionen fiir den Parameter f ge-
stattet sind, die etwa auch das Zeichen ¢ enthalten konnen. Fiir f(z) konnte also ¢ - ¢(z, ) mit
einer individuellen Funktion i eingesetzt werden. Dann wire das Rekursionsergebnis bis hier-
her schon ¢ - (0,%) + ¢ - ©(2,%) + ¢ - (3, ), es wiirde also viel mehr Zeichen ¢ enthalten und
noch dazu mit einem héheren Argument als der urspriingliche Term ¢(2, Ay.(¢ - ¢(y,v))). Den-
noch ist die Komplexitdt des Gesamtausdrucks durch das Ausrechnen kleiner geworden, denn
nun tritt in dem Funktionsargument von ¢ nicht mehr der Term auf, der selbst wieder ¢ enthielt.
Dieser Anschauung von einer Komplexitatsverringerung trotz Erhohung von Zeichenanzahl und
maximalem Argumentwert trégt die besprochene Indexordnung Rechnung.
» ACKERMANN, Begriindung (Publ.) [1925], 16-18.
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on der Uberordnung. Im Folgenden heifle ,, Uord(x, )" soviel wie , x ist dem
1 untergeordnet”. Diese Begriffe sind immer auf einen bestimmten Term bezo-
gen, sowie auf ein bestimmtes Auftreten der erwidhnten Zeichen. Die Notation
beriicksichtigt dies jedoch nicht, um nicht noch komplizierter zu werden.*

Der néchste Begriff ist der Rang eines Funktionszeichenauftretens bzgl. eines
anderen Funktionszeichenauftretens. Hier gibt es verschiedene Auffassungen, wie
Ackermanns Definition zu verstehen ist. Die Passage lautet:

,Nun miissen wir erkldren, was wir unter dem Rang eines Funktionals beziiglich einer
Funktion ¢ zu verstehen haben. Wir kiimmern uns dabei nur um die Zeichen ¢ und die
Zeichen fiir die rechts von ¢ in der Definitionsreihenfolge stehenden Funktionen. Ist einem
derartigen Zeichen kein anderes dieser Art untergeordnet, so heifit es vom ersten Rang
beziiglich . Es sei schon erklirt, wann wir ein derartiges Zeichen vom n-ten Rang nennen.
Eins dieser Zeichen heifit vom (n + 1)-ten Rang, wenn die ihm untergeordneten Zeichen
derselben Art einen Rang < n haben, und wenn der Rang n mindestens einmal vorkommt.
Unter dem Rang eines Funktionals beztiglich ¢ verstehen wir nun den hochsten Rang
beziiglich ¢, der unter den Zeichen des Funktionals fiir ¢ und die rechts davon stehenden
Funktionen vorkommt.” ACKERMANN, Begriindung (Publ.) [1925], 14-15

Fiir die folgende Diskussion der Rangdefinitionen sei kurz ,x > ¢ dafiir ge-
schrieben, dafS x nach ¢ in der Definitionsreihenfolge kommt (d. h. x ist ein ¢;
und ¢ ist ein ¢; mit j > i), und ,,x > ¢” dafiir, dafs x > ¢ oder mit ¢ identisch
ist.

30Richard Zach schlagt eine Korrektur der Ackermannschen Definition von , Unterordnung”
vor. Sie besteht darin, da8 Unterordnung von £ unter ¢ durch eine gebundene Variable b nicht
nur dann vorliegt, wenn diese Variable durch ¢ gebunden wird, sondern auch dann, wenn ¢ im
Bindungsbereich (scope) von b auftritt. (Nebenbemerkung: Ich finde es etwas gewohnungsbe-
diirftig, von dem Bereich einer Variable zu sprechen.) Die Notwendigkeit dieser Korrektur ist aus
zwei Griinden nicht nachvollziehbar.

Erstens illustriert Zach die korrigierte Definition durch das Beispielfunktional
t'(..pp(..&(. b)) ..) (S. 21), obwohl in diesem Beispiel genau wie bei Ackermann
das b von ¢ gebunden wird.

Zweitens bleibt unklar, was diese Korrektur bewirken soll. Zach hilt sie fiir notig an der Stel-
le im Reduktionsbeweis, wo bei einem Funktional t der innerste konstante Teilterm die Form
s = ¢u(3,¢(b)) hat, und zwar um in diesem Fall auf die Unterordnung aller Funktionszei-
chen(auftreten) in ¢(b) unter dieses ¢, zu schliefien (S. 22). Dies tut aber auch Ackermanns eigene
Definition: Denn gébe es in s Variablen, die (wie in Zachs Fn. 35 angedeutet) durch weiter aufien
als ¢ in t stehende Funktionszeichenauftreten gebunden wiirden, so wire s ja gar kein innerster
konstanter Teilterm von t gewesen.

Summa summarum ist nicht nachvollziehbar, warum diese Korrektur des Ackermannschen Un-
terordnungsbegriffs notig ist. Sie verandert u. U. deutlich die Zahl der als untergeordnet gelten-
den Funktionszeichen, was moglicherweise im weiteren Verlauf des Beweises fiir Komplikationen
sorgen konnte.

(Die vorstehenden Uberlegungen gehen davon aus, dafs das ,See note 4.” in Fn. 35 bei Zach
eigentlich ,See note 34.” heifsen miifite und Fn. 34 und 35 sich auf dieses Problem beziehen.)
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2.3.3.1 Zachs Rangdefinition
In seiner Analyse von Ackermanns Arbeit definiert Richard Zach den Rang
rk(¢) eines Auftretens des Funktionszeichens ¢ wie folgt:>!

rk(p) := maz{rk(y) | ¥ > ¢ A Uord(¢p, p)} + 1. (2.1)

Diese Rekonstruktion berticksichtigt keine ¢-¢-Unterordnungen. Ackermann
sagt aber, es gehe um die Zeichen fiir ,p und die rechts von ¢ in der De-
finitionsreihenfolge stehenden Funktionen”, also will Ackermann auch ¢-¢-
Unterordnungen berticksichtigen. Andert man dies in Zachs Definition ab, so
erhilt man stattdessen:

rk(p) == maz{rk() | ¥ > ¢ A Uord(t,9)} + 1. (22)

Doch auch diese Rekonstruktion ist nicht einwandfrei, denn der Rang eines
Funktionszeichenauftretens in einem Funktional wird nicht auf ein Auftreten ei-
nes anderen Funktionszeichens relativiert. In der eben zitierten Stelle bei Acker-
mann wird jedoch zundchst definiert, wann ein Zeichen ) > ¢ einen bestimm-
ten Rang beziiglich ¢ hat und anschlieflend der Rang des Funktionals beziiglich
¢ festgelegt als hochster ,Rang beziiglich ¢, der unter den Zeichen des Funk-
tionals fiir ¢ und die rechts davon stehenden Funktionen vorkommt”. Damit
dieser letzte Teil der Definition Sinn macht, mufd man anscheinend auch einen
Rang beziiglich ¢ fiir von ¢ verschiedene Zeichen haben (die nach ¢ in der Defi-
nitionsreihenfolge kommen). D. h., es ist erst ein 7k, (¢) fiir ©) > ¢ zu definieren.
Im Folgenden wird zunéichst eine alternative Rekonstruktion von Ackermanns
Rangdefinition gegeben, und anschlieflend anhand zweier Beispiele gezeigt, daf3
die verschiedenen Definitionen durchaus verschiedene Ergebnisse liefern.

2.3.3.2 Alternative Rekonstruktion der Rangdefinition
Ackermann definiert zuerst den Rang eines Auftretens des Funktionszeichen 1
tiir solche v, die mit ¢ identisch sind oder nach ¢ in der Definitionsreihenfolge
kommen, also fiir ¢ mit ¢» > ¢. Solche 1-Auftreten heiflen , vom ersten Rang
bzgl. ¢”, wenn ihnen kein anderes Auftreten eines y ,dieser Art” untergeordnet
ist, d. h. eines x mit x > ¢ . Die y-Auftreten heiffen hingegen , vom n + 1-ten
Rang bzgl. ¢”, wenn es ein ihnen untergeordnetes Auftreten eines x > ¢ gibt,
das den p-Rang n hat.3?

Diese Definition des Ranges eines Auftretens von v beziiglich ¢ fiir ein v
mit i) > ¢ laBt sich in einer Formel zusammenfassen:

maz{rky(x) | x > ¢ A Uord(x,v)} +1 falls solche x exist.

2.3
1 sonst. 23)

rky(¢) = {

*'Vgl. ZACH, Hilbert’s Finitism [2001], 79.
2Mit ,den ¢-Rang n haben” ist nattirlich dasselbe gemeint wie mit ,vom Rang n bzgl. ¢ sein”.
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Der Rang eines Terms t bzgl. eines Funktionszeichens ¢ ist schliefSlich das Ma-
ximum tiber alle p-Ridnge des Auftretens von Funktionszeichen, die rechts von
¢ in der Definitionsreihenfolge stehen:3®

r(p) = max{rky () | ¥ > ¢} (2.4)

2.3.3.3 Vergleich der Rangdefinitionen
Die Unterscheidung der drei Rekonstruktionsversuche ist keineswegs irrele-
vant. Das laf3t sich besonders gut am Beispiel des Funktionals %, (gs(g(a,b),a))
ablesen, wobei die Funktion / nach g in der Definitionsreihenfolge komme, also
h > g. Die Rangberechnungen ergeben:

Rangberechnung, Beispiel 1

ha( go(_ g(a,b),a))
Zach (2.1): 7k(9) 11 r(g) =1
rk(h) 1 r(h) =1
Zach korr. (2.2):  rk(g) 2 1 r(g) =2
rk(h) 1 r(h) =1
CT (2.3): rkg 3 2 1 r(g) =3
rkjh 1 T’(h) =1

Die verschiedenen Rekonstruktionen ergeben also tatsdchlich alle einen unter-
schiedlichen Rang.

Ein zusdtzliches Argument fiir die hier vorgeschlagene Auffassung ergibt
sich aus der Betrachtung des von Ackermann selbst gegebenen Beispielfunktio-
nals {3, pv(e, b)], vp(d, b) } mit ) > ¢. Dafiir ergeben die Rangberechnungen
namlich:

Rangberechnung, Beispiel 2

Yal  Yels,  wu(e,b)],  wi(d,b)}

Zachkorr. 2.2):  rk(p) 1 1 r(p) =1
k() 11 () = 1
CT (2.3): rke, 1 2 1 1 r(p) =2
’r‘k}w 1 1 T(w) =1

und Ackermann selbst sagt, dieses Funktional sei ,vom zweiten Rang beziiglich
¢ und vom ersten beziiglich .”3*

2.3.3.4 Rangkombinationen, Indizes und Ordnungstyp der Indexordnung

Kommen in dem gegebenen Beweis n rekursive Funktionen vor, so versteht man
unter der Rangkombination eines Funktionals t das n-Tupel der Range von t be-
ztiglich der i-ten rekursiven Funktion (r(api))ign.% Die Ordnung der Rangkom-
binationen hat den Ordnungstyp w®.

*Diese Definition hat ZACH, Hilbert’s Finitism [2001] genauso.

*Vgl. ACKERMANN, Begriindung (Publ.) [1925], 15.

% Auch hier ist darauf hinzuweisen, da Ackermanns Fassung dieses Gedankens von der heute
gangigen Weise abweicht. Er betrachtet hier keine ganze Folge von Réangen beztiglich aller rekur-
siven Funktionen, sondern er stellt sich den gegebenen Beweis vor, zdhlt die darin gegebenen n
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Der Index eines Funktionals ist schliefSlich die Folge von Haufigkeiten der
einzelnen Rangkombinationen unter allen Teilfunktionalen von t. Die Ordnung
der Indizes ist daher die Ordnung der Abbildungen von w® nach w, d.h. w*".

So stellt sich heraus, dafd der Satz (O4), dafd absteigende Folgen in der In-
dexmenge nach endlich vielen Schritten 0 erreichen miissen, dem Prinzip der
transfiniten Induktion bis w“” entspricht. Ackermann bemiiht sich um eine fi-
nite Rechtfertigung dieses Prinzips, die im dritten Teil dieser Arbeit genauer
betrachtet wird (Abschnitt 3.2.2.1, S. 362ff.).

2.3.4 Hinzunahme der ¢ und m-Terme und der transfiniten Axiome

Li-Funktionale lassen sich nicht mehr so einfach behandeln wie die L}-
Funktionale, da fiir e-Terme keine Ersetzungen , ausgerechnet” werden kénnen,
die dann automatisch alle Axiome wahr machen, wie es bei den rekursiven
Funktionen moglich war. Dadurch daff man {iiberall im Beweis die gleichen e-
Terme durch das Gleiche ersetzt, lassen sich ndmlich nicht alle Axiome automa-
tisch wahr machen. Der Wahrheitswert der (K.)-Axiome hingt vielmehr vom
Wert der Ersetzung fiir die e-Terme ab. Ackermann nennt diese Axiome deshalb
,kritische Formeln”. So wird der Wahrheitswert von (K1) A(a) — A(g,A(a))
davon bestimmt, welche Formel 2 fiir A eingesetzt wird, welches Zahlzeichen
3 anstelle des a im Antezedens steht, und davon, wie der Term ¢,.2(a) ersetzt
wird. Man muf3 also fiir diejenigen e-Terme, deren K-Axiome vorkommen, zu-
néchst Ersetzungen finden, die die Axiome wahr machen, wahrend man die tib-
rigen e-Terme beliebig ersetzen kann (natiirlich iiberall im Beweis gleich).3
Dazu verallgemeinert Ackermann die Idee der e-Substitution von Hilbert,
die als Ersetzung fiir die 7-Operatoren schon im voraufgegangenen Kapitel dis-
kutiert worden ist. Die (innersten konstanten) e-Terme werden durch typmaflig
passende einfache Objekte ersetzt, etwa durch das Zahlzeichen 0, oder einfache
Funktionen wie Vorgdnger oder Addition, oder entsprechende Funktionen im
Fall von mehrstelligen Funktionsvariablen und solchen mit Argumenten hohe-
ren Typs (alle diese Ersetzungen von Funktionsvariablen schreibt Ackermann
zusammenfassend als ,,6”). Eine Zuordnung von Ersetzungen zu allen Termen,
die bei der Reduktion eines Beweises auftreten, heifst auch , Gesamtersetzung”.
Nach der ,Probeersetzung” in der ersten Gesamtersetzung mufs getestet
werden, ob alle kritischen Formeln wahr werden. Solange dies nicht der Fall
ist, werden die Ersetzungen sukzessive angepafst. Wenn zum Beispiel in der
(K1)-Instanz 2(3) — 2A(e,.2A(a)) das €,.2(a) durch 0 ersetzt wird, ergibt sich

rekursiven Funktionen mit 1, ..., » ab und kann dann mit einem n-Tupel auskommen. (Eigentlich
macht er es sogar noch ,finiter”, ndmlich so, dafl Nullen (also Rdnge von gar nicht in t auftreten-
den Funktionszeichen) erst beim Vergleich zweier Rangkombinationen eingefiigt werden, und
nicht schon bei der Definition der Rangkombinationen vorkommen. Auf diese Sparsamkeit wird
hier zugunsten der Ubersichtlichkeit verzichtet.)

%Die Konzentration auf das Finden der richtigen Ersetzungen fiir die einen -Terme scheint
gelegentlich dazu zu fithren, dafs die Ersetzungen fiir diejenigen e-Terme, deren kritische Axiome
nicht vorkommen, iiberhaupt vergessen oder zumindest ausgelassen werden.
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2(3) — 2(0), und das konnte falsch sein. Ist es aber falsch, so mufs 2(3) richtig
und 2(0) falsch sein, und man findet wie bei Hilbert einen Kandidat 3 fiir die
Ersetzung von ¢,.2(a), der das Sukzedens der (K1)-Instanz auf jeden Fall wahr
macht und damit die gesamte Instanz.

Diese und dhnliche Anpassungen der Ersetzungen kénnen weitreichende
Anderungen in den bei der Reduktion entstehenden Funktionalen und damit
auch Anderungen bei denjenigen Funktionalen bewirken, fiir die man eine Er-
setzung braucht. Man wird bei jeder Anpassung der Ersetzungen daher eine
ganz neue Gesamtersetzung erhalten.

Ackermann entwickelt dann ein Verfahren, nach dem eine Folge von Ge-
samtersetzungen zu bilden ist, die immer mehr kritische Axiome wahr macht
und schliefllich zu einer ,l6senden Gesamtersetzung” (,solving substitution”
bei Zach) fiihren soll. Dieses Verfahren ist jedoch dufSerst kompliziert und der
Beweis fiir seine Termination wird von Ackermann nur ganz grob skizziert. Dar-
{iber hinaus sind an Ackermanns Verfahren einige Anderungen nétig, damit das
Terminationsresultat tiberhaupt gilt (die Ersetzungen miissen ofter auf Null ,,zu-
riickgesetzt” werden). Daher soll dies nicht im Detail besprochen werden.

2.4 Deutung, Diskussion und Kritik

Ackermanns Beweis wurde zunédchst allgemein als erfolgreicher Nachweis fiir
die Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie anerkannt. Bernays berichtet 1935,
dafd um 1927/28, also zur Zeit von Hilberts zweitem Hamburger Vortrag und
seinem Vortrag in Bologna, alle Beteiligten der Auffassung waren, daff Acker-
mann (und von Neumann in seiner Arbeit von 1927) der Widerspruchsfrei-
heitsbeweis fiir die Zahlentheorie gelungen war.*” Erst mit Godels Entdeckung
der Unvollstandigkeit des Principia-Mathematica-Kalkiils sei die generelle Frage
aufgeworfen worden, ob sich der geforderte finite Widerspruchsfreiheitsbeweis
tiberhaupt erbringen lasse. Diese Zweifel fiihrten auch zu einer kritischen Prii-
fung der vormals akzeptierten Resultate und wurden, Bernays’ Darstellung zu-
folge, erst 1936 durch Gentzens erfolgreichen Beweis ausgerdaumt. Dieser Beweis
wird in einem spéteren Kapitel noch zu behandeln sein (Kapitel 4, S. 271ff.).

Jedenfalls wurde in diesem Zusammenhang klar, daf$ Ackermanns Beweis
nicht das leisten kann, was er leisten wollte. So gesteht Bernays auch im Vorwort
zum zweiten Band des Hilbert-Bernays ein, man habe sich anfanglich , iiber die
Tragweite” des Ackermannschen Beweises getduscht.®

Wo genau die Probleme der Ackermannschen Arbeit liegen, la3t sich nicht
so einfach sagen. Es wurde auch zu Hilberts, Ackermanns und Bernays Zeiten
nicht unmittelbar gesehen. Die fritheste Kritik an der Reichweite des Acker-
mannschen Beweises stammt von John von Neumann aus seiner 1927er Ar-

SBERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935].
3¥Vgl. HILBERT/ BERNAYS, Grundlagen II [1939], V1.



Hilbertschule I: Wilhelm Ackermann 261

beit Zur Hilbertschen Beweistheorie.® Darin bringt er neben einem eigenen An-
satz zum Beweis der Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie auch eine Kritik
der Ackermannschen Arbeit vor. Von Neumann bemerkte eine Ambiguitit im
Substitutionsschema: Nach der engeren Lesart erlaubt es bestimmte Substitu-
tionen nicht; dann geht nach von Neumanns Einschitzung Ackermanns Wider-
spruchsfreiheitsbeweis durch, aber das als widerspruchsfrei erwiesene System
ist schwicher als gewiinscht. Nach der weiteren Lesart sind weitere Substitutio-
nen gestattet; dann wiirde sich der Beweis auf ein starkeres System (die gesam-
te Arithmetik umfassend) beziehen, ginge von Neumann zufolge jedoch nicht
durch.

Genauer gesprochen diagnostiziert von Neumann folgendes Problem. Um
die volle Arithmetik zu erhalten, mufs man rekursiv Funktionenfunktionen mit-
tels €4’s definieren konnen. Ackermann behauptet zu Recht, dafl er in den defi-
nierenden Termen der Rekursionsfunktionen auf der rechten Seite keine ¢’s zu-
zulassen braucht, da man die entsprechenden Funktionen auch erhalten kann
durch Substitution in einer mit freiem Funktionsparameter rekursiv definier-
ten Funktionenfunktion.?® Dazu wire aber genau die Substitutionsregel in der
erweiterten Fassung notig und diese Regel wird durch Ackermanns Wider-
spruchsfreiheitsbeweis nicht abgedeckt.

Betrachtet man hingegen die Alternative, die Substitutionsregel nur in der
eingeschrankten Fassung zu verwenden, so mufi man die €’s in den rekursiven
Definitionen zulassen, um die volle Arithmetik zu erhalten. In diesem Fall tritt
jedoch ein Problem mit dem Rang/Index der ¢’s auf. Denn einerseits miifsten
sie ganz am rechten Ende der Definitionsreihenfolge stehen, damit rekursiv de-
finierte Funktionen einen niedrigeren Charakter als die ¢’s haben, was in den
Uberlegungen in Ackermanns §III,7 wichtig ist.*! Andererseits miissen sie aber
am linken Ende stehen, damit der Satz gilt, dafs sich bei Reduktion der Funktio-
nale der Index verringert (O3), und dieser Satz war ja zentral fiir den Nachweis
der Berechenbarkeit der Funktionale.*? Damit ist diese Alternative nicht gang-
bar, und es bleibt nur, Ackermann Beweis auf die engere Variante der Substitu-
tionsregel einzuschranken.

Daf$ man die ¢’s braucht, um einen ausreichend starken Formalismus zu
erhalten, kann man wie folgt plausibel machen. Eine typische Aussage der Ana-
lysis wire, dafi es eine Funktion f(z) gibt, die genau die Werte eines Terms ¢ mit
freier Variable z annimmt, also (3f)(Vz)f(z) = t. Im vollen Formalismus erhélt
man hierfiir folgenden Beweis:

¥vON NEUMANN, Zur Hilbertschen [1927]. — Uber Leben und Werk von Neumanns (1903-1957)
informieren LEGENDI/SZENTIVANYI, von Neumann [1983], und besonders ADAM, von Neumann
[1983].

“Vgl. ACKERMANN, Begriindung (Publ.) [1925], 10.

41Vgl. ACKERMANN, Begriindung (Publ.) [1925], 21.

#Vgl. ACKERMANN, Begriindung (Publ.) [1925], 16-17,19-20.
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A(f) — Alef(A())
)(Vz)<f(z> =1) — (Vo) (ep (Vo) (f(z) = t))(2) = t)
(Vo) (f(z) = t) — 3f)(Va)(f(z) = t)
—————  (Subst f(x):t)
(Vz)(t =t) (Vo) (t = t) — (3f)(Va)(f(z) = t)
BH V) (f(x) =1t)

(Subst A(f):(va)(f(z) = 1)

Dieser Beweis macht an den zwei markierten Stellen Gebrauch von dem (erwei-
terten) Substitutionsschema. Wenn man dieses nicht zur Verftigung hat, ist nicht
zu sehen, wie der Beweis sonst gefiihrt werden kann. Dies ist nattirlich kein Be-
weis dafiir, dafs es keinen anderen Beweis geben kann, aber es ermoglicht einen
Einblick in die Tatsache, dafd das erweiterte Substitutionsschema fiir die Ablei-
tung von grundlegenden Aussagen der Analysis notig ist.®3

Zusammenfassend wird man sagen konnen, dafd die Formalisierung der
Analysis das e-Axiom fiir hohere Variablengattungen benétigt, also etwa fiir
Funktionsvariablen. Damit hdtte man hoherstufige Quantoren, mit denen etwa
eine Definition der Menge der natiirlichen Zahlen mittels der Dedekindschen
Durchschnittsbildung moglich und das Induktionsaxiom entbehrlich wiirde.
Entsprechend mufs man den Formalismus fiir die elementare Zahlentheorie um
e-Axiom und Substitutionsregel fiir Funktionsvariable erweitern und kann sie
nicht so einschrénken, wie es fiir Ackermanns Beweis notig wiare.** Bernays be-
schrieb dieses Problem dahingehend, dafs durch die weitere Substitutionsregel
impradikative Funktionsdefinitionen moglich werden.*

Jedenfalls 143t sich so die eingangs erwdhnte Spannung zwischen der Be-
hauptung, Ackermann hitte einen Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die Zahlen-
theorie ohne Induktion geliefert, und der tatsdchlichen Ableitbarkeit der Induk-
tion in seinem Formalismus auflosen. Der Beweis geht nur durch, wenn man
den Formalismus beschréankt, so dafs er dann weniger abzuleiten erlaubt, als
der Formalismus, den Ackermann angibt.

Eine weitere Beschriankung, die allerdings schon Ackermanns originalem
Formalismus inhérent ist, betrifft die sogenannte ,e-Extensionalitdt”. Darunter
wird die Frage verstanden, ob in einem e-Kalkiil die Formeln der Form

Vo (A(z) « B(z)) — . A(z) = £,.B(x)

herleitbar sind.*® Es geht also um die Frage, ob fiir zwei Aussageformen, die
immer an denselben Stellen gelten, auch die durch ¢ ,ausgewdhlten” Existenz-
beispiele tibereinstimmen miissen.

#Vgl. VON NEUMANN, Zur Hilbertschen [1927], 43.

4“4 Ackermann hat die Notwendigkeit, die Substitutionsregel einzuschranken, anscheinend
selbst als erster bemerkt. Dies zeigt eine entsprechende Anmerkung, die er seiner Arbeit noch
wihrend der Drucklegung zugefiigt hat; vgl. ACKERMANN, Begriindung (Publ.) [1925], 9.

SBERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], 210.

*Vgl. hierzu MOSER, The Epsilon [2000], 14; ZACH, Hilbert's Finitism [2001], 31; HILBERT, Grund-
lagen Mathematik [1928], 19; HILBERT, Probleme Grundlegung [1929], 6.
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Ackermanns Formalismus enthélt kein entsprechendes Axiom(enschema)
und dieser Satz folgt auch nicht aus den iibrigen Axiomen (im Gegensatz zur
Induktion beispielsweise).*’

Dies kann man sich auch inhaltlich klarmachen. Waren ¢,.A(z) und £,.B(x)
beide minimale Existenzbeispiele, miifsten sie {ibereinstimmen. Das erste und
vierte kritische Axiom, die zusammen die Bedeutung der e-Terme festlegen, be-
stimmen aber nur, daf £,.A(x) und ¢,.B(x) relativ minimal sind, d.h., daf3 bei
kleineren z nicht mehr A(z) bzw. B(x) gilt. Daraus folgt noch nicht, daf§ es sich
um die gleichen Existenzbeispiele handeln miifite, wie es beispielsweise daraus
folgen wiirde, wenn die Axiome die absolute Minimalitdt dieser Existenzbeispie-
le fordern wiirden. (K1) und (K4) legen nur fest, dafd ¢,. A(z) und ¢,.B(z) in ei-
nem Intervall von Zahlen, auf die A(x) und B(z) zutreffen, ,,ganz links” liegen
muiissen. Es konnte durchaus vorkommen, dafs beide in verschiedenen Interval-
len liegen. Es ist also folgende Situation moglich:

Nicht-e-Extensionalitiit

A
&

TR
W R >
TR

T |

eA eB

Somit ist informell klar, daf$ (Exte) nicht aus Ackermanns tibrigen Axiomen
folgt.

Zur Frage eines mathematikphilosophischen Formalismus in der Hilbert-
Schule lassen sich an Ackermanns Arbeit eine Reihe von Beobachtungen ma-
chen. Im Rahmen der Einfithrung der sog. ,transfiniten Axiome” gibt Acker-
mann eine inhaltliche Deutung der s und der 7s. AnschliefSend fiigt er hinzu:

,Diese inhaltliche Deutung spielt natiirlich bei unseren metamathematischen Uberlegun-

gen keine Rolle; die € und 7 sind hier blofle Zeichen, mit denen nach gewissen Regeln
operiert wird.” ACKERMANN, Begriindung (Publ.) [1925], 8

In diesem Satz spiegelt sich ganz deutlich die von Hilbert durchgehaltene Unter-
scheidung zwischen einem methodischen Formalismus innerhalb der metama-
thematischen Untersuchungen und einer nicht-formalistischen Auffassung der
Mathematik tiberhaupt. Eine inhaltliche Deutung gibt es, sie ist fiir die Motiva-
tion der Axiome entscheidend und kann nicht etwa weggelassen werden. Nur
,hier”, innerhalb einer metamathematischen Untersuchung, spielt diese Bedeu-
tung der ¢ und 7 keine Rolle, von ihr wird abgesehen — obgleich es sie gibt. Von

¥Vgl. ZACH, Hilbert's Finitism [2001].
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einem blofien , Formelspiel”, auf das die Mathematik insgesamt reduziert wére,
kann also auch bei Ackermann keine Rede sein.

Ackermann selbst erarbeitete noch zwei weitere Beweise fiir die Wider-
spruchsfreiheit der Zahlentheorie. Die erste Version scheint von ihm nicht ver-
offentlicht worden zu sein. Sie liegt dem von Bernays in HILBERT/BERNAYS,
Grundlagen II [1939] gegebenen Widerspruchsfreiheitsbeweis zugrunde.

2.5 Zusammenfassung

In seiner Dissertation legte Hilberts Schiiler Wilhelm Ackermann 1924 einen Be-
weisansatz fiir die Widerspruchsfreiheit der hheren Zahlentheorie vor. Darin
stellt er zundchst Hilberts Beweis fiir einen engeren, erststufigen und quantoren-
freien Kalkiil dar, demgeméfs Beweise von numerischen Formeln durch Elimi-
nation der freien Variablen und Reduktion der Funktionale in , Beweise” trans-
formiert werden, die nur aus numerischen Formeln bestehen. Fiir diese Formel-
klasse kann ein syntaktischer Ersatz fiir den inhaltlichen Richtigkeitsbegriff defi-
niert werden. Wenn der transformierte , Beweis” nur aus richtigen numerischen
Formeln besteht, kann seine Endformel nicht 0 # 0 sein. Die Widerspruchsfrei-
heit des Systems folgt daher, sobald die Axiome unter den Transformationen in
richtige numerische Formeln tibergehen. Der Nachweis dieser Bedingung bietet
bei dem engeren Kalkiil keine Schwierigkeiten.

Der Kalkiil wird dann um zweitstufige Variablen erweitert und um Definiti-
onsaxiome fiir primitiv-rekursive Funktionen. Im Widerspruchsfreiheitsbeweis
ist die Reduktion der Funktionale nun nicht mehr unmittelbar einsichtig. Sie
wird mit Hilfe einer ausgekliigelten Indexordnung bewiesen. Dafs eine Folge ab-
steigender Indizes nach endlich vielen Schritten zu 0 gelangen muf3, entspricht
dabei der Inanspruchnahme einer transfiniten Induktion bis w*”. Der Nachweis,
dafs die Axiome in richtige Formeln tibergehen, geht hier noch problemlos.

Dies dndert sich, wenn der Kalkiil schliefslich um zweitstufige Variablen und
e-Operatoren mit zugehorigen Axiomen erweitert wird, so daff Quantoren defi-
nierbar und die Induktion beweisbar werden. Die Wahrheitswerte der e-Axiome
hangen von der Ersetzung der e-Terme ab. Um Ersetzungen zu finden, die diese
,kritischen Axiome” richtig machen, entwickelt Ackermann ein Verfahren, das
die Hilbertsche Idee, aus getesteten Probe-Ersetzungen die richtigen Ersetzun-
gen zu gewinnen, erheblich verallgemeinert und den Interferenzen zwischen
verschiedenen Abdnderungen der Ersetzungen Herr zu werden versucht. Der
abschliefsende Beweis, daf$ dieses Verfahren terminiert, d. h. zu einer 16senden
Gesamtersetzung fiihrt, bleibt skizzenhaft.

Ackermanns Beweis wurde zunédchst fiir erfolgreich gehalten. Spater fiihr-
ten die Kritik an einer Ambiguitdt des Substitutionsschemas, die Einsicht in die
Unverzichtbarkeit des weiteren Substitutionsschemas fiir die Analysis, die Ent-
deckung eines Fehlers im Bildungsverfahren der Gesamtersetzungen und die
Entdeckung, daf} der Kalkiil die e-Extensionalitdt nicht beweist, dazu, die Trag-
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weite dieses Beweises als beschriankter anzusehen. Es hat sich als , Folklore”
durchgesetzt, dafs Ackermanns Beweis nur fiir ein induktionsfreies Fragment
der Zahlentheorie Giiltigkeit beanspruchen kann. Ackermann hat spater noch
korrigierte Versionen seines Beweises prasentiert, allerdings erst nach Gentzens
Resultaten. Die von Hilbert ersonnene und von Ackermann erheblich weiter-
entwickelte Methode der Epsilon-Substitution gehort heute zum Standard eines
bestimmten Teilbereichs der Beweistheorie.
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Kapitel 3

Intuitionistische und Klassische Zahlentheorie: HA und PA

Das Jahr 1932 markiert einen wichtigen Durchbruch bei der Verfolgung des Hil-
bertprogramms. Kurt Godel und Gerhard Gentzen gelang es unabhédngig von-
einander, ein unerwartetes Resultat zu erzielen. Sie konnten zeigen, dafs die in-
tuitionistische und die klassische Zahlentheorie in bestimmter Hinsicht gleich-
stark sind.!

3.1 Das Resultat

Das Resultat besteht genauer gesagt in Folgendem. Die Heyting-Arithmetik
HA ist im Wesentlichen eine intuitionistische Version der Peano-Arithmetik PA,
d.h., die Logik ist auf intuitionistische Logik eingeschrénkt (das Tertium non
datur ist nicht ableitbar) und die zahlentheoretischen Axiome sind diesem Um-
stand amgepaﬁt.2 Unter dem ,negativen Fragment” der Peano-Arithmetik ist die
Menge der Lps-Formeln zu verstehen, die kein ,,3* oder ,V” enthalten. Beim
negativen Fragment sind also gerade die beiden logischen Zeichen, die intuitio-
nistisch eine andere Bedeutung erhalten, ausgelassen. So ist das negative Frag-
ment gewissermafsen der Teil der Sprache £py, der von beiden Theorien , gleich
verstanden” wird. In PA mit seiner vollen klassischen Logik ist jede Formel zu
einer Formel aus dem negativen Fragment beweisbar dquivalent. Dann l4fst sich
zeigen:

Ist  ein Satz aus dem negativen Fragment der Peano-Arithmetik und PA -
¢, so auch HA + ¢. Die Umkehrung gilt schon deshalb, weil HA als Teilsystem
von PA konzipiert ist.

Fugt man dieses Resultat mit dem zusammen, daf$ in der Peano-Arithmetik
jeder Satz zu einem Satz aus dem negativen Fragment beweisbar dquivalent ist,
so erhdlt man daraus folgendes Resultat:

Y\GODEL, Zur intuitionistischen [1933e]. Gentzen hat Godel die Prioritit eingerdumt und sein
schon im Druck befindliches Manuskript zuriickgezogen.

2Vgl. auch GEORGE/VELLEMAN, Philosophies [2002], 121-122; wobei allerdings zu sagen ist,
daf sich HA im Allgemeinen nicht, wie von den Autoren behauptet, schlicht durch Ersetzung
der klassischen Logik durch intuitionistische Logik aus PA ergibt, sondern abhédngig von der
genauen Fassung von PA ggf. weitere Anpassungen der zahlentheoretischen Axiome nétig sind.
Selbstverstandlich ergibt sich PA aus HA, wenn man die intuitionistische durch klassische Logik
ersetzt; aber im Allgemeinen nicht andersherum.
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Fiir alle Sitze ¢ aus Lpa gilt: PA - ¢ = HA I *, wobei man fiir * eine Uber-
setzung in das negative Fragment von £ p4 wiahlen kann, die auf dem negativen
Fragment die Identitat ist.

Insbesondere hat man damit einen Aquikonsistenzbeweis, denn ein Wider-
spruch wie 0 = 1 ist offenbar im negativen Fragment, wird also durch die Uber-
setzung nicht verdndert. Damit gilt: Ware in PA ein Widerspruch wie 0 = 1
ableitbar, so auch in HA. Und das Umgekehrte gilt ebenfalls, weil HA ein Teil-
system davon PA ist. Man hat also insbesondere:

PA ist genau dann widerspruchsfrei, wenn HA widerspruchsfrei ist.

3.2 Die Deutung

Man hat also das Resultat, dafi alle Sétze, die in PA beweisbar sind, in gewisser
Hinsicht auch in HA beweisbar sind, wobei die , gewisse Hinsicht” in der be-
sonderen Interpretation der intuitionistisch mit anderer Bedeutung versehenen
logischen Konstanten besteht. So wird fiir quantorenfreies ¢(x) der Intuitionist
einen PA-Beweis von —Vzy(x) gewissermafien akzeptieren, er wird aber den
klassischen Zahlentheoretiker da verlassen, wo dieser behauptet, damit auch
Jr—¢(x) gezeigt zu haben.

Wihrend fiir den klassischen Mathematiker damit ,, 3—" nichts anderes bedeu-
tet als ,,—V", bedeutet es fiir den Intuitionisten mehr. Aus ,,3—-" folgt intuitionis-
tisch ,—V” aber nicht umgekehrt.

Ein Resultat dieser Art setzt voraus, dafs es eine Abgrenzung des intuitio-
nistisch Beweisbaren gibt, d. h. so etwas wie intuitionistische formale Systeme.
Die bekanntesten Beitrdge dazu stammen von Arendt Heyting, der 1930 einen
Kalkiil fiir die intuitionistische Aussagenlogik® und einen Kalkiil fiir die intui-
tionistische Arithmetik* veroffentlicht hat.

Godel nimmt in seiner Publikation des Resultats jedoch nicht nur auf Hey-
tings Arbeiten Bezug, sondern auch auf das von Jacques Herbrand angegebene
Axiomensystem fiir die intuitionistische Arithmetik.> Es ist nicht klar, ob Go-
del auch die Arbeit von Kolmogorov aus dem Jahre 1925 bekannt war, in der
dieser zum ersten Mal Formalismen fiir (einen Teil der) intuitionistischen Aus-
sagenlogik aufgestellt hat.® Godel erwihnt jedenfalls ein Resultat von Glivenko,

*HEYTING, Logik [1930a].

Y*HEYTING, Mathematik [1930Db).

SHERBRAND, Sur la non-contradiction [1931]. Godel diskutiert auch, wie sich sein Beweis auf
das andere System iibertragen 148t; vgl. GODEL, Zur intuitionistischen [1933e], 288-289.

*Vgl. KOLMOGOROV, Uber das Prinzip [1925]. Uber diese Arbeit stellt HESSELING, Gromes [2003]
fest, daf3 sie zwar sachlich ins Zentrum der Debatte um den Brouwerschen Intuitionismus gehor-
te, in der faktischen Gemengelage allerdings kaum eine Rolle spielte. Ein Einflufl dieser Arbeit auf
die faktischen Diskussionsverldufe ist nach VAN ATTEN, Hesseling Rezension [2004], 426, nur iiber
Glivenko denkbar, und zwar einerseits indirekt tiber seine Arbeit GLIVENKO, Sur quelques points
[1929] und andererseits direkt iiber seinen Briefwechsel mit Heyting (publiziert in TROELSTRA,
On the Early [1990], 3-17).
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der 1929 gezeigt hatte, daf3 fiir die Intuitionistische Aussagenlogik (I4) und die
klassische Aussagenlogik (KA) gilt: KA - ¢ < IA F ¢, wobei ¢ eine beliebige
aussagenlogische Formel ist.

Die Bedeutung des Godel-Gentzenschen Resultats fiir das Hilbertprogramm
liegt einerseits auf der Hand: Es ist gelungen, mit konstruktiv-intuitionistischen
Methoden die Widerspruchsfreiheit der klassischen Zahlentheorie zu zeigen.
Entsprechend der in dem 1920er Jahren anscheinend in Géttingen durchaus ver-
breiteten Tendenz, die finit zuldssigen Methoden mit den intuitionistischen zu
identifizieren, wére hiermit ein wichtiges Etappenziel beim Projekt der finiten
Grundlegung der Mathematik erreicht worden. Wenn es beim Hilbertprogramm
in erster Linie darum gehen wiirde, den Intuitionisten von der Widerspruchs-
freiheit der klassischen Zahlentheorie zu {iberzeugen, wére dieses Resultat von
immenser Bedeutung.

Andererseits zeigt das Resultat aber, dafs der Intuitionismus viel zu stark ist,
um mit dem Finitismus identifiziert zu werden. Intuitionistisch zulédssige Zah-
lentheorie hatte sich als nahezu gleichstark mit der klassischen Zahlentheorie
(inklusive Induktionsschema) erwiesen. Und die klassische Zahlentheorie ge-
hort sicher nicht in den Bereich der Methoden, die finitistisch-konstruktiv als
gerechtfertigt angesehen werden kénnen (bevor man eben nicht einen Wider-
spruchsfreiheitsbeweis hat). So schlofs Godel seine Arbeit mit der Bemerkung:

,Durch die obigen Betrachtungen ist selbstverstindlich ein intuitionistischer Wider-
spruchsfreiheitsbeweis fiir die klassische Arithmetik und Zahlentheorie gegeben. Er ist

allerdings nicht ,finit’ in dem Sinn wie ihn Herbrand im Anschluf8 an Hilbert angegeben
hat.” GODEL, Zur intuitionistischen [1933e], 294

Und auch Bernays sah in dem HA=PA-Beweis noch nicht die Erreichung des
Hilbertschen Ziels, denn die intuitionistische Arithmetik gehe

,iber den Bereich der anschaulichen finiten Betrachtung hinaus [...], indem sie neben den

eigentlichen mathematischen Objekten auch das inhaltliche Beweisen zum Gegenstand

macht und dazu des abstrakten Allgemeinbegriffs der einsichtigen Folgerung bedarf.”
BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], 212

Einen finiten Widerspruchsfreiheitsbeweis zu finden, blieb auch mit dem Re-
sultat von Godel / Gentzen 1932 noch ein offenes Problem.
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Kapitel 4
Hilbertschule II: Gerhard Gentzen

Die erste wichtige Publikation Gerhard Gentzens ist seine 1934 erschienene Dis-
sertation.! In ihr wird zwar noch nicht der beriihmte Beweis der Widerspruchs-
freiheit der Zahlentheorie vorgelegt, die Arbeit enthilt jedoch dufSerst wichtige
Vorarbeiten dazu. Daher soll ihr im Folgenden zuerst die Aufmerksamkeit zuge-
wendet werden (4.1, S.272). Seinen ersten Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die
Zahlentheorie hat Gentzen kurz vor der Publikation 1936 in wichtigen Passagen
gedndert. Es wird daher zuerst die urspriingliche Fassung von 1935 behandelt,
die von Paul Bernays posthum 1974 veroffentlicht wurde (4.2, S. 281), und dann
die erste publizierte Version von 1936 (4.3, S. 292).

In diesen Beweisen zeigt sich nach und nach immer mehr von der Trans-
finiten Induktion {iber Ordinalzahlen bis €y. Die 1942 von Gentzen vorgelegte
Habilitationsschrift Beweisbarkeit und Unbeweisbarkeit von Anfangsfillen der trans-
finiten Induktion in der reinen Zahlentheorie war sein letztes bedeutendes Werk. Es
enthélt zum ersten Mal die Grundziige der Ordinalzahlanalyse (4.4, S. 296).

Die Relevanz des Gentzenschen Widerspruchsfreiheitsbeweises fiir das Hil-
bertsche Programm hat Paul Bernays schon vor Gentzens Veroffentlichung des
Beweises angemerkt. Gentzens Beweismethoden seien eine sachgemifSe Ausge-
staltung des finiten Standpunktes, der die Vermutung widerlegt habe, es konne
tiberhaupt kein finit zuldssiger Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die Zahlentheo-
rie gefunden werden.?

'GENTZEN, Untersuchungen I [1934a] und GENTZEN, Untersuchungen II [1934b]. — Zu Gentzens
Person bietet eine umfangreiche Informationssammlung MENZLER-TROTT, Gentzens [2001]; eine
gute Ubersicht auch in den kiirzeren Lexikonartikeln SCHUTTE, Art. Gentzen [1964]; SZABO, Art.
Gentzen [1972]; sowie in den Art. Gentzen in: Deutsche biographische Enzyklopddie (DBE), Bd.
3, Miinchen: Saur, S. 625, und in: Biographisch-literarisches Handworterbuch der exakten Natur-
wissenschaften, Bd. 7,2, Berlin: Akademie 1958, S. 185.

2Vgl. BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], 211-212,215-216. Bernays hat sich in seiner
Darstellung mit duferster Sorgfalt darum bemdiht, einerseits die grundlegenden Intentionen des
Hilbertschen Ansatzes der Beweistheorie zu wahren, andererseits aber die notwendigen Konse-
quenzen aus den Godelschen Unvollstindigkeitssdtzen zu ziehen.
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4.1 Logische Kalkiile, Hauptsatz und Widerspruchsfreiheit der
induktionsfreien Zahlentheorie

Gentzen verfafite seine Doktorarbeit Untersuchungen iiber das logische SchliefSen
auf Anregung von Paul Bernays Anfang der 1930er Jahre in Gottingen. Da Ber-
nays als Jude ab dem 28. April 1933 seine venia legendi nicht mehr austiben durf-
te, promovierte Gentzen offiziell bei Hermann Weyl, dem zweiten bedeutenden
Hilbertschiiler in Gottingen. Die Arbeit wurde im Juni 1933 von Weyl und von
Richard Courant begutachtet. Schon am 21. Juli 1933 konnte Gentzen sie bei der
Mathematischen Zeitschrift einreichen, in der sie 1934 in zwei Teilen erschien.3

Die von Gentzen in dieser Arbeit aufgestellten und untersuchten Kalkiile
sind hier besonders deshalb von Interesse, weil die spater zu behandelnden Ar-
beiten Gentzens zur Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie mit diesen Kalkii-
len arbeiten. Deswegen werden sie relativ ausfiihrlich behandelt (4.1.1). Uber-
dies wird in dieser Arbeit schon die Eliminierbarkeit der einzigen Schlufsregel
ohne Subformeleigenschaft gezeigt. Damit wird hier schon ein Grundgedanke
der spéteren Arbeiten zur Widerspruchsfreiheit greifbar (4.1.2).

4.1.1 Die Logikkalkiile

Gentzen fiihrt in dieser Arbeit drei Arten von Kalkiilen ein, die jeweils in einer
intuitionistischen und einer klassischen Variante auftreten, so daf$ es sich insge-
samt um sechs Kalkiile handelt.

Gentzen war es ein dufierst wichtiges Anliegen, den Zusammenhang der in
der Beweistheorie betrachteten Kalkiile mit dem wirklichen, ,,natiirlichen” Vor-
gehen beim mathematischen Schliefsen stark zu machen. Daher fiihrt er als ers-
tes die natiirlichen Kalkiile ein, die weitestgehend die damals in der Logik schon
tiblich gewordenen Axiome durch Kombinationen von Schlufsregeln und An-
nahmen ersetzen. Sie bilden in Gentzens Augen das Bindeglied zur tiblichen
mathematischen Praxis.*

Ihnen gegentiber stehen die logistischen hilbertartigen Kalkiile, die an die im
Umkreis Hilberts untersuchten Formalismen ankniipfen. Sie bestehen im We-
sentlichen aus einer grofleren Zahl von Axiomen und nur einer kleinen Zahl
von Schlufiregeln.

*GENTZEN, Untersuchungen I [1934a] und GENTZEN, Untersuchungen II [1934b]. — Zu Gentzens
Promotion siche MENZLER-TROTT, Gentzens [2001], 55-60.

*Die Ersetzung der logischen Axiome durch Regeln hatte Vorbilder, die in fritheren Kapiteln
schon besprochen wurden. Zu nennen sind hier die Studien zur gegenseitigen Ersetzbarkeit von
aussagenlogischen Axiomen und Regeln in Bernays Habilitationsschrift BERNAYS, Habilschrift
[1918]; dann Hilberts Manuskript von 1920/21, in dem er die Aussagenlogik fiir — mittels Re-
geln gestaltet, vgl. Abschnitt 1.5.1, S. 216ff.; die Axiomatisierung der vollen Aussagenlogik in Hil-
berts Vorlesungen ab 1921, vgl. Abschnitt 1.6, S.225ff.; und schliefilich HILBERT / ACKERMANN,
Theoretische Logik [1928], worin die logischen Axiome schon groie Ahnlichkeit mit den Regeln des
nattirlichen SchlieSens haben.
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Die Verbindung zwischen beiden Arten von Kalkiilen stellt Gentzen durch
die logistischen Kalkiile her. Diese haben mit den natiirlichen Kalkiilen die Ori-
entierung an Schlufiregeln statt Axiomen gemein, benotigen jedoch wie die hil-
bertartigen Kalkiile keine freien Annahmen, deren Funktion durch die Vorder-
formeln von Sequenzen iibernommen wird. Aufierdem gibt es in ihnen keine
Eliminationsregeln zu den logischen Zeichen; deren Funktion wird von Einfiih-
rungsregeln fiir das Antezedens einer Sequenz und die Schnittregel erfiillt, die
damit die einzige Regel ist, die nicht die Subformeleigenschaft erfiillt. Das wird
spéter relevant werden.

4.1.1.1 Die formale Sprache

Die formalen Sprachen und ihre Ausdriicke, fiir die die Kalkiile spater definiert
werden, sind wie folgt festgelegt. Es werden punktartige Zeichen, eindimensio-
nale Ausdriicke und zweidimensionale Figuren unterschieden.

Als Zeichenarten® sind zugelassen: Individuen-, Funktions-, Pradikatskon-
stanten und die Aussagekonstanten Y und A, die Falsum L und Verum T ent-
sprechen.® Als Junktoren werden —, & und V verwendet, fiir die Konditionale
jedoch D und DC, da der Pfeil — fiir Sequenzen reserviert wird. Die Quantoren
werden wie heute iiblich als ¥V und 3 geschrieben. Gentzen hielt etwa die Wahl
des Zeichens ,—" fiir die Negation fiir begriindungsbediirftig. Er weiche von
dem Negationsiiberstrich der Hilbertschule ab, da dieser den linearen Forme-
laufbau store.

Schliefslich hat Gentzens Alphabet freie (a, ..., m) und gebundene (n, ..., z2)
Gegenstandsvariablen, sowie Aussagevariablen (4, ...), die jeweils zur Alpha-
bet-Erweiterung mit Indizes versehen werden konnen.

Elementarformeln sind neben Y und A auch Kombinationen von Aussa-
gevariablen mit Individuenvariablen (Aabc). Die Formeln werden induktiv aus
den Elementarformeln und den logischen Junktoren und Quantoren aufgebaut,
wobei im Quantorenfall einige freie Variablenauftreten durch gebundene Varia-
blen ersetzt werden kénnen.

Gentzen definiert den Grad einer Formel als die Anzahl der in ihr vorkom-
menden logischen Zeichen.

Schluffiguren sind nach Gentzen zweidimensionale Ausdriicke der Form

u < - Oberformeln
) 4 JE S Unterformeln.

Im Folgenden werden nun die verschiedenen Kalkiile definiert. Es gibt je-
weils eine Variante mit klassischer und eine mit intuitionistischer Logik, die von

SWie schon im Bezug auf Ackermanns Arbeit bemerkt, werden keine festen formalen Alpha-
bete angegeben, sondern bei Gentzen sogar expressis verbis blo8 Zeichenarten unterschieden. Daf3
dies auch bei Gentzen der Fall ist, stiitzt die bei Ackermann geduflerte Vermutung, daf3 dieses
Vorgehen zur damaligen Zeit in der Hilbert-Schule allgemein {iblich gewesen ist.

%Bei Gentzen: ,Zeichen fiir bestimmte Gegenstdande”, , bestimmte Funktionen”, ,bestimmte
Pradikate” und , bestimmte Aussagen”.
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Gentzen jeweils durch einen abschlieffenden Buchstaben ,K” oder ,J” im Na-
men des Kalkiils kenntlich gemacht werden.

4.1.1.2  Die natiirlichen Kalkiile NJ und NK

Zundichst ist es Gentzens Anliegen, einen Kalkiil einzufiihren, der moglichst nah
am tatsdchlich in der Mathematik vollzogenen Schliefien orientiert und in die-
sem Sinne ,nattirlich” ist. Das bedeutet eine Abkehr von der in der Logik damals
tiblich gewordenen Verwendung logischer Axiome. Natiirlicherweise, so Gent-
zen, gehe man beim mathematischen Schlieffen von Annahmen aus, an die sich
logische Schliisse anschlossen. Spater konne man auf dieselbe Weise aus anderen
Annahmen die urspriinglichen Annahmen beweisen, wodurch die urspriingli-
chen Annahmen ihren Status als Annahmen verléren. Dementsprechend sollen
auch die natiirlichen Kalkiile aufgebaut sein.”

Der Natiirliche Intuitionistische Kalkiil (NJ) besteht daher aus einer ganzen
Menge von Schlufiregeln. Im Wesentlichen gibt es zu jedem logischen Zeichen
eine Einfiihrungs-Schlufiregel und eine Beseitigungs-Schlufiregel. In manchen
Fallen gibt es allerdings drei Stiick, wenn z. B. wie bei ,&” zwei Beseitigungsre-
geln, eine zugunsten der linken und eine zugunsten der rechten Seite der Kon-
junktion, notig sind. Zur Elimination des Falsums A kommt dann noch das Ex
falso quodlibet hinzu. Damit hat man folgende ,SchlufSfiguren-Schemata“:

[ [B]
A B ALDB  ALDB 2A B AvB ¢ &
E——— UB—— —— OE oB—
ALB A B AVB AV B ¢
[Fa]
Sa Vi S Sa ) 307 S
AB EE EB——
Vr Sx Sa ) ¢
(] (2]
B A A5 B A A -9
FE FB— NE — NB
A>B B -2 A
EFQ A
D.

In (EB) und (AE) ist jeweils eine Variablenbedingung fiir die Eigenvariable a zu
beachten.

"Es ist interessant zu bemerken, dafl Gentzens Herleitungsbegriff (,,Herleitung” oder auch
,Beweisfigur”) genau aus diesem Grund der Nidhe zum wirklichen mathematischen Vorgehen
i. A. keine Baumstruktur hat, denn eine nur einmal hergeleitete Formel kann mehrfach als Ober-
formel von Schliissen auftreten. Die Baumstruktur 14t sich nattirlich leicht herstellen, in dem
man die Herleitung der mehrfach als Oberformel auftretenden Formel vervielfiltigt. Gentzen
kann daher ohne Beschrankung der Allgemeinheit sagen, es seien im Folgenden nur ,stamm-
baumformige Herleitungen zu betrachten”; vgl. GENTZEN, Untersuchungen I [1934a], 181.
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Die eingeklammerten Formeln symbolisieren jeweils diejenigen freien An-
nahmen, die durch den entsprechenden Schluf} abgebunden werden.

NJ-Herleitungen sind schliefslich in der offenkundigen Weise als Baume (bei
Gentzen: ,Stammbédume”) aus passenden Instanzen dieser Schlufischemata und
mit Annahmeformeln oder Grundformeln als Spitzen definiert, wobei die An-
nahmeformeln zu unter ihnen stehenden Schliissen gehoren sollen, durch die
der Beweis von den Annahmen unabhingig gemacht wird. Diese Fassung des
Herleitungsbegriffs (ohne Einfiihrung eines passenden Begriffs, der noch An-
nahmen zuléfst) fithrt dazu, dafs sich der Herleitungsbegriff nicht direkt induk-
tiv definieren lafst.

Man konnte induktiv den Begriff einer Protoherleitung durch folgende Klau-
seln definieren: (1) Alle Grundformeln und Annahmeformeln sind Protoherlei-
tungen, (2) mit jedem SchlufSsschema und Herleitungen der Oberformeln ist auch
die aus dem Schlufischema und den Oberformelherleitungen zusammengesetz-
te Figur eine Protoherleitung. Dann kann man eine Annahme 2 in einer Pro-
toherleitung abgebunden nennen, wenn spéter in der Protoherleitung ein Schluf3
steht, der diese Annahme abbindet (d. h. syntaktisch, daf} diese Formel als ein-
geklammert notierte Annahme bei dem Schlufi notiert wird). Herleitungen sind
schliefslich Protoherleitungen, bei denen sémtliche Annahmeformeln abgebun-
den sind.

Gentzen weist darauf hin, durch den baumartigen und damit nicht-linearen
Beweisaufbau sowie durch die blofs einmalige Verwendung bereits abgeleiteter
Formeln zur Herleitung weiterer Formeln vom natiirlichen Schlieflen um der
besseren Handhabung des Kalkiils willen abzuweichen.

Durch die Anpassung dieses Kalkiils an das natiirliche Schliefien ist er be-
sonders gut zur Formalisierung mathematischer Beweise geeignet. Uberdies er-
laubt er kiirzere Herleitungen als in logistischen Kalkiilen. Ein weiterer Vor-
teil dieses Kalkiils ist nach Gentzen seine Systematik von (im Allgemeinen zu-
mindest) zwei SchlufSregeln pro logischem Zeichen (Ausnahmen wurden eben
schon erwdhnt). Daneben 143t sich das Negationszeichen leicht eliminieren, in-
dem man —2 durch 20 D A ersetzt.

Aus dem intuitionistischen Kalkiil N.J erhdlt man sein vollstandiges klassi-
sches Gegensttiick, den Natiirlichen Klassischen Kalkiil NK, indem man das Terti-
um non datur in der Form des Axiomschemas 2 VV =2 hinzuftigt (Erweiterung
des Beweisbegriffs). Gentzen zieht dies der Hilbertschen Fassung als Schluf3fi-
gur —5= vor. Er strebt ndmlich eine definitionale Fassung des Kalkiils an, geméfs
der die logischen Zeichen durch die zu ihnen zugehorigen Schlufiregeln gerade-
zu definiert werden.® Eine Tertium-non-datur-Schlufiregel wire dann jedoch ein
unsystematischer Zusatz zur Negations-Eliminationsregel, deren ,Zulédssigkeit

8Vgl. zu dieser Feststellung auch das Diktum Hilberts von 1931, das Tertium non datur habe
eine Sonderstellung, da es nicht wie die anderen Schlufiregeln und Axiome auf eine Definiti-
on hinauslaufe; aufierdem Hilberts Lehre von der Definition von Grundbegriffen durch Axiome
(erster Teil, Abschnitt 2.3, S. 68ff.).
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keineswegs aus der Art der Nicht-Zeichen-Einfithrung durch die NE hervor-
geht” .

4.1.1.3 Die logistischen Kalkiile LJ und LK

Den nattirlichen Kalkiilen stellt Gentzen die logistischen Kalkiile gegentiber. Bei
ihnen wird statt der freien Annahmen, die durch spétere Schliisse abgebunden
werden konnen, Sequenzen verwendet. Eine Sequenz ist ein Ausdruck der Form

2[1,...,Q(u—>%1,...,%,,,

wobei 1 und v auch 0 sein konnen, d. h. Vorder- oder Hinterglied der Sequenz
konnen leer sein. Der Pfeil (—) sollte nicht mit dem heute tiblichen Zeichen
fiir das Konditional verwechselt werden. Gentzen bezeichnet ihn als , Hilfszei-
chen”, das eigentlich nur die Trennungsfunktion von Vorder- und Hinterglied
einer Sequenz ausiibt. Bedeutungsmafig ist die Parallele zum Konditional je-
doch vorhanden, denn die Vorderformeln vertreten gewissermaflen die Annah-
men des natiirlichen Kalkiils und die Sequenz ist zu lesen als: , Unter den An-
nahmen 2, ..., %, a6t sich die Disjunktion B V...V B, herleiten.” Es gibt also
eine direkte Beziehung zwischen dieser Sequenz und dem Konditional

Qllf\.../\QluD%l\/...\/%y.

Die logistischen Kalkiile bestehen dann aus folgenden Schlufifiguren. Dabei
sind 2, B usw. konkrete Formeln und I', A, ©, A beliebige Reihen von Formeln,
die auch leer sein konnen. Die Sequenzenschreibweise bedingt einige spezielle
Schlufiregeln, die nicht unmittelbar mit der Bedeutung logischer Zeichen zu-
sammenhdngen, sondern mit der Struktur und Bedeutung einer Sequenz. Sie
heifsen daher Strukturschliisse:

r—-oe r—-oe
Verdiinnung Antezedens — Verdiinnung Sukzedens —————
D,I' -0 r'—-06,9
9,9, -0 I'—9,9,0
Zusammenziehung Antez. ————————  Zusammenziehung Sukz. —————
D,I'—-06 ' —-9,0
ADET -0 I -0,¢&9,A
Vertauschung Antez. ———————— Vertauschung Sukz. ———————
AED T —06 ' -6,9,¢A

r-0m 9DA-A
I,A— 0,A.

Schnitt

Die Logische-Zeichen-Schlufifiguren haben im Sequenzenkalkiil folgende Ge-
stalt:

YGENTZEN, Untersuchungen I [1934a), 190.
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r-ea I —6% AT — O BT -6
UES UEA
' —-0,AA%B AAB, T -0 AAB,T — O
AT — O B.I'—06 r—o,2 I' - 06,8
OEA OES
AVB, I — O I'—-0,2v8 I' -0,AVSB
r— 0,3 3(@),r -6
ES—— AEA ——
I' - ©,vi§(x) vi5(@), [ — ©
F(a), I - © I - 0,5(a)
A— EES—————
FF@), T —© I —0,33@)
AT — O -0,
NES ———— NEA ——
I —-0,-2 -A, T — 6
AT — 6,8 I'—06,2A B,A—- A
FES——— FEA
' -06,A>% A>DB,TA — O,A.

Auf den ersten Blick tiberraschend ist, wie einfach sich der Unterschied zwi-
schen der intuitionistischen und der klassischen Variante dieses Kalkiils gestal-
tet. Die Herleitungen des Logistischen Klassischen Kalkiils LK setzen sich aus
Grundsequenzen ® — ® und den angefiihrten Schlufiregeln baumférmig zusam-
men. Die Herleitungen des intuitionistischen Gegenparts LJ ebenso, mit der
einzigen Einschrankung, dafi im Sukzedens von Sequenzen immer hochstens
eine Formel stehen darf. Man braucht also noch nicht einmal das Tertium non
datur als Axiom hinzuzunehmen, sondern es reicht aus, die Lange der Sequen-
zenhinterglieder auf < 1 zu beschrénken.

Diese Feststellung, daf} der Unterschied zwischen klassischem und intuitio-
nistischem Kalkiil einzig in der zuldssigen Hochstlange des Sukzedens besteht,
verwundert bei erstem Hinsehen und wird letztlich erst vollstandig etabliert
durch die spiteren Aquivalenzbeweise der verschiedenen Kalkiile. Man kann
sich allerdings schon hier vergegenwartigen, dafi zur Ableitung des Tertium
non datur in der Form — A V —A eine Oder-Einfithrung im Sukzedens oder
ein Schnitt erfolgt sein mufS. Nach dem Gentzenschen Hauptsatz (siehe 4.1.2)
kann jede Herleitung in eine schnittfreie Herleitung umgewandelt werden. Da-
mit kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit hier annehmen, dafs eine
Oder-Einfithrung im Sukzedens erfolgt sein mufs. Ergo miifste man im intuitio-
nistischen Kalkiill — A oder aber — —A beweisen, was fiir eine blofSe Formel-
variable A nicht moglich ist.1% Im klassischen Fall ist es anders, da hier das ©
im Sukzedens der Oder-Einfiihrung nicht leer sein muf3, damit kann die Oder-
Einfiihrung auf die Sequenz — A, ~A angewendet werden und letztere erhilt
man aus der Grundsequenz A — A durch NES.!!

Vgl. hierzu auch Gentzens entsprechenden Beweis in GENTZEN, Untersuchungen II [1934b],
407-408.
'Vegl. GENTZEN, Untersuchungen I [1934a), 193.
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4.1.1.4 Die logistischen hilbertartigen Kalkiile LHJ und LHK

Die letzte Art von Kalkiilen sind die logistischen hilbertartigen Kalkiile. Ihre Her-
leitungen haben die iibliche Baumstruktur. Die Spitzen bestehen aus ,Grund-
formeln” (Axiomen) gemafd den Schemata:

1.1 2A>A 12 AD(BDOYA)

1.3 (RAD>EDB))DRADB) 14 ADMBDOC)D(BD(ADC))
15 (@AD>B)D((BDOC)D((RADY))

21 (AAB)D>AU 22 (AAB)DODB

23 ADB)D(ADO)DADRAD(BACQ)

31 2D (AVB) 32 B D (AVDB)

33 A2 D((BOED(AVB) D))
41 (RADOB)D((AD-B)D>

42 (=A) D (A DB) 51 Vg D Ja
52  Fa D dir.

Die Schlufiregeln sind Modus ponens sowie die All-Einfithrung im Sukzedens
und die Existenzeinfithrung im Antezedens von Konditionalen:

A ADB 2A D Fa FadA
B ADVesr  (Frdr) DA

So erhidlt man den Logistisch Hilbertartigen Intuitionistischen Kalkil LHJ.
Die klassische Variante LHK ergibt sich durch Hinzunahme des zusétzlichen
Grundformelschemas 2 vV -2 des Tertium non datur.

4.1.2  Aquivalenz der Kalkiile

Gentzen zeigt die Aquivalenz der drei intuitionistischen und der drei klassi-
schen Kalkiile. Das erlaubt ihm, Resultate wie seinen Hauptsatz fiir einen Kal-
kil zu beweisen (ndmlich fiir den mittleren, den , logistischen” Kalkiil, der extra
so gebaut ist, dafs der Hauptsatz in ihm gut abzuleiten ist) und fiir einen ande-
ren zu benutzen. Dariiber hinaus erfiillt es seinen Anspruch aufzuzeigen, dafi
die beweistheoretisch untersuchten Kalkiile mit der mathematischen Praxis eng
zusammenhidngen, d.h. die Praxis des mathematischen Schliefiens tatsdchlich
vollstandig formalisieren.

Der Beweis fiir die Aquivalenz der drei intuitionistischen Kalkiile folgt fol-
gendem Schema:

Aquivalenzbeweis der intuitionistischen Kalkiile

§3
LHJ-Herl. NJ-Herl.

oW

LJ-Herl.
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Im klassischen Fall ist etwas mehr Aufwand erforderlich:

Aquivalenzbeweis der klassischen Kalkiile

A vV =2 bleiben
Grundformeln

LHK -Herl. - NK-Herl.

(wie oben)

Herl.in LJ +
Grundseq. , 2 v —A”

Grundfmln. 2 vV —2(

Hilfskalkiil
(Austausch einiger < | Kk -Herl. zu Seq. — AV A
SchluBiregeln) u. diese durch ihre LK-Herl.

ersetzen

Mit diesen Beweisen hat man die Aquivalenzen
LHK = LK = NK
und

LHJ=LJ=NJ.

4.1.3 Hauptsatz

Das wichtigste Resultat der 1934er Arbeit ist jedoch sicher der Hauptsatz tiber
die Schnitt-Elimination in LK bzw. LJ:

Jede LK- (LJ-) Herleitung lafst sich in eine LK - (L.J-) Herleitung der glei-
chen Endsequenz umwandeln, in der die ,,Schnitt” genannte Schlufifigur nicht
auftritt.

Dieser Satz ist besonders deshalb wichtig, weil er die Sub- oder Teilformel-
eigenschaft nach sich zieht. Die vom Schnitt verschiedenen Schlufiweisen sind
namlich so beschaffen, dafs durch sie die schon vorhandenen Formeln hochs-
tens verldngert werden, d. h., jede an einer bestimmten Stelle in einer LK- (oder
LJ-—das wird jetzt nicht mehr gesondert erwédhnt) Herleitung in einer Sequenz
auftretende Formel tritt in allen folgenden Sequenzen entweder selbst oder als
Teilformel wieder auf. Eine schnittfreie Herleitung in einem Kalkiil wie LK er-
laubt damit aus der Kenntnis der Endsequenz eine gewisse Kontrolle der davor
aufgetretenen Schliisse. Es konnen keine Formeln, die im Laufe der Herleitung
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eine Rolle gespielt haben, durch einen Schnitt ,, verschwunden” sein. Diese Kon-
trolle iiber die vorangegangenen Formeln ist spdter ein Kernbaustein der Gent-
zenschen Widerspruchsfreiheitsbeweise.

4.1.3.1 Beweis des Hauptsatzes
Der Beweis des Hauptsatzes verlduft folgendermafien. Zunachst wird eine neue
Schlufifigur, eine sog. ,Mischung” eingefiihrt:

r-e A—A
Mischung —————————
I,A" — ©%,A,
wobei A* und ©* aus A und © durch Streichen aller Auftreten einer Formel,
der sog. ,,Mischformel” (die auch mindestens je einmal in A und © vorkommen
muf3), entstehen. Anschliefsend wird gezeigt, dafs jede Herleitung mit Schnitten
sich ganz elementar in eine Herleitung ohne Schnitte, dafiir aber mit Mischun-
gen umformen lafit und umgekehrt. Dann bleibt zu zeigen, dafs eine schnittfreie
Herleitung mit Mischungen sich in eine Herleitung ohne Mischungen umfor-
men laf3t.

An dieser ,Mischungselimination” ist interessant, dafs Gentzen sie mit einer
verschachtelten zweifachen Induktion beweist, und zwar im Wesentlichen ei-
ner Induktion nach der Komplexitat der Mischformel und einer Induktion nach
den Lingen der liangsten Faden links und rechts oberhalb der Mischung, die
die Mischformel im Sukzedens enthalten. Der Grundgedanke dieses Beweises
ist, eine Fallunterscheidung nach den letzten Schliissen oberhalb der Mischung
durchzufiihren und sie dann entweder (a) weiter nach oben im Beweis zu ver-
lagern (dann Anwendung der zweiten Induktionsvoraussetzung) oder (b) auf
eine Mischung mit weniger komplexer Mischformel zurtickzufiihren (dann An-
wendung der ersten Induktionsvoraussetzung).!?

Der entsprechende Beweis fiir LJ-Herleitungen lauft, da LJ-Herleitungen
spezielle LK -Herleitungen sind, vollig analog, nur mufd man bei den Beweisum-
formungen jeweils priifen, ob die Bedingung, dafd hochstens eine Sukzedensfor-
mel vorliegt, erfiillt bleibt.

4.1.3.2 Anwendungen des Hauptsatzes

Zu Beginn des zweiten Teils seiner Arbeit'” gibt Gentzen einige Anwendun-
gen des Hauptsatzes an. Er impliziert zum Beispiel die schon aus dem Hilbert-
Ackermann bekannte Widerspruchsfreiheit der Pradikatenlogik.!* Denn aus der
Herleitung einer beliebigen Widerspruchssequenz — A A =2( 1a3t sich eine Her-
leitung der leeren Sequenz — gewinnen. Wendet man auf diese Herleitung den
Hauptsatz an, miifite man eine schnittfreie Herleitung der leeren Sequenz erhal-

t13

2Zu diesem Grundgedanken vgl. auch GENTZEN, Untersuchungen I [1934a], 203.
BGENTZEN, Untersuchungen IT [1934b).
Vgl. HILBERT/ ACKERMANN, Theoretische Logik [1928], 65.



Hilbertschule II: Gerhard Gentzen 281

ten. Dies ist allerdings nach Gestalt der Schlufifiguren nicht moglich, denn die
leere Sequenz kann nur bei einem Schnitt tiberhaupt als Untersequenz auftreten.

Neben der Widerspruchsfreiheit der Pradikatenlogik 1afit sich aus dem
Hauptsatz auch ein Entscheidungsverfahren fiir aussagenlogische Formeln ge-
winnen, sowie ein neuer Beweis dafiir, daf$ das Tertium non datur in der intui-
tionistischen Variante nicht herleitbar ist. (Dieser Beweis wurde oben auf S. 277
dargestellt.)

Fiir die klassische Pradikatenlogik leitet Gentzen aus seinem Verfahren dann
noch folgende Verschiarfung des Hauptsatzes her:

Ist S eine herleitbare Sequenz, deren samtliche Formeln V- und 3-Zeichen
hochstens als duferste Zeichen enthalten, dann gibt es zu S auch eine schnitt-
freie Herleitung, die bei einer sog. ,Mittelsequenz” in zwei Teile zerfillt: Im
oberen Teil einschliefllich der Mittelsequenz treten tiberhaupt keine V- und 3-
Zeichen auf und im unteren Teil, ab der Mittelsequenz, treten nur V- und 3-
Einfiihrungen und -Beseitigungen sowie Strukturschliisse auf. (Zusatz: Diese
Herleitung besteht unterhalb der Mittelsequenz dann nur aus einem einzigen
Faden, denn die auftretenden Schlufifiguren haben nur je eine Obersequenz.)

Aus dem verschidrften Hauptsatz gewinnt Gentzen dann noch einen Beweis
fur die Widerspruchsfreiheit der Arithmetik ohne vollstandige Induktion. Glei-
chungen von Funktionen und ihren Werten werden dabei als Pradikate aufge-
fafst. Die arithmetischen Axiome haben alle die im verscharften Hauptsatz gefor-
derte pranexe Form. Mit einigen Schliissen kann man nun zeigen, daf8 ein hypo-
thetischerweise vorliegender Beweis eines Widerspruchs transformiert werden
konnte in einen Beweis, der rein aussagenlogisch aus richtigen numerischen
Gleichungen auf einen Widerspruch fiihrt. Das ein solcher nicht méglich ist,
liegt fiir Gentzen auf der Hand. Er illustriert diesen Sachverhalt nur noch zu-
sdtzlich mit dem schon aus Ackermanns Arbeiten bekannten Begriff der , Rich-
tigkeit” von numerischen Formeln.

Interessant ist schliefslich noch zu bemerken, dafs Gentzen in dieser Arbeit
vorbehaltlos vom Einsatz der vollstindigen Induktion spricht — ein Punkt, der
schon in der Diskussion der Arbeiten Ackermanns eine wichtige Rolle spielte
und auf den spéter noch zuriickzukommen sein wird.

4.2 Der erste, nicht veroffentlichte Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die
Zahlentheorie

Einen ersten Beweis fiir die Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie hatte Gent-
zen schon im August 1935 bei den Mathematischen Annalen zur Publikation ein-
gereicht. Nach Kritik an den darin verwendeten SchluSprinzipien zog er ihn
jedoch von der Veroffentlichung zuriick und erarbeitete die 1936 schliefslich er-
schienene Fassung.!® Die urspriingliche Fassung wurde erst {iber 30 Jahre spa-
ter veroffentlicht, und zwar als englische Ubersetzung in Szabos Ausgabe der

SGENTZEN, Widerspruchsfreiheit [1936a).
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Werke Gentzens.!® Auf Deutsch publizierte sie 1974 Paul Bernays im Archiv fiir
mathematische Logik und Grundlagenforschung.'” Dabei wurden nur die Teile ab-
gedruckt, die mit dem Beweis von 1936 nicht iibereinstimmten. Fiir die Rekon-
struktion der tibereinstimmenden Teile wird deshalb im Folgenden schon auf
den 1936er Beweis zuriickgegriffen, der ansonsten erst im folgenden Abschnitt
behandelt wird (Abschnitt 4.3, S. 292ff.).

Gentzens Absicht war, die Widerspruchsfreiheit der klassischen Zahlentheo-
rie zu beweisen und damit einen Beitrag zu Hilberts Programm zu leisten. Mit
,der Zahlentheorie” ist dabei dhnlich wie bei Ackermann und auch schon bei
Hilbert kein bestimmtes formales System gemeint. Die Beschrankung des Be-
weises auf ein bestimmtes formales System wiirde seine Tragweite zu sehr ein-
schranken. Im Gegenteil zeigt sich hier wieder die schon angetroffene Auffas-
sung der Zahlentheorie als eines grofSen mathematischen Teilgebietes, das for-
mal nicht genau abgegrenzt ist. Die Menge der zahlentheoretischen Axiome
ist nicht prazise festgelegt, denn es konnen stets neue Individuenkonstanten,
neue Funktions- und Pradikatszeichen, sowie zugehorige definierende , Axio-
me” eingefiihrt werden (wie heute in definitorischen Erweiterungen von Theo-
rien). Gentzen schreibt sogar:

,Ich will keine allgemeinen formalen Schemata fiir diese und weitere Begriffsbildungsmetho-
den aufstellen. Es wird sich zeigen, daf8 sie sich auch ohnedies in summarischer Weise
in den Widerspruchsfreiheitsbeweis einbeziehen lassen. [... ] Fiir meinen Widerspruchsfrei-

heitsbeweis ist es ziemlich gleichgiiltig, was man als Axiome nimmt.”
GENTZEN, Widerspruchsfreiheit [1936a), 26-27

Allerdings ist es fiir das Durchgehen des Beweises natiirlich iiberhaupt nicht be-
liebig, welche Funktionen und Préadikate hier zugelassen sind. Gentzen gibt das
Kriterium fiir deren Zuldssigkeit aber erst spdter bei der Definition der Sequen-
zenreduktionsschritte an, also dort, wo man direkt sieht, wozu diese Einschran-
kung gut ist. Das Kriterium ist die (finite) Entscheidbarkeit der Funktionen und
Pradikate. Und das heifst einfach gesagt: Funktionswerte miissen ausgerechnet
werden kénnen und Ahnliches soll fiir Pradikate gelten (bspw. in Form der Be-
rechenbarkeit der charakteristischen Funktion eines Pradikats).!®

4.2.1 Der Kalkiil

Der Kalkiil, den Gentzen seinem Widerspruchsfreiheitsbeweis zugrundelegt,'’

ist im Wesentlichen eine Variante des Kalkiils NK aus Gentzens oben bespro-
chener Dissertation.?’ Allerdings werden hier Sequenzen verwendet, die in der

'Y GENTZEN, Collected Papers [1969], 201-213.

7GENTZEN, Der erste [1974a).

18Vgl. fiir die Funktionen Nr. 13.12 und fiir die Pradikate Nr. 13.3 in GENTZEN, Der erste [1974a],
101.

“Vgl. GENTZEN, Widerspruchsfreiheit [1936a), 20-24.

Y GENTZEN, Untersuchungen I [1934a] und GENTZEN, Untersuchungen II [1934b]; vgl. Abschnitt
4.1,S.272ff.
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fritheren Arbeit gerade fiir die logistischen Kalkiile (etwa LK) kennzeichnend
gewesen waren. Sie treten hier an die Stelle der freien Annahmen in NK. Im
Unterschied zu dem Sequenzenkalkiil LK miissen hier die Sequenzen ein Suk-
zedens der Liange eins haben, also genau eine Hinterformel.?! Sequenzen haben
also die Gestalt:

Aq,...,A, — B,

wobei ;1 gleich Null sein kann, d. h., das Antezedens kann leer sein. Die Struktur-
schlufiregeln sind: Vertauschen zweier Vorderformeln, Kontraktion zweier glei-
cher Vorderformeln zu einer, Abschwéchung durch eine zusétzliche Vorderfor-
mel und gebundene Umbenennung innerhalb irgendeiner Formel der Sequenz.

Die logischen Schlu8regeln werden als Ubergéinge von Sequenzen zu ande-
ren Sequenzen konzipiert:

I'—-2 A—B UBF—»Q[&% I' - A&DB

T'A — A&B r—-2 r—9%

I — A I -8 I'-2AvY8 AA-C B,0-C

OB

F'-2Ave8 I'—->2AVSB A —C

I — F(a) ' — Vr3r
E——— AB———

I — vr§(p) I — 31

' — () I'— 33 §(a),A—¢
E—— EB

I — 3 5(r) IA—¢

AT — B '—-2A A—-AD%B
FE——— FB

I'—-2A>%8B A — 8.

Die Negation wird hier allerdings nicht durch das friihere Paar aus Einfiihrungs-
und Beseitigungsregel abgedeckt, sondern durch zwei andere Schliisse, nam-
lich die ,,Widerlegung” (Wid) und die ,Beseitigung der doppelten Verneinung”
(DNeg):

wid DNeg
A — -2 I — 2

Die vollstandige Induktion (Ind) wird schliefilich ebenfalls als Schlufiregel ge-
fafst:

[—=3(1) §(a),A—=3Fa+1)
A = F().

Ind

Z1Gentzen selbst bemerkt die Ahnlichkeit dieses Kalkiils mit NK in einer Fuinote, ohne aller-
dings auf den Unterschied einzugehen, der in der Verwendung von Sequenzen besteht.
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Bei den Schlufiregeln AE, EB und Ind ist wie {iblich eine Variablenbedingung
fiir a zu beachten.

Es gibt zwei Arten von Grundsequenzen, bei denen Beweise ,anfangen” kon-
nen, namlich logische Grundsequenzen 2 — % fiir beliebige Formeln 2 und
mathematische Grundsequenzen — ‘B fiir mathematische Axiome 8. Wahrend
durch die mathematischen Grundsequenzen , mathematische Substanz” Ein-
gang in den Kalkiil findet, entsprechen die logischen Grundsequenzen dem Ma-
chen einer Annahme im nattirlichen Schliefien.

Eine Herleitung ist schliefSlich eine Folge von Sequenzen, so daf3 jede Sequenz
entweder eine Grundsequenz ist oder durch eine Schlufiregelanwendung aus
fritheren Sequenzen hervorgeht.

4.2.2 Der Beweis

Der grundsétzliche Ablauf des Widerspruchsfreiheitsbeweises ist folgenderma-
len. Man nimmt an, einen beliebigen zahlentheoretischen Beweis b eines allge-
mein logischen Widerspruchs — 2 A =2 zu haben. Dieser wird zunéchst er-
gédnzt zu einem Beweis b’ der ,arithmetisch falschen” Sequenz — 1 = 2. b’ lafit
sich weiter umformen in einen Beweis b’ von — 1 = 2 im negativen Fragment,
d.h. in einen Beweis, in dem keine Zeichen V, 3 oder D vorkommen. Diese Um-
formung geschieht durch Ersetzung der Formeln in der iiblichen Weise (bspw.
—Vr —=§(r) fir 3r §(r)) und anschlieffende Ersetzung der urspriinglichen Schliis-
se durch die entsprechenden Schliisse fiir die anderen logischen Zeichen. Sie
hat die wesentliche Eigenschaft, eine Zahlgleichung als Endformel nicht zu ver-
andern.?? Auf b wird dann ein allgemeiner Satz angewandt, ndmlich: Fiir jede
zahlentheoretisch ohne V, 3 und O hergeleitete Sequenz 14fst sich eine Redu-
ziervorschrift angeben. Eine Reduziervorschrift ist dabei definiert als eine Reihe
von Reduktionsschritten, das sind Umformungsvorschriften fiir die Sequenz,
und zwar als eine Reihe, die erst dann abbricht, wenn eine elementar , richti-
ge” Sequenz erreicht ist. Fiir eine (falsche) Sequenz wie — 1 = 2 ist jedoch
kein Reduktionsschritt definiert. Hitte man nun einen V-, 3- und D-freien Be-
weis der Sequenz — 1 = 2, so miifite sich nach dem allgemeinen Satz fiir diese
herleitbare Endsequenz eine Reduziervorschrift angeben lassen. Das ist jedoch
aufgrund der Definition der Reduktionsschritte nicht der Fall. Damit hat man
die Annahme, man hitte einen Beweis eines allgemein logischen Widerspruchs
ad absurdum gefiihrt.

2Dje Hinterformel der Endsequenz eines Beweises wird hier kurz , Endformel” genannt. —
Fir den finiten Standpunkt, dem sich Gentzen verpflichtet fiihlte, ist es wesentlich, dafs solche
Beweistransformationen an einem hypothetisch vorliegenden konkreten Beweis durchgefiihrt
werden. Vgl. z.B. Gentzens Formulierung: ,Es liege irgendeine zahlentheoretische Herleitung
[...]vor. [...] Ich beginne mit einer Vorschrift zu einer Umformung der vorgelegten Herleitung.”
GENTZEN, Widerspruchsfreiheit [1936a], 41.
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Die Beweisschritte in der Ubersicht:

Argumentationsstruktur des 1935er Widerspruchsfreiheitsbeweises

(1) Jeder Beweis ldf3t sich in einen Beweis umformen, in dem keine V-, 3-, oder D-Zeichen
vorkommen.

(2) Zujedem Beweis ohne V, 3, D ld6t sich eine Reduziervorschrift angeben.

(3) Es gibt einen Beweis b von — 2 A =2l (Annahme)
(4) blaBt sich zu einem Beweis b’ von — 1 = 2 umformen.

(5) b’ 14ft sich zu einem Beweis b’ von — 1 = 2 ohne V, 3, D umformen. (aus (1))
(6) Zu b" 148t sich eine Reduziervorschrift angeben. (aus (2))
(7) Es gibt keine Reduziervorschrift fiir — 1 = 2, im Widerspruch zu (6). (aus Def.)
(8) Es gibt keinen Beweis b von — 2A A =2, (aus (3) und (7))

Wie sehen nun die Reduktionsschritte im Einzelnen aus? Die bei Gentzen
relativ komplizierte Verschachtelung von Fallunterscheidungen zur Definition
der Reduktionsschritte wird durch die schematische Darstellung in der folgen-
den Abbildung 4.1 deutlicher gemacht. Dabei sei o eine Sequenz. ,HiFo” bzw.
,VoFo” bzw. ,MinFo” steht fiir , Hinterformel(n)” bzw. , Vorderformel(n)” ei-
ner Sequenz bzw. ,Minimalformel(n)”. Ein Auftreten von n Mal ,,« “ bedeutet:
»gehe n Schritte zurtick” (also bis zur Frage vor dem n. Pfeil nach links). Eine
Sequenz in Endform ist eine Sequenz B, ...B,, — B mit einer Minimalformel
B, wobei es, falls B falsch ist, auch unter den B; eine falsche Minimalformel
gibt. Fiir Sequenzen in Endform (und fiir einige andere Sequenzen, vgl. bspw.
Anm. 23) werden keine Reduktionsschritte definiert.

Nachdem in dieser Weise festgelegt ist, was mogliche Reduktionsschritte zu
bestimmten Arten von Sequenzen sind, wird diese Festlegung verwendet, um
zu definieren, was unter einer ,,Reduziervorschrift” zu verstehen ist. Eine Redu-
ziervorschrift ist nach Gentzen eine Vorschrift, die gestattet von einer Sequenz
(a) in endlich vielen Schritten
(b) zu einer richtigen Endform (13.4) zu gelangen
(c) fiir beliebige Wahlen der Zahlzeichen n (13.1.1,13.2.1) und der &-Teilformeln

2 und ‘B (13.2.2) und
(d) unter Festsetzung der tibrigen Wahlfreiheiten (13.5), d. h. unter Festlegung,

welche Formel reduziert wird (13.5.1, .2 oder .3), welches Zahlzeichen bzw.

ob 2 oder B gewdhlt wird (13.5.1 und 13.5.2) und ob die reduzierte Formel

gef. stehenbleibt oder gestrichen wird (13.5.1, .2 oder .3).

Insbesondere ist auf die dritte Bedingung hinzuweisen. Eine Reduziervorschrift
mufd gewissermafien fiir jede beliebige Wahl eines Zahlzeichens n beim Ersetzen

ZNB: Die Fallunterscheidung ist nicht vollstandig, da sie den Fall nur richtiger minimaler VoFo
nicht berticksichtigt! — Im Blick auf Gentzens Absicht insgesamt bleibt zu beweisen, dafs bei her-
leitbaren Sequenzen dieser Fall nicht auftreten kann.

#Fs konnen neue Minimalterme entstanden sein.

PHiFo unverandert; moglich jedoch, daf jetzt falsche minimale VoFo.

%6Neue HiFo ist moglich, aber keine neuen Minimalterme.
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einer Allformel ViF(r) durch §(n) und einer Formel mit freier Variable §(r) sa-
gen, wie mit dem Reduzieren vorangeschritten werden kann. Stellt man sich
eine Reduziervorschrift als Baumstruktur vor, so kann dieser Baum mithin un-
endliche Verzweigungen aufweisen.?”

Der wesentliche Satz innerhalb des Widerspruchsfreiheitsbeweises ist dann,
daf’ sich zu jeder ohne Vv, 3 und D herleitbaren Sequenz eine Reduktionsvor-
schrift angeben 143t (2). Wie oben erldutert folgt daraus die Widerspruchsfrei-
heit, da fiir — 1 = 2 kein Reduktionsschritt definiert ist. Die Angebbarkeit einer
Reduktionsvorschrift entspricht damit der Rolle des numerischen Richtigkeits-
begriffs in Hilberts fritheren Widerspruchsfreiheitsbeweisen.

Zum Beweis von (2) geht Gentzen in folgenden Schritten vor:

(2a) Fir die mathematischen Grundsequenzen werden Reduziervorschrif-
ten vorausgesetzt.

(2b) Fiir logische Grundsequenzen 2l — 2 lassen sich nach den festgesetzten
Regeln Reduziervorschriften angeben. Dabei ist das Fortschreiten einer solchen
Vorschrift manchmal abhédngig von den Resultaten der vorausgehenden Reduk-
tionen. Die wesentliche Idee ist hier, zuerst die HiFo soweit zu reduzieren, bis
entweder eine MinFo daraus wird, oder sie die Gestalt =B hat. Im ersten Fall ist
man fertig, wenn es eine richtige MinFo ist (Endform!), oder man hat eine falsche
MinFo und kann nun die VoFo & mit genau denselben Schritten reduzieren, wie
die HiFo 2. Im zweiten Fall mufs man die Negation beseitigen, anschlieflend
wieder dieselben Schritte mit der VoFo 2 durchfiihren, die man zuvor mit der
HiFo 2 durchgefiihrt hatte. In beiden Féllen erhalt man schlieflich eine Sequenz
B — B, die kiirzer bzw. weniger komplex ist als die urspriingliche Grundse-
quenz.

(2¢) Bei Strukturschliissen erhilt man aus einer Reduziervorschrift fir die
Obersequenz sofort eine Reduziervorschrift fiir die Untersequenz.

(2d) Esbleiben die Sequenzen, die durch eine echte Schlufsregel aus einer Se-
quenz hervorgehen, fiir die schon eine Reduziervorschrift bekannt ist. Von die-
sen lassen sich die V und A betreffenden Schlufiregeln leicht behandeln. Schwie-
riger ist die Bearbeitung der Widerlegung, der Beseitigung der doppelten Nega-
tion und der vollstandigen Induktion. An ihnen demonstriert Gentzen sein tech-
nisches Geschick; sie sollen hier nicht im Detail nachgezeichnet werden. Gent-
zen kann sie allerdings alle in gewisser Hinsicht uniform behandeln, indem er
einen Hilfssatz beweist, der in allen drei Fillen eine wichtige Rolle spielt.

Der Hilfssatz behauptet fiir zwei variablen- und minimaltermfreie Sequen-
zen der Form I' — 2 und A, A — B, daf$ aus Reduziervorschriften fiir sie eine
Reduziervorschrift fiir die Mischsequenz (I'; A — ‘B) aus beiden gewonnen wer-
den kann. Damit fangt er gewissermafien die Diskrepanz zwischen klassischer
und finiter Deutung von Sequenzen und ihrem spezifischen Verhiltnis von An-

% Zum Problem der unendlichen Verzweigungen der Reduktionsbdume vgl. auch Bernays’ Ein-
fithrung zu Gentzens 1935er Arbeit GENTZEN, Der erste [1974a], 97.
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nahmen und Folgerungen auf.?® Im nicht leicht durchschaubaren Beweis des
Hilfssatzes tritt u. a. eine weitere , Induktion” auf, ndmlich nach der Komplexi-
tit der Mischformel 2. Jedenfalls nennt Gentzen seine SchlufSweise tatsichlich
,Induktion”,?? auch wenn im Beweisgang nicht mehr geschieht als die typisch
finite Riickfithrung des Falles einer Mischformel bestimmter Komplexitit auf
den Fall einer Mischformel geringerer Komplexitét (sofern die Reduktion noch
nicht bei einer Sequenz in Endform angelangt ist). Diesen Schritt mufs man so
oft durchfiihren, bis man zur Endform gelangt; hochstens so oft, wie die konkre-
te Mischformel logische Verkniipfungszeichen enthilt. Also kommt man nach
endlich vielen Schritten zu einer Endform. So geht in etwa der Beweis des Hilfs-
satzes.

Damit hat Gentzen dann folgende Fakten, die aufgrund der induktiven Defi-
nition des Herleitungsbegriffs den Satz (2) in der Hauptargumentationsstruktur
(S. 285) implizieren, dafs sich namlich fiir alle ohne V, 3 und D herleitbare Se-
quenzen Reduktionsvorschriften angeben lassen:

Teilargumentation fiir Satz (2), 1935

(2a) Mathematische Grundsequenzen haben Reduktionsvorschriften. (vorausgesetzt)
(2b) Logische Grundsequenzen haben Reduktionsvorschriften. (direkt gezeigt)
(2c¢) Aus den Reduktionsvorschriften fiir Obersequenzen von V- und A-Schliissen lassen

sich Reduktionsvorschriften fiir deren Untersequenzen gewinnen. (direkt gezeigt)

(2d) Aus den Reduktionsvorschriften fiir Obersequenzen von Wid-, DNeg- und Ind-
Schliissen lassen sich Reduktionsvorschriften fiir deren Untersequenzen gewinnen.
(mittels Hilfssatz)

Aus der Angebbarkeit von Reduktionsvorschriften fiir herleitbare Sequen-
zen folgt dann direkt entsprechend der Definition des Begriffs eines Redukti-
onsschrittes, dafi — 1 = 2 nicht herleitbar sein kann, denn fiir — 1 = 2 ist
weder ein Reduktionsschritt definiert, noch hat diese Sequenz Endform. Und
wenn — 1 = 2 nicht herleitbar sein kann, dann war es auch — 2A A =2 nicht.
Das ist der wesentliche Kern von Gentzens erstem Widerspruchsfreiheitsbeweis
in der urspriinglichen Version von 1935.

BDiese Diskrepanz hat Gentzen in GENTZEN, Widerspruchsfreiheit [1936a] bei der Diskussion
der internen Implikation D erldutert. Wenn man 20 D B finit so auffafSt, daff damit behauptet
wird, es lage ein Beweis B dafiir vor, dafl aus einem Beweis von 2 ein Beweis von B erzeugt
werden kann, so liegt die Hauptschwierigkeit darin, daf8 in diesem Beweis B selbst wieder Im-
plikationen enthalten sein konnen. Diese kénnen so also nicht konstruktiv gerechtfertigt werden.

P GENTZEN, Der erste [1974a], 113.
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4.2.3 Deutung, Diskussion und Kritik

Das Zentrum dieses Beweises ist die Angebbarkeit von Reduktionsvorschrif-
ten fiir herleitbare Sequenzen. Thre inhaltliche Bedeutung besteht darin, eine
Art Korrektheitsbegriff bereitzustellen. Nach diesem ist etwa §(3) = 2 reduzier-
bar/korrekt, wenn der Funktionswert von { an der Stelle 3 eben 2 ist. Va§(x)
ist reduzierbar/korrekt, wenn §(n) fiir jedes beliebige Zahlzeichen n reduzier-
bar/korrekt ist. Und so weiter.

Sowohl von der argumentationslogischen Stellung her als auch in Bezug auf
seine genaue Konzeption fafit der Begriff der Angebbarkeit einer Reduziervor-
schrift mehrere Schritte aus den fritheren Ansétzen in der Hilbertschule zusam-
men: Die Elimination der freien Variablen, die Reduktion der Funktionale und
die numerische Richtigkeit der Resultate. Diese Zusammenfassung ist jedoch —
und das ist der entscheidende Grund fiir ihre groflere Reichweite — nicht blof3
additiv. Es werden nicht nur drei Einzelschritte seriell zusammengestellt. Die
Reduziervorschrift betrifft die gesamte Herleitung auf ein Mal und dndert sie
ab. Das war bei den fritheren Ansdtzen nicht gemacht worden.

Wegen der zentralen Stellung dieses Satzes im Widerspruchsfreiheitsbeweis
sind Einwendungen gegen ihn von grofiter Bedeutung. Die wichtigste kritische
Frage ist, woher man weif3, dafs eine Reduziervorschrift fiir eine Sequenz nach
endlich vielen Schritten auf eine Endform fithren mufS. Auch wenn man die An-
sicht von Paul Bernays teilt, dafs es ,zum Begriff der Reduziervorschrift [ge-
hort], da8 die durch sie bestimmte Verzweigungsfigur®® jeweils im Endlichen
abbricht”,3! dann verschiebt sich dadurch nur die Frage dahin, woher man denn
weifs, dafs sich immer eine solche Vorschrift angeben ldfst. Entweder eine solche
Vorschrift hat nur die Form ,,wenn dies und das vorliegt, dann tue jenes”, und
dann mufs man zeigen, daf$ dieses Verfahren irgendwann abbricht, wiahrend die
Existenz einer solchen Vorschrift vielleicht trivial ist. Oder die Vorschrift hat eine
Form, die das Abbrechen nach endlich vielen Schritten beinhaltet, und dann ist
das Abbrechen des Verfahrens vielleicht ,per definitionem” klar, wiahrend die
Existenz eines solchen Verfahrens keineswegs selbstverstandlich ist und gezeigt
werden muf3.

Urspriinglich scheint Gentzen entgegnet worden zu sein, dafs er implizit ein
,fan theorem” benutzt habe, um die Endlichkeit seiner Verzweigungsfigur zu
sichern. Diese Kritik scheint ihn — ob berechtigt oder nicht —jedenfalls dazu be-
wogen zu haben, den Kern des Beweises umzuarbeiten in die Form, die dann
tiir die folgende Entwicklung pragend werden sollte.

Die finite Zuliissigkeit der metamathematischen Methoden, die beim Wider-
spruchsfreiheitsbeweis Anwendung fanden, hat Gentzen in seiner Arbeit selbst

Eine , Verzweigungsfigur” ergibt sich dadurch, dafs beim Reduzieren von Sequenzen gewisse
Wahlfreiheiten fiir Zahlparameter und fiir Konjunktionsglieder bestehen. Da die Reduziervor-
schrift fiir jede mogliche Wahl die weitere Reduktion festlegen muf, ergibt sich an diesen Stellen
jeweils eine endliche bzw. unendliche Verzweigung.

SLGENTZEN, Der erste [1974a], 97.
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thematisiert. Es sieht sich mit dem grundsitzlichen Problem konfrontiert, dafs
der Finitismus nicht formal und streng definiert ist, und es deshalb keine ein-
deutige und erst recht keine beweisbare Antwort auf die Frage gibt, ob die ver-
wendeten Methoden alle finit zuldssig sind. Gentzen ist daher der Ansicht:
,Man mus sich eben jeden einzelnen Schlufi daraufhin ansehen und sich dartiber klar zu
werden versuchen, ob er mit dem finiten Sinn der vorkommenden Begriffe im Einklang

steht und nicht etwa auf einer unzuverldssigen ,an-sich’-Auffassung dieser Begriffe be-
ruht.” GENTZEN, Der erste [1974a], 112

Seine Betrachtungen ergeben: Die formalen mathematischen Zeichen, die die
Gegenstande der Beweistheorie bilden, sind durch Konstruktionsvorschriften
(bzw. induktive Definitionen) gegeben; die metamathematischen Funktionen
und Pradikate sind allesamt entscheidbar definiert; die Quantoren werden im-
mer im finiten Sinne verwendet, z. B. der Existenzquantor nur eingefiihrt fiir
Objekte, die sich angeben lassen oder fiir die sich eine Konstruktionsvorschrift
angeben laf3t; der Folgerungsbegriff tritt (im erwahnten Hilfssatz) nur in nicht-
verschachtelter Weise auf; vollstindige Induktionen werden nur verwendet fiir
konkrete Zahlzeichen, so dafs sie durch n-fachen Modus ponens von Indukiti-
onsanfang und Induktionsschritten ersetzt werden kdnnen; die einzige vorkom-
mende Negation kann als Negation vor einem entscheidbar definierten Pradikat
gelesen werden; und schliefllich wird der Begriff der Reduziervorschrift immer
konstruktiv verwendet, insbesondere wird von der Existenz einer Reduziervor-
schrift nur gesprochen, wenn eine konkrete angegeben werden kann. Die meta-
mathematisch verwendeten Schluflweisen sind nach Gentzens Auffassung da-
mit alle finit zuldssig.

Im Hinblick auf die Gidelsitze hat Gentzen sein Resultat schnell positioniert:
Der Begriff der Reduziervorschrift lasse sich nicht mit den Mitteln der Zahlen-
theorie ausdriicken. Damit sind im Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die Zah-
lentheorie SchluSweisen verwendet worden, die iiber die Beweismittel der Zah-
lentheorie hinausgehen und die dennoch finit zulédssig sind. Also steht Gentzen
ganz auf dem Standpunkt, den Godel selbst in der Publikation seiner Theoreme
eingenommen hatte: Der Unvollstindigkeitssatz behauptet nur, dafd die Wider-
spruchsfreiheit der Theorie nicht mit den Mitteln der Theorie bewiesen werden
kann; tiber Mittel, die dariiber hinausgehen, sagt er nichts.

Wie weitreichend ist Gentzens Beweis? Wie schon mehrfach angedeutet, hat
sich Gentzen mit seinem Beweis nicht auf ein bestimmtes formales System fest-
gelegt. Sein ,Beweis” hat mehr die Form der Angabe eines Beweisverfahrens,
das zu verschiedenen fixierten Theorien die Ausfithrung des Beweises ermog-
licht. (Selbst dann operiert der Beweis natiirlich noch mit hypothetisch vorlie-
genden Objekten, was seine konkrete Ausfiihrbarkeit noch beschrankt.) Diese
Anlage des Beweises bringt den Vorteil, daf$ er gut auf Erweiterungen des zah-
lentheoretischen Formalismus anwendbar ist. Dabei gelten natiirlich verschie-
dene Kriterien: Neue Funktionen und Pradikate miissen entscheidbar definiert
sein; fiir neue mathematische Axiome sind Reduziervorschriften anzugeben; fiir
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neue Schlufweisen muf ein Verfahren angegeben werden, um aus Reduziervor-
schriften fiir die Obersequenzen zu Reduziervorschriften fiir die Untersequenz
zu gelangen. Besonders interessant ist, dafs Gentzen hier schon die spéter un-
tersuchte Erweiterung der Zahlentheorie um ihre Konsistenzaussage ins Auge
fafit. Godels Konsistenzaussage hat die Form Vz2(z) und die Einsehbarkeit ih-
rer finiten Richtigkeit bedeutet nichts anderes, als daff man von jeder Instanz
2(n) fiir ein Zahlzeichen n weif3, daf sie richtig ist. Dies beides gentigt, um die
Reduzierbarkeit der Sequenz — Va2(z) einzusehen und damit kann man die-
se Sequenz in den Widerspruchsfreiheitsbeweis (als Axiom) mit einbeziehen.?
Gentzen hat damit nicht nur die Widerspruchsfreiheit, sondern sogar die w-
Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie bewiesen.

Zur Rolle der Induktion in Widerspruchsfreiheitsbeweisen fiir die Zahlentheo-
rie nimmt Gentzen noch Stellung. Fiir ihn ist es eindeutig so, daf sich die Wider-
spruchsfreiheit der Zahlentheorie ohne Induktion beweisen ldf3st mit rein finiten
Mitteln, die auch in der Zahlentheorie formalisierbar sind. Der Begriff der Redu-
ziervorschrift, der iiber den Rahmen des in der Zahlentheorie Ausdriickbaren
hinausgeht, wird dazu nicht benétigt. Er spielt erst eine Rolle, wenn die vol-
le Zahlentheorie, d. h. mit Induktion, auf dem Priifstand steht. Hier beschreibt
Gentzen dufierst klar, was auch fiir die spateren Beweise von Bedeutung sein
wird: Ohne die Induktion kann man immer eine obere Schranke fiir die Anzahl
der Reduktionsschritte angeben, die fiir das Reduzieren einer bestimmten Se-
quenz notig sind.

,Nimmt man jedoch die Schluiregel der vollstindigen Induktion hinzu, so kann diese An-
zahl, in Abhéngigkeit von Wahlen, beliebig groff werden. Bei der Behandlung dieser Schlufs-
regel (14.443) ist namlich die Anzahl der erforderlichen Reduktionsschritte fiir die Sequenz
I'; A — F(t) offenbar von der Zahl v (dem Wert von t) abhidngig, und diese kann unter
Umstanden von einer Wahl abhiingen, etwa indem t eine freie Variable, also zunéchst durch
ein beliebiges zu wiihlendes Zahlzeichen v zu ersetzen ist. In diesem Falle gibt es fiir die

Anzahl der Reduktionsschritte beim Reduzieren der Sequenz I', A — F(t) keine allgemei-
ne Schranke.” GENTZEN, Der erste [1974a], 115

Die Induktion ermoglicht, vereinfacht gesprochen, Formeln §(x) mit variablem
x abzuleiten. Wenn man nun die Induktion durch eine Anzahl von Modus-
ponens-Anwendungen auf Induktionsanfang und Induktionsschritt ersetzen
will, ist diese Anzahl davon abhidngig, welches Zahlzeichen beim Reduzieren
fur z eingesetzt wird. Im Allgemeinen gibt es dafiir keine allgemeine obere
Schranke. Dies ist genau der Grund dafiir, dafs in den spéteren Beweisen Induk-
tionsschliisse immer einen w-Sprung in der Ordinalzahlzuordnung erhalten.
Was ist der Wert eines Widerspruchsfreiheitsbeweises gegeniiber der intui-
tionistischen Kritik? Hierbei geht es nicht um die beim Widerspruchsfreiheitsbe-
weis verwendeten SchlufSweisen: Diese wurden ja schon als finit zuldssig dar-
gelegt und sind daher auch intuitionistisch unbedenklich. Es geht um die Fra-
ge, was der Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die Zahlentheorie fiir einen Wert
hat, da er zwar zeigt, dafs deren Aussagen nicht auf einen Widerspruch fiihren,

2Vgl. GENTZEN, Der erste [1974a], 116.
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sie aber, nach intuitionistischer Auffassung, dennoch sinnlos sind. Gentzen ver-
weist hierbei auf mehrere Punkte. Die Aussagen hitten einen praktischen Wert,
als Hilfsmittel zur Ableitung von intuitionistisch wie finit bedeutungstragenden
einfachen Aussagen (bspw. Minimalformeln), die nach dem Widerspruchsfrei-
heitsbeweis , richtig” sind. Dies dhnelt sehr stark der in neuerer Zeit von Detlef-
sen vertretenen instrumentalistischen Position, nach dem der Wert der idealen
Mathematik darin besteht, Satze der realen Mathematik effizienter (und damit
faktisch tiberhaupt erst) abzuleiten. Dann hat Gentzen die interessante Idee, daf3
es einen praktischen Nutzen hat, bspw. klassische Existenzaussagen zu bewei-
sen, auch wenn man daran festhilt, daf diese keine eigenstindige Bedeutung
haben. Denn dann kann man aus der Widerspruchsfreiheit darauf schliefien, daf3
man nach einem Beweis fiir die gegenteilige Allaussage nicht mehr zu suchen
braucht. Dann verweist Gentzen noch auf einen etwas dubiosen und nicht na-
her erlduterten ,, dsthetischen Wert’ mathematischer Forschungen tiberhaupt”,
der auch hier nicht weiter geklart werden kann. Und schliefilich erwdhnt er den
wichtigsten Punkt: Durch das Reduzierverfahren wird den An-sich-Aussagen
der klassischen Mathematik ein finiter Sinn beigelegt, der eben in der Angeb-
barkeit einer Reduziervorschrift besteht. Er weicht von deren klassischem ,,an-
sich”-Sinn ab und ist relativ kompliziert. Der Widerspruchsfreiheitsbeweis er-
laube es jedoch, im unendlichen Gegenstandsbereich nun einfach so schliefsen,
»als ob” dort alles so bestimmt wére, wie man es sich urspriinglich (vor der
intuitionistischen Kritik) gedacht hatte, man kann also den , an-sich”-Sinn der
mathematischen Aussagen beibehalten.

, Ob und wieweit jedoch dem an-sich-Sinn einer transfiniten Aussage etwas ,Wirkliches’

entspricht — auler dem, was ihr eingeschrénkter finiter Sinn aussagt — das ist eine Frage,
die der Widerspruchsfreiheitsbeweis nicht beantwortet.” GENTZEN, Der erste [1974a], 118

Das mathematikphilosophische Problem des Sinns transfiniter mathematischer
Aussagen bleibt also, laut Gentzen, auch nach einem Erfolg fiir das HP letztlich
offen. Was man nur gewonnen hat, ist die (intuitionistische bzw. finite) Sicher-
heit, mit den klassischen Aussagen und den klassischen Schlufsweisen nicht zu
etwas Falschem zu gelangen.

4.3 Der erste veroffentlichte Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die
Zahlentheorie

1936 publizierte Gentzen in den Mathematischen Annalen seinen ersten Wider-
spruchsfreiheitsbeweis fiir die Zahlentheorie. Die Arbeit mit dem Titel Die Wi-
derspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie offerierte damit tiberhaupt den ersten
Widerspruchsfreiheitsbeweis, der bis heute als tragfahig gilt.

Die Arbeit unterscheidet sich von der zuriickgezogenen Version von 1935
in der Einfiihrung des Begriffs der Reduktion einer Herleitung (zusitzlich zum
Begriff der Reduktion einer Sequenz) und ganz besonders durch die konstruk-
tiven Ordinalzahlen, die zum Beweis der Endlichkeit des Reduktionsverfahrens
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verwendet werden. Ansonsten sind beide Versionen anscheinend identisch.??
Da nun zwei Begriffe von ,Reduktionsschritten”, namlich solche an Herleitun-
gen und solche an Sequenzen, im Raum stehen, werden sie hier H- bzw. S-
Reduktionsschritte genannt.

Der gesamte Widerspruchsfreiheitsbeweis folgt genau derselben Struktur
wie der 1935er Beweis (siehe S. 285). Der einzige Unterschied besteht darin, wie
der dortige Satz (2) gewonnen wird, daf’ sich zu jeder ohne Vv, 3 und D herleit-
baren Sequenz eine Reduziervorschrift angeben ldfit. Dieser Satz wurde in der
fritheren Fassung des Widerspruchsfreiheitsbeweises in den Schritten (2a) bis
(2d) relativ direkt gewonnen. In der publizierten Fassung von 1936 hingegen
sind hierzu einige Schritte mehr vorgesehen. Nach der Definition der Reduk-
tion von Sequenzen wird festgelegt, was unter der Endform einer Sequenz zu
verstehen ist.3*

Im Zentrum dieses Beweises steht der Begriff eines Reduktionsschrittes an ei-
ner Herleitung. Bevor Gentzen diesen Begriff einfiihrt, &ndert er jedoch noch den
Herleitungsbegriff, um ihn technisch handhabbarer zu machen. Die wichtigste
Anderung ist die Einfiihrung einer KettenschluSregel, die Gentzen in Worten
beschreibt. Als Schema geschrieben miifste sie in etwa wie folgt aussehen:

F1—>911 FL—>Q[Z F7L—>an
-2,

(Ket)

wobei fiir eine der Formeln 2; (i eine Zahl zwischen 1 und n) gelten mufs, daf3
sie mit A tibereinstimmt oder daf3 sie und 2 beide falsche MinFo'n sind. Fiir
alle k € {1,...,i} muf3 ferner I'y\{Ax|x = 1...i} C I' sein. Beide Bedingungen
werden nur modulo gebundener Umbenennung gefordert.

Der so konzipierte Kettenschlufs ersetzt eine ganze Reihe anderer Schliisse,
u. a. die Strukturschliisse, den Schnitt und die Beseitigung der doppelten Nega-
tion. Vom so erhaltenen Herleitungsbegriff wird nun gar nicht seine Aquivalenz
mit dem alten behauptet. Es reicht, dafs er mindestens so weit ist, wie der alte, so
daf8 eine Herleitung im alten Sinne auch eine Herleitung im neuen Sinne ist.®
Im Folgenden ist mit ,,Herleitung” dann immer eine Herleitung im neuen Sinne
gemeint.

%Jedenfalls hat Bernays 1974 nur die §§ 12-16 des urspriinglichen Beweises als GENTZEN,
Der erste [1974a] abdrucken lassen, die sich von der 1936 publizierten Fassung GENTZEN, Wi-
derspruchsfreiheit [1936a] unterscheiden. Gentzen selbst gibt in Fn. 20 von GENTZEN, Widerspruchs-
freiheit [1936a), 49, an, bei der Korrektur im Februar 1936 die Nummern 14.1 bis 16.1.1 anstelle der
urspriinglichen Fassung eingefiigt zu haben.

*Fine Sequenz in Endform ist eine , offenkundig richtige” Sequenz: Sie enthilt keine Variablen,
keine Minimalterme und: die HiFo ist eine richtige MinFo, oder, die HiFo ist eine falsche MinFo
und eine der VoFo ist ebenfalls eine falsche MinFo.

*Dies ist also so zu verstehen, daf diejenigen Folgen von Sequenzen, die nach dem alten Her-
leitungsbegriff Herleitungen waren, auch nach dem neuen Herleitungsbegriff Herleitungen sind.
Die Uberginge zwischen den einzelnen Sequenzen sind jedoch nun ggf. Anwendungen anderer
Schlufiregeln.
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Der Schritt (2) wird in folgender Weise gesichert:

Teilargumentation fiir Satz (2), 1936

(2a) An einer Herleitung, die noch nicht in Endform ist, 146t sich ein H-Reduktionsschritt
durchfiihren.
(2b) Bei einem H-Reduktionsschritt verringert sich die Ordinalzahl der Herleitung.
(2¢) Nach endlich vielen H-Reduktionsschritten mufs eine Herleitung Endform haben.
(nach (2a), (2b) und Transfiniter Induktion)

(2d) Bei einem H-Reduktionsschritt bleibt die Endsequenz der Herleitung unverandert,
oder sie wird S-reduziert. (nach Def. H-Reduktionsschritte)
(2e) Die bei den H-Reduktionsschritten ggf. durchgefiihrten S-Reduktionsschritte ergeben,

getrennt von den H-Reduktionsschritten betrachtet, eine S-Reduziervorschrift fiir die
Endsequenz der urspriinglichen Herleitung. (nach (2¢) und (2d))

Diese Teilschritte geben an, wie man zu einer herleitbaren Sequenz seine
S-Reduziervorschrift findet, die (nach endlich vielen Schritten®) zur Endform
fithrt. Ab hier geht der Gesamtbeweis dann so weiter wie der 1935er.

Der zentrale Mechanismus fiir den Beweis des Teilschrittes (2c) ist die Zu-
ordnung von transfiniten Ordnungszahlen zu Herleitungen. Dies ermoglicht,
mittels des abstrakten Prinzips der Transfiniten Induktion zu beweisen, daf3
der Prozefs nach endlich vielen Schritten zum Ende kommen muf. Daff man
auch hier nicht mit einer einfachen Indizierung durch natiirliche Zahlen aus-
kommt, sondern eine transfinite Ordnung benétigt, hat ganz dhnliche Griin-
de wie schon bei Ackermanns Beweis fiir die Termination der Berechnung der
Funktionale. Die Umformungen des Beweises bei der Durchfiihrung eines Re-
duktionsschrittes konnen den Beweis verldngern und damit in einem extensio-
nalen Sinne , komplizierter” machen. Dennoch hat sich seine Kompliziertheit in
einem mehr strukturellen Sinne verringert. Dieser intuitive Gedanke wird gera-
de durch transfinite Ordnungstypen eingefangen und prézisiert. Sie machen es
moglich, verschiedene Komplexitits-,,Ebenen” zu unterscheiden, die wiederum
erlauben, daf§ bei Umformungsschritten die Kennzahl auf einer untergeordne-
ten Ebene beliebig stark ansteigt, wenn nur eine Kennzahl von einer htheren
Ebene kleiner wird.?”

Die Zuordnung von Ordinalzahlen zu den Herleitungen ist im Einzelnen re-
lativ kompliziert und schwer zu durchschauen. Das hat Gentzen selbst indirekt
zugegeben, wenn er als Hauptmotivation fiir seine zwei Jahre spiter erschiene-
ne Neue Fassung angibt, es solle

*Das ist jetzt hier im Beweis explizit gesichert, vgl. die Anmerkungen zur friiheren Version
von 1935.

¥ Gentzen hat diese Intuition u. A. mit dem Ausdruck eines ,Kompliziertheitsmafles”, das Ver-
einfachungen auf unterschiedlichen Ebenen unterschiedlich bewertet, beschrieben; vgl. GENT-
ZEN, Neue Fassung [1938b], 36.
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,der Hauptwert darauf gelegt werden, die Grundgedanken herauszuarbeiten und jeden ein-
zelnen Beweisschritt moglichst verstindlich zu machen.”
GENTZEN, Neue Fassung [1938b], 19

Wenn eine Arbeit aus diesem Grund in einer neuen Fassung erscheint, sollte
man schlieffen konnen, daff die Grundgedanken der urspriinglichen Arbeit an-
scheinend nicht so gut herauskamen und die einzelnen Schritte nicht jedem ver-
standlich wurden.

Gentzen verwendet hierfiir eine Reprasentation transfiniter Ordinalzahlen
als endliche Dezimalbriiche. Diese sind induktiv definiert (am Ende der Zahl
diirfen keine Nullen angehédngt werden):

(DOn1) Alle Zahlen mit dem Numerus 0 und einer Mantisse aus endlich vielen
Einsen (d.h. 0,1;0,11;0,111;0,1111; usw.), sowie 0, 2.
(DOn2) Sind n,my; ...; n, m Zahlen mit dem Numerus n und Mantissen m >

... > my, 8 soistauch n+1, m eine Zahl, fiir die Mantisse m der Gestalt
m; 0...0 mg 0...0 ... 0...0 my.

n+1 Nullen n+1 Nullen n+1 Nullen
Bei diesen Zahlen handelt es sich um Représentationen transfiniter Ordinalzah-

len, denn dadurch, dafd die Zahl der hintereinander zu schreibenden Mantissen
bei einem Numerus beliebig ist, entspricht der Erhohung des Numerus um 1 der
Ubergang zur néchsten Limeszahl.

Gemaf dieser Definition sind weitere Reduktionsschritte stets angebbar, so-
lange eine Sequenz noch nicht in Endform ist. Der zentrale Satz, den Gentzen
dann beweisen muf3, ist, dafd man stets nach endlich vielen Reduktionsschritten
zu einer Herleitung gelangt, bei der die Endsequenz in Endform ist (,,Endlich-
keitsbeweis™).

Gentzens Beweis ist wirkungsgeschichtlich auflerordentlich bedeutsam
geworden. Auf ihn beruft sich nicht nur die gesamte spiter entstande-
ne sog. ,Gentzen-style proof theory”, sondern er hat auch die Epsilon-
Substitutionsmethode entscheidend beeinflufit. So wirkte er zum Beispiel auf
Ackermann zurtick, der in Ankniipfung an Gentzens Beweistechnik seinen eige-
nen Beweis von 1924 um einen biindigen Terminationsnachweis fiir das Verfah-
ren zur Erzeugung von Gesamtersetzungen erginzen konnte.® Laszlo Kalmar
hatte schon zuvor den Gentzenschen Beweis an den Kalkiil aus Hilbert-Bernays I
angepaf3t.1

¥Die >-Relation zwischen Mantissen m’ und m” ist dabei definiert als die Standard >-Relation
zwischen den rationalen Zahlen der Gestalt 0, m' und 0, m”.

¥Vgl. ACKERMANN, Widerspruchsfreiheit [1940].

“HILBERT/BERNAYS, Grundlagen I [1934]; vgl. auch das Vorwort von HILBERT/BERNAYS,
Grundlagen II [1939]; Kalmérs Beweis wurde als Supplement Va zur zweiten Auflage des ersten
Bandes publiziert. — Zur systematischen Relevanz von Kalmars eigenen Bemithungen im Bereich
der Konsistenzbeweise siehe auch BOOLOS, On Kalmar’s [1975].
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4.4 Beweisbarkeit der transfiniten Induktion und Ordinalzahlanalyse

1938 publizierte Gentzen noch eine Neue Fassung des Widerspruchsfreiheitsbeweises

fiir die reine Zahlentheorie in den von Heinrich Scholz herausgegebenen Forschun-
gen zur Logik und zur Grundlequng der exakten Wissenschaften.*! Darin gibt er die
urspriingliche Notation der Ordinalzahlen bis ¢ als bestimmte Dezimalbriiche
in R auf und nimmt gleich Zeichen fiir Ordinalzahlen mit unter die Grundzei-
chen seiner Theorie auf. Das Beweisprinzip, das die Angebbarkeit von Redukti-
onsvorschriften sichert, wird damit genauer als Prinzip der Transfiniten Induk-
tion bis zu einer gewissen Ordinalzahl bestimmt, ndmlich bis zum Supremum
tiber alle Ordnungstypen auftretender Beweise.

Aus Gentzens Uberlegungen zur Formalisierbarkeit seines Arguments geht
hervor, daf$ sich alle von ihm auf der metamathematischen Ebene verwendeten
Beweismittel aufier der Transfiniten Induktion in der Zahlentheorie formalisie-
ren lassen. Damit 1463t sich sein Widerspruchsfreiheitsbeweis so lesen, dafs aus
der Zahlentheorie plus Transfiniter Induktion bis ¢y die Widerspruchsfreiheit
der Zahlentheorie folgt.

Daran schliefdt sich nattirlicherweise die Frage an, ob denn nicht auch die
Transfinite Induktion bis ¢ (71.,) selbst in der Zahlentheorie (Z) beweisbar
ist. Diese Frage wird in Gentzens Augen schon durch die Godelschen Sitze be-
antwortet.*> Z + (TI.,) beweist namlich die Konsistenz von Z, wihrend nach
Godels zweitem Satz Z nicht die Konsistenz von Z beweisen kann. Ergo kann
Z nicht (T1.,) beweisen.

Umgekehrt wurde etwa in Hilbert-Bernays Il gezeigt, daf8 fiir jede Ordinal-
zahl a < ¢g die (T1,) in Z bewiesen werden kann.

Beide Resultate legen nahe, die Beweisbarkeit von Anfangsfillen der Trans-
finiten Induktion in der Zahlentheorie genauer zu untersuchen. Dies unternahm
Gentzen in seiner Habilitationsschrift Beweisbarkeit und Unbeweisbarkeit von An-
fangsfillen der transfiniten Induktion in der reinen Zahlentheorie, die 1943 in den
Mathematischen Annalen erschien.*> Darin prasentierte er direkte Beweise fiir die
Tatsachen, dafs die Transfinite Induktion bis zu jeder transfiniten Ordinalzahl
kleiner als ¢ in der Zahlentheorie beweisbar ist und daf$ die Transfinite Induk-
tion bis ¢¢ in der Zahlentheorie nicht beweisbar ist. Damit wird die Zahl ¢
in gewisser Weise als Charakteristikum fiir das betrachtete zahlentheoretische
Axiomensystem etabliert. Man braucht sozusagen genau ,so viel” Transfinite
Induktion mehr als die Zahlentheorie selbst, um ihre Widerspruchsfreiheit zu
beweisen.

Die beiden Beweise, die den Kern der 1943er Arbeit Gentzens ausmachen,
laufen dann wie folgt. Um Z  (T1,) fiir o < ¢ zu zeigen, geht Gentzen zwei
Schritte. Er zeigt:

“'GENTZEN, Neue Fassung [1938b].
#Vgl. GENTZEN, Widerspruchsfreiheit [1936a] und GENTZEN, Neue Fassung [1938b].
“8GENTZEN, Beweisbarkeit [1943].
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1) Z + (TI)
2) 2+ (Tl,,) = 2Ztk(TIl,,,,) firbeliebigesn € N,

wobei w,, die Superexponentiation iiber w bis n ist, anschaulich gesprochen: ein
w-Turm der Hohe n.* Offenbar gelangt man damit zur Transfiniten Induktion
bis zu beliebig hohen Zahlen unterhalb von ¢¢. Daff man tatsachlich zu jeder
beliebigen Zahl unterhalb von ¢y kommt, bedarf dann noch einer kleinen Zu-
satziiberlegung.*> Der Induktionsanfang 1.) ist dabei trivial: £(0) — £(0) ist lo-
gische Grundsequenz. Der Induktionsschritt 2.) erfolgt jedoch relativ trickreich.
Die Grundoperation ist jedoch gut zu verstehen, es ist die schon bekannte Ma-
nipulation an einem vorgegebenen Beweis. Ist ndmlich eine sog. , TI-Herleitung
bis wy” gegeben, so formt Gentzen sie in eine TI-Herleitung bis wy,y; um. Da-
bei wird der vorliegende Beweis zundchst dahingehend manipuliert, daf$ alle
Auftreten von einem £(r) mit beliebigem Term v durch V¢(E*(&) D £%(§ + w"))
ersetzt werden, wobei £*(&) eine Abkiirzung fiir Vn(n < § D £(n)) ist. Letztlich
werden also alle Auftreten von £(v) durch die relativ komplexe Formel

v (Yn(n < €5 Em) > ¥n(n < & +w” > EMm)) )
ersetzt, die in heute iiblicher Notation

VE((Vn < €EM) — (Vn < E+w”)E(n))

lauten wiirde. Diese Formel (*) enthélt sozusagen den , Trick”, denn sie erlaubt
es, die Induktion gewissermafien eine Omega-Potenz nach oben zu verschie-
ben. Die Ersetzung von £(v) durch (*) fiihrt zwar auf eine Herleitung, allerdings
nicht direkt auf die gewiinschte TI-Herleitung. Dazu sind eine Menge techni-
scher Schliisse notig, die hier nicht mehr im Detail dargestellt werden sollen.
Die Bemiihungen Gentzens, eine konstruktive Rechtfertigung des Prinzips der
Transfiniten Induktion zu geben, werden im dritten Teil dieser Arbeit behandelt
(Abschnitt 3.2.2.2, S. 363ff.).

4.5 Zusammenfassung

Gerhard Gentzen publizierte 1936 den ersten einwandfreien Beweis fiir die Wi-
derspruchsfreiheit der klassischen Zahlentheorie. Er kalkiilisierte die Zahlen-

#Djese Funktion w, wird rekursiv definiert durch: wo = 1 und wp41 = w*". Diese Definition
1aBt sich durch einfache Limesbildung natiirlich auch auf beliebige Ordinalzahlen erweitern.

Vgl. GENTZEN, Beweisbarkeit [1943], 160. — Will man eine TI-Herleitung bis zu einer beliebigen
Zahl a < &g, so wahle man n so grofy, daff wy, > o. Zu w, hat man dann nach dem gezeigten
eine TI-Herleitung, deren Endsequenz £(0) — &(wn) lautet. Dann ersetzt man tiberall in dieser
Herleitung € durch £, wobei £* (v) := Vn(n < v D £(n)). Nach gewissen Hinzufligungen an den
nun etwas verdnderten TI-Obersequenzen erhélt man so eine Herleitung von £*(0) — £*(wn).
Dann fiigt man eine einfache Herleitung von £(0) — £¥(0) an und erhilt aus beidem durch
Schnitt £(0) — &£*(wn). £%(wn) ist aber nichts anderes als eine Abkiirzung fiir Vn(n < wa D
&(n)), woraus man wegen a < wn leicht £(a) gewinnt. Ein abschlieBender Schnitt liefert dann
die gewtinschte TI-Untersequenz £(0) — £(a).
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theorie in einem formalen Rahmen, der aus seinen fritheren Arbeiten zum lo-
gischen Schliefien hervorging. In diesem Zusammenhang hatte Gentzen schon
1934 seinen Hauptsatz bewiesen, aus dem sich ein erster Widerspruchsfreiheits-
beweis fiir die Zahlentheorie ohne Induktion gewinnen lief3.

Der Beweis von 1936 und eine unveroffentlichte erste Fassung von 1935
konnten jedoch erstmalig auch die Induktion erfolgreich miteinbeziehen. Bei-
de Beweise folgen in etwa der Struktur, die aus den fritheren Beweisen Hilberts
und Ackermanns geldufig ist, wobei Gentzen jedoch im Begriff der Angebbar-
keit einer Reduziervorschrift fiir eine Sequenz frither sukzessive ausgefiihrte
Schritte (Elimination der Variablen, Ausrechnen der Funktionale) und einen se-
mantischen Richtigkeitsbegriff geschickt zusammenfafit. Die Angebbarkeit ei-
ner Reduziervorschrift entspricht damit grob gesprochen der Korrektheit einer
Sequenz, und da sich fiir die falsche Sequenz — 1 = 2 keine Reduziervorschrift
angeben lafst, folgt daraus die Widerspruchsfreiheit.

Eine gewisse Ambiguitdt besteht dazwischen, ob die Definition des Begriffs
einer Reduziervorschrift ihre Angebbarkeit beinhaltet und somit die Terminati-
on des Reduktionsverfahrens zu zeigen ist, oder ob die Termination im Begriff
enthalten ist und damit fiir die Existenz einer solchen Vorschrift der Nachweis
erbracht werden muf3. Die Unklarheit iiber die an dieser Stelle verwendeten Be-
weisprinzipien hat Gentzen dazu bewogen, statt dieses urspriinglichen Bewei-
ses eine liberarbeitete Version zu publizieren. In ihr wird zusétzlich der Begriff
der Reduktion einer Herleitung verwendet und der Nachweis der Terminati-
on des Reduktionsverfahrens in mehreren Schritten bewiesen. Fiir einen dieser
Schritte wird dabei eine Ordnungsrelation auf den Herleitungen entscheidend,
die durch bestimmte reelle Zahlen reprasentiert wird und den Ordnungstyp ¢g
hat. Die Entdeckung, daf8 die Transfinite Induktion nur bis unterhalb von ¢( in
der formalisierten Zahlentheorie beweisbar ist, bis ¢y selbst jedoch nicht mehr,
fithrte zu der Sichtweise, dafd Ordinalzahlen als Herleitbarkeitsschranken von
Anfangsféllen der transfiniten Induktion ein beweistheoretisches Charakteristi-
kum der untersuchten Theorien darstellen.
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Uberblick

Der dritte Teil dieser Arbeit widmet sich der sachlich-systematischen Reflexion
des Hilbertschen Programms. Die Ergebnisse aus der Analyse der Techniken im
zweiten Teil sollen noch einmal methodologisch eingeholt und in den Kontext
der konzeptionellen Entwiirfe gestellt werden, um die es im ersten Teil ging.
Zwar sind viele philosophische Fragen schon gestellt worden, manche sollten
aber noch einmal aufgenommen werden, gerade wenn sie die im zweiten Teil
behandelten technischen Entwicklungen betreffen oder voraussetzen.

Dies soll in Form einer Auseinandersetzung mit drei Problemkreisen gesche-
hen, die auf der begrifflich-konzeptionellen Seite als die grofiten Herausforde-
rungen des urspriinglichen Hilbertprogramms gelten konnen. Sie werden mit
den Namen wichtiger Fragesteller in Zusammenhang gebracht, wobei es weni-
ger um die Behauptung geht, dafs Poincaré, Godel und Kreisel genau die hier
behandelten Fragen auch tatsdchlich gestellt hédtten, sondern schlicht um eine
pragnante Verbindung zwischen einem echten historischen Fragesteller und ei-
nem ganzen Kreis von sachlich zusammenhéngenden kritischen Fragen an das
Hilbertprogramm.

So geht es in Poincarés Namen um zwei wichtige Kritikpunkte, namlich ers-
tens die Frage, ob das HP nicht letztlich eine zirkuldre Konzeption ist, wenn es
induktive Beweisprinzipien in Anspruch nimmt, um mathematische Theorien,
die Induktion enthalten, zu rechtfertigen. Dabei werden die Beobachtungen zur
Vermeidung , offener” Verwendung der Induktion im zweiten Teil noch einmal
aufgenommen. Die zweite Anfrage betrifft das Problem der impradikativen De-
finitionen, in denen Poincaré und andere ebenfalls zirkuldre Begriindungsstruk-
turen entdeckt haben wollten. In beiden Fillen steht der Erkenntnisgewinn zur
Debatte, den man hétte, wenn das HP durchfiihrbar wire (Kapitel 1, S. 303ff.).

Ob es aber prinzipiell durchfiihrbar ist, ist die zentrale Frage, die durch die
Gadelschen Unvollstandigkeitssdtze virulent geworden ist. Im zweiten Kapitel
wird entsprechend gefragt: Besteht das HP nicht letztlich in dem Versuch, etwas
zu beweisen, was Godel als prinzipiell unbeweisbar nachgewiesen hat? Es wird
sich zeigen, dafs die Sache wesentlich differenzierter zu betrachten ist, als es auf
den ersten Blick erscheint (Kapitel 2, S. 323ff.).

Ein ganz anderer Punkt wird im dritten Kapitel als ,Problemkreis ,Kreisel"”
thematisiert. Wenn man die Orientierung des HP am Finitismus betrachtet, muf3
es mufs doch eigentlich verwundern, dafs mit Gentzens Arbeiten transfinite Ordi-
nalzahlen einen festen Platz in der Beweistheorie gefunden haben. Wie kommt
es zu diesen transfiniten Objekten innerhalb einer auf finite Rechtfertigungen
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ausgerichteten Theorie? Es wird zu kldren sein, was Ordinalzahlen tiberhaupt
sind und wie es sein kann, daff Beweisprinzipien, die von diesen transfiniten
Objekten Gebrauch machen, als zuléssig in einem (wenn auch erweiterten) Hil-
bertprogramm angesehen werden konnen. Auflerdem werden zwei Probleme
wenigstens angedeutet, die die Deutung beweistheoretischer Ordinalzahlen be-
treffen (Kapitel 3, S. 353ff.).

Das Restimee soll schliefdlich einige konzeptionell-methodologische Einzel-
fragen noch einmal aufnehmen und sie in eine umfassendere Perspektive auf
das Hilbertprogramm stellen. Dabei wird es um die Frage nach Bedeutung
und Wert beweistheoretischer Reduktionen gehen und um eine differenzierte
Antwort auf die Frage, ob Hilbert mit den Zielen und Anspriichen seines Pro-
gramms nicht letztlich gescheitert ist (Kapitel 4, S. 3671f.).
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Kapitel 1

Induktion durch Induktion rechtfertigen und Objekte durch

24/

sich selbst definieren? — Der Problemkreis , Poincaré

In diesem Kapitel sollen die Probleme behandelt werden, die von Henri Poin-
caré urspriinglich als Kritik am Logizismus aufgeworfen wurden (vgl. erster
Teil, Kapitel 3.1, S.92ff.). Sie betreffen Hilbert nicht nur deshalb, weil seine
grundsitzlichen Sympathien fiir den Logizismus durch das Scheitern der An-
sdtze Freges und Dedekinds nicht verschwanden. Hilbert hielt auch sachlich an
einer starken Position der Logik fest und stellte sich in der heifSen und bisweilen
polemisch gefiihrten Debatte um die Verniinftigkeit des logizistischen Projekts
in vielen Punkten ausdriicklich auf die Seite der Logizisten, aber nicht in allen.
Dadurch, daf$ er 1904 mit seinem eigenen Ansatz einer Begriindung der Mathe-
matik mit syntaktischen Methoden zum ersten Mal ans Licht der Offentlichkeit
getreten war, veranlafite er Poincaré auch zu kritischen Bemerkungen {iber sei-
nen Ansatz.!

Poincarés Kritik 1483t sich nicht einfach von der Hand weisen, nur weil sie
auf weite Strecken auf einem (als erledigt geltenden) psychologistischen Mif3-
verstindnis von Mathematik und Logik beruht.? Zumindest muf es zu denken
geben, dafs Hilbert sich an manchen der Kritikpunkte Poincarés lange , gerie-
ben” hat. Es geht dabei um zwei bedeutende Problemkreise, die in diesem Ka-
pitel diskutiert werden sollen: das sog. , petitio-principii-Problem” der Induktion
(Abschnitt 1.1, S. 304ff.) und das sog. , circulus-vitiosus-Problem” impradikativer
Definitionen (Abschnitt 1.2, S. 315ff.).

Ein dritter Kritikpunkt betrifft die Rolle des Kantischen Anschauungsbe-
griffs fiir die philosophische Begriindung der Mathematik. Poincaré hielt den
Logizisten vor, dafs sie die Bedeutung dieses Begriffs fiir die Grundlagen der
Mathematik entgegen ihrer Behauptung nicht aus der Welt schaffen konnten.
Die ndhere Analyse zeigt allerdings, dafs Poincarés Anschauungsbegriff kaum
etwas mit dem Kantischen gemein hat. Dafs uns eine mathematische Wahrheit
durch die Anschauung gegeben ist, bedeutet fiir Poincaré nichts anderes, als
dafl wir ihre Wahrheit unmittelbar einsehen, d. h., ohne dafiir irgendeine Argu-
mentation zu bendtigen. Er grenzt die Rolle der Anschauung sogar explizit vom

'Vgl. besonders den Aufsatz POINCARE, Les mathématiques [1906]; dazu auch BERNAYS, Hilberts
Untersuchungen [1935], 203.

2Zur Frage der psychologistischen Aspekte von Poincarés Position in dieser Debatte siehe
auch GOLDFARB, Poincaré against [1988].
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Rahmen der Kantischen Philosophie ab: die Zusammenhé&nge mit der Sinnlich-
keit, der Einbildungskraft und den Kategorien spielen in seinem Verstandnis
von ,, Anschauung” keine Rolle.? Daher soll dieser Punkt hier nicht weiter be-
handelt werden.

1.1 Das petitio-principii-Problem mit der Induktion
1.1.1 Die Kritik

Der wichtigste Kritikpunkt Poincarés ist, dafi die logizistischen Versuche eine pe-
titio principii begehen, wenn sie das Grundprinzip der natiirlichen Zahlen, die In-
duktion, logisch beweisen wollen.* In jedem logischen System seien die Grund-
begriffe wie , Formel”, ,Beweis” usw. induktiv definiert, nehmen also implizit
schon Bezug auf die Struktur der natiirlichen Zahlen. Schon wenn man die-
se Definitionen fiir in Ordnung hélt, setze man das Induktionsprinzip voraus,
das man ja eigentlich erst beweisen wolle. Da wichtige metamathematische Be-
griffe wie der eines Terms, einer Formel oder eines Beweises induktiv definiert
sind, konnen Aussagen iiber alle Terme, alle Formeln oder alle Beweise nicht
anders als durch ein Induktionsprinzip bewiesen werden. Wer x und y denke,
sagt Poincaré noch allgemeiner, miisse damit auch ,zwei” denken.’

Hilberts Idee scheint eine noch grundsétzlicher zirkuldre Struktur zu haben.
Seine Idee war, die Mathematik mit den Mitteln des Logikkalkiils zu formali-
sieren und dann mit mathematischen Mitteln die Widerspruchsfreiheit des so
erhaltenen formalen Kalkiils zu beweisen, um daraus die Widerspruchsfreiheit
der urspriinglich formalisierten Mathematik zu erschlieflen. Es drangt sich der
Eindruck auf, daf$ ein solches Verfahren unmittelbar vor einem Zirkularitits-
problem steht. Denn eine Rechtfertigung ist immer nur hochstens so gut wie die
von ihr verwendeten Mittel und die von ihr gemachten Grundannahmen. Wenn
nun diese Mittel und Annahmen der Mathematik entstammen sollen, gleichzei-
tig aber durch sie die Mathematik tiberhaupt erst gerechtfertigt werden soll, fal-
len Gerechtfertigtes und Rechtfertigendes zusammen und das Vorgehen droht
— jedenfalls seiner urspriinglichen Rechtfertigungsintention nach — sinnlos zu
werden.

Das Induktionsprinzip ist nun sozusagen das typische Prinzip fiir die Theo-
rie der natiirlichen Zahlen. Bricht man die allgemeine Perspektive auf das In-
duktionsprinzip herunter, heifit das: Die Mathematik hat mit Objekten zu tun
wie den nattirlichen Zahlen, die nur induktiv (also durch Schlufs von n auf n+1)
zugénglich sind. Eine Rechtfertigung der Mathematik wird daher die Induktion

3Zur Abweichung des Poincaréschen Anschauungsbegriffs vom Kantischen siehe GOLDFARB,
Poincaré against [1988], 63.

*Vgl. hierzu besonders POINCARE, Les mathématiques [1906).

SDies ist ganz dhnlich der von Cantor an Freges Zahldefinition vorgebrachten Kritik, daff man
fiir diese auf einer hoheren Ebene wieder Zahlen voraussetze. Vgl. im ersten Teil Kapitel 3, S. 91ff.,
bes.S. 98.
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rechtfertigen miissen. Auch wenn man, wie beim Hilbertschen Ansatz, nur die
endlichen mathematischen Aussagen tiber Zahlen zum Objekt mathematischer
Uberlegungen macht, wird man doch mit der unendlichen Anzahl der so mog-
lichen Aussagen zu kampfen haben. Gerade wenn man sich auf die Fahnen ge-
schrieben hat, statt eigentlicher Zahlen blofs die Zahlzeichen zu betrachten, wird
der Zeichenvorrat unendlich grof3 sein. Und wie soll man dann Aussagen tiber
alle Zeichen und Formeln in den Griff kriegen, wenn nicht durch die Verwen-
dung eines induktiven Beweisprinzips? Wenn man nun beim Hilbertprogramm
versucht, mit Hilfe metamathematischer Methoden das Induktionsprinzip zu
beweisen, verwendet man dann nicht auf der Metaebene zwangslaufig das In-
duktionsprinzip? Ist man also nicht auf jeden Fall darauf angewiesen, fiir die
Rechtfertigung das zu verwenden, was man rechtfertigen will?

Eine solche zirkelformige Argumentation, die das zu Zeigende gewisserma-
en auf einer hoheren Ebene schon voraussetzt, wiirde Hilberts Anliegen des-
avouieren. Finen derartigen Verdacht zu vermeiden wurde zu einer regelrechten
Triebfeder der weiteren Entwicklung des Hilbertprogrammes.

1.1.2  Mogliche Antworten

Man kann diskutieren, ob ein solcher Ansatz seinerseits der Kritik verfillt, zwi-
schen substantiellen Verwendungen des Zahlbegriffs (bzw. der Arithmetik) und
vollstdndig eliminierbaren Verwendungen nicht ausreichend zu unterscheiden.
Eine solche Gegenkritik wiirde Poincaré selbst allerdings eher unbeeindruckt
lassen, denn fiir ihn war es gerade ein Kriterium fiir eine erfolgreiche Redukti-
on, daf$ sich alle Terme eliminieren lassen miissen. Also konnen nach seiner Po-
sition auch die eliminierbaren Terme nicht unter den Tisch fallen: sonst gébe es
auch nichts ,Mathematisches”, was {iberhaupt reduziert wiirde. Aufierdem ist
vorgebracht worden, daf$ dieser Kritikpunkt mit Poincarés psychologistischer
Auffassung der Mathematik steht und fillt und die Diskussion an dieser Stel-
le in eine Sackgasse gerdt, denn entweder man akzeptiert die von Frege und
anderen vorgebrachte Psychologismuskritik — mufs dann aber auch deren Rah-
menbedingungen in Freges System akzeptieren und gerét so nicht mehr ins Vi-
sier dieser Kritik — oder man akzeptiert, wie Poincaré, die Psychologismuskritik
nicht und hat insofern keine Veranlassung, seine Position aufgrund eines Psy-
chologismusvorwurfs zu revidieren. Also kommt man auf diesem Wege kaum
weiter.

Hilberts Losungsansatz besteht hingegen im Kern darin, die radikale Unter-
scheidung von formaler (Objekt-)Mathematik und inhaltlicher Metamathema-
tik auf das Induktionsprinzip zu tibertragen. Nach seiner Darstellung haben die
Arten von Induktion, die in der formalisierten Mathematik bzw. in der finiten
Metamathematik verwendet werden, ganz verschiedenen Charakter.® Wihrend
das eine ein formales Axiom(enschema) bzw. eine formale Schlufiregel in einem

®Vgl. HILBERT, Grundlagen Mathematik [1928], 12.
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Kalkiil ist, die gerechtfertigt werden mufs, soll die Induktion in der finiten Me-
tamathematik ein rein inhaltliches und direkt inhaltlich gerechtfertigtes Prin-
zip sein. Die metamathematische Induktion bezieht sich nur auf die konstruk-
tiv definierten metamathematischen Begriffe wie , Beweis”, , Term” usw. Dieser
Unterschied bewirkt nach Hilbert, dafs es sich nicht um ein zirkuldres Vorge-
hen handelt. Daher soll diese Losung im folgenden Abschnitt ndher besprochen
werden.

1.1.3 Hilberts Losungsansatz

1.1.3.1 Hindernisse bei der Hilbert-Interpretation
Ein Hindernis bei der Interpretation von Hilberts schriftlichen Auerungen zu
dieser Frage ist seine Redeweise, ,die Induktion bewiesen” zu haben, wenn er
eigentlich nur die Widerspruchsfreiheit des Induktionsaxioms oder der Induk-
tionsregel bewiesen hat. Dies hat nichts mit einer Uberzeugung von einer Kon-
servativitdtseigenschaft zu tun, die den fehlenden Ubergang von beweisbarer
Widerspruchsfreiheit zur Beweisbarkeit erlauben wiirde.” Es ist vielmehr als ei-
ne besondere Sprechweise Hilberts zu interpretieren, die sich von der Grund-
einstellung her erkldrt, alles, was widerspruchsfrei ist, in der Mathematik auch
prinzipiell zuzulassen.®
Diese Grundeinstellung Hilberts kann in verschiedenen Zusammenhangen

beobachtet werden. Beispielsweise plddiert er dafiir, die Frage nach sachlicher
Wahrheit bzw. wirklicher Existenz von Objekten aus der Mathematik auszu-
klammern, und sagt in diesem Zusammenhang:

,Wenn tiber den Nachweis der Widerspruchsfreiheit hinaus noch die Frage der Berechti-

gung zu einer Mafinahme einen Sinn haben soll, so ist es doch nur die, ob die Mafsnahme

von einem entsprechenden Erfolge begleitet ist.”
HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 163

Wenn aber der Erfolg das einzige Kriterium ist, das neben der Widerspruchs-
freiheit noch gefordert wird, so gibt es von diesem Standpunkt aus keine von
der Widerspruchsfreiheit noch zu unterscheidende Frage nach mathematischer
Wahrheit. Gegentiber Frege sagt Hilbert dann auch explizit, dafy er von Wahr-
heit der Axiome genau dann spricht, ,wenn sich die willkiirlich gesetzten Axio-

’Zur These, da8 sich Hilberts Programm nicht als ein substantielles Konservativitétspro-
gramm interpretieren 1df3t, vgl. auch im Kapitel tiber den Problemkreis ,Godel” den Abschnitt
2.6, S.343ff.

8Zwar nicht dieselbe, aber zumindest eine dhnliche Abweichung vom allgemeinen Sprachge-
brauch findet man auch in der heutigen Logik. Wenn es heifit, dafy man eine zuldssige Schlufiregel
,bewiesen” habe, ist eigentlich der Beweis eines metatheoretischen Satzes gemeint, der zeigt, dafl
man aus einem objekttheoretischen Beweis fiir die ,Pramissen” der vermeintlichen ,Schlufire-
gel” immer einen Beweis fiir ihre , Konklusion” machen kann, der also zeigt, daf$ man ,so tun
kann, als ob” es eine solche Schlufiregel gibe. — Hilbert erklédrt an anderer Stelle auch, daf3 ein Wi-
derspruchsfreiheitsbeweis eines Epsilon-Axioms zwar nicht ermoglicht, die durch einen Epsilon-
Term behauptete Auswahl tatsdchlich zu treffen, daf er es aber rechtfertigt, so zu tun, als sei sie
getroffen; vgl. HILBERT, Wintersemester 22/23 (Kneser) [1923%], 37.
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me nicht einander widersprechen mit saimtlichen Folgen”.” Im ersten Teil dieser
Arbeit wurde dies ndher erldutert und die Abweichung vom klassischen Ver-
stindnis von Wahrheit zum Anlafs genommen, hier fiir einen eigenen Wahrheits-
begriff im Sinne einer eigenen kohdrenten Verwendungsweise des Ausdrucks
,wahr” zu optieren (vgl. Abschnitt 4.4, S. 142ff.).

Diese Interpretation erkldrt fast alle auf den ersten Blick unverstandlich
scheinenden Behauptungen, etwas bewiesen zu haben, wenn eigentlich nur die
Widerspruchsfreiheit davon bewiesen worden ist. Das gilt zum Beispiel fiir ei-
ne Reihe von Fillen aus den frithen 1920er Jahren, in denen Hilbert behauptet,
Poincarés Kritik widerlegt und die Induktion auf der Objektebene (wenigstens
im Spezialfall) ,bewiesen” zu haben.!’ Ahnliches gilt auch dafiir, wenn er sei-
nen Versuch aus der urspriinglichen Fassung des Aufsatzes Uber das Unendli-
che als , Beweis fiir den Kontinuumssatz” bezeichnet, obwohl das, was er vor-
legt, hochstens als Ansatz eines Widerspruchsfreiheitsbeweises gelesen werden
kann.!!

1.1.3.2  Vermeidung offener Induktionsverwendung auf der Metaebene

Die Analyse der frithen Widerspruchsfreiheitsbeweise hat eine deutliche Ten-
denz gezeigt, die Verwendung eines Induktionsprinzips zu vermeiden bzw. zu-
mindest nicht deutlich hervortreten zu lassen (vgl. hierzu die Analysen im zwei-
ten Teil dieser Arbeit). Zu diesem Zweck wurden alle beweistheoretischen Un-
tersuchungen an einem ,hypothetisch vorliegenden konkreten Beweis” durch-
gefiihrt. In einem konkreten Beweis drei Schritte nach oben zu gehen, eine syn-
taktische Eigenschaft der Endformel abzulesen oder simtliche Baumspitzen auf
etwas zu priifen, ist natiirlich rein finit-kombinatorisch moglich.

Das Problem, das schon im Zusammenhang mit Ackermanns Arbeit disku-
tiert worden ist, ist dann aber, daff man dennoch einen beliebigen konkreten Be-
weis behandeln mufi, bei dem nicht festgelegt ist, wie weit etwa die Spitzen
von der Endformel entfernt sind.!? Die zentrale Frage ist also: Wenn man fiir
alle moglichen Beweise eine Aussage treffen will, welches Prinzip gestattet einem
dann den Ubergang von einem konkreten Beweis, den man behandelt hat, zu
einer generellen Aussage iiber alle Beweise?

Auflerdem hat sich herausgestellt, daf} in einigen Féllen zwar nicht , offen”
Induktion verwendet wurde, aber dennoch ein , verstecktes” induktives Prinzip
in Anspruch genommen wurde. So verwendete Hilbert selbst in seinen frithen
Beweisen aus 1920 ein , Kiirzungsprinzip”. Es gestattet, von der Annahme ir-
gendeines Beweises von F' zu einem Beweis von F' iiberzugehen, der nach einem
(teilweise nicht ndher spezifizierten) Set von Kiirzungsregeln soweit gekiirzt ist,
daf3 keine weitere Kiirzung mehr vorgenommen werden kann. Bleibt eine Ei-

“FREGE, Briefwechsel [1976], 66.

Vgl. bspw. HILBERT, Neubegriindung [1922], 161.

11Vgl. HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 180-190; auf S. 190 bezeichnet er seinen Beweisan-
satz explizit als Beweis fiir den Kontinuumssatz.

12Vgl. das Kapitel tiber Ackermann im zweiten Teil, Kapitel 2, S. 241ff.
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genschaft £/ eines Beweises bei den Kiirzungen erhalten, so ermoglicht dieser
Ubergang von einem Beweis zu einem , kiirzesten” spezielle Reduktio-Beweise:
Die Annahme eines Beweis mit der Eigenschaft £ kann dadurch ad absurdum
gefiihrt werden, dafs man einen kiirzesten Beweis mit £ annimmt und zeigt,
dafs sich ein solcher Beweis noch kiirzen 14fst, ohne E zu verlieren. Der so erhal-
tene Widerspruch gegen die Annahme eines kiirzesten Beweises mit F wider-
legt nach diesem Prinzip die Annahme, daf? es iiberhaupt einen Beweis mit der
Eigenschaft E gibt.

1.1.3.3 Vermeidung der Induktion in der finiten Mathematik

Ahnliche Uberlegungen gelten auch fiir die finite Zahlentheorie, die ja als Vor-
bild fiir die finite Metamathematik und fiir die in ihr zuldssigen Methoden zu
gelten hat.

Abstrakt betrachtet verlduft die Argumentationsstruktur beim ,Kiirzen”
von Beweisen ganz dhnlich wie bei klassischen Beweisen durch , unendlichen
Abstieg” in der Zahlentheorie: Man zeigt, dafs man zu jeder natiirlichen Zahl
mit einer Eigenschaft £ immer noch eine kleinere natiirliche Zahl mit £ finden
kann. Das kann bei den natiirlichen Zahlen nicht sein und daher erlaubt das
Prinzip des unendlichen Abstiegs den Schlufs darauf, daf$ alle natiirlichen Zah-
len die Eigenschaft F haben. Oder man kann es mit dem ,Prinzip der kleinsten
Zahl” illustrieren: Es erlaubt, von der Annahme einer Zahl mit der Eigenschaft
E zu einer kleinsten Zahl mit dieser Eigenschaft tiberzugehen. Wenn man dann
mit demselben Schritt wie beim unendlichen Abstieg zeigt, daff man eine noch
kleinere Zahl mit F finden kann, so erhdlt man einen Widerspruch zu der An-
nahme einer Zahl mit £ und kann so auf die Giiltigkeit von E fiir alle Zahlen
schliefSen.

Wie beweist Hilbert allgemeine Aussagen in der finiten Zahlentheorie? Be-
kannt ist sein finiter Beweis, dafs fiir zwei beliebige (konkrete) Zahlzeichen a
und b stets a + b = b + a ist.!> Der Beweis verlduft so, daf8 die Behauptung
auf eine Behauptung a + ¢ = ¢ + a zuriickgefiihrt wird, wobei ¢ ein echt kiirze-
res Zahlzeichen als b ist. Wenn Hilbert dann sagt, daf dieses Verfahren ,so lange
fortgesetzt werden” kann, , bis die zu vertauschenden Summanden miteinander
tibereinstimmen”, dann verladfit er anscheinend den Argumentationsbereich des
konkret Vorliegenden und beruft sich auf ein allgemeines Prinzip zum Abbau
der Zahlzeichen.

Man kann sicher sagen, dafs man finit nicht mehr macht, als Zahlzeichen
auf- und abzubauen. Ein Zahlzeichen ist geradezu nichts anderes als das Re-
sultat von einigen Hinzufiligungen eines Strichs zu einem Strich. Jedes konkrete
Zahlzeichen geht aus der Anwendung der , plus ein Strich”-Operation auf den
ersten Strich hervor. Es ist das Produkt eines rein konstruktiven Aufbaus und
kann so auch rein konstruktiv wieder abgebaut werden. Aber was genau recht-
fertigt bei einem unbekannten konkreten Zahlzeichen die Annahme, dafs man
nach endlich vielen Schritten bei 1 bzw. 0 angekommen sein wird?

3Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 164.
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Der blinde Fleck einer solchen Lehre vom Auf- und Abbau endlicher Zahl-
zeichenketten besteht in einem nicht weiter gekldrten Endlichkeitsbegriff. Dar-
auf hatte schon Dedekind hingewiesen. Denn was heifst es, daf Zahlzeichen
genau diejenigen Zeichen sind, die aus dem ersten Strich durch Anfiigen end-
lich vieler Striche entstehen?!* Dedekind ging es genau um die Prézisierung die-
ses Begriffs. Angewandt auf Strichfolgen besteht seine Losung in der Einfiih-
rung der Durchschnittsmenge aller nicht-leeren und unter der ,,plus ein Strich”-
Operation abgeschlossenen Strichmengen. Nun ist es sicher richtig, dafs keine
Notwendigkeit besteht, die Menge aller solcher Zahlzeichen zu bilden. Aber was
bedeutet dann die Redeweise von einer ,endlichen Strichfolge” genau? Und
welches Prinzip sichert Hilberts Abstieg im allgemeinen Fall, wenn blofs irgend-
ein Zahlzeichen vorliegt, das man ja gerade durch ein Mitteilungszeichen be-
zeichnet, weil es eben doch irgendein beliebiges Zahlzeichen sein soll?

Hier besteht zumindest eine Erkldrungsliicke. Ein Ansatz, diese Liicke zu
schlieien, zeigt sich bei dem Versuch, in ein formales System auf der objektma-
thematischen Ebene Induktion aufzunehmen.

1.1.3.4 Widerspruchsfreiheit von Induktionskandidaten auf der Objektebene

Mit diesen Versuchen, Induktion auf der Metaebene durch Betrachtung (hypo-
thetischer) konkreter Einzelfélle zu vermeiden, hiangt auch eine dhnliche Strate-
gie auf der Ebene der Objektmathematik zusammen. In der Phase, als Hilbert
die Objektmathematik ebenfalls noch so konstruktiv wie moglich halten wollte,
betrachtete er ein Schema der Form

Dabei kann § eine beliebige Formel sein, wahrend Z ein Préadikat fiir , Zahlzei-
chen sein” ist, das nur durch die beiden Axiome Z(0) und Z(a) — Z(a + 1) be-
stimmt wird. In der Tat ist es so, daf$ dieses Prinzip nur dann zur Ableitung von
§(t) fur einen Term t verwendet worden sein kann, wenn es einen Beweis von
Z(t) gibt (dann liefert das Schema Z(t) — §(¢) und man erhilt mit Modus po-
nens §(t)). Ein Beweis von Z(t), argumentiert Hilbert, kann aber wiederum nur
aus den beiden definierenden Bedingungen fiir Z und Modus-ponens-Schliissen
bestehen. Baut man diesen Beweis mit §(.) statt Z(.) nach, so erhélt man einen
Beweis von §(t), der das induktive Schema an dieser Stelle nicht mehr verwen-
det. Dieses Schema liefe sich also iiberhaupt aus den Beweisen eliminieren.

Es wurde bei der Diskussion dieses Prinzips im zweiten Teil dieser Arbeit
schon herausgearbeitet, dafd diese Argumentation zwar stimmt, aber nicht viel
ausrichtet, da das betrachtete Prinzip entgegen Hilberts Behauptung viel weni-
ger leistet als das volle Induktionsschema (vgl. im zweiten Teil Abschnitt 1.4.3,
S.214ff)). Auch in dem eben skizzierten Beweis kommt auf der Metaebene In-
duktion vor, ndmlich an der Stelle, als eben von der Elimination eines solchen

l4Vgl. Dedekinds Brief an Keferstein vom 27.2.1890, S. 4-5; Neuedition unter http://www.
christian-tapp.de/publ/Keferstein.pdf.
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Schemaauftretens auf die Eliminierbarkeit aller solcher Schemata im Beweis ge-
schlossen wurde. Darauf wird gleich noch zuriickzukommen sein.

Ahnlich beschreibt auch Gentzen eine , finite Deutung” des Induktions-
axioms. Tritt die Induktion etwa in der Form

F(0) Vn(F(n) — F(n+1))

(Ind) 0

fur einen beliebigen Term t auf, der den Zahlenwert m hat, so kann man die
Anwendung dieser Schlufiregel durch m-fachen Modus ponens ersetzen. Daher
sei dieses Prinzip finit gerechtfertigt. Die Frage ist, wie von diesem Standpunkt
aus Terme ¢ beurteilt werden, die noch freie Variablen enthalten. Sie haben im
Allgemeinen keinen Zahlenwert m, so dafy gewissermafien unbestimmt bleibt,
durch wieviele Modus-ponens-Schliisse man diesen (Ind)-Schluf$ ersetzen mufs.

1.1.3.5 Induktion auf der metamathematischen Ebene

Ubertrégt man diesen Gedanken auf die metamathematische Ebene, konnte
man darin eine Rechtfertigungsstrategie fiir die metamathematischen Indukti-
onsprinzipien sehen. Die Sichtweise von ,hypothetisch vorliegenden konkreten
Beweisen” legt ja nahe, daf bei den Aussagen tiber Beweise aufier dem unbe-
stimmten Beweis selbst keine freien Variablen vorkommen sollen. Damit hitte
man einen Fall, der analog zu demjenigen auf der Objektebene wire, bei dem
zwar nur ein unbestimmter Term ¢ vorliegt, der jedoch keine freien Variablen
enthdlt und dem deshalb ein , konkreter aber unbekannter” Wert m entspricht.

So kann man von einem beliebigen Zahlzeichen n in Hilberts Strichfolgen-
Zahlentheorie sagen, es bestehe aus Strichen — was man fiir eine eigentliche Va-
riable natiirlich nicht sagen kann. Die passende Deutung des Induktionsprin-
zips wére also, dafd nicht mit einer Induktion eine Aussage wie ,fiir alle Bewei-
se gilt ... " bewiesen wird, sondern nur ein Verfahren angegeben wird, fiir einen
(hypothetischen) konkret vorliegenden Beweis die ,Induktionsschritte” endlich
oft riickwirts gehen zu kdnnen, bis man zum Induktionsanfang gelangt. Bei ei-
ner solchen Interpretation tritt dann aber wieder die Frage auf, woher man denn
weif3, daff man immer nach endlicher Anwendung der Induktionsschritte zum
Induktionsanfang gelangt. Auch hier wird man also ein Prinzip benétigen, das
der induktiven Definition der Beweise insofern entspricht, als es gestattet davon
auszugehen, dafs absteigende Folgen von Beweisen immer nach endlich vielen
Schritten abbrechen miissen.

Hilbert hielt an dem Verfahren der ,hypothetisch vorliegenden konkreten
Beweise” fest. In seinem Bologna-Vortrag von 1929 gab er eine explizite Recht-
fertigung dafiir:

,,Wenn ich also von einer Formel, diese als Axiom genommen, konstatieren will, ob sie zu
einem Widerspruch fiihrt, so handelt es sich darum, ob mir ein Beweis vorgelegt werden

kann, der zu einem Widerspruch fiihrt. Wenn mir ein solcher Beweis nicht vorgelegt wer-
den kann: umso besser — da mir dann ein Eingehen erspart bleibt. Wenn mir der Beweis
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vorliegt, so darf ich gewisse einzelne Teile herausgreifen und fiir sich behandeln, insbeson-

dere in ihren [!] auftretenden [!] Zahlzeichen, welche aufgebaut und hergestellt vorliegen,

wieder abbauen. Damit wird der Schluss von n auf n + 1 keineswegs schon benutzt.”
HILBERT, Probleme Grundlequng [1929], 140

Wollte man auf Hilberts Argument genau in dieser Form antworten, so miifite
man wohl darauf hinweisen, dafs er ein Problem mit den Modalititen tibersieht.
Er will ja zu der Feststellung kommen, dafs ihm kein Beweis eines Widerspruchs
vorgelegt werden kann. Sein Argument leitet aber nur einen Widerspruch aus
der Annahme her, daf§ ihm ein solcher Beweis wirklich vorliegt. Daraus, dafs ein
Beweis nicht wirklich vorliegt, kann man aber noch nicht darauf schlieffen, dafs
man iiberhaupt keinen solchen Beweis vorlegen kann. Dazu miifite Hilbert die
blofse Mdglichkeit des Vorliegens eines Beweises ad absurdum fithren. Und wenn
er liber alle moglichen Beweise sprechen mufs, kommt er nicht mehr mit der
Bezugnahme auf das konkrete Vorliegen aus.

Das Zitat aus dem Bologna-Vortrag scheint nahezulegen, dafs Hilbert dieses
Verfahren mit hypothetisch vorliegenden konkreten Beweisen als eine Alterna-
tive zur Verwendung der inhaltlichen Induktion sah, besonders wenn er sagt,
dafs dabei , der Schluss von n auf n + 1 keineswegs schon benutzt” wiirde. Dies
steht aber in eigenttimlicher Spannung dazu, daf$ er schon 1922 in seinem Leip-
ziger Vortrag ,finite Logik” und ,rein anschauliche Uberlegungen” sehr eng zu-
sammen gestellt und ausdriicklich ,,die anschauliche Induktion fiir vorliegende
endliche Gesamtheiten” dazu gerechnet hatte.'>

Diese Spannung 16st sich auf, wenn man beachtet, dafy Hilbert die Trennung
von anschaulich-inhaltlicher Induktion, die dem Auf- und Abbau von Zahlzei-
chen entspricht, und dem formalen Induktionsaxiom schon in seinem 1921 Vor-
trag Neubegriindung durchgefiihrt hat und dafs aus dem Zusammenhang dieses
Vortrags klar hervorgeht, dafs Hilbert den Ausdruck ,,Schlufs von n auf n+1" als
Terminus technicus fiir das formale Induktionsaxiom verwendet.!® Die eben zi-
tierte Passage aus dem Bologna-Vortrag legt also nahe, dafy Hilbert anschaulich-
inhaltliche Induktion mit dem Beweisverfahren durch einen ,hypothetisch vor-
liegenden konkreten Beweis” durchaus identifiziert hat. Man sieht im Ubrigen
an diesem Beispiel sehr gut, wie in einem konkreten Fall eine zu enge Textgrund-
lage zu einer sachlich falschen Interpretation Anlafs geben kann.

Jedenfalls hat Paul Bernays schon friih klargestellt, dafs auch auf der Me-
taebene Induktionsprinzipien verwendet werden miissen, auch wenn sie gele-
gentlich etwas versteckt sind, wie etwa im Fall des oben besprochenen ,Kiir-
zungsprinzips”. In seinem Jenaer Vortrag 1921 nennt Bernays das Kiirzungs-
prinzip explizit eine , engere Form der Induktion”. Sie gehore der , primitiven

anschaulichen Erkenntnisweise an”.1”

SHILBERT, Die logischen Grundlagen [1923], 154.
'%Vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 164.
7Vgl. BERNAYS, Uber Hilberts Gedanken [1922], 18-19.
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,Als typische Beispiele fiir die engere Form der vollstandigen Induktion, wie sie in den Be-
weisfithrungen der Hilbertschen Theorie gebraucht wird, seien folgende beiden Schliisse
angefiihrt:

1. Wenn in einem konkret vorliegenden Beweise tiberhaupt das Zeichen + vorkommt, so
findet man beim Durchlesen eine Stelle, wo es zum ersten Mal vorkommt.

2. Wenn man ein allgemeines Verfahren hat, um aus einem Beweise mit einer gewissen,
konkret beschreibbaren Eigenschaft € das erste vorkommende Zeichen Z wegzuschaf-
fen, ohne daB der Beweis dadurch die Eigenschaft € verliert, so kann man, durch wie-
derholte Anwendung des Verfahrens, das Zeichen Z ginzlich aus einem solchen Be-
weis entfernen, ohne dafs er die Eigenschaft & verliert.”

BERNAYS, Uber Hilberts Gedanken [1922], 18-19

Bernays scheint also hier die ganz strikte Trennung zwischen inhaltlicher und
formaler Ebene nicht mitzugehen, die Hilbert so stark gemacht hatte. Er stellt
beide Arten der Induktion gewissermafien dadurch auf eine Ebene, daf3 er sie
anhand ihrer unterschiedlichen Reichweite vergleicht.

Jedenfalls scheint die Verwendung von Induktionsprinzipien auf der Meta-
ebene unvermeidbar zu sein. Wenn es bei Widerspruchsfreiheitsbeweisen um
generelle Aussagen iiber alle moglichen Beweise geht, die sich in einem be-
stimmten methodischen Rahmen fiithren lassen (,,Alle Beweise haben keinen
Widerspruch als Endformel.” 0.4.), und es unendlich viele mogliche Beweise
gibt, wird man irgendein Prinzip benutzen miissen, das es gestattet, Aussagen
tiber alle Elemente eines unendlichen Bereichs wie dem aller moglichen Bewei-
se herzuleiten. Dabei geht es, wie gesagt, gar nicht darum, tiber diesen unendli-
chen Bereich als solchen sprechen kénnen zu miissen. Es geht nur um die Frage,
welches Prinzip den , Sprung” abdeckt, der darin besteht, eine Eigenschaft ei-
nes konkreten Beweises oder einen Zusammenhang zwischen zwei Beweisen
zu etablieren, und von dort aus zu einer Allaussage iiber alle Beweise zu ge-
langen. An der Verwendung eines solchen induktiven Prinzips fiihrt kein Weg
vorbei.

1.1.3.6  Rechtfertigung metatheoretischer Induktionsprinzipien
Wenn also die Inanspruchnahme von Induktionsprinzipien auf der Metaebene
unvermeidbar ist, ist die entscheidende Frage die nach ihrer Rechtfertigung. Es
wurde schon angedeutet, dafi die Induktionsprinzipien im Wesentlichen den
Definitionen der Grundbegriffe wie , Terme”, ,,Formeln” oder , Beweise” ent-
sprechen. Die Frage wire also, ob sie zusitzlich gefordert (und damit auch ge-
rechtfertigt) werden miissen oder ob sie sich nicht als Folgerungen aus den De-
finitionen dieser Begriffe ergeben.

Hat man beispielsweise eine Sprache mit nur einem Konstantenzeichen 0
und einem Funktionszeichen S, so konnte man ein entscheidbares Priadikat
Term einfiihren durch:

Term O A (Termx — Term Sx).

Hat man dann eine konkrete Zeichenfolge gegeben, etwa 550, und will zeigen,
dafd T'erm SS0, so geht man, um diesen Beweis zu finden, einfach immer das
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rechts stehende Konditional riickwérts durch, baut also das Zahlzeichen S.S0
soweit ab, bis man bei 0 angelangt. Mufs man dafiir einen allgemeinen Beweis
haben, daf$ das Abbau-Verfahren nach endlich vielen Schritten zu ,0” fiihren
wird? Bei jedem konkreten Term etwa mit n ,,S“-Zeichen ist es klar, dafy man
nach n Schritten bei 0 sein wird. Aber wie ist es mit einem beliebigen Objekt ¢,
fur das man nur Term ¢t weifs?

Es geht also um Beweisprinzipien fiir generelle Aussagen. Solche Prinzipien
wird man jedenfalls an der Definition des entsprechenden Grundbegriffs orien-
tieren miissen. Diese Definitionen gehen im Allgemeinen induktiv vor: Es wird
gesagt, welche Basiselemente unter einen Begriff fallen und wann ein komplexe-
res Element unter den Begriff fallt in Abhéngigkeit davon, daf dies fiir bestimm-
te einfachere Elemente schon feststeht. Wenn man derartige induktive Definitio-
nen von Grundbegriffen generell akzeptiert, so wird man auch ein entsprechen-
des induktives Beweisprinzip akzeptieren miissen.

Es a3t sich dafiir argumentieren, daf$ dies vollig unabhangig von der Ver-
fiigbarkeit der durch diesen Prozefs definierten Mengen so ist. Es ist zwar rich-
tig, dal man ohne die entsprechenden Mengen von Entitdten zu bilden keine
verniinftige Minimalitdtsbedingung formulieren kann derart, dafd es sich bei
der Menge von Objekten eben um die kleinste Menge handeln soll, die die Ba-
siselemente enthdlt und unter der induktiven Klausel abgeschlossen ist. Die
anschaulich-induktive Definition von Term ist ja so zu lesen, dafy das Pradikat
Term auf Objekte zutrifft, die aus diesem induktiven Aufbau hervorgehen, und
nur auf diese. Aber wofiir braucht man eine solche Minimalitdtsbedingung? Sie
wird dadurch notig, dafs man feststellt, daf$ die Definitionsklauseln auch durch
Mengen erfiillt werden, die sozusagen ,zu viele” Objekte haben, wihrend die
Klauseln ja nur mindestens bestimmte Elemente und Abschlufleigenschaften ver-
langen. Aber in dieser Argumentation setzt man gerade voraus, dafs es hier notig
wadre, von der Erfiillbarkeit der Klauseln durch Mengen zu sprechen. Will man
einen Ansatz fahren, der darauf verzichtet, so tragt auch ein solches Argument
nichts aus und es fiihrt nur in die Irre, wenn man an dieser Stelle das Problem
der ,unendlichen Gesamtheiten” ins Spiel bringt, wie der Menge aller Terme, der
Menge aller Beweise usw. Auf diese Mengen wird intern {iberhaupt kein Bezug
genommen und die externe Bezugnahme hat nach dem Gesagten eher den Cha-
rakter einer Petitio.

Auch wenn es heute schwerféllt, auf die mengentheoretischen Rekonstruk-
tionen solcher Definitionen zu verzichten, so liefse sich doch ein allgemeines Ver-
standnis von induktiven Definitionen entwickeln und verteidigen, das auf diese
Rekonstruktionen verzichtet. Es mufs dann eben nur die Moglichkeit indukti-
ver Definitionen als theoretisches Instrument akzeptiert werden. Das heifit, man
muf’ fiir jede induktive Definition ein entsprechendes Beweisprinzip fordern,
das es gestattet, aus der Feststellung einer Eigenschaft E bei den Basiselemen-
ten und der Feststellung, dafs sich £/ im induktiven Schritt tibertragt, darauf
zu schliefien, dafs alle Objekte, die unter den induktiv definierten Begriff fal-
len, die Eigenschaft  haben. Ein solches Beweisprinzip erfiillt dann genau die



314 Das petitio-principii-Problem mit der Induktion

argumentative Rolle eines Minimalitdtsprinzips, die in der mengentheoretisch-
extensionalen Version die Forderung der , kleinsten Menge, so dafs ... bzw. die
Konstruktion des Durchschnitts aller unter den Definitionsklauseln abgeschlos-
senen Mengen gespielt hat. In diesem Sinne lassen sich auch die in neuester
Zeit vorgelegten beweistheoretischen Untersuchungen zu Theorien induktiver
Definitionen iiber Zahlentheorien deuten, die deren ,,Aquivalenz“ mit entspre-
chenden mengentheoretischen Definitionen etabliert haben.

1.1.4 Poincaré vs. Hilbert: Wer hatte Recht?

Hatte damit nun Poincaré letztlich Recht mit seiner Kritik, dafs man die Indukti-
on nur durch die Induktion begriinden kénne und sie daher als eine Art Eigen-
schaft unseres Geistes akzeptieren muf3, statt sich mit widersinnigen Begriin-
dungsversuchen aufzuhalten? Wie sind Hilberts hiufige Auerungen dahinge-
hend zu verstehen, da8 Poincaré mit seiner Uberzeugung von der Unbeweis-
barkeit der Induktion im Unrecht war?'8
Zu diesen Fragen wird man eine Unterscheidung zwischen zwei , Varian-
ten” der Induktion heranziehen miissen, die letztlich schon in Bernays 1921
vorgetragener Unterscheidung einer ,engeren” und einer ,weiteren” Indukiti-
on angeklungen ist. Hilbert hat spater ofters seine Kritik an Poincarés Kritik
dahingehend ausgemiinzt, dafd Poincarés eigentlicher Fehler gewesen sei, zwi-
schen diesen zwei verschiedenen Arten der Induktion nicht unterschieden zu
haben. Ein allgemeines volles formales Induktionsaxiom in einer mathemati-
schen Theorie sei ndmlich etwas durchaus Anderes als das anschauliche Auf-
und Abbauen von Zahlzeichen oder das Durchfiihren einzelner Schritte an ei-
nem konkreten Beweis. Mit den Worten von Neumanns kdnnte man auch hier
den Unterschied zwischen dem moglicherweise nichtkonstruktiven Inhalt der
Mathematik (formales Induktionsaxiom) und dem immer konstruktiven Vorge-
hen beim Beweisen mathematischer Resultate (inhaltliche Induktion) sehen.
Am treffendsten hat aber wohl Hermann Weyl die Differenz auf den Punkt
gebracht in seiner Diskussionsbemerkung zu dem zweiten Hilbertschen Vortrag iiber
die Grundlagen der Mathematik:
,,Wenn Poincaré die vollstindige Induktion als ein letztes Fundament des mathematischen
Denkens in Anspruch nahm, das sich auf nichts Urspriinglicheres zurtickfiihren lasse, so
hatte er gerade jenes in voller Allgemeinheit sich vollziehende Aufbaqen und Abbauen
der Zahlzeichen im Auge, von dem auch Hilbert in seinen inhaltlichen Uberlegungen Ge-
brauch macht. Denn auch bei ihm handelt es sich ja nicht etwa blof um 0" oder 0", sondern
um irgendein 0", um ein beliebiges in concreto vorliegendes Zahlzeichen. Man mag hier
das ,in concreto vorliegend’ betonen; es ist auf der andern Seite aber ebenso wesentlich,
dafs die inhaltlichen Gedankengédnge der Beweistheorie in hypothetischer Allgemeinheit,
an irgendeinem Beweis, an irgendeinem Zahlzeichen durchgefiihrt werden. [...]

Mir scheint, daf in diesem Punkt die Hilbertsche Beweistheorie Poincaré vollstandig recht
gibt. Daf$ in Hilberts formalisierter Mathematik das Prinzip der vollstaindigen Induktion

"®Hilbert hatte Poincarés Einwénde zunéchst als unberechtigt und widerlegt angesehen; vgl.
HILBERT, Neubegriindung [1922], 161.
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in der Peano-Dedekindschen Fassung als Axiom auftritt, dessen widerspruchsfreie Ver-

traglichkeit mit den iibrigen Axiomen durch inhaltliche Uberlegungen sicherzustellen ist,

ist nattirlich eine ganz andere Sache, mit der es aber Poincaré gar nicht zu tun hatte.”
WEYL, Diskussionsbemerkung [1928], 22

Ein formales Induktionsaxiom ist demnach von der inhaltlichen Induktion auf
der metamathematischen Ebene streng zu unterscheiden. Poincarés Kritik am
Logizismus richtete sich gegen den Versuch, die Induktion auf Systeme ohne
Induktion zuriickfithren zu wollen. Er hielt daran fest, dafd die Induktion ein
irreduzibles mathematisches Grundprinzip sei. Hilberts Beweistheorie gibt ihm
darin Recht, wenn auch in ihr auf der Metaebene konstruktiv-inhaltliche Induk-
tionsprinzipien verwendet werden. Hilberts (Widerspruchsfreiheits-)Beweise
des formalen Induktionsaxioms oder einer entsprechenden Regel sind etwas
ganz Anderes. Der eigentliche Fehler in der ganzen Debatte ist also letztlich dort
zu suchen, wo Hilbert schreibt, Poincaré widerlegt zu haben.

Die beiden Positionen, solche Definitionsprinzipien entweder der Art des
anschaulich gerechtfertigten Denkens zuzuschreiben, die fiir alles wissenschaft-
liche Handeln notwendig vorausgesetzt wird, oder es als eine ,Eigenschaft un-
seres Verstandes” zu kennzeichnen, liegen damit enger beieinander als es ur-
spriinglich den Anschein hatte. Hilbert hat die Poincaréschen Einwénde und die
konstruktivistischen Forderungen Kroneckers in Form der Beschrankung meta-
mathematischer Mittel auf finit gerechtfertigte durchaus aufgenommen, ja zum
Teil sogar noch radikalisiert.!? Ob man dies mit Hilbert als ,Erledigung” dieser
Kritik beschreibt oder mit Weyl als ,vollstindiges Rechtgeben”, betont letztlich
nur den Unterschied zwischen einem Blick nach hinten zu dem, was man ein-
gestanden und aufgenommen hat, und einem Blick nach vorn zu dem, wohin
man noch gelangen will. Die Standpunkte, von denen man blickt, scheinen sich
jedoch kaum zu unterscheiden. Hilberts Anliegen war, bei der konstruktivisti-
schen Kritik nicht stehenzubleiben, sondern mit den konstruktiven Beschrin-
kungen {iber diese hinauszukommen.?’

1.2 Das circulus-vitiosus-Problem mit den impradikativen Definitionen

1.2.1 Die Kritik

Aus einer Analyse der Paradoxien, besonders und explizit der Richardschen
Definierbarkeitsparadoxie, zieht Poincaré den Schlufs, daf8 Definitionen, die ein
Element einer Gesamtheit durch ,Bezugnahme” oder ,Riickgriff” auf diese Ge-
samtheit definieren wollen, im Allgemeinen unzuléssig sind.?' Solche impriidika-

“Vgl. auch BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], 203; SIEG, Hilbert’s Programs [1999], 27.

2Vgl. hierzu die Ausfiihrungen zu Hilberts Haltung gegeniiber dem Intuitionismus im ersten
Teil, Abschnitt 3.2, S. 116ff.

2'Einen Gedankengang wie: ,Man mufl erst annehmen, dafs ein Objekt fertig ist, bevor man
es in einer definierenden Formel verwenden kann”, findet sich zur Erklarung der Russellschen
Paradoxie zum Beispiel bei GEORGE/ VELLEMAN, Philosophies [2002], 45-46. Eine dhnliche Kritik
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tiven Definitionen treten zum Beispiel bei allen Definitionen durch einen mengen-
theoretischen Durchschnitt auf (die Durchschnittsmenge ist ja Element der Ge-
samtheit aller Mengen, tiber die der Durchschnitt gebildet wird), aber auch bei
Definitionen einzelner reeller Zahlen, beispielsweise bei dem Begriff der oberen
Grenze (die kleinste Zahl aller Zahlen, die grofser gleich allen Zahlen der Menge
sind, gehort selbst zu diesen Zahlen).

Diese Kritik wirkt auf den ersten Blick wenig treffend. Sie erschliefit sich
aber, wenn man eine grundsatzlich konstruktivistische Perspektive einnimmt,
d.h., wenn man davon ausgeht, dafl Objekte durch einen Definitionsakt {iber-
haupt erst erzeugt werden. Eine imprédikative Definition nimmt dann ndmlich
zur Definition eines Objekts = auf eine Gesamtheit Bezug, zu der das Objekt =
per definitionem gehoren wird. Wenn dieses aber durch die Definition erst er-
zeugt wird, dann wird damit auf eine Gesamtheit Bezug genommen, die noch
gar keine fertige Gesamtheit ist. Wenn z erst gerade durch die Definition ins
Dasein tritt, ist eine Definition, die sich schon auf x bezieht, unbestimmt.

Einige genauere Analyseschritte konnen den Kern dieser Kritik noch weiter
herausbringen. Zundchst wird man sagen: Es geht nicht allein darum, daf§ im
Definiens eine Bezugnahme auf dasjenige Objekt erfolgt, das gerade definiert
wird. Wenn man etwa eine Zahl als ,die kleinste der drei Zahlen 4, 23 und 7
definieren wiirde, wiirde auch der Konstruktivist hier kein Problem erkennen,
obwohl das Definiens auf die definierte Zahl 4 Bezug nimmt. Etwas anderes
waére es nattirlich, wenn die Referenz oder Bedeutung des Zahlzeichens ,4” da-
durch festgelegt werden sollte. Denn dann wére das Vorgehen tatsdchlich zir-
kulédr, denn auch schon auf der Seite des Definiens wére eine Festlegung der
Referenz oder Bedeutung von ,4” notig. Dieser tatsdchliche Fall von zirkuldrem
Vorgehen ist aber beim circulus-vitiosus-Problem anscheinend nicht gemeint.

Es geht vielmehr um den Fall unendlicher Gesamtheiten, iiber deren ge-
samte Elemente man mit Allquantoren ,spricht”. Beide Standardbeispiele legen
das nahe: sowohl das mit dem mengentheoretischen Durchschnitt, als auch das
mit der oberen Grenze einer Menge reeller Zahlen. Jeweils wird ein singuldrer
Terminus wz.(z) gebildet (,die obere Grenze ...”, ,der Durchschnitt ...“), in
dessen definierender Aussageform ¢(z) ein Allquantor tiber eine Gesamtheit
G lauft (Vy(y € G — ...)), zu der das gerade definierte Objekt tz.p(x) gehort
(tx.p(z) € G).2

Um ein noch einfacheres Beispiel fiir diese Konstellation zur Hand zu haben,
betrachte man die Definition einer natiirlichen Zahl als ,,die kleinste gerade Zahl
grofler als 2. Es ist unmittelbar klar, daff damit die Zahl 4 bezeichnet wird.

hat spiter auch Hermann Weyl in Das Kontinuum vorgelegt (WEYL, Das Kontinuum [1918]), die
Hilbert bei seiner Auseinandersetzung auch erwéhnt; vgl. HILBERT, Neubegriindung [1922], 157
159.

2Wie genau das ,Laufen iiber eine Gesamtheit” gefafit wird, soll dabei keine Rolle spielen.
Die Notation ,,y € G” soll daher weder die Notwendigkeit einer Hintergrundmengenlehre, noch
von zweitstufigen Variablen bedeuten. Stattdessen kann auch ein (,,definierendes”) Pradikat ,G*
verwendet werden, so da8 die problematische generelle Aussage die Form ,Vy(Gy — ...)" be-
kommt, oder auch eine (,,definierende”) Formel ¢)(y), so daB es um ,Vy(¢)(y) — ...)” geht.
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Dennoch liegt auch hier der problematisierte Fall vor, dafs die Zahl 4 mit einem
Allquantor definiert wird, zu dessen Laufbereich die 4 gehort. Die definierende
Formel () lautet hier: Vy( Gerade(y) Ny > 2 — x < y).

1.2.2  Mogliche Antworten

Die ersten Analyseschritte haben gezeigt, dafs das Problem der impradikativen
Definitionen eine konstruktivistische Position voraussetzt, um tiberhaupt ein
Problem darzustellen. Ferner wurde es dahingehend analysiert, dafs es um die
Unbestimmtheit des Bezugsbereichs eines Allquantors geht, der zur Definition
eines Objekts verwendet wird, das zu diesem Bezugsbereich gehort.

Bei genauerem Hinsehen wird das Problem jedoch schon an dieser Stelle un-
klar. Man ist zu schnell geneigt zuzugeben, dafs das definierte Objekt ja ,zum Be-
zugsbereich des Quantors gehort”. Die erste Frage, die man hier stellen miifdte,
ware: Woher weifs man in dieser Problemschilderung eigentlich, dafd das Objekt
wirklich zu dem Laufbereich des Allquantors gehort? Ja, was ist mit ,dem Lauf-
bereich” des Quantors eigentlich gemeint? Es wird ja anscheinend davon aus-
gegangen, daf3 dieser Laufbereich des Allquantors schon vor der Definition von
x feststehen wiirde. Denn nur dann kénnte man ja aus einer sozusagen ,,pro-
beweisen” Definition von x folgern, daf$ ein so definiertes x zum Laufbereich
gehoren wiirde.?? In der Beschreibung des Problems wird also letztlich voraus-
gesetzt, was eigentlich bestritten werden soll, nimlich daf} der Laufbereich des
Quantors schon festgelegt sein mufS. Noch einmal: Ware der Laufbereich nicht
schon festgelegt, wiirde die Rede davon, dafs das Objekt, dessen Definition ge-
rade zur Debatte steht, im Laufbereich dieses Quantors vorkommt, keinen Sinn
machen. Auf die Frage: ,Mufs man den circulus, den man in solchen Definitionen
erkennen kann, tatsdchlich als ,vitiosus” beschreiben?”, wird man also antwor-
ten: Um ihn als ,vitiosus” zu beschreiben, begeht man schon selbst eine petitio
principii.

Sachlich ist es nichts anderes als dies, was in den weiteren Argumenten ge-
gen den circulus-vitiosus-Vorwurf eine Rolle spielt. Unter jeweils anderem Blick-
winkel ergeben sich jedoch andere und interessante Perspektiven auf dieselbe
Sache.

Die wirkungsgeschichtlich bedeutsamste Gegenposition macht auf den Un-
terschied aufmerksam, der dazwischen besteht, gewisse Objekte zu , erschaffen”
und einzelne Objekte aus den schon geschaffenen Objekten ,herauszugreifen”.
Dabei ist ,erschaffen” hier natiirlich nicht notwendigerweise wortlich zu neh-
men, sondern kann auch schlicht als Ausdruck fiir die Definition oder Festle-
gung einer Objektklasse gelesen werden.

Wenn die reellen Zahlen des bestimmten Intervalls einmal als existierende
Objekte feststehen, so ist nicht einzusehen, warum es ein Problem sein sollte, ei-

BEs wiirde auch nichts niitzen, sich an dieser Stelle blof auf die definierende Bedingung fiir
diesen Bereich zu beschranken. Wenn man namlich zugibt, daff diese syntaktische Bedingung zur
,Festlegung” des Bereichs gentigt, dann verschwindet das Zirkularitdtsproblem sowieso.



318 Das circulus-vitiosus-Problem mit den impréadikativen Definitionen

nes dieser existierenden Objekte herauszugreifen durch eine definierende Bedin-
gung, die auf das ganze Intervall Bezug nimmt. Wenn die natiirlichen Zahlen
als Objekte etabliert sind, hat man kein Problem damit, die kleinste gerade Zahl
grofier als 2 zu finden: Die Zahl 4 wird durch diese Definition schlicht bezeich-
net oder, wenn man so will, herausgegriffen aus der Gesamtheit der natiirlichen
Zahlen. Wiirden hingegen die einzelnen Objekte erst durch ihre Definitionen
Lerzeugt”’, so wére es in der Tat zirkuldr, in der definierenden, erzeugenden
Klausel schon auf das erst noch zu erzeugende Objekt Bezug zu nehmen.

Wenn sich in konstruktivistischer Perspektive hier ein Problem zeigt, das
man ohne diese Perspektive nicht sieht, so liegt es nahe, dieses Problem nicht
als ein ,,Problem an sich” anzusehen, sondern als eines, das ein konstruktivisti-
scher Standpunkt mit sich bringt.?* Die Vorteile des Konstruktivismus in puncto
Sicherheit und Rechtfertigung liegen ja auf der Hand und sind kaum bestreitbar.
Aber fiir diesen , Nutzen” hat man eben auch ,Kosten” auf der anderen Seite,
und ein ,Kostenfaktor” ist eben, dafs man auf impradikative Definitionen ver-
zichten muf3.

Akzeptiert man hingegen Griinde, die fiir die Unverzichtbarkeit impradi-
kativer Definitionen fiir die Mathematik sprechen, so mufs man sie im Um-
kehrschlufi als Griinde lesen, die gegen einen konstruktivistischen Standpunkt
sprechen, der impradikative Definitionen ,verbietet”.

Das Problem der impradikativen Definitionen verschwindet also, wenn man
einen Unterschied macht zwischen dem , Erschaffen” eines Objekts und seinem
,Herausgreifen” aus einer anderweitig definierten Gesamtheit. Es ist dazu nicht
notig, mit Ramsey anzunehmen, dafd diese Gesamtheit in einem , platonischen
Universum” existiert.?? Es reicht aus, dafl die betreffende Objektklasse auf ande-
rem Weg eingefiihrt worden ist als demjenigen, auf dem die einzelne reelle Zahl
definiert wird.?® Schon von dieser Ausgangsbasis aus kann man dann mit Ram-
sey fiir die Uberfliissigkeit der verzweigten Typentheorie argumentieren, die
Russell in Reaktion auf die Poincarésche Kritik entwickelt hatte, um impradika-
tive Begriffsbildungen zu vermeiden (vgl. erster Teil, Abschnitt 3.1.3, S. 108ff.).

1.2.3 Variante I: Durchlaufung

Gelegentlich wird auch ein anderes Problem mit den nichtpradikativen Begriffs-
bildungen ins Feld gefiihrt, das — soweit ich sehe — nicht auf Poincaré zuriick-
geht. Es wird gesagt, der circulus vitiosus bestehe darin, dafs bei einer impradi-
kativen Definition im Definiens ein Allsatz steht, zu dessen Nachweis man alle

%S0 argumentierte auch Hilbert schon gegen Weyl, vgl. Abschnitt 1.2.4, S. 319ff.

PCarnap deutet an, daf die , Gefahr” einer platonistischen Verpflichtung naheliegt, bietet dann
aber eine Analyse des Beispiels ,,induktiv” an, die zeigt, daff man auch ohne , Ramseys Begriffs-
absolutismus” die nichtpradikativen Begriffsbildungen fiir zuldssig erklaren kann, vgl. CARNAP,
Die logizistische [1931], 102-103.

?6Zu Ramseys Argument vgl. CARNAP, Die logizistische [1931], 101-102.
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Einzelinstanzen durchgehen miisse, das Definiendum aber zu diesen Einzelin-
stanzen gehore und man deshalb im Kreis gehe.

Diese Argumentation operiert mit einer nicht nur unbegriindeten, sondern
vollig abwegigen Voraussetzung, namlich dafs ein Allsatz tiber eine unendliche
Gesamtheit durch das Durchlaufen aller Einzelinstanzen nachgewiesen werden
konnte. Hierauf kann man nur mit Carnap erwidern:

,Die Priifung einer Allaussage besteht nicht in der Durchlaufung der Reihe der Einzelfille
[...], sondern [sie wird] dadurch [festgestellt], dafl aus gewissen Bestimmungen gewisse
andere logisch abgeleitet werden. [...] Die Allgemeingiiltigkeit einer Aussage fiir beliebi-

ge Eigenschaften [bedeutet] nichts anderes [...] als ihre logische (genauer: tautologische)
Geltung bei unbestimmter Eigenschaft.” CARNAP, Die logizistische [1931], 103

Oder man nennt es in Hilberts drastischerer Diktion eine ,Gedankenlosigkeit”,

,wenn z.B. im Sinne einer einschrankenden Bedingung die Forderung betont wird, daf8
in der strengen Mathematik nur eine endliche Anzahl von Schliissen in einem Beweise
zuldssig sei — als ob es schon irgend jemandem einmal gelungen wére, unendlich viele
Schliisse auszufiithren.” HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 162%

1.2.4 Variante II: Schnittzahl

Hermann Weyl hat ebenfalls eine circulus-vitiosus-Kritik an bestimmten Defini-
tionen vorgetragen.?® Sie dhnelt der Poincaréschen Kritik, bezieht sich aber auf
etwas Anderes. Nach Weyl liegt ein circulus vitiosus namlich schon bei der Defi-
nition der reellen Zahlen a la Dedekind vor. Die Zahlen werden als Schnitte und
damit als Einteilungen der rationalen Zahlen definiert. Nach Weyls Auffassung
ist das Kriterium fiir eine bestimmte Einteilung jedoch einfach, ob es eine be-
stimmte reelle Zahl gibt. Somit wiirden die reellen Zahlen in der Definition, die
sie iberhaupt erst definieren soll, schon vorausgesetzt.

Diese Kritik geht ins Leere. Die reellen Zahlen werden definiert als Schnit-
te in den rationalen Zahlen. In diese Menge aller Schnitte kann man anschlie-
end die rationalen Zahlen durch die durch sie selbst als Schnittzahl definierten
Schnitte einbetten. Es macht keinen Sinn zu kritisieren, daf jedem Schnitt eine
reelle Zahl entspreche, denn genau so werden die reellen Zahlen ja definiert. Die
Kritik fallt letztlich nur auf sich selbst zuriick: Sie macht nur dann Sinn, wenn
man eine von dieser Definition unabhédngige Definition der reellen Zahlen hétte,
so dafs man sagen konnte, dafd die nach dieser zweiten Definition schon festste-
henden reellen Zahlen bei der Definition durch den Schnitt irgendwie voraus-
gesetzt wiirden. Damit setzt die Kritik genau das voraus, was sie eigentlich mo-
nieren will: dafs die reellen Zahlen schon unabhéingig von der Schnittdefinition
vorausgesetzt werden.

YDer FairneR halber sollte man allerdings die Bemerkung hinzufiigen, dafs Hilbert 25 Jahre zu-
vor selbst so ,,gedankenlos” war, es als Charakteristikum der axiomatischen Methode anzusehen,
Beziehungen zwischen den Dingen eines Systems zu beschreiben, ,,iiber welche neue Aussagen
nur Giiltigkeit haben, falls man sie mittels einer endlichen Anzahl von logischen Schliissen aus jenen
Axiomen ableiten kann”; HILBERT, Zahlbegriff [1900b].

BVgl. vor allem WEYL, Circulus vitiosus [1919].
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Nattirlich kann man ex post, nach der durchgefiihrten Definition, davon spre-
chen, dafd jedem Schnitt genau eine reelle Zahl entspricht. Aber das ist dann blofs
per definitionem der Fall.

Um noch ein Beispiel der Definition einer konkreten reellen Zahl zu be-
trachten: Zur Definition der reellen Zahl v/2 zum Beispiel bildet man folgenden
Schnitt in Q: In die obere Menge kommen alle rationalen Zahlen, deren Quadrat
grofier als 2 ist und in die untere Menge alle iibrigen. Dieser Schnitt definiert
offensichtlich die reelle Zahl v/2. Er verwendet zu diesem Zweck nur eine de-
finierende Formel, die komplett in der Sprache von Q formuliert ist und {iber
die spezielle rationale Zahl 2, die Multiplikation und die grofler-als-Beziehung
spricht. Es ist zwar richtig, daf} die so definierte reelle Zahl nach der Einbettung
von Q in R die Eigenschaft hat, genau auf der Grenze zwischen oberer und un-
terer Menge ihres definierenden Schnittes zu liegen, sie ist also auch in diesem
Sinne charakteristisch fiir den Schnitt. Aber das ist eben kein Wunder, weil sie
so definiert worden ist. Es kann keine Rede davon sein, daf$ bei der Definition
dieser reellen Zahl sie selbst schon verwendet worden wire.

Hilbert analysiert Weyls Kritik in dhnliche Richtung. Er halt Weyls Stand-
punkt fiir einen , kiinstlich zurechtgemachten” und keineswegs den von Weyls
argumentativen Gegnern vertretenen oder gar den einzig moglichen. Wenn man
von diesem Standpunkt aus tatsdchlich einen Zirkel in der Definition der reellen
Zahlen erkenne, miisse man daraus den Schlufs ziehen, daf} dieser Standpunkt
tir Grundlegungszwecke eben ,, unbrauchbar” ist. Der (eben geschilderte) De-
dekindsche Standpunkt weise, so Hilbert, den von Weyl behaupteten Zirkel je-
denfalls nicht auf.?’

1.3 Zusammenfassung

Poincaré hat urspriinglich am Logizismus, spédter dann auch an Hilberts An-
satz mehrere Kritikpunkte angebracht. Die beiden wichtigsten sind das petitio-
principii-Problem mit der Induktion und das circulus-vitiosus-Problem mit den
impréadikativen Definitionen. Wahrend man das zweite Problem mit guten
Griinden zuriickweisen kann, gelingt dies fiir das erste Problem nicht so ein-
fach.

Der circulus vitiosus stellt sich bei impradikativen Definitionen nur dann
ein, wenn man eine radikal konstruktivistische Haltung einnimmt. Selbst
dann kann man auf ihn aber noch dadurch reagieren, dafl man eine petitio
principii in der Darstellung des Problems nachzuweisen versucht. Von nicht-
konstruktivistischen Standpunkten aus kann man hingegen zwischen der , Er-
zeugung” von Objekten und deren ,Herausgreifen” unterscheiden und damit
das Problem zum Verschwinden bringen.

»Zur Schilderung von Weyls Zirkularitatskritik und Hilberts Antwort vgl. HILBERT, Neube-
griindung [1922], 157-159.
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Der petitio-principii-Vorwurf der Induktion richtet sich gegen alle Ansitze,
die dieses grundlegende mathematische Prinzip mit Hilfe logischer oder ande-
rer nicht-mathematischer Prinzipien beweisen wollen. Hilbert vermied zunéchst
volle und offene Induktionsverwendungen nicht nur auf der metamathemati-
schen Seite, wo das Operieren mit ,hypothetisch vorliegenden konkreten” Ob-
jekten und Prinzipien wie das , Kiirzen” die entsprechenden Beweisschritte ab-
decken sollten, sondern auch auf der objektmathematischen Seite, auf der er ein
Schema betrachtete, das zwar durchaus konstruktiv deutbar und letztlich elimi-
nierbar, auf der anderen Seite aber deutlich schwicher als ein echtes Indukti-
onsschema ist. Die radikalere Trennung von formaler (Objekt-)Mathematik mit
voller klassischer Logik und inhaltlicher Metamathematik mit eingeschrankter
Logik setzte er im Bezug auf die Induktion fort. Nach seiner Darstellung ha-
ben das eigentliche mathematische Induktionsprinzip und die Prinzipien, die in
der finiten Metamathematik verwendet werden, ganz verschiedenen Charakter.
Wiéhrend das eine ein formales Axiom(enschema) bzw. eine formale Schlufiregel
in einem Kalkiil ist, die gerechtfertigt werden muf, soll die Induktion in der fini-
ten Metamathematik ein rein inhaltliches Prinzip sein, das seine Rechtfertigung
unmittelbar aus den induktiven Definitionen derjenigen Grundbegriffe erhilt,
tiber die das entsprechende Induktionsprinzip Allaussagen abzuleiten gestattet.

Akzeptiert man induktive Definitionen (auch unabhidngig von jeglicher
mengentheoretischer Rekonstruktion) als wissenschaftlich unverzichtbare Hilfs-
mittel, dann rechtfertigt dies auch die Verwendung entsprechender metamathe-
matischer Beweisprinzipien. Diese Akzeptanz entspricht der Zustimmung zu
Poincarés Ansicht von der Irreduzibilitdt induktiver Prozesse.
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Kapitel 2

Unbeweisbare Widerspruchsfreiheit beweisen? — Der
Problemkreis ,,Godel”

Das Ziel von Hilberts Programm ist Die Meinung, aus gewissen neueren
unerreichbar, das Programm ist tot. Ergebnissen von Godel folge die Un-
durchfithrbarkeit meiner Beweistheo-
rie, ist als irrttimlich erwiesen.

WILFRIED SIEG!

HILBERT?

Ist das Hilbertprogramm mit den Godelsdtzen gescheitert? — Diese Frage ist
selbstverstandlich fiir das Hilbertprogramm von grofster Relevanz und eine Stu-
die zum HP kann sich von der Aufgabe, diese Frage zu behandeln, nicht dispen-
sieren.

Prima facie scheint die Sache klar zu liegen. Die Godelschen Sétze sagen so
ungefdhr, daff man die Konsistenz der Mathematik nicht mit mathematischen
Mitteln beweisen kann. Und ebenso ungefihr will das Hilbertprogramm die
Konsistenz der Mathematik mit mathematischen Mitteln beweisen. Ergo wiir-
de das HP etwas fordern, was von Godel als unmoglich nachgewiesen worden
ist, und ist damit gescheitert.

Die wirkliche Lage ist viel komplexer: Das genannte Argument funktioniert
nur, weil es ungenau ist und von einem ,Scheitern” des HP kann so ohne Wei-
teres nicht die Rede sein. Eine sachgemaéfie Antwort ist jedenfalls nicht leicht zu
haben und ein attraktiv scheinendes, klares Ja oder klares Nein wohl nur um den
Preis einer beschrankten Sichtweise. Schon auf den zweiten Blick kann ein un-
differenziertes Ja, das HP sei gescheitert, schon deswegen nicht stimmen, weil
die Godelschen Sétze nur {iber bestimmte Arten von Axiomensystemen {iber-
haupt eine Aussage machen und weil zundchst genauer herauszuarbeiten ware,
was genau diese Aussage ist. Ein klares Nein, das HP sei nicht gescheitert oder
werde gar tiberhaupt nicht von den Godelsdtzen tangiert, kann nach der in der
Literatur deutlich tiberwiegenden Meinung nicht zutreffend sein und es deckt
sich auch nicht mit vielen kleineren Indizien, wie etwa der Tatsache, daf3 Hilbert
in seinem Vorwort zum zweiten Band der Grundlagen der Mathematik eigens auf
Godels Resultate eingehen zu miissen glaubt, der Tatsache, dafs Godel selbst sei-
ne Resultate explizit mit dem HP in Zusammenhang brachte, und der Tatsache,

'SIEG, Relative Consistency [1990], 259.
“HILBERT/ BERNAYS, Grundlagen I [1934], V
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daf3 ausgerechnet im erwadhnten zweiten Band der Grundlagen zum ersten Mal
ein vollstindiger Beweis von Godel-2 gegeben wird.?

Es ist also zumindest die Frage zu stellen, wie Implikationen der Godelsét-
ze fiir das HP aussehen konnten, und die dabei vorgebrachten Argumente sind
einer kritischen Analyse zu unterwerfen. So wird in diesem Kapitel zunéchst
ein Ausschnitt aus dem Panorama der verschiedenen Positionen geboten, die
im Bezug auf das Verhiltnis von Godelsdtzen und HP eingenommen worden
sind (Abschnitt 2.1, S. 324ff.). Die sachliche Auseinandersetzung setzt dann zu-
néchst bei der Analyse der beiden konkurrierenden Seiten an: Es wird auf der
einen Seite die Reichweite der Godelschen Sitze zu priifen sein (Abschnitt 2.2,
S. 329ff.) und auf der anderen Seite die Position, dafs bestimmte metamathemati-
sche Beweismittel tiber die Mittel des untersuchten Kalkiils hinausgehen kénn-
ten (Abschnitt 2.3, S.332ff.). Anschlieflend werden zwei Argumentationslinien
genauer untersucht, die vom zweiten Godelschen Unvollstindigkeitssatz (Ab-
schnitt 2.4, S.337ff.) bzw. vom ersten Godelschen Unvollstindigkeitssatz (Ab-
schnitt 2.5, S. 341ff.) ausgehen, um gegen die Erreichbarkeit von Hilberts Zielen
Zu argumentieren.

2.1 Meinungsvielfalt

Die Meinungen zu der Frage, welche Bedeutung die Godelschen Sétze fiir das
Hilbertprogramm haben, waren und sind vielfdltig. Sie waren es schon bei den
Protagonisten, die an den entsprechenden Entwicklungen in der mathemati-
schen Logik unmittelbar beteiligt waren (Abschnitt 2.1.1, S. 324ff.) ;4 und sie sind
es bis heute in der Sekundarliteratur (Abschnitt 2.1.2, S. 327f.).

2.1.1 Bei den Protagonisten

Unter ,, den Protagonisten” werden hier drei Personen verstanden: Kurt Godel,
auf den die Unvollstindigkeitsresultate zuriickgehen; John von Neumann, der
Ende der 1920er Jahre selbst zu Hilberts Beweistheorie gearbeitet hatte, der als
erster die Bedeutung der Resultate des jungen Wiener Nachwuchswissenschaft-
lers begriffen und in der Folge den zweiten Unvollstindigkeitssatz unabhéngig
von Godel entdeckt hat; und David Hilbert, um dessen Programm es geht.

3Godel hatte in seiner berithmten Arbeit Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathe-
matica und verwandter Systeme I nur eine Skizze des Beweises des zweiten Unvollstindigkeits-
satzes gegeben; vgl. GODEL, Formal unentscheidbare [1931]. Der erste eigentliche Beweis wurde -
im hier untersuchten Zusammenhang miifite man eigentlich sagen: ironischerweise — im Hilbert-
Bernays II publiziert; vgl. HILBERT / BERNAYS, Grundlagen II [1939], 285-328.

#Zur Rezeption der Godelsitze sieche DAWSON, Incompleteness [1991]; GRATTAN-GUINNESS, In
Memoriam [1979]; GRATTAN-GUINNESS, Development [1981]; GRATTAN-GUINNESS, Logics [1994];
MANCOSU, Between Vienna [1999a].
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2.1.1.1 Godel
Kurt Godel selbst hat seine Unvollstandigkeitsresultate als Beitrag zum Hilbert-
programm angesehen. Dafs er das Hilbertprogramm ,, widerlegt” bzw. seine Un-
durchfiihrbarkeit bewiesen habe, stand fiir Godel nicht zur Debatte. Explizit
lief3 er in seiner Publikation des Unvollstandigkeitsresultats 1931 noch die Mog-
lichkeit offen, daf3 es finite Widerspruchsfreiheitsbeweise geben konnte, die sich
nicht in dem als widerspruchsfrei nachgewiesenen System formalisieren lassen:
,,Es sei ausdriicklich bemerkt, dafS Satz XI [= der zweite Unvollstandigkeitssatz] (und die
entsprechenden Resultate tiber M, A) in keinem Widerspruch zum Hilbertschen forma-
listischen Standpunkt stehen. Denn dieser setzt nur die Existenz eines mit finiten Mitteln
gefiihrten Widerspruchsfreiheitsbeweises voraus und es ware denkbar, daf8 es finite Be-

weise gibt, die sich in P (bzw. M, A) nicht darstellen lassen.”
GODEL, Formal unentscheidbare [1931], 194

Die sachliche Diskussion dieser Position, die auch viele der frithen Beweistheo-
retiker eingenommen haben, wird spater unter dem Stichwort , Formalisierbar-
keitsproblem” aufgenommen (Abschnitt 2.3, S. 332ff.).

Godel hat diese Position jedenfalls spéter zunédchst aufgegeben,® bevor er
unter dem Eindruck neuerer mathematisch-logischer Forschungen von Takeuti,
Feferman und Kreisel in den 1960er Jahren die Moglichkeit von Autokonsistenz-
beweisen starker Theorien wieder einriumen mufite (vgl. hierzu die Auseinan-
dersetzungen in Abschnitt 2.4, S. 3371f.).

Wenn es gelegentlich heifdt, daff Godel seine zurtickhaltende Position ja bald
aufgegeben habe und anfanglich wohl nur aus unsachlichen Griinden (wie
Angst vor der Macht und dem Einflufs Hilberts) einen ,, Ausweg” offenhalten
wollte, so ist dies also schon historisch unrichtig. Auflerdem ist das Bild, was
dabei von Godel gezeichnet wird, nicht tiberzeugend. Es ist gut bekannt, dafs
Godel ein fast schon skrupuloses Wissenschaftsethos hatte, das ihn nur wenige
Resultate veroffentlichen liefs und nur solche, die ihm moglichst weit ausgereift
erschienen.® Dieser fast schon angstvollen Vorsicht, keine Behauptungen zu ver-
offentlichen, die er nicht bestens gepriift und durchdacht hatte, wiirde es vollig
zuwiderlaufen, sich einen Godel vorzustellen, der das Gegenteil seiner wahren
Meinung aus opportunistischen oder karrieristischen Griinden publizieren wiir-
de.

So scheint es insgesamt angemessener, Godels Auflerungen zur Frage der
Implikationen seiner Resultate ernst zu nehmen. Er war in diesem Punkt ,vor-
sichtiger” als die landlaufige Meinung.” Diese Einschitzung wird auch bestatigt
durch eine Diskussion, die Godel nach einem Vortrag iiber seine Unbeweisbar-
keitsresultate mit Mitgliedern des Wiener Kreises fiihrte. Das Protokoll dieser
Diskussion zitiert Godel mit der Bemerkung, dafd die Entscheidbarkeit eines

>Vgl. GODEL, Erweiterung [1958].

®Dazu gibt es eine Unmenge von Belegen. Vgl. bspw. die Einschidtzung seiner Logiker-
Kollegen Mostowski, Kleene und Sacks in CROSSLEY, Reminiscences [1974], 11.

7So Stephen Kleene in seiner Einleitung zu Godels Unvollstindigkeitsaufsatz im ersten Band
der Godel-Gesamtausgabe (KLEENE, Introductory note [1986], 137).
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(Teilsystems des von Godel betrachteten) Systems nur beweisbar sein kann mit
Hilfe von Beweismitteln, ,die sich innerhalb des Teilsystems selbst nicht forma-
lisieren lassen”.®

2.1.1.2  wvon Neumann

John von Neumann entdeckte 1930 etwa zeitgleich mit Godel, daf8 sich die fiir
den Beweis des ersten Godelschen Satzes notigen Beweisschritte in der Arith-
metik formalisieren lassen. Im Wesentlichen daraus ergab sich der zweite Un-
vollstandigkeitssatz.

In der eben zitierten Diskussion des Wiener Kreises bezeichnete es Godel
explizit als Vermutung von Neumanns, daf sich ein finiter Widerspruchsfrei-
heitsbeweis auch formalisieren lassen miisse und dafy daher die Unvollstandig-
keitssdtze auch die Unmoglichkeit finiter Widerspruchsfreiheitsbeweise {iber-
haupt zeigen wiirden. Von Neumann bestitigte umgekehrt in einem Brief an
Carnap, dafi es sich bei der Annahme, jeglicher finite Beweis sei auch formali-
sierbar, um seine eigene Ansicht handele. Und er scheute sich nicht, daraus den
Schlufs zu ziehen, daf3 ,,Godel die Undurchfiihrbarkeit von Hilberts Programm
erwiesen hat”. Von Neumanns hat mithin aus der Unbeweisbarkeit der Kon-
sistenzbehauptung via der Formalisierbarkeit der Metamathematik auf die Un-
moglichkeit finiter Konsistenzbeweise tiberhaupt geschlossen — ein Argumenta-
tionsmuster, das spater noch zu diskutieren sein wird (Abschnitt 2.4, S. 337ff.).

Er beschrieb Godel in Bezug auf diese Deutung seiner Resultate jedoch als
,viel vorsichtiger” und ging sogar so weit, diese Vorsicht auf mangelnden sach-
lichen Uberblick (!) zuriickzufithren.® Ahnlich deutlich driickte sich von Neu-
mann aus, als er aus AnlafS der Publikation seines Konigsberger Referats tiber
den Formalismus an Reichenbach schrieb, daff die — seiner eigenen Meinung
vollig entgegengesetzte — Ansicht, dass fiir die Hilbertsche Beweistheorie trotz
der Godelschen Sdtze noch Hoffnung bestiinde, Vertreter gefunden habe, und
zwar in Bernays und Gédel selbst.!’ Durch diese Hinweise wird aus dem Mund
eines Vertreters der negativen Position noch einmal bestdtigt, dafs Godel seine
Unvollstandigkeitsresultate im Bezug auf das HP ernsthaft nicht im Sinne der
negativen Position interpretierte.

2.1.1.3 Hilbert
Von Hilbert sind kaum Belege dafiir greifbar, wie er die Godelschen Resultate
aufgenommen und eingeschitzt hat. Zwar war Hilbert zur Zeit der Grundlagen-

8 Schlick-Zirkel”, Protokoll vom 15.1.1931, Nachla8 Rudolf Carnap, Sig. RC 081-07-07; vgl.
auch STADLER, Wiener Kreis [1997], 278-280; MANCOSU, Between Vienna [1999a], 36-39. — Der Kon-
text und der ganze Duktus der Godelschen Darlegungen zeigen nochmals, daff es unméglich ist,
seine Zurtickhaltung im Bezug auf die Implikationen seiner Resultate als blofies , Kuschen” vor
der Hilbertschen Autoritit zu erkldren.

?Brief von John von Neumann an Rudolf Carnap vom 7.6.1931, Nachlaf Rudolf Carnap, Sig.
RC 029-08-01; vgl. auch MANCOSU, Between Vienna [1999a], 39-40.

OBrief von John von Neumann an Hans Reichenbach, Sig. HR 015-25-02, undatiert, wahr-
scheinlich vom Sommer 1931; vgl. MANCOSU, Between Vienna [1999a], 42.
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Konferenz, auf der Godel seine Resultate informell vorstellte, ebenfalls in Ko-
nigsberg, aber es ist vollig unklar, was und wieviel von Godels Resultaten zu
welcher Zeit zu ihm gedrungen ist und/oder wie seine erste Reaktion war.

In seinem Vorwort zum ersten Band von Hilbert-Bernays schrieb er gut drei
Jahre spiter, es sei ein Irrtum gewesen zu glauben, dafs aus Godels Resultaten
die Undurchfiihrbarkeit der Beweistheorie folge. Godels Resultat zeige

,in der Tat auch nur, dafl man fiir die weitergehenden Widerspruchsfreiheitsbeweise den
finiten Standpunkt in einer schirferen Weise ausnutzen mufs, als dieses bei der Betrach-

tung der elementaren Formalismen erforderlich ist.”
HILBERT/BERNAYS, Grundlagen I [1934], V

Hilbert sah also zu dieser Zeit keine direkten Konsequenzen fiir sein Programm.
Wenn er sagt, dafs es ein Irrtum gewesen sei, die Godelsédtze als Scheitern der Be-
weistheorie zu interpretieren, deutet dies nattirlich zumindest darauf hin, daf3
diese ,irrttimliche” Deutung in Hilberts Umkreis vertreten worden war. Uber
Hilberts eigene urspriingliche Einschdtzung ist dem jedoch nichts zu entneh-
men.

Jedenfalls liefs Hilbert sich in seiner Arbeit am Projekt Beweistheorie nicht
entmutigen und versuchte, den Unvollstindigkeitsdefekt durch Einfithrung
neuartiger Beweisprinzipien zu beheben. So legte er 1931 ein Papier vor, in dem
er mit einer Art Omegaregel arbeitet.!! Mit dieser ,halb-unendlichen” Regel
wollte er die Vollstandigkeit der Arithmetik erreichen und die Frage ist, ob dies
in Reaktion auf die Godelsdtze oder unabhingig davon geschah. Hilbert selbst
erwdhnt in diesem Papier und in dessen Fortsetzung!? die Godelsédtze mit kei-
nem Wort und es scheint, dafd auch die sonst greifbaren Indizien nicht eindeutig
fiir eine der beiden Alternativen sprechen.!

In der Hilbertschule setzte sich die Uberzeugung von der Bedeutung der Go-
delschen Resultate jedenfalls bald durch. So hielt Gentzen sie fiir beweistheoreti-
sche Resultate ,,von grofter Bedeutung”,'4 und Bernays prasentierte im zweiten
Band der Grundlagen der Mathematik den ersten allgemeinen Beweis des zweiten
Unvollstandigkeitssatzes. !>

2.1.2 Inder Literatur

Die in der Sekundarliteratur vertretenen Meinungen zum Verhiltnis der Go-
delsédtze zum Hilbertprogramm nehmen fast die gesamte Breite des Spektrums
logischer Moglichkeiten an. Es lassen sich folgende Positionen unterscheiden:

"WHILBERT, Grundlegung Zahlenlehre [1931]. — Es ist aus Hilberts Formulierung nicht vollig klar,
ob es sich um eine Schlufiregel im engeren Sinne handeln soll. Die Formulierung legt eher nahe,
daf3 es sich um eine Metaregel zur Erweiterung des Axiomensystems handelt.

12H1LBERT, Tertium non datur [1931a).

13S0 FEFERMAN, Gadel 1931c [1986], 208.

“GENTZEN, Widerspruchsfreiheit [1936a], 8.

5Vgl. HILBERT / BERNAYS, Grundlagen II [1939], 285-328.
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GHI1 Die Godelsdtze haben das HP ohne Einschrankung zum Scheitern ge-
bracht (Mostowski, Sieg, Tait),'® und zwar
GHla durch den ersten Godelschen Unvollstandigkeitssatz (Smoryn-

ski)”

GH1b durch den zweiten Godelschen Unvollstindigkeitssatz (Pohlers).!®

GH2 Die Godelsitze haben das urspriingliche HP zum Scheitern gebracht
(Dawson, Hendricks et al.).!?

GHS3 Die Godelsédtze zeigen, daff im HP Beweismittel verwendet werden mdis-
sen, die iiber die untersuchte Theorie hinausgehen (Gentzen, Resnik).?

GH4 Die Godelsitze zeigen, dafs im HP Beweismittel verwendet werden miis-
sen, die {iber die striktest finiten Methoden hinausgehen (Schiitte).?!

GHS5 Die Godelsatze zeigen, dafs im HP der finite Standpunkt ,in einer schérfe-
ren Weise” ausgenutzt werden muf3 (Hilbert).??

Man konnte sich nun damit aufhalten, diese Positionen jeweils ndher zu cha-
rakterisieren, ihre Gemeinsamkeiten und Unterschiede herauszuarbeiten, etwa
die Frage zu stellen, ob durch GH2 und GH3 nicht eigentlich dieselbe Position
beschrieben wird, und die Pros und Kontras der einzelnen Positionen zu prii-
fen. Dies soll hier nicht geschehen. Die sachliche Auseinandersetzung wird sich
in den weiteren Abschnitten dieses Kapitels vielmehr an den Hauptargumenta-
tionslinien orientieren.

Die Literaturiibersicht zeigt jedenfalls, dafs der Mainstream der Logiker und
Mathematikphilosophen das urspriingliche HP mit den Godelsdtzen mehr oder
weniger fiir erledigt hilt. Die Godelsdtze konnen damit zumindest als eine star-
ke Herausforderung fiir das HP angesehen werden. Die Verschiedenheit der Po-
sitionen zeigt jedoch auch, dafs hier Deutungsschwierigkeiten vorliegen, die ein
begrifflich-argumentativ sauberes Vorgehen verlangen. Beide Punkte motivie-
ren eine griindliche Revision der Argumente.

16Vgl. MOSTOWSKI, Thirty Years [1966], 7,18-19; TAIT, Finitism [1981]; und — ohne expliziten
Bezug auf die Godelsétze — SIEG, Relative Consistency [1990], 259.

7SMORYNSKI, Hilbert's Programme [1988], TV.80.

BPOHLERS, Proof Theory [1989), 4.

19Vgl. DAWSON, Kurt Godel [1984], 6: ,ironically, overturned Hilbert’s Programme (at least as
originally envisioned)”; HENDRICKS / PEDERSEN / JORGENSEN, Proof Theory [2000], 1: ,made it im-
possible to carry out Hilbert’s program in its original form”.

2080 GENTZEN, Widerspruchsfreiheit [1936a], 8, zumindest im Bezug auf die Zahlentheorie; dhn-
lich auch RESNIK, Frege [1980], 91. - Fiir Gentzen bleibt die grundlagentheoretische Relevanz sol-
cher Beweise unangetastet, insofern die metatheoretisch verwendeten Beweismittel als sicherer
gelten konnen als die der betrachteten Objekttheorie.

2'SCHUTTE, Proof Theory [1977], 2-3.

2Vgl. das Vorwort zu HILBERT/ BERNAYS, Grundlagen I [1934], V. Ob die ,scharfere Ausnut-
zung” mit der Erweiterung der Beweismittel aus der vorigen Position zusammenfallt, kann hier
offen bleiben.
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2.2 Die Reichweite der Gdodelschen Sitze

2.2.1 Analyse der Voraussetzungen

Godel hat seine beiden Unvollstandigkeitssdtze urspriinglich im engen Kontext
einer speziellen arithmetischen Theorie gewonnen. Zwar gab es damals schon
die Vermutung, daf sie nicht nur fiir diese spezielle Theorie, sondern fiir viel all-
gemeinere Theorieklassen gelten. Fiir diese konnten die Godelschen Sitze aber
erst bewiesen werden, nachdem der Begriff eines formalen Systems genau defi-
niert war. Wenn hier und im Folgenden von ,, den” Godelschen Sitzen die Rede
ist, geht es immer um die allgemeinen Versionen.

Das erste Godelsche Theorem lautet etwas vereinfacht gesprochen: Ist Az
ein konsistentes Axiomensystem, das die Zahlentheorie umfafit, so gibt es einen in Az
unentscheidbaren Satz o (d. h., Az beweist weder ¢ noch —p).

Das zweite Godelsche Theorem spezialisiert dies auf die sogenannte , Kon-
sistenzaussage” Con 4,: Ist Az ein konsistentes Axiomensystem, das die Zahlentheo-
rie umfafit, so beweist Az nicht Con .

In den einleitenden Bemerkungen dieses Kapitels wurde schon darauf hin-
gewiesen, dafs fiir ein prima-facie-Argument gegen das HP die Godelschen Satze
viel ungenauer aufgefafst werden, etwa durch Formulierungen wie: ,Man kann
die Konsistenz der Mathematik nicht mit mathematischen Mitteln beweisen”.
Man geht dabei davon aus, dafs die tibrigen Voraussetzungen blof3 , technischer”
Natur sind und man mit dieser Formulierung den sachlichen Kern der Godel-
schen Sétze erfafst.

Dafs dies nicht der Fall ist, wird im Folgenden gewissermafien auf zwei Wei-
sen bewiesen: Zuerst werden in diesem Abschnitt (2.2) die Voraussetzungen der
Godelsdtze so weit analysiert, daf8 sich ihre Relevanz fiir die Implikationen auf
das HP zeigt. In den anschlieffenden Abschnitten (2.3ff.) werden dann die Ar-
gumente, die von den Godelsdtzen ausgehend gegen das HP gerichtet werden,
kritisch untersucht, wobei sich zeigen wird, dafs die unprizise Formulierung
des prima-facie-Arguments einen entscheidenden Defekt verdeckt.

Um beurteilen zu konnen, ob die Godelsatze die Pramissen der Anti-HP-
Argumente decken, sollen ihre Voraussetzungen ein Stiick weit gekldrt werden.
Die Godelsdtze behaupten die Unbeweisbarkeit einer Formel ja nur unter ge-
wissen Voraussetzungen und diese miissen daraufhin gepriift werden, ob sie im
Kontext einer Auseinandersetzung mit dem HP problematisch sind oder nicht.
Diese Voraussetzungen sind: Az muf3 1.) konsistent sein, 2.) ein Axiomensystem
sein und 3.) die Zahlentheorie umfassen.

Die erste Voraussetzung, die Konsistenz, ist dabei die vergleichsweise unpro-
blematischste, obwohl es auf den ersten Blick so scheinen mag, als ob hier mit
der Konsistenz das schon vorausgesetzt wiirde, was laut Hilbertprogramm erst
zu zeigen ist. Dieser Zirkularitdtsverdacht ist aber im Zusammenhang von Ar-
gumenten, die die Beziehung zwischen HP und Godelsidtzen betreffen, vollig
unbegriindet. Denn der Fall, dafS die Theorie konsistent ist, ist ja gerade auch



330 Die Reichweite der Godelschen Sétze

der Fall, in dem Hilberts Aufgabe tiberhaupt Aussicht auf Erfolg hat. Auch sie
kann ja nur zeigen, was sie zeigen will, wenn es der Fall ist. Die Godelsétze ha-
ben hier eher limitativen Charakter. Sie zeigen, was im relevanten Fall, bei dem
also tiberhaupt eine Aussicht auf Hilbertschen Erfolg besteht, nicht gehen kann.
Sie zeigen, dafd bestimmte Formeln nicht in Az beweisbar sind. Ist im Gegenteil
Az inkonsistent, so hat das trivialerweise zur Folge, dafi alle Aussagen der be-
treffenden Sprache beweisbar werden. So zeigt sich, dafy die Voraussetzung der
Konsistenz vollig unproblematisch ist.

Die zweite Voraussetzung der Godelsdtze, namlich das Axiomensystem-sein,
stellt hingegen eine wesentliche materiale Voraussetzung fiir die Godelsatze dar.
Axiomensystem-sein heifit nimlich in den Ansitzen, in denen die Godelsitze
bewiesen zu werden pflegen, immer, rekursiv aufzéhlbare Satzmenge zu sein.
So heben es auch diejenigen Logiker, die die Parallele zwischen Godelsédtzen
und Rekursionstheorem stark machen wollen, gern hervor. In dieser Sichtweise
ist der Kern des Godelschen Satzes nicht viel mehr als der Unterschied zwi-
schen ,rekursiv aufzihlbar” und ,vollem I1{". Diese Sichtweise ist von Stand-
punkt mathematischer Interessen aus auch sicher legitim. Sie ist dem histori-
schen Entstehungskontext gegeniiber jedoch inaddquat und kann mathematik-
philosophisch nicht befriedigen, da sie gerade diejenigen philosophischen Am-
bitionen a priori ausklammert, die nicht zuletzt von Godel selbst mit dem HP
und mit den Unvollstandigkeitssdtzen verbunden wurden.

Dafs die Godelschen Sétze nun die Voraussetzung der rekursiven Aufzihl-
barkeit der Axiome machen, heifst nun aber noch nicht, dafs sie diese Voraus-
setzung auch machen miissen. Oder miissen sie doch? Gilt die Konklusion der
Nichtbeweisbarkeit der eigenen Konsistenz auch fiir nicht rekursiv aufzéhlbare
Satzmengen? — Neuere Forschungen von Niebergall und anderen haben gezeigt,
dafs man durchaus Theorien konstruieren kann, die nicht rekursiv aufzihlbar
(d.i. nicht axiomatisierbar) sind und die ihre eigene Konsistenz beweisen. Un-
ter anderem gibt es eine nicht-kanonische Reprasentation der Peano-Arithmetik,
die ihre eigene Konsistenz beweist. Darauf wird spater noch zuriickzukommen
sein.

Es ist damit klar, daf$ die Voraussetzung der rekursiven Aufzdhlbarkeit un-
verzichtbar fiir die Giiltigkeit der Godelsdtze ist. Zwar bleibt es denkbar, dafs
statt der rekursiven Aufzdhlbarkeit eine etwas schwichere Eigenschaft schon
ausreicht. Aber es mufi jedenfalls eine Voraussetzung dieser Art gemacht wer-
den, um die Godelsitze fiir eine Theorie zu erhalten.

Neben den non-standard-Reprasentationen von (Standard-)Theorien gibt es
einen weiteren Bereich von Theorien, die anders als die klassischen Axiomen-
systeme fiir die Mathematik schon eine Art ,eingebaute Konsistenz” mit sich
fithren. Michael Detlefsen nennt diese Theorien ,,consistency-minded theories”.
Die Idee ist, dafd der Theorieaufbau, d. h. der Ableitungsbegriff, an Ordinalzah-
len entlang lauft, und zwar so, daf$ bei einer Ordinalzahl a eine nach der klas-
sischen Definition des Herleitungsbegriffs jetzt hereinkommende Formel nur
dann wirklich hereinkommt, wenn sie mit allen vor ihr stehenden Formeln nicht
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im Widerspruch steht. Fiir einen solchen Ableitungsbegriff ist klar, daff mit ihm
keine Widerspriiche ableitbar sein konnen. Die Frage an solche Systeme ist dann
umgekehrt, ob man in ihnen gentigend Mathematik betreiben kann.

Die dritte Voraussetzung schliefllich ist das Umfassen der Zahlentheorie im
Sinne von PA oder dhnlichen Theorien. Fiir den Beweis der Godelsétze ist zwar
nicht essentiell, daf3 gerade die Zahlentheorie diese Rolle ausfiillt (es konnte
nattirlich auch eine Mengenlehre sein). Aber es ist absolut essentiell, daf eine
Theorie, fiir die die Godelschen Sitze gelten sollen, einen geniigend starken
Kodierungsmechanismus besitzt, besteht doch die grundsétzliche Idee in der
,Godelisierung”, d.h. der Kodierung einer Theorie, die es der Theorie ermdog-
licht, tiber sich selbst zu ,sprechen” und etwas tiber sich selbst zu ,,wissen”.
Der Einfachheit halber wird im Folgenden die Rolle dieser Theorie durch ih-
ren prominentesten Darsteller, die Zahlentheorie PA, bezeichnet. Es mufs also
einerseits , gentigend Zahlentheorie” in Form eines Kodierungsapparates vor-
handen sein, der ,alle moglichen” Axiomensysteme, iiber die die Godelsitze
handeln, zu kodieren in der Lage ist, und andererseits mufs ,geniigend Zahlen-
theorie” vorhanden sein, um tiber diese kodierten Objekte Aussagen treffen zu
konnen. Dafs die Godelsdtze nun die gesamte (erststufige) Zahlentheorie einfor-
dern, heifst noch nicht, dafs diese Forderung auch notwendig wére. Oder sind
sie in dieser Hinsicht schon optimal? Haben sie schon das Minimum dessen
gefordert, was gefordert werden muf3, damit die Konklusion der Nichtbeweis-
barkeit der eigenen Konsistenz abgeleitet werden kann? — Diese Frage ist nur
schwierig zu beantworten. Sicher braucht man einen Kodierungsmechanismus,
der in der Lage ist, das rekursiv definierte Ableiten ,nachzubauen”. Man wird
also primitiv-rekursive Funktionen benétigen, und damit eine Theorie wie PRA.
Dies macht es plausibel, das Enthaltensein einer ausreichend starken Teiltheorie
von PA (oder ein Aquivalent) als essentiell fiir die Godelsétze anzusehen.

Im Rahmen der Erorterung der zweiten und dritten Voraussetzung der Go-
delsdtze traten mithin zwei wesentliche Einschrankungen zu Tage. Die Godel-
sdtze gelten nur fiir Theorien, die ,stark genug” sind, d.h. die Zahlentheorie
enthalten, und die eben Axiomensysteme sind, d.h. rekursiv aufzdhlbar. Schwa-
che Theorien und nicht rekursiv aufzihlbare Theorien fallen somit nicht unter das
Verdikt, ihre eigene Konsistenz nicht beweisen zu konnen. Diese Beschrankung
ihrer Reichweite ist hier schon einmal festzuhalten, sowie die Tatsache, daf3 Bei-
spiele zeigen, daf3 es sich hierbei tatsdchlich um prinzipielle Beschrankungen
handelt, die nicht ohne Weiteres etwa durch eine ,Optimierung” der Godel-
schen Resultate beseitigt werden konnen.

2.2.2  Was ist die herkommliche Mathematik? — oder: Wie hoch muf$ man hinaus?

Die eben prinzipiell aufgewiesene Moglichkeit, bei schwécheren Fragmenten
der Zahlentheorie die Godelschen Sédtze zu umgehen, hat sich in der Praxis der
mathematischen Logik zu einem eigenstindigen Argument erweitert, das bei
der Praxis der herkémmlichen Mathematik ansetzt. Kurz gesprochen fragt sich,
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wieviel Arithmetik in formalen Systemen man {iberhaupt braucht, um zu den
Séatzen der Standard-Mathematik zu gelangen.

Harvey Friedman hat darauf hingewiesen, dafs die meisten Resultate der
herkdmmlichen Zahlentheorie ohne Probleme in der primitiv-rekursiven Arith-
metik PRA herleitbar sind. Die Gegenbeispiele, die zeigen sollen, dafs man doch
mehr braucht, als in diesen schwachen Theorien kodifiziert wird, sind stets von
Logikern ausgedacht worden. Sdtze der zahlentheoretischen Praxis hingegen
benotigen nie mehr als diese schwachen Theorien. Und fiir diese Theorien hat
man eine finit-konstruktive Rechtfertigung, womit zumindest Hilberts grund-
sdtzlichem Anliegen Gentige getan ist.

Dieses Argument hat sich in der mathematisch-logischen Praxis als wirksa-
me Arbeitshypothese bewéhrt. Es hat jedoch den entscheidenden Nachteil, bei
einer empirischen Feststellung tiber die mathematische Praxis anzusetzen. Da-
mit 1463t es offen, ob die Beschrankungen der mathematischen Praxis prinzipiel-
ler Natur sind, oder nur bis jetzt, aufgrund eines noch ungentigenden Entwick-
lungsstandes der Mathematik und/oder Zahlentheorie gelten, in Zukunft aber
tiberholt werden konnten. Sollte man sich zufriedengeben mit der Aussicht, daf3
sich die Mathematik gegebenenfalls selbst Beschrankungen auferlegt, sich an ei-
ner Stelle nicht weiterentwickeln kann, weil ein anti-Godelsches Argument dies
als seine Voraussetzung verlangt?

Diese etwas tiberspitzte Darstellung macht deutlich, dafy dies ein unbefrie-
digender Ausweg ist. Er wire fiir Hilbert auch sicher nicht in Frage gekommen,
besonders nicht als Argument in grundlagentheoretischen Fragen. Wenn man
eine prinzipiellere Antwort auf die Frage sucht, welche Implikationen die Go-
delschen Sétze fiir das Hilbertprogramm haben, wird man sich detaillierter mit
ihnen auseinandersetzen miissen. Dies soll in den folgenden drei Abschnitten
geschehen.

2.3 HP gegen Gddel, oder: das Formalisierbarkeitsproblem

Der von der Anlage des HP her naheliegendste Weg, um mit der Godelschen
Herausforderung umzugehen, ist, die vollstindige Formalisierbarkeit der meta-
mathematischen Beweismittel in Abrede zu stellen. Die Unvollstandigkeitssatze
behaupten ja die Nichtableitbarkeit bestimmter Formeln mit Hilfe der im For-
malismus verfiigbaren Mittel. Wenn es nun auf der metamathematischen Ebene
Beweismittel gibt, die sich nicht in der betrachteten Theorie formalisieren lassen,
aber dennoch finit zulédssig sind, wére tiber die Reichweite der Metamathematik
mit den Godelsdtzen noch gar nichts gesagt. Mit ,,in der Theorie formalisier-
baren” Beweismitteln ist dabei gemeint, dafi sich geeignete Ubersetzungen von
ihnen in der Theorie beweisen lassen.

Diese Position war in der Hilbertschule recht verbreitet. Gentzen zufolge zei-
gen die Godelschen Sitze keineswegs die allgemeine Undurchfiihrbarkeit des
HP, sondern limitierende Bedingungen fiir seine Durchfithrung auf. Er erwdhnt
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den Godelschen Satz expressis verbis in der Fassung, dafd die gesamten Hilfs-
mittel einer formalisierten Theorie fiir den Widerspruchsfreiheitsbeweis nicht
ausreichen, und halt es fiir
,denkbar, daff man die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie nachweisen kann
mit Hilfsmitteln, die zum Teil nicht mehr der reinen Zahlentheorie angehoren, aber trotz-

dem als sicherer gelten konnen als die bedenklichen Bestandteile der reinen Zahlentheorie
selbst.” GENTZEN, Widerspruchsfreiheit [1936a], 8

Gentzen argumentiert entsprechend fiir den finiten Charakter der transfiniten
Induktion, auch wenn sie nicht in den zahlentheoretischen Formalismus einge-
fiigt werden kann.?® Sie gehort fiir ihn zu denjenigen Schluweisen,
,die durchaus mit der konstruktiven Auffassung des Unendlichen im Einklang sind und
andererseits doch nicht dem Rahmen jeder formalisierten Zahlentheorie angehoren, ja

welche vermutlich tiberhaupt tiber den Rahmen jeder formal abgegrenzten Theorie hinaus
erstreckt werden kénnen.” GENTZEN, Gegenwiirtige Lage [1938a], 9

Auch Bernays hat es fiir moglich gehalten, dafs es metamathematische
SchlufSweisen geben kann, die finit zuldssig, aber nicht im Formalismus ent-
halten oder ausdriickbar sind. In Gentzens Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die
Zahlentheorie lasse sich genau eine solche iiber den betrachteten Formalismus
hinausgehende Schlufsweise dingfest machen, ndmlich die transfinite Indukti-
on. Sie entspricht nach Bernays grundsitzlich den Anforderungen des finiten
S’candpunktes,24 auch wenn sie tiber die in der Zahlentheorie formalisierbaren
Beweismittel hinausgeht.25 Gentzen habe damit die durch Godels Resultate ,,er-
weckte” Vermutung widerlegt, dafs ein Nachweis fiir die Widerspruchsfreiheit
der Zahlentheorie

,berhaupt im Rahmen der elementaren anschaulichen Betrachtungen, wie sie dem von
Hilbert der Beweistheorie zugrunde gelegten ,finiten Standpunkt’ entsprechen, ein Nach-

weis fiir die Widerspruchsfreiheit des zahlentheoretischen Formalismus nicht erbracht
werden konne.” BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], 211-212

Besonders interessant ist, dafs Bernays die Godelsétze so liest, daff aus ihnen
geradezu ein notwendiges Kriterium fiir Widerspruchsfreiheitsbeweise hervor-
geht: In einem Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir einen Formalismus, fiir den die
Godelschen Satze gelten, mufs demnach zumindest eine im Formalismus selbst
nicht darstellbare Uberlegung vorkommen, sonst kann er nicht stimmen.°
Mostowski problematisiert ebenfalls die Formalisierbarkeit, obwohl er selbst
zum Kreis derjenigen gehort, die der Ansicht sind, dafy die Suche nach finiten
Konsistenzbeweisen mit den Godelsitzen als notwendigerweise erfolglos nach-

BGENTZEN, Neue Fassung [1938b], 44.

24Vgl. BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], 216.

Daf sie dariiber hinausgeht, konnte Gentzen schon 1936 zeigen durch die Kombination seines
Resultats mit dem Godelschen. In seiner Habilitationsschrift legte er dann noch einen direkten Be-
weis fiir die Unbeweisbarkeit der Transfiniten Induktion bis e¢ vor; vgl. GENTZEN, Widerspruchs-
freiheit [1936a) und GENTZEN, Beweisbarkeit [1943].

%Vgl. BERNAYS, Hilberts Untersuchungen [1935], bes. 211-216.



334 HP gegen Goédel, oder: das Formalisierbarkeitsproblem

gewiesen ist.”” Er behauptet jedoch, die Godelschen Sitze hitten gerade gezeigt,
daf’ eine Identifikation der intuitiv richtigen Sétze mit den in einem formalen
System beweisbaren Sitzen unhaltbar ist.?® Einen dhnlichen Punkt macht auch
Peckhaus, wenn er sagt, dafs Godel die ,Utopie des Universalitidtsanspruchs
des Leibnizschen Programms” gezeigt habe, eine allgemeine formale Wissen-
schaftssprache und einen mechanistisch-deduktiven Kalkiil zu entwickeln.?’

In Bezug auf diese Position, dafs es zahlentheoretisch nicht-formalisierbare
Beweismittel geben konnte, gibt es einige Griinde, die sich fiir sie, und andere,
die sich gegen sie vorbringen lieffen. Diese Diskussion soll hier nicht in aller
Ausfiihrlichkeit gefiihrt werden. Wichtig scheint nur zu sein, dafs diese Position
einen moglichen ,,Ausweg” aus der zugestandenen ,, Bedrohung” des HP durch
die Godelsdtze darstellt.

Die Frage ist aber, ob dieser Ausweg iiberhaupt ein wirklicher Ausweg ist.
Wenn man sich darauf beruft, dafs es metamathematische Beweismittel gibt, die
nicht in der Zahlentheorie formalisiert werden kénnen und dennoch finit zu-
lassig sind, dann kann man vielleicht derjenigen ,Bedrohung” entgehen, die die
Godelsitze fiir den Schritt (HP2) bedeuten. Man hdtte damit wohl einen begriin-
deten Standpunkt, von dem aus finit akzeptable Widerspruchsfreiheitsbeweise
moglich scheinen.

Aber auf diesem Standpunkt blendet man einen anderen Aspekt des Hil-
bertprogramms aus. Sein grundsétzliches Ziel war ja, die herkdmmliche Ma-
thematik abzusichern. Dazu war gerade keine formalistische Philosophie der
Mathematik nétig, sondern nur ein methodischer Formalismus, der explizit die
Moglichkeit bestehen lassen sollte, dafd es einem wie Hilbert selbst bei all dem
um die wirkliche, inhaltliche Mathematik geht und nicht um ihre formalen Abbil-
der. So machte gerade der Zweischritt aus Formalisierung der herkdmmlichen
Mathematik und finitem Beweis ihrer Widerspruchsfreiheit Hilberts Programm
aus.

Was ist aber nun mit dem ersten Schritt (HP1)? Hier war ja gefordert, dafs
die mathematischen Methoden sich formalisieren lassen sollen. Wenn man nun
nicht-formalisierbare Beweismittel in der Metamathematik fiir moglich erklart,
die Metamathematik aber als eine neue Mathematik aufgefafst werden soll, so
hat man letztlich zugestanden, daf$ es nicht-formalisierbare mathematische Me-
thoden gibt. Dies wiirde der Forderung aus (HP1) genau entgegenstehen, und es
scheint, dafd dieser Standpunkt einem trojanischen Pferd dhnelt: Man hat (HP2)
durch etwas gerettet, das (HP1) gefdhrdet.

Dies mufs man jedoch nicht so sehen. Denn an der Formalisierbarkeit von
Beweismitteln lassen sich zwei Aspekte unterscheiden, und zwar die Ausdriick-
barkeit des inhaltlichen Beweisprinzips in einem formalen Rahmen (formale
Sprache + grundsétzliche Axiome der Theorie) und die Ableitbarkeit dieser For-
malisierung in einem Axiomensystem. Fiir (HP1) ist der erste Schritt entschei-

*Vgl. MOSTOWSKI, Thirty Years [1966], 7,18-19.
$MOSTOWSKI, Thirty Years [1966], 18.
¥ PECKHAUS, Logik, Mathesis [1997], 5.
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dend: daff man eine inhaltliche mathematische Theorie in ein formales System
,ibersetzen” kann, und zwar so, daf$ diese Ubersetzung mindestens so ,,voll-
standig” gegeniiber der informellen Theorie ist, daf$ ein informell herleitbarer
Widerspruch auch in dem formalen Abbild herleitbar ist. Nur wenn man die-
se grundsétzliche Ubersetzbarkeit in irgendein formales System aufgibe, wiirde
man den Schritt (HP1) ernsthaft gefahrden.

Bei der oben diskutierten Position der ,,Nicht-Formalisierbarkeit” geht es je-
doch nicht darum, dafs sich etwa die Transfinite Induktion {iberhaupt nicht in
den Rahmen einer Zahlentheorie einbetten liefie. Im Gegenteil wurde ja gezeigt,
dafs dies fiir die Abschnitte der TI bis zu Ordinalzahlen unterhalb von ¢y mog-
lich ist. Es ging vielmehr darum, daf3 eine solche Formalisierung (etwa fiir die
TI bis ) in der betrachteten Theorie nicht beweisbar ist.

Es geht also um Folgendes: (HP1) fordert, daff man jede mathematische
SchlufSweise durch eine geeignete Formel ,ausdriicken” und als solche einem
formalen Axiomensystem hinzuftigen kann. Die hier diskutierte Position der
,Nicht-Formalisierbarkeit” hingegen hélt nur an der Moglichkeit fest, daf$ ei-
ne Formel, die ein bestimmtes Beweisprinzip ausdriickt, in einem bestimmten
Axiomensystem nicht beweisbar ist, obwohl das Prinzip als finit gerechtfertigt
angesehen wird. Insofern gibt es eigentlich keine direkte Bedrohung von (HP1)
durch diesen Standpunkt.

Wiéhrend die Frage der Formalisierbarkeit der mathematischen Methoden
und speziell der Metamathematik fiir das urspriingliche HP jedenfalls eine
wichtige Rolle spielte, scheint es in der heutigen Mathematischen Logik fast
gang und gédbe geworden zu sein, die Formalisierungsfrage tiberhaupt nicht
mehr zu stellen. Man geht davon aus, daff man in der Mathematik tiberhaupt
nur noch mit formalen Systemen zu tun hat. So heifit es beispielsweise in Pohl-
ers’ Proof Theory tiber den zweiten Godelschen Satz:

, Er zerstorte das sogenannte Hilbertprogramm, das von David Hilbert in die Wege geleitet
worden war. Zielvorgabe dieses Programms war, dafd es moglich sein sollte, die Konsistenz
beliebiger (mathematischer) Theorien mit finiten Mitteln zu beweisen, d. h. mit in NT [=

formales System fiir die Zahlentheorie, C. T.] verftigbaren Mitteln.”
POHLERS, An Introduction [1992], 163%

Pohlers nimmt hier nur Bezug auf (HP2b), den eigentlichen Widerspruchsfrei-
heitsbeweis, wahrend die beiden anderen Schritte, die Formalisierung der Ma-
thematik (HP1) und die Abgrenzung der finiten Methoden (HP2a), nicht er-
wihnt werden. Wenn man sich von vornherein nur noch auf formale Systeme
bezieht, liegt es nahe, dies als eine neue Auffassung von Mathematik zu inter-
pretieren, womoglich sogar als eine Art formalistischer Philosophie der Mathe-
matik. Dies war jedenfalls nicht der Weg Hilberts. Die Konzeption seines Pro-
gramms setzte bei einer nicht-formalen, inhaltlichen Mathematik an und woll-

%Das englische Original lautet: ,It [= der zweite Unvollstindigkeitssatz] destroyed the so-
called Hilbert’s programme which was initiated by David Hilbert. Aim of this programme was
that it should be possible to prove the consistency of any given (mathematical) theory by finite
means, i. e. means available in NT.”
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te die Widerspruchsfreiheit formaler Systeme gerade beweisen, um damit die
Widerspruchsfreiheit der herkommlichen informellen Mathematik abzusichern.
Gentzen legte noch den entsprechenden Wert auf die Motivation des Formalis-
mus, wenn er schreibt:

,man konnte wohl auch gleich ein fertiges formales System hinschreiben; doch scheint

mir, dafs damit ein wesentlicher Teil des Gesamtzusammenhanges unter den Tisch fallt.”
GENTZEN, Neue Fassung [1938b], 19

Wie auch immer man es deuten mag, dafs als zu behandelnde Theorien
nur noch die Formalisierungen (und nicht die zu formalisierenden informellen
Theorien) in Betracht kommen: Die in diesem Zusammenhang vorgenommene
Identifikation der finiten Methoden (,,finite means”) mit solchen, die innerhalb
der formalen Zahlentheorie verfiigbar sind, verschliefst jedenfalls den Weg, den
Bernays, Gentzen und andere vorgeschlagen hatten. Deren Weg hatte seine ei-
gene Schwierigkeit, die vor allem das Problem mit der Gefahrdung von (HP1)
betrifft.

Alle hier diskutierten Positionen haben jedoch gemeinsam, daf3 sie tiber-
haupt eine Art von ,Bedrohung” des HP durch die Godelsédtze sehen. Mufs dies
so gesehen werden? Wie ist {iberhaupt der argumentative Zusammenhang zwi-
schen Godels Resultaten und Hilberts Programm? — Dies soll in den folgenden
beiden Abschnitten diskutiert werden. Allerdings gibt es einen wichtigen Un-
terschied zwischen beiden Godelsitzen, der die Voraussetzungen an eine Theo-
rie betrifft, die sie erfiillen mufs, um unter die Aussage der Sitze zu fallen. Fiir
den ersten Unvollstandigkeitssatz kommt es im Wesentlichen darauf an, was die
entsprechende Theorie beweisen kann, d.h. auf ihren Gehalt.3! Will man den
intuitiven Begriff der ,Starke” hier verwenden, konnte man sagen, dafs es fiir
die Giiltigkeit des ersten Unvollstandigkeitssatzes nur darauf ankommt, daf3 die
betreffende Theorie stark genug ist. Eine Theorie, die genug rekursive Arithme-
tik enthélt, um die Menge ihrer eigenen Theoreme kodieren zu konnen, , ver-
fallt” dem ,Urteil” der Unvollstindigkeit des ersten Unvollstindigkeitssatzes.
Um den zweiten Godelschen Unvollstandigkeitssatz fiir eine Theorie beweisen
zu konnen, muf der Theoriebegriff hingegen viel restriktivere Voraussetzungen
erfiillen. Daher werden im Folgenden die Herausforderungen der beiden Go-
delschen Unvollstandigkeitssatze fiir das HP getrennt diskutiert, und zwar zu-
néchst die von dem zweiten Unvollstindigkeitssatzes ausgehenden (2.4), weil
dieser mit der Formel Con 4, direkter das Ziel des HP — den Konsistenzbeweis
— zu betreffen scheint und weil die, welche vom ersten Unvollstindigkeitssatz
ausgehen (2.5), die allgemeineren sind, die auch bei einem Ausfall der ersteren
noch gelten konnten.

3'Vgl. DETLEFSEN, Alleged Refutation [1990], 365-368.
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24 Godel-2 gegen HP

Nach dem zweiten Godelschen Unvollstindigkeitssatz ist eine bestimmte For-
mel, die die Konsistenz der betrachteten Theorie ,ausdriickt”, in der Theorie
selbst nicht beweisbar, wenn die Theorie denn konsistent ist. Wie oben schon
angedeutet scheint ein direkter Zusammenhang mit dem HP auf der Hand zu
liegen. Wie sieht dieser Zusammenhang nun genauer aus?

Ein Standardargument geht zur Widerlegung des Hilbertprogramms in fol-
genden Schritten vor.>? Dabei sei immer 7 eine fiir Godel-2 geeignete Theorie
(d. h. axiomatisierbar und die Zahlentheorie bzw. ein Aquivalent enthaltend).

Godel-2 gegen HP, Standardargument

(1) Ist T konsistent ist, so gibt es eine Lr-Formel Konsr mit T'¥ Konsr. (Godel-2)
(2) Die Formel Konsr driickt die Konsistenz von T aus.

(3) Wenn eine Lr-Formel ¢ etwas finit Beweisbares ausdrtickt, so ist ¢ in T beweisbar.

(4) Wenn T konsistent ist, dann 14t sich dies nicht finit beweisen. (aus (1), (2) und (3)?)

Schritt (4) soll in diesem Argument aus (1), (2) und (3) folgen, und zwar in etwa
so: Wenn T konsistent ist, dann ist die Formel Konst nach (1) nicht in T beweis-
bar. Sie driickt nach (2) aber die Konsistenz von T" aus. Wire die Konsistenz von
T nun finit beweisbar, so miifste nach (3) Konsp in T beweisbar sein. Da dies
nicht der Fall ist, kann die Konsistenz von 7" nicht finit beweisbar sein.

Dieses Argument enthilt einen entscheidenden argumentationslogischen
Defekt, der allerdings etwas versteckt ist. Er hangt mit einer Ambiguitét der Re-
lation des Ausdriickens zusammen. Diese wird deutlicher, wenn man die logische
Struktur des Arguments stirker herausstellt. Die fragliche Relation des Aus-
driickens wird in der folgenden Rekonstruktion als Ausdr notiert und besteht
zwischen gewissen finiten Aussagen A und Lp-Formeln 0.3, Ausdr(p, A)”
bedeutet danach also: ,, o driickt A aus”. Als weitere Kurzschreibweise soll
,F' = A” andeuten, daf’ die finite Aussage A finit beweisbar ist — ohne dafs damit
ein formales System F' oder ein formaler Ableitungsbegriff des Finitismus ge-

*Methodologisch ist es natiirlich ein Problem, im Folgenden ein Argument darzustellen und
zu kritisieren, das nur eines unter vielen sein mufi. Ein solches Vorgehen kann aber zumindest
das Verdienst bringen, grundsétzliche Probleme mit solchen Argumenten exemplarisch zu ver-
deutlichen und damit einen Problemstand zu markieren, mit dem zukiinftige Ansétze dhnlicher
Argumentationen umgehen miissen. — Ahnlich, nimlich durch Behandlung eines ,Standardar-
guments” verfdhrt auch Michael Detlefsen, der als einer der wenigen Autoren kritisch fragt, wie
denn tiberhaupt fiir ein Scheitern des HP ausgehend von den Godelsédtzen argumentiert werden
kann. Seine Argumentation enthilt allerdings viele Elemente seiner instrumentalistischen Auffas-
sung des HP, die man nicht teilen mufs (vgl. hierzu im ersten Teil Abschnitt 7, S.185ff.), und geht
bei der Rekonstruktion des Standardarguments derart kleinschrittig vor, daf8 die Ubersicht lei-
det. Dennoch haben die folgenden Ausfiihrungen und Analysen gewisse Ahnlichkeit mit seinen
Ergebnissen in DETLEFSEN, Hilbert's Program [1986].

¥ Das Argument ist nicht auf finite Aussagen festgelegt. Man konnte auch von Fakten, Sachver-
halten oder sonst etwas sprechen. Wichtig ist fiir die folgenden Uberlegungen nur, daf man auf
diese Entitdten die Pradikate ,, wird durch eine Formel ¢ ausgedriickt” und , kann finit bewiesen
werden” anwenden kann.



338 Godel-2 gegen HP

meint wire; es soll im Folgenden nur eine abkiirzende Schreibweise sein. Dann
sieht das Argument folgendermafien aus:
Godel-2 gegen HP, Standardargument, explizite Version

(1) T konsistent = (I € L) (T ¥ v).

(2) T konsistent = (Fy € L7)(T ¥ ¢ A Ausdr(v, T ist konsistent“))‘
() (Vo € Lr)(3A(Ausdr(p, A)NFHA) = Tt o).

(4) T konsistent = F' ¥ ,T ist konsistent”.

/\/\

In dieser Gestalt geht das Argument durch: Setzt man einmal grundsétzlich vor-
aus, daf3 T konsistent ist, so erhilt man aus den Godelsitzen eine bestimmte
Formel v (i.e. Konst), die in T nicht beweisbar ist (1). Aus der Kontraposition
von (3) folgt, dafs es kein finit beweisbares A gibt, dafs von dieser Formel + aus-
gedriickt wird. Nach (2) driickt sie aber , 7" ist konsistent” aus. Ergo kann ,T" ist
konsistent” nicht finit beweisbar sein.

Das eigentliche Problem ist eine Ambiguitdt des Ausdrucks , Ausdriicken”.
Ein und dasselbe finite ,Faktum” konnte ja nicht nur von verschiedenen For-
meln ausgedriickt werden (das ist unproblematisch), sondern es konnte auf
ganz verschiedene Weisen konstruierte Relationen des Ausdriickens geben. Dies
wird nicht nur von der semantischen Analyse des Ausdrucks ,,ausdriicken” her
nahegelegt,34 sondern ist gerade fiir das Verstandnis der Godelsédtze entschei-
dend. Denn sie operieren ja gerade mit einer Nicht-Standard-Interpretation der
Formeln, wenn sie behaupten, dafs die Formel Kons 4, die Konsistenz von Az
ausdriickt. Denn nach der Standard-Lesart driickt diese Formel nur aus, daf3
es eine bestimmte Zahl mit einer primitiv-rekursiven Eigenschaft von Zahlen
nicht gibt. Daf$ diese Zahl einen Beweis kodiert und daf$ diese Eigenschaft dem
Kodieren eines widerspriichlichen Beweises entspricht, ist eine non-standard-
Interpretation dieser rein zahlentheoretischen Formel. Damit ist es fiir ein Argu-
ment, das von den Godelsdtzen ausgehend eine Folgerung fiir das Hilbertpro-
gramm ziehen will, ganz zentral, dafs sich bestimmte Formeln verschieden in-
terpretieren lassen, namlich insbesondere auf eine nicht-standardmaéfiige Weise.
Die Moglichkeit verschiedener Interpretationen hervorzuheben, ist damit nicht
im Entferntesten ein gewaltsamer Versuch, die Godelschen Satze zu entschérfen
0. 4., sondern wird automatisch in dem Moment vorausgesetzt, wo die Godel-
schen Formeln wie Konst als Aussagen interpretiert werden, die tiber blofs zah-
lentheoretische Resultate hinaus noch eine metamathematische Bedeutung ha-
ben.

3Die Semantik des Ausdrucks ,ausdriicken” ist so, daf8 man nicht nur mit zwei unterschiedli-
chen Auerungen auf dieselbe Weise Dasselbe sagen kann, sondern auch mit ein und derselben
Auﬁerung auf verschiedene Weise Verschiedenes. Beispiel: Dafs zwei ungleich drei ist kann in der
Zahlentheorie, in der die Abkiirzungen ,2” und ,3” eingefiihrt sind, sowohl durch ,,2 # 3“ als
auch durch ,14+1 # (1+1)+1” ausgedriickt werden. Das sind zwei verschiedene Weisen des Aus-
driickens, denn einmal wird mit Hilfe von Kurzzeichen, einmal ohne Kurzzeichen ausgedriickt,
daf3 die beiden Zahlzeichen ,,1 + 1“ und ,,(1 + 1) + 1" nicht tibereinstimmen.
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Beachtet man nun, dafs die Relation Ausdr eine ganz bestimmte Relation des
Ausdriickens, und keineswegs die einzig mogliche oder ganz allgemeine ,, Aus-
driickbarkeit” bezeichnet, so wird schnell klar, an welcher Stelle das Argument
zusammenbricht. Daff man der unbeweisbaren Formel i) zugesteht, die Konsis-
tenz auszudriicken (2), setzt einen speziellen Begriff des Ausdriickens voraus,
der an einer non-standard-Interpretation der Zahlen und Zahlrelationen hangt.
Sobald man solche non-standard-Weisen des Ausdriickens zulafst, wird aber Pra-
misse (3) unplausibel: Warum sollten alle Formeln, die zu finiten Aussagen in
dieser non-standard-Relation stehen, in der gegebenen Theorie auch beweisbar
sein?

Erst die metamathematische Interpretation des Godelsatzes (der unbeweis-
baren Formel) stellt ja einen Zusammenhang her zwischen der zahlentheoreti-
schen Ebene und der ebene finiter metamathematischer Aussagen. Man konnte
nun versuchen, fiir These (3) dadurch zu argumentieren, daf man sich darauf
beruft, dafs die objekttheoretischen Konstrukte doch gerade so gebaut seien, dafs
sie sich teilweise analog zu den metamathematischen Begriffen verhalten. Man
wiirde fiir die Rechtfertigung einer Voraussetzung wie (3) aber viel mehr benoti-
gen. Die Modellierung der metasprachlichen Begriffe in der Objekttheorie diirfte
im Wesentlichen nur auf eine Weise moglich sein (das ist schon nicht einzuse-
hen, und man kann sogar Beispiele angeben, die das Gegenteil zeigen), und die
Objektbegriffe miifiten sich nicht nur teilweise, sondern vollstindig so verhalten,
wie die metamathematisch-finiten Begriffe. Logisch gesprochen: der Allquantor
tiber alle Formeln ist in (3) unverzichtbar.

Daf3 (3) unplausibel ist, sieht man auch an folgender, etwas tiberspitzten For-
mulierung: Wenn man eine vollig verquere Interpretation finden wiirde, nach
der ,verniinftige” Fakten durch total aberwitzige Formeln ausgedriickt wiir-
den, so wére nicht einzusehen, warum tiberhaupt irgendeine Formel, die auf
diese verquere Weise ein finites Faktum ausdriickt, in der formalen Theorie be-
weisbar sein sollte. Dies aber wére die Forderung von (3).

Das lédfsit sich an einem Beispiel verdeutlichen. £r-Formeln koénnten finite
Aussagen beispielsweise dadurch ,ausdriicken”, daf3 sie die Form von Konjunk-
tionen haben, deren erstes Glied tatsdchlich eine irgendwie gegebene, , verniinf-
tige” formale Ubersetzung * der finiten Aussage ist und deren zweites Glied ein-
fach ein logischer Widerspruch ist. Eine Formel ¢ wiirde dann eine finite Wahr-
heit W genau dann ausdriicken, wenn sie die Gestalt ¢ = W* A (A A —2) hat.
Alle Anforderungen, die man sonst an die Relation des , Ausdriickens” stellen
lieBen, werden sich auch bei einer solchen Konstruktion leicht erfiillen lassen,
in dem man die Projektion auf die erste Komponente einer Formel dazwischen-
schaltet. Aber es wére abwegig, von solchen Formeln zu fordern, daf8 sie in T’
beweisbar waren.

Die Pramisse (3) ist damit als unplausibel zurtickzuweisen. Aber konnte man
nicht versuchen, ohne sie auszukommen? Das Argument wiirde wieder starten
wie oben: Aus (1) und (2) erhdlt man eine Formel ¢) mit den zwei Eigenschaf-
ten (a) sie ist nicht in 7" beweisbar und (b) sie steht in dieser speziellen Relation
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Ausdr zu T ist konsistent”. Um von diesen Ausgangsdaten jedoch dahin zu
gelangen, daf3 , 1" ist konsistent” nicht finit beweisbar ist, miifste man aus der
Annahme der finiten Beweisbarkeit von , T ist konsistent” einen Widerspruch
zu dem herleiten konnen, was man bis jetzt hat. Und das sind nur die beiden
Fakten (a) und (b). Fiir einen Widerspruch zu (b) besteht dabei kaum Aussicht
auf Erfolg, denn die finite Beweisbarkeit von , T ist konsistent” ist gewisserma-
3en eine ,Finitismus-interne” Frage, wahrend das Bestehen der Relation Ausdr
zwischen ,, T ist konsistent” und einer Formel von externen Faktoren bestimmt
wird. Dies macht zumindest plausibel, dafs hochstens ein Widerspruch gegen
(a) in Frage kdme. Und das kann nur gelingen, wenn eine Forderung wie (3)
sichert, daf$ tatsachlich alles, was in dieser speziellen Ausdriickensrelation mit
einem finiten Faktum stiinde, auch beweisbar sein muf3. Ein Argument dieser
Art wird daher ohne die unplausible Forderung (3) nicht auskommen kdnnen.

Dieses Problem fiir Godel-2-Argumente ist dufserst schwerwiegend, denn es
ist kein plausibler Ersatz fiir die zuriickgewiesene Voraussetzung (3) in Sicht.
Untersuchungen aus der Zeit um 1960 haben im Gegenteil gezeigt, dafs man
andere Relationen des Ausdriickens angeben kann, nach denen der zweite Un-
vollstandigkeitssatz nicht gilt. Kurt Godel selbst hat erst 1966 in einer Fufsnote
zu der Moglichkeit Stellung genommen, dafs gewisse, sogar sehr starke Syste-
me, unter Umstdnden ,ihre eigene Konsistenz” beweisen konnen.® Nach Fe-
ferman?® ist diese Bemerkung Godels auf die Erforschung des Zusammenhangs
zwischen G2 und der (Re-)Prasentation der betrachteten Theorien zu beziehen.
Forschungen von Takeuti (1955), Feferman (1960) und Kreisel (1965) haben ge-
zeigt, daf$ es zu Theorien T alternative Prasentationen 7* geben kann, die die-
selben Theoreme beweisen wie 7' und fiir die 7* + Konsr- gilt.?” Die Beweis-
barkeit ,,der” Konsistenz einer Theorie hingt damit entscheidend von ihrer Pra-
sentation ab. Durch diese Ergebnisse wird die eben mehr informell aufgezeigte
Problematik formal prazisiert und ihre Moglichkeit aufer Frage gestellt.

Es ist also keineswegs selbstverstandlich, dafs aus Unbeweisbarkeit-in-7" der
speziellen Godelschen Formel Konsy fiir ein formales System T folgen wiirde,
dafs alle Formeln, die die Konsistenz von 7' ,,ausdriicken”, ebenfalls nicht in T'
beweisbar sind. Bezeichnet man die gewohnliche Représentation von 7" mit 7,
so ist das Godelsche Resultat, dafs die Formel Kons, nicht in T beweisbar ist.
Es gibt allerdings Alternativreprasentationen 7%, so daff 7' die Formel Kons,«

*Es handelt sich um eine Fufinote zur englischen Ubersetzung seiner Arbeit GODEL, Vollstin-
digkeit [1932b], ndmlich GODEL, Completeness [1967], die 1972 als eine der Bemerkungen zu den Un-
entscheidbarkeitsresultaten einzeln erneut abgedruckt wurde; vgl. GODEL, Some Remarks [1972a],
305. — Es ist allerdings schon etwas tiberraschend, dal Godel erst 1966 eine entsprechende Ein-
sicht gedufSert hat. In seinen vorherigen Publikationen schreibt er durchgehend, dafi die Konsis-
tenz eines Systems nicht in dem System selbst beweisbar sei, identifiziert diese Formulierung also
mit seinem eigentlichen Resultat, dafs ndmlich in einem System eine Formel, die in bestimmtem
Sinne die Konsistenzbehauptung des Systems ,,ausdriickt”, nicht beweisbar ist.

FEFERMAN, Godel 1972a [1990], 282.

¥TAKEUTI, GLC [1955]; FEFERMAN, Arithmetization [1960]; KREISEL, Mathematical Logic [1965];
vgl. auch FEFERMAN, Gddel 1972a [1990], 282-283.
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durchaus beweist. Auch von dieser Formel 143t sich in einem verniinftigen Sinne
sagen, daf3 sie die Konsistenz von 7" ,,ausdriickt”, denn 7* représentiert dieselbe
Theorie wie 7 und die Konsistenzformel Kons__ist (bis auf den Unterschied zwi-
schen 7 und 7) dieselbe. Also ist Kons.~ ein Beispiel fiir eine Formel, von der
man sagen kann, dafs sie die Konsistenz von 7" ,,ausdriickt”, und die dennoch in
T beweisbar ist.

Damit ist die argumentative Schwiche des Standardarguments von Godel-2
gegen das HP als ernsthaftes Problem etabliert.

2.5 Godel-1 gegen HP

Verschiedene Autoren behaupten, dafs nicht erst der zweite, sondern schon der

erste Godelsche Unvollstandigkeitssatz das HP zu Fall bringen wiirde. Exem-

plarisch fiir diese Positionen ist ein Argument Smorynskis, das in diesem Ab-
schnitt kritisch analysiert werden soll.®
Smorynskis Argument macht entscheidend Gebrauch von der real/ideal-

Unterscheidung.® Sie wird ausgemiinzt als Unterscheidung zweier formaler

Systeme, ndmlich einer , finiten Theorie” S und einer ,idealen Theorie” 7', die

genau wie die zugrundeliegenden formalen Sprachen in einem Teilmengenver-

héltnis stehen sollen: ideale Theorie und Sprache umfassen die finite Theorie
und Sprache.*

Das Argument geht davon aus, daf8 das Ziel des Hilbertprogramms im Be-
weis einer Konservativitdtsaussage der folgenden Art besteht:

(Konserv) Ist ¢ eine reale Aussage und T+ ¢, dann S = ¢. (D.h. beztiglich der
realen Sprache ist 7" konservativ iiber S.)

Das Ziel des Arguments ist zu zeigen, dafs 7" keineswegs konservativ iiber S

bzgl. der realen Sprache sein kann. Zum Einsatz kommt dabei der erste Godel-

sche Unvollstandigkeitssatz samt einem Zusatz dartiber, daf die unentscheid-
bare Formel ,,als wahr einsehbar” sei:*!

(Godel-1) Zu jedem konsistenten Axiomensystem Ax, das die Zahlentheorie (oder
gleich: PA) umfafit, gibt es einen unentscheidbaren Satz o, d. h. Az beweist
weder ¢ noch —p, und dieser (reale) Satz ist ,als wahr einsehbar”.

sowie eine Vollstandigkeitsforderung der folgenden Art:

3¥Vgl. SMORYNSKI, Self-Reference [1985]; SMORYNSKI, Hilbert’s Programme [1988].

39Vgl. auch im ersten Teil Kapitel 6, S. 171ff.

“Figentlich unterscheidet Smorynski von der realen und der idealen Mathematik auch noch
eine dritte Gruppe von Sitzen, die finiten generellen Propositionen. Detlefsen hat jedoch tiber-
zeugend gezeigt, daf diese Dreiteilung dem HP nicht addquat ist und letztlich von einer Fehlin-
terpretation der Hilbertschen Texte durch Smorynski stammt, vgl. DETLEFSEN, Alleged Refutation
[1990], 346-357.

“I'Was ,als wahr einsehbar” zu sein heif3t, soll hier gar nicht genau bestimmt werden. Es ist nur
wichtig, dafs hier mindestens das steht, was in der Pramisse der folgenden Vollstandigkeitsforde-
rung (Vollst) wieder auftritt.
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(Vollst)  Ist ein realer Satz o ,,als wahr einsehbar”, so beweist ihn die ideale Theorie,
dh Tk .

Schenkt man Smorynski fiir den Augenblick den problematischen Ubergang
von der unentscheidbaren Formel zu einer realen Aussage, so lafst sich mit die-
sen beiden Voraussetzungen nun in der Tat an sein Ziel gelangen: Nach (Godel-
1) gibt es zu S den Godelsatz Gg mit S ¥ Gg. Dieser Godelsatz ist ,als wahr
einsehbar”, denn er bedeutet inhaltlich (Ubergang von Gg zu realem Satz!) ja
genau das, was durch (Godel-1) gezeigt wurde: Daf3 er selbst, also G nicht in
S beweisbar ist. Aus (Vollst) folgt dann aber, dafs T = G'g. Damit ist der reale
Satz G5 jedoch ein Gegenbeispiel zu (Konserv), denn fiir ihn gilt 7' - G's und
S ¥ Gg. Die ideale Theorie T ist also nicht konservativ tiber S.

Das Ziel des HP wire also als unerreichbar nachgewiesen, wenn man neben
(Godel-1) die Vollstandigkeitsforderung an die ideale Theorie erheben und das
HP als Konservativitidtsprogramm auffassen wiirde. Fiir beides gibt es keinen
triftigen Grund.

Erstens mufs man die Vollstindigkeitsforderung fallen lassen, denn, so ar-
gumentiert Michael Detlefsen,*? es ist nicht einzusehen, warum man von der
idealen Theorie fordern sollte, soviel mehr reale Sitze zu entscheiden, als die
reale Theorie es tut. Der erkenntnistheoretische , Clou” der realen Theorie soll ja
ihre Verlafllichkeit, ihre , epistemische Autoritat” sein.®3 Sie hat daher als letzter
,Entscheider” tiber die Wahrheit oder Falschheit finiter Aussagen zu gelten. Das
heifst aber umgekehrt, dafs dort, wo sie nichts entscheidet, auch von einer idea-
len Theorie keine Entscheidung eingefordert werden mufs. Diese Entscheidung
auf Seiten der idealen Theorie dennoch zu verlangen, ist eine unzuldssige For-
derung. Eine solche Last dem HP aufzuladen und mit ihrer Hilfe sein Scheitern
zu ,beweisen”, kommt einer petitio principii nahe.

Auflerdem pafst es auch zu Hilberts Parallelisierung der Unterscheidungen
ideal/real in der Beweistheorie und Theorie/Beobachtung in den Naturwissen-
schaften besser, die Vollstandigkeit nicht zu fordern. Denn schliefdlich verlangt
man von einer naturwissenschaftlichen Theorie auch nicht, daf8 sie alle mog-
lichen Fragen entscheidet, die in der Sprache der beobachtbaren Welt formu-
liert sind. Denn dann wiirde man von der Theorie fordern, nicht nur Fragen zu
entscheiden, die durch Beobachtung nicht entschieden werden, sondern sogar
solche, die (wie in dem Fall, der dem eines Godelsatzes analog wére) durch Be-
obachtung gar nicht entschieden werden kinnen.**

#2Vgl. DETLEFSEN, Alleged Refutation [1990].

#, Epistemic authority”, vgl. DETLEFSEN, Alleged Refutation [1990], 361.

*Detlefsen hilt es dagegen fiir ausgemacht, da hier eine Grenze der Hilbertschen Analogie
Beweistheorie / naturwissenschaftliche Theorie erreicht sei. Wahrend in der Naturwissenschaft
eine ,,soundness condition” (d. h. daf$ die Theorie nichts der Beobachtung Widersprechendes zur
Folge haben darf) eine ,,conservation condition” (d. h. da die Theorie nichts Nicht-beobachtbares
zur Folge haben darf) nach sich ziehe, gebe es fiir einen derartigen Zusammenhang in der Beweis-
theorie keine Griinde. Vgl. die sehr knappe Formulierung DETLEFSEN, Alleged Refutation [1990],
358-359. — Demgegeniiber wird hier die Position vertreten, dafl dieser Punkt sehr wohl noch im
Bereich von Hilberts Analogie liegt und es eigentlich keinen Grund dafiir gibt, von einer na-
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Schliefslich ist die Vollstindigkeitsbedingung letzten Endes nur eine Ab-
wandlung der im Zusammenhang der Argumentation mit Godel-2 schon zu-
riickgewiesenen Pramisse, dafs alle Formeln, die etwas finit Beweisbares ,aus-
driicken” auch in T beweisbar sein miifiten. ,,Als wahr einsehbar” verschleiert
diesen Zusammenhang blof8 dadurch, daf der Ubergang zu einer inhaltlichen
Aussage und deren Wahrheit nicht explizit gemacht wird. Genau dies ist aber
gemeint: die Formel soll sich so interpretieren lassen, daf’ sie eine Wahrheit aus-
driickt. Und damit ist die Ambiguitédt des ,,Ausdriickens” wieder im Boot und
die Forderung, daf$ alle Formeln, die diese Interpretierbarkeit gemafs irgendei-
ner Relation des Ausdriickens besitzen, auch in der idealen Theorie beweisbar
sein miifiten, mufs als unplausibel zuriickgewiesen werden.

Zweitens mufs man fragen, ob mit der Konservativitatsforderung das Ziel des
HP korrekt beschrieben wird. Damit wird sich der folgende Abschnitt 2.6 detail-
lierter beschiftigen. Wenn aber die Konservativitiatsforderung nicht dem HP ent-
spricht, dann liegt in Smorynskis Argument auch darin so etwas wie eine petitio
principii vor. Man fordert in der Konservativitdt ein bestimmtes Nichtwissen von
T und verlangt zugleich durch die Vollstindigkeitsforderung, dafs 7" eine Aus-
sage, die in diesen Bereich des Nichtwissens fallt, entscheiden miisse. Man hat
damit kaum einen Widerspruch in Hilberts Programm nachgewiesen, sondern
die Widerspriichlichkeit der eigenen Auffassung von diesem Programm gezeigt.

2.6 Das HP als Konservativitatsprogramm?

Fiir eine abschlieffende Beurteilung des oben diskutierten Arguments Smoryns-
kis hat es sich als mitentscheidend herausgestellt, ob das Hilbertprogramm als
ein Konservativitdtsprogramm verstanden werden kann. Und in der Tat findet
man in der Literatur hdufig die Darstellung des Hilbertprogramms als eines
Konservativitatsprogramms.*> Diese Frage soll in diesem Abschnitt nun detail-
lierter gepriift werden, und zwar zundchst anhand von Hilberts entsprechenden
Auﬁerungen (2.6.1, S. 344ff.), und dann bei der Diskussion eines bestimmten Ar-
guments, das zeigen soll, dafs Hilbert ein Konservativitatsprogramm verfolgt
hat (2.6.2, S. 345ff.).

turwissenschaftlichen Theorie mehr zu verlangen, als der Beobachtung nicht zu widersprechen;
insbesondere gibt es also keinen Grund, von ihr zu verlangen, alle in Beobachtungssprache for-
mulierten Sitze zu beweisen.

350 behauptet z. B. Michael Rathjen, daf8 sich hinter dem Schritt (HP2) ein ,vollentwickeltes
Konservativitdtsprogramm” verberge; vgl. RATHJEN, Eine Ordinalzahlanalyse [1992], 4. George und
Velleman sind der Ansicht, sogar fiir den Intuitionisten {iberzeugend gezeigt zu haben, dafi aus fi-
nit bewiesener Konsistenz Konservativitit tiber dem Finitismus folge; vgl. GEORGE/ VELLEMAN,
Philosophies [2002], 160.
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2.6.1 Hilbert zur Frage der Konservativitit

Zum Beleg der Ansicht, dafs Hilbert ein Konservativitidtsprogramm verfolgt ha-
be, werden meistens zwei Stellen aus seinem Vortrag Uber das Unendliche heran-
gezogen, die zu den deutlichsten Stellungnahmen Hilberts zu dieser Frage zu
rechnen sind. Die eine Stelle steht im Zusammenhang mit seinen Erorterungen
der Analogie der idealen Elemente, die andere ist Teil der Begriindung dafiir,
dafs der finite Aufbau der Zahlentheorie fiir die Mathematik nicht weit genug
kommt.

Die erste Stelle ist schon im Zusammenhang mit der Methode der idealen
Elemente erortert worden. Die sorgfaltige Lektiire zeigte, dafd sich diese Stelle
zwar cum grano salis als eine Korrektheitsforderung lesen 1édf3t, aber sicher nicht
als Konservativititsforderung. Die Eliminationsforderung der idealen Elemente
bestand in der Forderung nach realer Giiltigkeit der ideal beweisbaren Formeln
und nicht nach ihrer realen Beweisbarkeit.

Die zweite Stelle steht dann in einem Zusammenhang, wo Hilbert zeigen
will, daff man mit der finiten Zahlentheorie nicht weit genug kommt. Denn:

,,Die mathematische Wissenschalft ist keineswegs durch Zahlengleichungen erschopft und
auch nicht allein auf solche reduzierbar. Wohl aber kann man behaupten, dafs sie ein Ap-

parat sei, der in seiner Anwendung auf ganze Zahlen stets richtige Zahlengleichungen
liefern muf3.” HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 171

An dieser Stelle 143t sich zweierlei ablesen. Erstens spricht sie gegen instrumen-
talistische Interpretationen des HP. Wenn sich die Mathematik weder in Zahl-
gleichungen erschopft, noch auf Zahlgleichungen reduzierbar ist, dann muf3 es
tiber Zahlengleichungen hinausgehende Aussagen geben, die als genuin ma-
thematische Aussagen zdhlen. Ein Bild von Mathematik, das auch die komple-
xeren Methoden nur als einen Apparat sieht, der der effektiveren Gewinnung
von Zahlengleichungen steht, ist mit Hilberts Sichtweise nicht kompatibel (vgl.
auch das Kapitel zum Instrumentalismus im ersten Teil, Kapitel 7, S. 185ff.).

Dieser erste Punkt spricht jedoch noch nicht definitiv gegen eine Interpretati-
on als Konservativitatsprogramm, denn Konservativitit bzgl. Zahlgleichungen
wadre ja durchaus mit einer nicht-instrumentalistischen Sicht kompatibel. Es ga-
be dann eben ideal-mathematische Begriffe eigenen Rechts, die sich nicht auf
Zahlgleichungen zuriickfiihren lassen und nur fiir die letzteren wére ja gefor-
dert, daf$ die ideale Theorie die reale nicht erweitert.

Zuweitens fordert Hilbert in diesem Zitat, dafd die Mathematik nur richtige,
also keine falschen Zahlengleichungen liefern diirfe. Dies ist wiederum nichts
Anderes als eine Korrektheitsforderung: Man kann sozusagen beliebig viele ab-
strakte Hohenfliige, undurchschaubare Begriffsbildungen und abenteuerliche
Existenzannahmen machen, solange durch diese ,idealen” Hinzufiigungen auf
dem Basislevel der Zahlengleichungen keine falschen Zahlengleichungen entste-
hen. Wenn die Theorie nicht alle Zahlengleichungen entscheidet, wire es also
nach Hilberts Standpunkt durchaus denkbar, dafd die Hinzuftigung abstrakter
idealer Elemente zu einer Theorie die Menge der beweisbaren Zahlengleichun-
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gen vergrofiert, aber es diirfen eben keine falschen Zahlengleichungen heraus-
kommen.

Der Textbefund 143t sich so zusammenfassen: Hilbert spricht sich nicht expli-
zit gegen ein Konservativitidtsprogramm aus, aber die gewohnlich zu dieser In-
terpretation herangezogenen Textstellen decken eine solche Interpretation auch
nicht.

2.6.1.1 Die Analogie zu den Naturwissenschaften

Als ein Punkt, der nun tatsidchlich dagegen spricht, Hilbert im Sinne einer Kon-
servativitdtsforderung zu verstehen, 1df3t sich der Vergleich heranziehen, den er
zwischen der Rolle von Beobachtungssitzen in den Naturwissenschaften und
der finiten Mathematik im Rahmen seines Programms zieht. Dieser Vergleich
wurde schon bei der Auseinandersetzung mit der instrumentalistischen Inter-
pretation des Hilbertprogramms im ersten Teil dieser Arbeit ausfiihrlich the-
matisiert (vgl. Abschnitt 7.2.4, S.192ff.). In diesem Zusammenhang wurde da-
fiir argumentiert, dafs eine Interpretation des HP als Konservativitdtsprogramm
dieser Analogie grundsitzlich zuwiderlauft.

In nuce ist hier Folgendes ausschlaggebend: Die Analogie zu den Naturwis-
senschaften verlangt nach einer Korrektheitsbedingung derart, dafy die ideale
Theorie T" keine Sitze beweist, die durch S widerlegt werden konnten. Daraus
1463t sich die starkere Konservativitatsbedingung nicht gewinnen, wie man sieht,
wenn man beide Prinzipien direkt gegeniiberstellt:

(Konserv’) Wenn T eine reale Aussage ¢ beweist, dann muf§ auch S ¢ beweisen.
(T darf nicht mehr reale Aussagen beweisen als S')
(Korrekt) Wenn S eine reale Aussage ¢ entscheidet, dann mufS T' sie in derselben
Weise entscheiden wie S.
(T darf reale Aussagen nicht anders entscheiden als S.)
Der Unterschied zwischen beiden Forderungen lafst sich etwas lax, aber dafiir
pragnant so ausdriicken: Wo S nichts weif3, wird 7" durch Korrektheit nicht fest-
gelegt, durch Konservativitit hingegen zu Nichtwissen gezwungen.*® Wahrend
das eine durchaus eine verniinftige Forderung ist, kann man fiir das andere von
der Analogie mit den Naturwissenschaften her keine Unterstiitzung erwarten —
im Gegenteil, wie bei der Instrumentalismus-Diskussion ausgefiihrt worden ist.

2.6.2  Ein angebliches Arqument fiir die Konservativitit

In seinem zweiten Hamburger Vortrag von 1927 fiihrt Hilbert eine interessante
Argumentation vor, die zeigt, wie man aus einem finiten Widerspruchsfreiheits-
beweis ein allgemeines Verfahren erhilt, um aus einem formalisierten Beweis ei-
nes elementar-arithmetischen Satzes einen finiten Beweis zu bekommen.*” Die-

*Der Einfachheit halber ist in den vorstehenden Uberlegungen der Fall der Negation ausge-
lassen.

¥Siehe HILBERT, Grundlagen Mathematik [1928], 14-15; vgl. auch BERNAYS, Hilberts Untersu-
chungen [1935], 216, Fn. 1.
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ses Argument ist so, wie Hilbert es vorgetragen hat, recht tiberzeugend. Man
muf$ jedoch auch bei diesem Argument auf seine Grenzen achten und darauf,
welche Schlufifolgerungen man aus ihm ziehen kann.

Im Folgenden wird diejenige Darstellung argumentativ rekonstruiert, die
George und Velleman Hilberts Argument gegeben haben.*® Das Argument geht
nach dieser Darstellung von einem formalen System realer Mathematik R und
einem formalen System idealer Mathematik I aus, wobei die erstere ein Teil-
system von letzterer ist. Der Kiirze halber sei fiir , @ kann finit gerechtfertigt
werden” schlicht Fin F @) geschrieben. Das folgende Argument benutzt dann,
daf fiir alle Aussagen () entweder Fin = @) oder Fin ¥ @ gilt, und daf8 Fin # Q
& Fin F ~Q ist. Die Argumentationsstruktur ist etwa folgendermafien:

Konservativititsbeweis von George und Velleman

(1) Fir quantorenfreie reale Aussagen @ gilt: Fin E Q = I+ Q. (Voraussetzung)
(2) Man kann finit zeigen, dafs I widerspruchsfrei ist. (Voraussetzung)
(3) Es gibt eine quantorenfreie reale Aussage @), so dal I - Q und Fin E =Q. (Annahme)
4 B)=IF-Q. (nach (1))
(5) (3) = I ist widerspruchsvoll. (nach (3) und (4))
(6) Man kann finit zeigen, da8 =(3). (nach (2) und (5))
(7) Fir alle quantorenfreien realen Aussagen @ mit I - Q gilt Fin F Q.

Der Punkt ist, so schreiben George und Velleman, daf} die Argumentations-
schritte (2)—(5) einen finiten Beweis fiir () liefern sollen.

Nehmen wir fiir den Moment an, dafs man hiermit eine korrekten finiten
Beweis fiir jede beliebige quantorenfreie und ideal-beweisbare Aussage () hat.
Dann, schlagen George und Velleman vor, kann man dieses Argument auf For-
meln mit einem Allquantor erweitern. Ist etwa Va P(z) in I beweisbar, so ist auch
P(k) fur beliebiges k in I beweisbar (All-Instantiierung). Da P(k) quantorenfrei
ist, folgt nach dem obigen Argument auch, daf P(k) finit beweisbar ist. Und da
k beliebig war, sollte man damit einen finiten Beweis von Vz P(x) haben.

Nehmen wir fiir den Moment an, daf8 man hiermit tatsachlich einen korrek-
ten finiten Beweis fiir jede ideal-beweisbare Aussage VzP(x) mit quantorenfrei-
em P(z) habe. Damit sei nun, behaupten George und Velleman, gezeigt, dafy aus
einem finiten Konsistenzbeweis fiir I die Konservativitat von I tiber der finiten
Mathematik folgen wiirde, und sie fiigen hinzu: ,in its full generality”f"9

Wenn dem so wire, dann miifite also damit, daf3 man die Konservativitat
beziiglich aller I19-Sétze, also aller Sitze der Form VaP(x) mit quantorenfrei-
em P(x) gezeigt hat, schon tiberhaupt die volle, allgemeine Konservativitat ei-
ner idealen Theorie [ iiber der finiten Mathematik hervorgehen. Dies kann aber
doch wohl nur dann stimmen, wenn man davon ausgeht, dafd die Sprache der
finiten Mathematik auf I19-Sdtze beschrankt ist, nur dann hat man damit ja alles

*Vgl. GEORGE/ VELLEMAN, Philosophies [2002], 157-160.
*“GEORGE/ VELLEMAN, Philosophies [2002], 160.
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gezeigt, was man fiir ein ,volles, allgemeines” Konservativitdtsresultat zeigen
muf.

Wenn aber die finite Sprache auf solche I19-Sitze beschrinkt ist, wie kann
man dann in dem obigen Argument die Schritte (3)—(6) als einen finiten Beweis
tiir —(3) ansehen? Schon (3) ist ja eine Existenzannahme, die in der finiten Spra-
che nach dem gerade Gesagten gar nicht vorkommt.

Uberhaupt stellt sich die Frage, wie der Finitist tiber ,finite Widerlegbar-
keit” und ,finite Rechtfertigung” so ganz allgemein sprechen konnen soll, wie
es in (3) vorausgesetzt wird. Sicher kann der Finitist tiber finit-kombinatorische
Dinge etwas wissen, etwa dartiber, daf} eine bestimmte ihm vorliegende Formel-
konfiguration ein Beweis einer Formel () in einem formalen System I ist. Aber
kann der Finitist etwas tiber den Finitisten und sein Wissen wissen? Kann er
tiber Ableitbarkeit oder Widerlegbarkeit etwas wissen?

Man konnte versuchen, das Problem dadurch zu beheben, dafd man eine
klare Trennung zwischen unserer ,,Auflenperspektive” und der Perspektive des
finiten Wissens” zu ziehen versucht. Dann wiirde man das Problem mit dem
Existenzquantor tiber @ in (3) dadurch umgehen konnen, daf man ihn der Au-
Benperspektive zuordnet. Stehe also im Folgenden ,, FW E Q“ fiir: , Der Finitist
weifs Q.” Alle Behauptungen, die nicht unter einem ,F'W E“-Operator stehen,
sind etwas, das wir wissen oder annehmen. Schliefslich sei noch die Kurzschreib-
weise eingefiihrt, daf8 Q € L, dafiir steht, dafd () eine quantorenfreie reale Aus-
sage ist. Dann bekommen die Schritte des obigen Arguments folgende Gestalt:

Konservativititsbeweis von George und Velleman, mit Perspektiven

1) VQELyr) FWEQ=FWE,IFQ"). (Voraussetzung)
(2) FW E I ist widerspruchsfrei”. (Voraussetzung)
B) @Q € Ly) (FW E ,,~Qund I Q). (Annahme)
@) B)=03QE€ L) (FWE , I+ -Qund I+ Q") (nach (1))
(5) (3)= FW E I ist widerspruchsvoll” (nach (3) und (4))
6) —(3). (nach (2), (5) und der Korrektheit finiten Wissens)
7) (VQ € Logr) (FW E ,,—mQund I - Q). (nach (3) und (6))
) VQeLy) (I FQ=FWEQ). (s-u)

Der Schritt von der Negation von (3) zum Ergebnis (8) wurde hier noch einmal
in zwei Schritte unterteilt, da noch eine Zusatziiberlegung nétig ist. Die Nega-
tion von (3) ist in (7) angegeben. Um von da aus auf (8) zu kommen, sei () eine
quantorenfreie reale Aussage, fiir die (7) gilt, und es gelte ferner I ~ Q. Dann
mufl man davon ausgehen, dafy der Finitist auch weif3, daf8 I - Q. Es kommt
also hinzu, dafS man hier I - Q = FW E ,I Q" benutzt. Daraus wiirde dann
mit (7) folgen, dafs FW ¥ —(Q, und damit schliefSlich F'W F Q.

Schwieriger ist allerdings die Anwendung der unproblematisch scheinen-
den Voraussetzung (1) geworden. Um von FW F =Q in (3) zu FW E I - -Q”
in (4) zu kommen, muf3 der Finitist von @ zu I - @ tibergehen, d. h. man muf3
fiir beliebige quantorenfreie reale Formeln ) voraussetzen, daff FIWW F Q =
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FW E,I - Q”, bzw. intern geschrieben, daf$ FW E ,Wenn (), dann I + Q“.
Der Finitist mufs also mit einer gewissen Vollstandigkeitsinformation ausgestat-
tet sein, die ihm gestattet, bei jeder einzelnen Information, die er weifs, darauf
zu schlief3en, daf3 sie schon in I beweisbar sein musf.

Aber eine solche Annahme 148t sich nicht rechtfertigen. Uberhaupt ist es ja
schon problematisch, so schnell die Notation FW k ,I - Q“ zugelassen zu
haben. Denn wenn man ,,I - Q” so versteht wie {iblich, ist es eine Aussage tiber
Beweisbarkeit und enthilt somit einen Existenzquantor, der iiber die Grenzen
der finiten Sprache ja schon hinausgeht. Als letzter Ausweg bliebe, unter FIW F
,I F Q" zu verstehen, daf ein konkreter Beweis fiir () dem Finitisten vorliege.
Aber dann wird es umso unplausibler, eine Voraussetzung wie F'W = ,,Wenn @,
dann / - Q” zu machen, denn wie sollte der Existenzquantor aus ,,/ - Q“ dann
noch in der Weise , extern” gelesen werden konnen, dafl dem Finitisten schlicht
ein konkreter Beweis von (@) vorliege, wenn () selbst als Variable auftritt? Und
(@ muf in dieser Voraussetzung variabel sein, damit sie den Schritt von (3) nach
(4) abdecken kann.

Die vorstehenden Uberlegungen zeigen die Ausweglosigkeit bei dem Ver-
such, dem Argument, das George und Velleman présentieren, einen prézisen
Sinn abzugewinnen. Wenn die Ausfithrungen selbst nur tentativen Charakter
hatten, so deshalb, weil hier ,for the sake of the argument” versucht wurde,
sich auf die Vermischung der verschiedenen Ebenen einzulassen, die in diesem
Argument vorgenommen werden, und auf andere Ungereimtheiten. Eine sys-
tematische Ambiguitit steckt auch in dem Begriff, daf3 ,( finit gerechtfertigt
werden kann”. Ist dies im semantischen Sinne gemeint, warum sollte dann I alle
Formeln @ mit Fin = @ beweisen miissen? Und ist es im syntaktischen Sinne ge-
meint, wie laf8t sich dann tiberhaupt das Tertium non datur Fin ¥ Q) < Fin E —Q
rechtfertigen? Dieses Tertium non datur kann ja tiberhaupt nur gelten, wenn @
quantorenfrei und variablenfrei ist, den anderenfalls hdtte man Schwierigkei-
ten aufgrund der Nicht-Negationsfahigkeit finiter genereller Aussagen. Damit
gelangt man schliefllich zu einem letzten Problem mit Georges und Vellemans
Argument: Wenn ndmlich das betrachtete () variablenfrei sein muf}, dann haben
sie bei ihrem angeblichen finiten Beweis fiir V2 P(z) in Wirklichkeit nur fiir alle
Zahlzeichen 3 gezeigt, dafl P(3). Spatestens mit den Godelschen Sétzen ist klar,
dafd daraus im Allgemeinen nicht Yx P (z) folgt.

Hilberts urspriingliches Argument beinhaltet zwar auch gewisse Vagheiten,
diese sind aber bei weitem nicht so gravierend. Er hat nicht behauptet, einen
Konservativitatsbeweis zu fithren, sondern er hat schlicht einen konkreten Be-
weis einer konkreten Aussage zu einem konkreten finiten Beweis umgeformt.
Auf die genauere Analyse seines Arguments soll hier verzichtet werden. Inter-
essant ist vielleicht nur zu bemerken, dafs Hilberts Konklusion tatsdchlich im
Wesentlichen die Form hat, daf8 (3) fiir ein beliebiges Zahlzeichen j; gilt. Es
steht zu vermuten, daf} er hier schon den ,,Omega“-Defekt wahrgenommen hat,
den er in seinen 1931er Arbeiten dann durch eine entsprechende Regel zu be-
heben versucht hat. Dies genauer zu erforschen, wére sicher ein lohnenswertes
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Projekt.”

2.6.3  Schwache Konservativitiit und Konsistenz

Die Analyse eines vermeintlichen Arguments dafiir, daf$ das HP ein Konserva-
tivitdatsprogramm ist, hat gezeigt, daf} dieses Argument nicht tiberzeugen kann.
Will man dennoch an der Konservativitatsoptik auf das HP festhalten und zu-
gleich die Probleme ernstnehmen, die sich etwa aus dem Vergleich mit den Na-
turwissenschaften ergeben, so muff man, wie Michael Detlefsen tiberzeugend
gezeigt hat, anstelle der Konservativitat nur eine sog. ,schwache Konservativi-
tat” fordern.”! Diese 14t sich in folgendem Schema ausdriicken:
(S-Konserv) Fiir jeden realen Satz ¢, der von S entschieden wird, gilt:

(SK1) Wenn T + @, dann S + ¢, und

(SK2) wenn T + —p, dann S+ —.

(Alle Sétze, die S entscheidet, mufs 7" genauso entscheiden.)

Im Folgenden soll der im ersten Augenblick vielleicht {iberraschende Satz
bewiesen werden, dafs diese ,,schwache Konservativitat” nichts Anderes als die
relative Konsistenz von T und S ist. Unter ,relativer Konsistenz” ist dabei Fol-
gendes zu verstehen:

(RelKons) Beweist T' einen Widerspruch, so beweist auch S einen Widerspruch.

Die Behauptung ist also: Ist T" eine Erweiterung von S, so gilt: (RelKons) <
(S-Konserv). Wir zeigen zunéchst die tiberraschendere Richtung ,, =", d. h., daf§
relative Konsistenz schon schwache Konservativitat nach sich zieht. Seien also
S und T relativ konsistent und sei ¢ ein Satz, der von S entschieden wird.

1. Fall, S F ¢: Dann gilt natiirlich (T + ¢ = S F ¢) (SK1). Aus S + ¢ folgt
auflerdem wegen S C T, dafs T' F . Damit wiirde die Annahme 7" F —p impli-
zieren, daf3 T" inkonsistent ist. Wegen (RelKons) zoge dies nach sich, dafs auch
S inkonsistent wire, und durch Ex falso quodlibet erhielte man S + —. Da-
mitist (T F —p = S F —p) gezeigt, d.h. (SK2). Also sind in diesem Fall beide
Bedingungen fiir (S-Konserv) erfiillt.

2. Fall, S = =¢: Der zweite Fall ist vollstandig dual zum ersten. Mit S - -y gilt
natiirlich auch (T F-p=SF ﬂcp) (SK2). Aufierdem folgt aus S - —¢ wegen
S Cc T,dal T - —p. Die Annahme 7' + ¢ wiirde also zur Inkonsistenz von T’
fithren, dies wegen (RelKons) zur Inkonsistenz von S und Ex falso quodlibet
implizierte S I ¢. Zusammengenommen wire das (T F ¢ = S I ¢) (SK1). Also
sind auch in diesem Fall beide Bedingungen fiir (S-Konserv) erfiillt.

Sei flir die umgekehrte Richtung ,,<" nun 7" schwach konservativ iiber S,
d.h,, es gelten (SK1) und (SK2). Angenommen, T ist inkonsistent. Sei dann ¢
irgendein Satz, der von S bewiesen wird. (Einen solchen gibt es, denn S ist
nicht die leere Theorie.) Wegen der Inkonsistenz von T’ gilt jedoch auch 7" - —¢.
Darauf ist aber (5K2) anwendbar, da ¢ ja von S entschieden wird. Daraus folgt

50Ein wertvoller Ansatz fiir eine solche Analyse findet sich in SCHIRN / NIEBERGALL, Extensions
[2001], 137-141.
' DETLEFSEN, Alleged Refutation [1990], 360-365.
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S F —p, wahrend wir von S F ¢ ausgegangen waren. Also ist auch S inkonsis-
tent. Damit ist der Satz bewiesen.

Eine Kombination dieser Uberlegung mit derjenigen Detlefsens zur schwa-
chen Konservativitit liefert ein Argument gegen die Lesart des HP als eines
Konservativitiatsprogramms: Mit Detlefsen kann man dafiir argumentieren, dafs
nur Konservativitdt im schwachen Sinne die Intentionen des HP korrekt wie-
dergibt, und schwache Konservativitit ist letztlich nichts Anderes als relative
Konsistenz. Zumindest dann, wenn die Alternative lautet, zwischen einer Lesart
des HP im Sinne eines Konservativitdtsprogramms und einer Lesart im Sinne ei-
nes Konsistenzprogramms wéhlen zu miissen, entscheidet dieses Argument zu
Gunsten des Konsistenzprogramms.

Smorynskis Argumentation war zwar zuriickzuweisen, sie konnte aber
trotzdem unter anderen Rahmenbedingungen Verwendung finden. Gesetzt den
Fall ndmlich, dafd die Schwierigkeiten mit der Relation des ,, Ausdriickens” bzw.
des ,als wahr Einsehbaren” irgendwie behoben werden konnten. Gesetzt al-
so, daff man tatsdchlich einen Ersatz fiir den Schritt (3) im Godel-2-Argument
(alle Formeln, die etwas finit Beweisbares ausdriicken, miissen in der Theorie
beweisbar sein) und fiir die Vollstandigkeitsforderung im Godel-1-Argument
(alles als wahr Einsehbare muf$ in der Theorie beweisbar sein) finden konnte.
Dann bliebe als zweite Voraussetzung von Smorynskis Argument immer noch
die Konservativititsforderung, die zurtickzuweisen war. Unter den genannten
Rahmenbedingungen liefle sich dieses Argument aber , umdrehen”: Man lese
die Konservativitdt nicht als Voraussetzung eines anti-Hilbertschen Arguments,
sondern als Annahme eines Ad-absurdum-Arguments. Der Wert von Smoryns-
kis Argumentation wiirde dann darin bestehen, gezeigt zu haben, daf} sich das
Hilbertprogramm nicht als Konservativititsprogramm interpretieren 1df3t. Ein
solches Argument wire in der Auseinandersetzung mit einer instrumentalisti-
schen Interpretation des HP von Interesse.

Abstrakt betrachtet handelte es sich bei dieser Lesart von Smorynskis Ar-
gument dann darum, aus den Godelschen Sitzen limitative Aussagen tiber die
Spielrdaume zu gewinnen, die man bei der Ausgestaltung des HP hat. Hierin dh-
nelt es der oben besprochenen Position von Bernays und Gentzen. Auch wenn
sich bei deren Diskussion eigene Probleme gezeigt haben, bleibt doch Bernays
Pladoyer dafiir giiltig, dafs es beim HP eigentlich nicht darauf ankommt, sich
sklavisch an bestimmten Vorgaben Hilberts festzuhalten, etwa bestimmten Kal-
kiilen oder Regeln, sondern sein Hauptziel nicht aus den Augen zu verlieren:
Den Beweis der Widerspruchsfreiheit der Analysis. Nach den vorangegange-
nen Ausfithrungen kann man die Frage stellen, ob der Weg dahin durch die
Godelschen Satze wirklich verstellt ist.
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2.7 Zusammenfassung

Die Godelschen Sitze gelten landlaufig als ernsthafte , Bedrohung” fiir das Hil-
bertprogramm. Wahrend John von Neumann davon ausging, daf8 Godel die Un-
durchfiihrbarkeit des HP gezeigt hat, erkldrte Hilbert diese Ansicht fiir irrig und
hielt an seinem Programm fest. Dazwischen spannen sich eine ganze Reihe von
logisch moglichen Positionen auf, die in Bezug auf die Implikationen der Go-
delsatze fiir das HP vertreten werden. Godels eigene Position war urspriinglich
zurtickhaltend, denn er rechnete damit (wie nach ihm auch Bernays und Gent-
zen), dafs es nicht-formalisierbare, aber dennoch finit zuldssige Beweismittel ge-
ben konnte. Sich darauf zu berufen ist jedoch problematisch, da man so den
moglichen Erfolg des HP dadurch erkauft, dafs seine Durchfiihrbarkeit auf der
Formalisierungsseite gefahrdet ist.

Die kritische Frage, ob denn tiberhaupt eine ,Bedrohung” des HP durch die
Godelsatze vorliegt, die zu solchen ,, Verteidigungsmafinahmen” drangt, moti-
viert die Auseinandersetzung mit Argumenten, die von den Godelschen Sét-
zen ausgehend zeigen wollen, dafi das HP nicht durchfiihrbar ist. Die genaue-
re Analyse des Standardarguments, das von Godel-2 ausgeht, zeigt ein Pro-
blem mit dem Begriff des , Ausdriickens” einer finit beweisbaren Wahrheit. Fiir
die behauptete grundlagentheoretische Bedeutung von Godel-2 ist eine Nicht-
Standard-Interpretation zahlentheoretischer Formeln nétig, die ihrerseits eine
unverzichtbare Voraussetzung des Arguments unplausibel macht, namlich die
Voraussetzung, dafd alle Formeln, die etwas finit Beweisbares ,ausdriicken”
auch in der untersuchten Theorie beweisbar sein miissen.

Die Analyse des Arguments von Godel-1 ergibt ebenfalls kein positives Er-
gebnis. Auch hier sind Pramissen des Arguments zuriickzuweisen, die das Hil-
bertprogramm gleichzeitig unter einen gewissen Vollstindigkeits- und einen
Konservativitatsanspruch stellen wollen. Ein interessantes Seitenergebnis der
Beschiftigung mit diesem Argument ist, daf3 es sich mit gewissen Zusédtzen ver-
sehen zu einem Argument dafiir umwidmen lafst, daff man das HP nicht als
Konservativititsprogramm auffassen kann.
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Kapitel 3

Transfinite Ordinalzahlen im Finitismus? — Der
Problemkreis , Kreisel”

Die Frage, wie die Beweistheorie zu ihren Ordinalzahlen kam und kommt, hat
wohl niemand so deutlich gestellt wie Georg Kreisel (*1923). In den frithen
1970er Jahren betitelte er einen Vortrag entsprechend, der 1976 in den Jahresbe-
richten der Deutschen Mathematiker-Vereinigung erschien.! Der Titel weist auf die
Verkniipfung der historischen und der systematischen Fragen nach den Ordi-
nalzahlen in der Beweistheorie hin. Dieser Verkniipfung fiihlen sich die folgen-
den Ausfithrungen verpflichtet, auch wenn sie nicht die von Kreisel propagierte
Sichtweise einnehmen und auch wenn sie ein Problem behandeln, das mit dem
von Kreisel angefiihrten nicht ganz deckungsgleich ist.

Es soll darum gehen, was Ordinalzahlen eigentlich sind und wie es dazu
kommt, daf$ diese unendlichen Zahlen in der Beweistheorie eine wichtige Rolle
spielen. Wie ist es zu bewerten, dafy das Transfinite, das doch nach Hilbert in
der Metamathematik unbedingt vermieden werden sollte, nun in der Gestalt
transfiniter Ordinalzahlen das ,,Heimatrecht” erhalten hat?

3.1 Was Ordinalzahlen sind

Die transfiniten Ordinalzahlen gehen auf Georg Cantor (1845-1918) zuriick.
Cantor interessierte sich fiir die philosophische Relevanz seiner Entdeckung
dieser reichhaltigen quantitativen Struktur des Unendlichen, aber er studierte
sie auch systematisch mathematisch. Die ,reifste Frucht” seiner Arbeiten zur
Theorie der transfiniten Ordinal- und Kardinalzahlen sind die beiden Aufsitze
Beitriige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre (1895 und 1897).2

Cantor entwickelte Begriff und Theorie der transfiniten Ordinal- und Kar-
dinalzahlen im Ausgang von zwei Entdeckungen: Der Uberabzihlbarkeit der
reellen Zahlen und der mathematisch motivierten Betrachtung von Indexord-
nungen vom Typ > w. Die historische Entwicklung, die zu den transfiniten Zah-
len fiihrte, soll hier nicht im Detail besprochen werden. Allerdings mogen ein
paar Hinweise interessant sein, die zeigen, daff die Ordinalzahlen sich einem
typisch mathematischen Vorgehen, der Verallgemeinerung, im Bezug auf ein ty-

'K REISEL, Wie die Beweistheorie [1976).
2CANTOR, Beitriige I [1895]; CANTOR, Beitrige I [1897].
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pisch mathematisches Resultat verdanken. Cantor konnte einen Eindeutigkeits-
satz tiber die Koeffizienten trigonometrischer Reihen dadurch verallgemeinern,
dafS er eine Voraussetzung des Satzes immer weiter abschwéchte. Auf diese Vor-
aussetzung konnte bei immer umfassenderen Mengen von , Ausnahmepunk-
ten” verzichtet werden, ohne das Resultat des Satzes zu beeintriachtigen. Die
Ausnahmemengen mufiten nur die Bedingung erfiillen, durch den Prozefs des
,Ableitens”, d. h. im Wesentlichen der Bildung der Menge der Haufungspunk-
te, letztlich auf die Nullmenge zurtickgefiihrt zu werden. Dieser Prozefs hat die
Eigenschaft, dafs ab seiner zweiten Anwendung die entstehenden Ableitungs-
mengen in den vorhergehenden enthalten sind: P, > P; D P; O .... Cantors
zentrale Idee war dann, den Durchschnitt P, iiber diese Ableitungsmengen zu
bilden, d.h. die Menge aller Punkte, die in allen Ableitungsmengen P», Ps, ...
enthalten sind, und dann diesen Durchschnitt selbst wieder abzuleiten und so
die Folge der Ableitungen fortzusetzen: Py, Poot1, Pso42, - . .. Diese Indizes von
Punktmengen wurden schliefslich eigenstindige Forschungsobjekte: die transfi-
niten Ordinalzahlen.?

In den Beitrigen definiert Cantor die Ordinalzahlen wie folgt. Er fiihrt den
Begriff der einfach geordneten Menge M ein als einer Menge mit einer irrefle-
xiven und transitiven linearen Totalordnung (§7). Unter ihrem Ordnungstypus
versteht er

,den Allgemeinbegriff, welcher sich aus M ergibt, wenn wir nur? von der Beschaffenheit

der Elemente m abstrahieren, die Rangordnung unter ihnen aber beibehalten.”
CANTOR, Beitriige I [1895], 297

Der Begriff ,, Ordnungstyp” kann dabei relativ wortlich genommen werden: der
Begriff des Typs oder der Art einer Ordnung. Wahrend er fiir beliebige geordne-
te Mengen definiert wird, kommen Ordinalzahlen nur wohlgeordneten Mengen
zu. Eine geordnete Menge heifit ,wohlgeordnet” (§12), wenn sie ein (beziiglich
der Ordnung) kleinstes Element hat und die Komplemente echter Teilmengen
ebenfalls ein kleinstes Element besitzen. Die zuletzt genannte Bedingung ver-
langt, daf es fiir jede Teilmenge M’ C M, zu der es einm € M\ M’ gibt, ein mini-
males solches m gibt, d. h. ein m* mit m* € M\ M’ und Vm (m e M\M' — m* <
m). Cantor beweist schlieflich, daf diese Definition dquivalent zu der heute
tiblichen Definition ist, die fordert, daf$ jede Teilmenge (d. h. jede echte Teilmen-
ge und die Menge selbst) ein kleinstes Element hat. Ordinalzahlen (bei Cantor:
,Ordnungszahlen”) sind schliefllich die Ordnungstypen wohlgeordneter Men-
gen (§14). Aus einer wohlgeordneten Menge M erhilt man die zu M gehorige
Ordinalzahl M, indem man von der konkreten Beschaffenheit der Elemente von
M absieht, also die Elemente wie Einsen ansieht, ihre Anordnung aber beibehilt.

°Die transfiniten Ordinal- oder Ordnungszahlen verdanken sich daneben auch der Cantor-
schen Entdeckung der Nichtabzahlbarkeit von R, die zur Entdeckung der verschiedenen Kardi-
nalzahlen fiihrte. Vgl. hierzu auch TAPP, Kardinalitiit [2005], 41-45.

*Von ,nur” ist in dieser Definition die Rede, da bei der vorausgehenden Definition der Kar-
dinalzahlen nicht nur von der Beschaffenheit der Elemente der Menge, sondern auch von ihrer
Ordnung zu abstrahieren war.
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(Es scheint Cantors Sichtweise gewesen zu sein, dafs die Ordnung einer Menge
zur Menge selbst dazugehort.) Nach Cantor sind Ordinalzahlen damit Objekte,
die aus wohlgeordneten Mengen durch einmalige Abstraktion hervorgehen.

Von einem philosophischen Standpunkt mag man schon dieser Definition
den Mangel vorhalten, nicht genau zu spezifizieren, was eigentlich ein Ord-
nungstyp ist. Denn Cantor sagt nicht explizit, daf8 es sich um eine Aquivalenz-
klasse bzgl. der Ordnungsisomorphie o. 4. handelt. Wahrend er aber zumindest
noch auf den Allgemeinbegriff Bezug nimmt, der aus dem Abstraktionsprozef3
hervorgehe, streichen die spateren Lehrbiicher der Mengenlehre diesen Passus
und fithren die neuen Entititen gewissermafien , rein formal” ein. Sie begntigen
sich im Allgemeinen mit der Angabe der Identitdtskriterien fiir Ordnungsty-
pen (zwei Mengen haben denselben Ordnungstyp, wenn sie ordnungsisomorph
sind), ohne auf die ontologische Kategorie zu sprechen zu kommen, der diese
Typen angehoren sollen.

Diese Behauptung gilt beispielsweise fiir Hausdorff in seinen Grundziigen
der Mengenlehre (1914).° In ihnen hilt sich der Bonner Mathematiker sehr eng
an Cantors Vorlage, streicht aber die Bezugnahme auf Abstraktion und Allge-
meinbegriff. So spricht er in nicht ganz durchsichtiger Weise davon, dafs man
zu einer wohlgeordneten Menge ein ,Symbol” « ,assoziiere”, das , Ordnungs-
typ” genannt werde und die Bedingung erfiillt, dafs ordnungsisomorphe Men-
gen denselben Ordnungstyp haben.® Den Begriff der wohlgeordneten Menge
fiihrt Hausdorff ein als geordnete Menge, bei der jede nichtleere Teilmenge ein
erstes Element hat. (Hausdorff bemerkt allerdings, dafs auch die Endlichkeit al-
ler absteigenden Folgen als Definition des Begriffs der wohlgeordneten Menge
hitte dienen konnen.) Und so gelangt er zu seiner Definition der Ordinalzahlen
als Ordnungstypen von wohlgeordneten Mengen.”

Ahnlich geht Fraenkel in seiner Abstract Set Theory (1953) vor, wenn er ,,den-
selben Ordnungstyp haben” ohne Bezugnahme auf das, was Ordnungstypen
sind, definiert.® Eine geordnete Menge heifst auch fiir Fraenkel wohlgeordnet,
falls jede nicht-leere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt.” Und man mochte
beinahe sagen, daf’ sich daraus ganz kanonisch die Definition einer Ordinalzahl
als Ordnungstyp eine wohlgeordneten Menge ergibt.'?

Betrachtet man diese Ausblendung betrachteter Objekte zugunsten ihrer
Identitdtsbedingungen, so wird man an die Quinesche Forderung erinnert: ,No
entity without identity!”, die man hier geradezu umgekehrt findet als: , Identity
without entity.”

Was das Wesen von Ordinalzahlen ausmacht, zeigt sich vielleicht am deut-
lichsten, wenn man nicht eine einzelne Definition betrachtet, die an die Erforder-

SHAUSDORFF, Grundziige [1914].
SHAUSDORFF, Grundziige [1914], 51.
"HAUSDORFF, Grundziige [1914], 65.
SFRAENKEL, Abstract Set Theory [1953], 138.
“FRAENKEL, Abstract Set Theory [1953], 175.
YFRAENKEL, Abstract Set Theory [1953], 187.
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nisse eines bestimmten Theorierahmens angepafst ist, sondern verschiedene De-
finitionen nebeneinander hilt. Die folgende Ubersicht gibt in vereinheitlichen-
der Darstellung Definitionen, die von Mathematikern und Logikern tatsdchlich
gegeben wurden. Dabei werde durch ’ die Mengennachfolger-Operation be-

zeichnet, d.h. 2’ := z U {z}; eine Menge heift transitiv, wenn jedes Element
auch Teilmenge ist, d. h. wenn |J M C M. Dann kann man definieren: M ist eine
Ordnungszahl, falls:

° Zermelo (1915):11
i) M=goderoe M.
(ii) Furjedesz € M gilt: 2/ = M oder 2’ € M.
(iii) Fiirjede Menge N C M gilt: | JN = M oder |JN € M.
e  von Neumann (1923):1?
M 1af3t sich so wohlordnen, dafi jedes Element von M gleich seinem zuge-
horigen Abschnitt von M ist.
. Godel (1937):
(i) M ist transitiv.
(ii) Jede nicht-leere Teilmenge von M ist fundiert.
(iii) Jedes Element von M ist transitiv.
° Robinson (1937):13
(i) M ist transitiv.
(ii) Jede nicht-leere Teilmenge von M ist fundiert.
(iii) Sind z,y € M und = # y, soist x € y oder y € x.
. Bernays (1941):14
(i) M ist transitiv.
(ii) Jede transitive echte Teilmenge von M ist Element von M.
Im Rahmen jeder gewohnlichen Mengenlehre sind diese fiinf Definitionen dqui-
valent."

Mengentheoretisch werden Ordinalzahlen heute standardmaéfiig als durch
€ wohlgeordnete Mengen eingefiihrt. Demgemafs ist eine Menge M eine Ordi-
nalzahl, falls M transitiv ist und durch € wohlgeordnet wird. Dabei bedeutet
die Wohlordnungsbedingung, daf8 € eine irreflexive, transitive und totale Ord-
nungsrelation auf M ist, beziiglich derer jede nicht-leere Teilmenge von M ein

"Diese Definition geht auf Arbeiten Zermelos aus dem Jahr 1915 zuriick; vgl. BACHMANN,
Transfinite Zahlen [1955], 19. Nach HALLETT, Cantorian Set Theory [1984], 277ff., hat BERNAYS, Sys-
tem [1941] diese Definition als Zermelos ausgegeben, wihrend Zermelos urspriingliche Fassung
die 0 nicht als natiirliche Zahl vorsah und entsprechend die Klausel M = @ in (i) ausgelassen hat.
In dieser Form ist Zermelos Definition auch in Hilberts Vorlesung vom Sommersemester 1920
aufgenommen worden. Hilbert fiigt dann @ zur Menge der Ordinalzahlen hinzu, damit diese
Menge selbst die Definition der Ordinalzahlen erfiillt und so das Burali-Forti-Paradox hergeleitet
werden kann.

2yON NEUMANN, Zur Einfiihrung [1923].

SROBINSON, Theory of Classes [1937].

“BERNAYS, System [1941].

15711 diesen Definitionen siche BACHMANN, Transfinite Zahlen [1955]; fiir den Aquivalenzbeweis
5.19-22.
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kleinstes Element hat.!® Diese Definition 146t sich problemlos im Rahmen einer
axiomatischen Mengenlehre wie ZF'C' durchfiihren, deren Sprache nur das Re-
lationszeichen € enthdlt. Dies kann man sich wie folgt klarmachen. Zunéachst
betrachte man die £c U {<}-Formel, die sagt, daf8 M von < partiell geordnet
wird (Irreflexivitat und Transitivitat):

POM,<):=NVze M)z ALz)\(Vr,y,ze M)(z <yANy<z—x < 2).
Diese partielle Ordnung soll dariiber hinaus noch linear sein, d. h.
LO(M, <) := PO(M,=<)A (Vz,y,z€ M)(p<qVp=qVq=<Dp).
x ist das kleinste Element einer Menge M beziiglich <:
KE(xz,M,<)=xe MANNye M)(z<yVzx=y).

Schliefilich soll es sich um eine Wohlordnung handeln, d. h. jede nicht-leere Teil-
menge soll ein kleinstes Element beinhalten:

Wohl(M, <) := (Vy)((Vz)(z €y — x € M) A (Fz)(z € y)
— (Fz)(z € y) NKE(z,y,<)).

< ist eine Wohlordnung auf M, wenn < auf M eine lineare Ordnung ist, die M
wohlordnet:
WO(M,<):= LO(M,=<) A Wohl(M, <).

Ersetzt man nun die Abkiirzungen fiir die verschiedenen Formeln in dieser letz-
ten Formel, so erhdlt man eine Formel, die sagt, dafs M beziiglich < eine Wohl-
ordnung ist, und vollstandig in der Sprache L U {<} formuliert ist. Dann kann
man Ordinalzahlen als diejenigen Mengen definieren, die durch die Relation
wohlgeordnet werden, also:

On(M) := WO(M, €).

Dies ist dann offensichtlich eine Formel, die rein in der Sprache £c formuliert
ist und damit den Begriff der Ordinalzahl in den Sprachen der géngigen Axio-
mensysteme fiir die Mengenlehre definiert.!”

Ahnlich geht BERNAYS, Axiomatic Set Theory [1958] vor. Er fiihrt die drei Ab-
kiirzungen

Trans(d) = (Vx)(Vy)(zreyAhyed— x€d)
Alt(d) = (Vx)(Vy)(zedAhNyedhez#y—xe€yVy€Erx)
Fund(d) = (Vz)(x CdAx#2 — Fy)(yexAyNe=0)

1%Vgl. JECH, Set Theory [1978], 14.
7Zum Vorstehenden vgl. JECH, Set Theory [1978], 12-14.
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ein und definiert:
0d(d) := Trans(d) A Alt(d) A Fund(d).

Seine Bemerkung, dafl man mit dieser Definition auf den Begriff der Ordnung
tiberhaupt nicht Bezug nehme,!8 ist dabei wohl so zu verstehen, daf} der allge-
meine Begriff einer Ordnung nicht benotigt wird in einer Definition, die mit der
speziellen Ordnungsrelation € operiert.

Ebenfalls dhnlich verfahrt Paul Cohen in seiner 1965er Vorlesung zur Kon-
tinuumshypothese. Er definiert eine Ordinalzahl als eine transitive Menge, die
durch € wohlgeordnet ist. Und eine Wohlordnung fafst er als transitive, lineare
Ordnung < auf einer Menge z, die dartiber hinaus die Eigenschaft Wohl(x, <)
hat:

Wohl(z,<) := (Vy C x)(y A0 > dr(r eyAVz(z €y — -z < y))).19

Eine ,, Abkiirzung” dieses Definitionsweges geht beispielsweise DRAKE, Set
Theory [1974]. Er betrachtet nur die Formeln fiir die Transitivitdt und die Kon-
nektivitdt einer Menge M beziiglich €:

Trans(M)
Connex(M)

Vy)(V2)(yezhzeM —ye M)
Vy)(V2)(ye MAzeM —y€ezVy=2zVz€Ey)

und definiert damit die Formel On (M) fiir ,M ist eine Ordinalzahl” durch:
On(M) := Trans(M) A Connex(M).

Drake fiihrt diese Definition explizit auf von Neumann zurtick. Sie sei die ein-
fachste fiir seine Zwecke.?’

Gegentiber diesen Standardwegen der heutigen axiomatischen Mengenleh-
re, Ordinalzahlen einzufiihren, gibt es allerdings auch Alternativen. So fiihrt
Moschovakis die Ordinalzahlen als Bilder einer von-Neumann-Surjektion ein und
orientiert sich dabei an der schon von Cantor entdeckten Eigenschaft der Ordi-
nalzahlen, daf alle ihre Elemente dem durch sie gegebenen Abschnitt gleichen
(s.u. und vgl. auch die von Neumannsche Definition von 1923.) Genauer: ist
U eine durch < wohlgeordnete Menge, so sei vj; diejenige eindeutig bestimm-
te Abbildung, die die Identitit v (y) = {vj(z) | « < y} erfiillt. (Dabei ist
{vg(z) | * < y} nichts Anderes als das Bild des von y bestimmten Segments
unter v: v;[seg(y)].) Die Ordinalzahl einer durch < wohlgeordneten Menge U

ist dann das Bild von U unter der zugehorigen von-Neumann-Surjektion 05.21

BBERNAYS, Axiomatic Set Theory [1958], 80.
YCOHEN, Set Theory [1966], 57-60.
YDRAKE, Set Theory [1974], 24-25.

21Vgl. MOSCHOVAKIS, Notes [1994], 189-190.
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Die nattirlichen Zahlen erhélt man dann in folgender Darstellung:

0=0,1={2},2={2,{}},3={9,{c},{2,{o}}},...

Diese sogenannte ,, von-Neumann-Darstellung” hat den Vorteil, eine strukturel-
le Eigenschaft der Klasse der Ordinalzahlen widerzuspiegeln. Jede Ordinalzahl
reprasentiert genau den Ordnungstyp der Menge aller ihr vorhergehenden Or-
dinalzahlen. Cantor schilderte diese Eigenschaft ,seiner” Ordinalzahlen in ei-
nem Brief vom 28. Juli 1899 an Richard Dedekind: Die Folge ' aller Ordinal-
zahlen inklusive der Null hat die Eigenschaft

,daB jede in ihr vorkommende Zahl v Typus der Folge aller ihr vorangehenden Elemente (mit
Einschluf der 0) ist.” CANTOR, Gesammelte Abhandlungen [1932], 445

Spezieller, namlich nur fiir die Zahlen der ,,zweiten Zahlenklasse”, d. h. der ab-
zidhlbar unendlichen Ordinalzahlen, hat Cantor diesen Satz schon in den Beitra-
gen ausgesprochen:
,Ist airgendeine Zahl der zweiten Zahlenklasse, so bildet die Gesamtheit {a'} aller Zahlen
o' der ersten und zweiten Zahlenklasse, welche kleiner sind als «, in ihrer Gréfenordnung

eine wohlgeordnete Menge vom Typus a.”
CANTOR, Gesammelte Abhandlungen [1932], 329%

Diese Eigenschaft der Ordinalzahlen kommt am besten zur Darstellung, wenn
die Ordinalzahlen selbst als die Mengen ihrer Vorgianger aufgefafst werden und
damit durch die €-Relation wohlgeordnet werden. Dies war in der fritheren Zer-
meloschen Fassung der Ordinalzahlen als

0=0,1={g},2={{a}},3={{{a}}}....

nicht der Fall, denn die Wohlordnung wird dabei zwar durch € induziert, ist
aber nicht mit € identisch. Zur Illustration: In der Standard-Darstellung gilt die
Formel 2 € 4, in der fritheren Darstellung gilt sie nicht.

Die ,,von-Neumann-Darstellung” scheint jedoch nicht von John von Neu-
mann zu stammen. Man findet sie beispielsweise in der Vorlesung Probleme der
mathematischen Logik, die Hilbert im Sommersemester 1920 in Gottingen hielt,?
also zu einer Zeit, da von Neumann sicher noch nichts iiber diese Dinge gear-
beitet hatte. Hilbert bringt die ,von-Neumann-Darstellung” in einem Abschnitt,
den er mit ,Das Paradoxon von Burali-Forti in Zermeloscher Fassung” tiber-
schrieben hat. Es ist also davon auszugehen, daff man hier eigentlich von der
,Zermelo-Darstellung” sprechen sollte.?

2Cantor konnte diesen Satz nicht fiir die Zahlen der , Ersten Zahlenklasse” aussprechen, da er
die Null nicht mitgezéhlt hat. Vgl. hierzu auch die entsprechende Bemerkung im Brief an Dede-
kind, die dem o. a. Zitat folgt CANTOR, Gesammelte Abhandlungen [1932], 445.

BDer Text der Vorlesung auf S. 296-324, die Einfiihrung der Ordinalzahldarstellung auf S. 304
in EWALD/SIEG, Lectures [2007].

#Vgl. auch KANAMORI, Higher Infinite [1997], 292; KANAMORI, Zermelo [2004], 522.
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3.2 Wofiir Ordinalzahlen in der Beweistheorie verwendet werden

Ordinal- und Kardinalzahlen werden erst im Unendlichen eigentlich zu einem
interessanten Begriffspaar, denn erst dort fallen beide Begriffe auseinander und
erdffnen so die reiche Struktur des quantitativen Unendlichen. Die transfiniten
Zahlen Cantors sind die Objekte der Mengenlehre, aus der die beeindruckende
Theorie grofler Kardinalzahlen hervorgegangen ist. In einem mengentheoreti-
schen Universum, wie es etwa durch die kumulative Hierarchie (V,,) gegeben
ist, gibt es sie auf jeder Stufe. Insbesondere gibt es ja so viele von ihnen, daf3 ih-
re Zusammenfassung gleichméchtig zum gesamten Universum wére und damit
zu grof3, um selbst als Objekt im Universum gelten zu kénnen. Bildlich gespro-
chen gibt es Ordinal- und Kardinalzahlen also auf den , hochsten” Ebenen eines
mengentheoretischen Universums.

3.2.1 Repriisentierbarkeit in der Zahlentheorie

Wie kann es nun sein, daf} diese sehr grofien Objekte in der Beweistheorie eine
Rolle spielen, wenn sich die Beweistheorie etwa mit der Zahlentheorie befafdt,
die gegeniiber einem mengentheoretischen Universum doch nur auf den un-
tersten Ebenen angesiedelt ist? Auf den ersten Blick scheint es schon rétselhaft
zu sein, wie transfinite Ordinalzahlen innerhalb der Zahlentheorie eine Rolle spie-
len konnen. Und es erscheint noch viel ratselhafter, wie sie in den Methoden der
Beweistheorie eine Rolle spielen kdnnen, die sich doch auf Hilbert und sein Pro-
gramm finiter Widerspruchsfreiheitsbeweise beruft. Diese Ratselhaftigkeit soll
durch die folgenden Ausfithrungen etwas aufgeldst werden — allerdings nicht
ganz.

In der Zahlentheorie , kommen” Ordinalzahlen in gewissem Sinne ,vor”.
Ihre ,Repradsentanten” sind definierbare Ordnungsrelationen auf der zugrunde-
liegenden Menge der natiirlichen Zahlen. Man kann von deren ,,Ordnungstyp”
natiirlich nicht in der Zahlentheorie selbst, aber zumindest auf der Metaebene
reden. Und ist eine solche Relation eine Wohlordnung, so gilt dasselbe dafiir,
daf$ man ihren Ordnungstyp eine Ordinalzahl nennt.

So ist beispielsweise die Ordinalzahl w - 2 der Ordnungstyp bestimmter An-
ordnungen der natiirlichen Zahlen, ndmlich z. B.

1,3,5,7,...,2,4,6,8, ...

w w

also einer Ordnungsrelation <, die alle ungeraden Zahlen in ihrer natiirlichen
Grofienordnung vor allen geraden Zahlen ansiedelt. Dies ist eine Relation, die
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sich in der Sprache der Zahlentheorie definieren 143t:2°
a gerade b gerade
a<b = ((Fz<a)(a=2x)— (Jy <b)(b=2y)A(a<b))A
((Vz < a)(—a =2z) — (3y < b)(b=2y) V(a <b)).
a ungerade b gerade

In Form dieser definierbaren Ordnungsrelation gibt es daher einen Reprasen-
tanten fiir die Ordinalzahl w - 2 in der Zahlentheorie. In dhnlicher Weise lassen
sich auch weitaus komplexere abzédhlbare Ordinalzahlen in der Zahlentheorie
,ausdricken”.

Auch das Prinzip der Transfiniten Induktion bis zu einer Ordinalzahl a kann
so in die Zahlentheorie eingebettet werden. Die Transfinite Induktion ist folgen-
des Beweisprinzip:

,Sei W eine wohlgeordnete Menge und sei 3(z) eine Bedingung (ein Pradikat, eine Ei-
genschaft), die fiir alle Elemente « von W definiert sei; wenn dann die Wahrheit von 3
fuir die Elemente jedes Abschnitts von W die Wahrheit fiir das Element impliziert, das den

Abschnitt bestimmt, dann ist B wahr fiir alle Elemente von W.”
FRAENKEL, Abstract Set Theory [1953], 179, Eig. Ubers.

Die Transfinite Induktion bis zu einer bestimmten Ordinalzahl bedeutet nun nichts
Anderes, als dieses Prinzip auf wohlgeordnete Mengen einzuschrianken, deren
Ordnungstyp kleiner als diese Ordinalzahl ist. Auf der Ebene der zahlentheo-
retischen Sprache fordert es damit fiir jede in der Zahlentheorie definierbare
Relation < das Schema

Vi ((Vy < 2)e(y) — (@) — (Vo € Feld(<))p(x),

wobei ¢ eine beliebige zahlentheoretische Formel ist und Feld(<) fiir die Menge
aller durch < erreichbaren Elemente steht.?

3.2.2  Transfinite Induktion als finites Beweisprinzip

Metamathematisch spielten solche Wohlordnungen und zugehorige Indukti-
onsprinzipien erstmals eine Rolle in Wilhelm Ackermanns Beweis von 1924.%7
Durch Gentzens erfolgreiche Beweise der Widerspruchsfreiheit der Zahlentheo-
rie mit Hilfe explizit in Anspruch genommener transfiniter Induktionsprinzipi-
en erhielten sie spater das , Heimatrecht” in der Beweistheorie.?® In beiden An-

BBeachte, daB < die natiirliche Kleiner-als-Relation ist, die sich in der Zahlentheorie definieren
JEICS

%Die Menge dieser Elemente ist in der Zahlentheorie natiirlich selbst nicht verfiigbar. Es mag
daher instruktiver sein, ,Vz € Feld(<)...” als eine Abkiirzung firr ,Vo(Jy(x < yVy < z) — ...)"
aufzufassen.

¥ ACKERMANN, Begriindung (Publ.) [1925]; vgl. auch im zweiten Teil dieser Arbeit Kapitel 2,
S.241ff.

GENTZEN, Widerspruchsfreiheit [1936a]; GENTZEN, Neue Fassung [1938b]; vgl. auch im zweiten
Teil dieser Arbeit Kapitel 4, S. 271ff.
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sdtzen wird Wert darauf gelegt, dafs im Widerspruchsfreiheitsbeweis nur finit-
konstruktive Beweismittel verwendet wurden. Um die entsprechenden Recht-
fertigungen soll es in den folgenden beiden Unterabschnitten gehen.

3.2.2.1 Ackermann

Im Rahmen von Ackermanns Widerspruchsfreiheitsbeweis war die Terminati-
on des Berechnungsverfahrens fiir Funktionale zu zeigen. Dazu war auf den
Termen eine Ordnung mit unendlichem Ordnungstyp definiert worden, so daf3
beim Ausrechnen eines Funktionals ein Ergebnis mit niedrigerem Index bzgl.
dieser Ordnung herauskommt. Ein Satz, der stark dem Prinzip der Transfiniten
Induktion dhnelt, besagte dann, dafs man nach endlich vielen Abwartsschritten
in dieser Ordnung beim Anfangsglied ankommen muf3, bzw. dafd jede abstei-
gende Folge von Indizes nach endlich vielen Schritten abbrechen muf. Acker-
mann sah die Ahnlichkeit des von ihm verwendeten Prinzips mit der Transfini-
ten Induktion, wollte aber trotzdem an der Uberzeugung festhalten, daf er nur
finite und keine transfiniten Beweismittel verwendet habe.

Interessant ist nun, wie Ackermann die finite Giiltigkeit dieses Prinzips
rechtfertigt. Er fiihrt die Giiltigkeit des Satzes iiber den endlichen Abstieg auf
endlich viele Fille seiner Giiltigkeit bei niedrigeren Indizes zuriick. Verrin-
gert der erste Schritt abwérts den hochsten Indexeintrag nicht (z. B. (3,2,5,1,0,1)
—(3,2,4,1,0,1)), so kommt man mit dem Satz fiir die kleineren Indexstellen
nach endlich vielen Schritten zum Index 0 (der Satz gibt (2,5,1,0,1) —...(endl.)
—(0,0,0,0,0), also auch (3,2,5,1,0,1) —...(endl.) —(3,0,0,0,0,0)). Dann muf$ der
hochste Indexeintrag verringert werden, bei den niedrigeren Indexeintrdgen
konnen aber beliebige Werte auftreten (z. B. (3,0,0,0,0,0) —(1,2,5,99,0,5)). Die er-
neute Anwendung des Satzes auf den zweiten Indexeintrag fithrt auch hier wie-
der zu 0 (d. h. zu (1,0,0,0,0)). Und so weiter. Nach hochstens so vielen Schritten
wie der Wert des ersten Indexeintrags und ebenso vielen Anwendungen des
Satzes fiir den geringeren Index ist man somit auch beim Gesamtindex bei 0
angekommen (d. h. bei (0,0,0,0,0,0)).

Im Bezug auf diese Rechtfertigung betont Ackermann:

,Der Unterschied unserer Schlufiweise gegeniiber dem Prinzip der vollstandigen Indukti-
on und der transfiniten Induktion besteht darin, da8 nicht angenommen wird, daf fiir alle
niedrigeren hochsten Rangkombinationen der Satz erfiillt ist, sondern man fiihrt ihn auf
endlich viele konkrete Félle mit niedrigerer hochster Rangkombination zurtick. So bleibt

die Endlichkeit der SchluSweise durchaus gewahrt.”
ACKERMANN, Begriindung (Publ.) [1925], 16

Dies scheint, wenn es iiberhaupt akzeptabel ist, ein sehr allgemeines Argument
dafiir zu sein, dafd SchlufSweisen wie die Transfinite Induktion mit dem fini-
ten Standpunkt vereinbar sind, und das lingst vor der Gentzenschen Arbeit
von 1936. Lafit man die Frage der Akzeptabilitit dieses Arguments fiir einen
Moment aufien vor, so ist dies zumindest eine deutliche Absage an alle Speku-
lationen, Hilbert und seine Schule héitten erst nach Godels Entdeckungen den
finiten Standpunkt so erweitert, dafs Gentzens induktive Methoden auch noch
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darunter fallen. Es kann keine Rede davon sein, dafs durch schwierige Umdeu-
tungen geradezu , gewaltsam” versucht worden wire, den finiten Standpunkt
,um jeden Preis” gegeniiber den Godelsidtzen in scheinbarer Kontinuitdt mit
dem urspriinglichen Programm zu halten. Schon in Ackermanns Arbeit wird
ein transfinites Induktionsprinzip verwendet. Und wenn es dort finit akzepta-
bel ist, dann auch in der spéteren Arbeit von Gentzen (wo es allerdings mit
grofieren Ordinalzahlen auftaucht).

Ackermanns Argumentation kann aber nur begrenzt tiberzeugen. Er beruft
sich darauf, daf$ er die Giiltigkeit des Satzes nicht fiir alle kleineren Indizes vor-
aussetze, sondern nur fiir endlich viele. Sein Problem ist hier, daf3 er nicht weif3
fiir wieviele und fiir welche. Sicher ist dies in jedem konkreten Fall eindeutig be-
stimmt. Aber in einem konkreten Fall brauchte man keinen allgemeinen Beweis
der Termination, sondern kénnte auch gleich die Terme ausrechnen und ,se-
hen”, daf? sie terminieren. Wenn man sich jedoch fragt, wie man sich dartiber so
allgemein sicher sein kann, daf3 sie in jedem konkreten Fall terminieren werden,
dann wird man sich schon auf einen allgemeinen Satz berufen miissen, nach
dem die Berechnung immer terminiert. Und wie soll man auf so einen Satz schlie-
ien konnen, wenn nicht dadurch, daff man ein allgemeines Prinzip verwendet,
nach dem alle absteigenden Folgen von Indizes nach endlich vielen Schritten bei
0 ankommen miissen?

3.2.2.2 Gentzen

Die entscheidende Verwendung von Ordinalzahlen in der Beweistheorie war
dann allerdings Gentzens Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die Zahlentheorie
von 1936. Hier verwendete Gentzen eine Ordnungsrelation auf den Beweisen der
Zahlentheorie, die die wesentliche Eigenschaft hat, daf sich bei bestimmten Be-
weistransformationen der Index eines Beweises verringert. Insbesondere spielt
hierbei die Elimination von Induktionsschliissen eine wichtige Rolle, denn sie
macht es notig, transfinite Ordinalzahlen zu betrachten. Das Prinzip der Trans-
finiten Induktion erlaubt es dann, dhnlich wie im Ackermannschen Fall, darauf
zu schlieflen, daf3 ein Transformationsprozefs von Beweisen nach endlich vielen
Schritten zum Ende kommen mufs.

Gentzen betrachtet zwar Ordinalzahlen als notationelle Erweiterungen der
Zahlentheorie (man kann also in der Zahlentheorie tiber Ordinalzahlen spre-
chen), die Abbildbarkeit der entsprechenden Ordnungen auf Zahlpradikate gilt
aber auch ihm als Argument dafiir, dafs die transfinite Induktion ,eine sachlich
der reinen Zahlentheorie zugehorige Schlufweise ist”.?’ Gentzen sah das Prin-
zip der Transfiniten Induktion als konstruktiv gerechtfertigt an. Er legte in der
1936er Arbeit einen Beweis des Satzes iiber Transfinite Induktion vor, den er
an anderer Stelle als ,von der Mengenlehre gédnzlich unabhéangig” und , kon-
struktiv” bezeichnete.3 Dieser Beweis operiert mit einem Begriff , erreichbar”,

Y GENTZEN, Beweisbarkeit [1943], 160-161; ahnlich schon HILBERT/BERNAYS, Grundlagen IT
[1939], 361.
Y GENTZEN, Gegenwiirtige Lage [1938a], 9.
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der gewissermafsen als ,Joker” fiir spdter einzusetzende konkrete Eigenschaften
verwendet wird. Schreibt man dafiir ,£” und fiir Gentzens Indexmenge , 1,
dann ist seine Behauptung:

EO0,1)A(VBel)((VaeI)(a< f— E(a)) — E(B)) — VaE(a)

also genau die transfinite Induktion tiber die Indexmenge I, allerdings mit der
redundanten, weil im zweiten Glied des Antezedens schon enthaltenen An-
fangsbedingung. Schreibt man fiir das zweite Glied (V3 € I)Prog(E, 3), lassen
sich die folgenden Beweisschritte leichter formulieren. Um namlich Prog(FE, 3)
fiir beliebiges 3 zu beweisen, wird vollstandige Induktion verwendet. Der An-
fangsfall ist durch E(0,1) schon erledigt und man hat noch Prog(E,3) —
Prog(E, 3 + 1) zu zeigen. Dies ist der , Trick”, der zum Standard geworden ist,
um aus der gewohnlichen Induktion die transfinite Induktion zu bekommen:
Die geschickte Anpassung der Induktionsformel, so daf alle kleineren Fille so-
zusagen verfligbar werden. Ohne nun noch weiter ins Detail zu gehen, sei nur
noch darauf hingewiesen, daf8 dieser Ubergang von 3 zu 3+ 1 dem Durchlaufen
der gesamten kleineren Zahlen und damit einer weiteren, in die duflere Induk-
tion eingeschachtelten Induktion entspricht.!

Gentzen hat mehrfach angekiindigt, die Konstruktivitit und damit die
Rechtfertigung der Transfiniten Induktion in einer eigenen Abhandlung noch
niher zu erldutern; dazu ist es aber, wohl durch seinen frithen Tod, nicht mehr
gekommen.3?

Am Ende des 1938er Widerspruchsfreiheitsbeweises erwdhnt er wenigstens
en passant einige Griinde, die seine Uberzeugung vom konstruktiven Gerechtfer-
tigtsein der Transfiniten Induktion stiitzen. Man diirfe ihren ,anriichigen Na-
men” nicht dahingehend mifsverstehen, dafd es sich um ein konstruktiv nicht
gerechtfertigtes Prinzip handeln wiirde. Im Gegenteil hitten gerade konstrukti-
vistische Mathematiker Anfangsstiicke der zweiten Zahlklasse etwa bis w* auf-
gebaut und es sei nicht zu erkennen, dafs es dann noch prinzipielle Griinde ge-
gen die Weiterfithrung dieses Aufbaus bis viel weiter in die zweite Zahlenklasse
hinein geben konnte. Gentzen unterstreicht diese Moglichkeit dadurch, daf3 er
sie mit dem Ubergang von einer kurzen Zahlenrechnung zu einer hundert Sei-
ten langen Zahlenrechnung vergleicht: Prinzipiell komme nichts Neues hinzu,
es handle sich nur um eine ,erheblich umfangreichere Angelegenheit”.3®> Kurt
Godel hingegen sah hier einen erheblichen Unterschied: Wahrend die rekursive
Erreichbarkeit von w? noch konstruktiv einsichtig gemacht werden konne, sei
dies fiir Zahlen wie &( nicht mehr der Fall.3*

*'Eine prézisere Darstellung des Arguments geben HILBERT/BERNAYS, Grundlagen II [1939],
360-366.

%2Vgl. GENTZEN, Gegenwiirtige Lage [1938a], 9, Fn. 5; GENTZEN, Neue Fassung [1938b], 44.

3 GENTZEN, Neue Fassung [1938b], 44.

*Vgl. GODEL, Erweiterung [1958], 242.
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3.2.3  Beweistheoretische Ordinalzahl eines Systems

Theoretisch wére es nun moglich, dafd die Transfinite Induktion nur eines unter
vielen moglichen Beweismitteln ist, um die Widerspruchsfreiheit der Zahlen-
theorie zu beweisen, und dafi man insofern nicht von einer besonderen Rolle
dieses Prinzips in der Beweistheorie reden miifite. Gentzen zeigt jedoch, dafs
man die Transfinite Induktion nicht nur verwenden kann, um die Widerspruchs-
freiheit der Zahlentheorie zu beweisen, sondern dafs man dieses Prinzip auf eine
bestimmte Ordinalzahl so beschranken kann, daf} diese Ordinalzahl qua Beweis-
barkeit des durch sie beschrankten Prinzips charakteristisch fiir die Theorie ist,
deren Widerspruchsfreiheit man beweist.

Die Einschrankung besteht in der Beschrankung des Induktionsprinzips auf
Wohlordnungen mit Typ kleiner als eine bestimmte Ordinalzahl. Das ,Prinzip
der Transfiniten Induktion bis €o” (TL.,) ist somit das Prinzip der Transfiniten In-
duktion beschréankt auf Wohlordnungen, deren Ordnungstyp eine Ordinalzahl
kleiner als die Ordinalzahl ¢y ist. Gentzens Beweis von 1936 zeigt, dafs sich mit
diesem Prinzip plus Beweismitteln, die in PA formalisierbar sind, die Wider-
spruchsfreiheit von PA beweisen laft. Aber es gilt auch weiter: Prinzipien (TI,)
fiir o kleiner als ¢ lassen sich in PA beweisen. Und das heifst nach den Godel-
schen Sétzen, daf’ sich die Widerspruchsfreiheit von PA mit ihnen nicht bewei-
sen lafit. Die Zahl ¢ ist insofern typisch oder charakteristisch fiir PA. g ist die
kleinste Zahl «, so dafs man mit (T1,) die Widerspruchsfreiheit von PA bewei-
sen kann. Dies ist die Definition des Begriffs der beweistheoretischen Ordinalzahl
eines Systems.

Eigentlich ist es jedoch voreilig, hier von , der” beweistheoretischen Ordinal-
zahl zu sprechen, denn es gibt verschiedene mogliche Definitionen. Um nur drei
Beispiele zu nennen, konnte die beweistheoretische Ordinalzahl | T'| eines Systems T
sein:

(1) Die kleinste Zahl «, so dafd man mit (TI,) die Widerspruchsfreiheit von T'

beweisen kann: |T| = min{a | PRA + (T1,) - Kons 7}
(2) Die kleinste Zahl «, so dafs (TI,) nicht in 7 beweisbar ist:

|T| = min{a | T ¥ (TL,)}

(3) Die kleinste Zahl «, so daf3 die Beweismittel von PRA+(T1,) {iber diejenigen
von T hinausgehen: |T| =min{a | T € PRA+ (T1,)}
Die sorgfaltige Untersuchung dieser und anderer Definitionen hat tiberraschen-
derweise gezeigt, daf$ sie tatsdchlich im Allgemeinen nicht dquivalent sind.3¢
Anders sieht es aus, wenn man die Betrachtung auf bestimmte , kanonische”
Theorieklassen beschriankt. Dies kann jedoch hier nicht weiterverfolgt werden.

Die Frage nach dem Zusammenhang der verschiedenen Definitionen der be-
weistheoretischen Ordinalzahlen ist nur eine von vielen Fragen an eine Meta-

%Es ist nicht ganz klar, welche ,Basistheorie” man hier zugrundelegen soll. PRA scheint ein
gewisser Standard zu sein, aber man kénnte auch an T selbst denken.

%Vgl. NIEBERGALL, Metamathematik nichtaxiomatisierbarer [1996], 145-153; NIEBERGALL, Stirke-
vergleich [2000b).
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theorie der Ordinalzahlanalyse. Eine andere Frage wichtige Frage ist diejenige
nach der Interpretation der beweistheoretischen Ordinalzahlen als Stirkemafe.

In der beweistheoretischen Praxis trifft man hdufig auf die Redeweise, dafs
die beweistheoretischen Ordinalzahlen ein Maf3 fiir die Stiarke von Theorien sei-
en. Nun ist zunichst einmal nicht klar, was die Stiarke einer Theorie sein soll. Zu
den leitenden Intuitionen dieses Begriffs gehort es vielmehr, dafs eine Theorie
A in einer Hinsicht starker als B, in einer anderen aber zugleich schwiécher als
B sein kann. Man kénnte davon sprechen, daf3 Starke eine , lokale” Eigenschaft
von Theorien ist.” In der Logik verbindet sich mit einem Begriff von Stirke wie
selbstverstandlich die Vorstellung, mehr Sitze beweisen zu konnen. Teilweise
findet sich diese Vorstellung sogar als Definition des Stirkebegriffs.?® Die Fahig-
keit, mehr Sétze abzuleiten, kollidiert jedoch mit der Intuition der Stirke einer
Theorie als lokaler Eigenschaft, denn dies ist geradezu das Paradigma einer glo-
balen Eigenschaft.>

3.3 Zusammenfassung

Transfinite Ordinalzahlen lassen sich in der Zahlentheorie durch definierbare
Wohlordnungen von natiirlichen Zahlen repréasentieren, deren Ordnungstyp sie
sind. Sie haben fiir die moderne Beweistheorie urspriinglich deshalb besondere
Bedeutung erlangt, weil das ihnen entsprechende Beweisprinzip der Transfini-
ten Induktion als konstruktiv gerechtfertigt galt. Es trat als metamathematisches
Beweisprinzip zuerst bei Ackermann auf und ist seit den Arbeiten Gentzens aus
der Beweistheorie nicht mehr wegzudenken.

Die beweistheoretische Ordinalzahl eines formalen Systems gilt als ein wich-
tiges, wenn auch nicht als einzig mogliches Maf3 seiner Beweisstdrke. Eine Me-
tatheorie der Ordinalzahlanalyse hat jedoch mit einer Reihe von Einzelproble-
men zu kdmpfen, etwa dem Problem der Aquivalenz verschiedener Definitio-
nen ,der” beweistheoretischen Ordinalzahl eines Systems oder dem Problem
der Spannung zwischen einem intuitiven Starkebegriff und der in der Beweis-
theorie verbreiteten Praxis, Ordinalzahlen als StarkemafSe zu betrachten.

%S0 NIEBERGALL, Stirkevergleich [2000b], 2-3.
%7.B. WANG, Survey [1962], Kap. 13.
¥Vgl. NIEBERGALL, Stirkevergleich [2000b], 3.
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Kapitel 4

Restimee

4.1 Hilberts Ziele und Strategien

Hilbert verfolgte mit seinem Programm grundsatzlich das Ziel, den Verdacht
zu entkréften, in den die ,gewohnliche Mathematik” durch die Entdeckung der
sog. ,logisch-mengentheoretischen Antinomien” geraten war: Kénnen Parado-
xien nicht immer wieder auftreten? Was versichert die Mathematik davor? Diese
Situation war fiir Hilbert ,unertrdglich”, die Mathematik sollte ihren Nimbus als
Muster unbezweifelbarer Theorien wiedergewinnen. Seine Idee bestand darin,
beweisen zu wollen, dafd die mathematischen SchlufSprinzipien sicher sind, und
das heifdt konkret, daf$ aus ihnen keine Widerspriiche ableitbar sind. Genauer
ging es ihm darum, die Widerspruchsfreiheit mathematischer Theorien in einer
Weise mathematisch zu beweisen, dafS keine Zweifel an der Giiltigkeit dieser
Beweise, und das heifst: keine Zweifel an der Widerspruchsfreiheit und damit
an der Zuverldssigkeit der untersuchten mathematischen Theorien mehr beste-
hen konnten. Diese spezielle Weise, in der die Widerspruchsfreiheit zu beweisen
ist, mufs so gewdhlt sein, dafl sie selbst aus anderen Griinden als sicher gelten
kann. Denn wiére sie selbst auf einen Widerspruchsfreiheitsbeweis angewiesen,
so wiirde auch die dafiir verwendete Theorie wiederum einen solchen Beweis
verlangen und das Ganze letztlich auf einen infiniten Regrefs hinauslaufen.
Zumindest an irgendeiner Stelle einer Hierarchie von Theorien, in der die
Widerspruchsfreiheit der einen auf die Widerspruchsfreiheit der anderen zu-
riickgefiihrt wird, muf3 deshalb eine Metatheorie verwendet werden, die auch
ohne Widerspruchsfreiheitsbeweis als sicher gelten kann. Dies ist der Kern des
Finitismus. Hilbert orientierte sich bei dessen Entwicklung an denjenigen Kriti-
kern der mathematischen Praxis, die aufgrund der aufgetretenen Inkonsisten-
zen eine Einschrankung der mathematisch als zuldssig geltenden Schlufsprin-
zipien forderten, wie etwa die Intuitionisten oder andere Konstruktivisten. Er
wollte entgegen der Ansicht dieser Kritiker moglichst die gesamte, zu seiner
Zeit tibliche Mathematik in ihrem vollen Umfang vor solchen Verboten schiit-
zen. Dazu machte er sich den Standpunkt der ,Verbotsdiktatoren” selbst ein
Stiick weit zu eigen, ja radikalisierte ihn noch, um dann aber den entscheiden-
den methodischen Dreh zu vollziehen: die konstruktivistisch als sicher gelten-
den Methoden auf der metamathematischen Ebene zu benutzen, um mit ihrer
Hilfe auf der Ebene der Objektmathematik iiber sie hinauszukommen. Diesel-
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be Sicherheit der beschriankten Methoden, die die Anderen dazu veranlafite, die
Mathematik auf diese Methoden zu beschrianken, nahm Hilbert zum Anlaf3, um
in ihnen eine unbezweifelbare Basis zu sehen, von der aus man durch meta-
mathematische Widerspruchsfreiheitsbeweise die weiteren, nicht-konstruktiven
Methoden absichern kénnen sollte.

In Hilberts eigener Sicht war der Kern aller Antinomienprobleme die unge-
schiitzte Verwendung des Unendlichen in der mathematischen Theoriebildung.
Daher waren fiir ihn grundsétzlich die nicht auf das Unendliche rekurrierenden
SchlufSweisen die unzweifelhaften, und die das Unendliche (explizit oder impli-
zit) verwendenden Schlufiweisen die zweifelhaften, deren Widerspruchsfreiheit
erst mit Hilfe der ersteren bewiesen werden mufSte. So erklart sich auch der Na-
me des ,Finitismus”, nach dem , finit zuldssig” nur die Methoden sind, die sich
auf tiberblickbare Manipulationen endlicher Objekte zurtickfiihren lassen.

4.2 Aufklarung iiber das Unendliche

Hilbert war der Ansicht, dafs seine Beweistheorie einen entscheidenden Beitrag
dazu leisten wiirde, die Probleme mit dem Unendlichen in der Mathematik zu
16sen, und zwar radikal. Am Ende sollte die Erkenntnis stehen, daf ,,das Unend-
liche im Sinne der unendlichen Gesamtheit, wo wir es jetzt noch in den Schluf3-
weisen vorfinden” etwas ,blof8 Scheinbares” ist. Ahnlich wie der Grenzwertbe-
griff den Begriff des Unendlichkleinen ersetzt habe, ,,so miissen tiberhaupt die
SchluB8weisen mit dem Unendlichen durch endliche Prozesse ersetzt werden”.!

Dies erinnert stark an das Niveau des alten Gaufischen Verdikts gegen jeg-
liche Verwendung des aktual Unendlichen in der Mathematik. Gaufs hatte die
Rede vom Unendlichen als blofSe facon de parler betrachtet und ihm keinen rea-
len Platz in der Mathematik eingerdumt. In Bezug auf den damals in der Analy-
sis verbreiteten Begriff des potential Unendlichen und seine Ersetzbarkeit durch
die typische V-3-Quantorenschachtelung hatte er damit sicher recht. Aber wenn
es um ein Aktualunendliches geht, kann man dann davon ausgehen, dafs auch
dieses sich in dhnlicher Weise eliminieren 143t?

Eine solche Position Hilberts wiirde in einer deutlichen Spannung stehen zu
seiner emphatischen Beschreibung der Cantorschen Mengenlehre. Sie beschrieb
er ja bekanntlich als , Paradies” der Mathematik, und nicht als paradiesische Il-
lusion. Sie habe dabei mitgeholfen, das Unendliche ,,auf den Thron” zu heben
usw. Wie kann man von einer solchen Schilderung zu einer Eliminationsstrate-
gie gelangen?

Hilbert fiigte der eben zitierten Forderung nach ,Verendlichung” der Pro-
zesse hinzu, daf3 diese Prozesse ,,gerade dasselbe leisten, d. h. dieselben Beweis-
gange und dieselben Methoden der Gewinnung von Formeln und Sétzen er-
moglichen” sollten, wie die Schluffweisen mit dem Unendlichen. Was fiir eine

YHILBERT, Uber das Unendliche [1926], 162.
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Verendlichung von Prozessen, was fiir eine Art von Elimination des Unendli-
chen ist hier gemeint, wenn doch dieselben Beweisgiange bzw. dieselben mathe-
matischen Sitze herauskommen sollen??

Es wurden viele andere Stellen besprochen, die grundsatzlich dagegen spre-
chen, Hilberts Programm als ein Konservativititsprogramm zu interpretieren.
Die hier zitierten Passagen legen aber das Gegenteil nahe, zumindest in Bezug
auf das Unendliche: Seine Verwendung in mathematischen Theorien soll kei-
ne Auswirkungen auf die beweisbaren Sétze {iber das Endliche haben. Cantor
hat an eine derartige Konservativitidt der Theorie der transfiniten Ordinalzahlen
tiber der Theorie der ganzen Zahlen nicht geglaubt und hielt es durchaus fiir
moglich, ,,daf$ die endlichen reellen Zahlen selbst gewisse neue Bestimmungen
mit Hilfe der bestimmt-unendlichen Zahlen erfahren kénnen”.> Wie steht es mit
Hilbert?

Wenn Hilbert von der naturwissenschaftlichen Seite her feststellt, dafd das
Unendliche ,,in der Wirklichkeit [...] nirgends zu finden” ist,* und er am Ende
einer langen Kette von Uberlegungen zur Funktion des Unendlichen im mathe-
matischen Denken zu dem Schlufs kommt, daf$ sich im Bezug auf das Unendli-
che doch ,eine bemerkenswerte Harmonie zwischen Sein und Denken” zeige, 5
dann kann man nur den Schluf$ ziehen, dafs Hilbert tatsdchlich von der Elimi-
nierbarkeit des Unendlichen aus der Mathematik tiberzeugt war.

Diese Uberzeugung war begriindet durch einen bestimmten Aspekt seines
Optimismus in Bezug auf die Erreichbarkeit der beweistheoretischen Ziele. Er
glaubte, mit seiner Methode auf finiter Grundlage, und das heifst mit rein endli-
chen denkerischen Mitteln, eine stichhaltige Begriindung fiir das formale Ope-
rieren mit dem Unendlichen gefunden zu haben, die dessen wirkliche Existenz
nicht voraussetzt, weder, um mit Cantors Terminologie zu sprechen, im transi-
enten noch im immanenten Sinne. Hilbert glaubte, das Operieren mit dem Un-
endlichen im Endlichen abgesichert zu haben ohne irgendein Residuum, sei es
ontologischer, erkenntnistheoretischer oder gar metaphysischer Art. Er glaubte,
die moderne Mathematik konnte diesen Begriff bedenkenlos so stark beanspru-
chen, wie sie es tut. Sie sei darin gerechtfertigt wie bei der Verwendung einer
Kantischen Idee,® und brauchte dafiir keine ontologischen Verpflichtungen auf
eine Metaphysik des Unendlichen einzugehen, wie sie etwa fiir Cantor ganz
selbstverstandlich gewesen war.

Wenn dies wirklich Hilberts Position war, so treffen ihn natiirlich die
sachlich-systematischen Argumente, die in dieser Arbeit ganz allgemein gegen
Konservativititsprogramme ins Feld gefiihrt wurden und gegen Interpretatio-
nen des Hilbertprogramms als Konservativitiatsprogramm. Dies wiirde die Tiir
offnen fiir Argumente, die mit dem ersten Unvollstindigkeitssatz gegen das HP

>Vgl. HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 162.
3CANTOR, Grundlagen [1883], 166.

Y*HILBERT, Uber das Unendliche [1926], 170.
SHILBERT, Uber das Unendliche [1926], 190.
SHILBERT, Uber das Unendliche [1926], 190.



370 Aufkldarung tiiber das Unendliche

argumentieren wollen (vorausgesetzt, die Probleme mit der Relation des ,, Aus-
driickens” lieflen sich 19sen); und es zerstorte die Analogie zwischen finiter Ma-
thematik und Beobachtungssitzen in den Naturwissenschaften.

Viel vernichtender scheint mir eine solche Position aber durch die Schluf$fol-
gerung getroffen zu werden, die sich aus Poincarés Induktionsproblem ergeben
hatte. Denn Poincaré ist insoweit Recht zu geben, als es weder abstrakt zu sehen
ist, noch durch konkrete Versuche nahegelegt wird, dafs sich fiir die rein iterati-
ve Definition von natiirlichen Zahlen und fiir metamathematische Begriffe eine
Rechtfertigung geben liefSe, die nicht selbst wieder die im Begriff der Iteration
enthaltene Bindung an eine Art von Unendlichkeit beanspruchen wiirde. Und
wenn man die Rede von ,ontologischen Verpflichtungen” ernst nimmt, dann
handelt es sich zumindest in diesem Sinne unabdingbar um ein commitment auf
aktual Unendliches.”

Der Erfolg und das ,Uberleben” der Beweistheorie wire sicher nicht mog-
lich gewesen, wenn man eine zu enge Identifikation von ,finit” und ,endlich”
nicht aufgegeben und dem Unendlichen zumindest eine gewisse Irreduzibilitat
zugebilligt hétte. Eine Schliisselrolle spielte dabei schon Bernays’ frithe Klar-
stellung, dafs auch auf der metamathematischen Ebene ein Induktionsprinzip
verwendet wird und werden muf3, wenn auch eines, das von anderer Art ist als
das objektmathematische Induktionsaxiom bzw. -schema und das konstruktiv
gerechtfertigt werden kann. Diese konzeptionelle Erweiterung des Finitismus-
begriffs und die erfolgreiche technische Verwendung transfiniter Ordinalzahlen
in Gentzens Beweis haben dazu beigetragen, dafd das Ziel der Elimination des
Unendlichen fallengelassen wurde und sich eine neue Rolle des Unendlichen in
der Beweistheorie entwickeln konnte. Sie konnte sicher erst entstehen zu einer
Zeit, als sich die Problematisierung des Unendlichen beruhigt hatte.

Nachdem die Diskussion von Gentzens Beweis darauf hinausgelaufen war,
den Ordinalzahlen in der Beweistheorie eine ,, Aufenthaltserlaubnis” zu erteilen,
setzte in umgekehrter Richtung die Frage ein, welche Einsichten in die Struk-
tur des Unendlichen man durch die Beweistheorie gewinnt. Hier sei nur noch
angedeutet, dafs Resultate {iber die Beweisbarkeit und Unbeweisbarkeit der
Transfiniten Induktion dahingehend gedeutet werden konnen, wie grofs sozu-
sagen der ,transfinite” Gehalt einer betrachteten Theorie ist. Die beweistheore-
tischen Ordinalzahlen von Theorien geben, trotz aller Schwierigkeiten mit dem
Begriff eines ,Starkemafies”, eine gewisse Auskunft tiber Relationen zwischen
Theorien. Und in neuerer Zeit machen Ordinalzahlbezeichnungssysteme, die
sogar sog. ,,grofle Kardinalzahlen” heranziehen, neue Abschnitte der abzdhlbar-
unendlichen Ordinalzahlen zugénglich und bilden Zusammenhéange zwischen
den beweistheoretischen Arbeiten , weit unten” und mengentheoretischen Ar-

"Hier liee sich ein Argument Cantors ins Spiel bringen, das er in bildlicher Form vorgebracht
hat: Setzt die Moglichkeit, immer weiter voranzuschreiten (Potentialitédt), nicht die Aktualitat des
Weges voraus? — Vgl. CANTOR, Gesammelte Abhandlungen [1932], 392.
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beiten , weit oben” im mengentheoretischen Universum.?

Wenn die Eliminierbarkeit des Unendlichen tatsichlich Hilberts Uberzeu-
gung war, dann wird man von Neumann doch ein Stiick weit Recht geben miis-
sen, wenn er feststellt, dafl Hilberts Arbeiten durch eine Spannung zwischen
Zielsetzungen und tatsachlich Erreichtem gekennzeichnet sind.? Was bleibt, ist,
dafs Hilbert in nie dagewesener Weise versucht hat, die Grenzen des Endlichen
auszuloten. Es scheint, daf3 sie fiir das wissenschaftliche Denken zu eng sind.

4.3 Reduktionismus

Hilberts erste Widerspruchsfreiheitsbeweise bestanden in der Zuriickfithrung
der Widerspruchsfreiheit einer geometrischen Theorie auf die einer anderen,
und in der Zuriickfithrung der Widerspruchsfreiheit dieser geometrischen
Theorie ihrerseits auf die Arithmetik. Obwohl weit vor der Formulierung des
HP entwickelt und ohne die fiir das HP typische syntaktische Perspektive, wur-
den auch diese Beweise in den vorangegangenen Teilen dieser Arbeit themati-
siert und das Hilbertprogramm explizit von dem Problem her motiviert, ob die
Kette dieser Zuriickfithrungen fortsetzbar ist oder welche andere Art von Si-
cherung man fiir das letzte Kettenglied, die Arithmetik, finden kann. Dadurch
wurde ein reduktionistischer Grundzug schon gewissermafien an den Wurzeln
des Hilbertprogrammes sichtbar gemacht.

Ist das HP insgesamt ein reduktionistisches Projekt? — Wahrend man die-
se Frage also im Grundsatz bejahen kann, wird man einige Einschrankungen
anbringen miissen, die sich aus den Ergebnissen dieser Arbeit ergeben. Hilbert
geht es in seinem ganzen Programm um die Absicherung der Mathematik, und
nicht um eine inhaltliche Reduktion. Schon die Analyse von Hilberts Konsistenz-
beweis fiir die Geometrie zeigt deutlich, dafs es ihm keinesfalls um eine Redukti-
on im vollen semantisch-ontologischen Sinne geht. Aussagen iiber geometrische
Objekte sollen durch die Ubersetzung in kartesische Koordinaten nicht zu Aus-
sagen liber Zahlen ,,gemacht” werden. Es steht Hilbert vollig fern zu behaupten,
Geometer redeten eigentlich nur von Zahlen, wenn sie von Geraden und Kreisen
reden. Eine ontologische Reduktion im Sinne eines ,,...bezieht sich eigentlich
nur auf ...” steht tiberhaupt nicht zur Debatte.

So stellt auch Richard Zach fest, daf} es beim Hilbertprogramm um eine Re-
duktion im ,technisch-beweistheoretischen Sinne” und nicht im ontologischen
Sinne geht. Der epistemologische Wert einer solchen Reduktion hdngt in die-

87u dem erwiahnten Zusammenhang zwischen groen Kardinalzahlen und ihren ordinalzahl-
rekursiven Entsprechungen siehe auch RATHJEN, Eine Ordinalzahlanalyse [1992], bes. S. 8-9.

° Es gibt manche programmatische Veroffentlichungen Hilberts, in denen das bewiesen-Sein
oder beinahe-bewiesen-Sein von Dingen behauptet wird, fiir die das auch nicht approximativ der
Fall ist (Kontinuum-Problem, u.s.w.).” Vgl. Brief von John von Neumann an Rudolf Carnap vom
7.6.1931; zitiert nach MANCOSU, Between Vienna [1999a], 39, Fn. 10.



372 Reduktionismus

ser Sicht dann seinerseits davon ab, inwieweit der Finitismus , epistemologisch
privilegiert” ist.1”

Diese Einschdtzung wird bestitigt durch die Bedeutung, die der ,, methodi-
sche Vorbehalt” hat, unter dem alle Auﬁerungen Hilberts zu lesen sind, die eine
formalistische Philosophie der Mathematik zu bestdtigen scheinen. In diesem
Sinne, so wurde herausgearbeitet, ist Hilbert kein Formalist. Formalistisch klin-
gende Auﬁerungen beschreiben vielmehr eine methodische Haltung, die zur Ar-
beit in einem formalen System und zur metamathematischen Erkenntnisgewin-
nung iiber ein formales System eingenommen werden muf3. Hilberts Standpunkt
wird grob verfehlt, wenn man ihn beschreibt, als wiirde er generell das Reden
tiber die eigentlichen mathematischen Gegenstinde durch ein Reden iiber in-
haltsleere Formeln ersetzen wollen. In diesem Sinne kann von einer Reduktion
keine Rede sein.

Wenn Hilbert trotzdem davon spricht, daff seine Beweistheorie im Erfolgs-
falle erlauben wiirde, so zu tun, als ob Auswahlfunktionen generell existieren
wiirden, ohne zu behaupten, dafs die Auswahlen wirklich getroffen werden kon-
nen,!! so geht es nicht um die Reduktion der Rede von Auswahlfunktionen auf
etwas Anderes, sondern um die justification, um eine Rechtfertigung der redu-
zierten Theorien. Relative Widerspruchsfreiheitsbeweise zeigen, dafy die redu-
zierte Theorie gemessen am Kriterium der Konsistenz mindestens genau so gut
ist, wie die Theorie, auf die sie reduziert wird. Und ein finit gefiithrter Wider-
spruchsfreiheitsbeweis wiirde zeigen, dafs die Widerspruchsfreiheit der betref-
fenden Theorie auf die Widerspruchsfreiheit der finiten Methoden zuriickge-
fithrt wére, wahrend diese wiederum aufgrund der besonderen Zuverlassigkeit
finit-konstruktiver Methoden extern gerechtfertigt wird. Nicht mehr und nicht
weniger. Wenn man dieses Ziel nicht fiir lohnenswert hélt, hat man eine Vor-
entscheidung getroffen, die selbst begriindungsbediirftig ist. Und selbst wenn
man den Standpunkt vertritt, dafs absolute Konsistenzbeweise unmoglich sind,
bleibt der erkenntnistheoretische Gewinn der relativen Aussagen bestehen.

So hat auch Godehard Link auf die grundsitzliche erkenntnistheoretische
Relevanz reduktionistischer Ergebnisse hingewiesen. Sei es, daf$ man wie Hil-
bert keine ontologische Reduktion verfolgt, sei es, dafl man die Elimination
ontologischen Reichtums nicht mehr fiir ein lohnenswertes Projekt hilt. Jeden-
falls haben die Ergebnisse, die bei der Verfolgung reduktionistischer Strategi-
en gewonnen werden, nicht nur fiir fundamentistische Ansitze Bedeutung,12
die einen Bereich basaleren, unmittelbareren Wissens von einem Bereich erwei-
terten, mittelbaren Wissens abtrennen. Ihr Wert besteht vielmehr darin, dafl sie
unser theoretisches Wissen methodologisch strukturieren.!® Durch die Untersu-

107 AcH, Hilbert’s Finitism [2001], 141; vgl. auch im ersten Teil das Kapitel zum Finitismus (Ka-
pitel 5, S. 151ff.).

""Vgl. HILBERT, Wintersemester 22/23 (Kneser) [1923*], 37.

12 Fundamentistisch” wird hier als Ubersetzung von Englisch ,foundationalist” vorgeschla-
gen, um es von ,fundamentalistisch” / , fundamentalist” abzuheben.

3Vgl. LINK, Reductionism [2000], bes. S. 174.
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chung formaler Systeme und ihrer Beziehungen zueinander gewinnen wir, nach
Hilberts Ansicht
,auch in das Wesen des wissenschaftlichen Denkens selbst immer tiefere Einblicke und

werden uns der Einheit unseres Wissens immer mehr bewufst.”
HILBERT, Axiomatisches Denken [1918], 156

Dies ist ganz unabhéngig davon, ob mit den betreffenden Axiomensystemen
unmittelbare ontologische Verpflichtungen eingegangen werden oder ihre An-
bindung an die Wirklichkeit erst einmal offenbleibt. Mit Link wird man fest-
halten konnen, daf$ die , Kartierung” des Raums logischer Moglichkeiten schon
als solche zu einem tieferen Verstandnis der behandelten Sache beitragt und die
begrifflichen und technischen Ressourcen ans Licht bringt, die in den Theori-
en sonst vielleicht nicht sichtbar werden.' Jede Argumentation geht von Vor-
aussetzungen aus. Mit der axiomatischen Herangehensweise wird aus der Not
verschleierter oder unbewufster Voraussetzungen die Tugend weitgehend expli-
zierter Voraussetzungen gemacht.

Kein letztes Fundament zu finden, muf$ also noch nicht heifSen, das Fun-
damentierungen iiberhaupt sinnlos sind. Die klassische Erkenntnistheorie hatte
sich auch damit abfinden miissen, dafs ihr vermeintliches fundamentum incon-
cussum nicht mehr als eine Nadelspitze ist, die die Stabilitét eines einzig auf ihr
aufgebauten Gebadudes nicht verbiirgen kann.

4.4 Ist Hilberts Programm denn nun gescheitert? — Versuch einer Antwort

Einfache Fragen verlangen oft recht komplexe und differenzierte Antworten. So
auch die, ob das HP denn nun gescheitert ist. Zundchst kann man einen mehr
historischen Sinn dieser Frage abspalten, der nach dem fragt, was sich aus einer
Idee entwickelt hat und ob ein bestimmter Ansatz Friichte getragen hat. In die-
sem Sinne wird man die Frage prima facie mit einem klaren Nein beantworten
konnen. Aus der Idee, die ein einzelner Wissenschaftler zu einem bestimmten
Zeitpunkt hatte, ist ein eigenes Forschungsgebiet geworden. Die Beweistheorie
hat mittlerweile ihre eigene Geschichte von nicht mehr weiterverfolgten Ansat-
zen und Neuentwicklungen von Methoden, von Problemldsungen und neuen
Aufgaben. Sie ist eine bis heute aktiv betriebene mathematische Teildisziplin
geworden.

Dies entspricht auch dem Selbstverstindnis vieler Beweistheoretiker. So
stellt Kurt Schiitte die Beweistheorie ohne Einschrankung in die Traditionsli-
nie des HP, wenn er den Inhalt seines ersten nach-Hilbertschen Lehrbuchs der
Beweistheorie kennzeichnet als:

Vgl. LINK, Reductionism [2000], 182-183.
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,eine systematische Darstellung der wichtigsten Resultate, die bisher bei der Verfolgung
von Hilberts Programm erreicht wurden.” )
SCHUTTE, Proof Theory [1977), 3, Eig. Ubers."

Ahnlich sieht es auch Wolfram Pohlers. Die historische Einleitung seines 1989 er-
schienenen Buches Proof Theory, An Introduction'® zeigt deutlich, welch entschei-
dende Rolle auch fiir ihn das Hilbertprogramm in der Entstehungsgeschichte
der Beweistheorie spielt. Er hilt allerdings gleichzeitig fiir erfolgsbestimmend
und rétselhaft, dafs die Beweistheoretiker in den 1930er Jahren am Hilbertpro-
gramm (bzw. einem modifizierten Hilbertprogramm) trotz der drastischen Kon-
sequenzen festgehalten haben, die die Godelsitze seiner Meinung nach fiir das
HP haben, denn er hilt sie fiir einen , Todessto” (,,lethal blow*).!”

Bevor die Frage der Godelsdtze aufgenommen wird, wird man durch die
Frage nach dem ,Erfolgsrezept” der Beweistheorie und durch den Vergleich
mit ihrer urspriinglichen Konzeption noch auf einen anderen Aspekt der Fra-
ge nach dem Scheitern des HP gefiihrt. Es scheint, daf3 die Beweistheorie ihre
urspriinglich philosophisch-grundlagentheoretischen Ziele schon in der ersten
Generation der nach-Hilbertschen Beweistheoretiker abgelegt und sich typisch
mathematischen Fragestellungen zugewandt hat. Und dies ist wohl auch das
,,Geheimnis ihres Erfolgs”. Insofern wird man das Nein, das eben in Bezug auf
eine historische Fruchtlosigkeit von Hilberts Programm ausgesprochen wurde,
zumindest insofern relativieren miissen, daf3 es bei der heutigen und erfolgreich
arbeitenden Beweistheorie eben auch um etwas Anderes geht. Gewissermafien
kann man sie ,kausal” auf Hilberts Programm zurtickfiihren, aber ihre eigene
geschichtliche Entwicklung hat sie von dem, was Hilbert mit seinem Programm
anzielte, entfernt.

Wie steht es dann um die eigentlichen Ziele des HP? Kann man in dieser
Hinsicht von einem Scheitern des HP sprechen? Auch hier mufS eine Antwort
vielschichtiger ausfallen als ein blofles Ja, das sich aus den vorstehenden Uber-
legungen zu ergeben scheint. Ja, Hilbert ist mit seinem wissenschaftsorganisato-
rischen Anspruch sicher gescheitert, wenn es ihm darum gegangen sein sollte,
eine eigene Schule aufzubauen, die die Grundlagensicherung der Mathematik
betreibt. Ja, und er ist auch, was das Erreichen der inhaltlichen Ziele angeht,
bislang gescheitert, denn ein finiter Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die Arith-
metik, der alle Zweifel beseitigt, liegt nicht vor und einer fiir die Analysis oder
gar die Mengenlehre schon gar nicht.

Aber zumindest partiell konnten seine Ziele schon erreicht werden: Gent-
zens Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die Zahlentheorie ist besonders deshalb

5Das Zitat lautet im englischen Original: ,,a systematic presentation of the most important re-
sults which have so far been achieved in the pursuit of Hilbert’s programme.” — Schiittes Buch
war urs