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Zusammenfassung

Die urspriinglich von Bross entwickelte nichtrelativistische MAPW-Methode zur Berech-
nung von Bandstrukturen wird zu einem vierkomponentigen, vollrelativistischen Verfahren
erweitert. Vielteilcheneffekte werden durch die relativistische Dichtefunktionaltheorie in
Lokaldichtendherung (LDA) beschrieben.

Besonderes Augenmerk gehort dabei der sorgfiltigen Behandlung der im Ursprung di-
vergenten relativistischen Wellenfunktionen. Die Wellenfunktionen werden deshalb als
Produkt aus einem divergenten, aber analytisch bekannten und einem regulédren, nach
kubischen Splines entwickelbaren Anteil dargestellt.

Dariiberhinaus erfordert die vierkomponentige Beschreibung insbesondere bei der Auf-
stellung des zu losenden verallgemeinerten Eigenwertproblems und bei der Berechnung
der elektronischen Dichte einen zum Teil erheblichen numerischen Mehraufwand.

Die mathematischen Voraussetzungen der Konvergenz eines selbstkonsistenten, relativi-
stischen Verfahrens werden sichergestellt. AnschlieBend kann die elektronische Struktur
von Gold und Platin untersucht werden.

Die Ergebnisse fiir die Volumeneigenschaften (Gitterkonstante, Kompressionsmodul, Ge-
stalt des Fermikorpers) stimmen gut mit experimentellen Werten iiberein. Die verblei-
benden Abweichungen kénnen zumindest teilweise auf die LDA-typische Unterschitzung
der Gitterkonstanten zuriickgefiihrt werden. Die Verwendung von verschiedenen neueren
Funktionalen zur Beschreibung von Austausch und Korrelation fiihrt nur zu kleinen Un-
terschieden in den Valenzeigenschaften.



»The general theory of quantum mechanics is now almost
complete, the imperfections that still remain being in connec-
tion with the exact fitting of the theory with relativity ideas.
These give rise to difficulties only when high-speed particles
are involved, and are therefore of no importance in the consi-
deration of atomic and molecular structure and ordinary che-
mical reactions, in which it is, indeed, usually sufficiently ac-
curate if one neglects relativity variation of mass with velocity
and assumes only Coulomb forces between the various elec-
trons and atomic nuclei. The underlying physical laws neces-
sary for the mathematical theory of a large part of physics
and the whole of chemistry are thus completely known, and
the difficulty is only that the exact application of these laws
leads to equations much too complicated to be soluble. It there-
fore becomes desirable that approrimate practical methods of
applying quantum mechanics should be developed, which can
lead to an explanation of the main features of complex atomic
systems without too much computation.“

P.A.M. Dirac, 1929, in [1]
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1 Einleitung

Bei Beginn der relativistischen Quantenmechanik [1] wurde vermutet, daf relativistische
Effekte an hohe Dichten gebunden und damit ausschliefilich in Kernnéhe lokalisiert sind.
Zur Berechnung von Valenzeigenschaften wiirde dann die nichtrelativistische Schrédin-
gergleichung ausreichen. Inwischen hat sich jedoch der Standpunkt durchgesetzt, daf bei
Kernen ab einer Ordnungszahl von etwa 50 die relativistischen Effekte [2] so grof} sind,
daf sie sich durch die Orthogonalititsbedingungen von den kernnahen, starkgebundenen
Zustanden bis in die schwicher lokalisierten Valenzzusténde iibertragen. Eine nichtrelati-
vistische Betrachtung liefert qualitativ falsche Ergebnisse [3] (z.B. eine falsche Reihenfolge
der Zustidnde) und nur in einer relativistischen Rechnung kénnen brauchbare Resultate
erwartet werden.

Eine solche relativistische Betrachtung betrifft zunichst die Kinematik der Elektronen
und die Beschreibung der Wechselwirkung. Wiahrend beide Effekte theoretisch wohlbe-
kannt sind, stéfit die Umsetzung in ein bestehendes Rechenverfahren im zweiten Fall auf
Schwierigkeiten. Relativistische Effekte in der Kinematik kénnen exakt beriicksichtigt wer-
den, in der Beschreibung der Wechselwirkung sind immer Nidherungen notwendig. So be-
schrinken sich alle praktischen Bandstrukturrechnungen auf die nichtrelativistische Dar-
stellung der rein dichteabhingigen Coulombwechselwirkung und vernachlissigen die aus
der QED stammenden stromabhéngigen Kopplungen. Nur innerhalb des DFT-Funktionals
fiir Austausch und Korrelation werden relativistische Effekte beriicksichtigt.

Zu beobachten sind zwei Arten von relativistischen Effekten. Zum einen enthilt die Di-
racgleichung immer die Spin-Bahn-Kopplung [4] und damit eine im allgemeinen geringere
Entartung der besetzten Zustinde. Zum anderen werden die Zusténde, abhéngig von ih-
rem Drehimpuls, stirker gebunden [2]. Man erhiilt damit eine Kontraktion der s- und
p-Zusténde und eine effektive Delokalisierung der Zustédnde mit héheren Drehimpulsen.
Wihrend die Verschiebung der Orbitale erst mit zunehmener Kernladung Z eine Rolle
spielt [5, 6], kann die Spin-Bahn-Aufspaltung auch schon bei kleineren Systemen [7, 8]
nicht langer zu vernachléssigende Werte annehmen.

Mit der von Hohenberg, Kohn und Sham [9, 10] entwickelten Dichtefunktionaltheorie steht
ein vielseites Werkzeug [11] zur Verfiigung, das sowohl in der Festkorperphysik zur Be-
rechnung von Bandstrukturen, als auch in der theoretischen Chemie zu Bestimmung von
Strukturen und Bindungseigenschaften [12, 13] und sogar in der Kernphysik in Quanten-
molekulardymamik-Rechnungen [14] benutzt wird.

Mit der Entwicklung einer relativistischen Formulierung der DFT durch Rajagopal et al.
[15, 16, 17, 18] wurde es moglich, die fiir die leichten Elemente so erfolgreiche Metho-
de auch fiir hohere Kernladungszahlen, die eine relativistische Beschreibung erfordern,
anzuwenden.

Die erste relativistische Bandstrukturrechnung von Gold von Christensen [19] fand ein
sehr breites Echo in experimentellen Verdffentlichungen, wurde es damit doch zum ersten
Mal méglich, die gemessenen interessanten Effekte (z.B. die Breite der d-Binder) mit theo-
retischen Grundlagen zu vergleichen. Trotz offensichtlicher Méngel dieser frithen Arbeit
(keine Selbstkonsistenz, Sprung in der Darstellung zwischen APW-Kugel und Auflenraum)
ist diese Arbeit lange zum Vergleich mit Experimenten benutzt worden. Insbesondere be-
troffen ist die Zeit von 1975 bis 1985 (s.z.B. [20, 21, 22]), aus der die meisten Messungen
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zu metallischem Gold stammen.

Parallel zur Entwicklung leistungsfihigerer Computer wurden fiir alle in der theoreti-
schen Physik und Chemie verwendeten Rechenverfahren relativistische Methoden ent-
wickelt. Diese umfassen sowohl Verfahren, die auf der Dichtefunktionaltheorie aufbauen
(z.B. LAPW [23], OPW [24], LMTO [25], Pseudopotentiale, OEP oder OPM [26, 27, 28],
LCGTO [29] und MAPW [30]), als auch andere Rechnungen (KKR [31, 32, 33, 34], CI
bzw. MCDF [35, 36, 37], Coupled Cluster [38], Basis-Set Expansion [39] oder Charge
Expansion [40, 41]).

Hierunter fallen neben vierkomponentigen Verfahren, die die volle Diracgleichung verwen-
den, zweikomponentige Verfahren, die aus der vierkomponentigen Diracgleichung durch
eine Umformung gewonnen werden, die in der Regel auf der Foldy-Wouthuysen- [44, 45]
oder der Douglas-Kroll-Hess [46, 47| Transformation aufbaut, sowie Methoden, die die
relativistischen Effekte durch die fiihrenden Terme (Massenveridnderlichkeit, Spin-Bahn
Kopplung und Darwin Term) zu beschreiben suchen oder stérungstheoretische Ansitze
[48, 49, 50]. Der Sprachgebrauch an dieser Stelle ist nicht einheitlich; z.T. wird der Be-
grift vollrelativistisch bereits fiir Verfahren verwendet, die im Gegensatz zu skalarrela-
tivistischen Verfahren auch die Spin-Bahn-Kopplung beinhalten [29]. In dieser Arbeit
ist der Ausdruck vollrelativistisch fiir Verfahren reserviert, die die vierkomponentige Di-
racgleichung ohne Transformationen auf die beiden fiihrenden Komponenten betrachten.
Wihrend der numerische Aufwand zweikomponentiger Verfahren in der Regel kleiner ist
als der von vierkompontigen Methoden, ist ihre Anwendung nicht unproblematisch [51],
als Beispiele seien das Versagen der Foldy-Wouthuysen Transformation in einem Varia-
tionsschema oder die generell schlechte Beschreibung von s-Zustédnden mit der Douglas-
Kroll-Hess Transformation genannt [52].

Abgesehen von der unterschiedlichen Qualitéit der relativistischen Beschreibung erben alle
diese Methoden die Vor- und Nachteile ihres nichtrelativistischen Ursprungs.

In dieser Arbeit wird das von Bross vorgeschlagene MAPW Verfahren zu einer im ge-
nannten Sinn vollrelativistischen Methode zur Berechnung von Bandstrukturen erweitert.
Hierbei koénnen die Vorteile des MAPW-Verfahrens (beispielsweise die Existenz iiberall
stetiger Ansatzfunktionen oder die Tatsache, dafl die Auswertung nicht auf ein relativ
enges Energiefenster beschrinkt ist) auch fiir relativistische Rechnungen genutzt werden.
Teilweise kann dabei auf existierende aber unvollkommene Vorarbeiten zuriickgegriffen
werden. Hoffmann [30] konnte die Grundlagen eines relativistischen MAPW-Verfahrens
skizzieren. Allerdings war es nicht mdglich, dies in einen auf den damaligen Computern
lauffihigen Programmtext umzusetzen und die in seiner Arbeit verwendete und inzwi-
schen iiberholte MAPW-Version sowie einige ungeklirte Details erfordern ein Uberarbei-
ten aller Zwischenergebnisse. Schiekel [53] gelang es, zur experimentellen Gitterkonstanten
einen selbstkonsistenten RMAPW Lauf durchzufiihren. Allerdings werden auch in seiner
Arbeit die Wellenfunktionen und die Divergenz im Urprung nicht korrekt behandelt. Rei-
nisch [54] versuchte, die Rumpfelektronen vollrelativistisch und die Valenzelektronen in
einer Foldy-Wouthuysen Ndherung zu beschreiben. Hierbei wurde einer der Vorteile des
MAPW-Verfahrens, die gleiche Beschreibung aller Elektronen, aufgegeben und es ist un-
klar, ob die in der Foldy-Wouthuysen-Transformation generierten Operatoren zu einem
stabilen Variationsverfahren fiihren konnen. Diese Unsicherheiten duflern sich in einer ex-
tremen Abhéngigkeit seiner Ergebnisse von der Wahl der Grenze zwischen Rumpf- und



Valenzelektronen.

Die Beschreibung der Vielteilcheneffekte im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie
beschrankt sich in der vorliegenden Arbeit auf die Lokaldichtendherung. Ausschlaggebend
hierfiir ist zum einen der kleinere numerische Aufwand und zum anderen die Tatsache,
da mit nichtlokalen Funktionalen fiir schwere Elemente keine systematisch bessere Be-
schreibung erzielt wird [55].

In dieser Arbeit werden nach einigen allgemeinen Vorbemerkungen die Grundlagen einer
relativistischen Dichtefunktionaltheorie skizziert, die es auch im vollrelativistischen Fall
erlaubt, unter verniinftigen Naherungen das reale, wechselwirkende Vielteilchensystem
durch ein effektives, nichtwechselwirkendes Einteilchensystem zu beschreiben. An dieser
Stelle erfolgt auch die Auswahl der verwendeten DFT-Funktionale.

Daran schlielt sich ein Kapitel an, das die Grundlagen der MAPW-Methode zur Berech-
nung von Bandstrukturen insbesondere im Hinblick auf die relativistischen Besonderheiten
zeigt.

Das néchste Kapitel beschiftigt sich mit der Frage, wie sich mit diesem Konzept —
angesichts der in dem allgemeinen Teil zum RMAPW-Verfahren noch nicht geklérten
Details wie beispielsweise der variationellen Stabilitéit eines relativististischen Verfahrens
— ein Selbstkonsistenzzyklus formulieren 148t.

Der folgende Abschnitt ist dem bereits am Wasserstoffatom beobachteten Problem der
Singularitit der relativistischen Wellenfunktionen und der sich daraus ergebenden Kon-
sequenzen fiir die numerische Darstellung der Wellenfunktionen, Dichten und Potentiale
gewidmet.

Das grofite Kapitel dient dann der Darstellung der bisher mit dem RMAPW-Verfahren
erzielten Ergebnisse fiir metallisches Gold. Gold wird als zu untersuchendes System aus-
gewahlt, weil die relativistischen Effekte sehr stark ausgeprégt sind und gleichzeitig die
Struktur mit nur einem Atom in der Basiszelle und einer hohen Symmetrie recht einfach
ist. Hier werden zuerst die eher mathematisch orienterten Details der Ansatzgrofle und
Konvergenz betrachtet und dann die physikalischen Resultate diskutiert. Dabei werden
neben der Bandstruktur selbst und den klassischen Volumeneigenschaften (Gitterkonstan-
te, Kompressibilitit), die Gestalt des Fermikorpers und der Einflufi von nichtsphérischen
Potentialbeitrigen untersucht.

Daran schliefit eine Gegeniiberstellung der relativistischen mit nichtrelativistischen Rech-
nungen an, in der die Grofle der relativistischen Effekte abgeschétzt wird.

Den Schluf} bildet eine Betrachtung ausgewéihlter Ergebnisse fiir Platin, um die Allge-
meingiiltigkeit der Methode zu testen.
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2 Vorbemerkungen

2.1 Eigenfunktionen zum Gesamtdrehimpuls

Fiir den Ansatz werden die Kugelflichenfunktionen

m —m)!
Y (,e) = (/AR

(2.1)

m 1 _imp qjn™M dl+m l
- (—=1)™ 517" sin (19)W+mw)(cos2 (9) —1) .

verwendet. Fiir die Wahl des Phasenfaktors siehe Anh. A.1.
Entsprechend der Definition von Rose [56, 57] wird der Zweier—Spinor

XE=>C(l,3,5;n—s8) Yy (2.2)

definiert. Diese Funktionen sind Lésungen des winkelabhéngigen Teils der Dirac-Gleichung.
Hierbei ist C der Clebsch—Gordan—Koeffizient fiir die Drehimpulskopplung

‘ s =+1 s = —
. I+m+1 I-m+
J=1l+4 \/ 2 +1 \/ 41 (2.3)
j= [—1| — I-m+1 I+m+1
2 20+1 20+1

und x° mit s € {—1, 1} ist der Spinor fiir die beiden Spinrichtungen ( (1) > und ( (1) >

Sowohl die Kugelflichenfunktionen Y;"(6, ¢) als auch die Zweierspinoren x*(6, ¢) sind
orthonormiert.

/ Y AQ = ubm (2.42)

Dol || o=

/ngl,:: dQ = 5l~m’5uu’ (24b)

Der so definierte Spinor ist ein Eigenzustand des Operators (e -1+ 1) zum Eigen-
wert —k:

(0 -1+1) XK =—kxh. (2.5)
Zwischen den Quantenzahlen [ und x besteht folgender Zusammenhang:
I(k):
K k>0 7=10- %
[ = (2.6)
k-1 k<0 j=1+1
l(—k):
) k=1 k>0 j=1—3 -1
l= = = —sign (k). (2.7)
-k k<0 j=l+% [+1
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2.2 Einheiten

In dieser Arbeit wird das Rydbergsche atomare Maf3system verwendet, das aus dem CGS
System durch die Setzungen

h =1
e = 2
m, = i (2.8)

fiir das Quadrat der Elementarladung, das Plancksche Wirkungsquantum und die Ruhe-
masse des Elektrons entsteht.
Daraus lassen sich fiir Léinge und Energie folgende Groflen ableiten:

h?
Lange : 1Bohr = 5 = Qo
Me - €
e? me - €*
E ie: 1Ryd= — = —
nergie Y S 577

Weiterhin wird die Feinstrukturkonstante o [58]
2

o = - =T7.29735308 - 10~* (+3.3 - 107'°)
he

benotigt. Weil iiber alle freien Gréflen bereits verfiigt wurde, ergibt sich hieraus die Licht-
geschwindigkeit zu

2

2
c= S = 2 974.071979
ho o

Fiir die Umrechnung in andere Einheiten gilt

1Bohr = 0.529177249A = 5.29177249 - 10~ ''m
1Ryd = 13.6056981eV = 2.1798741 - 10 '8J.

Die Ruheenergie des Elektrons betréigt

1 /2\? 2
Ey=my® = = - (—) = 2 = 37557.72483Ryd.
2 o o

An einigen Stellen werden die Symbole A, e und m = m, in den Formeln stehengelassen;
beispielsweise um zwischen den beiden méglichen Quellen hc und mc? fiir das Auftreten
der Lichtgeschwindigkeit zu unterscheiden.
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2.3 Notation

Fettgedruckte Symbole werden verwendet, um Vektoren zu bezeichnen, die normale Strich-
stiarke wird fiir skalare Groflen verwendet, beispielswiese in der Form r = |r|.
Vierervektoren werden mit normaler Strichstirke dargestellt und mit griechischen Buch-
staben indiziert. Die relativistische Notation ist die aus Bjorken/Drell [44, 59].

Fiir die Summe aus Ausbreitungs- und reziprokem Gittervektor wird die Abkiirzung

q=k+K qd=k+K (2.9)

eingefiihrt und die relativistische Energie W, bzw. die um die Ruhemasse des Elektrons
korrigierte Energie E sind durch

W = /q%c® + m2ct W' = /q'?c? + m2c
E=W —mc E'=W'—mc (2.10)

bestimmt.



3 Relativistische Dichtefunktionaltheorie

Eine konsequent relativistische Formulierung eines Algorithmus zur Berechnung von Band-
strukturen auf Basis der Dichtefunktionaltheorie erfordert auch eine relativistische DFT.
Diese ist bereits konzeptionell aufwendiger als die nichtrelativistische Version, weil bei-
spielsweise die Spektren nicht von Natur aus nach unten beschrinkt sind.

Inbesondere divergieren die grundlegenden Erwartungswerte der Energie und des Stromes

(o [H|To)  und (W |j, (x)[ W) , (3.1)

wenn man sie ohne geeignete Manipulation auswertet. Die Ursachen hierfiir liegen zum
einen in der Existenz der negativen Energiezustinde und zum anderen in den UV- und IR-
Divergenzen, die durch die perturbative Behandlung des Photonen-Austausches entstehen
[60].

3.1 Relativistische Formulierung

Eine saubere feldtheoretische Behandlung [61], die durch eine geeignete Regularisierung
unter Beibehaltung aller relevanten Symmetrien die Divergenzen beseitigt und durch eine
anschlieBende Renormierung eine Energieskala festlegt, ermoglicht zunéchst die Vergleich-
barkeit von Energien und damit auch die Anwendung eines Minimalprinzips.

Unter Annahme eines allgemeinen externen Viererpotentials ohne spezielle Symmetrien
liegt keine Entartung vor; insbesondere ist es nicht notig, fiir den Beweis des HK-Theorems
zusitzliche Felder einzufiihren, um einen nicht-entarteten Grundzustand zu erhalten.

In den regularisierten und renormierten Gréfien ist es dann méglich [15], analog zum
nichtrelativistischen Fall [9] ein Hohenberg-Kohn Theorem zu formulieren, das statt der
Dichte n (r) = j° (r) den Viererstrom

#E)o= Y B e (r) (3.2a)

—m<eR<eR

+% ( ; P (1)1 0k (1) = > B (1) 7" (r)) +Aj*(r)  (3.2b)

mit dem von der Art der Regularisierung abhéngigen Counterterm Aj# (r) als Basisgrofie
enthilt. Insbesondere existiert eine Eins-zu-Eins-zu-Eins Abbildung [15]

{VulVu+0,A} <= { |¢o) | |¢o) ist Grundzustand zu (V, + 0,A)} < j, (x) (3.3)

zwischen dem (bis auf eine Eichtransformation bestimmten) dufleren Viererpotential, dem
zugehorigen Grundzustand und dem korrespondierenden Viererstrom. Der Beweis hierfiir
erfolgt wie im nichtrelativistischen Fall durch einen Widerspruchsbeweis, der das Mini-
malprinzip eines nichtentarteten Grundzustands ausnutzt. Ebensfalls weitgehend analog
zum nichtrelativistischen Fall [10] erfolgt die Herleitung der selbstkonsistent zu losenden
relativistischen Kohn-Sham-Gleichungen [16].

Die so entstandenen Gleichungen lauten [61]

Y (=17 - VA m+ Veor (v) + Vir () + Ve (v) 0 (r) = e (r) (3.4)
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mit dem Hartree-Beitrag

v 2 3 ju (rl)
Vi (r)=e /d r’ o] (3.5)
dem Austausch- und Korrelationspotential
6E$C [ju]
Vie (r) = ———=, 3.6
(r) =~ 7@ (3.6)

und dem &ufBleren Potential V. (r), das hier durch die Ionenriimpfe bestimmt ist, wihrend
die Gesamtenergie durch

Eges = <¢0 []“] ‘He + H’y + Hint + Hext| ¢0 []MD - <0 ‘He + H7 + Hint‘ 0>

+ AERHEG 4 A plthom (3.7)

und
Ll = [dr ¥ 50 (i VEm)e ) (3.89)
—m<eL<€ER
1 .
+ §/d3r ( > B (r) (—iy V4+m) @ (r)
€e<—m

— Y B () (—ivyV+m) g (r)>

—m<e€g

+AT, — (0|He|0) (3.8b)

gegeben ist. Auch hier sind die Conterterme A wieder von der Art der Regularisierung

abhéngig.
Die Berechnung der Gesamtenergie in der Form
Eges = ECasimir + Z & — En [J] + Euc [57] - /d?’r Ve (T) Ju (1) (3.9)
—m<ep<ep
mit
1 .
ECasimir = 2 Z €k — Z e | — (0|He|0) + ATinhom (3.10a)
eL<—m —m<e€g
2 v . !
Exlil = & / d&3r / g 7)) (3.10b)
2 v —r'|

= B [j"] + Ey [5"]

= L [ (n(r)n(r') Qi (r’)) (5,100

v —r'| v —r'|

enthilt immer noch unendliche Summen iiber das gesamte positive wie negative Spektrum
und kann in dieser Form nicht erfolgen. Die Handhabung wird ermoglicht durch eine Reihe
von iiblichen Naherungen.
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e In der sogenannten no-pair Ndherung werden alle Effekte, die auf der Wechsel-
wirkung mit dem negativen Energiekontinuum, d.h. auf der Erzeugung virtueller
Elektron-Positron Paare, beruhen, vernachlissigt. Dies bedeutet, dafl in dem kineti-
schen Beitrag und im Viererstrom alle Vakuumkorrekturen ignoriert werden kénnen
und nur die jeweils erste Zeile in (3.2a) und (3.8a) beriicksichtigt werden mu$.

e In einem rein elektrostatischen Potential mit V# = (V,0), d.h. in Abwesenheit
duBerer magnetischer Felder, reicht die gewshnliche Dichte als Basisgrofie aus [62].
In diesem Fall kann der Existenzbeweis mit der Dichte n statt des Stromes j*
gefiihrt werden [63]. Der Strom und die anderen Observablen kénnen als Funktionale
j#(r) = (n(r),j[n(r)]) und E[n(r),jn (r)]] aufgefat werden.

e Dariiberhinaus ist es moglich, sich auf ein reines Coulomb-Potential zu beschrénken,
d.h. statt der vollen Strom-Strom Wechselwirkung in (3.10b) nur den ausschlieflich
von der Dichte abhéingigen ersten Summanden in (3.10c) zu beriicksichtigen. Bei
einer Trennung in longitudinalen und transversalen Anteil der Coulomb-Wechsel-
wirkung entspricht dies der longitudinalen Ndherung.

Die Gleichungen, die man hiermit erhélt

(=i7"y - V4 1m + Ve (1) + Vif (1) + V) (v)) 1 (x) = exipye (r) (3.11)
mit
L 2 3.1 n(rl)
Vi(r)=e /d T el (3.12)

einer geeigneten relativistischen (ggf. longitudinalen) Version des Austausch- und Korre-
lationspotentials und der Nullkomponente von (3.2a) fiir die Dichte, unterscheiden sich
duBerlich kaum von der nichtrelativistischen Version; es bleiben die unterschiedliche Dar-
stellung der kinetischen Energie, ein unterschiedliches Austausch- und Korrelationspoten-
tial und natiirlich die Verwendung vierkomponentiger statt skalarer Wellenfunktionen.
Zu beachten ist, dafl bei der Berechung der Gesamtenergie in der vorgestellten Form z.T.
bereits eine Wahl beziiglich Bezugssystem und Eichung getroffen wurde. Die Konsequen-
zen verschiedener Eichungen in grofilen Systemen sind noch nicht konsequent untersucht
[65].

3.2 'Wahl des Austausch- und Korrelationsfunktionals

Als weitere Aufgabe bleibt, ein geeignetes Funktional zur Beschreibung von Austausch
und Korrelation zu finden.

Ein zum nichtrelativistischen Fall analoges Vorgehen wiirde darin bestehen, die Funktio-
nale aus dem relativistischen freien Elektronengas abzuleiten. Hier taucht allerdings die
Frage auf, ob dies ein angemessenes Verfahren ist, da sich die Situation in einem Atom
(sowohl in einem freien als auch in einem in ein Molekiil oder Kristall integriertem) deut-
lich von der im freien Elektronengas unterscheidet. Insbesondere betreffen relativistische
Effekte, die an hohe Dichten gekoppelt sind, in einem realen Atom nur eine recht enge
Umgebung des Atomkerns, wiahrend sie im freien Elektronengas das gesamte Volumen
beeinflussen. Es besteht also die Gefahr, mit diesem Vorgehen relativistische Effekte, ins-
besondere Retardierungseffekte, deutlich zu iiberschitzen, denn die Weglinge, auf der
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sich die endliche Lichtgeschwindigkeit auswirken kann, ist sehr klein. In Ermangelung ei-
nes anderen einfachen Modellsystems orientieren sich jedoch alle in Umlauf befindlichen
Funktionale am relativistischen freien Elektronengas.

nichtrelativistisches V..

Aus zweierlei Griinden soll an dieser Stelle ein nichtrelativistisches Funktional fiir Aus-
tausch und Korrelation bereitgestellt werden. Zum einen, um einen Vergleichswert fiir die
durch ein relativistisches Funktional bewirkten Effekte zu haben und zum anderen, weil
die iiblichen relativistischen Funktionale durch Korrekturen aus den nichtrelativistischen
Versionen gewonnen werden.

Wihrend die Gestalt des Austauschsfunktionals weitgehend feststeht und sich seit den
ersten weitverbreiteten Dichtefunktionalen aus den 70er Jahren (verbunden mit den Na-
men Hedin, von Barth, Lundqvist und Gunnarson, [66, 67, 68] und im weiteren in dieser
Arbeit mit GHL abgekiirzt) nicht nennenswert geéindert hat, wurden die damaligen Kor-
relationsbeitrége inzwischen durch neuere Rechnungen abgel6st. Die heute iiblicherweise
fiir die Korrelation gebrauchten Funktionale stammen aus der Auswertung von Monte-
Carlo-Rechnungen zum homogenen Elektronengas entweder von Ceperley/Alder [69] oder
von Ortiz/Ballone [70]. Diese beiden Datensétze unterscheiden sich zwar durch nahezu 10
Jahre Computerentwicklung, weisen aber nur geringe Unterschiede (in der GréBenordnung
von einem Prozent [60]) auf, so dafl auch die verschiedenen Parametrisierungen dieser Da-
ten (z.B. [71, 72, 69]) physikalisch nahezu gleichwertige Ergebnisse liefern. In dieser Arbeit
wird als nichtrelativistisches Austausch- und Korrelationsfunktional die Parametrisierung
der Daten von Ceperley/Alder durch Vosko, Wilk und Nusair [71] benutzt und im folgen-
den mit VWN abgekiirzt. Zum Test der eben getroffenen Aussage wird dieses Funktional
mit der Version von Ceperley/Alder [69], die mit CA bezeichnet wird, verglichen.

relativistischer Austausch

Relativistische Korrekturen betreffen den Austausch sehr viel stirker als den Korrelations-
beitrag. Kenny et.al. [73] finden, dafl eine relativistische Korrektur der Korrelation nur
etwa 4% des Effektes der Korrektur des Austausches liefert.

Weil diese Korrekturen auch sehr viel einfacher zu bestimmen sind, beinhalteten die er-
sten relativistischen Funktionale deshalb nur Anderungen des Austausches, wihrend das
nichtrelativistische Korrelationsfunktional zunéchst stehenblieb. MacDonald /Vosko schlu-
gen einen dichteabhéngigen, multiplikativen Korrekturfaktor ¢ fiir V, [n] vor [74], der zwi-
schen dem ultrarelativistischen Fall (¢ = —3) und dem nichtrelativistischen Limes (¢ = 1)
interpoliert.

Der Verlauf dieses Faktors ist in Abb. 1 gezeigt. Eine nennenswerte Abweichung vom
nichtrelativistischen Fall tritt erst fiir Dichten oberhalb von 10 a.u. auf, die nur in un-
mittelbarer Ndhe des Atomkerns (fiir Gold fiir Radien <0.3 a.u.) erreicht werden.
Dieser Faktor kann prinzipiell mit jedem nichtrelativisitschen Funktional zusammen ver-
wendet, werden; fiir Vergleiche der relativistischen Effekte in den Austausch- und Korrela-
tionspotentialen ist es zweckmiflig, sich auf ein Funktional zu beschrinken. Alle in dieser
Arbeit verwendeten relativistischen Korrekturen werden an der Parametrisierung von Vo-
sko/Wilk/Nusiar (VWN) vorgenommen. Wenn das Funktional den Korrekturfaktor fiir
den Austausch enthélt, wird es mit MV abgekiirzt.
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Abbildung 1: Verlauf des relativistischen Korrekturfaktors nach MacDonald/Vosko fiir den
Austausch gegen die Dichte. Uber einen weiten Bereich nicht zu hoher Dichten liefert dieser
Faktor keine Abweichung zum nichtrelativistischen Fall; fiir hohe Dichten wird das
Austauschpotential unterdriickt und fiir extreme Dichten tritt sogar ein Vorzeichenwechsel auf.

relativistische Korrelation

Ein direkter Vergleich der relativistischen und der nichtrelativistischen Korrelationsbei-
trage wird dadurch erschwert, daf§ nicht alle Feynman-Diagramme, die zur Berechnung
der nichtrelativistischen Version ausgewertet wurden, auch relativistisch bekannt sind.
Verschiedene Versuche, relativistische Korrekturen in die Korrelation zu implementieren
umfassen daher [75]:

e die Auswertung der in beiden Fillen bekannten Feynman-Diagramme der RPA (zur
Kennzeichnung dieser Einschrinkung ist der Index 'RPA’ mit einfachen Anfiihr-
ungszeichen versehen) und die Bildung der Summe

Egel — Eg—rel + (Egel’RPA' - Eg—rel’RPA’) : (313)

e das Simulieren der nicht relativistisch ausgewerteten Diagramme durch einen aus
den bekannten Diagrammen abgeleiteten aber auf die volle RPA-Reihe angewandten
Faktor

ErelRPA L ¢, - B TelRPA (3.14)
und dann dem gleichen Vorgehen
Ezel — Egz—rel + <¢c . Eg—relRPA o E;L—'I‘elRPA) (315)

oder
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e das Ubertragen des Korrekturfaktors auf den gesamten Korrelationsbeitrag
E = ¢, - B (3.16)

Nachdem der Effekt aller dieser Korrekturen zum einen klein ist (sowohl gegeniiber dem
absoluten Wert der Austausch- und Korrelationsenergie als auch gegeniiber der relativi-
stischen Korrektur des Austausches) und die verbleibenden Ungenauigkeiten dieser ver-
schiedenen Methoden die gleiche Gréflenordnung haben wie die Unterschiede zwischen
ihnen, konnen alle diese Versionen als gleichwertig betrachtet werden.

In Analogie zum Austausch werden deshalb relativistische Effekte in der Korrelation
durch das letztgeannnte Modell, also einen multiplikativen Korrekturfaktor, beschrieben.
Das entstehende Funktional erhélt die Bezeichnung EE-1, zu Vergleichszwecken kann die
zweitgenannte Version (EE-2) herangezogen werden.

Inzwischen gibt es auch Versuche, die relativistische Korrelationsenergie ohne Auswer-
tung der Ringdiagramme zu bestimmen [73]; diese habe aber noch keinen Eingang in die
Standard-Funktionale gefunden.

3.3 Lokale Ndherung

In nichtrelativistischen Rechnungen zu leichten Elementen 148t sich durch die Verwen-
dung von Dichtefunktionalen, die iiber die Lokaldichteniherung (LDA) hinausgehen [76],
eine systematische Verbesserung in der Ubereinstimmung der theoretischen mit expe-
rimentellen Groflen (z.B. in der Gitterkonstanten oder dem Kompressionsmodul) errei-
chen. Infragekommende Methoden sind zum Beispiel verallgemeinerte Gradientenkor-
rekturen (GGA), Selbstenergiekorrekturen (SIC) [77] oder orbitalabhéngige Funktionale
[78, 79, 80]. Die Verwendung von GGAs bringt im relativistischen Fall keine Verbesserung,
sondern fiihrt im Gegenteil in der Regel zu einem Uberkorrigieren der verbleibenden Ab-
weichungen und zu grofieren Fehlern. Beispielsweise finden Schmidt et.al. [55] und Khein
et.al. [23] tibereinstimmend Gitterkonstanten, die in LDA eine minimale Differenz zum
Experiment ( £0.4%) aufweisen und in GGA-Betrachtungen um fast eine GréBenordnung
starker abweichen. Die Anwendung der beiden anderen genannten Methoden beschréinkt
sich zur Zeit noch weitgehend auf kleinere Systeme, fiir die relativistische Effekte nur eine
untergeordnete Rolle spielen. Im Rahmen der Krieger-Li-lafrate Naherung sind Rechnun-
gen mit optimierten effektiven Potentialen und Selbstenergiekorrekturen aber auch schon
fiir schwerere Elemente, allerdings nur fiir freie Atome, durchgefiihrt [81] worden.

Alle Rechnungen in dieser Arbeit erfolgen deshalb ausschliefflich in Lokaldichtendherung.
Auflerdem ist es fiir die bisher durchgefiihrten Rechnungen zu Gold und Platin ausrei-
chend, den spingemittelten Fall zu betrachten. Die existierenden relativistischen Erweite-
rungen fiir die Spin-Dichte-Funktionaltheorie [82, 83, 84, 85] oder stromabhéngige Funk-
tionale [86, 87, 88, 89] konnen prinzipiell in das im Zuge dieser Arbeit entwickelte Pro-
grammpaket implementiert werden, sind aber, solange keine magnetischen Eigenschaften
oder spinpolarisierte Systeme betrachtet werden, nicht notwendig.

Als Vorbereitung fiir diesen Schritt wurden alle Viererspinoren bis zur Dichte-Integration
als Viererspinoren intakt gelassen und nicht {iber beispielsweise die Spinkomponenten
summiert.
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4 Relativistisches MAPW—-Verfahren

In diesem Kapitel werden in Fortfithrung friiherer Arbeiten [30, 53, 54] die Grundziige
des relativistischen MAPW-Verfahrens dargestellt. Insbesondere wird dabei auf die Ab-
weichungen zu der an anderer Stelle ausgiebig diskutierten nichtrelativistischen Version
(s. z.B. [90]) eingegangen.

4.1 Ansatz

Die verwendete Methode basiert auf dem von Bross vorgestellten MAPW-Verfahren [91,
92, 93].

Der Ansatz besteht zunichst aus einer in der ganzen Einheitszelle vorhandenen Uberla-
gerung von ebenen Wellen

S

X

PW (r) k, K, s) ear . . 4.1
K NaA Z el (4.1)
W +mc? X

Weiterhin wird, wie in Abb. 2 angedeutet, um jedes Atom in der Einheitszelle eine
moglichst grofle, mit den benachbarten Zellen und Sphéren nicht {iberlappende, Kugel
gelegt. Im Fall von Gold enthélt jede Zelle nur eine Sphéire im Zentrum.

g9 [

Abbildung 2: Skizze der Geometrie eines APW-Verfahrens. Links der allgemeine Fall mit
mehreren APW-Kugeln je Einheitszelle, rechts der Spezialfall, dal nur eine Kugel im Zentrum
sitzt.

Im Inneren dieser Kugeln wird der Ansatz durch weitere Funktionen ergénzt (augmen-
tiert). Angeregt durch die Beobachtung, dafi ebene Wellen nur schlecht geeignet sind, die
schnellen Oszillationen der Wellenfunktion in Kernniahe zu beschreiben, werden Funktio-
nen bereitgestellt, die als Losung der Radialgleichung (siehe Kapitel 5.2) das gesuchte
Verhalten exakt besitzen. Zu jedem Drehimpuls x, u wird eine Anzahl ¢(x, ) solcher Ra-
diallésungen gy (r) in der groen, bzw. fi. (r) in der kleinen Komponente angeboten, mit
der analytisch bekannten Winkelabhéingigkeit (2.2) versehen und innerhalb der APW-
Kugeln in der Form

S [ e )
- ; . 42
B e CT R "
ESCIET TN - © _

Vie ()
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dem Ansatz hinzugefiigt. In der kleinen Komponente wird aulerdem eine Phase i ein-
gefiihrt, um reelle Radialfunktionen verwenden zu konnen.

Den letzten Bestandteil des Ansatzes erhilt man, indem man die ebenen Wellen aus (4.1)
nach sphérischen Wellen entwickelt

Lefar —

hce@ q

s
W+m?2c X

Jilgr) Xt

47‘-Zilc (la %7]‘; W35, 8) Yfl_s (qO)
Kk

1) : i
HegSIBNE i (gr) X

die Entwicklung bei dem héchsten in (4.2) auftretenden Drehimpuls abbricht

M 47T - . *—s (1]
r) = 1 (=1 v(k,K,s)C(l,4,5;0—8,8) Y}
k () \/Vc ';C ( )KZ,S ( ) ( I i ) l (Q)

1
ul<|nl- %

gi(qr) xt (x%)

thea SIEN() i (gr) X", (x°)

4m N M
V.7 ; @ (=14 (r) (4.4)

1
ul<|nl- %

und diesen Term im Inneren der APW-Kugel vom bisherigen Ansatz abzieht. Der in dieser
Arbeit verwendete Ansatz lautet damit

e (r) = £W<r>+j§_,c > e - ) (4.5)
ul<lnl—F

Formal wird bei diesem Vorgehen fiir kleine Drehimpulse der Ebene-Wellen-Ansatz im In-
neren der APW-Kugel durch Eigenfunktionen der Dirac-Gleichung ersetzt. Auflerdem ge-
winnt man dadurch eine einfache Moglichkeit, Ansatzfunktionen zu verwenden, die in der
gesamten Einheitszelle stetig sind, indem das Verschwinden der iiber den Ebene-Wellen
Anteil hinausgehenden Terme auf dem Rand der APW-Kugel als Nebenbedingung for-
muliert wird. Diese Nebenbedingungen werden auf die iibliche Weise [94] durch Lagrange
Parameter in das noch zu formulierende Eigenwertproblem einbezogen.

Der Ansatz (4.5) dhnelt auf den ersten Blick dem entsprechenden nichtrelativistischen,
jedoch ist bereits in den Quantenzahlen, die die Drehimpulse der Augmentierung durch-
numerieren, eine grundlegend verschiedene Drehimpulsentartung, verbunden mit der in
vierkomponentigen Rechnungen immer enthaltenen Spin-Bahn-Kopplung [4, 95], zu erken-
nen. Deshalb laufen alle Summen immer auch iiber die méglichen Spineinstellungen. Ein
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zweiter grundlegender Unterschied besteht darin, dafl alle Terme im Ansatz Viererspinoren
sind. Dies ist insofern von Bedeutung, daf sich die zum Teil sehr eleganten numerischen
Verfahren, die im nichtrelativistischen Fall entwickelt wurden, in der Regel problemlos
auf die groflen Komponenten, jedoch nicht ohne weiteres auf die kleinen Komponenten
iibertragen lassen. Die Konsequenzen werden in Abschnitt 5.6 genauer betrachtet.

Im Gegensatz zum nichtrelativistischen MAPW-Verfahren wird in dieser Arbeit darauf
verzichtet, neben der Wellenfunktion selbst auch deren erste Ableitung am Rand der
APW-Kugel stetig zu machen, da die Radialdifferentialgleichung (5.3) nur erster Ordnung
ist und damit auf der rechten Seite der Gleichung keine Ableitungen auftreten.

4.2 Energieerwartungswert und Nebenbedingungen

Die Berechnung des Energieerwartungswertes

(W [H ) = [ (r) Hoe(r) @ (4.6)

kann unter Ausnutzung der Orthogonalititsrelationen (2.4a,2.4b) auf eindimensionale In-
tegrale zuriickgefiihrt werden. Fiir diese werden zunéchst folgende Akiirzungen vereinbart:

g

4
Jtlt’ = 15 (gtngt’n + ftnft’n) 7'2 dr
C’/‘:O
ar P _ h’c2qq’ . .
2 _ ! 3 oV 2
T = 7 | (30 300+ (s e o) 7)) 2
ar P
Tt = g [ V0 (i
r=0
R qq' . .
(W' + me?) (W + ch)jZ (ar) gz g'r) | ™ dr
1 ) p 1 ) ,
—_— V/V (r) - et a)r @3y = V/V (r) - B KIr g3, (4.7)

Weiterhin wird die Abkiirzung

Dn(qaqlasasl) = 47 Z C(l,%,j;/,b—SI,S,)C(Z,%,]';/,L—S,S)

ul<|kl—3%

Y (o) vy (a°) (4.8)

eingefiihrt. Fiir die moglichen Kombinationen von s und s’ kann (alternativ) die Summe
iiber die Kugelflichenfunktionen auf Legendrepolynome zuriickgefiihrt werden, vergl. [96].
Mit diesen Abkiirzungen erhilt man fiir den in gestrichenen und ungestrichenen Indizes
symmetrisierten Energieerwartungswert (4.6)
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Etn + Et’n

Wb = 4r S Ay A=

+ ch} Jtlt’k;
Lt e,

- Y v (kK. s)v(kK,s) D, (K, K, s, )

s,s’,K,K’
W'+w) 3
X ({ 2 } anqla'{' + anq'y'i

KEK
+ > (kK. $)v(kK,s)

s,s' K, K’

X | 855 + W x"" (e q) (0 @) x*
(W me?) (W 4 me?)

X (53 (K - K {WJFTW'} + J;;K,) : (4.9)

Die Energieeigenwerte, bzw. Parameter, F; , werden mit bereits abgespaltener Ruhemasse
des Elektrons gewahlt, um erstens eine Vergleichbarkeit mit nichtrelativistischen Energien
zu ermoglichen und zweitens nicht kleine Abweichungen von einem groflen Wert untersu-
chen zu miissen.

Die bereits angesprochene Forderung, dafl der Ansatz in der gesamten Einheitszelle stetig
sein soll, fiihrt zu der Bedingung, daf in Gleichung (4.5) der Inhalt der geschweiften Klam-
mer auf der Oberfliche der APW-Kugel verschwinden muf, die durch die Gleichungen

Vee K V|ul <kl —1:
0 = > Axuge (Rapw)
t
Y vk K,5)C (14,4 — 5,9) Y () Gi (4Rapw)
K,s

0 = ZAnutftn (RAPW) - ZU (k7K7 S)C(la %7.7.;/*6_ S, 8)
t

K,s

- hicgsign (k) .
Y, (qo) W rme (¢RAPW) (4.10)

und deren hermitesch konjugierte Gegenstiicke beschrieben wird.
Die weitere Forderung, daf§ die Wellenfunktion auf (i |¢x) = 1 normiert sein soll, ergibt
die Gleichung

L= (dlth)
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(4r)? RAPW
= V. Z A;kcut’ An/.tt / (gtngt’n + ftnft’n) 7'2 dr
¢ t;t':HEK,N r=0
(4m)° ) ' . .y
- z v (k’K78)U(kaKa8)C(l7%7];/j’_S;S)
‘/C K,K’,s,s’
KEK,p

C(4,5;m— 5,5 Y (d°) y- (o)

r*c qq
W'+ mc?) (W + mc?

RApw
(jl (gr) 5 (¢'r) + ( )jz (gr) ji; (W)) r2dr

r=0

2W

+Z’U* (k,K, S)’U(k,K, S) m

K,s

(4.11)

Um den Variationsausdruck I zu erhalten, werden die Nebenbedingungen (4.10) mit den
Lagrangeparametern o und (* (bzw. « und g fiir die hermitesch konjugierten Glei-
chungen) und die Normierungsbedingung mit & multipliziert und zum symmetrisierten
Energieerwartungswert (4.9) addiert. Zusammen mit den Abkiirzungen (4.7) und (4.8)
ergibt sich fiir das Funktional:

E’rm En’n
I = 47T Z A:ut’Anut {% + ch + 5} JTIL'H/K,

tt KEK, 1
W'+ W
—_ z U* (k7 KI,SI)U (k,K,S) DIC (K’KI’S’SI) ({T—i_ +€} ngqla""

s,s’,K,K’
reEK

+ Jéa‘l'ﬁ) + Z v* (k, KI: Sl) v (ka K, 5) (558’
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5,8/ K, K

W2 x" (o d) (o @) x* N W W .
i (W' + mc?) (W + mc?) 6 (K - K) R JK,K’)

+ Z {O‘:u

KEK, 1

ZA'ﬁutgtn (RAPW) - ZU (ka Ka 8) C (la %a]a m =3, S)
t
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Y7 (a°) i (¢Rapw)
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> Awurfie (Rapw) — Y _v (K, K,5)C (L, 4,45 — 5,8) ¥," ™ (qo)
t

i K,s
%‘Wﬁ (¢Rapw)
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heqsien®) . R
Wt me U1 (aRaPwW)

} —€ (4.12)

4.3 Verallgemeinertes Eigenwertproblem

Das zu losende Gleichungssystem entsteht durch Variation des Ausdrucks I nach A* und
v*, den konjugiert komplexen Gleichungen, die durch Variation nach A und v entstehen,
sowie den Randbedingungen, die durch Variation nach den Lagrangeparametern reprodu-
ziert werden und aus der Forderung, dafl jede einzelne Variation gleich Null ist:

OLM—M—M—(H—51—5—1—61—61—51
-~ SAxr Svr Sar 0Br  6A, v, da, 88, O

(4.13)

Aufler den bereits formulierten Nebenbedingungen (4.10) und (4.11) entstehen dabei fol-
gende Gleichungen:

! kut T E 'Kk

= Z 471'147“g {u + m62 + 5} Jtltln + O Jix + ﬂﬁ,uftn (414)
(5Am, >

! Ey, + Ey . .

L = 3 4n AL, {¥ + mé } T + Ol + Bnfre (415)
6Anut t 2

- o1
S (kK8
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W+ W
= —Z (k,K,s)D (s,s’,q,q')<{72 }Jflq,iqLngH)
NGKZ

+ > v(kK,s (63(K—K’)6ss,

K,s,s’

2W W+W’+8
W + mc? 2

Pl ! s
s ,+h262>< (ed)(@a)x) .
%8 (W' + me?) (W + mc?) KK

- > {awC 1,5, m—s,8) Y (qlo) Ji (¢ Rapw)

KEK, 1,8
C (1, J1 ypo () Persien (s) 4.16
+ﬁnu (afa]au_sas) l ( )le(q APW) ( )
! Wy
0 £ ——— —
dv (k, K, s)
. w+Ww!
= —Z (k,K',s"\D: (s, ¢, q,q)({T }qun—i_‘]gqn)
8,8 K’
KEK

+ > vt (kK s ((53(K—K')6

K/’ s,s’

2W! w +Ww! n
W+ me2 2 ¢

ne x*t (o q) (0 d) x*
* (5 W+ me) (W me) ) <

— Z {a:uC (1,5, m—s,8) Y (qo) Ji (qRAPW)

K,EIC,[,L,S

. _ - hc g sign ,
#0,0 s = 5.9V (@) T arap) | (117)
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In Matrixschreibweise ist damit folgendes verallgemeinertes Eigenwertproblem zu l6sen
(gestrichene Groflen: waagrechte Zeilen; ungestrichene Groflen: senkrechte Spalten):

H; Hg 0

Hy Hy O

S1 (K, s K, ¢

82 (K', s tu ’ila /1'15 t’)

H (K,s;K',s")

H4 (K', H, l; K'Ia /j’,’ t’)

H;y (K, s;6'1')

H3 (K: S5 K’I:ul)

H7 (K;a H; KI, 5’)

H9 (’ia H; K,a 8,)

HS (Ka s K'Ia /LI, t’)

H10 (K;a 22 K'Ia /'[’Ia tl)

H, 0 H, H;

0 H, Hs Hg

v S; 0 0 0 v
A 0 S, 00 A
=€ (4.18)
o 0 0 00 a
Y 0 0 00 8
oW

3

_ZDK(S’S,’K’K,) Jqqlzf€+5 (K_K,)éss'm

ke

1
5,‘35’ 5/"“’ 47T Jttlh‘,

E+
"D, (5,5, K, K)) { S ng,n}
oW B+ B
— 5} (K~ K') 3,y
( ) W+me2 2

s, e @@ (@d) X
(W4 me2) (W +me?) ) KK

Etn + Et’li

—(Snnléuulllﬂ' 9

1
Jtt’ K

C (lla i, .7’ /'[’I - S, S) Yif/_s <q0) jl' (qRAPW)

_ o hegsign (k')
. 5 (g® _
Cl 4,00 —s,8) Y} (q ) Wt me2 P (¢RaPw)

C (la %, .77 m—= SI’ SI) YE#_SI (qlo) jl (qIRAPW)

heq'sign (k) ., ,
HCT SN ) i (¢’ R
Wt mez (¢ Rapw)

C(l3,gin—s,8) Y (d°)
_5nn’5uu’gnt’ (RAPW)

_5m~e’ 5/m’ fnt’ (RAPW)
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Hs (K, p, t; 6 1) = =0 Ouw gut (RAPW)

HG (K:a My t; nla /j'l) = _5nn'5uu’ fnt (RAPW) (419)

Im Vergleich zu (4.14) bis (4.17) werden in H; und H, jeweils die Elektronenmassen m.c?
abgezogen. Damit liefert auch der Parameter ¢ nicht mehr die volle relativistische Energie
W, sondern nur noch den Ausdruck E = W — mc?.

Anmerkungen zu den Matrizen des Eigenwertproblems

In den Teilen der Matrizen, die alleine durch ebene Wellen bestimmt sind, existiert zu
jedem Index-Paar K, Ko eine komplexe 2 x 2 Untermatrix mit den Spin-Indizes s; und
S9.

(K= Kils=—))

K2(82 = —f—%) ( Y;‘”Y“_S? Y;_slyu—sz ) (420)
Ky(sy = —1) Yyinypms Yymnypos

In den Untermatrizen, die aus dem Ausmultiplizieren der Radiallésungen entstehen, ste-
hen im wesentlichen die Uberlappintegrale der radialen Valenz-Ansatzfunktionen. Solange
im Selbstkonsistenzzyklus nur die Warped-Muffin-Tin Ndherung betrachtet wird, sorgen
die Orthogonalitidtsbedingungen der Winkelanteile dafiir, da} nur Terme zur gleichen
Drehimpulsquantenzahl x von Null verschieden sein kénnen. Die Matrizen H, und S5
haben deshalb eine Block-Band-Struktur.

S1/2

Diss| O

H4 0 DPsy» ( )
= 4.21

Die Kopplung dieser Blécke untereinander und an den (vollbesetzten) Block der ebenen
Wellen erfolgt nur iiber die Nebenbedingungen. Insbesondere fillt dadurch eine Radial-
funktion, deren Wert auf der Oberfliche der APW-Kugel numerisch zu Null abgeklungen
ist, aus dem Variationsverfahren heraus. Die Behandlung dieser Zusténde erfolgt im Kapi-
tel 5.2. Das bedeutet andererseits, dafl bei diesem Formalismus die Orthogonalitit selbst
zwischen den tiefsten Kernzustinden und den Valenzbidndern garantiert ist. Es liegt damit
ein exaktes all-electron Verfahren vor.
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4.4 Energiegradient, Zustandsdichte und Fermienergie
Hellmann-Feynman-Theorem

Nach dem Hellmann-Feynman—Theorem [97, 98] kann der Gradient Vi E auf einfachem
Weg aus den Gradienten des Hamilton—Operators Vi H und der Normierungsmatrix V.S

gewonnen werden:
Aus

Hy=ESy, baw. o H=E*S (4.22)
folgt

(ViH) ¢ + H (Vi) = (ViE) SY + E (ViS) ¢ + E S (Vi) (4.23)
und nach Multiplikation mit 1+ von links

(ViE) ¢Sy = 4" (VieH) %) — 7 E (ViS) Y + Y7 H (Vi) —VWE S (Vi) . (4.24)

v

=1 =0

Damit gilt fiir die Ableitung der Energieeigenwerte nach den Komponenten des Ausbrei-
tungsvektors k

ViE = ¢ (VieH — E VyS) . (4.25)

Auch die Tatsache, dafl die den Hamiltonoperator reprisentierende Matrix um die Ne-
benbedingungen erweitert wurde, dndert diese Beziehung nicht, da Gleichung (4.22) nach
wie vor gilt. Die Ableitungen der Matrixeintrdge in H und S erfolgen analytisch, so daf§
die gebildeten Gradienten mit der gleichen Genauigkeit wie die Losungen des Eigenwert-
problems vorliegen. Der hierfiir notwendige numerische Mehraufwand ist minimal.

Numerischer Test

Die Genauigkeit dieser Gradienten kann numerisch iiberpriift werden, indem die Ener-
gieeigenwerte mehrerer dicht beieinander liegender Ausbreitungsvektoren k mittels eines
geeigneten Diffenzenquotienten ausgewertet werden.

Wenn man die Taylor-Entwicklung der Funktion f um z

fl+Az) = f(z)+Azf (2) + (A2)" " (2) + (A2)” fO (@) + (A2)" fO) ()

+(A2)” fO () + (A2)° fO () + - - (4.26)

fiir ein positives und ein negatives Az auswertet, verschwinden alle in Az geraden Terme
und man erh&lt

f(zx+ Azx) — f(z — Ax)
2Azx

d = =" (@) + (A2)" SO (@) + (Az)" [ (@) + -+ - (4.27)

und bei Verdopplung von Az

f(z+2Az) — f(z — 2Ax)
4Ax

= f'(z)+4(A2) O (2) +16 (Az)* fO (z) + - --. (4.28)

dy =
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Durch eine geeignete Linearkombination von d; und dy kann man auch den Term x (Az)”
eliminieren und der Ausdruck

1

5 (4 di—dy) +0 ((Az)") (4.29)

f'(z)
fiir die Ableitung enthilt lediglich Fehler in der Ordnung (Az)*.
Die Gradienten sowohl aller Matrixelemente als auch der Energieeigenwerte stimmen auf
mindestens 9 giiltige Ziffern mit den so gewonnen numerischen Kontrollwerten iiberein.
Der begrenzende Faktor dieser Ubeinstimmung ist der Stellenschwund bei der Differenz-
bildung in der numerischen Ableitung.

Zustandsdichte

Im Energieintervall [E, E + dE] liegen

v 3
T Q@—gf .E(k)E[E[E—FdE] - o

k—Punkt— Dichte

Zustande. Die Vorschrift, dafl nur Zustéinde im infinitesimalen Energieintervall gezihlt
werden, wird durch die §-Funktion 6 (E' — E (k)) erzwungen

N(E) = % : /5 (E - E (k) k. (4.31)

Die Ladung ergibt sich als Integral dieses Ausdrucks iiber alle Energien unterhalb der
Fermienergie

2 T _ Ve 3
Z=e Zo N(E)AE = -/@(E—E(k))d k. (4.32)

Damit sind Zustandsdichte und Ladung des Systems durch die beiden Gleichungen

N (E) = (2‘7/:)3 znjl_ B/Z 5 (E - E, (k) &k (4.33)
Z(E) = 6(;;20 = ZZ O (E — E, (k)) &k (4.34)
bestimmt.

Zustandsdichte und Ladung sind verkniipft iiber

dz

15 =N®E), (4.35)

bzw. in linearisierter Naherung

Z(E) = Z(Eo) + (E — Ey) - N (Ep). (4.36)
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Fermienergie

Mit der Vorgabe eines bekannten Z (Er) = Z; erhilt man aus (4.36) die zur Iteration auf
die Fermienergie benutzte Gleichung

Z(E) - Z(Ey)

E=F
o+ N(E)

(4.37)

Die Auswertung des Integrals folgt der Methode von Gilat und Raubenheimer [99, 100].
In [101] wurde gezeigt, dafl diese Methode beispielsweise der Tetraedermethode iiberlegen
ist.

Das Integral iiber die besetzten Energiezustinde wird dabei in eine Summe aufgespalten,
in der die Funktionen E, (k) an der i-ten Stiitzstelle durch die ersten beiden Glieder der
Taylor-Reihe beschrieben werden, in der also fiir jeden Summanden die Aquienergiefliiche
durch eine Ebene gendhert wird.

/ O (Ep — B, (k) &k = Z/@ (Ex — E, (k) d®k
| Z]@ (Ep — E;— VE|,- (k- k;)) d*k (4.38)

Zwi

Q

4.5 Sphirisch gemittelte Ladungsdichte

Die zentrale Grofle der Dichtefunktionaltheorie ist die elektronische Dichte. In Warped-
Muffin-Tin Ndherung wird im Inneren der APW-Kugel zur Berechnung aller Coulomb-
beitrédge nur die sphérisch gemittelte Ladungsdichte benétigt.

Die Ladungsdichte innerhalb der APW-Kugel ist durch

p(r) =4 (r)f (4.39)

mit der Wellenfunktion v nach (4.5) gegeben.

Die sphirisch gemittelte Ladungsdichte ergibt sich durch die Integration von (4.39) iiber
den vollen Raumwinkel; bei der Verwendung von normierten Kugelflichenfunktionen
(s.GL 2.1) im Ansatz ist die Winkelintegration trivial.

Der Ausdruck, den man durch Ausquadrieren des Ansatzes erhilt

/ +
1 * —iq'r Xs iqr XS
<¢| 1/’> = v Z v (ka K,a SI) € " ( hc O'q’) s’ > v (ka Ka S) 6zq ( hcgaq! s )
¢ K,K's,s W' +mc? X W +mc? X

! +
47 iq ’
+ —0 (TAPW - T) ([Z v* (k: K,7 S,) e " ( hc(fffl’) s )

‘/c Kl’sl W’+mc2 X

> 'I{ZA ( IR )

REK, 1 [ fnn Xlin (rO)

_ZU (k’K’ S)C(l: LJp— 8,8) Yf‘_s (qo)
K,s
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ji(qr) x4 («©)

} + h.c.
thcq szgn(n]]l (qr) X (I‘O)

W+me?

T
Ar 2 o Ik’ X! (I‘ )
( ‘/;) @ (TAPW — 7‘) Z Zl_l Z A:’H’n’

’ . !
REK,K €, 1! n’ an’n’ Xlin’ (I‘O)

_|_

+

_ z v (k, K', S') C (l', %,jl; 'u/ _ S', 8') YE{J’—s’ (q/O)

K',s
g w0 + B (0
Jr (g'r) xir () Inw Xk (r0)
, ZAn;m
e’ () iz (g'r) X" (x°) " i fan Xk (20)

_Zv(k’K’s)C(L%aj;M_S,S)Yfi_s (qo)

K,s
ji(gr) x= (x°)
o : (4.40)
e eion(e) ji (qr) X" (r0)

kann stark vereinfacht werden, indem man die Klammern innerhalb der APW-Kugel aus-
multipliziert und in den in Radialfunktionen und ebenen Wellen gemischten Termen die
ebenen nach sphérischen Wellen entwickelt. Im Hinblick auf die nachfolgende sphirische
Mittelung kann diese Entwicklung auf die bereits auftretenden Drehimpule beschréankt
werden. Integriert man diesen Ausdruck jetzt iiber den vollen Raumwinkel, so heben
sich die gemischten Terme gegeneinander weg. Neben den durch die Heavyside-Funktion
© (Rapw — r) auf das Innere der APW-Kugel beschrinkten Anteilen enthélt dieser Aus-
druck auch noch den Summanden, der allein durch die ebenen Wellen getragen wird und in
der gesamten Elementarzelle beitrégt. Dieser Anteil spielt eine Sonderrolle, weil er fiir die
weitere Rechnung nur in Fourierdarstellung benétigt wird und die sphérische Mittelung
im Ortsraum deshalb nicht zweckdienlich ist. Fiir den verbleibenden Ausdruck

1

psph (r) = p(r) — v > v (kK ) v (k K, s)
¢ K,K',s,s’
2.2 s\ T ol . s
X | dssr + e <X ) o d)(o- a)x e (K-K)r (4.41)
(W' + me?) (W + mc?)
erhilt man
(4m)*
/psph (I') dQ = V @ (TAPW - 7' ZIC Z A 'un'Araun In’'k9nk + fn nfnn)
¢ KEX,u [n,n'

- > v (kK,)v(kK,s)

K,K',s,s’
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><C(l,%,j;,u—s',s')C(l,%,j;u—s,s)E“ g ( )Y”_ q

h*c? q
(W' + mc?) (W + mc?)

X (jz (¢'r) 71 (gr) + g7 (g'r) 37 (gr )] (4.42)

Ladungsneutralitit

Bei Integration iiber die Einheitszelle ergibt das Integral [ e/ K)rdr =V, § (K — K') ,
damit tragt der in Gleichung (4.41) herausgenommene Dichteanteil die Ladung

) oW
Peb.Ww. = Po = Z v (ka Ka S) v (ka Ka S)

—_ . 4.43
Ko W + mec? ( )

Einen Test iiber die interne numerische Genauigkeit des Verfahrens erhilt man, indem
man die Ladungsneutralitét

Rapw

e 2z po + / Psph (T) r2dr (4.44)

(=]

iiberpriift.

Falls das Normierungsintegral (4.11) und das Integral {iber die sphérisch gemittelte La-
dungsdichte (4.42) mit identischen Integrationsroutinen ausgewertet werden, ergibt sich
eine Genauigkeit von 11-12 geltenden Ziffern (eine relative Genauigkeit von ca. 3-107'2).
Auch wenn dieser Wert eine obere Grenze darstellt, so gewinnt man auf diese Weise
doch einen Anhaltspunkt fiir die Genauigkeit der Losung des Eigenwertproblems. Werden
im Nomierungsintegral die analytischen Formeln fiir die Integration der Besselfunktionen
benutzt, so reduziert sich die Ubereinstimmung um 1-2 Ziffern.

4.6 Asphirische Ladungsdichte

Wihrend (in WMT) die gesamte Elektrostatik durch die oben dargestellte sphérische La-
dungsdichte beschrieben werden kann, ist die Bildung des Austausch- und Korrelations-
funktionals ein nichtlinearer Prozef}, der nicht mit der sphéirischen Mittelung vertauscht.
Potential und Energie miissen in diesem Fall aus der vollstdndigen Dichte p (r) gebildet
werden und koénnen erst anschlielend gemittelt werden.

Hierfiir werden zuerst analog zur Gauss-Integration eine kleine Anzahl (4—12) ausgezeich-
neter Richtungen r) bestimmt, die fiir einen méglichst hohen Drehimpuls [ die Beziehung

/f )do = Zf() (4.45)

erfiillen, wenn man fiir f (r°) die von der Symmetrie erlaubten Kugelflichenfunktionen
Y™ (oder auch die reellwertigen },, (s. Anh. A.1) bzw. die Gitterharmonischen H,, (s.
Anh. A.2) zu diesen Drehimpulsen) einsetzt.

Entlang dieser Richtungen kann dann an jeder radialen Stiitzstelle der Wert der Wellen-
funktion 9, (r - r¥) bestimmt und diese ausquadriert werden.

Die Symmetrisierung iiber die dquivalenten irreduziblen Keile in der Brillouin-Zone ist
jeweils problemlos moglich, solange nur die Spinoren x* oder nur die ebenen Wellen un-
tereinander betroffen sind, da diese Symmetrisierung fiir jeden Drehimpuls bzw. fiir jede
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Kombination von Gittervektoren einmal auflerhalb der rechenzeitintensiven Schleifen er-
folgen kann. In dem gemischten Term ist eine solche Vorabberechnung nicht praktikabel,
so daB die Auswertung des Produktes f(r)x*-e’® innerhalb aller(!) Schleifen {iber Drehim-
pulse, Gittervektoren und Eigenwerte erfolgen mufl und den hinsichtlich der Rechenzeit
aufwendigsten Teil des Programmpaketes (vergl. Abschnitt 5.6) darstellt.

Man erhilt auf diese Weise einen Satz Dichten entlang der vorgegebenen Richtungen
p (r;). Mit dieser Information kann dann das Austausch- und Korrelationspotential (oder
die -Energie) entlang dieser Richtungen bestimmt und anschliefend iiber die Richtungen
gemittelt werden (s. Kap. 4.7.6) oder aus den Dichten entlang der Richtungen durch eine
harmonische Analyse die Dichtebeitrige zu den néchsten von der Symmetrie erlaubten
Kugelflichenfunktionen bestimmt werden (s. Kap. 7.9). Man erhilt dann die Dichte in
der entwickleten Form

p(r) = erlﬁl,, (r) Vo (r°) - (4.46)

Die Entwicklung bricht, abhéngig von der Anzahl der gewidhlten Richtungen, bei dem
hochsten Drehimpuls ab, fiir den gem#fl Gleichung (4.45) der exakte Entwicklungsko-
effizient garantiert wird. Aus dem radialen Anteil p;, (r) wurde der triviale Faktor r!
herausgezogen, der andernfalls die Splineentwicklung dominiert.

4.7 Potential

An dieser Stelle sei nocheinmal auf die Ndherungen (vergl. Abschnitt 3.1) verwiesen, die
die volle relativistische Wechselwirkung auf das gewohnliche, nur von der elektronischen
Dichte abhéngige, Coulombpotential reduzieren. Damit kann auch die Berechnung des
elektrostatischen Potentials vollig analog zum nichtrelativistischen Fall [102, 103] erfolgen.
Deshalb sollen an dieser Stelle nur kurz die wesentlichen Gesichtspunkte skizziert werden.

4.7.1 Zerlegung der Dichte

Zur Auswertung wird die Gesamtdichte in vier ladungsneutrale Anteile zerlegt und fiir
jeden Anteil Potential und Fourierkoeffizienten bestimmt [102, 104].
Man erhélt die folgenden vier Bestandteile:

1. einen in jeder APW-Kugel sphirisch symmetrischen Teil, bestehend aus dem sphéri-
schen Teil der Elektronendiche in der APW-Kugel, der im Zentrum der Kugel lo-
kalisierten Kernladung und dem von den ebenen Wellen herriihrenden sphérisch
gemittelten Ladungsbeitrag, der hier ebenfalls als im Zentrum lokalisiert angenom-
men wird

n1 (I‘) = pO’I (T) + [p()Vc — Znuc] 0 (r) (4.47)
2. den Beitrag der ebenen Wellen mit k # 0, der bereits fiir sich ladungsneutral ist,

ny (r) = > p(k)e™ (4.48)

k#£0



30 4. RELATIVISTISCHES MAPW-VERFAHREN

3. den nicht sphérisch symmetrischen Anteil des nullten Fourierkoeffizienten
ny (r) = [1 = Vi (x)] po (4.49)
4. die nicht sphérischen Beitrige der Ladungsdichte in den APW-Kugeln

ni(r) =Y p"' (r) Ky, (1°) (4.50)

g 70

4.7.2 Sphirischer Anteil in der APW-Kugel

Das Integral iiber diese Dichte ist gleichbedeutend mit der Forderung der Ladungsneutra-
litdt an das Gesamtsystem:

e = 4T / p™ (r) r*dr + poV.. (4.51)

[<=]

Diese Beziehung wird als Test fiir die numerische Genauigkeit (vergl. Kapitel 4.5) benutzt.
Das Potential zu dieser Dichte lautet (B.3, B.4)

r Rmax

~ 1
V() = 4mé? ;/(r')zﬁlzo (r'ydr' + / ' pi=o (') dr')
0 r
_ *ZNuc + e*Vepo

r T

(4.52)

und die Fourierkoeffizienten sind durch

( B)\Max

47 1 ~
i / Vl(zl(), (r)sin (kr) rdr k#0

V. k
V3 (k) =< (4.53)
An RMaX~

A / %(:13 (r) r*dr k=0

\

bestimmt. Insbesondere lauten die Fourierkoeffizienten der Potentialbeitrige der zweiten
Zeile von (4.52)

47 1
—e? (Znue — Vepo) TA®) (1 —cos (kRaPwW)) k#0

‘/2.Zez'le (k) = (454)

41 R?
—e” (Znue — Vepo) 7% k=0.
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4.7.3 Anteil der ebenen Wellen in der gesamten Brillouin Zone

Fiir diesen Dichtebeitrag sind die Fourierkoeffizienten des Potentials durch die Gleichung
(B.13)

4re?
Ve (k) ={ Sz 7 & k#0 (4.55)
0 k=0
bestimmt. Das Potential im Ortsraum folgt zu
VA (r) = Y ™V (k). (4.56)
k#£0
1 tkr
V@ (r) = 4me? Y Epg (k) e (4.57)
k#£0
~ ) 4re? 1 0 1. g
V) () = = 3 15V (K°) 2+ 1) i (kr) s p? (k) (4.58)
kA0
und damit
VA (r) =3 r'Vim, (ro) VA (r) . (4.59)
im

Falls nicht mit dem vollen asphérischen Potential gerechnet wird, miissen diese Beitrige
korrigiert werden. Fiir das Warped-Muffin-Tin Potential werden im Inneren der APW-
Kugel alle nichtsphérischen Potentialbeitrige zu Null gesetzt; das bedeutet:

VWM () = 6,00 (Rapw —7) (wi 3o (kr) (k))

k£0

1 q -
+O (r — RApw) (471’62 1; Eynm (ko) (20 + 1) 45, (kr) m
0

x p° (k)) (4.60)

Um die Fourierkoeffizienten entsprechend zu korrigieren, wird

e vom Ausdruck (B.13) derjenige Anteil, der aus dem Inneren der APW-Kugel stammt
(und alle Drehimpulse beinhaltet), abgezogen

47 € 1 e ) ke
Vo(k) = 7 (Z Ppg(k')e’k )ekd3r
CT

K/ £0

dr€? 1 o
_ fre / S opf (k) e g, (4.61)
A"

Falls k' = k ist, ergibt das Integral trivialerweise

dre? 1 A1 R3,
Vs () = 7L 17 e,

(4.62)
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andernfalls wird die Exponentialfunktion nach Kugelflichenfunktionen entwickelt
und eine 1 als Vj—q (r%) eingeschoben.

4 €2 1 1.
VarM) = TTE5 [ 50 0t () 21+ 1) (K + 1)
¢ v T ¥
K #k

Vo (K =%)°) Vi (1°) Vo (x°) d°r

(477')2 62 1 . ) RAPW ' I ,
= LY S0 [ G (K k)
c k' #0 0
k' #k
(4m)*e? 1 n J1 (K" + k[ Rapw)
= R — 09 (k 4.63
k' #k
e und anschlieend der zur ersten Zeile von (4.60) gehorende Fourierkoefizient
RApwW
4m)%e? 1 1
Vi (k) = (4m) e’ 1 —0° (k) / Jo (K'r) sin (kr) rdr
Ve kg ok /
RApw
Am)%e* 1 1 1
_ W‘)/C c z > Ppg 9] pr / sin (k'r) sin (kr) dr (4.64)
0
dazuaddiert.
Sowohl V, o als auch Vj ergeben fiir k = 0 den Beitrag
4r)2e? 1 1 R? )
Vaa @) = V3 (0) = 0L 5 T ) TARW i, (R ) (165)
c k'=£0

und heben sich wegen des unterschiedlichen Vorzeichens der beiden Korrekturen gegen-
seitig auf.
Die entsprechend korrigierten Fourierkoeffizienten lauten damit

V(Q),WMT (k) — { (‘)/(2) (k) - Va,l (k) - Va,2 (k) + V;) (k) 11: 7:é 8 (466)

4.7.4 Nichtsphirischer Beitrag des nullten Fourierkoeffizienten

Das Potential im Ortsraum lautet

VO (r) = 62/ po(1—YrVed (r' — R))d3r'
r —1'|
1 1 1
_ 2 1 3.0
= e“poV. ch/ d’r Ziﬁ‘ "R (4.67)

‘r_rl‘ R
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Nach dem Ewald-Verfahren [105], verwendet in der von Bross erweiterten Version [106],
berechnet sich dieser Term als

VO (r) = —e?poV, 27W - = Zﬁlm (£>l Vim (I'O)] (4.68)

3V

mit fiir jede Kristallstruktur, unabhiingig von Gitterkonstante und Kernladung, einmalig
bestimmten Koeffizienten [, und der zugehorige Fourierkoeffizient lautet

A7 €2

V(k):— K2 Po -

(4.69)

Weil auch hier in der unendlichen Summe iiber die Drehimpulse Terme weggelassen wer-
den, miissen (fiir k # 0) die Fourierkoeffizienten entsprechend korrigiert werden:

Vo (k) = 17 / > i 20+ 1) e Ve (2°) Ve (K°) G (k)

ey
<3 () i (o)
1 in RApwW N\
= X m () 37 i [ (2 ar (4.70)
m 0
also
47 €2
Vik)=—- 12 Po— e p047TZZ Bl —— p ylm (ko) kRAPW]H‘l (kRAPW) - (4.71)

Im

Hierbei lduft die Summe iiber [ und m iiber all diejenigen Drehimpulse, die in (4.68) nicht
beriicksichtigt sind, also im Warped-Muffin-Tin Fall iiber alle [ # 0. Die Entwicklung
kann abgebrochen werden, wenn weitere Glieder der Reihe kleiner als die numerische
Genauigkeit sind.
Anmerkung: Falls die Ladungsdichte anders zerlegt wird und die nullte Zelle hier nicht
mltgenommen wird, miissen die Fourierkoeffizienten entsprechend korrigiert werden:
4“ po ist nur der Fourierkoefizient, wenn {iiber alle Zellen summiert wird. Falls die
nullte Zelle gesondert behandelt wird, mufl entsprechend korrigiert werden; man erhélt

471226 po - cos (ERApw)-

4.7.5 Multipole

Potential und Fourierkoeffizienten der Multipole in der zentralen Einheitszelle werden
durch die Gleichungen (B.3), (B.4) und (B.8) bestimmt.

Die in anderen Zellen liegenden Dichtebeitréige sind zwar ladungsneutral, tragen aber,
weil sie nicht sphérisch symmetrisch sind, zum Potential in der zentralen Zelle bei.

Das nach Multipolen entwickelte Potential

¢(r) = Z/|r— r’| d’r’

= Z N Z/ | T i+l ylu (( - R)O) ylu (r/()) P (rl) d3I'I (472)

RI
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kann nach [107] als

Y ((
o(r) = %; l| ( I'R|l+1 /Tllurllyll/( /0) (I‘I) d3r'
= Z Z ylu ((r H_l /ﬂl;ﬂ“llylu < IO) Z yl/,,/ < ! ) Tll’ﬁl/l,/ (T‘I) T'IQd'rIdQ
v R |I' 2%

R
ylu ((I‘ - R)O) A7 APW 12142 ~ ' ’
r-R[T 2+1 [
v R - r
yll/ ((I‘ - R)O)

v R |1“—R|lel

I:0

div (473)

dargestellt werden. Weil hier verschiedene Zellen betrachtet werden, ist die Unterschei-
dung, welcher der auftretenden Radien der kleinere ist, trivial.
Das Multipolmoment (s. (B.5)) lautet

in RaApw
, = 25 (r)dr. 4.74
@ zz+1_/07" piv (r) dr (4.74)

Analog zum Ewald-Verfahren [105, 106] (vergl. (4.68)) wird die Summe iiber die Zellen in
eine Summe iiber Drehimpulse umgewandelt.

Tin () = 2 0){ o | (479
1y 0 (I" —m')!
= Z Z r Yim (I‘ ) ﬁlm,l’m’wqym’ (476)
lm U'm’ .

Der Faktor (l’(_l,’ﬁ’)! entsteht, weil das Multipolmoment fiir ) und nicht fiir Y berechnet
wurde.

z (0)! (I —m')!
= T ylm r /Blm U'm' — 3y dirm! (477)
I e ]
Auch hier hingen die Koeffizienten (3, y,y nur von der Kristallstruktur und weder vom
betrachteten Element noch von der Gitterkonstanten ab und kénnen deshalb auflerhalb
des Selbstkonsistenzzyklus einmalig bestimmt werden.
Die Fourierkoeffizienten der Multipol-Potentialbeitrige sind nach (B.11) und (B.13)

Vo = 0
2 9 RApw
(477";6 e % lZylm (ko) (—i)l / Dim (T’) 1+2 (k’f‘) dr (478)

o

Zu jedem in (4.77) beriicksichtigten Glied Vj,, (r) gehort der Fourierkoeffizient

A7 o\ i I —-—m
Vi(k)= chyzm (k )1 ysz (l’)!i((l ))

ﬁlmlm’m’m’/]l k’f‘ l+2d7' (479)
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d.h., daB8 der Fourierkoeffizient (4.78) fiir jedes weggelassene Glied entsprechend korrigiert
werden muf.
Mit der Formel [108]
1d . .
-— (Zl+1_]l (z)) =251 (2) (4.80)

zdz

erhilt man fiir das Integral in (4.79)

R | kR
/jl (kr)r'T2dr = = /jl (2) 2%dz
0 0

“hst,

kl+3
- R;:leﬂ (kR) (4.81)
und fiir den Fourierkoeffizienten
V (k) = 4“23% (k) RiZwii (kRaPw) —12 e - (482)

2 (1= m)!

Der nullte Fourierkoeffizient lautet

I {@"-m
V) = — Z > 7' Vim / (r°) G Hﬂlm vt Qe 7 drdQ)
Ve ' it APW = Kugel '
) RAPwW
= Z 7 Boo,tm @ / r’dr
ll 7 O
= —_— ! ! ! . 4.
‘/C 3 l,% (ll)! ﬂOO,l m Ql m ( 83)

Eine Alternative zur Berechnung der Fourierkoeffizienten iiber die Ortsraumdarstellung
besteht darin statt (4.76) die Gleichung (4.73) auszuwerten.
Auflerhalb der zentralen APW-Kugel ist das Multipol-Potential durch die Summe

ylll -
Vo )= S S [ 2 ) v (180

l

und im Inneren durch

Y ((r —R)’
‘/;"SRAPW (I‘) = 62 quu Z / (( ) )

I
v R£O0p, r —R| o

(4.85)

gegeben, weil hier die Terme in der zentralen Zelle von r abhéngig sind und bereits weiter
oben behandelt wurden.
Die Fourierkoeffizienten des Auflenraumbeitrags (4.84) werden berechnet, indem zuerst
iiber die gesamte Zelle integriert und dann der auszulassende Bestandteil wieder abgezogen
wird
1 —ikr 33 1 —tkr 33
V,>RAPW(k):v/Va(r)e’ dr — — / V, (r) e dPr | (4.86)

Ve
APW-Kugel
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Der zweite Summand hebt sich bis auf den Beitrag zu R = 0 gegen das Integral iiber
(4.85) heraus, und man erhélt fiir die Summe aus (4.84) und (4.85)

V(k) = ——quZ/ yl” r_R))d?’

+1
C lU R EZ R|

—1 ryl/
+Z quu / e lr lfl)d?’r. (4.87)
Ve v APW-Kugel

Die Integration iiber die Einheitszelle iiberdeckt zusammen mit der Summation iiber
alle R den ganzen Raum und weil auflerdem fiir alle erlaubten R und k die Beziehung
ekt = ¢=*k(r=R) oilt kann der erste Summand in ein Integral iiber den gesamten Raum

umgeschrieben werden.

RAPW

—zryl/ _iryu 0
V) = ——quuz/ e e © 52, [ o)
0

cl,/ Clu

- _ - quuz / —zkrylul+1 )d r (488)

c v RRAPW

In dem jetzt noch auftretenden Integral kann die Exponentialfunktion wie in (B.7) nach
Kugelflichenfunktionen entwickelt werden.

o0 0
Ve = -CYa [ Sy
Ve 'l RAPW vy
< Ve (r°) Vo (K°) v () drdr (4.89)

Das Ausfiihren der Winkelintegration projeziert aus der Summe iiber I’ und ¢/ den Anteil
zu [ und v heraus und man erhélt

Vik)=- me’ qu Vi (K°) / jl . (4.90)

C
Rapw

Das Integral kann durch die Ableitungsformel der Besselfunktionen [108]

(i(;iz) [Zinj"(z)] = (=1D)"2 " "nim (2)
iljl—l (Z)] _ (2) (4.o1)

dz | -1 Si-1
analytisch gelést werden
4me? 1 , i1 (kr) |
Vik) = - v EZ Qlu’tlyly(ko)jlll#
T( RAP)W
47T6 1 jl 1 kRAPW
= v Kk° — . 4.92
v et Y () T (4.92)
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4.7.6 Austausch- und Korrelationspotential

Zu dem so definierten elektrostatischen Potential kommt noch der Potentialbeitrag V. [n]
gemifl Kapitel 3 dazu.

Dieser Beitrag wird im Inneren der APW-Kugel entlang der ausgezeichneten Richtungen
bestimmt und anschlielend sphérisch gemittelt. Im Ortsraum werden die Potentiale ein-
fach addiert, die Fourierkoeffizenten im Inneren der APW-Kugel werden nach (B.3) und
die im Auflenraum analog zu (4.86) bestimmt.

4.8 Gesamtenergie

Analytischer Ausdruck fiir die Gesamtenergie
In dem Ausdruck fiir die Gesamtenergie je Elementarzelle

Eln] =T, [n] + / dxn (1) Ve (1) + / / dradr'” ( n@)nl) | poml (4.93)

MB1.BZ |

kann man statt der rein elektronischen die vollstindige Ladungsdichte des Systems
n' (r) = pe (t) + Znuc Y6 (r — R) (4.94)
R

einfiihren und man erhilt damit statt eines externen Potentials zwei zusidtzliche Terme in
der Wechselwirkung

e2 r r
E [n] = Ts [n] + 5 / / d3rd3rl 4,061 |(I‘ )_pill ‘( ) -+ Znuc / Z ‘fel_ R|
MB1.BZ 1.8z R

Zguce® 1
+ N — + Ee[n]. (4.95)
2 7 R

(Die Selbstwechselwirkung zweier punktférmiger Ladungen ist per Definition Null und
wird in der Summe weggelassen.)
Fiir die Auswertung dieses Ausdrucks wird die Diracgleichung

ihafyozﬁ = [7 (—ihcV — eA) + mc® +1%ed| v (4.96)

benutzt.
Man erhilt (ohne Vektorpotential) fiir die zeitunabhéngige Diracgleichung

ey = ['y (—=iheV) + mc® + ’)/Oveﬁ'] Y (4.97)
und nach Multiplikation mit * von links
e = [y (=iheV) +1"me? + vegt] ¥ (4.98)

Das effektive Potential wird durch die Wechselwirkung des Einteilchenzustands mit dem
elektronischen System und mit dem Gitter der Kernladungen, sowie durch das Austausch-
und Korrelationspotential bestimmt.
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Fiir die Energie eines einzelnen Blochzustand gilt also

Coingel = Toingel + / / PBrdr  Peinzel (T) pellnzel (r')
MB1.BZ r —
+ Znuce? / Z p‘e;nielR| d’r + / Peinzel (T) Vzc (T) d3r) . (4.99)
1.6z R 1.BZ

Damit kann die kinetische Energie auf eine Summe iiber die Einteilchenenergien zuriick-
gefiihrt werden

= LeaOp-a)-¢ / /d%d%'M

v — |
MBIBZ

— Ziee? / > LA r [ g @) () @' (4.100)
1.Bz R [r — R| 1.BZ

und wenn man die Austauschenergie als Integral E,. = [, g, p(r) s [n] d°r iiber eine
Energiedichte schreibt, folgt fiir die Gesamtenergie

2

2 , N 72 e 1

E [n] = 62'@ (M - €i) - e_ / / d3rd3r’ Pel (r)_pell (I‘ ) + nuc€ Z

' 2 r —r'| 2 R
t MB1.BZ R#£0

+ [ pa(0) (vac 0] = g In]) . (4.101)

Das Coulomb-Potential ist wie im nichtrelativistischen Fall durch den Ausdruck

Pel
) = g
1 €
= —Znuei eZnch +e22 / et ( d3r' (4.102)
| R;éO r—

bestimmt, und im Limes r — 0 gilt

. 1 pel
2 i 2 3 /
11_1)% (VCoul (r) + €* Znuc |r|> —€” Znue E |R| E / | d (4.103)

120 r'+R|

bzw.

2y = _1i 2y e2 /”el 3¢ (4.104
e & =1 (Ve (0 + ey ) + 65 [ Ee (w00

Wenn man Gleichung (4.102) mit p multipliziert und iiber die erste Brillouinzone integriert
erhédlt man

/ Pel (I') VCoul (I‘) d31‘ = —e€ Znuc Z / |5el_ R| 31‘
1.BZ R 1Bz
/ / P el| p‘j’| ) irdr, (4.105)
r—r

MB1.BZ
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Per (T') per (T) 13, 3 2 pei (T) 13

MB1.BZ R 1 Bz

+ / per (t) Voou (r) dr. (4.106)

1.BZ

Durch die Gleichungen (4.106) und (4.104) lassen sich der zweite und dritte Summand in
(4.101) ersetzen; man erhilt fiir die Gesamtenergie den Ausdruck

Bln] = Zﬁi@(u—q)—% [ 0 @) Vous 0 & =S Zne S [ ‘fel_(g‘d%

1. BZ R Bz
2
nuc 2 pel 3 Znuc € Znuc
— 1 Vi
Z / |I' + R| lm < Coul ( ) + |I'| )

+ / o (0) (e ] — )

1.BZ

1 e . e’7
= Z €60 (1 —€) — 2 / per (T) Voou (r) d°r — 5 lim (VCoul (r) + nuc)

1.BZ |
+ / pe1 () (€ac [1] = vge [n]) dr. (4.107)
1.BZ
Auswertung
Blochenergien

Im Gegensatz zu den Integralen [V (r)p(r)d®r in (4.107) wurden die Einteilchenenergien
mit dem um den nullten Fourierkoeffizienten verschobenen Potential berechnet. Die Sum-
me iiber die Blochenergien mufl wieder um den Term

Eyersch = / VFC(0)p(r)d’r (4.108)

1.BZ

verschoben werden, um einen konsistenten Ausdruck zu erhalten.

Der in (4.99) eingefiihrte Term Ti;p,,0 enthilt (s. Gl. (4.98)) neben dem Gradiententerm
auch die Elektronenmasse. Im Programmcode wird dieser Summand bereits bei der Be-
rechnung der Ansatzfunktionen subtrahiert. Alle Energien sind so um die Ruheenergie
der Elektronen verschoben.

Coulombenergie (a)

Der zweite Summand benétigt zur Berechnung die vollsténdige Elektronendichte und das
Coulombpotential (d.h. alle Potentialbeitrige aufler dem Austausch- und Korrelationsan-
teil) in der 1. Brillouinzone. Wie im nichtrelativistischen Fall ist die Berechnung in der
Darstellung

1
o Pel (I') VCoul( 31‘ = V Z p VFCCoul( )
2

1.BZ K#0
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RAPW
+ 47 / 7 (1) Voo (r) rdr (4.109)
0

am einfachsten. Zu beachten ist hier allerdings, dafl der zweite Summand entsprechend der
in der Dichte abgespaltenen nichtganzzahligen Potenzen (vergl. Kap. 6.3) in Teilintegrale
aufspaltet, die aber fiir sich problemlos analytisch zu integrieren sind.

Coulombenergie (b)

Der zweite Coulomb-Term kann durch analytische Grenzwertbildung zu

Znuc . 62Znuc BO
9 ll_f)% (VCOul (r) + | 2%‘/&00
RAPW
p (K
+ 4me? (Z [((2) + / p(r) rdr) (4.110)
K#0 0

mit 50 als Ewaldkoeffizienten inclusive der hheren Multipole zum sphérischen Potential
bestimmt werden. Die Berechnung des Integrals erfolgt wiederum unter Beachtung der
abgetrennten Potenzen in r.

Austausch und Korrelation

Zwischen der Austausch- und Korrelationsenergie und dem zugehorigen effektiven Poten-
tial gilt der Zusammenhang

de
e = €xe = 4.111
Ve = €z P (4.111)
Umgekehrt erhilt man
d xZc
/Uwcdp = /Ewcdp_l"/(p ‘ )d
dp
= /Gwcdp_'"pfzcc - /Ewcdpa (4-112)
also
.’.ECd
e, = 1 0cdP (4.113)
p
Die Energie ist
E = /p€d3’l“. (4.114)

Diese Formeln gelten unabhéngig von der gewahlten Form des Austausch- und Korrelations-
funktionals.
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5 Selbstkonsistenzzyklus

Nachdem im vorangegangenen Kapitel die Grundlagen des RMAPW-Verfahrens skizziert
wurden, soll in diesem Kapitel gezeigt werden, wie daraus ein selbstkonsistentes Potential
gewonnen werden kann.

5.1 Variationskollaps

Das Eigenwertspektrum des Dirac-Operators in den typischen Szenarien (d.h. Kristallpo-
tentialen, aber auch fiir Atome oder Molekiile) besteht aus einem positiven Kontinuum
oberhalb von mc?, einem negativen Kontinuum unterhalb von —mc? und einigen diskre-
ten Zustinde unterhalb des positiven Kontinuums, die in der Regel den Schwerpunkt des
Interesses bilden.

=
emALLLLLLLL

} gebundene Zustinde

2
B AN

Abbildung 3: Schematische Darstellung des Eigenwertspektrums des Diracoperators fiir
elektronische Zustidnde. Falls positronische Losungen betrachtet werden, liegen die gebundenen
Zustinde oberhalb des negativen Kontinuums.

Da dieses Spektrum (vergl. Abb. 3) nicht nach unten beschriinkt ist, ist zunéchst nicht
klar, warum ein Variationsverfahren, das die tiefsten Eigenwerte eines Operators sucht,
zum Erfolg fiihren sollte.

Zur Losung, bzw. Vermeidung dieses als Variationskollaps bezeichneten Problems und
der damit verbundenen Brown-Ravenhall-Katastrophe [109] wurden inzwischen zahlreiche
Verfahren vorgeschlagen. Diese umfassen das Herausprojizieren der Zusténde negativer
Energie, vom gewohnlichen Minimalprinzip abweichende Formulierungen eines Minimax-
prinzips, das Erzwingen ausbalancierter Wellenfunktionen, sowie exotischere Verfahren
wie beispielsweise das Verwenden des quadrierten Hamiltonoperators [110]. Auf die letzt-
genannte Reihe von Verfahren soll hier nicht weiter eingegangen werden, fiir eine Ubersicht
sei auf [111] verwiesen.

Die Verwendung eines Projektionsoperators mag zunéchst als die einfachste Losung er-
scheinen, stéfit jedoch auf einige Schwierigkeiten. Ein Operator der Form

P=3" %) (¥, (5.1)

E>0

wie er beispielsweise von [112] oder [113] vorgeschlagen wurde, setzt in jedem Iterations-
schritt die Kenntnis des gesamten positiven Spektrums voraus und ist nicht in praktikabler
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Form implementierbar. Selbst wenn die Projektion gelingen sollte, werden alle Terme
(v |PHP|1) mit negativer Energie nicht beseitigt, sondern zu Null gesetzt, so dal man
einen kiinstlichen Eigenwert Null mit unendlicher Entartung erhélt [114], der potentiell die
gleichen negativen Einfliisse wie das negative Kontinuum auf das gewiinschte Spektrum
ausiiben kann. Ebenfalls ungeklért ist, ob durch die Verwendung eines anders als in (5.1)
definierten, aber ebenfalls nicht exakt bekannten Projektors nicht eine hhere Beimischung
der Zusténde negativer Energie erreicht wird, als sie vorher gegeben war [115].
Inzwischen existieren mehrere mathematisch exakte Formulierungen eines Extremalprin-
zips, die den Variationskollaps vermeiden [116, 117, 118]. Allerdings ist bisher keines dieser
Verfahren in praktikabler Form in bestehende DFT-Programmpakete implementiert wor-
den.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, balancierte Ansatzfunktionen zu verwenden [119,
120]. Bereits am Beispiel der relativistischen ebenen Welle (s. Gleichung 4.1) kann man
erkennen, daf} eine bestimmte Energie immer an ein bestimmtes Verhiltnis von grofler zu
kleiner Komponente gekoppelt ist. Insbesondere ist fiir positive, nicht zu grofle Energien
das rdumliche Mittel der groBen Komponente deutlich grofler als das der kleinen Kompo-
nente. Dieses Verhéltnis kehrt sich fiir negative Energien um. Wenn man das gewiinschte
Verhiltnis (in der Regel bestimmt an der freien Losung, deswegen wird diese Methode in
der theoretischen Chemie als , kinetic balance“ bezeichnet) als Randbedingung vorgibt,
kann das Variationsverfahren keine Losungsfunktionen zu negativen Energien generieren.
Damit wird zwar eine untere Grenze fiir der Variationsverfahren bestimmt, aber wenn
nicht nur ebene Wellen verwendet werden, ist noch nicht garantiert [121], dafl diese Gren-
ze mit der physikalischen Lésung identisch ist.

Eine dhnliche Information (5.10) besteht fiir die exakten Losungen eines Dirac-Coulomb-
Problems bei Verwendung eines Punktkerns [121]. Auch hier ist das Verhiltnis von grofler
zu kleiner Komponente analytisch bekannt und kann im Variationsverfahren erzwungen
werden.

Im Gegensatz zu diesen nicht in letzter Konsequenz befriedigenden Lésungsvorschligen
scheint, wie bereits in [122] gezeigt, ein Variationsverfahren in der Praxis zu funktionieren,
solange keine Transformationen durchgefiihrt werden, die einzelne unbeschrinkte Opera-
toren generieren. Beispielsweise fiihrt der Term o< —p*, der in der Foldy-Wouthuysen-
Transformation aus der Entwicklung der Wurzel in Gleichung (2.10) entsteht, sofort zum
Versagen eines Variationsverfahren [123].

In dem hier verwendeten Verfahren werden als Ansatzfunktionen nur Viererspinoren an-
geboten, die fiir sich bereits die Balance-Bedingungen erfiillen. In dem Energiefenster, das
im Valenzverfahren betrachtet wird (normalerweise etwa 30Ryd, ungefihr an der Fermi-
energie zentriert; fiir die grofiten betrachteten Anséitze betrug das Fenster etwa 130Ryd),
kann daraus kein Zustand kombiniert werden, der global, d.h. in einem nennenswerten An-
teil der Elementarzelle, das Groflenverhéltnis erfiillt, das fiir negative Energien notwendig
ware.

5.2 Rumpfzustinde

Wie bereits in Abschnitt 4.3 angedeutet, sind alle Zustinde, deren Wellenfunktion auf
dem Rand der APW-Kugel numerisch zu Null abgeklungen sind, am Variationsverfahren
nicht beteiligt und kénnen mit sehr viel weniger Aufwand zwar innerhalb des Selbstkon-
sistenzzyklus aber auflerhalb des verallgemeinerten Eigenwertproblems bestimmt werden.
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Ein solcher Rumpfzustand trigt nicht zur Ladung aulerhalb der APW-Kugel bei, besitzt
keine Dispersion und eine von Natur aus sphérische Ladungsdichte und ist nicht an den
Valenzeigenschaften beteiligt.

Differentialgleichung

Die so charakterisierten Zustinde sind Losung der Diracgleichung und in Warpd-Muffin-
Tin-Naherung spiiren sie nur ein sphirisches Potential. Dann kann nach dem {iblichen
Verfahren (z.B. [124]) ein Separationsansatz gemacht werden, der Radial- und Win-
kelabhéngigkeit (vergl. (2.2)) trennt.

Man erhilt damit die beiden gekoppelten Differentialgleichungen

% o(r) = _@ o) + % <W+Z762+mc2> Fon(7)

5.2
d (k—1) 1 Ze? 9 )
E fnn(T) = r fnn(r) - % <W+ T —mc > gnn(r)

zur Bestimmung des radialen Anteils der Losung. Fiir k = £1, d.h. fiir j =1 /2, divergieren
die Radialfunktionen im Ursprung. Auch im Hinblick auf die Uberlegungen in Kapitel 6.2
bietet es sich damit an, die Diffenrentialgleichungen nicht fiir g(r) und f(r), sondern fiir

g(r)=r-g(r)und f(r) =r- f(r), also das System

d _ K me2+W  oZ\ =~
5 gnn(T) - - ; gnn(r) + (T + T) fnn(r)
(5.3)
d -~ ~ me2-W  oZ\ _
& fnn(T) - o fnn(r) + (T - T) gnn(r)
zu l6sen.
Dieses System besitzt die Randbedingungen
fnn(o) =0= gnn(o) (5.4&)
71}_{% S (7') =0= 71}_1)% Ink (T) ) (54b)

die mit denen des freien Atoms vergleichbar sind. Deshalb sind auf diese Zustinde die
bekannten Lésungsmethoden des freien Atoms anwendbar.

Im vorliegenden Verfahren wird eine zweiteilige Runge-Kutta-Integration durchgefiihrt.
Zunéchst wird durch einen Potenzreihenansatz ein Startwert bestimmt, mit dem die Dif-
ferentialgleichung nach auflen bis zum halben Radius integriert wird. Anschlielend wird
aus der Bedingung des exponentiellen Abfalls der Lésung ein zweiter Startwert am rech-
ten Intervallrand extrahiert, der eine Integration nach innen erlaubt. An der Schnittstelle

wird die Anschlufibedingung genutzt, um iiber das Betragsminimum von ;ﬂ(%)} — ﬁg—ﬁ%
9'(R) _ ¢'(Br)

(B g(RR)) eine Iterationsvorschrift auf den Energieeigenwert

(alternativ auch von
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zu erhalten. Fiir energetisch sehr tief liegende Zusténde erfolgt die Runge-Kutta Integra-
tion nicht bis zum Rand der APW-Kugel, sondern nur iiber den Teil, in dem die Wel-
lenfunktion signifikante Werte besitzt und wird anschliefend durch einen exponentiellen
Abfall beschrieben. Durch dieses Vorgehen kann das Intervall, in dem die Runge-Kutta-
Integration erfolgt, und in dem (fiir die Rumpfelektronen) der Wert der Wellenfunktion
um viele Gréflenordnungen abfillt, klein gehalten werden, so dafl keine Gefahr besteht,
neben der gewiinschten exponentiell fallenden die unphysikalische exponentiell wachsende
Losung der DGL in einem unzuléssigen Mafle zuzumischen.

Startwert

Der Beginn der Runge-Kutta-Integration liefert stabilere Ergebnisse, wenn der Startpunkt
nicht im Ursprung (vergl. Abschnitt 6.2), sondern erst etwas auBerhalb (in der Regel
geniigt die zweite Stiitzstelle) gewihlt wird. Im Inneren dieses kleinen Intervalls um den
Ursprung kann die Differentialgleichung in beliebiger Genauigkeit durch einen Potenzrei-
henansatz gelost werden. Die effektive (sphérische) Kernladung Z(r) wird dazu in der
Form

1 M;

_ er Z CZme — Zczmrllﬁ-m’ (55)
1=1 m=0 2,m

also als Reihe von Potenzreihen, die jeweils einen nichtganzzahligen Faktor ¢ abgespalten
haben, dargestellt. Im einfachsten Fall - der im WMT vollig ausreicht - besteht dieser
Ansatz nur aus den Koeffizienten der Spline-Entwicklung des Potentials im Ursprung.
Ein vergleichbarer Ansatz

J N; J N;j
glr)y=>Y"r5 Y ahr” =22 (y+n)-afrmtt (5.6a)
=1  n=0 j=1n=0
J Nj _ J N
= r b Fir)y=223" (v +n) - 0 et (5.6b)
j=1 n=0 j=1n=0

wird fiir die Radialfunktionen gemacht.
Eingesetzt in die Radialdifferentialgleichung (5.3) erhilt man

Y (i +n+r)afrtit me’ + W Z I T N el i A

n,J ,m j,n

Y obyj+n—r)bprtut = me” = Z afr™th — oy N rafrr el (5.7)
n,j iam jan

In den Potenzreihen fiir die Radialfunktionen werden alle Koeffizienten mit negativen
Indizes zu Null gesetzt.

Zuerst beschrinkt man sich auf die Terme mit v»; = 0 im Potential. Diese Potenzreihe
enthilt die Information iiber die Kernladung und die Coulombsingularitéit und bildet den
am stérksten divergenten Anteil.

Wenn man wie in Kapitel 6.3 die Divergenz im Ursprung durch Abspaltung einer geeig-
neten Potenz von r beschreibt, ist dies auch der einzige Beitrag.
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Damit die Ansatzfunktionen g und f auch im Ursprung regulér sind, miissen die Vorfak-
toren zum Term 77 ~! verschwinden und man erhilt die Bedingung

(i+k) o — aZ B = 0

(mit Z = lim,_,¢ Z (r) = ) fiir die kleinste nicht-ganzzahlige Potenz ;.
Die Losung hiervon ergibt — unabhiingig von a? und Y — die beiden Moglichkeiten

= +VK? — 0222 (5.9)

fiir den Exponenten, der das Verhalten der Wellenfunktion im Ursprung beschreibt. Nur
die “+ “-Losung ist normierbar und wird im folgenden verwendet.
Weiter erhilt man die Gleichung

0 _ _
by = ay =

, 5.10
po— 7 (5.10)

die die Balancebedingungen der Radialfunktionen (s. Kap. 5.1) festlegt. Fiir die offene
Konstante af wird zunichst 1 gewihlt, iiber sie kann im Nachhinein zu Normierungs-
zwecken verfiigt werden, da sie in allen Rekursionsschritten linear vorkommt.

Alle weiteren Koeffizienten sind durch die Rekursionsvorschrift

(m+m+1)+k)d* = +addb?t + H)

4+ m+1) -k = —addt + H,y (5.11)
mit
2 W min(Mp,n+1)
H o= M p 0 Y gyt
he =
2 W min(Mi,n+1)
H, = cha? —a > papttm (5.12)
m=1

bestimmt. Enthélt die Potenzreihe dariiberhinaus nichtganzzahlige Potenzen (beispiels-
wiese wegen einer alternativen Darstellung der Singularitit im Ursprung, Kap. 6.4), dann
werden zum Abfangen dieser Terme in Gl. (5.7) ebenfalls weitere Potenzreihen im Ansatz
der Wellenfunktion nétig, die der gleichen Rekursionsformel (5.11) geniigen, aber in dem
Hilfsterm alle bereits abgearbeiteten Reihen 7 enthalten, d.h. mit

2 min(Ml,n+1) min(M;,n+1)
me® + W
! ) m n+l—m min+1l—m
H = e bjs1 + Yo A M rad > ]
m=1 = m=0
me: — W min(Mi,n+1) min(M;,n+1)
1 n . m n+1 -m m _ n+l-m
Hy = ——dj,—a >  ddy 0‘2 Z G 4 (5.13)

m=1
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statt (5.12).

Die Entwicklung kann abgebrochen werden, wenn neu hinzukommende Glieder der Po-
tenzreihe den Wert der Wellenfunktion nur noch unterhalb der numerischen Genauigkeit
des Rechners beeinflussen. Der kleine Radius, innerhalb dessen die Potenzreihe ausge-
wertet werden muf (von der GroBenordnung 2 - 10~ %a.u.), garantiert zum einen, daf die
grofiten Werte auf dem Rand des Giiltigkeitsbereichs auftreten und zum anderen die
schnelle Konvergenz der Reihe.

Verhalten von f~' , g fiir groBBe Abstinde

Im Limes 7 — oo verschwinden die beiden +-Terme in der DLG (5.3) und man erhlt

d _ me2+W -
e Inw(r) = B Juw(T)
(5.14)
d -~ me2—-W
5 fnn(r) - T gnn(r) -

Ausgehend von der Annahme, dafl fiir geniigend grofie Abstinde die Wellenfunktion
durch eine fallende Exponentialfunktion mit ausreichender Genauigkeit beschrieben wer-
den kann, und dafl grofle und kleine Komponente gleichschnell abfallen, kann man das
Verhéltnis von grofler zu kleiner Komponente und den Faktor A in der Exponentialfunk-
tion bestimmen. Mit dem Ansatz

G=cg-"und f=c¢;- e (5.15)
fiir die Wellenfunktionen erhilt man

mc®> + W me> —W

Acg = A und Acy = r T Co (5.16)
Hieraus folgt
2\2 2
-W
A2 = % (5.17)
(Rc)

fiir den Exponenten und

Cq [mc? + W

9 _ 5.18

cy mc? — W (5.18)
fiir das Verhaltnis von grofler und kleiner Komponente. Nur die negative Wurzel

(me?)® — W2

A= —
fic

(5.19)

fithrt zu abklingenden Ldsungen fiir die Wellenfunktionen.
Damit existieren die notwendigen Informationen, um eine Runge-Kutta-Integration inwérts
zu starten.
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Alternative Betrachtung der Wellenfunktionen fiir grofle Radien

Wenn man die gleiche Ansatzfunktion benutzt und die kleine Ungenauigkeit zulafit, A
zunéchst als Konstante und spéter als (schwach) verdnderliche Grofle zu betrachten, ergibt
das Einsetzen in Gleichung 5.2

2 _ VA 2 A
A,(A+E>ZE<A+E>+ me —W _aZ) (me+W  aZ) (5.20)
T r r he r he r
mit den Losungen
2 2 _ VA 2 Z
Ao iJ (5)+ (u _ a_> (M . a_) ; (5.21)
r hc r hc r

auch hier ist ist nur die negative Losung physikalisch sinnvoll und das Verhéltnis von
grofler zu kleiner Komponente ergibt sich zu

o5y () (e )

o= T (5.22)
Ein konsequenteres Ergebnis erhélt man, wenn man den Ansatz
G=c, " und f=cp- et (5.23)

wéahlt. Hier ergeben sich nach dem Herauskiirzen der Exponentialfunktion die beiden
Gleichungen

di(r) _ & (me =W _aZ) ¢ (5.24)
dr T he T cy
dh 2 Z
() _ &, (me+ W aZ) ¢ (5.25)
dr r he r Cq
die nach Trennung der Variablen ausintegriert werden kénnen
2 _
h(r)—f-c:ﬁ-lnr—i-(u-r—aZ-lnr>-C—g (5.26)
he cr
2+ W
h(r)+c=—f£-lnr+(M-T—i—aZ-lnr)-C—f. (5.27)
he Cq

Die Integrationskonstante ¢ kann durch die Bedingung, dafl im Limes lim,._, @ den glei-
chen Wert annehmen muf, wie das mit dem Ansatz (5.15) im gleichen Limes gewonnene
A, zu ¢ = 0 bestimmt werden.

Man erhilt dann

2 _ 2

hic he
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und

hc

C_f_/f-lnr—\/ﬁ2-ln2r+(mc;7;W-r—aZ-lnr) (M-r+aZ-lnr)

o — (5.29)

I -r+aZ-Inr

Zum Vergleich mit den vorangegangenen Naherungen kann

h In* 2 1 2 1
(r) _ _J 2 n2r 4 <mc W _ aZﬂ) (M T azﬂ> (5.30)
r r he r he r

betrachtet werden. Der einzige Unterschied liegt in den Termen % — 1‘17’”
Entsprechend &ndert sich das Verhiltnis von grofler zu kleiner Komponente in

2 2 2
K,ln—r . Kanzr (mc w azln_r) (mc +W + azln_r)
Cr T r hc T hc T

= . . 5.31
2 S o7 o

Die Funktionen (5.29) und (5.31) sind in Abb. 4 gezeigt.

3 , , | | |
mit A —
3.1 .
mit h(r) -
3.2
33}
= :
Q |
o) '34[ __________________________________________
O [
36
37 h
38 L7 . . . . .
0 0.5 1 2 2.5

r [ffu.]

Abbildung 4: Verhiltnis von grofler zu kleiner Komponente in Abhéngigkeit der
Anschlufstelle der Exponentialfunktion. Gezeigt sind die Funktionen aus Gl (5.29) (—) und

Gl (5.31) (- - -) fiir den 1s; o Zustand.
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Der Grenzwert (5.18) wird noch vor dem Rand der APW-Kugel von beiden Funktionen
erreicht. Die verbleibenden Unterschiede betreffen Regionen, in denen die Wellenfunk-
tion bereits so weit abgeklungen ist, dafl alle drei Ansétze zur Bestimmung des rechten
Startwertes nahezu gleichwertig sind.

5.3 DGL fiir mittelgrofle Radien

Wenn man in der Dirac-Gleichung (5.2) die Annahme macht, dafi das Potential keine
Ortsverdnderung mehr zeigt, erhilt man das einfachere System

d k+1 mc® + W
o = =+ (M ) o (5.320)
d k—1 mc? — W
S 10 = e (M ) e, (5.320)
aus dem man die DGL 2. Ordnung
d’g(r) , 2] dg(r) K (1+K)
O0=—"= * H o T2 ~Colelr) (5.33)
bzw. (fiir h(r) =r-g(r))
d’h(r) k(1+ k)
0= 97 + l— 2 Co| h(r) (5.34)
mit der Abkiirzung
mc® + W mc? — W
Co = <T + VO) (T - VO) (5.35)
gewinnen kann.
Diese DGL besitzt die homogene Losung
ho(r) =€ mit A =44,/Cy, (5.36)

und die inhomogene Losung kann, mit noch unbestimmten Koeffizienten c;, dargestellt
werden als

_ M{i_l]_w[ii it -]
hlr)=e < 2\ 2\ 2/\r2+c3r3+c4r4+ - (5:37)

Co T

Fortsetzung der Losungsfunktion mit stetiger erster und zweiter Ableitung

Will man die Anschlu8funktion dahingehend verbessern, dafl aufler der Funktion selbst
auch die ersten beiden Ableitungen von grofler und kleiner Komponente stetig fortgesetzt
werden, so braucht man zwei weitere Parameter, und die vorangegangenen Uberlegungen
legen einen Ansatz der Form

g(r) = e (ao + % + —) (5.38)
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nahe (genaugenommen fiir g(r), aber auch fiir g(r)). Die Anpassung von Funktion, erster
und zweiter Ableitung an die Splineentwicklung fiihrt auf das Gleichungssystem

! % TL Qg G
N Gt (F-%) a |=eM| G |. (5.39)
vO(F-BaE) (B-ned) ) \e G

mit den Losungen

2
w = e (a4 (é —20) 6+ (¥ - §> G)+e ™G
r
a; = 3 —)\'r (GII (% _ 2)\) GI + ()\2 _ _) )
4 1 2
@ = e (G" + (— — 2/\> G + (/\2 - —)\) ) : (5.40)
2 r r

Bei den hoherliegenden Rumpfzusténden (hier am Beispiel des 551/, Zustands) kann der
exponentielle Abfall verglichen werden mit der Runge-Kutta-Integration der Differential-
gleichung.

0.01

" RKGS-Expl —
RKGS-Exp2 -
0.001

le-08
0.0001

5e-09 -
1e-05 -

1le-06

Wellenfunktion

1e-07

Differenz der Wellenfunktionen

-5e-09 -
1e-08 -

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
16:09 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1 18 2 } )} ¥ 1 1.2 14 16 18 2 22 24 26 28
r[a.u] rla.u]

Abbildung 5: Links: Verlauf der 5s1/, Wellenfunktion von Gold im Bereich der exponentiell
fallenden Fortsetzung. RKGS bezeichnet eine mit Runge-Kutta integrierte Losung, Expl ist
eine Fortsetzung mit stetigem Funktionswert, in Exp2 sind zusétzlich erste und zweite
Ableitung stetig. Rechts: Differenz der beiden unterschiedlichen Fortsetzungen zur
Runge-Kutta-Integrierten Version.

In Abb. 5 sind zunéchst der Verlauf der mittels des Runge-Kutta-Verfahrens bis Rxpw
integrierten Wellenfunktion sowie die exponentiell fallenden Fortsetzungen aus den vor-
angegangenen Abschnitten gemif Gl. (5.15) (Expl) und Gl. (5.38) (Exp2) gezeigt.

Auch im halblogarithmischen Mafistab sind kaum Unterschiede zwischen den Verfahren zu
erkennen. In dem rechten Teilbild sind die Abweichungen zwischen der integrierten Version
und den beiden Niherungen gezeigt. Hier 1483t sich erkennen, dafl die Beriicksichtigung der
Stetigkeit auch in den Ableitungen zu einer etwas besseren Ubereinstimmung fiihrt. Die
Schnittstelle ist mit einen Pfeil markiert; die gemeinsame Abweichung fiir kleinere Radien
stammt aus der unterschiedlichen Startbedingung fiir die Inwértsintegration. Zu beachten
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ist, dafl die Wellenfunktion auf 1 normiert ist, und daf} alle gezeigten Abweichungen zu
Diffenrenzen in der Dichte fiihren, die bei der Berechnung der Gesamtdichte des Systems
unterhalb der numerischen Genauigkeit liegen.

5.4 Radialfunktionen fiir Valenzzustinde

Die Radialfunktionen g, und f,, aus dem Ansatz (4.5) sind ebenfalls Lésungen zur Dirac-
gleichung (5.2). Die Behandlung dieser Differentialgleichung erfolgt analog zu Kapitel 5.2,
ist aber einfacher, weil Wellenfunktion und Ableitung sich nicht gleichzeitig iiber mehrere
Groflenordnungen dndern. Damit ist die Gefahr der Beimischung exponentiell wachsender
Losungen geringer und die Runge-Kutta-Integration kann beginnend mit dem gleichen
Startwert tiber das gesamte Intervall [e, Rppyw] erfolgen.

Da sich die Integration dieser Diffentialgleichungen auf das Innere einer Kugel mit end-
lichem Radius beschrinkt und nicht verlangt ist, dafl die Wellenfunktionen innerhalb
der Kugel abgeklungen sind, existiert hier allerdings keine zweite Randbedingung fiir
lim, o g(r) bzw. lim, ,, f(r), die nur diskrete Energieeigenwerte als Lésungen zulift.
Damit kann iiber die Energien als Parameter zur Bestimmung des weiter verwendeten
Satzes von Radialfunktionen frei verfiigt werden. Die Auswahl geschieht nach zwei Kri-
terien: zum einen soll ein moglichst vollstdndiger Satz von Funktionen angeboten wer-
den; zum anderen sollen die angebotenen Funktionen moglichst linear unabhéngig sein.
Zu beachten ist, daB das Uberlappintegral auf die APW-Kugel beschriinkt ist, d.h. zwei
Funktionen zu verschiedenen Energien sind nicht von Natur aus linear unabhéngig.

Wie schon im nichtrelativistischen Fall erfolgt die Wahl der Zusatzbedingung

vy Ioelaw) _ 4y (5.41)

I (Tapw)
Damit werden zu jedem Drehimpuls und jeder (radialen) Knotenzahl genau zwei Ansatz-
wellenfunktionen ausgewihlt (vergl. hierzu S. 61).

5.5 Abbruchbedingung

Das fiir die Selbstkonsistenz verwendete Maf ist die Summe der Abweichungsquadrate
der Fourierkoeffizienten des Potentials in aufeinanderfolgenden Rechnungen

= 30 (0 06) = Vi () (5.42)

Fiir Gold werden in dieser Summe 91 Fourierkoeffizeiten beriicksichtigt. Die Iteration
wird abgebrochen, wenn die Summe aller 7" innerhalb eines grofien Zyklus (s.u.) kleiner
einer vorgegebenen Schranke ist, die an die gewiinschte Genauigkeit der Gesamtenergie
angepafit ist. Um eine Energie zu erhalten, die auf 10uRyd auskonvergiert ist, ist eine
Schranke von etwa 1078 erforderlich.

5.6 Numerischer Aufwand

Der grofite Teil der benotigten CPU-Zeit, etwa die Hélfte der gesamten Rechenzeit, wird
von dem Programm zur Berechnung der Ladungsdichte entlang der ausgewéhlten Rich-
tungen verbraucht. Schon im nichtrelativistischen Fall war ein &hnliches Verhalten zu
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beobachten; das Problem, das an dieser Stelle zu bewéltigen ist, ist die Berechnung der
gemischten Produkte aus ebenen Wellen einerseits und dem Produkt aus Radialfunktion
und Zweierspinor (2.2) andererseits. Unabhéingig von der Sortierung der Schleifen im Pro-
gramm bleiben zeitintensive Rechenschritte in der innersten Schleife, da dieses Produkt
von allen auftretenden Indizes (Drehimpuls, Nummer der Radialfunktion, g-Vektor, Num-
mer des Energie-Eigenwertes) abhéngt. In der relativistischen Rechnung tritt die zusétzli-
che Schwierigkeit auf, dafi die Bahndrehimpulse der kleinen Komponenten gegeniiber der
groflen um +1 verschoben sind. Die fiir die grofle Komponente mogliche und Rechenzeit
sparende Verschiebung einzelner Faktoren aus den Besselfunktionen in die Kugelfdchen-
funktionen ist damit nicht mehr méglich oder mufl durch einen weiteren Faktor, der eben-
falls von allen Indizes abhéingt und rechenzeitintensiv ist, ausgeglichen werden. Weil sich
diese Summe auflerdem iiber alle vier Komponenten des Viererspinors erstreckt, ist der
anteilige CPU-Zeitbedarf an dieser Stelle noch ausgeprigter als im nichtrelativistischen
Fall.

Der Selbstkonsistenzzyklus ist in kleine und grofle Zyklen eingeteilt. Fiir einen kleinen
Zyklus wird das gesamte Programmpaket (Radialfunktionen bereitstellen, Eigenwertpro-
blem aufstellen und lésen, Dichte, Potential (und ggf. Gesamtenergie) berechnen) einmal
durchlaufen.

Zu einem groflen Zyklus sind vier kleine Durchldufe zusammengefafit, drei mit verschie-
denen Mischungsverhiltnissen aus den Startpotentialen, aus denen dann ein optimales
Verhéltnis bestimmt wird, und einen abschlieBenden vierten Lauf mit dem optimalen Po-
tential. Die Zumischung eines eine Iteration dlteren Potentials wird vorgenommen, um ein
Uberkorrigieren des neuen Potentials zu bremsen.

Fiir den in Kap. 7.2 vorgestellten Ansatz wird auf den SP2-Rechnern des LRZ im seriellen
Betrieb fiir einen kleinen Zyklus eine Zeit von etwa 50 Minuten benétigt.

Die Anzahl der groflen Zyklen, die durchlaufen werden miissen, bis der gewiinschte Grad
der Selbstkonsistenz erreicht ist, hingt von der Giite des Startpotentials ab. Bei gro-
ben Anderungen (z.B. einer Anderung des Funktionals fiir Austausch und Korrelation, s.
Kap. 7.7) sind etwa 15-20 Liufe erforderlich, bei kleineren Anderungen (etwa dem Uber-
gang von 6 auf 8 Richtungen in WMT-Néiherung, vergl. Kap. 7.2.5) werden nur einige
wenige (3-5) groBe Zyklen notig.
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6 Singularitit im Ursprung

Beinahe ebenso alt wie die Diracgleichung selbst [125, 126] sind die ersten bekannten
analytischen Losungen fiir das Wasserstoffproblem bzw. ein coulombartiges Potential [127,
128].

6.1 Punktkern

Unter der Annahme eines punktférmigen Kerns divergieren die Losungen eines Atoms im
Ursprung proportional zu

Ypunkt (1) o< 7 mit vy=4+VK®:—a?Z? - 1. (6.1)

Diese Divergenz héngt nur vom Betrag des Drehimpules und der Kernladung ab und
betrégt fiir einen s/, (oder auch p; ;) Zustand von Gold etwa

v~ —0.18. (6.2)

Die Singularitit ist ein durch den angenommenen Punktkern erzeugtes Artefakt; bei Ver-
wendung von Modellen fiir ausgedehnte Kerne tritt keine Divergenz der Wellenfunktionen
oder Dichten im Ursprung auf.

Aus verschiedenen Griinden wird trotzdem die Modellannahme eines Punktkerns der eines
ausgedehnten Kerns vorgezogen.

e Das effektive Potential unterscheidet sich in beiden Féllen nur in unmittelbarer Nihe
des Ursprungs [129]. Die daraus resultierenden Anderungen sind ebenfalls weitest-
gehend in Kernnéhe lokalisiert und konnen zu einer kleinen globalen Verschiebung
der Gesamtenergie fiihren, haben aber keinen Einflul auf die Valenzeigenschaften.

e Der Einfluf der Kerngréfie auf Bindungsenergien ist klein [130, 131] und nur von
Bedeutung, wenn spektroskopische Grofien [132, 133, 134] betrachtet werden.

e Die Annahme eines ausgedehnten Kerns ist nicht eindeutig. Verschiedene Modelle,
die zur einfachen numerischen Handhabung gewihlt werden kénnen (je nach Rechen-
methode eine homogen geladene Kugel, eine Gaussverteilung [135], oder &hnliche
idealisierte Modelle) unterscheiden sich sowohl untereinander als auch von Model-
len mit realistischen Ladungsverteilungen ebenfalls durch kleine globale Energiever-
schiebungen [136].

e Der fiir die weiteren Rechnungen notwendige Aufwand ist auch fiir ausgedehnte Ker-
ne beachtlich. Um eine ausgeschmierte Ladungsverteilung am Kernort beschreiben
zu konnen, die bei Integration die Gesamtladung mit der gewiinschen Genauigkeit
reproduziert, ist ein sehr dichtes Stiitzstellennetz erforderlich (Andrae verwendet
in [136] etwa 200 Stiitzstellen innerhalb des Kernradius), das mit dem Netz zur
Integration der Wellenfunktion kommensurabel und von Verdnderungen der Gitter-
konstanten unabhéngig sein muf3.

e Fiir den Punktkern ist das analytische Verhiltnis der grofien und der kleinen Kom-
ponente im Ursprung bekannt (5.10) und kann zur Verwendung von Balance-Bedin-
gungen (siehe Abschnitt 5.1) herangezogen werden. Kutzelnigg zeigt in [121], daf
eine solche Beziehung fiir die reguldren Ansatzfunktionen eines ausgedehnten Kerns
nicht existiert.
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Auch wenn die beschriebene Singularitéit eine sorgfiltige Behandlung erfordert (s. Ab-
schnitte 6.3 und 6.4), erscheint die Annahme eines Punktkerns der einfachere Weg zu
sein, ohne daf} die Ergebnisse beeinflufit werden.

6.2 DGL — Lipschitz-Bedingung

Eine gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung y' = f(x,y) erfiillt eine Lipschitz-
Bedingung [137], wenn eine Beziehung

‘f ($,y1) - f ($,y2)| S K |y1 - y2| (63)

gilt. Die Konstante K kann als der Maximalbetrag der partiellen Ableitung |%£| im be-
trachteten Teil der z-y-Ebene angenommen werden.

Neben der Kennzeichnung singulidrer Punkte kann diese Lipschitz-Konstante zusammen
mit der Schrittweite h als Kenngrofle zu Beurteilung numerischer Losungsverfahren fiir
die Differentialgleichung verwendet werden. Die Schrittkennzahl k = Kh sollte fiir ein
Runge-Kutta-Verfahren nicht grofier als xgo & 0.1 sein [137).

Die Erweiterung von (6.3) fiir die radiale Diracgleichung (5.3) lautet

‘g’(r,gl,ﬁ)—§'<r,§2,ﬁ)‘ < Kgg|§1—§2|+Kgf‘f1—fQ|

‘f'(r,ﬁl,ﬁ)—f'<r,§2,f2)‘ < ng|§1_§2‘+Kff‘fl_fQ‘ (6.4)

mit den Bedingungen

2
K mc’+W aZ
K4y > max |% ‘ — + &=

Kyr > max
(6.5)
Ky, > max

me2-W _ oZ
he r

Kff 2 max|g‘ .

Der einzige in diesem Fall auftretende singuldre Punkt liegt in » = 0. Um keine Startbe-
dingung in diesen Punkt zu legen, wird die Differentialgleichung in einer kleinen Umge-
bung um den Ursprung durch einen Potenzreihenansatz gelost (vergl. Kap. 5.2), und die
Runge-Kutta-Integration erst auflerhalb dieses Bereichs gestartet.

(TtNt | R | Keg] h | Bh-K |
1 R1 RLl %RQ (0.@)
1 4—1 3 _
2 RQ Ry TRQ 38— 0.375
4 Ri=9R, | 5iz | "5 R | 55~0.10
— 1 25—16 9
5 | Rs=16Ry | 15 | Z58Ry | 125 ~ 0.07
6 | Re=25R: | 5 | B52R, | 2 = 0.055

Tabelle 1: Die Runge-Kutta-Parameter K, h und h - K fiir ein quadratisches
Moruzzi-Stiitzstellennetz (257 Stiitzstellen in [0, RApyw], d-h. Ry ~ 81075 ) in den ersten
Intervallen. Betrachtet wird der Fall kK = 1; Ry = 0, Ry ist die erste Stiitzstelle # 0 und je

Intervall erfolgen 8 Runge-Kutta Schritte.
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me’+

Da |k| > 1> aZ gilt und der Faktor <= von Natur aus beschrénkt ist, geniigt es, den
Term

Kgg = Kff Z max

T

(6.6)

zu betrachten. Die r-Abhéngigkeit dieses Ausdrucks ist in Tabelle 1 untersucht.

Das erste Intervall muf auf jeden Fall gesondert behandelt werden; danach ist die Zuléssig-

keit einer Runge-Kutta-Integration spétestens ab dem vierten Intervall unbedenklich.

In der originalen Differentialgleichung fiir die echten Wellenfunktionen tritt der Faktor
k—1

K
tatt  — 6.7
; sttt - (6.7)

auf. Da k positive wie negative Werte durchlauft, ist es zwecklos, durch eine weitere
Transformation diesen Term weiter verkleinern zu wollen und die in Kap. 5.2 getroffene
Wahl ¢ = r -1 ist bereits die optimale.

6.3 Behandlung der Divergenz

Auch die Tatsache, daf in der DGL statt der tatséichlichen Wellenfunktion die trans-
formierte ¢ = r - 1 berechnet wird, 16st nicht alle Probleme der numerischen Weiter-
behandlung. Beispielsweise kénnen die entstehenden Funktionen immer noch nicht nach
kubischen Splines entwickelt werden, da auch von 1 noch alle Ableitungen im Ursprung
divergieren.

Um das divergente Verhalten von Wellenfunktionen, Dichten und letztendlich auch Po-
tentialen in Kernnéhe beschreiben zu konnen, wird die Wellenfunktion gemaf

Yot (1) = 72 4hy 04 (1) (6.8)

in einen divergenten, aber analytisch bekannten und einen reguldren, nach kubischen
Splines entwickelbaren Anteil aufgespalten.

Fiir ein gegebenes Atom sind die Potenzen 7 (s. Gl. (6.1)) nur vom Betrag des Drehimpul-
ses (d.h. j oder alternativ |x|) abh#ngig, so dafl man im Fall von Gold bei Beriicksichtigung
aller Drehimpulse bis einschlielich f7,, vier verschiedene Potenzen erhélt, deren nicht-
regulirer Charakter von divergierenden Wellenfunktionen (j = 3, 712 & —0.18) bis zu
divergierenden dritten Ableitungen (j = I, 77/, & 2.94) reicht.

Coulomb-Potential

Die sphérische Dichte kann wie gewohnt aus den spline-entwickelten Wellenfunktionen
(und — hier neu — den abgespaltenen Faktoren) gewonnen werden; man erhilt durch die
Orthogonalitéitsbeziehungen eine Summe aus vier reguldren Termen

Prad-fun () = Z 2 Pj (r), (6.9)

die jeweils einen bekannten divergenten Vorfaktor tragen. Das aus dieser Ladungsdichte
berechenbare Coulombpotential kann prinzipiell genauso dargestellt werden. Durch die
Integration (s. Gl. (B.3, B.4)) werden zwei zusétzliche Potenzen in r gewonnen, die das
divergente Verhalten stark unterdriicken.

VCoul, rad-fun (T) = Z Pt V; (T) . (6-10)
J
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Weil das Potential auflerdem nur iiber die effektive Kernladung Z(r) = r - V(r) in die
Diracgleichung (5.2) eingeht, ist es gerechtfertigt, die Summe auszufithren und ein Cou-
lombpotential zu speichern. Bei der Entwicklung nach kubischen Splines werden in der
effektiven Kernladung die dritten Ableitungen modifiziert, hier wird ein regulidres Ver-
halten erzwungen. Diese Anderung ist durch den Vorfaktor r® in unmittelbarer Nihe des
Ursprungs so stark unterdriickt, dal kein Einfluf} in physikatischen Groflen sichtbar ist.

Austausch- und Korrelationspotential

Bei der Berechnung des Austausch- und Korrelationspotential gestaltet sich der Umgang
mit den Divergenzen schwieriger, weil zum einen ein nichtlinearer Prozef} betrachtet wird,
der das naive Ubertragen der divergenten Terme verhindert, und zum anderen die auch
im relativistischen Fall ndherungsweise vorhandene Proportionalitit von Potential und
Dichte

Vie o pt/? oc r21/3 (6.11)

bereits zu einem divergierenden Potential fiihrt.
Basierend auf den Uberlegungen, daf

auch das Austausch- und Korrelationspotential durch eine weitere Potenz in r bei
der Bildung von Z =r -V in Kernnédhe unterdriickt wird,

das exakte V. in Kernnéahe fiir die auftretenden Dichten unbekannt ist und nur
Niaherungen zur Verfiigung stehen,

auch hier ein eventuell vorhandener Fehler zu einer globalen Energieverschiebung
fiihrt, aber keine Valenzeigenschaften beeinflufit werden und

die physikalische Dichte und damit das Potential endlich bleiben,

wird zur Berechnung von V. eine modifizierte Dichte benutzt. Dabei wird die Wellen-
funktion ¢ auf den innersten Stiitzstellen durch ein Polynom stetig und mit stetigen
Ableitungen bis zum Ursprung fortgesetzt. Dieses Polynom wird an den Stiitzstellen aus-
gewertet und damit eine auch im Ursprung regulidre Splineentwicklung gewonnen. Betrof-
fen hiervon sind je nach Drehimpuls die innersten 2-4 Stiitzstellen, d.h. die Anderungen
finden innerhalb des Kernradius statt, in dem Wellenfunktion und Dichte nur als Mo-
dell benutzt werden. Betont werden soll an dieser Stelle, dafl diese Manipulationen nur
die Berechnung des Austausch- und Korrelationspotential betreffen, die elektrostatischen
Potentiale werden dagegen mit der exakten Dichte berechnet.
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Abbildung 6: Der Verlauf der echten (mmm) und der modifizierten (m==) Dichte fiir den
Drehimpuls j = 1/2 (links) und j = 3/2 (rechts). Mit dem Pfeil ist eine Abschétzung fiir den
Kernradius des Goldatoms markiert.

In Abbildung 6 ist fiir zwei verschiedene Drehimpulse der Verlauf der echten Dichte dem
der modifizierten gegeniibergestellt.

Selbst fiir die grofite aufretende Divergenz (also fiir den Drehimpuls j = 1/2, bei dem
bereits die Dichte selber divergiert) ist die durch die Modifikation ausgeloste Anderung
auf Orte innerhalb des Kernradius (hier grob durch die Formel Rpyc ~ 1.2 fm - v/A [138]
abgeschiitzt) beschrinkt und die betroffene Ladung betrigt weniger als etwa 10~7. Die
gednderte Kurve ist nahezu invariant gegeniiber Anderungen der Gitterkonstanen, damit
beeinfluit diese Modifikation die Berechnung von Gréfien wie des Minimums F/(a) oder des
Kompressionsmoduls nicht. Fiir hohere Drehimulse (in Abb. 6 am Beispiel j = 3/2 gezeigt)
wird durch die Anderung bereits die Gesamtladung nur noch in der Gréfenordnung von
10713 beeinfluft.

6.4 Alternative Behandlung der Divergenz

Neben der im vorangegangenen Kapitel vorgestellten Methode zur Behandlung der Diver-
genz im Ursprung gibt es weitere Moglichkeiten. Erwéhnt werden soll hier eine Alternative,
die darin besteht, das Intervall [0, RApw] in einen kleinen Bereich um den Ursprung und
den Rest der APW-Kugel zu trennen. Innerhalb eines noch zu bestimmenden Radius Regr
werden alle Funktionen (Wellenfunktion, Dichte und Potential) durch Potenzreihen bzw.
Reihen von Potenzreihen mit verschienenen herausgezogenen nichtganzzahligen Potenzen
~v; beschrieben. Auflerhalb dieses Radius erfolgt die Beschreibung durch Splines, ohne daf§
Modifikationen vorgenommen werden.

Die Uberlegungen aus Kap. 6.2 legen eine Schnittstelle in der Gegend der vierten Stiitzstel-
le nahe. Dieses Verfahren erfordert eine sorgfiltige Behandlung der Anschlufstelle, sowohl
in Funktion als auch Ableitungen, um zu verhindern, daf kiinstliche Abhéngigkeiten von
der Schnittstelle und damit von der Gitterkonstanten entstehen.

Prinzipiell lassen sich damit aber die gleichen Rechnungen in der gleichen Genauigkeit
durchfiihren.
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7 Ergebnisse
7.1 Warum Gold?

Bei der Planung, an welchem Element die folgenden Untersuchungen durchgefiihrt werden
sollen, mufl man sich zuerst iiberlegen, welche relativistischen Effekte erwartet werden.
Abgesehen von der anderen Drehimpulsstruktur der Diracgleichung verglichen mit der
nichtrelativistischen Schrodingergleichung [4] und der damit verbundenen Spin-Bahn Auf-
spaltung fiihrt die Endlichkeit der Lichtgeschwindigkeit und der relativistische Massenzu-
wachs

1
m=my: —F—— (7.1)

2
1= (2)

zu einer Kontraktion vor allem der s und p Zustdnde [139] und zu einer relativen De-

lokalisierung der Zustdnde mit hoheren Drehimpulsen [2|. Die Ursache hierfiir liegt in

der hohen Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Zustéinde mit kleinem Drehimpuls am Kern;

diese Zustidnde erhalten damit Geschwindigkeiten, die zu einem nicht zu vernachléssigen-

den Effekt in der Masse (7.1) fiihren, und bereits eine naive Abschitzung des mittleren
Kernabstands dieser Zustdnde durch den Bohrschen Radius

47T€0h2
g =
mJZe2

(7.2)

zeigt, dafl diese Zustinde mit wachsender Masse nach relativistischer Betrachtung (im
Vergleich zu einer nichtrelativistischen Rechnung) stérker in Kernnéhe lokalisiert sein
werden.
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Abbildung 7: Das Verhéltnis der mittleren Radien des 6s Zustandes aus relativistischer und
nichtrelativistischer Rechnung gegen die Kernladungszahl nach [5].

Zusténde mit kleineren Aufenthaltswahrscheinlichkeiten am Kern besitzen deutlich klei-
nere Geschwindigkeiten, so daf§ auch der Effekt aus (7.1) klein ist. Im Gegensatz dazu
spiiren diese Zustidnde aber ein im Vergleich zu nichtrelativistischen Rechnungen durch
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die s und p Zustdnde stirker abgeschirmtes Potential, das sich in einer Verschiebung der
mittleren Radien dieser Zustdnde nach auflen auswirkt. Das Wechselspiel dieser beiden
Effekte, Kontraktion und Abschirmung, ist Ursache der energetischen Verschiebung der
Bénder zwischen relativistischer und nichtrelativistischer Beschreibung.

Wenn man die relative Gréfle dieser Kontraktion gegen die Kernladung (den zweiten va-
riablen Term in (7.2)) auftrégt, erhilt man das in Abb. 7 gezeigte deutlich ausgepréigte
Minimum bei Gold, das sich damit als Kandidat auch fiir Untersuchungen relativistischer
Effekte, die iiber die Lage atomarer Zustinde hinausgehen, anbietet. Vergleichbar grofie
Effekte sind erst wieder bei iiberschweren Kernen zu erwarten. Diese starken relativisti-
schen Effekte werden beispielsweise auch fiir die z.T. auergewohnlich starken chemischen
Bindungen [45] von Gold verantwortlich gemacht.

Gleichzeitig besitzt Gold eine hohe Symmetrie, nur ein Atom in der Basiszelle, einen ein-
fachen Fermikorper und damit eine numerisch leicht handhabbare Struktur. So kénnen an
Gold trotz der hohen Kernladungszahl Rechnungen noch verhiltnisméssig einfach durch-
gefiihrt werden.

Bereits in den vorangegangenen Kapiteln wurde vereinzelt auf Rechnungen zu Gold Bezug

genommen und auch alle weiteren in diesem Kapitel vorgestellten Rechnungen erfolgen
an Gold.

7.2 Notwendige Grofle des Ansatzes
7.2.1 Rumpf- und Radialfunktionen

Bei der Auswahl der Radialfunktionen fiir den Ansatz mufl zum einen bestimmt werden,
welche Zustdnde im Kern eingefroren werden diirfen und zum anderen entschieden werden,
wieviele unbesetzte Zustdnde zu jedem Drehimpuls dem Variationsverfahren angeboten
werden.

Rumpfzustinde

Ein Rumpfzustand mufl als Mindestkriterien erfiillen, da} seine Wellenfunktion auf der
Oberfliche der APW-Kugel weitgehend abgeklungen ist und — damit verbunden — daf er
iiber die Brillouin-Zone keine nennenswerte Dispersion zeigt. Das (relativistische) MAPW-
Verfahren erlaubt als zusétzlichen Test den Vergleich der Rechnungen mit einem Zustand
wahlweise im Rumpf oder im Variationsverfahren. Hier diirfen sich in observablen Groflen,
insbesondere in der Gesamtenergie, keine Unterschiede zeigen.

Die Rechnungen an Gold zeigen, daf} die Zustdnde 1s1/2, 251/2, 2p1/2, 2p3/2, 35172, 3P1/2,
3p3/2, 3ds/2, 3ds/2, 45172, 4P1/2, 4D3/2, 4d3/2 und 4ds)2, deren Energien um mehr als 20 Ryd
unter der Fermienergie liegen (s. Tab. 2), unter diesen Bedingungen als Rumpf-Zustinde
behandelt werden diirfen.

Wenn der energetisch hochste dieser Zusténde (4ds/;) bei ansonstem unverdndertem An-
satz zusétzlich in das Variationsverfahren aufgenommen wird, éndert sich die Gesamt-
energie in der Gréenordnung von einigen pyRyd und der durch die Nichtberiicksichtigung
dieses Zustands im Variationsansatz entstehende Fehler liegt in der Grolenordnung der
erreichbaren Genauigkeit.
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Wenn im Gegensatz dazu der zweittiefste Zustand des Variationsverfahrens (4f, siehe
Tab. 3) als Rumpfzustand behandelt wird, #ndert sich die Gesamtenergie um etwa 80
mRyd und auch die Lage des Energieminimums gegeniiber der Gitterkonstanten ver-
schiebt sich um mehr als 1 Prozent. Wenn man den Rumpf noch grofler wihlt, beeinflufit
man auch die Form der Energiekurve (vergl. Abb. 9).

Der 5s/o-Zustand ist wegen seiner Ndhe zu den notwendigerweise im Ansatz beriick-
sichtigten 4 f-Zustéinden (verglichen mit den Rumpfzustéinden, Tab. 2) ebenfalls in das
Variationsverfahren aufgenommen.

[Zustand [ B — By [Ryd] [ g(Rapw)/9max |

1s1/0 -5885.43 <10°%
2812 -1038.68 <107
21 /2 -996.67 <10 %
2p3/2 -863.55 <107%
351/ 245.10 10-1°
3p1/ -225.11 10°"
3ps/2 -196.71 1077
3d3/2 -165.05 1071
3ds)2 -158.69 1071
451 /2 -52.98 10 7
4p1/2 -44.86 10_7
4p3/2 -37.79 10_6
4d3z /o -24.21 107°
4dy), -23.14 109

Tabelle 2: Rumpfzustinde. Gezeigt sind die Energien relativ zur Fermikante (in Rydberg)
und das Verhiltnis der Wellenfunktion (grole Komponente) am Rand der APW-Kugel zum
maximal auftretenden Wert.

Valenzzustéinde (besetzt)

Fiir eine sinnvolle Losung miissen dem Variationsverfahren mindestens die besetzten Va-
lenzzustéinde angeboten werden. Diese sind in Tabelle 3 zusammen mit dem Abfall der
Wellenfunktion am Rand der APW-Kugel und einer Abschétzung der Grofie des Gradi-
enten gezeigt.

Zu beobachten ist, da die relativ kleine Anderung durch einen einzelnen f-artigen Zu-
stand wegen der hohen Entartung einen nicht zu vernachléssigenden Einfluf} auf die Ge-
samtenergie hat.

Dominiert werden die Valenzeigenschaften durch die 5d und die 6s Zustéinde.
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| Zustand | E — Ep [Ryd] | g(RApw)/9max | |[VkE|[a.u. - Ryd] |

581/2 -7.7 10_2 10_3
Afs) 6.0 10 3 10 7
Af1/2 5.7 10° 10 0
5p1/2 -5.1 1072 1073
5p3/2 -3.9 1071 1071
5ds 2 0.4 1 1
5d5/2 -0.3 1 1
681/2 0 1 1

Tabelle 3: Valenzzustinde. Gezeigt sind die Energien relativ zur Fermikante (in Rydberg),
das Verhiltnis der Wellenfunktion (grofie Komponente) am Rand der APW-Kugel zum
maximal auftretenden Wert und der Energiegradient. Sowohl die Energien als auch die

Gradienten sind k-abhingig und &ndern sich in der Brillouin-Zone. Die gezeigten Werte sind

deshalb nur ein Anhaltspunkt fiir die Gréfenordnungen.

Valenzzustéinde (unbesetzt)

Fiir die Auswahl der angebotenen unbesetzten Zustinde miissen die Rahmenbedingungen
der linearen Unabhéngigkeit, der Rechenzeit und der Vollstindigkeit beachtet werden.

Erstrebenswert ist selbstverstindlich ein Ansatz, der vollstindig ist in dem Sinn, daf}
eine weitere Vergroflerung das Ergebnis nicht beeinfluft. Um gleichzeitig eine zu grofe
lineare Abhéngigkeit der Ansatzfunktionen zu verhindern, wird das Auswahlkriterium
vom nichtrelativistischen Fall (fiir die grofie Komponente) iibernommen: Benutzt werden
die n energetisch tiefsten Zusténde, deren logarithmische Ableitung

_dr_ = +1 (7.3)

r=Rapw

betrigt (vergl. Abb. 8).

Wenn man sich auf einen Wert fiir die logarithmische Ableitung beschréinkt, hitte man
zwar die Gewiflheit, ein linear unabhéngiges und vollstéindiges Funktionensystem fiir das
Sturm-Liouville Eigenwertproblem anzubieten, hitte aber gleichzeitig fiir alle daraus kom-
binierbaren Losungsfunktionen dieses Verhiltnis festgelegt.

Bereits im nichtrelativistischen Fall hat sich bewahrt, als Kompromif§ zu jeder radialen
Knotenzahl zwei Zustinde anzubieten. Die Auswahl orientiert sich hier an der grofien
Komponente und ist etwas problematischer, weil — aufgrund des unterschiedlichen Dreh-
impulscharakters von groler und kleiner Komponente — die radialen Knoten beider Kom-
ponenten nicht zusammenfallen und immer ein kleiner Uberlapp besteht.
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Abbildung 8: Der Verlauf der logarithmischen Ableitung fiir die groe (links) und kleine
(rechts) Komponente. Bei ca. —5 Ryd ist in beiden Kurven ein nicht mehr aufgelster
gebundener (deswegen die Ubereinstimmung in der Energie) Zustand zu erkennen; die

Unstetigkeitsstellen fiir positive Energien sind zwischen grofler und kleiner Komponente
verschoben.

Bei besetzen Zustinden wére fiir eine sehr grofe APW-Kugel ein Abfall der Wellen-
funktionen wie im freien Atom zu erwarten. Damit zeigen diese Zustidnde eine kleinere
Dispersion und die Ansatzfunktionen zu zwei verschiedenen logarithmischen Ableitungen
sind nahezu entartet (vgl. den scharfen Peak bei —5 Ryd in App 8). Deshalb wird fiir
diese Zusténde (mit Ausnahme des 6s-artigen, der die Fermikante schneidet) statt des
Paares nur eine Funktion im Ansatz angeboten. Die Auswahl erfolgt mit der gleichen
logarithmischen Ableitung wie im freien Atom.

Es lassen sich so mit 3 (d und f), bzw. 5 (s und p) zusitzlichen Radialfunktionen zu jedem
Drehimpuls die néchsten 20 Rydberg iiber die Fermikante hinaus abdecken. Soweit nicht
anders gekennzeichnet, wird dieser Ansatz fiir alle weiteren Rechnungen verwendet.

Wihrend die ersten beiden angebotenen Radialfunktionen eine Energieverschiebung um
einige mRyd zur Folge haben, beeinflussen die letzten hinzugenommenen Zusténde die
Gesamtenergie nur noch in der Grofle der erreichbaren Genauigkeit.
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Abbildung 9: Die Gesamtenergie gegen die Gitterkonstante fiir verschiedene Sitze von
Radialfunktionen. 68: Nur 11 Elektronen am Variationsverfahren beteiligt. 46: alle 33
Elektronen aus Tab. 3 im Variationsverfahren, aber keine unbesetzten Zustinde angeboten.
46+4: wie 46, aber mit 4 zusdtzlichen Zustinden. : wie 46, aber mit 20 zusdtzlichen

Zustdnden. 46+4-27: wie 46, aber mit 27 zusdtzlichen Zustdnden. Die Unterschiede zwischen den
beiden letztgenannten Kurven sind bereits deutlich kleiner als die Zeichengenauigkeit. In
diesen Rechnungen wurde ein nicht mehr aktuelles zc-Potential verwendet, das die Lage des
Minimums verfilscht.

Der Einflul der angebotenen unbesetzten Zustinde auf die Losung des Variationsverfah-
rens ist in Abb. 9 gezeigt. Die Lage des Minimums ist bereits mit einem sehr kleinen
Ansatz festgelegt und auch die Hohe konvergiert sehr schnell.

7.2.2 Hochster beriicksichtigter Drehimpuls

Ebenfalls zu kliren ist die Frage, welche Drehimpulse im Ansatz explizit zu beriicksich-
tigen sind. Das Minimum liegt hier sicher in den besetzten Zustdnden, die obere Grenze
ist zunéchst offen. Zu Testzwecken wurden die Rechnungen, die bisher nur Drehimpulse
bis einschliefilich j = % (in Gestalt der f7/o-Zustande) umfassen, mit zusitzlichen Ansatz-
funktionen wiederholt.

Hierfiir wurden je 1, 3 und 5 g7/2 und gg/-Zustéinde angeboten. Die dabei beobachtete
Energieverschiebung liegt in der Grofenordnung von Zehntel pRyd und damit weit un-
terhalb der fiir die Darstellung der Energieminima (die Energieskala in allen gezeigten
Gesamtenergiekurven betrigt einige mRyd) notigen Genauigkeit.
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Der tiefste g-Zustand liegt mit etwa 1 Ryd Abstand zur Fermienergie nur relativ knapp
iiber dem Valenzbandkomplex. Die Tatsache, dal die Hinzunahme dieser Zustédnde in den
Ansatz das Ergebnis nicht beeinflufit, ist deshalb nicht dahingehend zu verstehen, dafl
diese Zustinde keine Rolle spielen, sondern vielmehr in dem Sinn, dafl diese Zustinde
wegen ihres verhdltnisméfiig hohen Drehimpulses bereits durch die ebenen Wellen in aus-
reichender Genauigkeit beschrieben werden konnen. Alle weiteren Rechnungen erfolgen
deshalb mit den radialen Ansatzfunktionen aus Kap. 7.2.1.

7.2.3 Ebene Wellen

Das Kriterium zur Bestimmung der notwendigen Anzahl der ebenen Wellen ist wieder-
um, daf sich die Lage des Energieminimums durch eine Vergréferung des Ansatzes nicht
dndern darf. Ausgewihlt werden alle ebenen Wellen, denen Wellenzahl K zusammem mit
dem Ausbreitungsvektor k die Bedingung (K + k)? < Q? erfiillen.
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E + Const [mRyd]
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Abbildung 10: Die Gesamtenergie fiir verschiedene Abschneideparameter Q2 . fiir die

Anzahl der ebenen Wellen. Auch in diesen Betrachtungen ist die absolute Lage des Minimums
wegen des nicht mehr aktuellen Austausch- und Korrelationspotentials verfalscht.

In Abb. 10 sind die Gesamtenergien in Abhingigkeit der Gitterkonstanten fiir verschie-
dene Cut-Off-Parameter Q2 gezeigt. Zu den drei Kurven gehdren von oben nach unten
(abhéngig vom Ausbreitungsvektor k) etwa 60, etwa 75 und etwa 90 ebene Wellen.

Auch hier liegt die Lage des Minimums gegen die Gitterkonstante bereits mit einem relativ
kleinen Ansatz fest, allerdings sinkt das Minimum bei Vergroflerung deutlich weiter ab, als
das bei der Hinzunahme weiterer Radialfunktionen der Fall war. Weil nicht zu erwarten ist,
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mit noch rechenbaren Ansitzen Konvergenz zu erreichen, beschrénken sich alle weiteren

Rechnungen auf einen Abschneideparameter von Q2. = 18.

7.2.4 Anzahl der k-Punkte

Auch wenn diese Grofle strenggenommen kein Ansatzparameter ist, wird die Genauigkeit
der Rechnungen durch die Anzahl der fiir die k-Raum Integration angebotenen Ausbrei-
tungsvektoren beeinflult und soll deshalb an dieser Stelle diskutiert werden.
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Abbildung 11: Die Gesamtenergie in Abhingigkeit der Anzahl der k-Punkte.

Mit wachsender Anzahl der k-Punkte werden die energetischen Abstinde zwischen den in
Abb. 11 gezeigten Gesamtenergiekurven kleiner. Im Gegensatz zu den Uberlegungen zu
den ebenen Wellen ist hier aber abzusehen, dafi mit einer ausreichenden Anzahl von Stiitz-
stellen die k-Raum Integration mit beliebiger Genauigkeit durchgefiihrt werden kann.
Gleichzeitig werden die physikalisch interessanten Eigenschaften wie Gitterkonstante im
Minimum und Kriimmung der Kurve nur unwesentlich beeinflufit.

Einzelne Gréflen konnen aber sensitiv auf die Genauigkeit sein, mit der die k-Raum In-
tegration erfolgt. Im Zusammenhang mit der Zustandsdichte wird dieses Problem in Ka-
pitel 7.4 noch einmal aufgegriffen.

Die iibrigen Rechnungen, d.h. die Vergleiche der verschiedenen Funktionale fiir Austausch
und Korrelation erfolgen aus Rechenzeitgriinden mit 10 k-Punkten im irreduziblen Keil
der Brillouin-Zone.

Weil primir Differenzen zwischen Gesamtenergien verglichen werden, ist der verbleibende
Fehler im Absolutwert unbedeutend.
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7.2.5 Anzahl der ausgewihlten Richtungen

Die Anzahl der Richtungen, entlang denen die Wellenfunktionen und Dichten bestimmt
werden, spielt im Warped-Muffin-Tin-Fall nur eine untergeordnete Rolle. Fiir des elektro-
statische Potential wird nur die sphérische Dichte ben6tigt und das Austauschpotential
wird nach der Bestimmung entlang der Richtungen sphérisch gemittelt. Die Richtungen
wurden so ausgewihlt, dafl auch in der kleinsten Version mit 3 Richtungen der sphérische
Mittelwert exakt reproduziert wird. Dementsprechend ist es nicht iiberraschend, dafl in
dieser Ndherung die Gesamtenergiekurven unabhingig von der Anzahl der beriicksichtig-
ten Richtungen im Rahmen der Zeichengenauigkeit (s. Abb. 12) identisch sind. Verglichen
sind selbstkonsistente WMT-Rechnungen, in denen zwischen 3 und 24 Richtungen ver-
wendet wurden.
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Abbildung 12: Die Gesamtenergie in Abhingigkeit der Anzahl der ausgewerteten Richtungen.

Anders liegt der Fall, wenn die nichtsphéirischen Potential- und Energiebeitrage bestimmt
werden sollen (vergl. Abschnitt 7.9); dann héngt von der Anzahl der Richtungen ab, bis
zu welchem Drehimpuls, bzw. bis zu welcher Gitterharmonischen, zuverléssige Ergebnisse
durch die harmonische Analyse generiert werden konnen. Allerdings sind bedingt durch
die Art der Integrationsformel alle Beitrége zu Drehimpulsen kleiner oder gleich des mit
der Anzahl der Richtungen vertriglichen maximalen Drehimpulses endgiiltig bestimmt.
Durch das Hinzunehmen weiterer Richtungen kann lediglich die Grenze der Giiltigkeit der
Entwicklung verschoben werden, bereits bestimmte Beitrige bleiben unverdndert. Damit
ist die Anzahl der Richtungen ausschliefilich an die obere Grenze der Drehimpulsentwick-
lung gekoppelt; fiir die Konvergenz ist nur der WM'T Fall interessant und hier sind drei
Richtungen ausreichend.
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7.3 Bandstruktur

Das erste Ziel bei der Bestimmung elektronischer Eigenschaften kristalliner Festkorper

besteht in der Regel in der Berechnung der Bandstruktur.
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Abbildung 13: Die Bandstruktur von Gold. Der Energienullpunkt ist so gewéhlt, dafl der
erste Fourierkoeffizient verschwindet. Die Energieskala ist in Rydberg. Die Richtungen K < L
und U <« L sind dquivalent und hier doppelt aufgefithrt, um eine zusammenhingende Struktur

zu erhalten.

In Abb. 13 ist die selbstkonsistent bestimmte Bandstruktur von Gold entlang ausgezeich-
neter Richtungen in der Brillouinzone (vergl. Abb. 14) gezeigt. Wie bereits in [140] festge-
stellt wurde, ist die Bandstruktur von Gold gegeniiber Details der Rechnung weitgehend
unempfindlich. Die Unterschiede verschiedener Funktionale fiir Austausch und Korrela-
tion sind minimal (vergleichbar der Strichstérke). Deshalb wird hier nur das Funktional
VWN stellvertretend fiir alle untersuchten Potentiale betrachtet.

Die Valenzbandstruktur ist durch einen breiten Komplex knapp unterhalb der Fermiener-
gie bestimmt, der im wesentlichen von den 5d-Zustédnden getragen wird. Dieses breite
Band wird von einem s-artigen Band gekreuzt, das als einziges auch die Fermienergie
schneidet.
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Abbildung 14: Links: Die erste Brillouinzone eines fcc-Metalls. In rot ist der irreduzible Keil
markiert. Rechts: Der Irreduzible Keil der Brillouinzone. Schwarze Buchstaben bezeichnen die
Eckpunkte des Keils, blaue Buchstaben die hochsymmetrischen Richtungen.

Durch Photoemissionsmessungen konnen Teile der Bandstruktur auch experimentell be-
obachtet werden. Zu beachten ist hierbei allerdings, daf§ die Dichtefunktionaltheorie nur
garantiert, dafl die Dichte des Einteilchen-Ersatz-Systems mit der des wechselwirken-
den Systems iibereinstimmt. Eine vergleichbare Garantie fiir die Einteilchen-Kohn-Sham
Zustande und die Bandstruktur existiert nicht.

In Abb. 15 sind einige experimentelle Werte [20, 141, 142, 143, 144, 145] mit der berech-
neten Bandstruktur (s. Abb. 13) auf der A-Richtung verglichen.

Zu beobachten ist eine weite Streuung der experimentellen Daten, die auch iiber die
angegebenen Fehlerschranken hinausgeht; im Rahmen dieser Unsicherheit stimmen expe-
rimentelle und theoretische Werte gut iiberein, auch wenn eine leichte Tendenz besteht,
die die berechneten gegeniiber den gemessenen Werten zu kleineren Bindungsenergien
verschiebt.

Die Breite des d-Band-Komplexes stimmt gut mit den gemessenen Eckdaten [146, 147, 148]
iiberein, zu beobachten ist hier aber auch die eben erwéhnte leichte Verschiebung.
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Abbildung 15: Bandstruktur von Gold entlang der A-Richtung (vergl. Abb. 13). Punkte
bezeichnen experimentelle Werte; die Quellen sind in nebenstehender Tabelle angegeben. Links
und rechts sind sind zur besseren Gegeniiberstellung mehrere Experimente und die
berechneten Werte (Linien) fiir den L und den I'-Punkt nebeneinander gezeichnet. Die
angegebenen experimentellen Unsicherheiten betragen im Schnitt 0.1eV und sind damit etwa
so grof} wie die Punkte.

Einer der Vorteile des (R)MAPW Verfahrens besteht darin, daf§ alle Elektronen gleich-
zeitig und unabhéingig von ihrer Energie gleichberechtigt betrachtet werden kénnen. Bei-
spielsweise ist es moglich, parallel zu den Zustédnden an der Fermikante auch die ca. 6 Ryd
tiefer liegenden 4f Elektronen zu untersuchen. Experimentelle Unsicherheit besteht hier
dariiber, welcher Anteil der gemessenen Bandbreite auf die tatsichliche Breite der f-
Béander und welcher auf die endliche Auflésung des Detektors zuriickzufiihren ist. Lindau
gibt in [149] eine Obergrenze fiir die Linienbreite von 0.3eV (= 0.02Ryd) an und erwartet
einen deutlich kleineren Wert. Nach der vorliegenden Arbeit ist die Linenbreite der 4f
Zustinde (s.Abb. 16) mit 0.06mRyd fiir die 4f7/> und 0.03mRyd fiir die 4f5/, Bander
nocheinmal deutlich kleiner.



70 7. ERGEBNISSE

Die Ubereinstimmung der gemessenen mit der berechneten Spin-Bahn-Aufspaltung ist
kleiner als die experimentell erwartete Linienbreite.
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Abbildung 16: Die Bandstruktur von Gold fiir die 4f Zustdnde. Zu beachten ist die
unterschiedliche Energieskala auf der linken (Ryd, der Energienullpunkt ist der gleiche wie in
Abb. 13) und der rechten Seite (mRyd, Energienullpunkt willkiirlich). In der eingeschobenen

Tabelle ist die berechnete Spin-Bahn Aufspaltung mit experimentellen Werten verglichen.

7.4 Zustandsdichte

In Abb. 17 ist die Zustandsdichte (vergl. Gl. (4.33)) von Gold gezeigt. Das Integral iiber
diese Grofle wird zur Bestimmung der Fermienergie benutzt. Anhand dieser Darstellung
lassen sich sofort die bereits angesprochenen Gréfien Lage und Breite des d-Bandes be-
stimmen.
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Abbildung 17: Die Zustandsdichte von Gold fiir den d-Band Komplex unterhalb der
Fermienergie (m=, Skala auf der linken Seite). Ebenfalls eingezeichnet ist die integrierte
Zustandsdichte (w, Skala auf der rechten Seite).

Eine andere Version der Darstellung besteht in der Gegeniiberstellung der Bandstruk-
tur und der Zustandsdichte (vergl. Abb. 18). In dieser Form lassen sich die Peaks der
Zustandsdichte und die Extrema der Bénder direkt vergleichen.
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Abbildung 18: Die Bandstruktur und die Zustandsdichte von Gold. Alle Energien sind in

Rydberg.
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Abbildung 19: Die Zustandsdichte fiir unterschiedliche k-Raum Parameter. Alle Kurven
wurden mit einem Potential berechnet, das selbstkonsistent mit 10 k-Punkten bestimmt
wurde. Variiert wurde dann die Anzahl der zur Auswertung benutzten k-Punkte.
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Im Gegensatz zu den bisher aufgefiihrten Ergebnissen ist die Zustandsdichte sehr sensitiv
auf die Genauigkeit der k-Raum Integration. Deshalb sollen an dieser Stelle nocheinmal
Rechnungen mit unterschiedlichen Anzahlen von k-Punkten verglichen werden.

In Abb. 19 sind Rechnungen zum gleichen Potential verglichen. Das Potential wurde
selbstkonsistent mit 10 k-Punkten im irreduziblen Keil der Brillouinzone bestimmt. An-
schliefend wurde die Zustandsdichte mit einem unterschiedlich dichten Punktenetz im
k-Raum ausgewertet, das von 10 bis 182 Punkten variiert wurde. Zu erkennen ist, daf}
bereits das grobe Netz zwar alle wesentlichen Bestandteile der Struktur wiedergibt und
insbesondere die Position der Peaks bereits weitgehend festliegt, dal aber die Detail-
struktur der Peaks, eventuell auftretende Doppelspitzen und insbesondere die Hohe der
Peaks erst bei einem feineren Raster ausreichend genau wiedergegeben werden. Besonders
deutlich wird dies an dem energetisch hichsten gezeigten Peak 0.12Ryd unterhalb der
Fermienergie.
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Abbildung 20: Die Zustandsdichte fiir unterschiedliche k-Raum Parameter. Im Gegensatz
zur vorangehenden Abbildung wurde hier die Anzahl der k-Punkte im Selbstkonsistenzzyklus
variiert und immer mit der festgehaltenen Anzahl von 60 k-Punkten ausgewertet

In Abb. 20 sind die aus verschiedenen Potentialen resultierenden Zustandsdichten ge-
geniibergestellt. Die Potentiale wurden selbstkonsistent mit 10, 28 und 60 k-Punkten im
irreduziblen Keil der Brillouinzone bestimmt. Die Auswertung der Zustandsdichte erfolg-
te in allen drei Féllen mit einem Netz aus 60 k-Punkten, das nach Abb. 19 die meisten
Details der Struktur in ausreichender Genauigkeit wiedergibt. Man sieht so gut wie keine
Unterschiede zwischen den drei Kurven.
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Dies rechtfertigt folgendes Vorgehen: Um Rechenzeit zu sparen, werden alle nicht anders
gekennzeichneten selbstkonsistenten Rechnungen mit dem Netz aus 10 k-Punkten im ir-
reduziblen Keil der Brillouinzone durchgefiihrt. Falls zur Bestimmung der Zustandsdichte
genauere Ergebnisse gewiinscht sind, kann das mit dem groben Netz bestimmte Potential
auch mit einem feineren Netz ausgewertet werden, ohne dal mit dem feineren Netz eine
rechenzeitintensive selbstkonsistente Rechnung durchgefiihrt werden muf.

Ein Vergleich der Zustandsdichte mit experimentellen Werten wird durch die begrenzte
experimentelle Auflosung erschwert. Diese Auflosung kann durch eine Faltung iiber eine
Gaussfunktion

g@@)= [ 1) e 7 ar (7.4)

simuliert werden, man erhilt dann die in Abb. 21 gezeigte Struktur. In dieser Darstellung
ist der in Photoemmisionsspektren (s.z.B. [151, 152, 153]) beobachtete Doppelpeak, der
auf die Spin-Bahn Aufspaltung der 5ds/; und der 5d;/; Zustdnde zuriickgefiihrt wird,
deutlich zu erkennen.
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Abbildung 21: Die Zustandsdichte in der berechneten Form (=) und nach einer Faltung (7.4)
mit d = 0.04Ryd (m).
7.5 Gesamtenergie

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten die notwendigen mathematischen Vor-
aussetzungen bestimmt wurden, um eine zuverldssige Gesamtenergiekurve zu berechnen,
konnen jetzt die Funktionen F (a) im Detail betrachtet werden.



7.5 Gesamtenergie 75

Das Minimum entsteht durch ein Zusammenspiel dreier Beitrdge zur Gesamtenergie, die
sich bei Variation der Gitterkonstanten jeweils um deutlich mehr als die wenigen mRyd
verdndern, die die Energieskala der Gesamtenergie ausmachen. Erst die gegenseitigen
Ausloschungen der drei Beitrdge ermdglichen ein Miminum und die beobachtete kleine
Skala.
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Abbildung 22: Die Gesamtenergie und ihre drei Summanden als Funktion der
Gitterkonstanten. Markiert sind fiir eine typische Rechnung die selbstkonsistenten
Auswertungen; die durchgezogene Linie ist eine Interpolation mit kubischen Splines. Die
Gesamtenergie wurde wegen der engeren Energieskala um 38000Ryd verschoben. (a):
Gesamtenergie. (b): Kinetische Energie. (c¢): Potentielle Energie. (d): Austausch- und
Korrelationsenergie.

In Abb. 22 ist der Verlauf der Gesamtenergie, der kinetischen und der potentiellen Ener-
gie sowie der Austausch- und Korrelationsenergie in Abh#ngigkeit der Gitterkonstan-
ten gezeigt. Wiahrend sich kinetische und potentielle Energie im dargestellten Bereich
a € [7T.4a.u.,7.9a.u.] um jeweils etwa 1Ryd &ndern, betrigt die Anderung der Gesamt-
energie nur einige mRyd. Besondere Bedeutung kommt hierbei dem Austausch- und
Korrelationsbeitrag zu, der zwar zwei Groflenordnungen kleiner als die anderen beiden
Summanden ist und sich auch mit der Gitterkonstanten deutlich weniger dndert, aber
trotzdem in der Lage ist, das Minimum in sichtbarem Ausmaf} zu verschieben.
Gleichzeitig ist dieser Energiebeitrag der einzige, der nicht eindeutig festgelegt ist, sondern
von der Wahl des Austausch- und Korrelationsfunktionals abhéngt. Die Spannbreite, die
sich hieraus fiir die Ergebnisse ergibt, wird in Abschnitt 7.7 untersucht.
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7.6 Gitterkonstante und Kompressionsmodul

Die selbstkonsistente Bestimmung der Gesamtenergie zu verschiedenen Gitterkonstanten
liefert zunéchst nur einen diskreten Datensatz, der zur Bestimmung der Gitterkonstanten
(d.h. dem Minimum) und dem Kompressionsmodul (d.h. der Kriimmung im Minimum,
s.u.) geeignet interpoliert werden mufi. Zu diesem Zweck sind verschiedene Vorgehenswei-
sen denkbar und im Umlauf:

(a) Eine einfache Interpolation mit kubischen Splines. Wihrend diese Methode kei-
ne Annahmen iiber den Kurvenverlauf voraussetzt und deshalb die gefundenen
Daten nicht verfilscht, ist sie gleichzeitig gegen numerische Ungenauigkeiten am
storanfilligsten, da ein Ausreifler in der Ndhe des Minimums das Ergebnis stark
beeinfluflt.

(b) Die Form der Gesamtenergiekurve (s. Abb. 22(a)) legt einen Fit mit einer Parabel
E(@) =a-2°+b-z+c (7.5)

nahe. Ein solcher Fit ist gegen einzelne Ausreisser unempfindlicher, gleichzeitig kann
eine symmetrische Funktion nicht die ideale Fitfunktion sein, da die Gesamtenergie
fiir sehr grofle Gitterkonstanten nicht beliebig weiterwachsen kann, sondern den
Grenzwert freier Teilchen annehmen musf.

(c) Diese Einschriankung 148t sich vermeiden, wenn man Fitfunktionen verwendet, die
aus theoretischen Uberlegungen (i.d.R. geophysikalischen oder astrophysikalischen,
denn nur dort treten die Driicke auf, die nétig sind, um die Gitterkonstante eines
Metalls um einige Prozent zu veréindern) stammen. Stellvertretend fiir alle solchen
Funktionen sollen hier die folgenden beiden genannt werden:

(c.1) E(a)=Ey-(1+by-(a—ap))-ebole—a) (7.6)
nach [154] mit den drei Fitparametern Ey, by und ay.
9 Vo */?
(c.2) E(V)=Eo+ 5 b Vo ((VO> - 1) (7.7)

nach [155], ebenfalls mit drei Fitparametern (Ey, by und V;), aber im Gegensatz
zur oben genannten Funktion nicht zum Fit der Energie gegen die Gitterkon-

stante, sondern gegen das Volumen (fiir Gold V = %)

Auf die Verwendung von komplizierteren Fitfunktionen (z.B. die Murnaghan Formel [156]
mit 4 Fitparametern) wird in dieser Arbeit verzichtet.

Der Kompressionsmodul « ist als die Ableitung des Drucks p nach dem Volumen V', d.h.
als die zweite Ableitung der Energie nach dem Volumen gegeben.

_ 8_F __8Eges
P=\av),~ ov

op 0*E,.,
Kk o= —V. (W)T:V( avg2 ) (7.8)
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(Die Ableitungen sind jeweils fiir festgehaltene Temperatur und im Minimum zu bestim-
men.) Die Kompressibilidt K ist [157] als der Kehrwert des Kompressionsmoduls K = 1/k
definiert.

Fiir jede der genannten Interpolationsmethoden (a)-(c.2) ist die Bestimmung des Mini-
mums und der zweiten Ableitung im Minimum trivial.
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Abbildung 23: Die Gesamtenergie und verschiedene Moglichkeiten, die Datenpunkte zu
interpolieren. Die Methoden sind entsprechend der vorangegangenen Aufzihlung numeriert.

In Abb. 23 sind die Datenpunkte und die resultieren Interpolationen gezeigt. Die Uber-
einstimmung ist in allen Féllen vergleichbar gut.

In Tabelle 4 sind die Ergebnisse, die mit den verschiedenen Interpolationsverfahren fiir
Gitterkonstante und Kompressibilitdt gewonnen werden, verglichen. Gegeniibergestellt
wird auflerdem die Verwendung eines groben und eines in der Nihe des Minimums ver-
feinerten Stiitzstellenrasters. Man erkennt, dafy die Fit-Verfahren bereits bei dem groben
Raster iibereinstimmende Minima ergeben, die sich auch bei dem verfeinerten Raster
nicht wesentlich #ndern und dafl die Verfahren (c.1) und (c.2) auch fast identische Werte
fiir den Kompressionsmodul liefern. Dafl das Verfahren (b) einen anderen Wert fiir die
Kompressibilidt liefert, liegt an der nicht idealen, weil symmetrischen, Form der ange-
fitteten Kurve. Die Spline-Interpolation ergibt fiir das feine Netz einen unbrauchbaren
Wert fiir den Kompressionsmodul; die Ursache ist in der fiir diese Form der Auswertung
nicht ausreichenden Genauigkeit der selbstkonsistenten Iterationen zu suchen. Bei dem
groberen Raster, das ein giinstigeres Verhéltnis AE/Aqa aufweist, erhélt man einen mit
den Verfahren (c.1) und (c.2) vergleichbaren Wert.
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| Verfahren | (a) | (b) | (c1) | (c.2) | exp. | :
feines Stiitzstellennetz f " o
aola.u.] || 7.6349 | 7.6476 | 7.6475 | 7.6495 || 7.67 |
x[G Pa] 250.40 | 198.13 | 198.16 || 173 | ¢ . .
grobes Stiistzstellennetz
ag[GPa] || 7.6353 | 7.6479 | 7.6478 | 7.6497 ; e
k|GPa] | 200.88 | 250.36 | 197.82 | 198.05 —

Tabelle 4: Die Gitterkonstanten des Minimums und der Kompressionsmodul fiir die vier
vorgestellten Interpolationsmethoden. Das grobe Netz wird an den in der nebenstehenden
Skizze blau markierten Stiitztellen ausgewertet, das feine Netz enthilt die zusétzlichen roten
Stiitzstellen in der Nihe des Minimums und der experimentellen Gitterkonstanten.

Insbesondere sind die beiden Verfahren (c.1) und (c.2) gleichwertig und wie beschrieben
in der Lage, einzelne Ausreifler auszugleichen. Zur Berechnung von Gitterkonstante und
Kompressionsmodul wird deshalb eine Interpolation mit (c.2) benutzt. Bei Bedarf kann
eine Interpolation mit (c.1) oder auch mit einem der anderen beiden Verfahren benutzt
werden, um den Fehler der Interpolation abzuschétzen.

In Tabelle 5 sind Ergebnisse dieser Arbeit mit anderen relativistischen Rechnungen vergli-
chen. Die Gitterkonstante wird unabhéngig von der verwendeten Methode gleichermaflen
gut wiedergegeben. Eine gréflere Streuung besteht fiir den Wert des Kompressionsmoduls;
hier, wie der Vergleich der verschiedenen LAPW-Rechnungen zeigt, auch innerhalb der
gleichen Methode. Die Ursache hierfiir ist der stirkeren Abhéngigkeit dieser Grofle von
den Details der Rechnung (Ansatzgréfie, Konvergenzkriterien, ...) zu suchen. In [158] ist
angegeben, wie die Ergebnisse mit internen Parametern (hier der Drehimpuls-Cut-Off)
variieren. Sowohl Gitterkonstante und Kompressionsmodul als auch die Gesamtenergie
verandern sich fiir /,,,, = 2, ..., 6 beachtlich.

Verfahren | Exp. | diese | Boettger | Korhonen | Khein | Mehl | Engel | Kellen
Arbeit [29] [159] [23] [160] | [55, 75] | [158]

LCGTO | LMTO | LAPW | LAPW | LAPW | KKR
apla.uw.] | 7.67 | 7.65 7.63 7.68 7.67 7.67 7.65 7.64
k|GPa] | 173 198 196 193 198 205 217 195

Tabelle 5: Gitterkonstanten und Kompressionsmodul im Vergleich mit anderen Rechnungen.

Bemerkenswert in diesem Zusammenhang ist die zeitliche Entwicklung. Elsdsser [161]
verglich vor knapp 10 Jahren verschiedene relativistische Rechnungen in Hinblick auf die
Gitterkonstanten und fand Ergebnisse, die noch zwischen 7.53a.u. und 7.76a.u. streuten.

7.7 verschiedene Funktionale fiir Austausch und Korrelation

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse fiir verschiedene Austausch- und Korrelations-
funktionale (s. Kap. 3.2) verglichen. Die Gesamtenergiekurven sind zunéichst in Abb. 24
gegeniibergestellt. Auch in einer sehr viel feineren Auflésung als in den bisherigen Abbil-
dungen ist zwischen den drei Funktionalen, in denen der Austausch den relativistischen
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Korrekturfaktor trégt, kein Unterschied erkennbar. Dabei spielt es auch keine Rolle, auf
welche Art relativistische Effekte in den Korrelationsbeitrag implementiert wurden (vergl.
die Funktionale EE-1 und EE-2), oder ob ein nichtrelativistisches Korrelationsfunktional
(MV) verwendet wurde. Der Schritt vom nichtrelativistischen zum relativistischen Aus-
tausch hingegen fiihrt zu einer kleinen aber sichtbaren Verschiebung des Minimums néher
an die experimentelle Gitterkonstante. Die beiden unterschiedlichen Parametriesierungen,
die den nichtrelativistischen Funktionalen zugrunde liegen, (VWN und CA) sind aber wie-
derum beinahe gleichwertig.

Zu Vergleichzwecken ist ein Funktional aus den 70er Jahren (GHL) angefiihrt, das aber
bereits deutlich groflere Abweichungen zeigt.

1.8

1.6

1.4

1.2

0.8

Eges * cONSt. [mRyd]

0.6

0.4

0.2

0.98 0.985 0.99 0.995 1 1.005 1.01

Abbildung 24: Die Gesamtenergie fiir verschiedene Austausch- und Korrelationsfunktionale.
Im Gegensatz zu den bisher gezeigten Diagrammen sind die Kurven hier um unterschiedliche
Werte verschoben. Die Label im Diagramm folgen den Konventionen aus Kapitel 3.2. Gezeigt
sind: die beiden in Austausch und Korrelation relativistischen Funktionale EE-1 (=m) und EE-2
(=), das nur im Austausch korrigierte Funktional MV (=), die beiden nichtrelativistischen
Funktionale VWN (m=) und CA (=) und ein &lteres Funktional GHL ( )

Weil im Unterschied zu den bisherigen Abbildungen die Konstanten, um die die Gesam-
tenergiekurven verschoben sind, fiir jede Kurve individuell bestimmt wurden, werden in
Tab. 6 neben Gitterkonstante und Kompressionsmodul auch die Gesamtenergien vergli-



80

chen.

7. ERGEBNISSE

‘ Funktional ‘ Ve ‘

V. H agla.u.] ‘ k|G Pa] ‘

E4es[Ryd] | E — E*™'[Ryd] |

EE-1 (o) | rel | rel | 7.6478 | 197.82 | 37998.01538 0.0
EE-2 (o) | rel | rel | 7.6476 | 194.10 | 37998.07532 0.06
MV (o) | rel | n-r || 7.6477 | 196.63 | 37997.59555 -0.42
VWN (e) | n-r | n-r || 7.6381 | 197.54 | 38075.49153 77.48
CA (¢) | nr | nr || 7.6412 | 198.55 | 38075.43997 77.42
GHL () |n-r|n-r| 7.6010 | 205.69 | 38079.05750 81.04

Tabelle 6: Gitterkonstante, Kompressionsmodul und Gesamtenergie fiir verschiedene
Austausch- und Korrelationsfunktionale. Eingetragen ist aulerdem die Energiedifferenz zu dem
willkiirlich als Referenz herausgegriffenen Funktional EE-1.

Die Beobachtungen aus Abb. 24, d.h. nahezu identische Gitterkonstanten fiir die Funk-
tionale mit relativistischer Korrektur des Austausches, eine kleine (=~ 0.007a.u.=0.1%)
Verschiebung der Gesamtenergiekurven ohne diese Korrektur hin zu kleineren Gitterkon-
stanten und eine deutliche (= 0.05a.u.=0.6%) Verschiebung des Energieminimums, das
mit dem &lteren Funktional berechnet wurde, werden bestétigt.

Nimmt man die Abweichungen des Kompressionsmoduls zwischen den Interpolationssche-
mata (a) und (c.1) bzw (c.2) (vergl. Tab. 4) als Ma8, so sind alle Module der neueren
Funktionale als gleichwertig zu betrachten.

Bei den Energieverschiebungen ist eine &hnliche Tendenz wie bei den Gitterkonstanten
zu beobachten. Die jeweils direkt vergleichbaren Funktionale (d.h. EE-1 und EE-2 bzw.
VWN und CA) ergeben auch eine fast identische Gesamtenergie; der Unterschied betréigt
in beiden Fillen etwa 60mRyd. Der relativistische Korrekturfaktor im Austausch fiihrt zu
einer deutlichen Verschiebung der Energie um 77.4Ryd, die zusétzliche Beriicksichtigung
relativistischer Effekte auch im Korrelationspotential hat einen wesentlich geringeren Ef-
fekt von etwa 0.4Ryd. Diese Beobachtungen decken sich mit den Ergebnissen von Engel
et.al. [75], der fiir die Funktionale VWN, MV und EE-1 im Rahmen von OPM-Rechnungen
die gleichen Energieverschiebungen findet.

7.8 Fermifliche

Eine weitere experimentell zugéngliche und damit vergleichbare Grofle ist die Gestalt
des Fermikorpers. Uber Messungen des de Haasvan Alphen Effektes kénnen die Flichen
derjenigen Querschnitte durch den Fermikorper, die zu einem Extremum gehéren, und
die zugehorigen Zyklotronmassen bestimmt werden.

Der Fermikorper von Gold kann in erster Niherung durch Kugeln beschrieben werden,
die an den Kernorten zentriert und entlang der Raumdiagonalen durch schmale Hélse
verbunden sind. Die in Abbildung 25 gezeigten Extremalschnitte sind zwei verschiede-
ne sogenannte Bauchbahnen um die Kugeln, ein Querschnitt durch den Hals und zwei
verschiedene Bahnen, die die Liicken zwischen benachbarten Kugeln/Hélsen umschlielen
und nach ihrer Form Hundeknochen und Rosettenbahn genannt werden.



7.8 Fermifliche 81

T T T T T
08 06 06
04 04 04
02 02 02

3 = =

S S S

o o o

X X X
02 02 02
04 04 04
08 06 06

08 08 08 0 5 08 08 06 04 02 0 02 04 06 08
kl [au] kl [au] k; [au]

B100 B111 H111
I'(000) I'(000) L(3i1)
001 [111] [111]

08 06 04 02 0 02 04 06 08 08 06 04 02 0 02 04 06 08
ky [au] k, [au]

HK110 RlOO
X(001)
110 [100

Abbildung 25: Die Extremalschnitte durch die Fermifliche in atomaren Einheiten. In der
Skizze unter jeder Schnittfiiche ist in Blau die Lage des Extremalschnittes angegeben.
Auflerdem ist zu jedem Schnitt der Aufpunkt und die Flichennormale angegeben.

Die Schnittflichen sind jeweils durch einen k-Punkt und die Flichennormale eindeutig
bestimmt (vergl. Abb. 25). Die Grofie der Schnittfliichen wird in Tab. 7 mit einigen ande-
ren Rechnungen verglichen. DKH bezeichnet dabei zweikomponentige Rechnungen die auf
der Douglas-Kroll-Hess Transformation beruhen und von Fehrenbach [123, 162] mit dem
SAPW Verfahren durchgefiihrt wurden. FW bezeichnet Rechnungen von Reinisch [54],
in denen die Elektronen teils durch vierkomponentige und teils durch zweikomponentige
Spinoren (bestimmt iiber die Foldy-Wouthuysen-Transformation) beschrieben werden. In
letztgenannter Arbeit wurden die Schnittflichen ebenfalls fiir die experimentelle Gitter-
konstante ausgewertet. Dariiberhinaus erfolgt in Tabelle 7 ein Vergleich mit den experi-
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mentellen Werten.

Schnittfliichen [(27/ag)?]
Bahn diese Arbeit andere Rechnungen Experimente
ap th. [agexp. | DKH | FW Joseph [163] | Jan [164]

B100 | 1.2927 | 1.2848 || 1.273 1.2885 1.2758

B111 | 1.1645 | 1.1763 || 1.166 1.1842 1.1780 1.2010
H111 | 0.0369 | 0.0419 || 0.0277 0.0432 0.0403 0.0410
HK110 || 0.5266 | 0.5282 || 0.561 0.5205 0.5204

R100 | 0.5612 | 0.5578 || 0.533 0.5462 0.5366

Tabelle 7: Tabelle der Féicheninhalte der Extremalschnitte durch die Fermifliche.
Gegeniibergestellt sind die Ergebnisse, die in dieser Arbeit an dem theoretisch bestimmten
Energieminimum und an der experimentellen Gitterkonstanten berechnet wurden. Verglichen
werde diese Groflen mit anderen Rechnungen und den experimentellen Werten.

Die Ubereinstimmung zwischen berechneten und gemessenen Querschnittsflichen ist gut;
die Abweichnung betrigt (abgesehen von der Halsbahn) etwa 2%. Diese verbleibende
Differenz ist auf den typischen DFT-LDA Fehler, d.h. die leicht zu klein bestimmte Git-
terkonstante, zuriickzufiihren. Eine Auswertung an der experimentellen Gitterkonstan-
ten verbessert die Ubereinstimmung mit dem Experiment, in allen Fillen verschiebt sich
der berechnete Wert in die Richtung des experimentellen, in den meisten Féllen liegt
der experimentelle sogar zwischen den beiden so gewonnen Werten. Insbesondere ist die
Ubereinstimmung des Hals-Radius, also des kritischsten Beitrags, an der gemessenen Git-
terkonstanten deutlich besser.

Die relativ grole Abweichung des mit dem Douglas-Kroll-Hess Verfahren berechneten
Wertes fiir den Halsquerschnitt ist auf die Tatsache zuriickzufiihren, daf diese Gréfle im
wesentlichen von dem s-Zustand an der Fermikante bestimmt wird und dal die DKH-
Transformation (1. Ordnung) s-Zustdnde generell schlecht beschreibt, d.h. energetisch
deutlich zu tief ansetzt.

Zyklotronmassen

Zu jeder der Schnittflichen kénnen die zugehorigen Zyklotronmassen durch ein Kurven-
integral

h? k,
mc—?/‘wE‘das, (7.9)
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dessen Integrationsweg die Extremalfliche umschlie3t, bestimmt werden. Diese Zyklotron-
massen werden in Tabelle 8 mit den experimentellen Werten verglichen.

Zyklotronmassen [a.u.]

Bahn diese Arbeit | andere Rechnungen || Experiment

ap th. [agexp. | DKH | FW Lengeler [165]
B100 1.208 | 1.205 0.834 1.159 1.240
B111 1.156 | 1.155 1.182 1.117 1.066
H111 || 0.234 | 0.238 0.198 0.236 0.280
HK110 || 0.980 | 0.972 0.629 0.954 0.983
R100 1.086 | 1.070 1.098 1.044 1.014

Tabelle 8: Zyklotronmassen zu den genannten Extremalschnitten. Die genannten
Vergleichsrechnungen sind die gleichen wie in Tab. 7 und unterliegen den gleichen
Einschrinkungen.

Die Abweichungen zu den gemessenen Massen ist etwas gréfer als Differenz der Flichen-
querschnitte. Im Gegensatz zu den Schnittflichen (vergl. Tab. 7) sind die Fehler in den
Zyklotronmassen aber fiir alle Bahnen einschliefllich der Halsbahn etwa gleich gro8.
Bereits der Vergleich der Zyklotronmassen, die mit der theoretischen und der experimen-
tellen Gitterkonstanten bestimmt wurden, zeigt, dafl die Abhingigkeit der Zyklotronmasse
von der Gitterkonstanten deutlich kleiner als die der Querschnittsflichen ist.
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Abbildung 26: Die Grofle der Querschnittsflichen (links) und der Zyklotronmassen (rechts)
gegen die Gitterkonstante. Gezeigt ist der Bereich von +1% um das Minimum in der
Gitterkonstanten. Weil hier nur die Steigung betrachtet wird, wurden Massen und
Flicheninhalte in die Ndhe des Nullpunktes verschoben.

In Abb. 26 sind die Flichen der Extremalschnitte und die Zyklotronmassen gegen die Git-
terkonstante aufgetragen. Das Verhalten der Querschnittsflichen wird weitgehend von der
Geometrie bestimmt, d.h. die Gréfle der Flichen nimmt mit steigender Gitterkonstante
bzw. fallendem Volumen der Brillouinzone ab und die grofien Flichen erfahren eine stérke-
re Anderung als die kleinen. Im Gegensatz dazu ist die Situation fiir die Zyklotronmassen
weniger einheitlich, die Steigungen sind deutlich kleiner und die Vorzeichen hingen von
der jeweiligen Bahn ab.
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In beiden Fillen sind die Ableitungen im gezeigten Bereich nahezu linear, so dafl die
GroBen 0A/0a und Om,/da direkt abgelesen werden kénnen. Zusammen mit den Energie-
Volumen bzw. Energie-Druck Relationen (7.8) lassen sich damit auch die partiellen Ab-
leitungen der Flicheninhalte und Zyklotronmassen nach der Energie und dem Druck be-
rechnen.

Zu Testzwecken kann die Zyklotronmasse auch iiber die Beziehung

h* (0 A

bestimmt werden. Zu diesem Zweck kénnen die Schnittflichen fiir eine Reihe leicht ver-
schobener Zielenergien ausgewertet werden und die partielle Ableitungen analog zu (4.29)
berechnet werden. Man erhélt damit weitgehend identische Ergebnisse.

Einen ungefihren Eindruck der Lage des Fermikorpers in der Brillouinzone erhélt man
in Abb. 27. Hier wurde zwischen der Bauch-111 Bahn und der Hals-111 Bahn weitere
Schnittflichen mit der Raumdiagonalen als Flachennormale gelegt und ihre Schnittlinien
mit dem Fermikérper bestimmt.

Abbildung 27: Der Fermikorper von Gold. An den rot markierten Stellen wurde der
Fermikorper am Rand der ersten Brillouinzone abgeschnitten.

7.9 Jenseits der Warped-Muffin-Tin Niherung

Alle bisher vorgestellten Rechnungen wurden in WMT-N#herung durchgefiihrt, d.h. im
Inneren der APW-Kugel wurde ein sphérisches Potential angenommen und alle Beitrége
zu nichtsphérischen Drehimpulsen ignoriert. Im Gegensatz dazu unterlag das Potential
(anders als in der Muffin-Tin N#&herung) im Auflenraum keinen Einschrénkungen.
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Von diesem strengen WMT-Konzept wird in zwei Details abgewichen. Zum einen ist
der Beitrag der ebenen Wellen zur Wellenfunktion, der per Konstruktion Anteile zu al-
len Drehimulsen beinhaltet, in der gesamten Elementarzelle, also auch im Inneren der
APW-Kugel, giiltig. Zum anderen wird das Austauschpotential entlang ausgezeichneter
Richtungen bestimmt und dann iiber die Einheitskugel gemittelt. Bei Berechnung der Ge-
samtenergie beriicksichtigt die verwendete Integrationsformel je nach Anzahl der verwen-
deten Richtungen auch hohere Drehimpulse. Deshalb ist Warped-Muffin-Tin N#herung
in dieser Arbeit nicht im strengen Sinn zu verstehen, sondern enthilt bereits Teile von
hoheren Drehimpulstermen.

Dichten

Mit dem vorgestellten Verfahren konnen zun#chst die nichtsphéirischen Dichtebeitrige in-
nerhalb der APW-Kugel ohne nennenswerten Mehraufwand in der Rechenzeit bestimmt
werden. Dazu werden mit der harmonischen Analyse aus der Dichteinformation entlang
der vorgegebenen Richtungen auch die Koeffizienten der nichsten Glieder der Drehimpul-
sentwicklung berechnet.
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Abbildung 28: Die Dichten zu den tiefsten von der Symmetrie erldubten Dehimpulsen # 0.
Fiir I = 6 sind aulerdem die Dichten fiir die Auswertung von 3, 6 und 24 Richtungen
angegeben.

Die so erhaltenen Dichten sind in Abb. 28 gezeigt. Im Teilbild zu [ = 6 ist zuné&chst
zu erkennen, dafl die Beriicksichtigung von weiteren Richtungen die bereits bestimmten
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Entwicklungskoeffizienten nicht mehr verindert. Die Dichten zu [ = 6, die mit 3, 6 oder
24 Richtungen berechnet werden, sind im Rahmen der Zeichengenauigkeit identisch. Dies
ist bemerkenswert, weil das Integral (4.45) nur an einigen wenigen diskreten Stellen aus-
gewertet wird.

Ferner deutlich zu erkennen ist das asymptotische Verhalten (p; o< r!) fiir kleine Radien,
das signifikante Dichten fiir steigende Drehimpulse erst bei wachsenden Absténden vom
Ursprung zulidfit und die Bedingung aus dem APW-Ansatz, dafl alle Dichte-Beitréige aus
der APW-Kugel an deren Rand verschwinden.

‘ l ‘ v ‘ analyt. Verh. ‘ erfiillt auf ‘
4 1,9 7:1 10713
61 1,9 1:-1 1075
8 11,9,17| 99:28:1 1011
10]1,9 17| -13:12:1 100

Tabelle 9: Relative Genauigkeit, mit der die Dichten zu gegebenem Drehimpuls das
symmetriebedingte, analytisch vorgegebene Verhiltnis erfiillen.

Man erkennt ferner die zur Entwicklung der Gitterharmonischen fiihrenden Beziehungen
der Dichtebeitrige zu gleichem Bahndrehimpuls [ aber unterschiedlicher magnetischer
Quantenzahl v. Die Genauigkeit, mit der diese Beziehungen (vergl. Anhang A.2) erfiillt
sind, kann als Kontrolle der numerischen Grenzen der harmonischen Analyse benutzt wer-
den. Man erhélt die in Tab. 9 angegebenen relativen Werte als Obergrenze der erreichten
Genauigkeit.

Potentiale

Aus diesen Dichtebeitrigen resultieren neue Potentialbeitrige; beeinfluit werden das
Coulombpotential, der Beitrag der h6heren Multipole auflerhalb der zentralen Zelle so-
wie das Austausch- und Korrelationspotential. Die Berechnung auch des nichtsphérischen
Coulombpotenials erfolgt mit den Gleichungen (B.3) und (B.4), wihrend die nichtsphéri-
schen Multipole zu einer Erweiterung der Ewald-Summation fiihren, die in Abschnitt 4.7.4
angedeutet wurde.

Der Austausch- und Korrelationsbeitrag wird schon im WMT-Fall gesondert behandelt.
Die dann erfolgende sphérische Mittelung stellt den [ = 0 Term der harmonischen Analyse
dar, die analog zum Vorgehen bei der Ladungsdichte sofort auf hohere Drehimpulse erwei-
tert werden kann. Die Potentiale zu h6heren Drehimpulsen im Ortsraum sind in Abb. 29
gezeigt.

Die Interpretation der Coulombbeitrige auf der linken Seite ist eindeutig. Das Verhélt-
nis der Dichtebeitréige innerhalb eines Drehimpulses bleibt auch bei der Integration (B.4)
erhalten. Mit steigendem Drehimpuls verliert das zugehérige Potential an Bedeutung. Bei-
spielsweise mufl der maximale Wert des Potentials Vg8 mit dem sphérischen Potential
mit dem Maximum Ze? = 158 konkurrieren. Auch die eine Potenz in r, die bei den in
Abb. 29 gezeigten Potentialen gegeniiber der effektiven Kernladung fehlt, &ndert an dem
mit wachsendem [ stark fallenden Einflufl der Potentiale nichts.
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Abbildung 29: Die Potentiale zu den Dichtebeitridgen aus Abb. 28. Links sind die
Coulombpotentiale gezeigt, rechts die Austausch- und Korrelationspotentiale.
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Unklarer ist die Situation fiir das Austausch- und Korrelationspotential. Durch die Art
der Erzeugung dieser Potentialbeitrige (d.h. die harmonische Analyse) treten hier die
grofiten Werte am Rand der APW-Kugel auf und fallen mit steigendem [/ auch sehr viel
langsamer ab als die Coulombpotentiale.

Energien

Aus den Dichten und Potentialen kann die Energie genau wie bisher mit den Formeln
aus Kap. 4.8 berechnet werden. Insbesondere sorgen die Orthogonalititsrelationen der
Kugelflichenfunktionen (oder ggf. der Gitterharmonischen) dazu, dafi in den Integralen

/p(r)V(r) d’r = 47r/pl:0 (r) Vieo (7) r2dr+Nl:4/,Oz:4 (r) Viea () r%dr
+ N / pizs () Vi (r) 727 + .. (7.11)

lediglich einige neue Summanden, aber keine in den Drehimpulsen gemischten Terme
auftreten.

An dieser Stelle sei noch einmal darauf hingewiesen, daf} in dieser Arbeit keine selbstkon-
sistenten Rechnungen mit nichtsphérischen Beitrigen erfolgt sind. Alle Potentiale wur-
den selbstkonsistent in der am Anfang dieses Kapitels dargestellten leicht modifizierten
WMT Néherung bestimmt. Daran wurde lediglich ein weiterer Lauf angeschlossen, in
dem auch hohere Drehimpulse explizit beriicksichtigt wurden. Insbesondere entspricht die
Berechnung der Energien einem storungstheoretischem Zugang, in dem die Matrixele-
mente mit dem gestorten (d.h. héhere Drehimpulse beinhaltendem) Potential, aber mit
der ungestorten Wellenfunktion (d.h. Lésung des APW-Eigenwertproblems) ausgewertet
werden.

Man erhilt in Abhéngigkeit der Anzahl der Richtungen, die auch schon im Selbstkonsisten-
zyklus beriicksichtgt wurden, die in Tab. 10 gezeigten Gesamtenergien.

Anzahl Imaz Energie
Richtungen [Ryd]
3 4 | -37999.681421
4 4 | -37999.681428
6 4 1-37999.681490
8 6 |-37999.681329
12 8 |-37999.681420
24 10 | -37999.681420

Tabelle 10: Energien in Abhingigkeit der Anzahl der ausgewerteten Richtungen. l;;qz
bezeichnet den héchsten Drehimpuls, der in der Auswertung beriicksichtigt wurde.

Die Korrekturen sind klein und nur wenig grofler als die bei der Selbstkonsistenz erreich-
bare Genauigkeit.
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8 Abschitzung der relativistischen Effekte

In diesem Kapitel sollen die relativistischen Ergebnisse mit nichtrelativistischen Rechnun-
gen verglichen werden.

Hierfiir sind zwei Wege denkbar. Zum einen kann die Rechnung mit dem urspriinglichen,
nichtrelativistischen MAPW-Verfahren verglichen werden. Eine zweite Vergleichsmoglich-
keit erh&lt man, indem man dem Limes ¢ — oo bildet. Hierdurch werden alle relativi-
stischen Effekte (vergleiche die % Entwicklung in der Foldy-Wouthuysen Transformation)
unterdriickt. Diese beiden Verfahren sind allerdings nicht gleichwertig, weil auch nach
Elimination der relativistischen Effekte beispielsweise noch unterschiedliche Funktionale
fiir Austausch und Korrelation iibrigbleiben, die zu (globalen) Verschiebungen der Ge-
samtenergie fiihren oder weil, vielleicht kritischer, die beiden Energieminima knapp 10%
in der Gitterkonstanten auseinanderliegen. Damit steht man vor der Wahl, entweder eine
der beiden Rechnungen weit neben dem Minimum auswerten zu miissen, oder zwei sehr
unterschiedliche Volumen zu vergleichen.

8.1 Rumpfenergien
Zustand E — Ep [Ryd]

rel. | lime,o | merel

1s1/9 -5885.43 | -5341.96 | -5372.8406
251/2 -1038.68 | -892.54 | -895.6087
2p1/2 -996.67 | -858.68 | -861.2822
2p3/2 -863.55 | -858.39
3s1/2 -245.1 -208.06 | -209.4773
3p1/2 -225.11 | -192.76 | -193.2424
3p3/2 -196.71 | -192.70
3d3 /o -165.05 | -162.54 | -162.8527
3ds;2 || -158.69 | -162.52
Is,, | 52.98 | 4382 | -43.9812
4p1 /2 -44.86 -36.87 -36.9837
4p3 /2 -37.79 -36.85
4d3/2 -24.21 -24.02 -24.0901
ddy, | 2314 | 24.02

Tabelle 11: Die Rumpfenergien fiir groe Werte von c. Die relativistischen Vergleichswerte
stammen aus Tab. 2

In Tabelle 11 sind die relativistischen und die nichtrelativistischen Energien der Rumpf-
elektronen verglichen.

Zu beobachten ist — wie nach den Uberlegungen aus Abschnitt 7.1 erwartet — ein Absin-
ken der relativistischen unter die vergleichbaren nichtrelativistischen Zustéinde, das fiir
s-Zustande am deutlichsten ausgeprégt ist und mit wachsendem Drehimpuls und wach-
sender Hauptquantenzahl nachlifit.

Dieses Absinken vor allem der tiefen Rumpfzustidnde ist fiir den grofiten Teil des Energie-
unterschieds zwischen einer selbstkonsistenten relativistischen und einer selbstkonsisten-
ten nichtrelativistischen Rechnung verantwortlich.
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Eine zu Tab. 3 analoge Gegeniiberstellung der Valenzenergien erscheint nicht sinnvoll,
da diese Zustédnde iiber die Brillouin-Zone eine nicht zu vernachlissigende Dispersion
erfahren, die zumindest die gleiche Groflenordnung besitzt wie der Unterschied zwischen
beiden Rechnungen.

8.2 Bandstruktur

7
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E [Ryd.]
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Abbildung 30: Selbstkonsistent bestimmte Bandstrukturen. (=) vollrelativistisch, (mm)
nichtrelativistisch und (==) im Limes ¢ — oo jeweils in MAPW berechnet. Zum Vergleich ist

eine skalarrelativistische Rechnung (=) nach [123] mit aufgenommen. Alle Kurven wurden an
der Fermienergie aufeinandergelegt.

In Abb. 30 ist die relativistische Bandstruktur mit einer nichtrelativistischen verglichen.
Ebenfalls wie erwartet sind die relativistischen s-artigen Zustinde etwas stirker gebun-
den als ihre nichtrelativistischen Gegenstiicke, wéhrend die d-Bénder in der relativisti-
schen Rechnung néiher an der Fermikante liegen. Die skalarrelativistische Rechnung (von
Fehrenbach et.al. [123] nach dem Douglas-Kroll-Hess Verfahren) besitzt naturgemaf die
nichtrelativistischen Entartungen, zeigt aber ansatzweise die relativistischen Energiever-
schiebungen. Auch hier ist die bereits angesprochene Tendenz der DKH-Transformation,
die s-artigen Zustdnde hin zu tieferen Energien zu verschieben, zu beobachten.
Ebenfalls zu erkennen ist, daf} die Breite des d-Bandkomplexes zu einem groflen Teil durch
relativistische Effekte bestimmt ist; im Vergleich beider Rechnungen vergréfiert sich die
Breite nahezu um einen Faktor 2.
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Abbildung 31: Die Gesamtenergie und ihre drei Summanden als Funktion der
Gitterkonstanten in selbstsonsistenter relativistischer (=) und nichtrelativistischer (mm)
Rechnung. (a): Gesamtenergie. (b): Kinetische Energie. (c): Potentielle Energie. (d):

Austausch- und Korrelationsenergie.

In Abb. 31 sind die Gesamtenergie und ihre drei Summanden in relativistischer und nicht-
relativistischer Rechnung verglichen. Die nichtrelativisitschen Energien wurden um die in
Tabelle 12 genannten Betrige verschoben.

| relativistisch | nichtrelativistisch | Unterschied | Exp. |

Eges [Ryd] || -38998.015 -35725.624 -2272.391

T [Ryd] 43496 35713 7783

U [Ryd] -80860 70765 -10095

By [Ryd] 631.6 670.9 30.3

ap [a.u.] 7.65 8.32 7.67
k [GPal 197 45 173

Tabelle 12: Die Ergebnisse einer selbstkonsistenten relativistischen und nichtrelativistischen
MAPW-Rechnung im Vergleich.
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Wie erwartet ergeben sich in einer nichtrelativistischen LDA-Rechunung eine deutlich
iiberschétzte Gitterkonstante und ein grob falscher Kompressionsmodul; die genannten
Werte decken sich in etwa mit einer nichtrelativistischen Vergleichsrechnung von [166].
Steigung und Kriimmung von kinetischer und potentieller Energie stimmen n&herungs-
weise {iberein, erst die weniger genau als im relativistischen Fall erfolgende gegenseitige
Aufhebung der grofien Steigungen fiihrt zu den deutlichen Unterschieden.
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9 Platin

Als ein weiteres Metall, das mit dem beschriebenen Verfahren untersucht werden soll,
bietet sich Platin an. Dieses Element steht mit der Ordnungszahl 78 im Periodensystem
direkt vor Gold, es besitzt die gleiche Gittersymmetrie und eine dhnliche Gitterkonstante,
relativistische Effekte sollten eine vergleichbare Bedeutung besitzen und die Anforderun-
gen an Ansatzgrofle und Rechenzeit sollten dhnlich sein.

Die meisten der im Kapitel 7 durchgefiihrten Rechnungen wurden an Platin wiederholt
und sollen hier kurz vorgestellt werden.

9.1 Rumpfenergien

Der Rumpf wurde fiir die Rechnungen an Platin genauso grofl angesetzt wie bei Gold und
enthélt die Zustdnde in Tab. 13.

| Zustand | Er — E [Ryd] |

151/ -5714.87
251/ -1004.19
2p1/2 -063.11
2])3/2 -837.70
351 /2 -237.78
3p1/ -217.24
3p3/2 -189.64
3ds/2 -158.62
3ds -152.63
481/2 -50.42
4py 2 -42.53
4ps )2 -35.93
Ads); -22.97
Ads 5 -21.74

Tabelle 13: Rumpfzustinde von Platin. Gezeigt sind die Energien relativ zur Fermikante (in
Rydberg).

9.2 Bandstruktur und Zustandsdichte
Bandstruktur

In Abb. 32 ist die Bandstruktur von Platin gezeigt. Die grundsétzliche Situation ist eine
ghnliche wie bei Gold; knapp unterhalb der Fermienergie liegt ein Komplex, der im we-
sentlichen von den 5d-Bindern getragen wird, und ein s-artiges Band wird durch diesen
Komplex durchgereicht bis es schliellich die Fermienergie schneidet. Komplizierter wird
die Struktur allerdings dadurch, dafl nicht nur das einzelne s-artige Band die Fermikan-
te schneidet, sondern auch der d-Komplex bis iiber die Fermieenergie hinausreicht. Die
Bandstruktur ist in Ubereinstimmng mit der von [158] und [167].
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Abbildung 32: Die Bandstruktur von Platin. Der Energienullpunkt ist so gewédhlt, dal der
erste Fourierkoeffizient verschwindet.

Zustandsdichte

Auch in der Zustandsdichte (vergl. Abb. 33) ist die Struktur in der Nihe der Fermikante
deutlich komplizierter als im Fall von Gold. Hier sind wiederum verschiedene Auswertun-
gen der Zustandsdichte mit einer unterschiedlichen Anzahl von k-Punkten zum gleichen,
selbstkonsistent mit 10 Punkten im irreduziblen Keil bestimmten Potential gezeigt. Ahn-
lich wie im Fall von Gold ist die Struktur bereits mit wenigen k-Punkten in groben Ziigen
beschrieben und nur Details &ndern sich mit steigender Genauigkeit.
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Abbildung 33: Die Zustandsdichte von Platin, berechnet mit 10 k-Punkten im irreduziblen
Keil der Brillouinzone und ausgewertet mit 10, 28 und 60 k-Punkten.

9.3 Gesamtenergie

Die Auswertung der Gesamtenergiekurve, sowie die Berechnung der Gitterkonstante im
Minimum und des Kompressionsmoduls erfolgt analog zum Fall von Gold.
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Abbildung 34: Die Gesamtenergie von Platin gegen die Gitterkonstante.
diese Exp. Engel | MacDonald | Khein | Ozolins | Kellen
Arbeit | zitiert nach | [55, 75] [167] [23] [168] [158]
[65, 75] LAPW LAPW LMTO | ASW | KKR
agla.u.] | 7.3627 7.40 7.37 7.40 7.37 7.36 7.37
k|GPal | 295.37 283 305 — 307 306 297

Tabelle 14: Die Gitterkonstante und der Kompressionsmodul von Platin.

Auch hier besteht eine #hnlich gute Uberseinstimmung der Ergebnisse wie im Fall von

Gold.
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Anhang

A Kugelflichenfunktionen

A.1 Komplex und reellwertige Kugelflichenfunktionen

Die in der Quantenmechanik iiblichen (s. [56, 57, 169, 124]) komplexwertigen und nor-
mierten Kugelflachenfunktionen

_ ]
Y (0,p) = /Rl

(2.1)
-1 m 1 _ime jn™m dl+m 2 _ 1\
(=1)" 5™ sin™ (9) Teos 77 (0] (cos® (9) — 1) .

sind die beste Wahl fiir den Ansatz, weil sich damit die einfachsten Relationen zwischen
den Winkelabhéngigkeiten der grofien und der kleinen Komponenten ergeben, ohne dafl
an dieser Stelle weitere Faktoren eingefiihrt werden miissen.
Der zusétzliche Faktor (—1)™, um den diese Definition von der beispielsweise in [170] ver-
wendeten abweicht, stellt die richtige Phasenbeziehung fiir die Drehimpuls-Leiteropera-
toren

T = (Jp £id,) Y™ = /(L Fm) (L £ m + 1)y, (A.1)

her.

Nachdem im Zuge des Selbstkonsistenzzyklus aus diesen Ansatzfunktionen und den zu-
gehorigen Entwicklungskoeffizienten die Dichte berechnet wurde, ist es sinnvoll, zu einer
anderen Darstellung {iberzugehen. Die Symmetrieeigenschaften der Dichte sind durch die
Kristallstruktur geprigt und es sind Beitrige zu den gleichen Drehimpulsen erlaubt wie
im nichtrelativistischen Fall. Weil die Dichte auflerdem per Definition reell ist, ist es hier
moglich auch zu den im nichtrelativistischen APW-Verfahren verwendeten reellwertigen,
unnormierten Kugelflichenfunktionen tiberzugehen.

Die reellwertige Kugelflichenfunktionen sind auf der Einheitssphiire S 3 ro = (¢, Yo, 20) =
sin 6 cos ¢, sinf sin ¢, cos #) definiert als

( —l!m)!le (cos 6) { cos ma }

sin mg

(I—=m)! P™(z) Re
T (1-z)? | Im

Vi, (ro)

} (wo + o)™, (A.2)
mit L := (l,v),l € Np,v=1,...,(2l +1),m = |v/2] und der Schreibweise

a _Joa falls v ungerade
{ b }V o { b falls v gerade (A-3)

Die Legrendre-Funktionen sind durch

dm (l—m)/2 _ )
le(z) — (1 _ ZQ)m/2dz_mPl(Z) —. (1 _ ZQ)m/2 Z Pimlzlfmf% (A.4)
1=0
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mit
N 20 — 2i — 1)
Pt = L2 A5
LT i (= m—2i) (A-5)
und
1 d l
— POy . 2
Ri(z) = P (z) := 27 A4 (Z - 1) (A.6)
gegeben.
Fiir diese Funktionen gilt die Orthogonalitdtsrelation
dr
/yL(ro) Vi (ro) dS(ro) = o orr (A.7)
L
5
mit
Cr = (2l+1)n
2 — 6,0) (I1)° 2 —4,1) (I1)?
- ( )@~ _ 1) (1) (A3)

(=m)l(+m)  (=m)I(+m)

A.2 Gitterharmonische

Weiterhin ist es méglich, sich bei der Berechnung von nichtsphérischen Dichte- und Po-
tentialanteilen auf den Unterraum zu beschrianken, der von der Kristallsymmetrie erlaubt
ist. Dies kann durch die Verwendung von Gitterharmonischen, einer geeignet gewéhlten
(s.z.B. [90]) Linearkombination von Kugelflichenfunktionen, geschehen.

H,, (ro) = ;C’,,yl,, (ro) (A.9)

In Frage kommen verschiedene Quantenzahlen v zum gleichen Bahndrehimpuls [. Die fiir
die hier vorliegende Symmetrie erlaubten Gitterharmonischen sind in Tabelle 15 aufge-
listet.

‘nx‘l 1/‘ C, ‘
110 1 1
4 1 1
4 9| 1/7
316 1 1
6 9 -1
4 18 1 1
8 9| 28/99
8 17| 1/99
5 |10 1 1
10 9 |-12/13
1017 | -1/13

Tabelle 15: Die Gitterharmonischen fiir FCC-Symmetrie bis zum Drehimpuls [ = 10
(unnormiert). Alle nicht aufgelisteten Koeffizienten sind 0. Vergl. [90].
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B Coulombpotential einer Ladungsdichte

Im Inneren der APW-Kugel liegt die Dichte in der Form (4.46) vor. Fiir jeden Teilbeitrag
kann das Potential [107]

o1 (B.1)
einzeln berechnet werden.
Um den Nenner leichter handhaben zu kénnen, wird die Entwicklung
co 2'+1 I
[t r2| =X X mmed (1) Y (13) (B2)

(hier nach reelwertigen Kugelflichenfunktionen, s. Angang A.1) benutzt, um die Orthogo-
nalitédtsrelationen ausnutzen zu kénnen. Das Symbol 7. (r-) bezeichnet den betragsmiiflig
kleineren (gréfieren) Wert von r; und ro. Man erhilt damit fiir das Potential den Ausdruck

r)=> Y (x°) r'Vi, (r) (B.3)

mit
r Rmax

Vi (r) = & (T%lﬂ [ aohar+ [ ) dr') | (B.4)

20+1

r

Zur Auswertung der Beitrige der nichtsphérischen Ladungsdichten auflerhalb der zentra-
len Zelle (vergl. Kap. 4.7.5) wird das Multipolmoment benétigt, das man aus dem Wert
des Potentials am Rand der APW-Kugel

/ Yur'p (r [ i3 (7")] (B.5)

r=Rmax
erhélt.
Zur Berechnung der Fourierkoeffizeiten des Potentials
1 )
- / V (r)e e dPr (B.6)
Ve
wird auch die Exponentialfunktion nach Kugelflichenfunktionen entwickelt
e =3 20+ 1) D (r°) Vi (K°) g (kr) (B.7)
lv
und man erhilt
V (k) = _Zyl,, (k) (=i)! [ Vi (r) u Ckr) 42y (B.8)
C v

mit den Sonderfillen des sphérischen Beitrags (mit jo (kr) = %)

Vieo (k) = dm 1 /V} —o (r) sin (kr) rdr (B.9)
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und des ersten Fourierkoeffizienten
4 -
Vv (k = O) = Vﬂ- / ‘/l:() (T) 7“2(17“, (Bl[])

weil hier bei der Integration iiber d€2 alle Multipole zu [ # 0 verschwinden.
Analog werden die Fourierkoeffizienten der Dichte

p(k —Zylm kO /plm 25 (kr)dr (B.11)

bestimmt.
Fiir den Beitrag der ebenen Wellen wird die Poissongleichung zweckméfigerweise im re-
ziproken Raum ausgewertet

V2V (r) = —4me?p (r) (B.12)

). (B.13)

Vi(k) =

Zu Testzwecken kann das Potential aus den Fourierkoeffizienten gemafl

r)=> "V (k) (4.56)

rekonstruiert werden.
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