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Zusammenfassung

Die Theorie des deterministischen Chaos beeinflufit die Konzepte zur Be-
handlung von Zeitserien in vielen Bereichen der Wissenschaft. Deterministi-
sche chaotische Systeme zeichnen sich durch eine Vielfalt von Losungen aus,
die irreguldr, aber nicht stochastisch sind. Bei der Analyse von Eigenschaf-
ten realer Systeme, die mit linearen stochastischen Methoden nicht adéquat
beschreibbar sind, wie z.B. deterministisches aperiodisches Verhalten, bieten
sich Verfahren aus der Theorie chaotischer Systeme an. Dabei sind die ma-
thematischen Voraussetzungen zur Berechnung von Grofien, die chaotisches
Verhalten hinreichend charakterisieren, in der Realitdt meistens nicht gege-
ben, z.B. wegen der endlichen Auflésung bzw. Meldauer oder wegen iiberla-
gertem Rauschen. Im Gegensatz dazu ist es jedoch moglich, den nichtlinearen
Determinismus, die notwendige Figenschaft chaotischer Systeme, auch dann
noch zu detektieren und somit auf die Natur des zugrundeliegenden Systems
zu schlieffen, wenn dieser nur schwach ausgeprégt ist. Der Nachweis dieser
Eigenschaft in realen und synthetischen Zeitserien ist der Gegenstand der
vorliegenden Arbeit. Bei den hier untersuchten Systemen handelt es sich um
die Intensitdtsschwankungen eines FIR-Lasers, das Lorenz-System, den zeit-
lichen Verlauf der Sonnenfleckenrelativzahl und die Dichte und Geschwindig-
keit des Sonnenwindes.

Im theoretischen Teil dieser Arbeit werden zwei Analyseverfahren neu ent-
wickelt. Die Methode der korrespondierenden Nachbarn basiert auf Konzep-
ten der Informationstheorie und stellt eine Erweiterung der Kolmogorov-Sinai
Entropie zweiter Ordnung dar. Damit kann die Vorhersagbarkeit eines Sys-
tems fiir beliebige Intervalle der Abtastrate beschrieben werden. Dariiber-
hinaus erlaubt diese Methode die Abschitzung der Einbettungsdimension.

Das zweite neu eingefiihrte Verfahren charakterisiert die lokale Parallelitéit
von Trajektorienabschnitten im Zustandsraum und 148t sich in Analogie zum
Temperaturbegriff in der kinetischen Gastheorie interpretieren. Dieses Maf}
hat seinen Ursprung in der Diffusionskonstante der Fokker-Planck Gleichung
und ist eine Erweiterung bekannter Verfahren in der nichtlinearen Zeitseri-
enanalyse.

Der Nachweis von nichtlinearem Verhalten wird mit den neu entwickelten
Verfahren und der als Referenz benutzten Methode der nichtlinearen Vor-
hersagefehler iiber Hypothesentests mit Surrogaten durchgefiihrt. Surrogate
sind Realisationen stochastischer Prozesse, die die linearen Eigenschaften der
zu untersuchenden Zeitserie, nicht aber deren moglichen nichtlinearen Anteil
erhalten.



Die neuen Verfahren werden an den Referenzdatensiitzen des Lasers und des
Lorenz-Systems getestet. Die Leistungsfahigkeit der Algorithmen im Grenz-
fall schwacher Nichtlinearititen wird an diesen Zeitserien durch kiinstliches
Verrauschen demonstriert. Bei der Konstruktion der Surrogate fiir die Laser-
zeitserie iiber etablierte Verfahren wird erstmals ein Artefakt entdeckt: die
Surrogate konnen entgegen der eigentlichen Intention doch nichtlineare An-
teile enthalten. Dies fiihrt bei Nichtbeachtung zu falschen Interpretationen
der Ergebnisse aus einer Zeitserienanalyse mit Surrogaten.

Das Monatsmittel der Sonnenfleckenrelativzahl zeigt signifikantes nichtlinea-
res Verhalten. Mit speziellen Surrogaten wird gezeigt, dafl auch iiber den
11-Jahres-Zyklus hinaus nichtlineare Korrelationen bestehen.

Erstmals konnten die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren und Analyse-
konzepte auf Messungen des Sonnenwindes angewendet werden, die bisher
nicht in dieser Qualitdt zur Verfiigung standen. Der zeitlich hochaufgeloste
und kontinuierliche Verlauf der Dichte und der Geschwindigkeit wurde mit
dem Proton Monitor an Bord des Solar and Helioscopic Observatory ge-
messen. Im zeitlichen Dichteverlauf werden signifikante nichtlineare Eigen-
schaften detektiert. Dieses Ergebnis ist wesentlich fiir die Verbesserung von
Vorhersagemodellen fiir den Sonnenwind, die bisher lediglich auf linearen
Methoden basieren. Dagegen werden die Ergebnisse aus den Sonnenwindge-
schwindigkeiten aufgrund spezieller Eigenschaften dieser Zeitserie als artifizi-
ell in Frage gestellt. Nichtlineares Verhalten kann fiir diesen Datensatz nicht
gesichert nachgewiesen werden. Die starken linearen Korrelationen fiihren
insbesondere bei Berechnung der Korrelationssumme zur Abschéitzung der
Einbettungdimension zu Ergebnissen, die nicht als Attraktordimension in-
terpretiert werden konnen.

In vielen wissenschaftlichen Gebieten werden Systeme auf der Basis nume-
rischer Analysen von Zeitserien oftmals vorschnell als deterministisch chao-
tisch charakterisiert. Eine Kernaussage dieser Arbeit ist, daf selbst die Uber-
priifung des fiir Chaos notwendigen nichtlinearen Determinismus sehr sorg-
faltig durchgefiihrt werden muf}; um Fehlinterpretationen vorzubeugen.
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Kapitel 1

Einleitung

,Die Welt ist nichtlinear.“ [11] Diese Aussage steht am Anfang eines Bu-
ches iiber die nichtlineare Analyse von Zeitserien. Das Zitat beschreibt die
Situation, in der man sich héufig befindet, wenn man die in der Natur vor-
kommenden Systeme und Phinomene in ihrer Gesetzméfligkeit beschreibt.

Auf der einen Seite werden die gut bekannten und in weiten Bereichen sehr er-
folgreichen linearen Methoden (siehe z. B. [9]) als Vereinfachung der Realitét
nicht den ganzen Reichtum an Beobachtungen erfassen konnen. Nichtlineare
Modelle auf der anderen Seite weisen Losungen auf, die mit linearen Me-
thoden nicht adidquat beschreibbar sind, wie z. B. aperiodisches Verhalten.
Speziell fiir die interessante Klasse der chaotischen Systeme ist das Vorhan-
densein von Nichtlinearititen aber eine notwendige Bedingung. Diese Modelle
sind jedoch nicht immer analytisch beschreibbar.

Mit der Verfiigbarkeit immer leistungsfahigerer Rechner steigen die Moglich-
keiten, nichtlineare Modelle mit numerischen Verfahren zu beschreiben, wenn
analytische Methoden nicht anwendbar sind. Die Entwicklung der Theorie
zur Beschreibung nichtlinearer Systeme verlief in weiten Bereichen parallel
mit der Steigerung der Geschwindigkeit von Rechnern. Als friihes Beispiel
gilt die von E. N. Lorenz [66] durch numerische Experimente an einem Mo-
dell zur Beschreibung von Wetterphdnomenen entdeckte Sensibilitdt in den
Anfangsbedingungen, die fiir chaotische Systeme typisch ist.

Die numerische Beschreibung sogenannter komplexer Systeme! fiihrt in vie-
len verschiedenen wissenschaftlichen Bereichen zu beachtlichen Erfolgen. Als

1Es sei an dieser Stelle erwiihnt, da8 derzeit noch keine zufriedenstellende mathemati-
sche Definition des Begriffes komplex existiert. Im allgemeinen meint man damit Systeme,
die nicht in Teilsysteme zerlegt werden konnen, ohne dafl dabei charakteristische Eigen-
schaften verloren werden.



2 Kapitel 1. Einleitung

Beispiele fiir medizinische Anwendungen lassen sich eine Vielzahl von EKG-
Analysen [27, 47, 46, 73, 95, 96] und Untersuchungen am menschlichen Ge-
hirn [63, 84, 128] anfiihren. Dariiberhinaus kénnen biologische Phénomene
wie beispielsweise die Evolution [102] mit Methoden der Komplexitéitstheo-
rie untersucht werden. Evolutionstheoretische Ansitze werden in umgekehr-
ter Richtung in die Entwicklung von numerischen Optimierungsalgorithmen
tibernommen [5, 70, 79, 109].

Dariiberhinaus gibt es nichtlineare Modelle zur Beschreibung des Verkehrs-
flusses [36, 55, von Finanzmérkten [10, 60, 61, 62, 81, 107], von soziologischen
Phénomenen [4, 76] und von technischen Anwendungen [28, 71, 127].

Ein besonderes Gewicht bei der Untersuchung komplexer Systeme liegt auf
der Extraktion von charakterisierenden Parametern aus gemessenen Daten-
sitzen. Diese Messungen konnen z. B. Bilder oder Zeitserien sein, wobei ich
mich in dieser Arbeit mit den letztgenannten befassen werde.

Es existiert eine Vielzahl von numerischen Verfahren zur nichtlinearen Zeitse-
rienanalyse, siehe z. B. [48]. Wihrend die meisten dieser Verfahren fiir Zeitse-
rien, die aus synthetischen Modellen erhalten wurden, zuverldssige und in-
terpretierbare Ergebnisse liefern, fiihren Analysen von Messungen realer Sy-
steme leicht zu falschen Schlufifolgerungen: , Real data happens.“ [116].

Ein Hauptpunkt dieser Arbeit ist deswegen auch nicht die Berechnung von
systembeschreibenden Gréflen, den Invarianten, aus den Zeitserien, sondern
die Uberpriifung der grundlegenden und notwendigen Eigenschaft chaotischer
Systeme, die Detektion von nichtlinearem Determinismus. Die zu untersu-
chenden Zeitserien sind dabei sowohl kiinstlicher als auch realer Natur.

Dazu werden in Kapitel 2 erst die mathematischen Grundlagen der Infor-
mationstheorie vorgestellt. Ausgehend von den Arbeiten von Shannon und
Weaver [105], die im allgemeinen als die Grundlage dieses Zweiges der Wis-
senschaft angesehen werden, wird der mathematische Formalismus erldutert.
Dabei wird speziell auf die zugrundeliegenden Annahmen und Anwendungs-
gebiete der Theorie eingegangen. Die Verbindung zu dynamischen Systemen
und deren Charakterisierung durch Gréflen aus der Informationstheorie sind
ein weiterer wesentlicher Bestandteil dieses Abschnitts. Es werden Proble-
me bei der praktischen Berechnung der mathematischen Mafle und deren
Losungsmoglichkeiten aufgezeigt.

Dynamische Systeme werden in Kapitel 3 formal eingefiihrt. Dabei wird unter
anderem der Begriff des Attraktors, der in der Theorie dynamischer Syste-
me eine wesentliche Rolle spielt, erldutert. Die Analyse dynamischer Syste-
me beruht in dieser Arbeit auf der Konstruktion eines mehrdimensionalen



Zustandsraumes auf der Grundlage einer skalaren Zeitserie. Dieser kiinstli-
che Zustandsraum und der durch die kanonischen Variablen definierte echte
Phasenraum sind in bestimmten Aspekten zueinander dquivalent. So besit-
zen beispielsweise die in Kapitel 3 vorgestellten Invarianten des Systems in
beiden Rdumen den gleichen Wert. Zuerst wird die mathematische Grundla-
ge fiir diese Art der Rekonstruktion erkldrt und das Konzept der verzégerten
Koordinaten vorgestellt. AnschlieBend werden Methoden zur Bestimmung
der Einbettungsparameter Dimension und Verzogerungszeit aufgezeigt.

Im nichsten Kapitel 4 werden die in dieser Arbeit verwendeten Verfahren
zur Detektion von nichtlinearem Determinismus vorgestellt. Die Grundidee
dieser Verfahren ist, die lokalen Eigenschaften des Systems im kiinstlichen
Zustandsraum zu verwenden. Insbesondere die Eigenschaft, dafl sich dhnliche
Zustande zumindest fiir kurze Zeiten in dhnlicher Weise entwickeln, wird bei
der Suche nach nichtlinearem Determinismus und Vorhersagen von Zeitserien
ausgeniitzt. Die Quantifizierung der Fehler bei nichtlinearer Vorhersage ist
ein in der Literatur hiufig verwendetes Verfahren (siehe z. B. [13, 108]), das in
dieser Arbeit als Referenzmethode benutzt wird. Anschliefend werden zwei
neue Verfahren eingefiihrt: die Methode der korrespondierenden Nachbarn
beschreibt die Vorhersagbarkeit, ohne wirklich Vorhersagen der Zeitserie zu
machen. Es handelt sich dabei um eine Erweiterung der in Kapitel 2 vor-
gestellten Korrelationsentropie. Das Mafl des Temperatur-Analogons leitet
sich aus der Parallelitdt von benachbarten Trajektorien ab und hat seinen
Ursprung in der Theorie stochastischer Systeme.

Wesentlich fiir den Nachweis von Nichtlinearitdt in Zeitserien ist die Verwen-
dung von Surrogaten, die Kapitel 5 erkldrt werden. Surrogat ist die Bezeich-
nung fiir Ersatzdaten, die auf der Grundlage vorhandener Zeitserien erzeugt
werden und bestimmte Eigenschaften mit diesen gemein haben. Die Surro-
gate werden fiir statistische Hypothesentests beniitzt, um die Vereinbarkeit
der gemessenen Zeitserie mit bestimmten Modellen zu zeigen oder zu wi-
derlegen. Nach der Vorstellung der spezifischen Fragestellungen, die sich mit
Surrogaten beantworten lassen, wird der statistische Hintergrund erldutert.
Ein besonderer Schwerpunkt ist dabei der Formalismus des Bootstrapping,
auf dem die Analyse mit Surrogaten basiert. Die verschiedenen Verfahren,
mit denen Surrogate erzeugt werden konnen, werden ausfiihrlich diskutiert.
Die jeweils zugrundeliegenden Nullhypothesen iiber die Zeitserie werden da-
bei verdeutlicht und mogliche Fehlerquellen aufgezeigt.

Kapitel 6 enthilt die Anwendung der in den vorangegangenen Kapiteln vorge-
stellten Verfahren zum Nachweis von nichtlinearem Determinismus in Zeitse-
rien. In dieser Arbeit werden sowohl Zeitserien aus mathematischen Modellen
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wie aus realen Experimenten analysiert.

Der erste Datensatz stammt aus einer Sammlung von Zeitserien, die anlaflich
eines Wettbewerbs iiber Zeitserienvorhersage im Jahre 1994 am Santa Fe In-
stitut zusammengestellt wurde, und seither oft als Referenzzeitserie verwen-
det wurde. Es handelt sich dabei um gemessene Intensitétsschwankungen
eines Infrarot-Lasers, dessen Nichtlinearitdt mit der Methode der korrespon-
dierenden Nachbarn gezeigt wird. Die Zeitserie wird kiinstlich verrauscht, um
die Leistungsfihigkeit der Nachweisalgorithmen im Grenzbereich schwacher
Nichtlinearitdten zu testen. Im Rahmen dieser Analysen wird ein Artefakt
bei der Erzeugung von Surrogaten mit bestimmten Verfahren entdeckt, das
sich gravierend auf die numerische Bestimmung der Leistungsfihigkeit von
Detektionsalgorithmen bei stark verrauschten Datenséitzen auswirkt.

Bei der Analyse des Lorenz-Systems steht nicht die Berechnung der System-
invarianten, sondern die Validierung der in Abschnitt 4 eingefiihrten Metho-
den an verrauschten nichtlinearen Zeitserien im Vordergrund.

Der beiden letzten Abschnitte des Kapitels 6 sind der Analyse gemessener
Zeitserien aus dem Sonnensystem gewidmet. Eines der Experimente, das sich
auf dem Satelliten SOHO befindet, ist der Proton Monitor, mit dem Mes-
sungen am Protonenanteil des Sonnenwindes durchgefiihrt werden. Neben
der Teilchendichte werden die Geschwindigkeit und die Temperatur des Son-
nenwindes bestimmt. In dieser Arbeit werden nichtlineare Verfahren auf den
zeitlichen Verlauf der Dichte und der mittleren Geschwindigkeit angewen-
det. Dabei wird signifikantes nichtlineares Verhalten mit mehreren Verfahren
in beiden Datensitzen nachgewiesen. Die Relevanz dieser Ergebnisse wird
ausfiihrlich diskutiert.

Die zeitliche Variation der Sonnenflecken-Aktivitéit ist ein bekannter Daten-
satz, der in der nichtlinearen Zeitserienanalyse hdufig untersucht wird. In
diesem letzten Abschnitt werden nichtlineare Eigenschaften an der Zeitserie
der monatlichen Mittelwerte nachgewiesen. Neben den bekannten Surroga-
ten aus Abschnitt 5 wird eine zusétzliche Moglichkeit zur Erzeugung von
Ersatzdaten eingefiihrt, die eine spezielle Eigenschaft des Originaldatensat-
zes beibehilt.

In Kapitel 7 werden die Ergebnisse zusammengefafit und ein Ausblick auf
mogliche zukiinftige Untersuchungen gegeben.



Kapitel 2

Informationstheorie

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der Informationstheorie vorgestellt.
Ausgehend von den Arbeiten von Shannon und Weaver [105], die im allge-
meinen als die Grundlage dieses Zweiges der Wissenschaft angesehen werden,
wird der mathematische Formalismus erldutert. Dabei wird speziell auf die
zugrundeliegenden Annahmen und Anwendungsgebiete der Theorie einge-
gangen. Die Verbindung zu dynamischen Systemen und deren Charakterisie-
rung durch Groflen aus der Informationstheorie sind ein weiterer wesentlicher
Bestandteil dieses Abschnitts. Die Probleme bei der Berechnung der ma-
thematischen Mafle in der Realitéit und deren Lésungsmoglichkeiten werden
aufgezeigt.

2.1 Information

2.1.1 Shannon-Information

Ein System A bestehe aus N paarweise disjunkten Zustinden {z;}Y;!, die
mit den Wahrscheinlichkeiten {p;}},' auftreten. Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung ist normiert: Y ' p; = 1. Die Shannon-Information fiir dieses

System ist definiert als!
I(4) = - Zpi log p; (2.1)

Von allen méglichen Informationsmafien (siche Abschnitt 2.1.2) hat sie eine
herausragende Rolle. Es ist das einzige Ma$, das die folgenden Forderungen

In dieser Arbeit wird der Logarithmus zur Basis 2 verwendet, und man erhilt somit
bit als Einheit der Information.
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an ein ,Ma#B fiir Unsicherheit“erfiillt [8, 56, 87, 105, 123], die durch den Satz
der Khinchin-Axiome gegeben sind.

Axiom 2.1 Fiir ein System A mit Wahrscheinlichkeitsverteilung {p;}Y "
existiere ein Mafs

I(A) = In(po; - - - PNn-1) (2.2)

Es gibt eine Zuordnung zwischen der Menge an Unsicherheit iiber einen Zu-
stand x; oder der bendtigten Information zur eindeutigen Charakterisierung
eines Einzelzustands einerseits und einem konkreten Zahlenwert andererseits,
der nur von den Wahrscheinlichkeiten p; abhéngt. Die Unsicherheit besteht
dabei bei einer erneuten, zukiinftigen Messung am System A iiber das Mef}-
ergebnis, wenn die Verteilung der p; bekannt ist. Die nach durchgefiihrter
Messung erhaltene Information versteht man als die Menge an Unsicherheit,
die durch die Messung beseitigt wurde.

Axiom 2.2 Die Funktion I(A) sei stetig in den einzelnen p;.

Axiom 2.3 Fir Gleichverteilung nehme die Funktion I(A) das Mazimum

an.
1 1

N, ceey N
wobei die Zustinde von A’ nicht gleichverteilt sind. Die Funktion h(N) sei
monoton zunehmend in N.

) > I(A)), (2.3)

Die Unsicherheit iiber einen einzelnen Zustand ist am grofiten, wenn alle
Zustdnde gleich wahrscheinlich sind. Je mehr Zusténde es gibt, desto h6her
ist diese Unsicherheit.

Axiom 2.4 Die Funktion I(A) dndere ihren Wert nicht, wenn ein zusdtzli-
cher Zustand bericksichtigt wird, der mit Wahrscheinlichkeit py = 0 ange-
nommen wird.

In(po,---ypn-1) = Int1(po,---,Pn-1,0) (2.4)

Die Beriicksichtigung des unméglichen Ereignisses (oder eine beliebige An-
zahl davon) dndert den Wert von I(A) nicht.
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1/2 1/2
s 1/2
. 2/3 e 1/3
1/6 1/2
1/3>e 1/6

Abbildung 2.1: Tllustration zu Axiom 2.5 (nach [105])

Axiom 2.5 Bildet man aus zwei Einzelsystemen A mit {p;},1=10,...,N—
und B mit {p;}, 7 =0,...,M — 1 ein Gesamisystem A ® B mit {p;;} =
{pipjji}, so gelte

I(A® B) = I(A) +Y_pil(Bli) (2.5)

wobei I(Bli) die bedingte Unsicherheit tiber einen Zustand in System B ist,
wenn ein bestimmter Zustand v in A realisiert wurde.

Diese Forderung spiegelt den Sachverhalt wider, dal der Wert von I un-
abhéngig vom Weg der Berechnung sein soll. In Abbildung 2.1 ist dies sche-
matisch dargestellt. Die Bestimmung eines Zustands kann hier auf zwei Arten
erfolgen. Die linke Seite illustriert die direkte Bestimmung, auf der rechten
Seite ist die Bestimmung in zwei Schritte aufgeteilt. Gleichung (2.5) besagt
nun, daf} in diesem Fall

111 11 1. 21
(2
22+2(3’3)

gelten musf.

Fiir unabhéngige Systeme folgt aus dem letzten Axiom die Additivitit (siehe
auch Abschnitt 2.3).

Die Herleitung der Shannonschen Formel (2.1) aus diesen Axiomen geht wie
folgt:

Kombiniert man Axiom 2.3 mit Axiom 2.5, so erhélt man

h(MN) = h(M) + h(N) (2.6)
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Diese Gleichung wird gel6st durch
h(k) = Clogk (2.7)

Die Konstante C' zeigt die Freiheit in der Wahl der Basis des Logarithmus
und somit in der Wahl der Einheit, mit der Information gemessen wird. In
dieser Arbeit wird bit verwendet. Der Beweis, daf8 die Losung (2.7) eindeutig
ist, findet sich beispielsweise in [105].

Gleichung (2.7) gilt ausdriicklich nur fiir Zusténde gleicher Wahrscheinlich-
keit [80]. Sie wurde erstmals von Hartley abgeleitet, um die Menge an Infor-
mation zu beschreiben, die man braucht, um ein einzelnes Element aus einer
Menge von k verschiedenen Elementen zu charakterisieren [87].

Um die Funktion I(A) fiir Zusténde mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkei-
ten zu bestimmen, geht man folgendermaflen vor. Das Gesamtsystem aus N
gleichwahrscheinlichen und verschiedenen Elementarzustinden wird in £ dis-
junkte Untermengen aufgeteilt, die jeweils n; Elementarzustinde beinhalten.
Den Untermengen werden die Wahrscheinlichkeiten

zugewiesen. Ferner gilt die Normierungsbedingung

k—1
S =N (2.9)
1=0

Die Unsicherheit iiber einen Elementarzustand ist dann nach Gleichung (2.5)
gleich der Summe aus der Unsicherheit iiber die entsprechende Untermenge
und der mittleren Unsicherheit des Zustands innerhalb einer Untermenge [43].

h(3omi) = Ie(po,-- -, pe-1) + D pih(ni)
IOg(Z ni) = Ie(po,. .., Pk—1) + sz' logn;
sz' log(Z ni) = Ix(po,---,pr—1) + Zpi log n;
=2 _pi(logn; —log(3_m)) = Ii(po, - -, pe-1)

- Zpi logpi = Ii(po, ..., Pk—1)

Die Herleitung zeigt streng genommen jedoch nur, dafi die Form (2.1) eine
notwendige Bedingung fiir Konsistenz der Aussagen ist [43], die ausgehend
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von (2.1) gemacht werden. Allerdings duflerte Jaynes [42] die Vermutung, daf
jede andere Form eines Mafles fiir Information schliellich zu Widerspriichen
fithren wiirde. Diese Vermutung wurde in [106] im Zusammenhang mit der
Maximum Entropie Methode bewiesen.

2.1.2 Rényi-Informationen

Die verallgemeinerten oder Rényi-Informationen [87] sind definiert als

1

_[(q)(A): :
—dq

logd ! qeRqg#1 (2.10)

Der Exponent ¢ gibt die Gewichtung der einzelnen Summanden an. Da fiir
g < 0 im Fall eines beliebigen p; — 0 die Rényi-Information divergiert,
werden nur diejenigen 19 mit positivem ¢ als echte Informationsmafe be-
trachtet [87]. Je grofler der Wert von ¢ ist, desto stirker werden die wahr-
scheinlicheren Zusténde gewichtet.

Im Grenzfall ¢ — 1 erhélt man durch Anwendung der de I’Hospital-Regel die
Shannon-Information (siehe auch 2.1.1)

IW(A) = =Y pilogp; (2.11)

Die Hartley-Information erhilt man aus Gleichung (2.10) fiir den Fall
g = 0 [64]. Die Hartley-Information ist der Logarithmus der Anzahl der
besetzten Zustdnde von A:

19(A) = log #{x[p; # 0} (2.12)

Hierbei gilt p = 1 fiir p; # 0 und pY := 0 fiir p; = 0. Die Haufigkeit der
Besetzung der einzelnen Zustidnde bleibt dabei unberiicksichtigt.

Allgemein gilt fiir Rényi-Informationen
0<IDUA)<logN ¢>0 (2.13)
und die Monotonieeigenschaft

I (A) > 1@ (A)  fiir ¢, < go (2.14)

Die obere Schranke in (2.13) wird erreicht, wenn alle dem System zugingli-
chen Zusténde gleich wahrscheinlich sind, also p; = 1/N, Vi. Die Informatio-
nen sind minimal, falls nur ein einziger Zustand moglich ist, p; = 1, pj» = 0.
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Die Information? ist ein statistisches Maf. Es ist somit sinnvoll, von der
Information eines Ensembles von Zustdnden zu sprechen. Informationsmafle
erlauben Aussagen der Art: ,Im Mittel erhdlt man bei der Messung eines
Zustands des Systems die Information I.¢

2.1.3 Kodierungstheorie

Obwohl die Rényi-Informationen das Axiom 2.5 nur fiir statistisch unabhén-
gige Systeme erfiillen, d.h. p;; = p;p; (siehe auch Abschnitt 2.3), stellen sie
— wie auch die Shannon-Information — sinnvolle Informationsmafle dar.

Sie kénnen in der Kodierungstheorie auf folgende Weise als untere Schranke
fiir den Kodierungsaufwand interpretiert werden.

Sei A eine Menge von N moglichen Zustéinden {z;}Y', die mit den Wahr-

scheinlichkeiten {p; No! auftreten. Ferner sei D die Anzahl der Symbole,

mit denen die z; dargestellt werden sollen. Das (eineindeutige) Kodierungs-
schema weise den z; jeweils eine Symbolsequenz der Linge n; zu. Fiir die
Eineindeutigkeit gilt die Bedingung [12]

N—-1
Y D<l1 (2.15)
=0

Nun stellt man eine Kostenfunktion ¢ auf, die den Aufwand der Kodierung
als Funktion der Symbolsequenzlénge beschreibt. Die mittlere Linge der Ko-
stenfunktion wird definiert als

M¢N¢mwmn:¢l(§p@mﬂ (2.16)

Die Bezeichnung Ldinge wird gewihlt, da man im Fall ¢(z) = = aus Glei-
chung (2.16) die mittlere Wortlidnge erhélt

LMM@&mhzgmm (2.17)

In diesem Fall gilt die Ungleichung [12]

IMW(A)
log D

20ftmals werden Informationen auch als Entropien oder Negentropien bezeichnet. Der
Begriff Entropie wird in dieser Arbeit fiir Informationsdifferenzen (s. die Kolmogorov-Sinai
Entropien in Abschnitt 2.6.2) verwendet.
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Die mittlere Wortlinge kann also nicht kleiner als der Quotient aus der
Shannon-Information und dem Logarithmus der Anzahl der Symbole wer-
den. Die Kodierung, die die mittlere Wortldnge minimiert, wird als optimale
Kodierung bezeichnet. Der Aufwand fiir die optimale Kodierung ist durch
die Shannon-Information gegeben.

Fiir zwei unabhéngige Systeme A und B gilt das Additivitatskriterium der
mittleren Wortléngen

L(d)a N + M’ {xl + xj}’ {pz’pj}) =
L(QS’ N, {xz}’{pz}) +L(¢a M, {-Tj};{pj}) (219)

Man kann sich nun fragen, fiir welche anderen Kostenfunktionen ¢ die Bezie-
hung (2.19) gilt. Es stellt sich heraus [2], daf dies nur fiir die einparametrige
Klasse der Funktionen

¢s(z) = D"  —1<B<oo (2.20)

erfiillt wird. Mit dieser Beziehung erhélt man aus Gleichung (2.16) das soge-
nannte J-exponentielle Mittel. Im Grenzfall gilt

Fiir diese ¢g gilt dann eine (2.18) entsprechende Ungleichung fiir die Rényi-
Informationen [12]

I9(A) 1
log D 7= B+1

L(¢g, N, {zi}, {p:}) > (2.22)

2.2 Dimension

Ausgehend von den Rényi-Informationen werden die verallgemeinerten Di-
mensionen als

DO = iy £2(6)
e—0 log €

(2.23)

definiert. Sie beschreiben die Skalierung der Rényi-Informationen bei zuneh-
mender Mefigenauigkeit im Grenzfall ¢ — 0. Die Mefgenauigkeit entspricht
der Grofle der Elemente der Partition, auf der die Renyi-Informationen be-
rechnet werden. Zwei verschiedene Arten von Partitionen werden in Ab-
schnitt 2.6.1 vorgestellt.
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Folgende Bezeichnungen sind fiir die verallgemeinerten Dimensionen iiblich:

DO Kapazitit, fraktale Dimension, bozcounting Dimension
D@ Informationsdimension

D@ Korrelationsdimension

Aus der Monotonieeigenschaft (2.14) der Rényi-Informationen folgt fiir die
Dimensionen analog
D) > D) fiir ¢ < gy (2.24)

Dies ist der Grund dafiir, da8 die Korrelationsdimension D? als untere Gren-
ze fiir die Kapazitit D© verwendet werden kann.

2.3 Additivitat

Die Additivitét von Informationsmafen ist in Zustandsrdumen und auf (nor-
mierten) Wahrscheinlichkeitsverteilungen definiert. Seien A und B zwei (un-
abhéngige) Systeme mit Wahrscheinlichkeitsverteilungen p; und p;. Fiir die
Zustidnde des zusammengesetzten Systems A® B gelten dann die Wahrschein-
lichkeiten p;; = p;p; Daraus folgt fiir die Rényi-Informationen

I9(A® B) =I9(A)+19(B)  additiv (2.25)

Subadditivitit gilt fiir die Rényi-Informationen mit ¢ € {0, 1}, falls die Sy-
steme A und B nicht unabhéngig voneinander sind, also p;; = pipjii # PiDj,
somit

I9(A® B) < IW(A)+I9(B)  subadditiv (2.26)

Gleichheit gilt, wie oben erwihnt, nur dann, wenn A und B statistisch un-
abhéngig sind.

Bei abhéngigen Systemen bestehen zwischen den Einzelsystemen Korrelatio-
nen. Das Wissen iiber diese Korrelationen geht verloren, wenn man A® B in
seine Komponenten aufteilt. Die Subadditivitéit spiegelt diesen Verlust wider.

Analog kann man sich die Information als die diskrete Anzahl der Elemente
zweier Mengen A und B vorstellen. Sind diese Mengen nicht disjunkt, so ist
die Anzahl der verschiedenen Elemente der Vereinigungsmenge AU B kleiner
als die Summe aller Elemente aus A und B.
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Fiir die Korrelationsinformation 7(?) gilt bei abhingigen Systemen mit Dij =
DiDji

IP(A® B) > IY(A) + 1?(B) (2.27)
Fiir diese Eigenschaft der Korrelationsinformation wird in der vorliegenden
Arbeit die Bezeichnung superadditiv eingefiihrt.

2.4 H-Theorem

Betrachtet man ein zeitabhingiges System, so lassen sich neben den Zu-
standswahrscheinlichkeiten p; auch Ubergangswahrscheinlichkeiten vom Zu-
stand z; in den Zustand z; angeben. Darauf aufbauend definiert man Uber-
gangsraten p;_,, mit Dimension [1/t] (vgl. auch Anhang B). Dabei gilt fiir
reversible Prozesse p; . = Pr_si-

Allgemein kann man fiir die Anderung der Besetzungswahrscheinlichkeit, ei-
nes Zustands ¢ die folgende Bilanzgleichung aufstellen, wobei p = dp/0t als
die iibliche Notation der Ableitung nach der Zeit zu verstehen ist,

m=:zmﬁmpmm

- Zpk—n z (228)

Diese Beziehung wird auch als Master-Gleichung bezeichnet und setzt sich
aus der Summe aller Ubergéinge in den Zustand ¢ hinein abziiglich der Uber-
giange aus dem Zustand 7 heraus zusammen.

Somit gilt fiir die zeitliche Anderung der Shannon-Information (2.1), siehe
z. B. [24]

oI
ot

= — Z(pz log pi + p;)

= — pilog2p,
1 . )
= 75 sz' log 2p; + Zpk log 2py,
= 5 (Z Pr—i(pr — pi) log 2p; + Z Pr—i(pi — i) log Zpk)

p Pi
= 3 Zpk—n'pk (1 - —Z> log —
ik Pk

Dk
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Aus pg; > 0, pp > 0 und (1 — z)logz < 0 folgt daraus das H-Theorem

oI
>0
ot —

(2.29)

Ferner gilt fiir die Shannon-Information die Beziehung (2.13), sie ist insbe-
sondere positiv. Aus (2.29) folgt, daB I(!) dem Maximum log N zustrebt.
Dieses wird erreicht, wenn alle dem System zugénglichen Zusténde mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit besetzt sind.

2.5 Mischende Systeme

2.5.1 Definition

Ein dynamisches System % = f(z) (siehe auch Abschnitt 3.1) wird als mi-
schend bezeichnet, falls fiir zwei beliebige (u-mefibare) Mengen Ey und E;
gilt [64]

Jim p(E~"E1 N Ey) = p(Eo) pu(E) (2.30)

u ist das auf der Menge A definierte, normierte Wahrscheinlichkeitsmaf.
Es ordnet Teilmengen E C A positive, reelle Zahlen zu, z. B. pu(Ep) =
Jg, dp(x) = po, u(A) = 1. Dieses (natiirliche) Maf ist f'-invariant, es gilt
fiir eine beliebige Teilmenge F

u(E) = u(£'E) (2.31)

Das System nimmt Mikrozustinde x € A an, wobei A die Menge aller dem
System zugdnglichen Zusténde ist. Ey und E; sind streng genommen Unter-
mengen von A und somit mebare Makrozustiinde.?

Die Gleichung (2.30) 148t sich so interpretieren: Die Wahrscheinlichkeit, daf§
sich das System zur Zeit ¢ +t; im Zustand E; befindet und zugleich zur Zeit
to im Zustand E, war, ist gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten fiir
das Auftreten von Fy und E;. Beide Ereignisse sind statistisch unabhéngig
fiir geniigend grofle t. Das System hat also seinen Anfangs(makro)zustand
vergessen. Ein Mikrozustand x vergifit seine Vergangenheit wegen des Deter-
minismus nicht.

Fiir mischende Systeme gilt: Mischende Systeme sind immer ergodisch, aber
nicht umgekehrt.

3Die Elemente einer Partition P, sind solche Makrozustéinde (vgl. Abschnitt 2.6.1).
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Ergodizitit liegt vor, wenn fiir eine beliebige (u-mefibare) Funktion g : R™ —
R fiir fast alle Anfangsbedingungen xy das Zeitmittel (g); gleich dem Schar-
mittel (g), ist. Fiir fast alle Anfangsbedingungen heifit fiir alle aufier einer
Menge von Punkten, die beziiglich y eine Nullmenge bilden.

Das Zeitmittel berechnet sich nach

(&)= Jim — | " g(flzo) dt (2.32)

T—oo

und das Scharmittel
(&)= [ &)y (2:33)

2.5.2 Subadditivitit

Fiir mischende Systeme werden Zustinde, die sich um ein geniigend grofes
Zeitintervall unterscheiden, statistisch unabhéngig, wéhrend sie fiir kleine 7
statistisch abhéngig voneinander sind. Die mischende Eigenschaft zeigt sich
im Verhalten von subadditiven Maflen wie der Shannon-Information.

Dies wird folgendermaflen verstindlich: Sei A ein System mit Zusténden x
und sei B eine zeitlich f~"-verschobene Kopie von A mit Zustidnden y =
f~72. Dann gilt nach Gleichung (2.26) fiir Zeiten 7, bis zu denen statistische
Abhéngigkeiten zwischen A und B bestehen

IM(4A® B) < IV4) + IV(B) (2.34)
und fiir gréBere 7
IM(4® B) =1Y4) + I'VY(B) (2.35)
Dies ist auch genau die Aussage der Transinformation
M(B|A) = IW(A)+1YB) - 1Y (A B) (2.36)
Pij
= ZJ pijlog pi;j (2.37)

Beide Formulierungen der Transinformation sind &quivalent und konnen in-
einander iibergefiihrt werden. Die Transinformation (mutual information)
beschreibt die Information, die man iiber System B erhélt, unter der Bedin-
gung, dafl uns System A bekannt ist. Fiir (statistisch) unabhingige Systeme
ist diese Information 0. Die Transinformation M fillt fiir mischende Systeme
fiir zunehmende ¢ vom maximal positiven Wert 1(!)(A) bei ¢t = 0 auf 0 ab.

Die zunehmende Unkenntnis iiber zukiinftige Zustéinde eines mischenden Sy-
stems ist eine Folge der Subadditivitdat des Mafles, mit dem die Information
eines Systems gemessen wird.
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Hier soll noch angemerkt werden, dafl das oftmals beobachtete oszillierende
Verhalten der Transinformation nicht im Widerspruch zu den gerade gemach-
ten Aussagen steht. Es gibt Systeme, fiir die bei bestimmten Werten von
T = 7' groflere Abhéngigkeiten bestehen als fiir 7 < 7'. Die Transinformation
ist also nicht notwendigerweise streng monoton abnehmend. Sie ist nur durch
I™M(A) nach oben und 0 nach unten beschrinkt.

Im Gegensatz zur Shannon-Information divergiert die Transinformation im
Grenzfall e — 0 nicht [35, 48].

2.6 Berechnung

2.6.1 Partition

Informationstheoretische Mafle sind auf Wahrscheinlichkeitsverteilungen de-
finiert, die auf Partitionen berechnet werden, wenn man das natiirliche Maf}
i nicht kennt. Eine Partition P, ist eine Aufteilung der Menge A in disjunkte
Teilmengen (Zellen oder Bozen) [64]

N(e)—1

P. = {Ei(E)}fV:(S)_l ; U Ei(e)CA, Ei(e)NEj(e)=0 firi#j

(2.38)
Der Schluf von der Partition zur Wahrscheinlichkeit p geht bei kontinu-
ierlichen Systemen dann iiber die Zeit ¢g,, die sich die Trajektorie in der
entsprechenden Untermenge aufhilt

p(E;) = lim tp, /T (2.39)

Bei zeitdiskreten Systemen, die bei Zeitserien aufgrund des endlichen Zeitin-
tervalls zwischen den einzelnen Mefiwerten immer vorliegen, gilt

p(E;) = lim ng, /N (2.40)

wobei ng, die Anzahl der gemessenen Werte in Ej ist.

Ausgezeichnete Arten von Partitionen sind die homogene und die generieren-
de Partition.

1. Eine homogene Partition entsteht durch eine Zerlegung von A in Zellen
FE;, die identische Grofle haben.
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Der berechnete Wert einer Grofle wie beispielsweise der Shannon-Infor-
mation ist dabei von der Wahl der Partition abhéingig. Um das System
partitionsunabhéngig zu charakterisieren, berechnet man das Supre-
mum iiber alle Partitionen P, oder den Grenzwert ¢ — 0.

2. Eine generierende Partition wird im Gegensatz zu einer homogenen
Partition von der Systemdynamik erzeugt und ist im Zustandsraum im
allgemeinen inhomogen. Da bei der Generierung Zellgrenzen auf Zell-
grenzen abgebildet werden, besteht Invarianz gegeniiber der Systemdy-
namik.

Die auf einer generierenden Partition berechneten Mafle spiegeln wirk-
liche Systemeigenschaften wider.

Die wichtigste Voraussetzung zur Erzeugung einer generierenden Par-
tition — die Kenntnis der Systemdynamik — ist in der angewandten
Zeitserienanalyse in den allermeisten Féllen jedoch nicht erfiillt.

Aus dem eben Gesagten lif3t sich ableiten, dal man bei der Analyse realer
Zeitserien mit homogenen Partitionen arbeiten wird. Fiir partitionsunabhén-
gige Aussagen wird man nach Skalierungsverhalten der berechneten Mafle
suchen. Die homogene Partitionierung bietet durch die Freiheit in der Wahl
von Form und Gréfle der einzelnen Partitionselemente den Vorteil, unter-
schiedliche Aspekte eines Systems zu untersuchen. Diese werden dann aber
als Eigenschaften beziiglich der jeweiligen Partition und nicht als invariante
Systemeigenschaften verstanden.

Fiir eine detaillierte Darstellung des Themenbereiches Partition wird auf [120]
verwiesen.

2.6.2 Invarianten

Zur Charakterisierung eines dynamischen Systems ist man im allgemeinen
an Groflen interessiert, die nicht von der Wahl des Koordinatensystems oder
der Partition abhéingen. Diese Grofien werden als Invarianten bezeichnet und
beschreiben wahre Systemeigenschaften.

Bei den bereits erwihnten verallgemeinerten Dimensionen aus Abschnitt 2.2
handelt es sich um invariante Grofen. Durch den Grenziibergang ¢ — 0
werden diese Groflen unabhingig von der Wahl der Partition. Ferner sind
Dimensionen auch invariant gegeniiber stetig differenzierbaren Koordinaten-
transformationen [29].
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Die Unabhingigkeit unter eindeutig umkehrbaren Koordinatentransforma-
tionen erlaubt die Berechnung der Invarianten iiber verzdgerte Koordinaten
(siehe Abschnitt 3).

Weitere Invarianten sind die Kolmogorov-Sinai Entropie und die Lyapunov-
Exponenten, die im folgenden kurz vorgestellt werden.

Kolmogorov-Sinai Entropie

Ausgangspunkt der Definition sind die Rényi-Block-Informationen

1
19(m) = 1105 Y P, (2.41)

i1 7i‘27---7im

wobei p;,4,..4,, die Wahrscheinlichkeit ist, dafl sich das System zu einer belie-
bigen Zeit t im Zustand 71, zur Zeit t + 7 im Zustand 79, etc., befindet.

Die verallgemeinerten Kolmogorov-Sinai Entropien (auch metrische Entropi-
en) erhilt man im Grenzwert (siehe [64, 48]) aus der Differenz der

1
RO = Zsup lim I'Q(m+ 1) — I9(m) (2.42)
T Pe m—»0oQ

Streng genommen wird nur A" als Kolmogorov-Sinai Entropie bezeichnet.

Die KS-Entropie ist eine obere Grenze fiir die mittlere neue Information,
die man mit jeder neuen Einzelmessung erhélt, wenn man die vergangenen
Zusténde schon fiir lange Zeiten, im Prinzip fiir £ — —oo, kennt. Die ein-
zelnen Meflwerte sind die Elemente der Partition, die in der Praxis von der
MeBvorrichtung (endliche Auflésung, numerische Genauigkeit) vorgegeben
wird.

Fiir die KS-Entropie gilt
0<h? < oo (2.43)

Die untere Grenze erhilt man fiir periodische, die obere fiir stochastische
Prozesse. Ein endlicher Wert der KS-Entropie h(!) ist ein notwendiges und
hinreichendes Kriterium fiir chaotisches Verhalten [120].

In Kapitel 4.2 wird die Methode der korrespondierenden Nachbarn eingefiihrt
werden. Dabei wird auch die theoretische Verbindung zu einer lokalen Version
der KS-Entropie zweiter Ordnung h(®) gezeigt werden.
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Lyapunov-Exponenten

Lyapunov-Exponenten sind reelle Zahlen, die die Stabilitédtseigenschaften von
Trajektorien in erster Ordnung beschreiben. Seien Z; und Z; zwei Punkte, die
zur Zeit t = ty die Entfernung dy voneinander haben. Fiir ¢ > t; kann die
zeitliche Anderung dieser Entfernung durch

0 & dg exp (A (t — tp)) (2.44)

anndhernd beschrieben werden. Dabei wird der Lyapunov-Exponent A\ defi-

niert als [64]

1
A= lim —In ﬁ (2.45)

t—oo ¢ 0

Je nach Vorzeichen von \ unterscheidet man

A < 0: stabiles

A > 0: instabiles

Verhalten. Im Fall A = 0 bezeichnet man das System als marginal stabil. Der
Abstand der Trajektorien wird sich entsprechend verringert, vergréflert oder
nicht verdndert haben. Wenn ein dynamisches System durch k& Freiheitsgrade
beschrieben wird, dann erhilt man entsprechend £ Lyapunov-Exponenten fiir
die einzelnen Richtungen.

Die Existenz mindestens eines positiven Lyapunov-Exponenten in einem be-
schrinkten System? ist eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir
chaotisches Verhalten.

Die Summe aller Lyapunov-Exponenten ist in dissipativen Systemen kleiner
Null, in konservativen gleich Null. Die Divergenz des Phasenflules f ist im
ersten Fall negativ, im zweiten Fall identisch Null. Da bei zeitkontinuierlichen
Systemen der Lyapunov-Exponent in Richtung der Trajektorie gleich Null
ist, folgt daraus, dafl chaotisches Verhalten nur in solchen Systemen mit
mindestens drei Freiheitsgraden vorliegen kann.

Die Summe der positiven Lyapunov-Exponenten ist eine obere Schranke fiir
die KS-Entropie
A< 5\ (2.46)
1:A; >0
Im Falle der Gleichheit heifit diese Gleichung Pesin-Identitat [64]. Dies trifft
jedoch nur zu, wenn das natiirliche Maf} 1 in den instabilen Richtungen abso-
lut stetig ist.> Andernfalls iiberschitzt nach Ruelle die Summe der positiven

4Es gilt Vt : —00 < ¢ < 00
®Das MaB u wird dann als Sinai-Ruelle-Bowen-Maf8 bezeichnet [19].
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Lyapunov-Exponenten die metrische Entropie [19].

Es existieren verschiedene Verfahren zur Berechnung der Lyapunov-Exponen-
ten aus Zeitserien [18, 26, 45, 59, 130], wobei die Unterschiede unter anderem
darin bestehen, ob das gesamte Spektrum oder nur der maximale Exponent
berechnet wird. Fiir eine Diskussion der Vor- und Nachteile verschiedener
Verfahren wird auf [11, 48] verwiesen.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde der Lyapunov-Exponent einer Zeitserie aus
Innendrehexperimenten (siehe Anhang A) berechnet. Die Analyse erfolgte
nach dem Algorithmus von Eckmann et al. [18]. Der Wert dieses Exponenten
ist A = 0.087 £ 0.006 bit je Zeitschritt [127].

2.6.3 Uberdeckung

Bei der Berechnung von informationstheoretischen Maflen wird statt von Par-
titionen wegen der besseren Statistik oftmals von (nicht-disjunkten) Uber-
deckungen ausgegangen. Die einzelnen Zusténde x; bilden dabei die Mittel-
punkte der Elemente der Uberdeckung. Man spricht hierbei auch von import-
ance sampling [48].

Im Grenzfall

1 .
€ < —min |z; — z;| (2.47)
2 0

wird daraus wieder eine Partition, bei der jede Box allerdings nur einen Zu-
stand enthélt.® Die Suche nach dem Supremum ist praktisch nicht durchfiihr-
bar, aufler man kennt die sogenannte generierende Partition, die das Supre-
mum liefert.

Ist keine generierende Partition bekannt, so muf§ der Ubergang € — 0 durch-
gefiihrt werden. Praktisch gibt es jedoch keine realen Daten mit infinitesima-
ler Auflésung, so dafl nach einem Bereich gesucht wird, in dem die Ergebnisse
unabhéngig von der Auflésung € werden (Skaleninvarianz). Dann entspricht
dieser Wert dem gesuchten Supremum [48, 8].

Bei der Verwendung von Uberdeckungen ist es wesentlich, daf die Ergebnis-
se, die auf verschiedenen Skalen gewonnen werden, miteinander vergleichbar
sind. Da die einzelnen Elemente iiberlappen, gilt im allgemeinen die Nor-

6Der Begriff Zustand wird oft zweideutig verwendet: sowohl der Mikrozustand z des
Systems als auch der Makrozustand E, der durch die Partition gegeben ist, werden als
Zustand bezeichnet. Es geht jedoch meist aus dem Kontext hervor, welche Art Zustand
gemeint ist. Bei der angewandten Zeitserienanalyse hat man es allein durch die Mefige-
nauigkeit schon mit Makrozustédnden zu tun.
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mierungsbedingung (2.9) fiir die Anzahl der Mikrozustinde in den Uber-
deckungselementen nicht mehr:

k—1
Sn; >N (2.48)
=0

Die Haufigkeitsverteilung als Approximation der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung mufB folglich iiber

n;
P 2o i ;p ( )

normiert werden.

2.6.4 Caveats

Es wird bei der Berechnung von Invarianten selbst von der sehr einfachen
KS-Entropie bzw. der Informationsdimension, die beide auf der Shannon-
Information beruhen, und deren somit unproblematischer Implementierung,
die im wesentlichen der Auswertung einer m-dimensionalen Haufigkeitsver-
teilung entspricht, dringend abgeraten. Wenn die Daten nicht in sehr grofler
Anzahl in extrem feiner Auflésung vorliegen, was bei realen Zeitserien fast nie
der Fall ist, dann fiihren Randeffekte durch endliche Boxengréflen und man-
gelnde Besetzungsdichte in hoherdimensionalen Rdumen zu unbrauchbaren
Ergebnissen (vgl. auch Abschnitt 4.2.1).

Zu geringe Besetzung der Partitionselemente fiihrt dazu, daf§ der Schlufl von
einer relativen Hiufigkeit der Zustinde auf eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung nicht zul&ssig ist.

Dieser Schlufl wird im allgemeinen so begriindet: Ein Experiment habe ver-
schiedene mogliche Ergebnisse E;. Dann ist die relative Haufigkeit des Auftre-
tens von einem E; gleich ng, /N, nachdem das Experiment N-mal wiederholt
wurde und E; genau ng,-mal aufgetreten ist. Die einzelnen Wiederholungen
finden unter gleichen Bedingungen und statistisch unabhéngig voneinander
statt. Dann gilt

e

fiir die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von E;. Streng genommen ist dieser
Schluf (siehe auch Gleichung (2.40)) bei dynamischen Systemen nicht richtig,
weil die einzelnen Meflwerte nicht statistisch unabhéngig sind, auch wenn sie
bei chaotischen Systemen nur iiber einen kurzen Zeitraum vorhersagbar sind.
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Im Grenzfall langer Beobachtungszeiten erwartet man aber, daf} die relative
Hiufigkeit eines Ereignisses praktisch unabhingig von N wird [8].

Fiir die Klassifikation von Systemzustinden gibt es eine Vielzahl von Metho-
den, deren Hintergrund nicht notwendigerweise direkt in der Informations-
theorie liegt und damit die Existenz einer stationdren Wahrscheinlichkeitsver-
teilung erfordern wiirden, sondern die die physikalischen Natur des betrach-
teten Systems, z.B. den niedrigdimensionalen Determinismus, ausniitzen.

Es werden bei der Klassifikation andere Zielsetzungen verfolgt als bei der
Suche nach Systeminvarianten. Die Aussagen, die man bei der Klassifikation
trifft, miissen deswegen auch nicht notwendigerweise informationstheoretisch
interpretierbar sein. In den meisten Féllen sind derartige Interpretationen
auch gar nicht méglich, weil z.B. die Grenziibergénge in der Realitdt nicht
durchfiihrbar sind oder — bei der Bestimmung der Dimensionalitidt des Sy-
stems — kein Skalierungsverhalten beobachtet wird.

Wie in Abschnitt 4.2.2 gezeigt werden wird, gibt es Verfahren, die vorhan-
denen Determinismus verwenden, um beispielsweise die Vorhersagbarkeit zu
beschreiben, und gleichzeitig informationstheoretisch interpretierbar sind.

Insbesondere der Begriff Information fiihrt leicht zu Mifiverstédndnissen, in-
dem das mathematische Konzept mit kontextabhiingiger Information im Sin-
ne von Bedeutung vermischt wird. Bereits Shannon und Weaver [104, 122]
hegten die Befiirchtung, dal die Verwendung von Wértern wie Information
oder Redundanz leicht zu einer Uberbewertung des im Grunde streng mathe-
matischen Formalismus fiihren kann. Die Gefahr von Fehlinterpretationen sa-
hen sie als besonders grofy an bei der Anwendung der von ihnen entwickelten
Konzepte auf Bereiche der Wissenschaft, die auflerhalb des urspriinglichen
Anwendungsgebietes der Kommunikationstheorie liegen, wie beispielsweise
auf die Psychologie oder die Wirtschaftswissenschaften.

Zur Veranschaulichung des Unterschieds zwischen mathematischer und kon-
textabhingiger Information kann das nachfolgende Beispiel dienen (Abbil-
dung 2.2): eine Tankuhr A hat eine asymmetrische Einteilung mit py = 1/2
und p; » = 1/4. Die Skizze veranschaulicht die Zuordnung der analogen Skala
von leer bis voll auf die Partition P. Die Linge der Elemente der Partition
ist proportional zur jeweiligen Wahrscheinlichkeit p;.

Die Shannon-Information von Tankuhr A ist 1.5 bit. Dieser Wert ist un-
abhéngig von der Anordnung der Zustédnde. So hat beispielsweise Tankuhr B
die gleiche Shannon-Information. Fiir den Fahrer wird es aber vor allem wich-
tig sein zu wissen, wann der Tank leer sein wird, und diese kontextabhingige
Information bekommt er genauer mit Tankuhr B. Er wird also diese Eintei-
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Abbildung 2.2: Tllustration zur kontextabhidngigen Information

lung vorziehen.

Betrachtet man die Einzelterme I; = —p; logp; fiir System A, so gilt Iy 10 =
1/2 bit. Wie oben ist jedoch fiir den Fahrer der Zustand 0 am wichtigsten,
obwohl die einzelnen Terme I; fiir alle Zustédnde den gleichen Wert haben.
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Kapitel 3

Einbettung dynamischer
Systeme

In diesem Abschnitt werden dynamische Systeme formal eingefiihrt und der
Begriff des Attraktors erldutert.

Die Analyse dynamischer Systeme beruht in dieser Arbeit auf der Konstruk-
tion eines mehrdimensionalen Zustandsraumes auf der Grundlage einer skala-
ren Zeitserie. Dieser kiinstliche Zustandsraum und der durch die kanonischen
Variablen definierte echte Phasenraum sind beziiglich bestimmter Aspekte
zueinander dquivalent. Die in Kapitel 2 vorgestellten Invarianten des Systems
haben in beiden Rdumen identische Werte.

Es wird die mathematische Grundlage fiir diese Art der Rekonstruktion er-
klart und das Konzept der verzégerten Koordinaten vorgestellt. Ferner wer-
den Methoden zur Bestimmung der Einbettungsparameter Dimension und
Verzégerungszeit aufgezeigt.

3.1 Attraktor

Ein dynamisches System

Z = £(7) kontinuierlich (3.1)
T = () diskret (3.2)

habe k Freiheitsgrade, d.h. £ habe k£ Koordinaten. Der momentane Zustand
Z; des Systems zur Zeit ¢ wird durch einen Punkt in einem k-dimensionalen
Raum charakterisiert. Die zeitliche Entwicklung zu bestimmten Anfangsbe-

25
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dingungen T beschreibt eine Trajektorie in diesem Raum. Diese Entwicklung
148t sich in eine transiente und eine asymptotische Phase einteilen.

Die Menge der asymptotischen Zustinde werde als A C R* bezeichnet. A
heiflt Attraktor des Systems, wenn sich Anfangszustinde ¥ € U C R* nach
einer moglichen transienten Phase auf A C U entwickeln. Im Grenzfall gilt
lim f'U = A (3.3)
t—00
Dies ist streng genommen die Definition einer attraktiven Menge A, die nicht
identisch mit dem Attraktor sein muf§ [19]. Da eine allgemein akzeptierte
mathematische Definition des Begriffes Attraktor noch aussteht [64], kann
man beispielsweise von der folgenden Arbeitsdefinition nach Eckmann und
Ruelle [19] ausgehen:

Definition 3.1 Ein Attraktor ist eine Menge A C R*, auf dem Punkte f'%
fiir grofe Zeiten t zu liegen kommen.

Einfache Beispiele fiir Attraktoren sind Fixpunkte, Grenzzyklen periodischer
Systeme oder quasiperiodische Attraktoren als Verallgemeinerung der peri-
odischen Grenzzyklen. Ein quasiperiodisches System kann man sich aus pe-
riodischen Systemen zusammengesetzt vorstellen, wobei die Frequenzen wj
der beteiligten periodischen Systeme in keinem rationalen Zusammenhang
miteinander stehen; es gibt keine verschwindende Linearkombination der ein-
zelnen w; mit nichtverschwindenden ganzzahligen Koeffizienten. Die Menge
der Zusténde eines quasiperiodischen Systems beschreibt einen Torus, dessen
Dimension gleich der Anzahl der w; ist.

In der nichtlinearen Dynamik sind jedoch besonders solche Systeme interes-
sant, die sogenannte seltsame Attraktoren besitzen. Bei diesen Systemen liegt
eine grofle Empfindlichkeit in den Anfangsbedingungen 7, der Trajektorien
vor, so dafl anfangs benachbarte Trajektorien mit der Zeit im Mittel exponen-
tiell auseinander laufen. Es existiert also ein positiver Lyapunov-Exponent.
Diese Systeme werden als chaotisch bezeichnet. Nach Abschnitt 2.6.2 mufl der
Zustandsraum eines dissipativen zeitkontinuierlichen chaotischen Systems
(Gleichung (3.1) mehr als zwei Dimensionen aufweisen, da sich Trajekto-
rien nicht iiberschneiden diirfen. Mit dem gleichen Argument kann man be-
griinden, daf§ auch die Dimension des Attraktors gréfier als zwei sein muf.!
Diese Dimension kann allerdings auch nichtganzzahlig sein. Diese Attrakto-
ren werden als Fraktale bezeichnet (vgl. Abschnitt 2.2).

! Dies gilt nicht fiir zeitdiskrete chaotische Systeme (3.2), die durchaus Attraktoren in
weniger als zwei Dimensionen besitzen konnen, wie z. B. der Hénon-Attraktor [37].
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Die Fraktalitdt eines Attraktors ist unabhingig von seiner Seltsamkeit. Bei-
spielsweise existieren Systeme, die zwar chaotisch, aber nicht fraktal sind,
wie Arnold’s cat map [3], oder — umgekehrt — fraktal, aber nicht chaotisch,
wie der Feigenbaum Attraktor [23]. Die Attraktoren der Systeme von Lorenz
(Abschnitt 6.2) oder Hénon [37] sind sowohl chaotisch als auch fraktal.

3.2 Einbettungstheoreme

Bei der Durchfiihrung einer Messung wird man im allgemeinen nicht exakt die
k kanonischen Groflen messen, sondern im Regelfall nur eine einzige Zeitserie
x¢, die moglicherweise auch keine von diesen £ sein wird. Die Messung ergebe
eine skalare Zeitserie z;, t = 0,..., N — 1 mit einem konstantem Zeitintervall
At zwischen den einzelnen Mefwerten.

Nach Packard et al. [78] kann man aus der einen gemessenen Zeitserie meh-
rere voneinander unabhéngige Zeitserien konstruieren, mit denen man das
dynamische System (3.1) rekonstruieren kann, so da§ A und A, topologisch
dquivalent sind. Es wurde die Verwendung des Vektors (zy, &y, Z¢,...) aus
zeitlichen Ableitungen vorgeschlagen. Das Konzept von verzégerten Koordi-
naten (zy, ; r,%; 27,...) basiert danach auf einer Idee von D. Ruelle. Die
Frage nach der Anzahl der zu verwendenden unabhéingigen Zeitserien blieb
zunéchst unbeantwortet.

Takens [110] konnte eine Bedingung fiir die notwendige Anzahl von verzoger-
ten (und aus Ableitungen gebildeten) Koordinaten zur Rekonstruktion des
dynamischen Systems angeben. Im allgemeinen gibt es demnach eine Ein-
bettung des dynamischen Systems (3.1) in einen kiinstlichen Zustandsraum,
wenn die Anzahl der verwendeten Koordinaten mindestens

m > 2k (3.4)

ist. Einbettungen im mathematischen Sinne sind eineindeutige Immersionen,
also Abbildungen, die sowohl in den Punkten x als auch in den Tangenten Dx
eineindeutig sind [92] (Abb. 3.1). Die Bezeichnung kiinstlich verweist darauf,
dafl es sich nicht um die kanonischen Variablen handelt.

Falls es sich bei dem untersuchten System um ein dissipatives chaotisches
System handelt, kann der Attraktor A C R* der méglichen Systemzusténde
eine nichtganzzahlige bozcounting-Dimension D® < k besitzen. Die Bedin-
gung (3.4) gilt jedoch fiir ganzzahlige k.

Sauer et al. [92] verallgemeinerten die Bedingung von Takens auf die boz-
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Abbildung 3.1: (a) Einbettung F' von A in den R?, (b) nichteineindeuti-
ge Immersion, (c) eineindeutige Abbildung, die jedoch keine Immersion ist
(aus [92])

counting-Dimension D(©
m > 2D (3.5)

In der Praxis ergeben sich zwei Probleme: zum einen kennt man im allgemei-
nen weder die Anzahl der Freiheitsgrade noch die Dimension des Attraktors
— man ist vielmehr daran interessiert, eben diese Eigenschaften oder an-
dere das System charakterisierende Groflen aus der Analyse einer Zeitserie
zu erhalten; zum anderen gelten die oben erwidhnten Bedingungen fiir die
Einbettungsdimension im Grenzfall unendlich langer Zeitserien mit infinite-
simaler Auflésung. Aufgrund des zuletzt genannten Problems spielt auch die
Wahl der Verzégerungszeit 7 in der Praxis eine wichtige Rolle, obwohl die
Ergebnisse in der Theorie davon nicht abhéngen.

Nachfolgend wird ein Uberblick iiber einige hiufig verwendete Methoden
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zur Bestimmung von Einbettungsparametern gegeben. Eine ausfiihrlichere
Darstellung ist in der Literatur, z. B. [11, 48], zu finden.

3.3 Dimension

Eine direkte Bestimmung der bozxcounting-Dimension besteht im wesentli-
chen aus der Auswertung einer m-dimensionalen H&ufigkeitsverteilung im
Grenzfall € — 0 fiir zunehmende m. Dieser Ansatz ist jedoch nur fiir Daten
vielversprechend, die in grofler Anzahl und ausreichender Auflésung vorlie-
gen [48] (vgl. auch die Abschnitte 2.6.4 und 4.2.1)

Eines der bekanntesten Verfahren zur Abschétzung der Einbettungsdimen-
sion beruht auf der Berechnung der Korrelationsdimension D@ (siehe Ab-
schnitt 2) nach Grassberger und Procaccia [32, 33, 34]. Die Korrelationssum-
me fiir eine Zeitserie Z;, wobei die einzelnen ¥ aus verzogerten Koordinaten
gebildet werden ist definiert als

CP(e) = ﬁ > X ol lE ) (3.6)

mit der Heaviside-Funktion ©(z) = 1 fiir x > 0 und ©(z) = 0 fiir x < 0 und
der Norm || - || in » Dimensionen. Gleichung (3.6) berechnet den Anteil von
Punktpaaren im m-dimensionalen Raum, die sich néher als € liegen. Aus nu-
merischen Griinden wird oft der Maximumsnorm gegeniiber der euklidischen
Norm der Vorzug gegeben. Fiir praktische Berechnung wird diese Form noch
modifiziert werden miissen, um Artefakte durch lineare Korrelationen aus-
zuschlieflen [111]. Weitere Korrekturen sind fiir geringe Besetzungsdichten
moglich [30].

Die Korrelationsdimension als untere Grenze der bozcounting-Dimension er-
hilt man aus der Korrelationssumme im Grenzwert

1 (2)
D@ —=1lim lim log C™(e)
e—0 N—oo loge

(3.7)

Bei der praktischen Berechnung wird man die Einbettungsdimension m suk-
zessive erhohen und nach Plateaus in der d® (¢)-Funktion suchen:

_ dlogC®@(e)

d* (€) d loge

(3.8)

Diese Plateaus sollten ab einer bestimmten Einbettungsdimension unabhin-
gig von m werden. In diesem Fall kann der Séttigungswert wegen der Be-
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ziehung (2.24) als untere Schranke fiir die bozcounting-Dimension verwendet
werden.

Wihrend die Berechnung der Korrelationssumme numerisch einfach und sta-
bil ist, erfordert die Interpretation der Ergebnisse als Dimensionsabschétzung
des Attraktors viel Sorgfalt. Es sind Beispiele bekannt, daf lineare Korrelatio-
nen oder Nichtstationaritéit zu Konvergenz in der Korrelationssumme fiihren
kénnen [35, 77, 111, 112].

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Korrelationssumme fiir gemessene Zeitse-
rien der Sonnenwindgeschwindigkeit (vgl. Abschnitt 6.3) berechnet. Die ge-
fundene Konvergenz mit zunehmender Einbettungsdimension beruht in die-
sem Fall auf den langreichweitigen linearen Korrelationen. Es ist kein Plateau
mehr vorhanden, wenn man linear korrelierte Punkte mit At = t. aus der
Berechnung ausschliefit. Die Wahl von ¢, ergibt sich aus der Autokorrela-
tionsfunktion (s. den folgenden Abschnitt 3.4).

Das Prinzip, das anderen betrachteten Verfahren zugrundeliegt, ist die Be-
rechnung einer geeigneten Grofle fiir zunehmende Einbettungsdimension und
die Suche nach einem Bereich, ab dem diese Gréfle unabhéngig von m wird.

Es existieren Ansétze, die die Ordnung der néchsten Nachbarn im Zustands-
raum und deren Verdnderung bei zunehmender Einbettungsdimension be-
riicksichtigen. Die zugrundeliegende Idee ist, dafl die Anzahl der falschen
nédchsten Nachbarn durch Projektionseffekte mit zunehmendem m abnimmt
und einen Séttigungswert erreicht [1, 53, 54, 65].

In dieser Arbeit wird eine Methode vorgestellt, die die nichsten Nachbarn
verwendet, um die Vorhersagbarkeit des Systems zu beschreiben (siehe Ab-
schnitt 4.2). Dieses Verfahren kann auch zur Bestimmung von Einbettungs-
parametern verwendet werden: die Vorhersagbarkeit als Funktion von m wird
bis zu einem konstanten Wert zunehmen, ab dem nur noch fiir die Vorher-
sage relevante Nachbarn existieren. Es handelt sich — #dhnlich wie die im
vorigen Absatz erwdhnte Methode — um ein Verfahren, Projektionseffekte
durch Erh6hung der Einbettungsdimension zu verringern.

3.4 Verzogerungszeit

Das einfachste Kriterium zur Abschitzung der Verzogerungszeit 7 ist die
Visualisierung der Zeitserie in einer speziellen Darstellung, die iiblicherweise
als return map oder return plot bezeichnet wird. Dabei wird beispielsweise
auf der z-Achse x4, t = 0,..., N — 1 — 7 aufgetragen und auf der y-Achse
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Ty syt =7,...,N—1. Durch Variation von 7 kann man eventuell vorhandene
Strukturen in z entfalten.

Die Entfaltung kann durch geometrische Kriterien wie den Fiillfaktor [11]
quantitativ beschrieben werden. Dieses Verfahren, wie auch die erst beschrie-
bene naive Visualisierung, beruhen im wesentlichen auf der Autokorrelations-
funktion und deren Abfall als Funktion von 7. Die Autokorrelationsfunktion
ist definiert als

N ¥ Mo —7)(xe, —T)

plr) = N-—1 SN My — T)2

(3.9)

Fiir dir Mittelwerte gilt die fibliche Definition 7 = YV 5" z,/N.

Ferner wird noch die sogenannte zirkuldre Autokorrelationsfunktion definiert:

N-1 — — r—1 - -

tr (@ —T) (@7 —T) + Xi5 (@ — T)(@N -t — T)
ity (@ —T)°

pe(T) = (3.10)

Bei dieser Form der Autokorrelationsfunktion geht die implizite Annahme
ein, daf} die untersuchte Zeitserie periodisch fortgesetzt werden kann. Diese
Annahme macht man auch bei linearen Verfahren wie der Fourieranalyse. Die
zirkuldre Autokorrelationsfunktion wird in Abschnitt 5 noch einmal erwihnt
werden.

Man wéhlt nun fiir die Verzégerungszeit den ersten Nulldurchgang von p(7)
oder den Wert, fiir den p(7) (oder die Einhiillende) auf 1/e abgefallen ist.
Die genaue Wahl von 7 hingt dabei sowohl von der Form der Autokorrela-
tionsfunktion als auch vom Zweck der Analyse ab. Der grofle Vorteil dieser
Methode ist, dafl man die Autokorrelationsfunktion meist sowieso berechnet,
um einen Einblick in die linearen Eigenschaften der Zeitserie zu erhalten.

Der Hauptkritikpunkt in der Anwendung der Autokorrelationsfunktion in der
nichtlinearen Zeitserienanalyse ist, dafl es sich dabei um eine lineare Methode
handelt [1]. Statt dessen wird von Fraser und Swinney [25] die Transinfor-
mation als Maf} dafiir vorgeschlagen, optimale Verzogerungszeiten zu bestim-
men. Man definiert die Transinformation fiir verzégerte Koordinaten als [124]
(siehe auch Abschnitt 2.5.2)

N—1N—-1—-1

Pet—r
M(r)= 3" 3 puerlog——" (3.11)
t=17 t—7=0 DtPt—r

wobei die Wahrscheinlichkeit p; (bzw. p;_,) aus der Besetzungsdichte des
Elements der Partition, in dem z; (bzw. z;_,) liegt, bestimmt wird. Die



32 Kapitel 3. Einbettung dynamischer Systeme

Wabhrscheinlichkeit p;, , ist entsprechend die Besetzungsdichte in der zwei-
dimensionalen Haufigkeitsverteilung von x; und x; .

In diesem Zusammenhang 148t sich die Transinformation als die Menge an
Information interpretieren, die man im Mittel iiber x; erhilt, wenn man x;_,
kennt. Das 7 des ersten Minimums von M (7) wird dann als Verzoégerungszeit
verwendet.

Mehrere Griinde sprechen aber auch gegen die Verwendung der Transinfor-
mation zur Abschitzung der Verzdgerungszeit. So ist das Ergebnis partiti-
onsabhingig, es wird nur in zwei Dimensionen berechnet wird und spiegelt
deswegen nicht notwendigerweise wahre Systemeigenschaften wider.

Fiir eine Zusammenstellung weiterer Verfahren sei auf [11] verwiesen.

Zusammenfassend 148t sich sagen, daf} es sinnvoll und einfach ist, Kriterien
zur Bestimmung der Verzogerungszeit aus der Autokorrelationsfunktion ab-
zuleiten. Man wird die Ergebnisse der nachfolgenden nichtlinearen Analyse
in einem sinnvollen Intervall fiir verschiedene 7 berechnen und sollte dabei
keine gravierenden Verdnderungen in den Ergebnissen feststellen, wenn es
sich um eine geeignete Wahl von 7 handelt.
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Detektion von Determinismus

Das Ziel einer Zeitserienanalyse ist oftmals, nichtlineares Verhalten nachzu-
weisen. Die Grundidee vieler Verfahren ist, die lokalen' Eigenschaften des
Systems im kiinstlichen Zustandsraum zu verwenden. Insbesondere die Ei-
genschaft, daf sich dhnliche Zustéinde zumindest fiir kurze Zeiten in dhnlicher
Weise entwickeln, wird bei der Suche nach nichtlinearem Determinismus und
Vorhersagen von Zeitserien ausgeniitzt. Bekannte Ansétze basieren dabei bei-
spielsweise auf der Parallelitét von Trajektorien im Phasenraum [51, 52] und
Erweiterungen davon [121], der Nihe von Bildern und Urbildern [49] und der
Beschreibung der Vorhersagbarkeit [108] mit nichtlinearen Methoden.

Die Methode der Fehler bei nichtlinearer Vorhersage wird als etabliertes Ver-
fahren in dieser Arbeit als Referenz verwendet. In einem ersten Abschnitt
wird diese Methode vorgestellt.

Bei der Methode der korrespondierenden Nachbarn handelt es sich um ein
neu entwickeltes Verfahren, bei dem die Einfachheit der Berechnung und
eine moglichst geringe Anzahl von Annahmen im Vordergrund stehen. Es
wird gezeigt, dafl sich dieses Mafl unter bestimmten Bedingungen im Grenz-
fall als Kolmogorov-Sinai Entropie zweiter Ordnung interpretieren 1afit. In
der allgemeinen Form stellt das Maf} der korrespondierenden Nachbarn eine
Erweiterung dieser Entropie dar.

Das ebenfalls neu vorgestellte Verfahren des Temperaturanalogons beruht
auf der Quantifizierung der Parallelitdt von Trajektorien im kiinstlichen Zu-
standsraum iiber die Berechnung des mittleren Schwankungsquadrats lokaler
Geschwindigkeitsvektoren. Diese Art der Berechnung findet sich ebenfalls bei

!Die Bezeichnung lokal bezieht sich hier wie auch in den folgenden Abschnitten auf
lokal im Zustandraum.

33
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der Bestimmung der Diffusionskonstante in der Fokker-Planck Gleichung.

Die in dieser Arbeit durchgefiihrten Analysen basieren alle auf der Verwen-
dung von nichsten Nachbarn im mehrdimensionalen Zustandsraum. Um den
numerischen Aufwand fiir die Suche nach benachbarten Punkten moglichst
gering zu halten, wurden rechenzeit- und speicheroptimierte Algorithmen
verwendet [31, 97].

4.1 Fehler bei nichtlinearer Vorhersage

Eine haufig verwendete Methode zur Detektion von nichtlinearem Verhalten
ist die Beschreibung iiber Fehler bei nichtlinearer Vorhersage [13, 108].

2 1 = 2
02 = = 3 [@e1 — Flar)] (4.1)
P N-1=

Die Funktion F' ist eine lokale Approximation des Flusses f des dynamischen
Systems aus Gleichung (3.1).

Dabei wird F' aus den nichsten Nachbarn im Zustandsraum konstruiert. Es
gibt eine Vielzahl von Methoden, diese Funktion zu konstruieren, die mit
verschiedenen Annahmen behaftet sind. Beispielsweise wird von Salvino et
al. [91] eine Methode vorgeschlagen, bei der Vorhersagen mehr als einen Zeit-
schritt in die Zukunft gemacht werden und die Vergangenheit der néichsten
Nachbarn mit eingeht.

In der Praxis wird jedoch meist ein lokal konstanter Prddiktor von t auf
t + 1 verwendet, weil hier moglichst wenig Annahmen iiber die Natur des
dynamischen Systems gemacht werden miissen. Seien die néchsten Nachbarn
von Z; in einem m-dimensionalen euklidischen Raum mit einem Abstand
kleiner € durch 7, k = 0,...,n(t) — 1 gegeben. Der vorhergesagte Wert fiir
Z¢y1 berechnet sich dann aus

1 n(t)—1
F(mt) = Wt) ;; yf+1 (4.2)

F'ist der Mittelwert aus den entsprechenden Koordinaten der nichsten Nach-
barn (Abb. 4.1)

Wegen der Verwendung von verzogerten Koordinaten kann in den Gleichun-
gen (4.1) und (4.2) statt dem Vektor # die skalare Gr68e x beniitzt werden.
Andernfalls wiirden alle Terme in (4.1) nicht einmal, sondern m Mal auftau-
chen. Dies wiirde am Resultat im Prinzip nichts indern, aber einen unnétigen
numerischen Aufwand darstellen.
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Abbildung 4.1: Schematische Darstellung der Methode Fehler bei nichtlinea-
rer Vorhersage

4.2 Korrespondierende Nachbarn

Im Gegensatz zu der im vorigen Abschnitt vorgestellten Methode werden nun
keinerlei Annahmen {iber die Stidrke des Einflusses von nichsten Nachbarn
gemacht: in Gleichung (4.2) geht implizit ein, daf§ alle Nachbarn das gleiche
Gewicht haben. In der nun vorgestellten Analysemethode bleibt auch der
Abstand der Nachbarpunkte vom Referenzpunkt innerhalb einer e-Umgebung
unberiicksichtigt. Da ein einfaches Mafl entwickelt werden sollte, zdhlt nur
die Tatsache, dafl es sich um benachbarte Punkte handelt.

Ein weiterer wichtiger Unterschied ist, dafl bei der Methode der nichtlinearen
Vorhersagefehler wirkliche in-sample Vorhersagen gemacht werden. Bei dem
in diesem Abschnitt behandelten Verfahren werden keinerlei Vorhersagen ge-
macht, die — wie eben erwdhnt — die Annahme eines Modells vorausset-
zen. Es wird allein die Mdéglichkeit der Vorhersage, also die Vorhersagbarkeit
quantifiziert.

Ausgangspunkt der Analyse ist wieder eine Zeitserie von Vektoren aus verzo-
gerten Koordinaten #y, ¢ = 0,...,N — (m — 1)7 — 1 in einem Raum mit
euklidischer Metrik.

Dann werden fiir jeden Punkt 7; die néichsten Nachbarn g%, k = 0,...,n(t)—1
bestimmt, die naher als € an Z; liegen.
Als néchstes berechnet man die Differenzen ||§'t’itf — Tyy,|| und bestimmt

die Anzahl n(t + t;) derjenigen Nachbarn gf, , fiir die zur Zeit ¢ + ¢ die
Differenz kleiner als € ist. Diese Punkte sind also nicht nur zur Zeit ¢ néchste
Nachbarn von 7, sondern auch zur Zeit ¢ + ¢y néichste Nachbarn von Ty, .

Fiir ein dynamisches System, das sich nach deterministischen Regeln ent-
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t t+t;

Mg

nt)y=2 n(t+t;) =1

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung der Methode der korrespondieren-
den Nachbarn

wickelt und nicht chaotisch ist, erwartet man, dafl der Quotient

n(t + tf)
n(t)

den Wert 1 annimmt, wihrend 7 fiir ein stochastisches System gegen 0 geht.
Fiir ein chaotisches System sollte n als Funktion von ¢; abnehmen.

n(t,ty) = (4.3)

In Abbildung 4.2 ist die Grundidee des vorgestellten Algorithmus fiir diver-
gierende Trajektorien vereinfacht dargestellt.

Die Vorhersagbarkeit der Zeitserie wird dann als gewichtetes Mittel von
n(t, ty) iber die gesamte Zeitserie definiert:

H(ty) = ;p(t)ﬂ(t, ty) (4.4)

Die Wahrscheinlichkeiten p(t) = n(t)/ >, n(t) werden iiber die Besetzungen
der einzelnen Elemente der Uberdeckung (vgl. Abschnitt 2.6.3) definiert. In
dieser Summe werden nur diejenigen Elemente der Uberdeckung, die min-
destens einen Nachbarpunkt enthalten, beriicksichtigt. Ferner wird bei der
Abschiitzung von p(t) der Mittelpunkt des Uberdeckungselements mitgezihlt.

Um die Zeitserie iiber eine skalare Grofe zu charakterisieren, wird die mittlere
Vorhersagezeit MPT (mean prediction time) gemaf

tfmax

> Hity) (4.5)

fmax {=1

MPT =

eingefiithrt. Wenn nicht anders erwédhnt, wird als maximale Vorhersagezeit
tfmax = N — (m — 1)7 — 1 verwendet.
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In Abschnitt 3.3 wurde erwihnt, daf sich nichtlineare Mafle auch durch li-
neare Korrelationen beeinflussen lassen, speziell gilt dies fiir die Korrelati-
onssumme. In Abschnitt 4.2.2 wird gezeigt, dafl zwischen der Methode der
korrespondierenden Nachbarn und der Korrelationsentropie ein enger Zusam-
menhang besteht. Aus diesem Grund werden bei der praktischen Berechnung
diejenigen Nachbarpunkte ausgenommen, deren zeitlicher Abstand vom Re-
ferenzpunkt kleiner als die Autokorrelationszeit ., ist.

4.2.1 Resultat bei Gleichverteilung

Der Quotient (4.3) ist fiir stochastische Prozesse nicht exakt Null, sondern
hdngt von der Auflosung e der Partition bzw. der Uberdeckung und der
Verteilung der Werte der Zeitserie ab.

Fiir stochastische Prozesse mit einem gleichverteilten Wahrscheinlichkeits-
spektrum wurde die mittlere Vorhersagezeit analytisch berechnet. Im we-
sentlichen miissen dabei zwei Fille unterschieden werden.

Der mittlere Abstand zweier Punkte unter Gleichverteilung in m Dimensio-
nen ist

e=Nm (4.6)

Da in Gleichung (4.4) nur mindestens zweifach besetzte Elemente beriick-
sichtigt werden — Mittelpunkt und ein Nachbarpunkt — héingt die Anzahl
der Summanden von € ab.

Fall 1 ¢ > € Alle Elemente gehen in die Summe ein und man erhélt fiir
die mittlere Vorhersagezeit

MPT ~ (4.7)
~ e )
I'(3)

I3

In Abbildung 4.3 ist das Ergebnis aus 10 Simulationen und das theoretische
Resultat dargestellt.

Fall 2 ¢ < € Es werden Abweichungen auftreten, weil nicht mehr alle Ele-
mente mindestens zwei Punkte enthalten werden und sich somit die Anzahl
der Punkte reduzieren wird. Die Anzahl der Terme wurde mittels charakte-
ristischer Funktionen iiber die kumulative Wahrscheinlichkeitsverteilung der
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log, MPT

Abbildung 4.3: MPT als Funktion der Auflosung e fiir 10 stochastische Zeitse-
rien mit Gleichverteilung. N = 10000, m = 2, 7 = 2, tfmax = 1000. Die
senkrechte Linie ist bei ¢ = €. Die Punkte stellen das theoretische Ergebnis
nach Gleichung (4.7) dar,

Abstidnde im m-dimensionalen euklidischen Raum berechnet.

N ¢c1, . 102
N(e) = —limlim [ —(e™ —e ™ )¢%(t) dt (4.8)

T y—=0c—=00 J_ .9t

et) = [ 1 (%-1) ei*t o (4.9)

N(e) ist dabei die Anzahl der Punkte, die mindestens einen Nachbarn in
einer Entfernung kleiner € haben.

Auf eine numerische Auswertung dieses Integrals wurde im Rahmen dieser
Arbeit nicht eingegangen. Im wesentlichen werden bei kleinen € nur noch die
stirker besetzten Gebiete beriicksichtigt, was zu einer Erh6hung der Vorher-
sagbarkeit fiihrt. Die Abweichung nach oben ist auch in Abbildung 4.3 zu
sehen. Weitere Abweichungen sind méglich durch Randeffekte, vor allem bei
héherdimensionalen Einbettungen, wenn der relative Anteil der Randzellen
zunimmt.

Fiir nicht gleichverteilte Zeitserien wird das Ergebnis eine andere Form ha-
ben. Qualitativ finden sich jedoch keine grofien Unterschiede, wie beispiels-
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Abbildung 4.4: Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Abstand d zweier Punk-
te im euklidischen Raum bei Gleichverteilung der einzelnen Koordinaten in
einer (gestrichelt), zwei (gepunktet) und drei (durchgezogen) Dimensionen.

weise in der Groflenordnung der Vorhersagbarkeit.

Der Einflufy der Randbereiche 148t sich durch die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung der Absténde zweier Punkte im euklidischen Raum zeigen.

Fir m = 1,2,3 wurde diese Wahrscheinlichkeitsverteilung abschnittsweise
iiber Faltungsintegrale analytisch berechnet. Der Abstand d zweier Punkte
7 und ¢ ist in der euklidischen (L?) Metrik definiert als

a= (i( - yi)z) " (4.10)

i=1
Im eindimensionalen Fall hat die Wahrscheinlichkeitsverteilung die Form

0 d<0
p(d)=< 2(1-d) 0<d<1 (4.11)
0 1<d



40 Kapitel 4. Detektion von Determinismus

Fiir m = 2 erhilt man

0 d<0
2d(m + d? — 4d) 0<d<1

p(d) = ) : ) (4.12)
2d(—2 —d? +4V/d? —1 = 2arcsin(1 — 3)) 1<d<V?2
0 V2 <d

Im drei Dimensionen schliefllich wird die Wahrscheinlichkeit der Abstande
durch

(0 d<0
2d (2rd — 3rd® + Ad® — £) 0<d<1
2d(—% + 31 — 4nd + 3d* + 3nd® + d* 1<d<v2
2
—4y/ =1+ d? — 8d*\/—1 + d?
+2d? arcsin(1 — %) — 4d” arcsin(3)
+4d? arcsin (Y=1t4))
2d(~3 - 3d> — L + 4d>/ =2 + & V2<d</3
p(d) = 4 _ —24d? 2 |_—24d?
(d) 4 (—14d2)? +4d (—1+d2)?
—2arcsin(1 — —25) — 2d” arcsin(1 — —35)
—4d? arctan(QJi;—fdz) + 4d arctan(Y éig;)
4 (__ 124-'_;22)2 (3_4d2+d4)
—4 arctan( e )
—2 (1 g 43d4-dd)
Crra)?
—4d arctan( o @ )
[ 0 V3 <d

(4.13)
beschrieben.

In Abbildung 4.4 ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir diese drei Félle
dargestellt.

Im Gegensatz dazu gilt in unbegrenzten Intervallen, dal die Anzahl der
Absténde d, die im wesentlichen gleich der Anzahl der Punktpaare ist, die
den Abstand d...d+ dx voneinander haben, die folgenden Charakteristiken
hat

m=1 p(d) o d°
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m=2 p(d) o< d! (4.14)
m=3 p(d) o d?

Ohne Randeffekte skaliert die Anzahl der Punktepaare in der Entfernung d
mit der Grofe der (m—1)-dimensionalen Oberflache. Die oben gefundenen si-
gnifikant anderen Formen der Wahrscheinlichkeitsverteilung beruhen also auf
den Randeffekten durch die endliche Grofie des Zustandsraumes beschrénkter
Systeme.

Dafl Randeffekte die statistischen Schwankungen dominieren kénnen, ist ein
bekanntes Phénomen aus der Theorie der statistischen Punktprozesse [88].

Sei in einem orthogonalen, euklidischen, endlichen, m-dimensionalen Raum
eine homogene Partition aus quadratischen Einheitszellen gegeben, wobei in
jeder Dimension n Zellen vorliegen. Die Gesamtzahl aller Zellen ist folglich
n™. Werden als Randzellen N, diejenigen Zellen definiert, die weniger als
4 angrenzende Zellen haben, so gilt

No=n"—(n—-2)" (4.15)

Diagonal aneinanderstoflende Zellen zéhlen dabei nicht als Nachbarzellen. Die
relative Anzahl der Randzellen gehorcht dann niherungsweise der folgenden
Beziehung

N() ~ 2m

N T Nm
Bereits in zwei oder mehr Dimensionen ist folglich der Fehler durch Rand-
effekte von mindestens der gleichen Groflenordnung wie die statistischen
Schwankungen.

(4.16)

In Abbildung 4.5 ist der Verlauf der relativen Anzahl von Randpunkten
nach Gleichung (4.15) als Funktion der Anzahl der Zellen je Dimension fiir
verschiedene Dimensionen dargestellt. Die Randeffekte im Fall m = 2 ent-
sprechen dem Einflul durch statistische Schwankungen nach dem zentralen
Grenzwertsatz.

4.2.2 Korrelationsentropie

Die Kolmogorov-Sinai Entropie zweiter Ordnung A(?) wird auch als Korrelati-
onsentropie bezeichnet, weil sie iiber die Korrelationssumme (3.6) berechnet
werden kann [33]. Unter verschiedenen Annahmen kann der gewichtete Mit-
telwert der korrespondierenden Nachbarn (4.4) in Relation zu h(® gebracht
werden.



42 Kapitel 4. Detektion von Determinismus
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Abbildung 4.5: Die relative Anzahl der Randzellen nach Gleichung (4.15) fiir
m = 1,...,4 Dimensionen als Funktion der Anzahl n der Zellen je Dimension.
Die hervorgehobene Kurve stellt den zweidimensionalen Fall dar.

Verwendet man den Mittelpunkt der Uberdeckungselemente nicht bei der
Abschétzung der Wahrscheinlichkeiten so gilt

1

H(ty) = Sz _nlitiy) (4.17)

Yo tn(t)
mit Ny = N — (m — 1)7 und Ny, = N; — t;. Unter Verwendung der Formel
fiir die Korrelationssumme erhilt man fiir die Maximumsnorm fiir Vorhersa-
gezeiten ty = 7,...,mT

o Ntf(Ntf - 1)0(2)(m + tfrf_a €, 7-)

H(ty) = 4.1
U9 = = NN~ DE(me.7) 19
Fiir den Fall ¢y = 7 folgt im Grenzfall
1 N,
(2) I [ . . t _
' = . lim lim lim log - 2H(tf =T) (4.19)

Das Maf3 der korrespondierenden Nachbarn stellt in diesem Sinne eine Er-
weiterung der Korrelationsentropie auf Zustédnde dar, die sowohl weiter als 7
als auch nicht ganzzahlige Vielfache von 7 in der Zukunft liegen.
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Eine andere Erweiterung der Korrelationsentropie wurde in [17, 94] als -
information flow eingefiihrt, die ebenfalls den Abfall der Korrelationssumme
mit zunehmender Vorhersagezeit beschreibt. Dabei wurde im wesentlichen
die Definition der KS-Entropie auf

1
WD = - S}Pip lim 19 (m + p) — I'9(m) (4.20)
erweitert und diese Gleichung als partitionsabhéngige Gréfie iiber Korrelati-
onssuminen ausgewertet.

4.2.3 Lokale KS-Entropie

Ahnlich wie im vorherigen Abschnitt kann man den Bruchteil der korrespon-
dierenden Nachbarn (4.3) als lokale Form der KS-Entropie h(") auffassen.

Ausgehend von Gleichung (2.42) fiir die KS-Entropie wird eine partitions-
und dimensionsabhingige Grofle

O (m, €) = %(I(l)(m +1,6) = I0(m, ) (4.21)

definiert [115]. Fiir die Shannon-Information einer Partition P, mit &k Ele-

menten gilt
k—1

ID(m,e) = = pilogpi (4.22)
i=0
Als Naherung fiir die Wahrscheinlichkeit py, wird die Besetzungsdichte des je-
weiligen Partitionselements verwendet. Unter Annahme der Ergodizitét (sie-
he Abschnitt 2.5) kann man das Scharmittel iiber die Partitionselemente
durch das Zeitmittel iiber die einzelnen Zustéinde ersetzen und erhélt

1 N—-1
1M (m,€) = N > log pr (4.23)
=0

Hier steht py ;) fiir die Wahrscheinlichkeit des Partitignselements, in dem sich
das System zur Zeit ¢ befindet. Macht man nun den Ubergang von einer Par-
tition auf eine Uberdeckung mit den einzelnen Zustéinden Z; als Mittelpunkte
der Uberdeckungselemente, so gilt niherungsweise

Pri) = P (%5, €/2) = Pi(m, €/2) (4.24)

Die Wahrscheinlichkeit P;(m,¢/2) errechnet sich dann aus der Anzahl der
nichsten Nachbarn n; von Z; in einer m-dimensionalen Sphére mit Radius
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€¢/2. Fiir kleine Besetzungen existiert eine Korrektur [30]

—1)nitl
log P;(m,€/2) =¥ (n; +1) — log N + = (4.25)
mit der Digamma-Funktion
¥(z) = L iogI(z) (4.26)
= — T .
dz &
Die lokale Shannon-Information ist demnach
I (m, €) = —log P;(m, €/2) (4.27)
und die lokale KS-Entropie [115]
1 P,(m+1,¢/2)
hV =——log~ ’ 4.2
Dm0 = =5 los ™ oot (125)

Mit Gleichung (4.3) erhélt man daraus, wenn die Korrektur (4.25) nicht
angewendet wird,

Y (m, €) = _Ai log ne/2(4, 7) (4.29)

t

Die KS-Entropie beschreibt die Rate, mit der das System Information produ-
ziert. Somit konnen die lokalen Terme als Indikator dafiir verwendet werden,
wo im System Information produziert oder vernichtet wird. Diese Grofien
sind jedoch konstruktionsbedingt partitionsabhingig und stellen keine Sy-
steminvarianten dar. Die Gréfle n kann jetzt also dahingehend interpretiert
werden, dafl im Falle hoher lokaler Vorhersagbarkeit — n < 1 — wenig In-
formation produziert wird. Fiir stochastische Systeme mit beliebig geringer
Vorhersagbarkeit (siehe Abschnitt 4.2.1) divergiert die lokale KS-Entropie
wie erwartet.

Lokale Mafle konnen fiir Analysen verwendet werden, bei denen man daran
interessiert ist, die Verteilung der Vorhersagbarkeit oder der Informations-
produktion im Zustandsraum zu charakterisieren. Globale Mafle bzw. skalare
Gréflen kann man dann aus der Héufigkeitsverteilung der lokalen Mafle er-
halten, wie beispielsweise Mittelwert, Median, Standardabweichung. Diese
Vorgehensweise wird oftmals bei der Klassifikation von verschiedenen Sy-
stemzustdnden angewandt und die Teststatistik muf} nicht notwendigerweise
informationstheoretisch oder im Sinne von nichtlinearen Eigenschaften inter-
pretierbar sein.
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4.3 Temperatur-Analogon

In diesem Abschnitt wird eine weitere Moglichkeit, Determinismus in Zeitse-
rien zu beschreiben, vorgestellt. Sie besteht aus einer Erweiterung einer von
Kaplan und Glass [51, 52] vorgeschlagenen Methode, die die Parallelitéit von
benachbarten Trajektorien als Maf fiir nichtlinearen Determinismus verwen-
det. Dabei wurden nur die Richtungen der Differenzvektoren

U = Tig1 — T (4.30)
beriicksichtigt, der Betrag der #; ging bei diesem Verfahren nicht ein.

Eine erste Weiterentwicklung dieser Methode ist in [121] beschrieben. Darin
berechnen die Autoren das mittlere normierte Schwankungsquadrat der Diffe-
renzvektoren in einer e-Umgebung jedes Punktes. Diese Gréfle wird als lokaler
Translationsfehler (translation error) bezeichnet. Zur globalen Beschreibung
der Zeitserie iiber eine skalare Grofle wird der Median der Verteilung dieser
lokalen Translationsfehler verwendet.

Das in dieser Arbeit verwendet Maf} 148t sich als Analogon zur Temperatur
interpretieren. Fiir die thermische Energie in einem Ensemble von Teilchen
der Masse M gilt (siehe z. B. [89])?

kT =M (v—1)? (4.31)

Die Groflen v sind das jeweilige Ensemblemittel. Dementsprechend wird als
lokale Temperatur die Grofle

n(i)—1

D kN2 1 SkN2

Ti=——— ()" — —=( ;') (4.32)
n(i) —1 ( ,;) 2

eingefiihrt. Die relative Haufigkeit p; entspricht der aus Gleichung (4.4). Die
Vektoren 171-’“ sind die Differenzvektoren der k nachsten Nachbarn mit & =

0,...,n(i) — 1 des Mittelpunkts des Uberdeckungselements i.

Als diskriminierende Grofie fiir Tests mit Surrogaten wird das Mittel der Ver-
teilung der 7; verwendet. Die Statistik 7" ist demnach das gewichtete Mittel
der Stichprobenstandardabweichung der Verteilung der Differenzvektoren, je-
weils in einem Element der Uberdeckung.

Die zugrundeliegende Idee ist, daf} die lokale Temperatur fiir deterministische
Prozesse geringer ist als fiir stochastische.

2Diese Beziehung gilt im eindimensionalen Fall; fiir m Dimensionen steht auf der linken
Seite mkT.
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Das mittlere Schwankungsquadrat von Geschwindigkeiten dient auch zur Be-
rechnung des Diffusionskoeffizienten « in der Fokker-Planck Gleichung (Glei-
chung (B.12) in Abschnitt B.3)
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Surrogate

Bei der Zeitserienanalyse mit Surrogaten handelt es sich um statistische Hy-
pothesentests, um die Vereinbarkeit der gemessenen Zeitserie mit bestimmten
Modellen zu zeigen oder zu widerlegen.

In diesem Abschnitt wird zuerst die Problemstellung erklért, die sich mit Sur-
rogaten l6sen 148t. Nach der Vorstellung des statistischen Formalismus des
Bootstrapping, auf dem die Analyse mit Surrogaten basiert, werden unter-
schiedliche Verfahren zur Erzeugung der Surrogate erldutert. Dabei werden
die jeweils gepriiften Nullhypothesen und mogliche Fehlerquellen aufgezeigt.

5.1 Motivation

In der nichtlinearen Dynamik ist eine der am héufigsten gestellten Fragen an
einen zu untersuchenden Datensatz, ob das zugrundeliegende System chaoti-
scher Natur ist. Diese Frage ist aber oftmals nicht eindeutig zu beantworten
(s. a. Kapitel 2), da die GroBen, die das Vorliegen von Chaos hinreichend
charakterisieren, in der Praxis selten zuverlédssig zu berechnen sind.

Deswegen ist es vorteilhaft, zuerst die notwendigen Bedingungen fiir chaoti-
sches Verhalten zu iiberpriifen. Nichtlinearitét ist eine dieser Eigenschaften,
die verhéltnisméBig zuverléssig iiberpriifbar ist.

Man versucht dabei zu zeigen, dafl der beobachtete Datensatz nicht von einem
moglicherweise verrauschten, linearen Prozef} herriihrt. Sowohl der Rauschan-
teil als auch mogliche Verzerrungen der Amplituden durch den Einfluf} einer
MeBfunktion kénnen dabei nichtlineares Verhalten vortduschen.

Da man meist nur einen einzelnen Datensatz, beispielsweise eine skalare

47
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Zeitserie z;, t = 0,..., N — 1 vorliegen hat, konstruiert man sich aus die-
sen Daten eine Anzahl von Ersatzdatensitzen, sogenannte Surrogate z}, die
bestimmte Eigenschaften mit den Originaldaten gemein haben, und weist
nach, daf sich die Originaldaten signifikant von den Surrogaten unterschei-
den. Speziell wird man dabei darauf achten, dafl die Surrogate Realisationen
eines linearen Prozesses, der moglicherweise von Rauschen iiberlagert wird,
sind.

Die prinzipielle Vorgehensweise kann also folgendermaflen skizziert werden:

1. Berechnung einer geeigneten Grofle T aus den Daten. Diese Teststati-
stik T ist sensitiv auf nichtlineares Verhalten und liefert einen skalaren
Wert, z. B. den mittleren Fehler bei nichtlinearer Vorhersage (s. Ab-
schnitt 4.1), die mittlere Vorhersagezeit (s. Abschnitt 4.2), die mittlere
Temperatur im Sinne von Abschnitt 4.3 oder den maximalen Lyapunov-
Exponenten.

2. Beantwortet der Wert 7T fiir sich schon die Frage nach Nichtlinearitét?
Ko6nnen lineare Prozesse bereits ausgeschlossen werden, beispielswei-
se durch einen zweifelsfrei positiven Wert des maximalen Lyapunov-
Exponenten?

3. Falls dies nicht zutrifft, ist das Spektrum der Werte fiir moégliche lineare
Prozesse bekannt?

4. Falls nicht, wird T fiir eine Anzahl von Surrogaten, die mit einer be-
stimmten Nullhypothese vertriglich sind, berechnet.

5. Ist der Wert von T der Originaldaten vereinbar mit dem erhaltenen
Spektrum der Surrogate?

6. Falls dies zutrifft, sind die Daten eine Realisation eines linearen Zu-
fallsprozesses. Falls dies nicht zutrifft, dann sind die Daten mdglicher-
weise! nichtlinear.

! Moglicherweise deswegen, weil durch den positiven Ausgang eines Hypothesentest le-
diglich eine Wahrscheinlichkeitsaussage gemacht werden kann (siehe auch Abschnitt 5.6).
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5.2 Hypothesen Tests

5.2.1 Nullhypothesen

Der Zweck eines statistischen Hypothesentests ist die Quantifizierung einer
Wahrscheinlichkeit, ob ein bestimmtes Ereignis (Zeitserie) mit einer durch
die Hypothese gegebenen Erkldarung in Einklang steht oder nicht.

Im Rahmen dieser Arbeit wird es das Ziel sein, die Unvertréiglichkeit der
Daten mit bestimmten Modellen zu zeigen. Speziell sollen lineare Prozesse
zur Erkldrung des vorliegenden Datensatzes ausgeschlossen werden.

Formal kann man die verschiedenen Arten von Hypothesen, die fiir die nicht-
lineare Zeitserienanalyse in Frage kommen, wie folgt klassifizieren [115]:

Sei F die Menge der moglichen Prozesse und Fy, C F eine Untermenge von
Prozessen, die mit der Nullhypothese Hy vereinbar sind.

Die Nullhypothese besagt nun, daf§ der Prozefl F', der den Daten zugrunde
liegt, ein Element von Fp, ist.

Es konnen zwei Arten von Nullhypothesen unterschieden werden [90]

e Bei einer einfachen Nullhypothese wird ein einzelner Prozef) getestet.
Die Anzahl der Elemente #{Fy,} = 1.

e Bei einer zusammengesetzten Nullhypothese wird eine ganze Familie
von Prozessen getestet. Hierbei ist die Anzahl #{Fy,} > 1.

Ein Beispiel fiir eine einfache Nullhypothese ist: ,,Bei den Daten handelt es
sich um statistisch unabhéingige, Gaufsche Zufallszahlen GRN mit Mittel-
wert 0 und Standardabweichung 1.“ In diesem Fall ist F = GRN(0,1) und

#{Fn,} = 1.

Eine zusammengesetzte Nullhypothese ist analog, aber der Mittelwert p und
die Standardabweichung o koénnen beliebige Werte annehmen. Formal gilt
nun: F(u,0) = GRN(u,0) und #{Fg,} > 1

In der Literatur werden die Groflen, mit denen sich eine Familie von Prozessen
parametrisieren l48t, im oben gegebenen Beispiel p und o, auch als nuisance
parameters bezeichnet [115].

Im allgemeinen wird in der nichtlinearen Zeitserienanalyse die Nullhypothe-
se zusammengesetzt sein, da man eine ganze Klasse von linearen Prozes-
sen ausschliefen und nicht fiir jedes einzelne Modell einen Hypothesentest
durchfiihren will.



50 Kapitel 5. Surrogate

Wirklichkeit
Entscheidung H, wahr ‘ H, falsch
fiir Hy richtig Fehler 2. Art
gegen H, Fehler 1. Art richtig

Tabelle 5.1: Mogliche Ereignisse und Bezeichnungen bei Hypothesentests
(z. B. nach [90])

5.2.2 Testparameter

Bei statistischen Hypothesentest spielen zwei Testparameter eine wichtige
Rolle.

e Die Grifle a des Tests ist die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese zu
verwerfen, obwohl sie richtig ist. Man nennt « auch den Fehler 1. Art
oder die Rate der Falschpositiven.

e Die Macht 3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, die Nullhypothese abzu-
lehnen, wenn sie falsch ist. Der komplementiare Wert 1 — 3 heifit auch
Fehler 2. Art.

In Tabelle 5.1 werden die Zusammenhénge veranschaulicht.

In dieser Arbeit werden die Hypothesentests als einseitige Tests durchgefiihrt.
Die verwendeten Teststatistiken machen Aussagen iiber die Vorhersagbarkeit
mit nichtlinearen Algorithmen. Falls in den Daten nichtlinearer Determinis-
mus vorliegt, so sollte diese Vorhersagbarkeit besser sein als bei den Surro-
gaten, die Realisierungen von linearen Zufallsprozessen sind.

Die Grofle « ist ein Parameter, der durch die Anzahl der Surrogate vorgege-
ben wird. Verwendet man k—1 Surrogate, so ist die Gesamtzahl der Zeitserien
in einem Versuch gleich £ und die Wahrscheinlichkeit, dal Ty,; in einem ein-
seitigen Test den kleinsten (oder grofiten) Wert hat, obwohl Hy zutrifft, ist
1/k. Diese Wahrscheinlichkeit ist genau der Fehler 1. Art. Fiir ein vorgege-
benes « bendtigt man 1/a — 1 Surrogate, z. B. k = 9 fiir = 0.1. Fiir einen
zweiseitigen Test wiirde man demgeméif 1/(2a) — 1 Surrogate benétigen.

Die Macht (3 ist der prozentuale Anteil der richtig verworfenen Hj bei einer
Reihe von mehreren Versuchen.



5.3. Statistischer Hintergrund 51

5.3 Statistischer Hintergrund

Die Zeitserienanalyse mittels Surrogaten folgt einem Prinzip, das in der Sta-
tistik als Bootstrapping bekannt ist [22, 117].

Die urspriingliche Zielsetzung in der Statistik war es, Konfidenzintervalle fiir
eine statistische Gréfle T anzugeben, die anhand nur eines einzelnen vorlie-
genden Datensatzes berechnet wurde, wie z. B. der Kreuzkorrelationskoeffi-
zient zwischen zwei Zahlenfolgen = und y.

Fiir die Angabe eines Fehlers ist die Kenntnis der Verteilung von 7" erforder-
lich, deren zweites zentrales Moment als Fehler angegeben werden kann. Man
kann nun entweder bestimmte Annahmen, wie z. B. Normalverteilung von
z und y, machen und die Verteilung von 7' analytisch berechnen oder ver-
suchen, iiber Monte-Carlo Realisationen die empirische Verteilungsfunktion
der gewiinschten Grofle 7" zu ermitteln. Die zweite Méglichkeit ist annahmen-
frei, erfordert jedoch einen wesentlich gréferen numerischen Aufwand als die
analytische Alternative:

... one might be willing to perform a billion operations to analyze 500 num-
bers.
B. Efron [21]

Das klassische Bootstrapping [21] besteht aus der Erzeugung von Ersatzda-
ten (Monte-Carlo Realisationen) durch das Ziehen mit Zuricklegen von N
Werten aus den vorhandenen N Datenpunkten. Man berechnet T fiir vie-
le (O(10%)) dieser Realisationen und definiert den Fehler als die Hilfte des
Intervalls der zentralen 68% der erhaltenen empirischen Verteilung.

In der Anwendung auf Zeitserienanalyse wird Bootstrapping dazu verwendet,
Modelle fiir gemessene Daten zu testen [117]. Ausgehend von den Daten wird
ein bestimmtes Modell gewahlt und die Gréfle 7T fiir viele Realisationen dieses
Modells berechnet. Ist der Wert Ty,; vereinbar mit der erhaltenen Verteilung
von T', so wird das Modell akzeptiert. Im Zusammenhang der Zeitserienana-
lyse fand eine Erweiterung des Begriffes Bootstrapping auf Verfahren statt,
bei denen die Ersatzdaten auch auf andere Weise als im Originalkontext
geschildert erzeugt werden konnen, beispielsweise durch Realisationen eines
ARMA-Modells mit unterschiedlichen Gaufischen Stérungen (siehe auch Ab-
schnitt 5.5.3).

Das Ziel bei allen Verfahren wie dem klassischen Bootstrapping oder der
Zeitserienanalyse mit Surrogaten ist die Bestimmung der empirischen Ver-
teilungsfunktion einer statistischen Grofie 1" iiber Monte-Carlo Realisationen
eines hypothetisch angenommenen zugrundeliegenden Modells.
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5.4 Realisierungen

Bei der Erzeugung von Ersatzdaten geht man iiblicherweise so vor, dal man
ausgehend von der Nullhypothese ein Modell wihlt, die Modellparameter
anhand der Daten bestimmt und mit diesen die Surrogate erzeugt.

Man unterscheidet dabei zwischen typischen (typical) und eingeschrinkten
(constrained) Realisierungen des zugrundeliegenden Prozesses [115].

5.4.1 Typische Realisierung

Man wéhlt ein spezifisches F' € Fpg, und bestimmt die Parameter, z. B. fiir
einen ARMA(n,m) ProzeB, aus den Daten. Dieses Modell verwendet man
dann als Grundlage zur Erzeugung von Surrogaten. Bei endlicher Lange der
Zeitserie wird die Bestimmung der Modellparameter aus den Surrogaten je-
doch zu unterschiedlichen Werten fiihren.

Im Bild eines Urnenexperiments entspricht eine typische Realisierung dem
Ziehen mit Zuriicklegen mit einer aus den Daten ermittelten Haufigkeitsver-
teilung. Im Normalfall wird man nicht die identische Verteilung erhalten.

Aufgrund dieser moglichen Abweichungen in den Modellparametern oder
wenn man zusammengesetzte Hypothesen testen mochte, mufl die verwen-
dete Statistik T" verteilungsfrei (pivotal) sein [90, 115]. Die moglichen Werte
von 7" miissen unabhingig von den Modellparametern sein.

Das klassische Bootstrapping-Verfahren beruht auf typischen Realisierungen
und wére ohne diese Abweichungen sinnlos (vgl. Abschnitt 5.3). Die Methode
der typischen Realisierungen wird man vor allem bei der Bestimmung von
Konfidenzintervallen von berechneten Gréfien wéhlen.

5.4.2 [Eingeschrinkte Realisierung

Im Gegensatz zu typischen Realisierungen, bei denen Abweichungen von den
Modellparametern zugelassen werden, fordert man bei eingeschriankten Rea-
lisierungen, daf} die Parameter exakt iibereinstimmen. Die gewiinschten Ei-
genschaften werden den Surrogaten direkt aufgeprigt. Wegen der exakten
Ubereinstimmung braucht die Teststatistik 7" nicht verteilungsfrei zu sein.

Im bereits oben erwihnten Beispiel des Urnenexperiments entspricht die-
se Vorgehensweise dem Ziehen ohne Zuricklegen. Die Héaufigkeitsverteilung
wird exakt reproduziert, nur die Reihenfolge der Ereignisse é&ndert sich.
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Fiir Hypothesentests in der nichtlinearen Zeitserienanalyse ist diese Metho-
de besser geeignet, da die verwendeten Teststatistiken relativ kompliziert
und somit meist nicht verteilungsfrei sind. Ferner wird man im allgemeinen
zusammengesetzte Nullhypothesen testen und sich nicht auf bestimmte Pa-
rameterwerte — beispielsweise eines ARMA-Modells — festlegen wollen.

Im folgenden werden Methoden vorgestellt, mit denen man Surrogate erzeu-
gen kann, die in bestimmten Eigenschaften, die von der Wahl der Nullhypo-
these abhingen, exakt mit den Originaldaten iibereinstimmen.

5.5 Methoden und Nullhypothesen

5.5.1 Gauflsches Rauschen

Die einfachste Nullhypothese ist von der Art ,,Bei den Daten handelt es sich
um weifles Rauschen mit Gauflschem Amplitudenspektrum.“Der zugrunde-
liegende Prozef liefert also unabhéingige und identisch verteilte Zufallszahlen
(IID). Die Surrogate haben die Form

xy=mn (5.1)

Je nach Natur der vorliegenden Zeitserie, werden sich Daten und Surroga-
te gegebenenfalls auch in ihren linearen Eigenschaften leicht unterscheiden
lassen.

5.5.2 Permutation

In diesem Fall ist die Nullhypothese, daf§ es sich bei den Daten um eine Folge
von unkorrelierten Zufallszahlen mit einem nicht notwendigerweise Gauf}-
schen Amplitudenspektrum handelt.

Dies ist beispielsweise der Fall, wenn eine Folge aus gaufiverteilten Zufallszah-
len durch eine moglicherweise nichtlineare, statische, monotone Meffunktion
h, die das Amplitudenspektrum bestimmt, gemessen wird.

zp = h(m) (5.2)

Die Surrogate erhélt man nun aus den Daten durch Permutation der Origi-
nalwerte. Diese eingeschrinkte Realisierung entspricht im Bild eines Urnen-
experiments dem Ziehen ohne Zuriicklegen. Eine typische Realisierung wére
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Ziehen mit Zuriicklegen, so dal im Grenzfall N — oo zwar das Amplitu-
denspektrum der Surrogate vom Original nicht mehr zu unterscheiden ist,
fiir endliche N jedoch Abweichungen bestehen, die eine nicht-verteilungsfreie
Teststatistik 7" beeinflussen konnen (vgl. Kapitel 5.4).

Durch Permutation werden auch alle eventuell vorhandenen linearen Kor-
relationen in den Daten zerstort. Dies ist dann deutlich an der Form der
Autokorrelationsfunktion zu sehen. Daten und Surrogate konnen in diesem
Fall auch mit linearen Methoden leicht voneinander unterschieden werden.

5.5.3 Fourier-Methode

Im Gegensatz zu Abschnitt 5.5.1, in dem die Surrogate Gauflsches weifles
Rauschen waren, betrachtet man nun Gaufisches farbiges Rauschen als mogli-
che Erklarung der gemessenen Daten. Surrogate und Daten haben nun das
gleiche Leistungsspektrum.

Somit entspricht die hier betrachtete Nullhypothese dem Fall, daf§ die Daten
Produkt eines stationidren, linearen Prozesses mit Gauflschen Zufallszahlen 7;

als externe Storung sind. Diese Klasse von Prozessen wird durch ARMA (n,m)
Modelle beschrieben.

Ty =y 4wy i+ b (5.3)
=1

i=1

Die a; beschreiben den autoregressiven (AR) Teil des Prozesses. Sie legen fest,
mit welchem Gewicht welche Werte der Zeitserie aus der Vergangenheit den
gegenwartigen Wert beeinflussen. Sie sind das lineare Gedéchtnis des Prozes-
ses. Durch die b; wird der Wirkung der externen Stérung n; beschrieben. Die
Abkiirzung MA steht fiir moving average, den gleitenden Mittelwert. MA-
Modelle werden auch als FIR (finite impulse response) bezeichnet, weil die
Storung n; nach m Zeitschritten keinen Einflu8 mehr auf z; hat. Im Gegen-
satz dazu beeinflufit eine Stérung bei reinen AR-Modellen alle nachfolgenden
Werte. Sie werden deshalb auch als IIR (infinite impulse response) Modelle
bezeichnet. Dies folgt aus der Tatsache, daf} ein endliches AR(n)-Modell als
unendliches MA-Modell dargestellt werden kann [9, 124].

Man erhilt diese FT-Surrogate dadurch, dal man die Daten nach Fourier
transformiert, die Phasen der Fourierkoeffizienten randomisiert, und dann
wieder riicktransformiert. Das Leistungsspektrum als Betragsquadrat der
Fourierkoeffizienten bleibt erhalten, wihrend die Werte im Ortsraum nun
nach Gauf} verteilt sind. Die Verteilung der Werte im Ortsraum oder auch
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die Haufigkeitsverteilung der einzelnen z; wird im folgenden als Amplituden-
spektrum bezeichnet.

Das Leistungsspektrum legt iiber das Wiener-Khinchin Theorem die Au-
tokorrelationsfunktion fest, die wiederum die linearen Eigenschaften eines
ARMA-Prozesses bestimmt. Streng genommen bleibt bei Anwendung des
FT-Algorithmus nur die zirkuldre Autokorrelationsfunktion unveréndert [86,
115]. Dies liegt daran, dafl die gebréuchlichen FFT-Routinen davon ausge-
hen, daf die (endliche) Zeitserie periodisch fortgesetzt werden kann (vgl.
Abschnitt 3.4).

In diesem Szenario lassen sich Daten und Surrogate gegebenenfalls leicht
durch Vergleich des Amplitudenspektrums voneinander unterscheiden. Nicht-
lineare Statistiken kénnen auch durch die gedinderte Haufigkeitsverteilung im
Zustandsraum beeinflufit werden.

5.5.4 Amplitudentreue Fourier-Methode

Nach Vorschlidgen von Theiler et al. [113, 114] kann man das Problem des
unterschiedlichen Amplitudenspektrums, wie es in Abschnitt 5.5.3 geschildert
wurde, folgendermaflien umgehen.

Man erzeugt eine Folge von gauBverteilten Zufallszahlen y und ordnet die
einzelnen Werte so um, dafl sie dem Rang nach den Originaldaten = entspre-
chen, d. h. der maximale Wert hat in beiden Zeitserien den gleichen Index,
ebenso der zweitgrofite, etc.. Von dieser permutierten Folge 3’ erzeugt man
sich gemafl Abschnitt 5.5.3 ein Surrogat y”. Dann ordnet man die Daten x
gemifl dem Rang von y”. Das Surrogat x’ ist somit eine Permutation von z,
unter der Bedingung, dafl das Leistungsspektrum mdoglichst erhalten bleibt.
Im Grenzfall N — oo wird das Spektrum exakt erhalten [100].

Fiir die Surrogate gilt die Annahme
zy; = h(s;) (5.4)

wobei s; nach Gleichung (5.3) berechnet wird. Die Nullhypothese besagt also,
daB es sich bei den Daten um einen verrauschten linearen Prozef handelt,
der durch eine Funktion A (siehe Abschnitt 5.5.2) gemessen wurde.

5.5.5 Iterationsmethode

Die in den folgenden Abschnitten der praktischen Analyse verwendeten Sur-
rogate wurden fast ausschlielich nach einem Algorithmus von Schreiber und
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Art der Surrogate Amplitudenspektrum Leistungsspektrum

GAUSS Nein Nein

PERM Ja Nein

FT Nein Ja

AAFT Ja Gut (O(1072))
ITAAFT Ja Ja (0(107%))

Tabelle 5.2: Gemeinsame Eigenschaften von Surrogaten und Daten bei unter-
schiedlichen Methoden. Die Grolenordnungen in der letzten Spalte bei AAFT
und ITAAFT schitzen den relativen Fehler in der Autokorrelationsfunktion
bei A.dat (s. Abschnitt 6.1) ab.

Schmitz [100] erzeugt. Diese Methode basiert auf einer Erweiterung des un-
ter Abschnitt 5.5.4 vorgestellten Verfahrens. Dabei wird die Anpassung des
Leistungsspektrums und des Amplitudenspektrums so lange iteriert, bis die
gewiinschte Genauigkeit erreicht wird. Diese 148t sich durch die relativen
Abweichung der Autokorrelationsfunktion der Surrogate von derjenigen der
Originaldaten. Der relative Fehler wird definiert als

o= ZT(pgat (T) — piur(T))2 (55)

X, (pd(r))?
Die Nullhypothese entspricht der aus Abschnitt 5.5.4.

In Tabelle 5.2 sind die Eigenschaften der Surrogate bei den verschiedenen
Methoden zusammengestellt.

5.6 Fehlerquellen

Es ist wichtig zu bemerken, dafl durch die Verwendung von Surrogaten zum
Nachweis von Nichtlinearitdten auch im Falle der Ablehnung der Nullhy-
pothese mathematisch streng genommen nichts bewiesen wurde. Es wurde
lediglich gezeigt, dafl es aufgrund der Abweichung von Ty, der Daten vom
Spektrum der Surrogate unwahrscheinlich ist, dal die Daten von einem mit
H, vertréglichen Prozef erzeugt wurden.

Die zusitzliche Angabe von o-Intervallen, um die Stirke der Abweichung
zu quantifizieren, ist gerechtfertigt, wenn das Spektrum von 7, anndhernd
gauBformig ist. Diese Bedingung ist nicht immer erfiillt.
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Nachfolgend werden bekannte und im Rahmen dieser Arbeit erstmals ent-
deckte Fehlerquellen kurz aufgefiihrt.

e Oftmals konnen Daten und Surrogate schon durch einfache visuelle In-
spektion unterschieden werden. In diesen Fillen ist es oftmals unnétig,
aufwendige nichtlineare Verfahren zur Diskriminierung zu verwenden.

e Lineare Korrelationen haben oftmals starken Einflul auf nichtlineare
Teststatistiken. Besonders die hiufig verwendete Korrelationssumme
(siehe Abschnitt 3.3) ist in dieser Hinsicht anfillig [111].

e Nichtstationaritiat in den Daten kann dazu fiihren, dafl sich Daten und
Surrogate voneinander unterscheiden, weil Surrogate konstruktionsbe-
dingt stationdr sind. Prominent ist beispielsweise der Fall von nicht-
stationédren stochastischen Zeitserien, die Nichtlinearitit durch Kon-
vergenz der Korrelationssumme vortéuschen [77]. Es gibt Ansétze zur
Erzeugung von Surrogaten, die auch weitergehende Eigenschaften, wie
z.B. die gleitende Varianz, erhalten (siehe [98, 99]). Diese werden im
Rahmen der vorliegenden Arbeit jedoch nicht angewandt.

e Die gebrduchlichen Routinen zur Fouriertransformation gehen davon
aus, dafl die Zeitserie periodisch fortgesetzt werden kann. Grofle Diffe-
renzen zwischen dem ersten und letzten Punkt der Zeitserie kénnen zu
artifiziellen Hochfrequenzanteilen im Fourierspektrum fiihren [113].

e Die Qualitdt der Surrogate sollte iiberpriift werden, um falsche Schluf3-
folgerungen zu vermeiden. Dies kann beispielsweise mit Surrogaten
zweiter Ordnung, also Surrogaten von Surrogaten, durchgefiihrt wer-
den. Zum einen kann so die Rate der Falschpositiven geeicht wer-
den [116]. Zum anderen wird in Kapitel 6.1.2 ein Fall ausfiihrlich dis-
kutiert, dal auch die Macht 5 durch Artefakte bei der Erzeugung der
Surrogate so beeinflult werden kann, dafl beispielsweise der Nachweis
von nichtlinearem Verhalten selbst bei extrem stark verrauschten Daten
noch méglich scheint.

o Als Teststatistik sollten verschiedene Algorithmen verwendet werden.
Wenn es sich, wie bei den in Abschnitt 4 vorgestellten, um Ansétze un-
terschiedlicher Art handelt, besteht eine geringere Gefahr, dafl die zu
untersuchenden Zeitserien in allen Methoden #hnliche Artefakte her-
vorruft. Konsistenz in den Ergebnissen 148t den Schlufl auf das Vor-
handensein von Nichtlinearitdten leichter rechtfertigen.
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Kapitel 6

Anwendungen

Dieses Kapitel enthélt die Anwendung der in den vorangegangenen Kapiteln
vorgestellten Verfahren zum Nachweis von nichtlinearem Determinismus in
Zeitserien. Es werden sowohl Zeitserien aus mathematischen Modellen wie
aus Experimenten analysiert. Der Nachweis der Nichtlinearitéiten wird iiber
Hypothesentests mit verschiedenen Surrogaten gefiihrt.

Die Laserdaten wurden vom Santa Fe Institut anléfilich eines Wettbewerb
in der Vorhersage von Zeitserien verdffentlicht. Es handelt sich um zeitli-
che Schwankungen in der Intensitit eines Infrarot-Lasers. Im Rahmen des
Nachweises von Nichtlinearitdten in der kiinstlich verrauschten Zeitserie wird
ein bisher unbekanntes Artefakt bei der Erzeugung von Surrogaten mit be-
stimmten Verfahren entdeckt, das sich signifikant auf die Bestimmung der
Leistungsfdhigkeit von Detektionsalgorithmen auswirkt. Werden bei der Ana-
lyse Surrogate verwendet, die das Amplitudenspektrum und (nahezu) das
Leistungspektrum der Originaldaten besitzen, so lassen sich diese signifikant
mit nichtlinearen Verfahren von ihren Surrogaten diskriminieren. Surrogate
unterscheiden sich in diesem Fall von Surrogaten dieser Surrogate. Dieses
Ergebnis wird im Detail untersucht.

Die Erprobung der in Abschnitt 4 eingefiihrten Methoden im Umfeld ver-
rauschter nichtlinearer Zeitserien steht bei der Analyse des Lorenz-Systems
im Vordergrund.

Der beiden letzten Abschnitte befassen sich mit gemessenen Zeitserien aus
dem Sonnensystem. Es werden nichtlineare Eigenschaften in Datensétzen,
die vom Proton Monitor auf dem Satelliten SOHO stammen, nachgewiesen.
Die Verfahren aus Abschnitt 4 werden auf Messungen der Dichte und der Ge-
schwindigkeit von Protonen angewendet, die bisher nicht in dieser zeitlichen

99
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Auflésung zur Verfiigung standen. Bei den in der Literatur veréffentlichten
Untersuchungen [67, 68, 69] zur Existenz von nichtlinearem Determinismus
im Sonnenwind kamen Surrogate zum Einsatz, die entweder das Amplituden-
spektrum oder das Leistungsspektrum mit den Originaldaten gemein hat-
ten. In dieser Arbeit werden erstmal Surrogate verwendet, die beide Aspekte
beriicksichtigen. Ferner wird anhand dieser stark linear korrelierten Daten
das in Abschnitt 3.3 erwidhnte Artefakt bei der Berechnung der Korrelati-
onssumme und deren Interpretation als Attraktordimension demonstriert.

Zum Nachweis von nichtlinearen Eigenschaften in der Sonnenflecken-Aktivi-
tdt werden die monatlichen Mittelwerte seit 1749 analysiert. Neben den
bekannten Surrogaten aus Abschnitt 5 wird eine zusétzliche Variante ein-
gefiihrt, die die spezielle Eigenschaft der Zeitasymmetrie der Originaldaten
in den einzelnen Zyklen beibehilt.

6.1 FIR-Laser

In diesem Abschnitt werden Intensitidtsschwankungen eines NH3;-FIR La-
sers [40] untersucht. Diese Zeitserie war Teil eines vom Santa Fe Institut
ausgeschriebenen Wettbewerbs iiber Zeitserienvorhersage [124].1

Die Parameter wurden bei der Durchfiihrung des Experiments so gewihlt,
dafl die Intensitdtsschwankungen bei diesem Laser anndhernd durch das in
Abschnitt 6.2 behandelte Lorenz-Modell beschrieben werden kénnen [40].
Die gemessene Zeitserie entspricht in dieser Nidherung der z-Komponente
des Lorenz-Systems (Gleichung 6.2).

Der bei dem Experiment verwendete A/D-Wandler hat eine Auflésung von
8 bit, so daf} die ganzzahligen Werte der Zeitserie zwischen 0 und 255 liegen.?
Fiir den Wettbewerb stand ein Datensatz von 1000 Punkten zur Verfiigung
(A.dat). Nach Beendigung wurde der gesamte Datensatz von 25 000 Punk-
ten (A.full) verdffentlicht, der zudem die doppelte Abtastrate von A.dat
aufweist.

Die vorliegende Zeitserie zeigt periodische Schwankungen mit zunehmender
Amplitude. Diese Oszillationen brechen bei Uberschreiten eines kritischen
Wertes zusammen, wobei sich Phase und die Startamplitude des folgenden

!Unter ftp://ftp.cs.colorado.edu/pub/Time-Series/SantaFe sind die fiir den
Wettbewerb ausgeschriebenen Zeitserien erhéltlich.

2 Aus numerischen Griinden wird diese Zeitserie fiir die in dieser Arbeit durchgefiihr-
ten Analysen auf das Intervall [0,1] normiert. Auf den Wert von Invarianten hat diese
Normierung keinen Einfluf} (vgl. Abschnitt 2.6.2).
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Abbildung 6.1: Der zeitliche Verlauf der Laserintensitdt A.dat normiert auf
das Intervall [0,1]. Die Zeit ¢ ist in Einheiten des Abtastintervalls AT gegeben.
Die einzelnen Punkte sind in dieser Darstellung durch Linien verbunden.

Abschnitts regelméafliger Oszillationen in nichttrivialer Weise dndern.

Abbildung 6.1 zeigt den Datensatz A.dat. Diese Zeitserie wird in der Litera-
tur haufig als Referenzdatensatz verwendet, um neue Algorithmen an realen
Systemen zu testen.

6.1.1 Nachweis nichtlinearer Eigenschaften
Korrespondierende Nachbarn

Mit der Methode der korrespondierenden Nachbarn wird die Vorhersagbar-
keit als Funktion der Vorhersagezeit beschrieben. In Abbildung 6.2 (links) ist
die Grofie H(ty) aus Gleichung (4.4) fiir den Datensatz A.full und fiir ein
AAFT-Surrogat dargestellt. Die Parameter bei dieser Berechnung sind Einbet-
tungsdimension m = 5, Verzogerungszeit 7 = 3 und Auflésung € = 1/32. Der
minimale zeitliche Abstand t,;, = 57 wurde aus der Autokorrelationsfunkti-
on ermittelt. Fiir diesen Wert ist die Einhiillende auf 1/e abgefallen.

Es ist deutlich zu sehen, dafl die Vorhersagbarkeit fiir den Datensatz fiir
einen grofleren Bereich von ¢y deutlich von Null verschieden ist, wihrend sie
fiir das Surrogat wie erwartet schnell auf Null abfillt. Die Fluktuationen fiir
kleine ¢, die in beiden Fillen sichtbar sind, entstehen wenn die Bedingung
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Abbildung 6.2: Links: Vorhersagbarkeit H () fiir A.full und fiir ein Surro-
gat. Parameterwerte sind m = 5, 7 = 3, ty,in = 57 und € = 1/32.

Rechts: Die mittlere Vorhersagezeit MPT fiir diese beiden Zeitserien als Funk-
tion der Auflosung e. Die Unstetigkeiten bei kleinen Werten von e beruhen
auf der endlichen Auflésung der Zeitserie.

tf =dr,d =1,...,m — 1 erfiillt ist. Fiir diese Werte der Vorhersagezeit
s gibt es iibereinstimmende Koordinaten in den Vektoren aus verzigerten
Koordinaten (vgl. auch Abschnitt 4.2.2) und die Vorhersagbarkeit ist grofier.

Abbildung 6.2 (rechts) zeigt die gemittelte Vorhersagbarkeit MPT mit ma-
ximaler Vorhersagezeit tsmax = 1000 fiir verschiedene Auflésungen e. Fiir
einen weiten Bereich liegt die Vorhersagbarkeit fiir den Datensatz um zwei
Groflenordnungen iiber der des Surrogats.

An dieser Stelle ist anzumerken, daf} ein Teil der Ergebnisse von Kaplan [50]
auf den Einfluf} von linearen Kurzzeitkorrelationen zuriickzufiihren sein diirf-
te. Es wurde in [50] gezeigt, dal das Maf zur Beschreibung von Determinis-
mus, das in Abschnitt 4.3 kurz angesprochen wurde, fiir A.dat eine Erh6hung
der Signifikanz fiir 7 ~ 400 aufweist. Dazu ist in Abbildung 6.3 die Vorher-
sagbarkeit fiir diesen Datensatz und der Einflu} linear korrelierter Punkte
auf das Maf} der korrespondierenden Nachbarn dargestellt. Die Parameter
der Rechnung sind m = 3, 7 = 2 und € = 1/32. Im Fall ¢,,,;, = 0 erhélt man
um ty ~ 400 — 500 eine erhohte Vorhersagbarkeit, die im zweiten Fall fiir
tmin = 33 fast ganz verschwindet. Die zweite Spitze bei t; ~ 900 entspricht
dem doppelten dieses Intervalls. Aufgrund der endlichen Lénge der Zeitserie
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Abbildung 6.3: Vorhersagbarkeit H(¢;) nach MPT von A.dat fiir ¢min = 0 und
tmin = 33. Die Beschrinkung des Einflusses linear korrelierter Nachbarpunkte
reduziert die Vorhersagbarkeit fiir ¢; ~ 400 — 500 und ¢y ~ 900 erheblich.

(N = 1000) ist die zweite Spitze wesentlich schmiler. Die Wahl von ¢,
beruht wie oben auf der Autokorrelationsfunktion, hier aufgrund der speziel-
len Form der Autokorrelationsfunktion auf dem Abfall der Einhiillenden. Der
von Kaplan angesprochene Effekt kann aufgrund der vorliegenden Ergebnisse
auf lineare Korrelationen zuriickgefiihrt werden.

Verrauschte Daten

Die Diskrimination von unverrauschten Daten gegen Surrogate ist im vorlie-
genden Fall der Zeitserie A.dat nahezu trivial. In Abbildung 6.4 sind Daten-
satz und verschiedene Arten von Surrogaten dargestellt. Schon die visuelle
Inspektion erlaubt eine eindeutige Diskriminierung. Auch die relativ einfache
Teststatistik Tyey(7) = (z¢ — 4—-)? (siehe z.B. [101]), die die Zeitumkehrin-
varianz beschreibt, fiihrt zur Trennung.

Um die Trennschirfe der verschiedenen Algorithmen

e Korrespondierende Nachbarn (MPT)
e Fehler bei nichtlinearer Vorhersage (NPE)

e Temperaturanalogon (Thermo)
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Abbildung 6.4: Die Laserzeitserie A.dat und verschiedene Surrogate: PERM,
FT, AAFT, ITAAFT(15).
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im Grenzbereich stark unterdriickter Nichtlinearitidten zu testen und die Dis-
kriminationsraten zu vergleichen, wurde der Datensatz A.dat kiinstlich ver-
rauscht. So wurden die Verfahren auf die Zeitserie

sg=x+amn (6.1)

angewendet, wobei hier das Rauschen 7, ein Surrogat von zx ist. Bei der Ver-
wendung von amplitudentreuen Surrogaten ist die Rauschamplitude a gleich
dem reziproken Wert des Signal-zu-Rausch Verhéltnisses SNR= o, /0,,. Bei
dieser Art Rauschen bleiben die linearen Eigenschaften von z erhalten; mit
zunehmender Rauschamplitude a werden die Nichtlinearititen immer mehr
unterdriickt. Der Grund fiir diese Wahl des Rauschens liegt darin, daf§ die
nichtlinearen Verfahren nicht durch Verdnderungen in den linearen Eigen-
schaften bei Variation der Rauschamplitude beeinflufit werden sollten. Das
Symbol co in Tabelle 6.1 fiir den Wert der Rauschamplitude o ist so zu
verstehen, dafl der Grenzfall reinen Rauschens vorliegt.

In Abbildung 6.5 sind der verrauschte Datensatz (¢ = 1.0,7 = FT) und
fiinf ITAAFT(15)-Surrogate gezeigt. Der wahre Datensatz ist der zweite von
oben. In Abbildung 6.6 ist der relative Fehler nach Gleichung (5.5) in der Au-
tokorrelationsfunktion dieser verrauschten Daten und iterierten Surrogaten
dargestellt.

Es wurde gem#fl den Ausfithrungen in Abschnitt 5.2 eine Reihe von Hypo-
thesentests auf einem Signifikanzniveau von o = 0.1 mit insgesamt 100 Rea-
lisationen von s; durchgefiihrt.

Fiir die Parameter wurden sinnvolle ad hoc Annahmen gemacht. Jegliche Op-
timierung der Parameter fiir den Datensatz wiirde zu einer Verfdlschung des
Ergebnisses fithren, wenn man nicht zusétzlich noch fiir jedes einzelne Surro-
gat optimiert. Dies wiirde einen fiir die Praxis nicht vertretbaren numerischen
Aufwand darstellen. Es hat sich gezeigt, dafl sich fiir einen weiten Bereich
von Parametern die Ergebnisse von den hier vorgestellten nicht signifikant
unterscheiden. Die hier verwendeten Werte sind € = 1/16, m = 3 und 7 = 1.
Ferner wurde tmin = 17 und ¢fmax = 10 angenommen, um den Rechenauf-
wand fiir beide Methoden im selben Rahmen zu halten. Aus Abbildung 6.7
wird deutlich, daf§ gréflere Vorhersagezeiten nicht mehr signifikant zur mittle-
ren Vorhersagezeit MPT beitragen, da der Bruchteil der korrespondierenden
Nachbarn H(t;) nach Gleichung (4.4) fiir den mit einem FT-Surrogat der
Amplitude a = 1.0 verrauschten Datensatz auf das Grundniveau abgefallen
ist.

In Tabelle 6.1 sind die Ergebnisse fiir verschiedene Arten von Rauschen zu-
sammengestellt. Zur Interpretation sind zuerst die folgenden Uberlegungen
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Abbildung 6.5: A.dat (2. von oben) mit FT-Rauschen (a=1.0) und fiinf Sur-
rogate der Art ITAAFT(15)
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Abbildung 6.7: Die Vorhersagbarkeit fiir den mit einem FT-Surrogat der Am-
plitude @ = 1.0 verrauschten Datensatz A.dat. Dargestellt ist GroBle H(ty),
die den Bruchteil der korrespondierenden Nachbarn beschreibt, als Funktion
der Vorhersagezeit ¢;. Als Parameter wurden € = 1/16, m = 3, 7 = 1 und

tmin = 17 gewéhlt.
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wichtig. Im Grenzfall a — oo gilt s; — 7, weil der urspriingliche Datensatz
x vollstindig unterdriickt wird. Es liegt ein reines Surrogat als Zeitserie vor.
Man versucht in diesem Fall also im wesentlichen, ein Surrogat von dessen
Surrogaten zu unterscheiden. Da beides Realisationen eines Zufallsprozesses
sind, sollte dies dazu fiihren, dafl der Bruchteil der erfolgreichen Detektionen
B gegen die Grofle des Tests a strebt: 8 — a.

Offensichtlich ist dies in den Féllen mit AAFT- und ITAAFT-Rauschen nicht
gegeben. Im nichsten Abschnitt wird dieses Verhalten genauer untersucht
werden.

Es wird ferner deutlich, dal die Methode der korrespondierenden Nach-
barn bei den relevanten Fillen mit FT-Rauschen mit Rauschamplitude a €
{0.8,1.0} besser als die Methode der Fehler bei nichtlinearer Vorhersage ab-
schneidet. Das Verfahren des Temperaturanalogons fiihrt zu keiner sehr si-
gnifikanten Detektionsrate des verrauschten Datensatzes.

Die angegebenen Fehler (1o-Intervalle) in Tabelle 6.1 und in den entspre-
chenden Tabellen in den folgenden Abschnitten basieren auf der Annahme,
daf} die Detektionsraten binomialverteilt sind.

Rauschen Rauschamplitude Macht g fiir
a NPE MPT Thermo
ITAAFT(50) oo 0.69+0.05 0.614+0.05 0.31+0.05
AAFT 00 0.63£0.05 0.33£0.05 0.43+0.05
FT 00 0.09£0.03 0.07£0.03 0.03£0.02
0.8 0.87£0.03 0.99£0.01 0.32£0.05
1.0 0.64 £0.05 0.85+0.03 0.26+0.04

Tabelle 6.1: Die Macht § fiir die Verfahren NPE, MPT und Thermo fiir
verschiedene Arten von Rauschen und Rauschamplituden, angewandt auf
A.dat.

6.1.2 Artefakte bei Surrogaten

Wie im vorigen Abschnitt erwdhnt wurde, treten bei manchen Arten von
Surrogaten der Zeitserie A.dat Artefakte auf, die sich dahingehend duflern,
daf sich Surrogate von ihren Surrogaten unterscheiden lassen. Bei den Me-
thoden AAFT und ITAAFT erscheinen Surrogate 1. Ordnung weniger zufillig
als Surrogate 2. Ordnung, obwohl es sich in beiden Fillen im Prinzip um Per-
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Ordnung n Macht § fiir NPE

0.72£0.04
0.55 £ 0.05
0.40 £0.05
0.34 £0.05
0.33 £0.05
0.27£0.04

O O W N~

Tabelle 6.2: Unterscheidung von ITAAFT(50)-Surrogaten unterschiedlicher
Ordnung n von ihren Surrogaten

mutationen des Datensatzes unter grofitmoglicher Beibehaltung der linearen
Eigenschaften handelt.

Dieser Unterschied trat am deutlichsten bei der Methode der Fehler bei nicht-
linearer Vorhersage unter Verwendung von ITAAFT Surrogaten auf. Aus die-
sem Grund wurden die hier vorgenommenen Analysen mit diesen Verfahren
durchgefiihrt.

Die Verwendung von Surrogaten 2. Ordnung zur Kalibration der tatséchli-
chen Rate der Falschpositiven auf den nominellen Wert o wurde bereits in
der Literatur vorgeschlagen [116]: Gegenstand der Analyse war dabei die
zu niedrige Rate bei Verwendung von AR-Surrogaten, die im Gegensatz zu
Fourier-basierten Algorithmen der Klasse der typischen Realisationen zuzu-
rechnen sind (vgl. Abschnitt 5.4).

Ordnung der Surrogate

Fiir die folgende Tabelle wurden die Parameterwerte m =3, 7 =1, ¢ = 1/16
und Surrogate der Art ITAAFT(50) verwendet. Auf einen Signifikanzniveau
von o = 0.1 wurden jeweils 500 Hypothesentests durchgefiihrt, bei denen
versucht wurde, Surrogate der Ordnung n von Surrogaten der Ordnung n+ 1
zu trennen.

Die Zahlenwerte spiegeln die Ergebnisse bei typischen Parameterwerten wi-
der. Tests mit 100 Durchliufen in einem Intervall anderer Parameterwerte
fiihrten nicht zu signifikanten Abweichungen von den angegebenen Werten.

Eine Verdnderung der Anzahl der Iterationen bei der Erzeugung von ITAAFT-
Surrogaten resultierte in dhnlichen Ergebnissen und konnte das Auftreten
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Simulation n  Macht § fiir NPE

0.63 £0.05
0.72£0.04
0.74 £0.04
0.90£0.03
0.10 £ 0.03
0.12+£0.03
0.12+£0.03

N OO W N~

Tabelle 6.3: Die Grofle 5 fiir die im Text beschriebenen Simulationen

des gefundenen unerwarteten Unterschieds zwischen Surrogaten verschiede-
ner Ordnung nicht unterdriicken.

Reproduzierbarkeit mit anderen Zeitserien

In diesem Abschnitt wurde versucht, das vorher vorgestellte Verhalten bei
Surrogaten von A.dat mit anderen dhnlichen Datensétzen zu reproduzieren:
so wurden zum einen die Zeitserien des Lasers A.dat (/N = 1000) und A.full
(N = 25000) auf verschiedene Arten modifiziert; zum anderen wurde die am
Anfang dieses Kapitels erwiihnte Ahnlichkeit von A.dat zur z-Komponente
des Lorenz-Systems benutzt und Untersuchungen mit verschiedenen Versio-
nen dieser Zeitserie durchgefiihrt.

Die Ergebnisse aus den folgenden Simulationen sind in Tabelle 6.3 zusam-
menfassend dargestellt. An Anfang der Beschreibung steht der jeweils im
Vordergrund stehende Aspekt der Simulation.

Die Parameter bei den Rechnungen sind m =3, 7 =1, =1/16, « = 0.1. Es
werden jeweils 100 Durchldufe des Hypothesentests ausgefiihrt. Die Anzahl
der Iterationen bei der Erzeugung der Surrogate ist 50.

Simulation 1: Differenz zwischen ersten und letztem Punkt. Da
bekannt ist, dafl grofie Unterschiede in Anfangs- und Endpunkt einer Zeitse-
rie zu artifiziellen Hochfrequenzanteilen im Leistungsspektrum der Surro-
gate fiihren [113, 114], wurde dieser Aspekt zuerst analysiert.> Zwar liegt

3Fourierbasierte Surrogate jeder Ordnung haben konstruktionsbedingt keine kiinstli-
chen Spriinge zwischen Anfangs- und Endpunkt.
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bei A.dat liegt kein Sprung vor, bei Verwendung der ersten 900 Punkte
erhilt man jedoch einen signifikante Differenz. Dies ruft aber an der Diskri-
minationsrate von Surrogaten erster gegen zweiter Ordnung keine wesentliche
Verdnderung hervor: § = 0.63 & 0.05.

Simulation 2: Abtastrate. Aus dem Datensatz A.full wurden die ersten
2048 Punkte ausgewihlt. Dieser hat die doppelte Abtastrate von A.dat. Wie
aus dem Wert von f = 0.72 £ 0.04 ersichtlich ist, hat die Samplingrate
der Zeitserie keinen Einflufl auf den Unterschied zwischen Surrogaten 1. und
2. Ordnung.

Simulation 3: Wahl des Zeitfensters. Es wurde ein Ausschnitt aus
A.full ausgewahlt, wobei nur jeder zweite Punkt verwendet wurde. Die Ab-
tastrate entspricht so der von A.dat. Das Ergebnis zeigt jedoch, dal der Wert
von [ unabhingig von der Wahl des Ausschnitts ist. Die fiir dieses Ergeb-
nis verwendete Zeitserie bestand aus den Punkten 92,94, ...,2138, also aus
1024 Werten.

Simulation 4: Linge der Zeitserie. Es wurde eine ausgediinnte Version
von A.full mit einer resultierenden Gesamtlédnge von 2048 Punkten verwen-
det. Damit 148t sich der Einflufl der Lénge der Zeitserie unter Beibehaltung
der Abtastrate von A.dat iiberpriifen. Das Ergebnis von 5 = 0.90 £ 0.03
zeigt, dafl die Diskriminationsmoglichkeit zwischen Surrogaten unterschied-
licher Ordnung mit zunehmender Anzahl von Datenpunkten zunimmt.

Simulation 5: Lineare Eigenschaften. Hier wurde die z-Komponente
des Lorenz-Systems Lor.z mit Standardparametern (vgl. Abschnitt 6.2.1)
verwendet. Die linearen Eigenschaften, die sich in der Autokorrelationsfunk-
tion zeigen, sind denen von A.dat sehr dhnlich. Man erhilt in diesem Fall
die theoretisch erwartete Detektionsrate von f = a = 0.1.

Simulation 6: Schiefe des Amplitudenspektrums. Das Amplituden-
spektrum von A.dat ist nicht symmetrisch wie das der Lorenz z-Komponente.
Um den moglichen Einflufl der Asymmetrie zu untersuchen, wurde die Trans-
formation 2’ = zexp(z) auf die Zeitserie angewandt, um eine vergleichbare
Verteilung der Werte zu erhalten. Auch in diesem Fall konnten Surrogate
unterschiedlicher Ordnung nicht unterschieden werden, 5 = 0.12 &+ 0.03.
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Simulation 7: Auflosung. Die Zeitserie aus der vorherigen Simulation 6
wurde zusétzlich auf eine Auflésung von 8 bit digitalisiert, um den Laserda-
ten A.dat auch in dieser Hinsicht dhnlicher zu werden. Selbst diese zusétz-
liche Bedingung fiihrt nicht dazu, daf sich Surrogate der z-Komponente des
Lorenz-Systems, die eine unterschiedliche Ordnung aufweisen, mit der Me-
thode der nichtlinearen Vorhersagefehler voneinander unterscheiden lassen.

Zusammenfassend erscheinen die folgenden Aussagen als Folgerungen aus den
Untersuchungen in diesem Abschnitt plausibel. In Klammern ist die Nummer
der entsprechenden Simulation aufgefiihrt.

e Es handelt sich nicht um bekannte Artefakte, wie Unterschiede zwi-
schen Anfangs- und Endwert der Zeitserie (1,3).

e Der Einfluf} der Abtastrate kann in diesem Rahmen ausgeschlossen wer-
den (2,3).

e Eine Verlingerung der Zeitserie hat einen verstirkenden Einfluf} zur
Folge (4).

e Es sind nicht die starken linearen Korrelationen in der Zeitserie allein,
die fiir den Effekt verantwortlich sind (5).

e Die Form des Wertespektrums ist nach den durchgefiihrten Analysen
nicht ausschlaggebend (6).

e Die Auflésung ist im untersuchten Rahmen nicht der Grund fiir die
beobachtete Unterscheidbarkeit der Surrogate (7).

Auch Kombinationen von verschiedenen Aspekten — wie Schiefe der Werte-
verteilung, Auflésung, lineare Eigenschaften — lieflen eine Reproduktion des
Effekts mit der Zeitserie Lor.z nicht zu.

Es handelt sich folglich um eine inhdrente Eigenschaft des Laserzeitserie
A.dat bzw. A.full. Signifikanten Einfluf} zeigt die Linge des Datensatzes.
Dies liegt vermutlich daran, dal Surrogate der Art AAFT und ITAAFT im Prin-
zip Permutationen der Zeitserie sind, wobei das Leistungsspektrum moglichst
genau reproduziert wird. Je linger die Zeitserie ist, desto genauer wird das
Fourierspektrum aufgelost (Nyquist-Frequenz) und desto strikter sind die
Nebenbedingungen bei der Permutation der Zeitserie.

Wird statt A.dat eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zu-
fallszahlen verwendet, die das gleiche Leistungsspektrum besitzen, also ein
FT-Surrogat, tritt der beobachtete Unterschied nicht auf.
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Abbildung 6.8: Abschitzung von Einbettungsdimension mit dem Verfahren
der korrespondierenden Nachbarn. (a) zeigt die mittlere Vorhersagezeit als
Funktion der Einbettungsdimension m fiir die Zeitserie A.full (N = 25000),
(b) fir A.dat (N = 1000).

6.1.3 Einbettungsdimension

Bei Verwendung des gesamten Datensatzes A.full kann mit dem Verfahren
MPT die Einbettungsdimension abgeschéitzt werden. Bei A.dat reicht die
Anzahl der Punkte nicht aus, um bei héheren Einbettungsdimensionen rele-
vante Ergebnisse zu erhalten, weil die Einfliisse durch Randeffekte zu stark
werden (vgl. Abschnitt 4.2.1).

Abbildung 6.8 zeigt die mittlere Vorhersagezeit MPT fiir die Datensétze
A.full und A.dat jeweils als Funktion der Einbettungsdimension m. Die
Verzogerungszeiten sind ersten Fall 7 = 3, im zweiten 7 = 1.

Der rechte Teil zeigt den Verlauf von MPT fiir die kurze Zeitserie A.dat.
Durch die geringe Anzahl von nur 1000 Datenpunkten ist das Séattigungsver-
halten von A.full nicht zu beobachten und eine Bestimmung der Einbet-
tungsdimension ist nicht moglich.

Wie bereits in Abschnitt 3.3 erldutert, beruht die Bestimmung der Einbet-
tungsdimension mit der Methode der korrespondierenden Nachbarn auf der
Reduzierung von falschen Nachbarn aufgrund von Projektionseffekte. Bei zu
kleinen Dimensionen fiihren falsche Nachbarn zu schlechterem Vorhersage-
verhalten. Handelt es sich um eine gute Einbettung, dann wird MPT einen
Sattigungswert erreichen. Im vorliegenden Beispiel wird dies bei etwa m ~ 5
erreicht. Dieser Wert wird auch in [50] als gute Wahl der Einbettungsdimen-
sion angegeben.
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6.2 Lorenz-System

6.2.1 Beschreibung

Das Lorenz-System gehort zu den am hdufigsten untersuchten Systemen
in der nichtlinearen Dynamik. Die folgenden Gleichungen wurden von Lo-
renz [66] als Vereinfachung des Rayleigh-Bénard-Experiments aufgestellt

T = —ox—+oy
= —zz+rr—y (6.2)
z = xy—bz

Die in dieser Arbeit verwendeten Zeitserien wurden mit den Parameterwerten
o =16, b =4 und r = 45.92 berechnet. Zur numerischen Integration wurde
ein Unterprogramm aus der NAG-Bibliothek verwendet, die auf dem Runge-
Kutta Verfahren basiert. Der zeitliche Abstand zwischen den Punkten der
Zeitserie ist At = 0.08. Die Punkte fiir ¢ < 1000 wurden nicht verwendet,
um Einfliisse durch das Einschwingverhalten auszuschlieflen. Die Lénge der
in diesem Abschnitt verwendeten Zeitserie betrigt 2048 Punkte.?

In Abbildung 6.9 wird ein Teil der in diesem Abschnitt verwendeten Zeitse-
rie gezeigt. Die einzelnen Punkte sind in dieser Darstellung durch Linien
verbunden. In der nichsten Abbildung 6.10 wird die gesamte Zeitserie iiber
verzogerte Koordinaten mit 7 = 1 und m = 3 dargestellt. Die Ahnlichkeit
dieser Struktur zur Form des Phasenraumbildes aus den kanonischen Varia-
blen z, y und z nach Gleichung (6.2) in Abbildung 6.11 ist deutlich sichtbar.

6.2.2 Nachweis nichtlinearer Eigenschaften

In Abbildung 6.12 sind der zu untersuchende Datensatz und die nach den
in Abschnitt 5.5 vorgestellten Methoden erzeugten Surrogate gezeigt. Wie
bereits im vorigen Abschnitt 6.1.1 erwdhnt wurde, ist die Unterscheidung
der unverrauschten Daten von ihren Surrogaten oftmals trivial.

Im Grenzfall von verrauschten Datensétzen, wenn die nichtlinearen Eigen-
schaften stark unterdriickt werden, werden Unterschiede zwischen den ein-
zelnen Verfahren deutlich.

“Die Linge wurde als Potenz von 2 gewéhlt, um die Rechenzeit bei den Fouriertrans-
formationsroutinen, die zur Erzeugung der meisten Surrogate benotigt werden, moglichst
gering zu halten.
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Abbildung 6.9: Ein Ausschnitt aus der z-Koordinate des Lorenz-Systems mit
den im Text beschriebenen Parameterwerten. Die abgebildete Zeitserie wurde
auf das Intervall [0, 1] normiert.

Um die linearen Eigenschaften der Daten bei kiinstlicher Unterdriickung der
Nichtlinearitdten zu erhalten, wurde als Rauschen ein Surrogat verwendet.
Die untersuchten Zeitserien waren wie im vorigen Abschnitt bei der Analyse
der Laserdaten

St =Tt an (6.3)
mit dem Rauschen 7 der Rauschamplitude a.

Als erstes wurde ein Test auf Artefakte bei Surrogaten durchgefiihrt. Aus
Abschnitt 6.1.2 ist bekannt, dal sich Surrogate unterschiedlicher Ordnung
voneinander unterscheiden kénnen. Die erste Zeile in Tabelle 6.4 zeigt jedoch
das erwiinschte Ergebnis: im Grenzfall reines Rauschens a — oo geht die
Detektionrate 8 gegen die Grofle a.

In Tabelle 6.4 sind die Ergebnisse der Untersuchung zusammengefafit. Wie
bereits im vorigen Abschnitt wurde eine Reihe von Hypothesentests durch-
gefiihrt, bei denen jedesmal versucht wurde, einen verrauschten Datensatz
von jeweils 9 Surrogaten zu unterscheiden. Die Gréfle des Tests ist v = 0.1.
Insgesamt wurden 100 Tests durchgefiihrt. Die angegebenen Zahlenwerte
wurden fiir die Parameterwerte m = 3, ¢ = 1/16 und 7 = 1 erhalten. Fiir das
Verfahren der korrespondierenden Nachbarn wurde zuséitzlich die maxima-
le Vorhersagezeit ¢max = 10 und der minimale zeitliche Abstand ¢min = 50
gesetzt. Damit bleibt der numerische Aufwand fiir die verschiedenen Me-
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0.0 02 04 06 08 1.0

Abbildung 6.10: Die Darstellung der z-Komponente des Lorenz-Systems
Lor.x in verzogerten Koordinaten mit 7 = 1 in 2 Dimensionen.

Abbildung 6.11: Das Lorenz-System nach Gleichung (6.2) mit den Parame-
tern 0 = 16, b = 4 und r = 45.92. Die Anzahl der Punkte ist 20000, die
Integrationsschrittweite At = 0.005. Die Werte der einzelnen Koordinaten
wurden normiert.
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Abbildung 6.12: Ein Ausschnitt aus Lor.x und verschiedene Surrogate: PERM,
FT, AAFT, ITAAFT(15)).
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Abbildung 6.13: Der Datensatz Lor.x mit Rauschen (7 = ITAAFT(15), a =
1.0) und finf ITAAFT(15)-Surrogate. Die verrauschte Zeitserie ist die zweite
von unten.
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Rauschamplitude Macht g fiir
NPE MPT Thermo
00 0.09£0.03 0.09£0.03 0.09=£0.03
0.8 0.96£0.02 0.79+£0.04 0.38+£0.05
1.0 0.74+£0.04 0.36£0.05 0.13+0.03

Tabelle 6.4: Macht g fiir die Methoden NPE, MPT und Thermo, angewandt
auf Lor.x Sachverhalt mit ITAAFT(15)-Rauschen verschiedener Rauscham-
plitude a.

thoden im gleichen Rahmen und mdogliche Artefakte durch linear korrelierte
Nachbarpunkte werden méglichst eliminiert (vgl. die Uberlegungen zur Kor-
relationsdimension in Abschnitt 3.3).

Sowohl bei der Analyse der vorliegenden Zeitserie als auch bei A.dat hat sich
diese Vorsichtsmafinahme als unbegriindet erwiesen, da der Ausschluf} linear
korrelierter Punkte Originaldaten und Surrogate gleichermaflen betrifft. Die
Detektionsraten zeigen bei Variation von i, =0, ..., 100 keine signifikante
Verdnderung. Dieses Intervall liegt wesentlich iiber der Autokorrelationszeit
der Zeitserie, fiir die gilt p(t, = 3) = 1/e und p(t. = 11) = 0.

In einer der folgenden Anwendungen der Analyseverfahren auf Daten des
Sonnenwindes (s. Abschnitt 6.3) fiihrt der Ausschluff dazu, daf zu wenig
Nachbarpunkte vorliegen und keine Diskrimination mehr moglich ist. Dieser
Effekt tritt auf, wenn einzelne Bereiche des Zustandsraumes nur sehr selten
besetzt sind. Im entsprechenden Abschnitt wird dieser Effekt noch einmal
angesprochen werden.

In diesem Abschnitt wurden die drei Verfahren zum Nachweis von Nichtli-
nearitdten an dem mit Rauschen iiberlagerten Lorenz-System getestet. Die
besten Ergebnisse erzielt man mit der Methode der nichtlinearen Vorher-
sagefehler, die bei Rauschamplituden von ¢ = 0.8 noch 96% der Zeitserien
richtig identifiziert. Das Verfahren der korrespondierenden Nachbarn erlaubt
bei gleicher Rauschamplitude die Diskrimination von 79%, wohingegen das
Temperaturanalogon mit 5 = 38% fiir die praktische Anwendung eher unzu-
reichende Ergebnisse liefert.
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6.3 Sonnenwind

6.3.1 Einfiihrung

Der Sonnenwind ist ein Strom geladener Teilchen, der von der &ufleren Son-
nenatmosphéire — der Korona — in den interplanetaren Raum entweicht.
Er besteht zu circa 96% aus Protonen und ungefihr 4% Heliumionen [118].
Das Verhiltnis an schwereren Ionen, wie Sauerstoff, Neon, Silizium und Eisen
zum Heliumanteil ist etwa 0.025 [41].

Der Ubergang zwischen der Korona und dem Sonnenwind ist flieBend, und zur
Entstehung des Sonnenwindes tragen auch Prozesse in der Photosphére bei.
Aufnahmen der Korona sind nur bei Abdeckung der Sonnenscheibe, beispiels-
weise wihrend einer totalen Sonnenfinsternis, moglich, da die Photosphére
circa 10%-mal heller als die dufiere Sonnenatmosphére ist. In Abbildung 6.14
ist die sehr bekannte Aufnahme der Sonnenfinsternis von Koutchmy et al. [57]
im Juni 1973 gezeigt.

Das Licht der Korona setzt sich aus mehreren Komponenten zusammen. Zum
einen handelt es sich um Streulicht von freien Elektronen (K-Korona) und
Staubteilchen (F-Korona), zum anderen um Linienemissionen von Ionen (L-
Korona). Das Verhiltnis der Intensitit der L-Korona zur Summe von K- und
F-Korona betrigt etwa 1% [93]. Eine aktuelle Aufnahme der L-Korona ist
in Abbildung 6.15 gezeigt, in der Bilder von verschiedenen Instrumenten auf
dem Satelliten SOHO kombiniert wurden, um die Ahnlichkeit von Strukturen
in unterschiedlichen Schichten der Sonnenatmosphiire zu untersuchen.’

Der Teilchenflul von der Sonne wird geméafl den auftretenden Geschwindig-
keiten in langsamen Sonnenwind mit v < 400 kms~! und schnellen Sonnen-
wind mit v > 600 kms~! eingeteilt. Weitere Unterscheidungsmerkmale sind
die geringere Dichte und geringere Variabilitdt des schnellen Sonnenwindes
im Vergleich mit dem langsamen Sonnenwind [103].

In beiden Abbildungen 6.14 und 6.15 sind deutliche Variationen der korona-
len Eigenschaften in Abhéngigkeit von der heliographischen Breite zu sehen.
Die verschiedenen Zustinde des Sonnenwindes lassen sich in ihrem Ursprung
verschiedenen Bereichen zuordnen:

e Uber den Polen befindet sich eine Zone mit radialen Strukturen geringer
Leuchtkraft. Diese Zonen haben ihren Ursprung in den offenen Feldlini-
en des Sonnenmagnetfeldes, entlang derer die Materie in den interpla-

Diese Abbildung stammt von http://sohowww.estec.esa.nl/gallery/UVCS/.
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Abbildung 6.14: Die Sonnenkorona wihrend der Sonnenfinsternis vom 30. Ju-
ni 1973. Diese Aufnahme wurde nachbearbeitet, um den Intensitéitskontrast
auf kleinen Skalen zu erhhen (aus [57]).

Abbildung 6.15: Die Abbildung zeigt aulerhalb des schwarzen Rings die dufe-
re Atmosphére der Sonne im UV-Licht, das von Sauerstoffionen emittiert
wird. Diese von der Sonne wegstromenden Ionen bilden einen Teil des (lang-
samen) Sonnenwindes. Innerhalb des schwarzen Rings ist die Sonnenscheibe
im Licht von Eisenionen abgebildet. Durch die Kombination dieser Aufnah-
men, die von den Experimenten UVCS (Ultraviolet Coronograph Spectrome-
ter) bzw. EIT (Extreme ultraviolet Imaging Telescope) an Bord des Satelliten
SOHO stammen, lassen sich beispielsweise Strukturen durch die Sonnenko-
rona verfolgen.
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Abbildung 6.16: Die Geschwindigkeiten des Sonnenwinds, die in der Zeit vom
Mérz 1992 bis zum Marz 1997 von Ulysses auf dem ersten polaren Umlauf
um die Sonne gewonnen wurden, in (heliomagnetischen) Polarkoordinaten.
Die dunkelgrauen Sektoren markieren das Gebiet des langsamen Windes in
der Nihe der Ekliptik. Die hellgrauen Gebiete sind das Ubergangsgebiet zwi-
schen langsamem und schnellem Sonnenwind. Die Dominanz des schnellen
Sonnenwindes in hoheren Breiten ist deutlich sichtbar (aus [129]).
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netaren Raum entweichen kann. Diese Zonen werden auch als koronale
Locher bezeichnet und stellen das Entstehungsgebiet des schnellen Son-
nenwindes dar. Zu Zeiten geringer solarer Aktivitit, also wihrend des
Miniums der Sonnenfleckenrelativzahl (vgl. auch Abschnitt 6.4), weiten
sich diese Bereiche in Richtung des Aquators aus [93].

e Die Struktur in den Breiten um £50° wird durch die koronalen Strea-
mer, die aufgrund ihrer Form auch Helmetstreamer genannt werden, do-
miniert. Der langsame Sonnenwind entsteht vermutlich in diesen Regio-
nen durch Umstrukturierung des Magnetfeldes (Aufbrechen geschlosse-
ner Feldlinien). Auch das Herumstrémen der Materie um die Streamer
wird als Erkldrung fiir den langsamen Sonnenwind erwogen [119]. Die
genaue Herkunft und Art der Entstehung sind noch unbekannt [83, 103].
Speziell die Stéirke der langsamen Komponente deutet darauf hin, daf
sie nicht ausschliefllich in der Ndhe von koronalen Streamern entstehen
kann [103].

Durch die Lage des vermutlichen Hauptherkunftsgebietes des langsamen Son-
nenwindes in der Ekliptik des Sonnensystems wurde diese Komponente lange
Zeit als Normalzustand des Sonnenwindes betrachtet. Durch Messungen des
Satelliten Ulysses [6] auerhalb der Ekliptik konnte gezeigt werden, dafl der
schnelle Sonnenwind ab heliographischen Breiten von mehr als 20° domi-
niert (Abbildung 6.16). Wegen seiner geringen Variabilitéit scheint er sich im
Gleichgewicht mit seinem Entstehungsgebiet zu befinden und sollte somit als
Normalzustand angesehen werden [83].

6.3.2 Der Proton Monitor

Die in diesem Abschnitt analysierten Daten stammen von einem Experiment
auf dem Satelliten SOHO (Solar and Helioscopic Observatory), der im De-
zember 1995 als Gemeinschaftsprojekt der ESA und der NASA gestartet
wurde. SOHO befindet sich seit dem Februar 1996 auf einer Umlaufbahn um
den sogenannten L1-Punkt, an dem sich die auf den Satelliten wirkenden
Gravitations- und Fliehkrifte aufheben. Dieser Punkt ist circa 1.5 x 10 km
von der Erde entfernt. Aufgrund dieser Entfernung konnen Messungen an
der Sonne durchgefiihrt werden, die nicht durch die Erde beeintréchtigt wer-
den. Ferner konnen Verdnderungen im Sonnenwind auf SOHO beobachtet
werden, die sich erst ungefihr eine Stunde spéter auf der Erde auswirken
konnen. Mégliche Storungen in der Magnetosphére und deren Auswirkungen,
beispielsweise auf die satellitengestiitzte Telekommunikation, sind so vorher-
sagbar, und es konnen eventuelle Gegenmafinahmen eingeleitet werden.
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Abbildung 6.17: Das MTOF-Experiment mit den beiden sektorférmigen Ein-
laBoffnungen fiir das Hauptinstrument (rechts) und den Proton Monitor
(links).

Die Experimente auf SOHO konnen im wesentlichen in drei Gruppen einge-
teilt werden:

1. Seismologie der Sonne
2. Untersuchung der oberen Sonnenatmosphére

3. in situ Messungen des Sonnenwindes

Eines der Sonnenwindexperimente auf SOHO ist CELIAS (Charge, Element
and Isotope Analysis System) [39], das neben zwei Instrumenten zur Untersu-
chung der Zusammensetzung des Sonnenwindes — CTOF und MTOF (Charge
resp. Mass Time-Of-Flight) — den Proton Monitor (PM) zur Untersuchung
des H*-Anteils im Sonnenwind enthélt.

Die Abbildung 6.17 zeigt das MTOF-Experiment mit den beiden sektorférmi-
gen Einlaf6ffnungen fiir das Hauptinstrument und den Proton Monitor.

Wie in der Abbildung ersichtlich, handelt es sich bei dem Proton Monitor
um einen Teil des MTOF-Experiments. Denn es ist eine der Aufgabenstel-
lungen an den Proton Monitor, durch die Messung von Geschwindigkeit und
Temperatur des solaren Windes zur Interpretation der Daten von MTOF
beizutragen. Weitere Zielsetzungen des Proton Monitors sind
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e die Identifikation von verschiedenen Zustdnden im solaren Wind,

e die Riickabbildung von charakteristischen Ereignissen im solaren Wind
auf das Gebiet ihrer Entstehung

e und die Bereitstellung von zeitlich hochaufgelésten Daten in nahezu
Echtzeit.

Die Fragestellung, die in diesem Abschnitt der vorliegenden Arbeit verfolgt
wird, ist, ob es sich bei den gemessenen Zeitserien um Realisationen nichtli-
nearer Prozesse handelt oder ob lineare Verfahren wie die Fourieranalyse zur
Beschreibung des Systems ausreichen.

Dariiberhinaus soll im Hinblick auf zukiinftige Anwendungen die Vorhersag-
barkeit des Sonnenwindes anhand der zur Verfiigung stehenden Zeitserien
charakterisiert werden.

6.3.3 Beschreibung der Daten

In Rahmen dieser Arbeit wurden zwei synchron gemessene Zeitserien von je
1024 Punkten — die Geschwindigkeiten Vel.dat und die Dichten Den.dat —
untersucht. Diese beiden Datensétze sind in Abbildung 6.18 gezeigt. Der zeit-
liche Abstand zwischen zwei Meflpunkten betrigt 300 s, Beginn der Zeitserie
ist am 28. September 1996, um 17:40 UTC. Der Zeitraum von 1024 Mef-
punkten entspricht etwa 85 Stunden. Die Sonne befand sich zu dieser Zeit in
einem Minimum des Sonnenfleckenzyklus und somit einer Phase geringer Ak-
tivitdt. Es handelt sich bei den hier untersuchten Daten um eher langsamen
Sonnenwind.

Die gemessenen Geschwindigkeiten Vel.org (Abbildung 6.18 oben) wurden
linear korrigiert, um den in den Originaldaten deutlich sichtbaren Trend zu
kompensieren. Die erste Komponente des Fourierspektrums wurde identisch
Null gesetzt. Die so korrigierte Version der Zeitserie ist im unteren Teil der
Abbildung 6.18 zu sehen.

Eine andere Mo6glichkeit zur Kompensation der Nichtstationaritat wurde von
Macek [67] angewandt. Es wurde ein Polynom zweiten Grades an die Daten
angepafit, und die Differenz zwischen Daten und Polynom zur weiteren Ana-
lyse beniitzt.

Von den gemessenen Zeitserien ist die Dichte die am zuverléssigsten bestimm-
te. Sowohl Geschwindigkeit als auch die Temperatur des Sonnenwindes wer-
den aus der Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen berechnet.
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Abbildung 6.18: Die Abbildungen zeigen von oben nach unten die gemesse-
nen Geschwindigkeiten Vel.org, die Dichte der Teilchen Den.dat und die
korrigierten Geschwindigkeiten Vel.dat. Die Zeit ¢ ist in Einheiten der Ab-
tastrate At = 300 s gegeben.
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6.3.4 Nachweis nichtlinearer Eigenschaften

Zur Analyse mit den in Abschnitt 4 vorgestellten Verfahren wurden Surro-
gate der Art ITAAFT(20) verwendet. Die relativen Fehler in der Autokorre-
lationsfunktion erreichten den Sittigungswert nach ungefihr 15 Iterationen.
Die Abbildungen 6.19 und 6.21 zeigen die Zeitserien der Dichte Den.dat
und der Geschwindigkeiten Vel.dat mit jeweils vier ITAAFT(20) Surrogaten.
Fiir beide Zeitserien existieren keine augenscheinlichen Unterschiede zu den
Surrogaten.

Polygiannakis und Moussas [85] fiihren nichtlineare Untersuchungen an Ma-
gnetfeldschwankungen im Sonnenwind mit FT-Surrogaten durch. Wie in Ab-
schnitt 5.5 erlautert wurde, ist diese einfache Art der Surrogate eine gute
Wabhl, wenn die Verteilung der Werte in der Zeitserie anndhernd einer Gauf-
verteilung entspricht. Andernfalls sind Abweichungen in den Teststatistiken
zu erwarten. In der angegebenen Verdffentlichung sind weder die Zeitseri-
en, noch die Surrogate abgebildet, so da} eine Beurteilung dieses Sachver-
halts nicht mdoglich ist. Der explizite Nachweis nicht nur nichtlinearen, son-
dern chaotischen Verhaltens iiber einen positiven und endlichen Wert der
Kolmogorov-Sinai Entropie erscheint jedoch zweifelhaft.

Die Nichtlinearitdten in den hier untersuchten Zeitserien wurden in einer
Serie von Hypothesentest mit unterschiedlichen Verfahren nachgewiesen. Die
Gréfe eines Hypothesentests betrug a = 0.1. Fiir die in den Tabellen 6.5
und 6.7 angegebenen Werte fiir die Macht 5 wurden jeweils 200 Durchliufe
ausgefiihrt. Wie schon in den vorhergegangenen Abschnitten berechnet sich
B aus dem prozentualen Anteil der erfolgreichen Detektionen der Zeitserie
gegen jeweils 9 Surrogate.

Besonders bei der Analyse der unkorrigierten Geschwindigkeiten Vel.org
spielt die deutlich sichtbare Nichtstationaritit eine gewichtige Rolle bei der
Verwendung von Surrogaten. Die hohen Detektionsraten, 5 = 1 fiir einen
weiten Bereich von Parametern, ist hier allein auf diesen Umstand zuriick-
zufithren. Diese Zeitserie wurde in der weiteren Analyse nicht mehr beriick-
sichtigt.

Dichtezeitserie Den.dat

In Tabelle 6.5 ist das Endergebnis der Analyse zusammengefaf3t. Die Para-
meter bei der Berechnung wurden in angemessenen Bereichen variiert; die in
der Tabelle angegebenen Werte fiir die Diskriminationsrate zeigen in diesem
Bereich keine Verdnderungen, die auf mogliche Artefakte hindeuten.
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Abbildung 6.19: Dichtezeitserie Den.dat (oben) und vier ITAAFT(20)-
Surrogate
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Methode m 7 log,e B

NPE 3 -4 0.95+0.02
MPT 3 3 -5 0.97 £0.02
Thermo 2 3 -2 0.45 4+ 0.05

I

Tabelle 6.5: Detektionsraten [ fiir die Zeitserie Den.dat mit den Verfahren
MPT, NPE und Thermo

Fiir das Verfahren der korrespondierenden Nachbarn wurde hier eine ma-
ximale Vorhersagezeit von ¢fmax = 1 verwendet. Der Grund dafiir liegt in
der spezifischen Fragestellung nach Nichtlinearitdten auf kurzen Zeitskalen.
Die Zeitserien haben eine zeitliche Auflésung von 5 Minuten, wohingegen die
meisten bisher zur Verfiigung stehenden Datensétze nur stiindliche Werte
enthielten.

Bei Verwendung von %y, = 12 wird die Vorhersagbarkeit {iber einen Zeit-
raum bis zu einer Stunde gemittelt. Die Detektionsrate mit den in der Tabelle
aufgefiihrten Parameterwerten ist in diesem Fall 8 = 0.62 4= 0.04. Eine Va-
riation der Parameter im gleichen Bereich wie vorher liefert durchgehend
geringere Detektionsraten im Bereich von 0.4 < 8 < 0.8. Im Vergleich dazu
liegen die Werte fiir 8 bei ¢fmax = 1 zwischen 0.6 und 1.0, grofitenteils {iber
0.9.

Im Gegensatz zu MPT erhilt man bei der Methode der nichtlinearen Vorher-
sagefehler eine signifikante Detektionsrate bei geringeren Auflésungen, jedoch
bei gleichen Einbettungsdimensionen m ~ 3,4 und 7 = 3,4,5. Insgesamt
zeigt die Detektionsrate eine gréflere Schwankungsbreite in Abhéngigkeit der
Parameter, sie liegt im Bereich 0.4 < 8 < 1.

Die Methode des Temperaturanalogons zeigt wider Erwarten eine wenngleich
nicht sehr signifikante, so doch bessere Ergebnisse als die aus den vorange-
gangenen Abschnitten mit den kiinstlich verrauschten Zeitserien A.dat und
Lor.x. Das Ergebnis mit diesem Verfahren bestéirkt die positive Detektion
von nichtlinearem Verhalten, die sowohl mit NPE als auch MPT erhalten
wurde.
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Zeitserie te [At]
plt) =1/e p(t:) =0

Vel.dat 42 78
Den.dat 2 49

Tabelle 6.6: Charakteristische Zeitskalen ¢, in Einheiten der Abtastrate At
aus dem Abfall der Autokorrelationsfunktionen fiir die Zeitserien Vel.dat
und Den.dat.

Geschwindigkeitszeitserie Vel .dat

In Abbildung 6.21 sind neben den Geschwindigkeiten Vel.dat vier Surrogate
der Art ITAAFT(20) gezeigt. Obwohl der relative Fehler in der Autokorrelati-
onsfunktion bei diesen Surrogaten in der Gréflenordnung von O(107°) liegt,
sind bei visueller Inspektion Unterschiede sichtbar. Die Originalzeitserie er-
scheint im Verlauf glatter als die Surrogate. Dieser hochfrequente Anteil in
den Ersatzdaten wird durch die abrupten Spriinge in den Originaldaten ver-
ursacht.® Diskontinuitéiten fiilhren bei der Fourieranalyse zu einem breiten
Frequenzspektrum. Bei der Riicktransformation nach der Randomisierung
der Phasen addieren sich die hochfrequenten Schwingungen nicht mehr zu
lokalisierten Stufen, sondern liefern einen iiber die Zeitserie verteilten Bei-
trag. Es handelt sich um einen Effekt analog dem, der bei der Erzeugung von
Surrogaten auftritt, wenn sich Anfangs- und Endpunkt der Zeitserie stark
voneinander unterscheiden (vgl. auch Abschnitt 5.6).

Bei der Analyse der linearen Eigenschaften der Geschwindigkeiten ist der
sehr viel langsamere Abfall der Autokorrelationsfunktion auffallend, wenn
man sie mit den Dichten vergleicht. In Tabelle 6.6 sind die verschiedenen
charakteristischen Zeiten der Autokorrelationsfunktionen von Dichten und
Geschwindigkeiten zusammengefafit. Die Autokorrelationsfunktion der Dich-
te fallt am Anfang sehr stark ab und erreicht bei ¢, &~ 5 ein niedriges Niveau,
der Nulldurchgang tritt erst relativ spét bei . = 49 auf. Im Gegensatz da-
zu zeigt die Autokorrelationsfunktion von Vel.dat einen gleichmifBig flachen
Abfall.

Der von Macek [67] berechnete Wert von D@ ~ 3.7 fiir die Korrelationsdi-
mension, der aus der Untersuchung von HELIOS Sonnenwinddaten erhalten

6Bei Verwendung von AAFT-Surrogaten ist dieser Eindruck erwartungsgeméfi noch deut-
licher.
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Methode m 7 logye B

NPE 3 7 -4 0.73£0.04
MPT 3 7 A4 1.0
Thermo 3 75 -4  0.98+0.01

Tabelle 6.7: Detektionsraten [ fiir die Zeitserie Vel.dat mit den Verfahren
NPE, MPT und Thermo.

wurde, scheint moglicherweise durch diese linearen Korrelationen verursacht
worden zu sein. Vergleichsrechnungen zur Korrelationsdimension mit den in
dieser Arbeit untersuchten Geschwindigkeitsdaten ergaben, daf ein angedeu-
teter Sattigungsbereich in der Steigung der Korrelationsdimension génzlich
verschwindet, wenn Nachbarpunkte mit einem zeitlichen Abstand von der
Groflenordnung der Korrelationszeit ¢, aus der Analyse ausgeschlossen wer-
den. In [67] wurde t,;, = 6 — 7 verwendet, ein Wert, der im Vergleich mit der
vom Autor angegebenen Autokorrelationszeit von ¢, &~ 250 (in Einheiten der
Abtastrate At) zu klein erscheint. In Abbildung 6.20 sind die mit der Zeitse-
rie der Geschwindigkeiten erhaltenen Ergebnisse fiir die Korrelationssumme
dargestellt. Aus dieser Abbildung geht hervor, dafl der moglicherweise ge-
fundene Sattigungsbereich im unteren Teil von Abbildung 6.20 durch lineare
Kurzzeitkorrelationen verursacht wird. Werden linear korrelierte Punkte aus
der Analyse ausgenommen, so ist kein Plateau mehr vorhanden. Die Wahl
von tmin = 100 basiert auf der Autokorrelationsfunktion, die bei ¢, = 78 den
ersten Nulldurchgang aufweist (vgl. auch Tabelle 6.6).

Die von Macek und Obojska [68, 69] zum Nachweis von Nichtlinearitéiten
benutzten Surrogate waren von der Art PERM und FT, so dafl entweder die
Héaufigkeitsverteilung der Werte oder das Leistungsspektrum erhalten blie-
ben und nicht beide Eigenschaften gleichzeitig, wie bei den in dieser Arbeit
benutzten AAFT oder ITAAFT-Surrogaten. In diesen Fillen sind Unterschiede
der Surrogate zur gemessenen Zeitserie, die mit nichtlinearen Verfahren iiber
nicht verteilungsfreien Statistiken detektiert werden (vgl. Abschnitt 5.4), zu
erwarten, zumal die Werteverteilung explizit als nicht gauBférmig charakte-
risiert wurde.

Der in Tabelle 6.7 angegebene Wert fiir die Methode der korrespondierenden
Nachbarn wurde fiir die maximale Vorhersagezeit t¢max = 1 berechnet. Das
gleiche Ergebnis erhélt man auch fiir ¢ fmax = 12. Ferner ist die Detektionsrate
praktisch konstant § = 1 fiir einen weiten Bereich von m = 2,...,5 und
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Abbildung 6.20: Die Steigung der Korrelationssumme nach Gleichung (3.8)
als Funktion der Auflosung e fiir die Geschwindigkeitszeitserie. In der unte-
ren Abbildung werden alle néichsten Nachbarn beriicksichtigt: t,,;, = 0. Fiir
die anderen Abbildungen wurden linear korrelierte néchste Nachbarn ausge-
schlossen: ., = 10 bzw. 100.
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Abbildung 6.21: Die korrigierten und normierten Geschwindigkeiten Vel.dat
(oben) und vier ITAAFT(20)-Surrogate
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log,e = —3,...,—5.

Diese Konstanz ist bei NPE nicht zu beobachten. Die Detektionsraten sind
allgemein geringer und nur in einem engen Bereich um die in der Tabelle
angegebenen Parameterwerte signifikant.

Bei beiden Verfahren fiihrt der Ausschlufl von linear korrelierten Punkten
zu starken Schwankungen in den Detektionsraten. Bei hohen Einbettungsdi-
mensionen m = 4,5 und feinen Auflésungen log, e < —4 findet man keine
ausreichende Anzahl nichtlinear korrelierter Nachbarpunkte, um die Vorher-
sagbarkeit mit nichtlinearen Verfahren zu beschreiben.

Das Verfahren des Temperaturanalogons fiihrt bei diesem Datensatz ebenso
zu sehr signifikanten Ergebnissen. Diese lassen sich wie schon in der Dis-
kussion der Ergebnisse mit MPT durch den sichtlich glatteren Verlauf der
Zeitserie Vel.dat im Vergleich mit den Surrogaten erkliren.

Offenbar treten bei der Analyse der Geschwindigkeitszeitserie Vel.dat zwei
Probleme auf, die trotz hoher Detektionsraten einen gesicherten Nachweis
von Nichtlinearitéten iiber Surrogattests nicht erlauben:

e Der visuelle Vergleich der Zeitserie mit den Surrogaten offenbart den
glatteren Verlauf der Originaldaten. Durch abrupte Spriinge in der
Zeitserie erhalten die Surrogate einen iiber die gesamte Zeitserie ver-
teilten Beitrag hochfrequenter Schwingungen.

e Werden zeitlich nahe Nachbarpunkte mit 6¢ = O(t.) von der Analy-
se ausgenommen, so sind keine statistisch relevanten Aussagen iiber
die nichtlineare Vorhersagbarkeit mehr méglich. Die anfangs erwihnte
Nichtstationaritit in der Geschwindigkeitszeitserie fiihrt auch bei den
korrigierten Daten dazu, da} der dem System zugéingliche Bereich des
Zustandsraumes nur ungeniigend aufgefiillt wird. Anstelle die Eigen-
schaften des vermuteten Attraktors iiber rdumlich benachbarte aber
zeitlich entfernte Punkte zu beschreiben, werden nur einzelne Trajek-
torien charakterisiert, die aus sowohl rdumlich als auch zeitlich nahen
Punkten bestehen.

Ergebnis

Die Dichtezeitserie Den.dat hat signifikante Nichtlinearititen auf kurzen
Zeitskalen. Die linearen Korrelationen spielen keine grofie Rolle, eine Tatsa-
che, die auch aus der Autokorrelationsfunktion ersichtlich ist. Zur Untersu-
chung der nichtlinearen Vorhersagbarkeit auf Stundenskala wurde die Grofe
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MPT iiber 12 Zeitschritte gemittelt. Die Dichtedaten kénnen auch auf dieser
Zeitskala von Surrogaten unterschieden werden, die Detektionsrate ist jedoch
geringer als bei Vorhersagen iiber 5 Minuten.

Die nichtlinearen Eigenschaften auf Minutenskala wurden mit drei unter-
schiedlichen Verfahren nachgewiesen, wobei die Methode der korrespondie-
renden Nachbarn die signifikantesten und beziiglich Parametervariation sta-
bilsten Ergebnisse lieferte.

Ein Ziel der Analyse war die Beschreibung des Sonnenwindes iiber die nicht-
lineare Vorhersagbarkeit. Dies konnte mit der Methode der korrespondieren-
den Nachbarn erfiillt werden. Es wurde gezeigt, dafl Vorhersagen mit nicht-
linearen Verfahren iiber Zeitskalen von bis zu einer Stunde moglich sind, die
linearen Methoden iiberlegen sind.

Bei der Analyse der Geschwindigkeiten erhilt man auf den ersten Blick un-
zweifelhafte Detektion von nichtlinearem deterministischem Verhalten. Die
weitere Untersuchung zeigt jedoch, daf} es sich jedoch um Artefakte handelt,
die — wie auch im vorigen Abschnitt erldutert — vor allem in der Nichtsta-
tionaritdt der Daten begriindet liegt, was dazu fiihrt, dafl das System nicht
geniigend oft in gleiche Bereiche des Zustandsraum wiederkehrt, wobei die
Wiederkehrzeit wesentlich linger als die lineare Korrelationszeit ¢, ist. Ein
Zeichen der Nichtstationaritét sind auch die deutlich sichtbaren Spriinge, die
den weniger glatten Verlauf bei den Surrogaten verursachen.

Zukiinftige Analysen an den gemessenen Geschwindigkeiten des Sonnenwin-
des sollten darauf abzielen, die Hintergriinde und Ursachen der Nichtstatio-
naritit zu untersuchen. Dadurch kénnte diese kompensiert werden ohne die
hier und in der Literatur durchgefiihrten technischen Korrekturen.

Als weitere Anwendung der hier verwendeten Verfahren bietet sich beispiels-
weise die Analyse von Kalibrationsdaten des Detektors an, um dessen mogli-
cherweise nichtlinearen Einflufl auf die Dichte- und Geschwindigkeitsmessun-
gen zu beriicksichtigen.
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6.4 Sonnenfleckenrelativzahl

Der zeitliche Verlauf der Sonnenfleckenrelativzahl wurde in der Zeitserienana-
lyse vielfach untersucht. Dieser Datensatz wurde einerseits zur Uberpriifung
von Modellen verwendet, andererseits als Referenzdatensatz zur Erprobung
neuer Algorithmen eingesetzt.

Monatliche Werte fiir die Sonnenfleckenrelativzahlen liegen seit dem Januar
1749 vor. Im folgenden wird diese Zeitserie als mssn (monthly sunspot num-
bers) bezeichnet. Die relative Zahl der Sonnenflecken (Wolf’s number) ist
definiert als

s :=k(10g + f) (6.4)

wobei g die Anzahl der Gruppen von Sonnenflecken und f die Anzahl der
einzelnen Sonnenflecken ist. Der Wichtungsfaktor £ beschreibt die Giite der

einzelnen Beobachtungsstationen und macht die Messungen miteinander ver-
gleichbar [118].

Die in dieser Arbeit untersuchte Zeitserie endet im April 1998, und besteht
somit aus 2992 Werten.” In Abb. 6.22 (oben) ist der bekannte 11-Jahreszyklus
deutlich zu sehen. Dieser Zyklus hat eine grofle Schwankungsbreite von 7 bis
17 Jahren, wobei die Hohe der Maxima mit der Intervalléinge korreliert [118].
Ferner existieren diesem Zyklus iiberlagerte Periodizitdten, deren Lingen und
physikalische Natur umstritten sind [20]. In Abschnitt 6.4.3 wird auf dieses
Problem noch einmal eingegangen.

6.4.1 Bisherige Analysen

In diesem Abschnitt wird ein Uberblick iiber bereits durchgefiihrte nichtli-
neare Analysen der Sonnenflecken-Aktivitéit gegeben, die mit der im Rahmen
dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchung in Zusammenhang stehen.

Die Zeitserie der tdglichen Sonnenfleckenrelativzahl von 1878 — 1945 wurde
von Morfill et al. [72] analysiert. Dabei stand die Erprobung und der Ver-
gleich der Anwendbarkeit verschiedener Modelle im Vordergrund. Es wurde
nicht der tatsdchliche Wert, sondern der gleitende Mittelwert iiber einen Zeit-
raum von 12 Tagen verwendet. Die Giite des jeweiligen Modells wurde iiber
nichtlineare Verfahren, wie beispielsweise die Korrelationssumme, bestimmt.
Die statistischen Groflen, jeweils berechnet auf Modell- und Originalzeitserie,
sollte sich nicht signifikant voneinander unterscheiden. Ein stochastisches, li-
neares Modell im Sinne von Abschnitt 5.5.3 wurde als wenig wahrscheinlich

"Diese Zeitserie ist erhéltlich iiber http://www.oma.be/KSB-0RB/SIDC/index.html
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verworfen. Als aussichtsreicher Ansatz stellte sich ein Modell heraus, das im
wesentlichen auf dem Lorenz-System basiert und mit Rauschen iiberlagert
wurde.

In einer Analyse der (weit hiufiger verwendeten) jahrlichen Mittelwerte der
Relativzahl der Sonnenflecken gelangte Casdagli [14] zu dem Schlufi, daf
nichtlineares Verhalten mit Sicherheit vorliegt. Daf es sich dabei jedoch um
niedrigdimensionalen Determinismus handele, sei zweifelhaft. Vielmehr sei es
wahrscheinlich, dafl die Anzahl der Freiheitsgrade zwar hoch sei, sich aber
geniigend deterministische Signaturen finden, die durch ein niedrigdimensio-
nales, stochastisches nichtlineares Modell beschrieben werden kénnen.

Kurths und Ruzmaikin [58] machten Vorhersagen der jdhrlichen Zeitserie
mit den Einbettungsparametern m = 3,4 und 7 = 2,...,5 Jahre. Wesentlich
mehr Eingabewerte verwendeten Weigend et al. [125], die die gleiche Zeitserie
mit einem neuronalen Netz mit 12 Input-Neuronen vorherzusagen versuchten.
Dies entspricht im Mittel etwas mehr als einer Zykluslidnge und somit einem
dhnlichen Zeitintervall wie das von Kurths und Ruzmaikin benutzte.

Eine der ersten Anwendungen von Surrogaten auf reale Probleme findet
man bei Theiler et al. [113]. Dabei wurde die jihrliche Zeitserie gegen AAFT-
Surrogate (vgl. Abschnitt 5.5.4) mittels Fehlern bei nichtlinearer Vorhersage
und Dimensionsabschitzungen zu unterscheiden versucht. Wéahrend bei den
Vorhersagefehlern eine Detektion auf einem 50-Niveau erhalten wurde, fiihrte
die Anwendung von Dimensionsalgorithmen zu keiner signifikanten Detekti-
on.

Die monatliche Zeitserie wurde von Mundt et al. [74] untersucht. Dabei wur-
de vor der nichtlinearen Analyse ein linearer Tiefpafi-Filter verwendet. Die
Autoren finden eine Autokorrelationszeit von ¢, = 38 Monaten, bei der die
AKF erstmal auf Null abfillt. Die Skalierung der Ergebnisse war am besten
mit einer Verzogerungszeit von 7 = 10 Monaten. Die Dimensionsanalyse lie-
ferte ein von Mundt et al.selbst in Frage gestelltes Ergebnis von D = 2.3,
Sie gaben deswegen ferner eine realistischere Abschitzung der Korrelationsdi-
mension von 2 < D@ < 3. Der Einfluf§ des Filters auf dieses Ergebnis wurde
auch von den Autoren angesprochen, jedoch nicht gekliart. Ferner zeigt die
lange Autokorrelationszeit iiber ungefdhr drei Jahre, dal der Einfluf} linearer
Korrelationen nicht unterschétzt werden darf. Die Korrektur des Algorithmus
zur Berechnung der Korrelationsdimension nach Theiler [111], die mégliche
Artefakte durch lineare Korrelationen weitgehend ausschlie3t, wurde nicht
angewendet.
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Abbildung 6.22: Sonnenfleckenrelativzahl (oben) und vier verschiedene Sur-

rogate: PERM, FT, AAFT, ITAAFT(20) (von oben nach unten)
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6.4.2 Nachweis nichtlinearer Eigenschaften

Wie bereits in den vorhergehenden Abschnitten werden zuerst die verschie-
denen Surrogate fiir diesen Datensatz miteinander verglichen. In Abb. 6.22
sind die vier Moglichkeiten aus Abschnitt 5 illustriert.

Einfache Permutationen kénnen auf den ersten Blick von den Originaldaten
unterschieden werden. Diese Art von Surrogaten kann nur dann vielverspre-
chend verwendet werden, wenn es sich um linear vollig unkorrelierte Daten
handelt. Andernfalls werden auch die starken Unterschiede in den linearen
Eigenschaften zu 100% Diskrimination fiihren.

Auftilligste Eigenschaft der FT Surrogate sind die negativen Werte, die im
Originaldatensatz nicht auftreten kénnen. Ferner zeigt auch die Haufigkeits-
verteilung der Werte signifikante Abweichungen vom Original. Wie schon in
Abschnitt 5.5.3 betont wurde, eignet sich diese Art von Surrogaten fiir Daten
mit, nicht-weilem Leistungsspektrum und gaufiverteiltem Wertespektrum.

Die beiden Surrogat-Varianten AAFT und ITAAFT unterscheiden sich im Ge-
gensatz zu den vorher erwédhnten nicht so offensichtlich von den Originalda-
ten. Speziell bei ITAAFT-Surrogaten werden die linearen Eigenschaften sehr
gut beibehalten. Die Abbildung 6.23 zeigt die Autokorrelationsfunktionen
der Sonnenflecken und 100 ITAAFT(20)-Surrogaten. Trotzdem bestehen auch
hier Abweichungen, die zu signifikanten Detektionsraten fiihren werden. Ne-
ben augenscheinlichen Unregelmdfligkeiten in der Abfolge der Zyklen spielt
auch die spiter noch genauer betrachtete Asymmetrie der einzelnen Zyklen
eine Rolle.

Die Abbildung 6.24 veranschaulicht den relativen Fehler in der Autokorrelati-
onsfunktion zwischen ITAAFT-Surrogaten und mssn als Funktion der Iteratio-
nen. Wie die Kurve zeigt, wird der Sattigungsbereich ab etwa 10 Iterationen
erreicht.

Der Nachweis von nichtlinearen Eigenschaften wurde iiber eine Serie von Hy-
pothesentests mit ITAAFT(20)-Surrogaten durchgefiihrt. Die Grofle des Tests
ist &« = 0.1, die Originaldaten wurden jeweils gegen 9 Surrogate getestet.
Das Verhéltnis von erfolgreichen Detektionen zur Anzahl der Versuche —
die Macht g des Tests — ist fiir verschiedene Surrogat-Arten und Verfah-
ren in Tabelle 6.8 zusammengestellt. Neben den in Abschnitt 5 vorgestellten
Surrogaten wurde hier eine weitere Art der Ersatzdaten verwendet. Die Mo-
tivation dafiir und die Vorgehensweise werden weiter unten erldutert.

Die angegebenen Werte in Tabelle 6.8 fiir 5 zeigen keine signifikante Verdnde-
rung, wenn die Parameterwerte in einem sinnvollen Bereich variiert werden.
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Abbildung 6.24: Der relative Fehler in der Autokorrelationsfunktion nach
Gleichung (5.5) von mssn und ITAAFT-Surrogaten als Funktion der Anzahl
der Iterationen.
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Surrogat NPE MPT

PERM 1.0 1.0

FT 0.88+0.03 0.99 +£0.01
AAFT 1.0 1.0

ITAAFT 0.68£0.05 0.61+£0.05
RA 0.024+0.01 0.93+4+0.03

Tabelle 6.8: Detektionsraten von mssn gegen verschiedene Surrogate fiir die
Verfahren NPE und MPT.

In den gezeigten Fillen wurden als Parameterwerte m = 4, 7 = 30 und
€ = 1/8 gewihlt.

Der Ausschlufl von linear korrelierten niachsten Nachbarn iiber einen geforder-
ten zeitlichen Mindestabstand t,,;,, der im Abschnitt iiber die Korrelations-
summe (3.3) schon angesprochen wurde, liefert in diesem Fall eine Erhohung
der Diskriminationsrate auf 5 =~ 0.9. Dies liegt daran, da} die Vorhersag-
barkeit der Surrogate ausschliefllich auf ihren linearen Eigenschaften beruht.
Der Ausschluf} der linear korrelierten Nachbarn fithrt sowohl bei den Origi-
naldaten als auch bei den Surrogaten zu einer Verschlechterung der Vorher-
sagbarkeit, wobei dieser Effekt bei den Surrogaten iiberwiegt und der Unter-
schied in der diskriminierenden Statistik zunimmt. Bei stark nichtstationédren
Zeitserien, wie beispielsweise der Geschwindigkeit des Sonnenwindes im vor-
angegangenen Abschnitt 6.3.4, kann der Ausschlufl von zu vielen Punkten
auch zu statistisch nicht relevanten Ergebnissen fiihren.

Die in Abschnitt 6.1.2 angesprochenen Artefakte bei der Detektion von Nicht-
linearitdten mit Surrogaten treten bei der Analyse der Sonnenfleckenrelativ-
zahl nicht auf. Es wurde versucht, ITAAFT(20)-Surrogate erster und zweiter
Ordnung mit den in Tabelle 6.8 angegebenen Verfahren und Parametern zu
unterscheiden. Fiir NPE wurde § = 0.14 £ 0.03 erhalten. Das Resultat bei
der Anwendung von MPT ist 8 = 0.05 £ 0.02.

Die Ergebnisse in der letzten Zeile von Tabelle 6.8 wurde mit Surrogaten der
Art RA (rearrange) erhalten, die eine spezielle Eigenschaft der Originalda-
ten aufweisen. Bei diesen Surrogaten handelt es sich um Permutationen der
einzelnen Zyklen. Die zeitliche Asymmetrie innerhalb eines Zyklus — der
Anstieg ist steiler als der Abfall — bleibt dabei erhalten, die méglichen Kor-
relationen, die iiber einen Zyklus hinaus bestehen, werden jedoch zerstort.
Mit dieser Art von Surrogaten wird der Tatsache Rechnung getragen, daf es
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Abbildung 6.25: Sonnenfleckenrelativzahl (oben) und vier RA-Surrogate
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selbst mit ITAAFT-Surrogaten nicht moglich ist, diese Zyklusasymmetrie zu
erhalten. Die Tatsache, da} die Surrogate diese nicht aufweisen, kann bei-
spielsweise mit der in Abschnitt 6.1.1 erwdhnten Zeitumkehrstatistik leicht
ausgeniitzt werden. Die mit diesen Surrogaten iiberpriifte Nullhypothese ist,
dal zwar innerhalb eines Zyklus Nichtlinearititen bestehen, die einzelnen
Zyklen jedoch unabhéngig voneinander aufeinander folgen.

Fiir die Analyse wurde die gesamte Zeitserie an 23 Punkten im Bereich
der Minima geteilt, und die 22 erhaltenen kompletten Zyklen permutiert. In
Abb. 6.25 sind die Zeitserie mssn und vier RA-Surrogate dargestellt. Wihrend
globale Charakteristika, wie beispielsweise das Kleine Maunder-Minimum?
um 1800-1820 [20] — in Abbildung 6.25 liegt dieses im Intervall 600 < ¢ <
900 —, nicht wiedergegeben werden, zeigen die Surrogate die typische Zy-

klusasymmetrie der Originaldaten.

Wihrend die Methode der Fehler bei nichtlinearer Vorhersage NPE keine Dis-
krimination erlaubt, fiihrt das Verfahren der korrespondierenden Nachbarn
MPT zu der erwarteten signifikanten Trennung von Daten und RA-Surrogaten
(sieche Tabelle 6.8).

In den Abbildungen 6.23 und 6.26 ist die Autokorrelationsfunktion der Origi-
naldaten und von ITAAFT(20) bzw. RA-Surrogaten gezeigt. Wihrend im ersten
Fall die Autokorrelationsfunktionen wie erwartet nahezu deckungsgleich sind,
bestehen fiir RA-Surrogate deutlich sichtbare Abweichungen. Durch das Per-
mutieren der einzelnen Zyklen sind alle Korrelationen, die iiber einen Zyklus
hinaus bestehen, zerstért worden, also sowohl nichtlineare, wie auch lineare,
was sich in der Autokorrelationsfunktion widerspiegelt.

6.4.3 Ergebnis

Die verwendeten statistischen Gréflen zur Diskrimination sind sensitiv auf
Anderungen des Amplituden- und des Leistungsspektrums. Dies unterstreicht
erneut die Wichtigkeit, gute Surrogate zu verwenden. Andernfalls werden
leicht die falschen Folgerungen aus den Ergebnissen gezogen.

Die sehr hohe Signifikanz von nichtlinearem Verhalten aus fritheren Analy-
sen (vor allem [113]) erscheint bei Verwendung von ungefilterten monatlichen
Werten im Licht der vorliegenden Ergebnisse fraglich. Es handelt sich jedoch
immer noch mit hoher Wahrscheinlichkeit um ein nichtlineares System. In-
nerhalb eines Zyklus bestehen ausreichend nichtlineare Korrelationen, die

8Das eigentliche Maunder-Minimum liegt zwischen 1645 und 1715 und bezeichnet eine
auflerordentliche Ruhephase in der Sonnenaktivitét [20].
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Abbildung 6.26: Die Autokorrelationsfunktion der Zeitserie mssn (schwarz)
und von 100 RA Surrogaten (grau)

mit einem auf niedrigdimensionalem Determinismus basierenden Algorith-
mus ausgewertet werden kénnen.

Die Untersuchung von RA-Surrogaten mit der Methode der korrespondieren-
den Nachbarn zeigt, dafl auch iiber eine Zyklusldnge hinaus nichtlineare Kor-
relationen bestehen. Dieses Ergebnis ist zum einen mit visueller Inspektion
der Zeitserie und den Surrogaten in Abbildung 6.25 in Einklang, da glo-
bale Charakteristika wie beispielsweise das kleine Maunder-Minimum nicht
korrekt wiedergegeben werden. Zum anderen ist bekannt, dafl neben dem
11-Jahres Zyklus weitere Periodizitdten in der Sonnenfleckenrelativzahl exi-
stieren, wie der nach Gleissberg benannte Zyklus mit einer Periode von etwa
80 Jahren. Die exakte Periodendauer ist jedoch umstritten [20]. In [7] wird
versucht, die langreichweitigen Variationen als Produkt eines Zufallsprozes-
ses zu erkldren. Die hier durchgefiihrte Analyse zeigt, dafl diese Erklarung
nicht zutreffend ist.

Das Verfahren mit den nichtlinearen Vorhersagefehlern fiihrte in diesem Fall
zu keiner Diskrimination.

Die hohen Diskriminationsraten von MPT konnten auf den ersten Blick auf
die Abweichungen in der Autokorrelationsfunktion zuriickzufiihren sein. Da-
gegen spricht allerdings, dafi auch NPE hohere Diskriminationsraten liefern
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sollte, wenn sich Daten und Surrogate in ihren linearen Eigenschaften un-
terscheiden, wie z.B. bei PERM-Surrogaten oder — mit weniger drastischen
Abweichungen — bei AAFT-Surrogaten (vgl. Tabelle 6.8 und die Uberlegun-
gen im Abschnitt 5.5).

Die Frage, ob es sich bei dem nichtlinearen Sonnenfleckenzyklus zusétzlich um
ein niedrigdimensionales System handelt, 148t sich nicht mit zufriedenstellen-
der Sicherheit beantworten. Fiir ein derartiges System wiirde man wesentlich
hohere Werte fiir die Macht 8 erwarten. Als mogliche Erklarung bieten sich
zwei Alternativen an: zum einen konnte intrinsisches Rauschen den vorliegen-
den niedrigdimensionalen Determinismus unterdriicken, zum anderen kénnte
es sich um ein hochdimensionales System handeln. Mit den bisher durch-
gefiihrten Analysen 1483t sich eine diesbeziigliche Entscheidung noch nicht
treffen.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Die Modellbildung auf der Grundlage von Daten, die an realen Systemen
gemessen werden, ist eine wesentliche Zielsetzung in der Physik. Dabei ist es
von grofler Bedeutung zu entscheiden, ob einer irreguléren Zeitserie

e ein deterministischer, nichtlinearer und eventuell chaotischer Prozef,
e ¢in linearer, stochastischer Prozef3

e oder eine Mischung aus beiden

zugrundeliegt. Messungen an realen Systemen sind im allgemeinen mit Rau-
schen behaftet, was eine Entscheidung zwischen diesen Alternativen erschwe-
ren kann. Rauschen bezeichnet dabei den Teil der Daten, der keine Systemei-
genschaften widerspiegelt. Dieser Teil kann sowohl vom System als auch vom
Mefivorgang stammen.

Die Berechnung von Groflen, die chaotisches Verhalten hinreichend charak-
terisieren, ist somit oftmals nicht zuverldssig moglich. Sowohl das Rauschen
als auch praktische Aspekte wie endliche Linge der Zeitserie und endliche
Auflosung stellen limitierende Faktoren dar; sollen diese Groflen als system-
charakterisierende Invarianten verstanden werden, deren Wert unabhéngig
von eineindeutigen Koordinatentransformationen ist, so miissen Grenzwert-
betrachtungen durchgefiihrt werden, die in der Realitit meistens nicht mog-
lich sind.

Bei den in dieser Arbeit untersuchten Systemen wurde grofle Sorgfalt darauf
verwendet, die fiir chaotisches Verhalten notwendige Bedingung der Nicht-
linearitdt nachzuweisen oder zu widerlegen. Sowohl bei den hier neu vorge-
stellten Methoden zur Detektion von nichtlinearem Verhalten als auch bei
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der als Referenzverfahren verwendeten Methode der nichtlinearen Vorher-
sagefehler ist das Berechnen von Grenzwerten nicht notwendig. Die goldene
Methode existiert sehr wahrscheinlich nicht. Ubereinstimmende Resultate bei
Anwendung verschiedener Verfahren — speziell auf Zeitserien von realen Sy-
stemen, wie beispielsweise die Sonnenwinddichte — erhohen die Sicherheit
der Detektion von nichtlinearem Verhalten.

Bei der Methode der korrespondierenden Nachbarn handelt es sich um ein
hier neu entwickeltes nichtlineares Verfahren zur Analyse von Zeitserien, das
die Vorhersagbarkeit iiber die Ahnlichkeit von Trajektorienabschnitten be-
schreibt. Im Vordergrund der Entwicklung standen dabei die Einfachheit der
Berechnung und die Interpretierbarkeit bei der Anwendung auf dynamische
Systeme. Das Maf} der korrespondierenden Nachbarn ergibt unter bestimm-
ten Bedingungen im Grenzfall die Kolmogorov-Sinai Entropie zweiter Ord-
nung, die auch als Korrelationsentropie bezeichnet wird. Es stellt somit eine
Erweiterung der Korrelationsentropie von Zeitserien dar, bei der die Vorher-
sagezeit nicht auf die Verzogerungszeit 7 beschrinkt ist, sondern beliebige
Vielfache der Abtastrate beriicksichtigt werden.

Die Vorhersagbarkeit errechnet sich dabei iiber das Verhéltnis von absolu-
ten und bedingten Aufenthaltswahrscheinlichkeiten im kiinstlichen Zustands-
raum. Das analytisch berechnete Verhalten dieser statistischen Gréfie fiir Zu-
fallsprozesse steht in Ubereinstimmung mit dem aus Simulationen erhaltenen
Ergebnis. In diesem Kontext wurde der starke Einflufl von Randeffekten auf
statistische Groflen, die auf Zustandswahrscheinlichkeiten beruhen, gezeigt.

Als lokale Grofe aufgefafit, liefert der Bruchteil der korrespondierenden Nach-
barn die lokale Kolmogorov-Sinai Entropie erster Ordnung, die die Verteilung
der Vorhersagbarkeit im Zustandsraum beschreibt. Diese Gréfie ist im allge-
meinen nicht invariant, sondern abhéngig von der Partition, die der Berech-
nung zugrundeliegt.

Ein weiteres neues Verfahren zum Nachweis nichtlinearen Verhaltens ist die
Methode des Temperatur-Analogons. Dieses Maf} charakterisiert die Paralle-
litdt von benachbarten Trajektorien im Zustandsraum und hat in der Theo-
rie stochastischer Prozesse seine Entsprechung in der Diffusionskonstante der
Fokker-Planck Gleichung. Diese Methode ist eine Erweiterung bestehender
Verfahren [51, 52, 121], die zusétzlich zur Richtung auch den Betrag der Dif-
ferenzenvektoren und die lokale Dichte des Zustandsraumes beriicksichtigt.

Der zeitliche Verlauf von Intensitdtsschwankungen eines FIR-Lasers wird in
dieser Arbeit als Referenzdatensatz fiir ein reales System verwendet. An die-
sem Datensatz wurden verschiedene Aspekte der Methode der korrespondie-
renden Nachbarn demonstriert. Unter anderem wurde die Skalierung dieses
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Mafes mit der Auflosung der Uberdeckung untersucht und die Anwendung
der Methode zur Abschétzung der Einbettungsdimension demonstriert.

Da unterschiedliche Diskriminationsalgorithmen zu signifikanter Abgrenzung
gegeniiber linearen, stochastischen Prozessen fiihren, wurde die Laserzeitserie
kiinstlich verrauscht. Um die linearen Eigenschaften mdéglichst unverdndert
zu lassen, wurde ein Surrogat als Rauschen verwendet und mit unterschied-
licher Gewichtung auf die Originaldaten addiert. Die Leistungsfihigkeit der
Detektionsalgorithmen wurde iiber Hypothesentests mit Surrogaten aus der
Macht S bestimmt. Die Methode der korrespondierenden Nachbarn liefer-
te fiir diesen Datensatz die besten Ergebnisse. Die Detektionsrate, die mit
dem Verfahren des Temperaturanalogons erhalten wurde, lag um einen Fak-
tor 3 {iber dem theoretisch erwarteten Ergebnis fiir einen linearen Datensatz,
jedoch ebenfalls um etwa einen Faktor 3 unter dem Ergebnis, das mit der
Methode der korrespondierenden Nachbarn erhalten wurde.

Bei der Analyse dieser Zeitserie wurde erstmals ein Artefakt entdeckt, das
zu Unterschieden von Surrogaten unterschiedlicher Ordnung fiihrt. Die Sur-
rogate der Laserdaten konnten signifikant von Surrogaten dieser Surroga-
te getrennt werden. Speziell bei der empirischen Bestimmung der Diskri-
minationsfdhigkeit von nichtlinearen Algorithmen im Grenzbereich schwa-
cher Nichtlinearitdten fiihrt dieses Artefakt zu falschen Schluffolgerungen.
Dariiberhinaus folgt bei der Analyse von realen Zeitserien die filschliche Ak-
zeptanz der Nullhypothese, dafl es sich bei den Daten um die Realisation
eines linearen, verrauschten Zufallsprozessen handelt, wenn die Surrogate ar-
tifizielle Nichtlinearitidten enthalten. Bei den weiteren Anwendungsbeispielen
wurde die Qualitdt der Surrogate diesbeziiglich iiberpriift. Bei keinem der
hier behandelten Systeme trat dieses Artefakt nochmals auf.

Der Einflufl der Stédrke der Nichtlinearititen auf die Detektionsalgorithmen
wurde am Lorenz-Systems untersucht, das kiinstlich mit farbigem Rauschen
iiberlagert wurde. Die besten Ergebnisse erhielt man mit der Methode der
nichtlinearen Vorhersagefehler. Das Verfahren der korrespondierenden Nach-
barn lieferte gute Detektionsraten, wihrend bei Verwendung des Tempera-
turanalogons bei einem Signal-zu-Rausch Verhéltnis von SNR = 1 keine Dis-
krimination mehr moéglich war.

Die Analyse des Sonnenwindes wurde mit zwei synchron gemessenen Zeitse-
rien — der Dichte und der Geschwindigkeit — durchgefiihrt. Die Messungen
stammen vom Proton Monitor, einem Experiment an Bord des Satelliten
SOHO. Erst die Verfiigbarkeit kontinuierlicher und zeitlich hochaufgel&ster
Daten machte die Analyse dieses Systems mit den zum Teil in dieser Ar-
beit erstmals angewandten nichtlinearen Verfahren moglich. Tests auf nicht-
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linearen Determinismus in diesem System mit Surrogaten, die sowohl das
Amplituden- als auch das Leistungsspektrum erhalten, sind bisher in der
Literatur nicht beriicksichtigt.

Die Zeitserie der Dichtefluktuationen enthéilt signifikante Nichtlinearitdten,
die das Kurzzeitverhalten auf Minutenskalen priagen. Die Methode der kor-
respondierenden Nachbarn ermdoglichte ferner eine Untersuchung der Vor-
hersagbarkeit als Funktion der Vorhersagezeit. Bei Mittelung der Vorher-
sagbarkeit iiber einen Zeitraum von einer Stunde nahm die Signifikanz der
Detektionsraten ab. Nichtlineare Korrelationen scheinen nur iiber kurze Zei-
ten signifikanten Einfluf zu haben. Auf diesen Zeitskalen sind die Daten mit
nichtlinearen Verfahren besser als mit linearen vorhersagbar. Bei Variation
der Parameterwerte erwies sich das Verfahren der korrespondierenden Nach-
barn robuster als die Methode der nichtlinearen Vorhersagefehler und des
Temperaturanalogons.

Die Geschwindigkeiten des Sonnenwindes unterscheiden sich sehr signifikant
von ihren Surrogaten. Dieses Ergebnis wurde jedoch als artifiziell in Frage
gestellt. Der unstetige Verlauf des Datensatzes und die starke Nichtstationa-
ritdt auf langen Zeitskalen fiihrten zu nicht verldfilichen Ergebnissen. Speziell
der in der Literatur [67] veroffentlichte Wert fiir die Attraktordimension er-
scheint in Anbetracht der vorliegenden Resultate zweifelhaft. Eine Analyse
dieser Zeitserie iiber die Korrelationssumme zeigte, dafl der in diesem System
gefundene Skalierungsbereich von den linearen Korrelationen herriihrt.

Der zeitliche Verlauf der Sonnenfleckenrelativzahl ist in der Literatur gut do-
kumentiert. Die nichtlinearen Eigenschaften des Monatsmittels konnten mit
verschiedenen Surrogaten nachgewiesen werden. Ferner wurde mit der Me-
thode der korrespondierenden Nachbarn die Nullhypothese verworfen, daf
es sich bei der Sonnenfleckenrelativzahl um eine zufillige Abfolge nichtlinea-
rer Einzelzyklen handelt. Es bestehen auch zwischen den einzelnen Zyklen
nichtlineare Korrelationen.

Die durchgefiihrten Analysen von synthetischen und realen Systemen zeigten,
daB selbst die Uberpriifung der Nichtlinearitiit, der notwendigen Eigenschaft
fiir chaotisches Verhalten, sehr aufwendig und anfillig fiir Fehlinterpreta-
tionen ist. Aus diesem Blickwinkel erscheint insbesondere die zuverlissige
Berechnung von Invarianten an realen Datenséitzen als sehr problematisch.

Zukiinftige methodische Entwicklungen zielen auf das Zusammenfassen der
hier neu eingefiihrten Analyseverfahren, etwa in Form einer Fokker-Planck
Gleichung (vgl. Anhang B). Die Kombination der nach dieser Arbeit gut
verstandenen Mafle 148t auf neue Erkenntnisse in der Analyse nichtlinearer
und komplexer Systeme hoffen.
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In den kommenden Analysen des Sonnenwindes sollten zunichst zwei Zie-
le verfolgt werden: Zum einen soll der Ursprung der Nichtstationaritit in
den Sonnenwindgeschwindigkeiten ergriindet werden. Es sollte damit moglich
sein, durch weniger technische Korrekturen zuverlédssige Ergebnisse aus der
Analyse mit nichtlinearen Verfahren zu gewinnen. Zum anderen soll ein nicht-
lineares Modell zur Vorhersage der Dichte des Sonnenwindes iiber kurze Zeit-
skalen entwickelt werden.
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Anhang A

Produktionstechnik:
Innendrehen

Mechanische Systeme, wie sie in der Produktionstechnik zum Einsatz kom-
men, weisen hiufig eine komplizierte Eigendynamik auf (siehe z.B. [1, 71]).
Diese Eigenschaft beruht auf nichtlinearen Wechselwirkungen zwischen den
einzelnen Komponenten des Systems, wie sie insbesondere unter Einwirkung
von Reibung, der Kopplung schwingender Massen und der Umformung oder
Stromung von Materialien unter Einwirkung externer Anregung auftreten.
Die Folge dieser nichtlinearen Wechselwirkungen ist eine komplizierte Sy-
stemdynamik, die sich in weiten Regionen des Systemparameterraums so-
wohl als irreguldres als auch schwierig zu kontrollierendes Prozefiverhalten
ausdriickt.

Das hier untersuchte System des Innendrehens ist eine Variante der klassi-
schen Verfahren zur Oberflichenbearbeitung rotationssymmetrischer Werk-
stiicke, bei der Material von der Innenseite — beispielsweise eines Hohlzylin-
ders — abgetragen wird. Diese Methode wird unter anderem bei der Ober-
flachenveredelung von Lagerschalen im Automobilbau eingesetzt. Dabei dreht
sich das zu bearbeitende Werkstiick mit hoher Umdrehungszahl um die Sym-
metrieachse, wihrend die Schneidewerkzeuge feststehen. Dieses System neigt
aufgrund des Einsatzes lang auskragender schlanker Werkzeuge mit kleinem
Durchmesser sehr schnell zu instabilem Verhalten [28]. Dies zeigt sich im
Auftreten von Ratterschwingungen, die sich negativ auf die Oberflichengiite
der bearbeiteten Werkstiicke auswirken.

Abhéngig von den Systemparametern wie Rotationsgeschwindigkeit, Vor-
schubgeschwindigkeit und Schnittiefe treten verschiedene Systemzustdnde
auf. Im Extremfall kann es zum Bruch des Werkzeugs kommen.
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Schneide
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Abbildung A.1: Prinzipskizze der Kraftmessung an der Drehmeiflelspitze in
der Schnittdarstellung (aus [126]). Im unteren Teil ist die Kraft in Passivrich-
tung F), eingezeichnet.
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Abbildung A.2: Die ersten 5000 Werte der Zeitserie F}, der gemessenen Kraft
senkrecht zur Werkstiickoberfliache.



115

In Abbildung A.1 ist der Prozefl des Innendrehens mit den verwendeten Sen-
soren zur Messung der auftretenden Krifte schematisch dargestellt. Mit die-
sem Aufbau kénnen die Krifte, die auf das Werkzeug in Vorschub-, Schnitt-
und Passivrichtung wirken, bestimmt werden.

Im Rahmen einer Pilotstudie mit dem Institut fiir spanende Fertigung in
Dortmund wurde der maximale Lyapunov-Exponent der in Abbildung A.2
gezeigten Zeitserie berechnet (siehe Abschnitt 2.6.2 und [127]). Es handelt
sich bei diesen Daten um die (normierte) Kraft in Passivrichtung F},. Dies
ist die Kraftkomponente, die auf den Drehmeifiel senkrecht zur bearbeiteten
Oberfliche wirkt (vgl. auch Abbildung A.1 unten). Die Zeitserie besteht aus
105 000 Datenpunkten, der zeitliche Abstand zwischen den Werten At =
0.01425 ms.

Bei dem Werkstiick handelt es sich um einen Hohlzylinder aus einer Alumini-
umlegierung (AIMgSi 0.7) der Linge 250 mm, mit einem Auflendurchmesser
von 100 mm und einem Innendurchmesser von 60 mm.

Die Prozelparameter im vorliegenden Versuch waren

e Rotationsgeschwindigkeit w = 20.1 Hz
e Vorschubgeschwindigkeit vy = 0.05 mm/U
e Schnittgeschwindigkeit v, = 232 m/min

e Schnittiefe a, = 0.25 mm

Fiir die Berechnung des maximalen Lyapunov-Exponenten wurde der Algo-
rithmus aus [18] verwendet. Dabei wurden die Einbettungsparameter, der
minimal zuldssige Abstand der Nachbarpunkte, die maximale Anzahl der
zu beriicksichtigenden Nachbarpunkte und Abtastrate der Zeitserie durch
Ausdiinnung variiert. Das angegebene Ergebnis von A = 0.087 £ 0.006 bit je
Zeitschritt wurde aus einem Plateau abgeleitet, auf dem sich der Wert von
A bei Verdnderung der Parameter nicht mehr dnderte.
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Anhang B

Fokker-Planck Gleichung

In diesem Abschnitt wird ein Uberblick iiber die Herleitung und den Anwen-
dungsbereich der Fokker-Planck Gleichung gegeben. Dabei werden zuerst die
wesentlichen Begriffe erkliart und die Annahmen, die in die Fokker-Planck
Gleichung eingehen, verdeutlicht. Es werden Moglichkeiten der Verwendung
dieser Gleichung zur Beschreibung dynamischer Systeme im Zustandsraum
aufgezeigt.

B.1 Definitionen

‘Wahrscheinlichkeiten

Gegeben sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z,t), die kontinuierlich in
Raum und Zeit ist. Die Wahrscheinlichkeit, einen Zustand zur Zeit ¢ im
Intervall [z, x 4+ dz[ zu finden, ist demnach p(z,t) dx.

Aufbauend auf der Wahrscheinlichkeitsverteilung werden folgende Groéflen
definiert:

o Ubergangswahrscheinlichkeit py(xq, |1, 1)
Die Zustandswahrscheinlichkeit p(z,,t2) folgt aus den Ubergangswahr-

scheinlichkeiten durch Multiplikation mit p(z1, ¢;) und Integration iiber
T

p(x2, 1) = /p2($2,t2|$1,t1)p($1,t1) dz, (B.1)
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e Die Ubergangsrate w(ze, z1,1) ist die Ubergangswahrscheinlichkeit pro
Zeit.

Markov-Prozef

Der bei der Herleitung zugrunde liegende stochastische ProzeS ist ein Markov-
Prozef, d. h. der zukiinftige Zustand wird nur vom gegenwéirtigen Zustand
bestimmt. Weiter in der Vergangenheit liegende Zustinde haben keinen Ein-
flul auf den nichsten Zustand.

Po(Tn-1,tn1|Tn_2,tn2;. .5 20, t0) = P2(Tn_1,tn_1]Tn_2,tn_2) (B.2)
Fiir Markov-Prozesse mufl die Chapman-Kolmogorov Gleichung erfiillt sein

Pa(xs, 3|21, 1) = /p2($3,t3\$2,t2)p2($2,t2\$1;751) dz,y (B.3)

B.2 Master-Gleichung

Fiir kleine Zeitintervalle 7 148t sich die Ubergangswahrscheinlichkeit eines
Markov-Prozesses schreiben als [38]

po(z,t +7l2",t) = [1 — a(z, t)7])6(x — 2") + Tw(z, 2", 1) + O(r?)  (B.4)

Dies 148t sich folgendermaflen interpretieren: Nach jedem beliebig kleinen
Zeitintervall besteht die Moglichkeit, dafi der Zustand z” in den Zustand x
iibergeht oder nicht, wobei der Ubergang mit zunehmendem 7 immer wahr-
scheinlicher wird.

Aus Normierungsgriinden [ po(z,t + 7|z",t) dx = 1 folgt
a(z",t) = /w(ac,x",t) dx (B.5)

Mit der Chapman-Kolmogorov Bedingung (B.3) liefert diese Beziehung die
Master-Gleichung fiir Ubergangswahrscheinlichkeiten po(z,t|z’,t') und nach
Integration iiber z’ folgt fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten

Op(zx,t

% = /w(x,x',t)p(x',t) dz' — /w(x',x,t)p(a:,t) dx’ (B.6)
Fiir weitere Details finden sich beispielsweise in [38]. Die Master-Gleichung
fiihrt in Verbindung mit der Definition der Shannon-Information zur Aus-
zeichnung einer Zeitrichtung. Man erhilt in diesem Fall das H-Theorem (vgl.
Abschnitt 2.4).
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B.3 Herleitung

Kramers-Moyal Vorwirts-Entwicklung

Zunichst gilt fiir kleine Zeiten 7 die folgende Beziehung fiir die Zustands-
wahrscheinlichkeit p(x,t+ 7), wenn sich das System zur Zeit ¢ im Zustand z’
befunden hat

plz,t+71)= /pQ(:c,t+T\x',t)p(x',t) dx' (B.7)

Nun 148t sich der Integrand mit 2’ = z — A nach Taylor entwickeln [89]
pZ(xa 1+ T|xla t)p(l',, t) = pQ(x —-A+ Aa 1+ 7-|33 - Aa t)p(l‘ - Aa t)
© (1) o n
= > D" g (—) p(z + At + 7]z, t)p(, )

!
= n! ox

Aus (B.7) und Integration iiber A erhilt man fiir die zeitliche Anderung der
Besetzung

plz,t+7) —p(z,t) = %T +0(7?)

s <_%>n (M (a,t,7)/nl) p(z, 1)

n=1
wobei die Momente definiert sind als

M®™ (gt 1) = /(:v' —x)"pa(a, t + 7|z, t) da’ (B.8)

Es wird nun angenommen, dafl die Momente nach 7 entwickelt werden kénnen

M®™ (z,t,7)/n! = D™ (z,t)r + O(1?) (B.9)

Fiir 7 = 0 gilt po(z,t|z’,t) = 6(x — 2'), was zu verschwindenden Momenten

in (B.8) fiihrt: Es gibt folglich keine Terme proportional zu 7°. Werden nur

die linearen Terme in 7 beriicksichtigt, so erhélt man die Kramers-Moyal
Vorwdrts-Entwicklung [89]

__)" D™ (z, t)p(z, t) (B.10)

Zusammenfassend 1a8t sich sagen, daf} eine lineare Entwicklung der Momen-
te in 7 von den Ubergangswahrscheinlichkeiten in Gleichung (B.7) auf Glei-
chung (B.10) fiihrt.
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Theorem von Pawula

Bisher ist noch offen, wieviele Momente D™ in der Kramers-Moyal Ent-
wicklung beriicksichtigt werden miissen. Das Theorem von Pawula besagt,
daf} die Entwicklung entweder nach dem ersten oder zweiten Term abbricht
und alle anderen Terme verschwinden, oder alle (unendlich vielen) Terme zur
Entwicklung beitragen [89].

Eindimensionaler Fall

Werden nur die ersten beiden Momente in (B.10) beriicksichtigt, so erhélt
man die Fokker-Planck Gleichung

Op(z, ) 0

@D = (DO, 0pla, 1) + g (DO, (e, t)  (BY)

Dabei wird D) als Driftkoeffizient bezeichnet, D als Diffusionskoeffizient.
Die Entwicklung der Momente in (B.9) und der Abbruch nach dem zwei-
ten Moment ist dquivalent zu dem folgenden Satz von Forderungen an die
Ubergangswahrscheinlichkeiten [38]

/(a:' —2)po(a’,t + 7|z, t)de’ = DY (z,t)r + O(1?)
/(:U' —2)’po(a t+ 7|z, t)dz’ = 2DP(z,t)r +O(r?)  (B.12)

/(x' —z)"po(2’ t+ Tlx,t)da’ = O(1?) n>2

Die Fokker-Planck Gleichung folgt demnach aus der Entwicklung der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten. Diese Entwicklung ist von erster Ordnung in der
Zeit und von zweiter Ordnung im Ort.

Mehrdimensionaler Fall

Die Herleitung fiir mehrdimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilungen p(Z, t)
(siehe auch [16]) ist beispielsweise moglich iiber die Verallgemeinerung der
Definition (B.8) der Momente in

Mi(l) (Z,t,7) = /(f’ — f)iPQ(fl, t+ 7|7, 1) 7’

MP(Ft7) = [(7 =@ - Dol t+ 77,0 dF (B13)
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Man erhélt dann die mehrdimensionale Fokker-Planck Gleichung

WE0) _ O (p®)z, (i 0 (@ (=
o = o (D@00 0) + 55 (DY@ 0@ D) (B14)

wobei die Summenkonvention, daf iiber gleiche Indizes summiert wird, be-
nutzt wurde.

B.4 Interpretation

Ausgangspunkt der Herleitung ist Gleichung (B.7), die Zustands- mit Uber-
gangswahrscheinlichkeiten verbindet. Sofern die Ubergangswahrscheinlichkei-
ten die Bedingungen (B.12) erfiillen, ist die Fokker-Planck Gleichung eine
giiltige Beschreibung der zeitlichen Entwicklung einer in Raum und Zeit kon-
tinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Es besteht die Moglichkeit, Gleichung (B.7) nicht fiir Zustands- und Uber-
gangswahrscheinlichkeiten, sondern — kleine 7 angenommen — fiir eine be-
liebige Funktion

F(z,t+71) = /G(a:,t+7'|ac',t)F(x',t) dx’ (B.15)

aufzustellen. Der Propagator G(z,t|z',t') ibernimmt dabei formal die Rol-
le der Ubergangswahrscheinlichkeiten. Dabei muB jedoch gewiihrleistet sein,
daf} die Entwicklungen in Zeit und Ort in gleicher Weise durchgefiihrt werden
konnen. Ferner miissen fiir diese Funktionen die Bedingungen (B.12) gelten,
um die Momente in eine Gleichung dquivalent zu (B.11) einfiihren zu kénnen.
Die Voraussetzung dafiir ist die Kenntnis des Propagators G(z,t|z’,t'), da
andernfalls die Momente nicht berechnet werden koénnen.

In speziellen Féllen konnen die Ausdriicke fiir die Momente iibernommen wer-
den, selbst wenn F'(z,t) selbst keine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. Dann

wird jedoch auch die resultierende Gleichung eine andere Form als (B.11)
haben (siehe z.B. [44]).

B.5 Beispiele

Deterministisches System

Im Grenzfall streng deterministischer Systeme (vgl. auch Abschnitt 3.1)
& =1f(x) (B.16)
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gilt fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit
po(x’ t + 7|z, t) = 6(2’ — x(t + 7)) (B.17)
Es folgt somit aus (B.12) fiir die Momente
/ (@ = D)po(a st + 7]z, t) dr! = £(z(t))r + O(?)
/(x' —z)"pa(2’ t+ 7|2, t)da’ = O(1?*) n>2

und die Fokker-Planck Gleichung geht in die bekannte Kontinuitétsgleichung

WD _ 0 (aple. 1) (B.18)

iiber. Der Diffusionskoeffizient ist in der linearen Entwicklung verschwunden.

Diffusionsprozef}

In diesem Fall verschwindet der Driftterm in Gleichung (B.11) und man erhilt

op(z,t) 0% /9
5 = 7.3 (0P, (1)) (B-19)
Im Falle D®)(z,t) = D = const wird (B.19) gelost durch die Wirmeleitungs-
gleichung [16]

2

1 z
p(z,t) = JizDi exp (—m> (B.20)

B.6 Dynamische Systeme

Es existieren Ansitze zur Beschreibung von dynamischen Systemen mit der
Fokker-Planck Gleichung. Ein thermodynamischer Formalismus ist beispiels-
weise in [75] zu finden. Dabei wird die Verbindung von irreversibler Ther-
modynamik und der Entwicklung dynamischer Systeme im Phasenraum un-
tersucht. Entwicklung meint dabei die zeitliche Entwicklung des gesamten
Systems, also der gesamten Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x,t) aller An-
fangszustdnde x € U zum asymptotischen Endzustand x € A C U (vgl.
Abschnitt 3.1). Im Endzustand befindet sich das System im Gleichgewicht.

Im Gegensatz zu dieser globalen Beschreibung ist es auch moglich, die lokale
Entwicklung einzelner Systemzustinde in der asymptotischen Phase zu be-
schreiben. In Abschnitt 4.2.3 wurde die Herleitung einer lokalen Version der
Shannon-Information demonstriert (Gleichung 4.27).
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Setzt man im Sinne von Abschnitt B.4 fiir F(z,t) = —logp(x,t) erhdlt man
aus Gleichung (B.11) die folgende Gleichung

Léj’t) _ —(%(D(l)(x,t)F(x,t))+aa—;<D(2)($at)F($at))
D@ (z,t) (8 ?
p(a, 17 (W(x’”) (B2

Sie entspricht im wesentlichen Gleichung (B.11) mit einem Zusatzterm auf
der rechten Seite, der von p(z,t) und dem Gradienten abhingig ist.

Fiir rauschfreie deterministische Systeme nach Gleichung B.16 ist der Diffu-
sionskoeffizient D@ (z,t) identisch Null und sowohl der Diffusions- als auch
der Zusatzterm verschwinden. Besitzt das System eine stochastische Kompo-
nente (Rauschen), so ist auch ein Beitrag von diesen Termen zu erwarten.

Die in Abschnitt 4.3 vorgestellte Methode zur Beschreibung von Zeitserien
in kiinstlichen Zustandsrdumen {iber eine der Temperatur analoge Grofle ba-
siert auf der Quantifizierung dieser stochastischen Komponente. Sie wird wie
der Diffusionskoeffizient D®(z,t) nach Gleichung (B.12) iiber das mittlere
Schwankungsquadrat der Geschwindigkeiten (4.30) berechnet.
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Anhang C

Zahl der Surrogate

C.1 Problem der Rechenzeit

Eine interessante Fragestellung bei der Durchfiihrung von Surrogattests ist
das Problem der benétigten Rechenzeit, da man von vorneherein nicht weif,
wie viele Surrogate tatsichlich erzeugt werden miissen, und wie oft folglich
die Teststatistik 7" berechnet werden muf.

Der Grund fiir diese Unkenntnis liegt in der Art der Durchfiihrung des einsei-
tigen Hypothesentests. In jedem einzelnen Durchlauf sind maximal n = 1/«
Zeitserien zu analysieren. Dabei wird in jedem Fall die Teststatistik Ty,
fiir den Originaldatensatz errechnet. Fiir die darauffolgende Berechnung der
Teststatistik Ty, an den (n — 1) Surrogaten gilt: erhdlt man Tyy, > Tyae, bei-
spielsweise fiir die mittlere Vorhersagezeit, so ist in diesem speziellen Durch-
lauf die Vorhersagbarkeit des Surrogats hoher als die der Originalzeitserie,
der Durchlauf wird abgebrochen und als Fehler gewertet. Die Macht 3 des
Tests ergibt sich nach allen N Durchldufen aus der Anzahl der fehlerhaften
Durchliufe § =1 — #{Fehler}/N.

Falls sich der Datensatz signifikant von den Surrogaten unterscheidet (8 = 1),
so muf} die Teststatistik auf allen Nn Datensédtzen berechnet werden. In
diesem Fall ben&tigt die Analyse am meisten Rechenzeit, ndmlich t5s = Nnt.

Der andere Extremfall tritt ein, wenn sich Surrogate und Originaldaten mit
der statistischen Gréfle 7' nicht voneinander unterscheiden lassen. Wie in
Abschnitt 5 erlautert wurde, strebt die Macht § in diesem Fall gegen die
Grofle a. Es stellt sich also in diesem Fall die Frage, wie viele Surrogate
im Mittel in jedem Durchlauf berechnet werden miissen, um daraus eine
Abschétzung fiir die minimale Gesamtzeit der Analyse zu erhalten.

125
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C.2 Hypothesentests

Einzelner Hypothesentest

Der Wert der Teststatistik Ty, ist a prior: unbekannt, wobei gilt Ty, € R.
Die Grofle des Tests sei «, die Anzahl aller Datensétze in einem Durchlauf
also n = 1/a, die Anzahl der Surrogate entsprechend n' =n — 1.

Die Wahrscheinlichkeit, dafi Ty, kleiner ist als Tgaq, sei p = p(Tour < Tqat)
und p(Tyye > Tyas) = 1 — p.! Die Wahrscheinlichkeiten P fiir die Anzahl k
der Surrogate, die bendtigt werden, bis der Fehler Ty, > Ty, auftritt, sind
gegeben durch

Pk=2) = (1-p)

P(k=3) = (1—-pp
Plk=4) = (1-p)p’

In der letzten Zeile wird beriicksichtigt, dafl bei Erreichen der maximal mogli-
chen Anzahl von Surrogaten dieser Durchlauf in jedem Fall abgebrochen wird,
egal ob Ty (n') > Tya oder Ty (n') > Tyay gilt.?

Fiir den Fall n' = 1 gilt fiir die mittlere Anzahl n’; in Durchlauf 4 der triviale
Fall n/;(p) = 1.

In den anderen Fillen gilt

wi(p) =Y k(1 —p)p" ' +np" (C.1)

Dies ist eine geometrische Reihe, und unter Verwendung der Summenformel
erhilt man

wir) =2 (€2

Die Wahrscheinlichkeit p ist ein Indikator fiir die Lage von T4,; auf der Wahr-
scheinlichkeitsskala. Liegt Ty, am unteren Ende, so geht p gegen O, da es in

'Wenn man davon ausgeht, da8 T kontinuierlich in R ist, tritt der Fall Tyy, = Tya¢ mit
der Wahrscheinlichkeit 0 auf.

2Fiir die Anzahl der fehlerhaften Durchliufe ist diese Unterscheidung schon von Be-
deutung.
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Abbildung C.1: Verlauf von n’ gem#fi Gleichung (C.4) als Funktion von n/'.
Die durchgezogene Linie ist das Ergebnis nach Gleichung (C.4), die Fehler-
balken sind 3o-Intervalle der Mittelwertes fiir N = 100 nach Gleichung (C.6).
Die Punkte stammen aus einer Simulationsrechnung.

diesem Fall unwahrscheinlicher ist, dal das Ereignis T, < Ty, eintritt. In
diesem Fall geht n/;(p — 0) — 1, man braucht also nur ein einziges Surrogat,
um den Abbruch dieses Durchlaufs zu ermoglichen.

Fiir p = 1 ist Gleichung (C.2) nicht definiert, der Grenzwert kann iiber die
Regel von de ’'Hospital berechnet werden

. _I _ !

Mehr Hypothesentests

Die oben abgeleitete Beziehung (C.2) gilt fiir ein spezifisches p in einer ein-
zelnen Realisation. Die Lage von Ty, relativ zu den iibrigen 7, wird in
verschiedenen Durchliufen zufillig sein, so daf sich der Erwartungswert n’
aus der Integration der Gleichung (C.2) iiber alle p ergibt. Dabei integriert
man zweckmiBligerweise die dieser Gleichung zugrundeliegende geometrische
Reihe. Der Integrand ist somit auch fiir p = 1 definiert. Das Ergebnis der
Integration ist

_ 1_
n' = /Onz'(p)dp
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(C.4)

x| =

n'—1
k=1
Die Abbildung C.1 zeigt den Erwartungswert der bendtigten Surrogate n’
in einem Durchlauf als Funktion von n'. Dabei beschreibt die durchgezo-
gene Linie den Verlauf nach Gleichung (C.4) und die Punkte das Ergeb-
nis einer numerischen Simulation mit normalverteilten Zufallszahlen und

10% Durchliufen. Wie die Herleitung zeigt, ist das Ergebnis von der Form
der zugrundeliegenden Verteilung unabhingig.

Die analoge Berechnung fiir n’2 fiihrt auf

n'2=2n —n (C.5)

o2 =n?—nl (C.6)

Die Balken in Abbildung C.1 beschreiben den Fehler als die dreifache Stan-
dardabweichung des Mittelwerts

on = o /VN (C.7)

fiir N = 100.

In einer konkreten Anwendung ergaben sich beispielsweise die folgenden Zei-
ten. Fiir 8 = 0.11 betrug die Gesamtrechenzeit fzs ~ 14770 s. Die Test-
parameter waren N = 100 und o = 0.1. Die Berechnung eines einzelnen
Datensatzes mit dem gleichen Programm dauerte fiir diesen konkreten Fall
etwa 33.6 s. Die Anzahl der benétigten Surrogate in einem Durchlauf war
demnach n' = 3.4. Dies liegt innerhalb der Fehlergrenzen des statistisch er-
warteten Wertes, denn nach Gleichung (C.4) und (C.6) gilt n’ = 2.8 +0.8.
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