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Zusammenfassung

In dieser Arbeit betrachten wir spezielle Quantenrdume, die fiir die Physik
eine besondere Bedeutung haben kénnten. Zu diesen zéhlen der g-deformierte
Euklidische Raum mit drei bzw. vier Dimensionen sowie der g-deformierte
Minkowski Raum. Fiir jeden dieser Rdume konstruieren wir die zur For-
mulierung physikalischer Theorien wichtigen Elemente einer g-Analysis, die
als eine mehrdimensionale Verallgemeinerung des bekannten g-Kalkiils fiir
g-Funktionen angesehen werden kann. Diese Elemente ermoglichen in ihrer
Gesamtheit ein modulares Konzept, das die Basis zur Reformulierung be-
kannter physikalischer Theorien bilden kann und gleichzeitig deren numeri-
sche Auswertung erlaubt. Zu diesem Zweck werden die nichtkommutativen
Quantenrdume durch Vereinbarung einer Normalordnung mit kommutativen
Réaumen identifiziert. Fiir diese kommutativen Rdumen berechnen wir das
Sternprodukt zweier kommutativer Funktionen, die Operatordarstellungen
fiir die partiellen Anleitungen des kovarianten Differentialkalkiils und eben-
so jene fiir die Generatoren der zugehorigen Quantenalgebren. Des Weiteren
fiihren wir einen Integralbegriff ein, der als Umkehrung der Differentiati-
on aufgefasst werden kann und daher die Formulierung translations- und
rotationsinvarianter Integrale gestattet. Um Koordinatenfunktionen, die zu
verschiedenen Quantenriume gehoren, miteinander multiplizieren bzw. Ten-
sorprodukte von Quantenrdumen bilden zu koénnen, berechnen wir aufler-
dem explizite Ausdriicke fiir das Zopfprodukt. Schliefilich betrachten wir die
untersuchten Quantenrdume in Anlehnung an S. Majid als verzopfte Hopf-
Algebren und bestimmen explizite Ausdriicke fiir das Coprodukt und die An-
tipode allgemeiner Koordinatenfunktionen. Auf diese Weise gelangen wir zu
einem mit der Quantengruppensymmetrie vertriglichen Translationsbegriff,
der auBerdem zu mehrdimensionalen Versionen der g-Taylor-Regeln fiihrt.
Als Letztes berechnen wir Verallgemeinerungen von g-Exponentialen, die in
einem erweiterten Sinne Eigenfunktionen der Ableitungsoperatoren darstel-
len und somit als g-deformierte Versionen ebener Wellen aufgefasst werden
kénnen.
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Kapitel 1

Einleitung

Quantengruppen stellen eine der letzten groflen und wichtigen Entwicklun-
gen der Mathematik dar. Betrachtet man die Geschichte der Physik, so
erkennt man stets ein starkes Wechselspiel mit der Mathematik. Beispiele
dafiir finden sich viele. So entstand die Newtonsche Mechanik zeitgleich mit
der Differential- und Integralrechnung, die Erkenntnisse der Elektrodyna-
mik begiinstigten die Entwicklung der Potentialtheorie, erst mit Hilfe der
Riemannschen Geometrie gelang Einstein eine angemessene Formulierung
seiner Allgemeinen Relativitéitstheorie. Von der Quantentheorie wissen wir
schliellich, dass sie eng mit der Funktionalanalysis verbunden ist. Man kann
sagen, dass viele bedeutende physikalische Theorien oft mit entscheidenden
Neuerungen in der Mathematik einhergingen, wobei nicht immer eindeutig
erkennbar ist, ob die Mathematik zu einer neuen Physik oder die Physik zu
einer neuen Mathematik gefiihrt hat.

Ko6nnen nun Quantengruppen eine besondere Bedeutung fiir die moder-
ne Physik haben, indem sie Ansdtze zur Losung dréngender physikalischer
Probleme in Aussicht stellen? Es ist viel dariiber spekuliert worden, dass
Quantengruppen eine korrektere Beschreibung der in der Natur verwirklich-
ten Symmetrien liefern, da sie eine Geometrie induzieren, die zu diskreten
Raum-Zeit-Strukturen fiihrt [1], [2], [3], [4]. Und gerade diese Frage nach der
richtigen Geometrie des Raumes ist fiir die Physik von enormer Bedeutung,
seitdem wir durch die Erkenntnisse von Gauf}, Riemann und Einstein wissen,
daf es darauf a priori keine Antwort gibt. So stellte bereits Riemann die These
auf, dass es notwendig sein konnte, die bekannten geometrischen Konzepte zu
modifizieren, sobald man diese auf unmessbar grofie oder unmessbar kleine
Abstdnde anzuwenden versucht. Einstein hat mit seiner Gravitationstheo-
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rie Riemanns These fiir die erste Alternative bereits eindrucksvoll bestétigt.
Dass es aber auch bei extrem kleinen Abstidnden zu einer Revision geometri-
scher Vorstellungen kommt, dafiir sprechen eine Vielzahl von Indizien. Als P.
A. M. Dirac namlich 1927 bei der Formulierung der Quantenelektrodynamik
erstmals auf divergente Ausdriicke stiefl, deutete Bohr in einem Brief an ihn
die Existenz einer kleinsten Linge an, indem er schrieb! : 7T ... believe firm-
ly the solution of the present troubles (with divergences) will not be reached
without a revision of our general physical ideas still deeper than that contem-
plated in the present quantum mechanics”. Es scheint, als héitte der grofle
alte Mentor der Quantenmechanik mit diesen Gedanken die Entwicklung der
modernen Physik geradezu mit einem Bann belegt. Jedenfalls blieb es den
Begriindern der Quantentheorie trotz aller Bemiihungen versagt, eine mit
der fundamentalen Linge einhergehende Diskretisierung des Raumes konsi-
stent zu formulieren. Heisenberg beispielsweise griff diese Idee in mehreren
Veroffentlichungen [6], [7] immer wieder auf. Selbst in seinem letzten Artikel
vor seinem Tode [8] versuchte er noch einmal deutlich zu machen, dass eine
Zerlegung des Raumes in immer kleinere Einheiten irgendwann seine Bedeu-
tung verlieren muss. Doch allen philosophischen Bedenken zum Trotz sollte
die Entwicklung der Physik in eine andere Richtung gehen.

Mit dem Ende des zweiten Weltkrieges begann nédmlich der unauthaltsa-
me Aufstieg Amerikas zur westlichen Fiihrungsmacht. Der Schwerpunkt der
physikalischen Forschung insbesondere im Bereich der theoretischen Physik
verlagerte sich zusehends von Europa in die USA. Dies sollte auf die Denk-
weisen in der Physik einen nachhaltigen Einfluss haben, indem eine neue Ge-
neration von Physikern heranwuchs, welche die Quantentheorie als gegeben
betrachteten und ihre Grundlagen nicht mehr direkt in Frage stellten. Fiir
sie war die Losung des Problems mit den Divergenzen vielmehr innerhalb der
Theorie selbst zu suchen. Und tatséchlich sollte der Erfolg der von Feynman
und Schwinger initiierten Renormierungstheorie allen ernsthaften Bemiihun-
gen zu einer Revision der Quantentheorie vorliufig ein Ende setzen. Die prag-
matische Denkweise der Jungen hatte sich somit gegen die philosophische,
teils mystische Herangehensweise der Alten durchgesetzt. Doch ironischer-
weise blieb der Ursprung dieses neuen Renormierungskonzeptes weiterhin
ein Mysterium. Feynman selbst war Zeit seines Lebens nie vollstindig von
der Richtigkeit seiner Uberlegungen iiberzeugt und begegnete seinen Zweifeln

IFiir einen detaillierten Uberblick iiber die historische Entwicklung der Quantentheorie
verweisen wir insbesondere auf [5].
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stets mit der ihm eigenen humorvollen Art. Der wesentliche Grund fiir den
raschen Siegeszug des Renormierungskonzeptes lag nach Schwingers Aussa-
gen letztlich darin begriindet, dass es den Physikern eine Methode an die
Hand gab, die Quantenmechanik in ihrer vertrauten Form beizubehalten.
Eine Entwicklung alternativer Ansétze, wie etwa der von Snyder vorgeschla-
genen ’Quantisierten Raumzeit’ [9], erschien damals als zu mithsam und spe-
kulativ. Das Renormierungskonzept hingegen fiihrte zu rasch iiberpriifbaren
Ergebnissen, die vom Experiment auch tatsichlich bestétigt wurden.

In der Folgezeit erwies sich Dirac unbeeindruckt von diesen Erfolgen als
einer der grofiten Kritiker des Renormierungskonzeptes. Fiir ihn war es ein
"haBliches’ Konzept, das trotz seiner experimentellen Bestidtigung nicht der
physikalischen Wirklichkeit entsprechen konnte: ” Just because the results (of
conventional renormalization theory) happen to be in agreement with obser-
vation does not prove that one’s theory is correct. After all, the Bohr theory
was correct in simple cases. It gave very good answers, but still the Bohr
theory had the wrong concepts. Correspondingly, the renormalization kind of
quantum theory which physicists are working nowadays is not justifiable by
agreement with erperiments.” Wenn man die Historie betrachtet, so kann
man Diracs Kassandrarufe sehr wohl verstehen. Denn die Geschichte der Na-
turwissenschaften ist voll von vermeintlich richtigen Theorien, man denke nur
an die Epizyklentheorie des Ptoleméos. Die Tragik Diracs und vieler seiner
Mitstreiter lag jedoch darin, dass ihnen ein schliissiges Alternativkonzept
fehlte. Thm selbst fehlte wahrscheinlich die Kraft und die richtige Mathe-
matik als Sprache zur Formulierung seiner Ideen. So beschwor er 1939 in
Anbetracht seiner eigenen Hilflosigkeit die Gemeinde der theoretischen und
mathematischen Physiker mit dem folgenden Rat: ” The research worker, in
his efforts to express the fundamental laws of Nature in mathematical form,
should strive mainly for mathematical beauty. He should still take simplicity
into consideration in subordinate way to beauty. ... It often happens that the
requirements of simplicity and beauty are the same, but where they clash the
latter must take precedence. ... (B)egin by choosing that branch of mathema-
tics which one thinks will form the basis of the new theory. ... Having decided
on the branch of mathematics, one should proceed to develop it along suita-
ble lines, at the same time looking for that way in which it appears to lend
itself naturally to physical interpretation.” Diese Suche nach Schonheit wurde
Dirac oft als ein wirklichkeitsfremder Asthetizismus ausgelegt. Doch wer die
AuBerungen Diracs genauer liest und zu verstehen versucht, der erkennt, dass
Dirac, der uspriinglich ja Elektrotechnik studiert hatte, wahrscheinlich einen
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weit grofleren Bezug zur Wirklichkeit hatte als die meisten seiner Kollegen.
Womdglich war sich Dirac eines fundamentalen Problems der modernen Phy-
sik bewusst. Wie soll es ndmlich gelingen, eine Theorie zu gewinnen, wenn
diese auf einem Bereich fundiert ist, der sich nicht nur unserer sinnlichen,
sondern womoglich auch jeder experimentellen Untersuchung entzieht. Fiir
die Begriinder der Quantentheorie schien es klar zu sein, dass sie mit ihren
Untersuchungen erstmals zu den Grenzen menschlicher Erkenntnis vorgesto-
en waren, in einen Bereich also, in dem vielleicht die vertrauten Prinzipien
zur Gewinnung physikalischer Gesetzmifigkeiten nicht mehr ausreichen, weil
erst die theoretische Beschreibung iiberhaupt erkennen 148t, welche konkreten
Fragen an die Natur in Form eines Experimentes zu stellen sind. Um dabei der
Gefahr zu entgehen, falsche Konzeptionen zu entwickeln, war Dirac der An-
sicht, auf ein metaphysisches Prinzip zuriickgreifen zu miissen, eben das von
Schonheit und Einfachheit, wobei Schonheit fiir ihn von iibergeordneter Be-
deutung ist. Zwar erklirt Dirac nicht, was Schonheit letztlich bedeuten soll.
Doch kénnen wir davon ausgehen, dass er hierin eine wesentliche Eigenschaft
der Natur sieht, die sich in ihrer mathematischen Beschreibung widerspiegelt
und grundsétzlich fiir jeden Menschen bei geeignetem Bemiihen erkennbar
ist als ein Zustand, gekennzeichnet durch Angemessenheit, Entsprechung und
Wohlbegriindetheit. Letztlich steht dahinter nichts anderes als die einfache
Erkenntnis, dass eine fundamentale Theorie zur Beschreibung der Natur eben
natiirlich sein muss.

Wenn wir nun zuriickblicken, so erkennen wir, dass die zweite Hélfte des
20. Jahrhunderts zwar die Methoden und Techniken der Quantenfeldtheorie
enorm erweitert hat, aber verglichen mit der ersten Hilfte sind nur weni-
ge neue physikalische Konzeptionen entstanden. Selbst von der derzeit viel-
beachteten String-Theorie kann nach Einschétzung von Michio Kaku keine
einheitliche Beschreibung der physikalischen Phinomene erwartet werden,
solange sich ihre Prinzipien nicht selbst auf einer einheitlichen Grundlage
aufbauen lassen. Entsprechend grof} ist heute die Verzweiflung in der Physik.
Vielleicht miissen wir aber erst so verzweifelt sein wie Dirac, um anzuer-
kennen, dafl die gingigen Konzepte nicht weiterfiihren kénnen und Wolf-
gang Pauli mit seiner Einschéitzung recht hatte, dass die Quantentheorie
eine unerledigt gebliebene Aufgabe ist, die man noch zuende bringen muf.
Die Schopfer der Quantentheorie jedenfalls, insbesondere Werner Heisenberg
und Pascual Jordan waren davon iiberzeugt, dass die bekannte Formulie-
rung der Quantenmechanik nur vorldufigen Charakter haben kann, und die
endgiiltige Theorie ohne die klassische 'Kriicken’, wie sie es nannten, aus-
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kommen mufl. Es bleibt eines der groflen Ritsel, warum dies bis heute nicht
gelungen ist. Ich mochte daher unseren gegenwirtigen Zustand vor diesem
Hintergrund mit einigen provokanten Thesen hinterfragen. Hat vielleicht die
einseitige Fixierung auf das Renormierungskonzept dazu gefiihrt, dass wir
das Potential der Quantentheorie vorldufig aufgebraucht haben? Sind wir
vielleicht, geblendet durch die grofien Erfolge der gingigen Konzepte, am
Ende in eine konzeptionelle Sackgasse geraten. Ist diese Krise der Physik
also womoglich selbst gemacht? Ist das Ausbleiben durchschlagender Erfol-
ge vielleicht darauf zuriickzufiihren, dass die gegenwirtigen Umsténde die
Entfaltung jener innovativen Krifte verhindern, die eine neue kopernikani-
sche Wende herbeifiihren konnten? Sind wir durch die in der Physik vorherr-
schende Denkweise des Instrumentalismus, nach der physikalische Theorien
nur Prognosemodelle sein sollen, einer Ignoranz anheimgefallen, die uns die
notwendige Sensibilitdt zum Aufspiiren physikalischer Realitdten abhanden
kommen lisst? Krisen sind stets Bewusstseinskrisen, zu deren Bewiltigung
es notwendig ist, dass das Aussprechen unangenehmer Wahrheiten als eine
geringere Zumutung empfunden wird als das verweifelte Festhalten an erfolg-
losen Konzepten.

Immer wieder hort man, dass die theoretische Physik eine ausgereifte Dis-
ziplin sei, die an ihr Ende gelangt sei. Solche Aussagen sind so alt wie die
Menschheit selbst. Selten haben sie etwas mit der Realitéit zu tun, sind sie
doch oft nur das Ergebnis personlicher Resignation und des Irrtums, sub-
jektives Empfinden mit der allgemeinen Realitit gleichzusetzen. Wenn Pau-
li sagt, dass die Quantentheorie noch nicht vollendet ist, dann stehen wir
wahrscheinlich erst am Anfang einer neuen stiirmischen Periode. Dirac hat
uns bereits darauf hingewiesen, wie wir vorzugehen haben. Entsprechend sei-
nem Rat sollen wir zuerst jenen Teil der Mathematik auswéhlen, von dem
wir glauben, dass er die Basis der neuen physikalischen Theorie bildet. Im
Rahmen des Prinzips von Einfachheit und Schénheit muss eine solche Ma-
thematik in irgendeiner Form alle fiir die Physik wesentlichen Strukturele-
mente beinhalten und diese in geeigneter Weise verallgemeinern. Durch die
neue Formulierung sollte die alte physikalische Theorie nicht grundsétzlich in
Frage gestellt werden, vielmehr sollte sie als ein Spezialfall der neuen detail-
lierteren Theorie erscheinen. Die Verwendung von Quantengruppen erlaubt
es nun, bekannte mathematische Strukturen konsistent und systematisch zu
deformieren. Die Untersuchungen der letzten zehn Jahre haben hierzu eine
Fiille bemerkenswerter Erkenntnisse gebracht. Diese Deformationen sind da-
bei von solch einer Art, dass die urspriinglich kommutative Struktur in einer
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planvollen Weise nichtkommutativ wird. Dass dieses Konzept verniinftig ist,
zeigt sich darin, dass die Nichtkommutativitit eine Diskretisierung der be-
kannten Geometrien bewirkt und damit in natiirlicher Weise zur Einfiihrung
einer kleinsten Lénge fiilhren kann. Angesichts dieser Umsténde bin ich der
Uberzeugung, dass Quantengruppen die Mathematik darstellen, auf der sich
eine neue physikalische Theorie aufbauen ldsst. Unabhéngig davon, wie man
zu dieser Aussage steht, solange wir einen solchen Versuch nicht unterneh-
men, konnen wir auch nicht sagen, ob dieses Vorhaben sinnvoll ist oder nicht.
Jedenfalls sprechen die Indizien sehr dafiir, dass die Probleme mit den Di-
vergenzen der Quantenfeldtheorie letztlich das Ergebnis einer 'Uberstrapazie-
rung’ bekannter mathematischer Kalkiile sind, zumal das Auftischen immer
neuer wundersamer Mechanismen bis heute nicht zu einer Losung gefiihrt hat.
Quantengruppen koénnten helfen, die bekannten Probleme durch Einfiihrung
einer robusteren mathematischen Sprache zu beseitigen.

Hat man sich zu dieser Uberzeugung durchgerungen, so muss die aus-
gewahlte mathematische Theorie nach Diracs Ansicht entlang jener Zwei-
ge entwickelt werden, die durch die physikalische Anwendung vorgezeichnet
sind. Da die bekannte Physik in grofem Umfang auf die Hilfsmittel der Ana-
lysis zuriickgreift, ist es meine Absicht, in dieser Arbeit die wesentlichen Ele-
mente einer auf Quantengruppen basierenden Analysis bereitzustellen. Eine
derartige gq-Analysis ist in ihrer eindimensionalen Form bereits seit langem
bekannt und steht in enger Verbindung zu den Erkenntnissen iiber spezielle
g-Funktionen [10]. Aber erst die Entwicklung der Quantengruppen hat einen
Weg aufzeigt, wie sich die Elemente eines eindimensionalen g-Kalkiils auf
mehrere Dimensionen erweitern lassen. Die Untersuchungen von S. Majid [11]
haben insbesondere deutlich gemacht, dass sich der bekannte g-Kalkiil fiir ei-
ne Dimension als eine Analysis iiber der sogenannten ’braided-line’ auffassen
1&8t. Indem man deren einfaches Braiding

Ty = QYT (1.1)
durch das der R-Matrix einer bekannten Quantengruppe ersetzt,
zhyl = ngkxl, (1.2)

gelangt man auf natiirliche und systematische Weise zu mehrdimensionalen
Verallgemeinerungen der Jackson-Ableitung [12]
f(z) — flgz

D,f(x) = T Ta) (1.9

T —qx
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des Jackson-Integrals [13]
[ t@i= -0y s s, a<t ()
0 =

und des q-Exponentials [14]

eq(z) = Z -

n

= (¢;q)n’ (1.5)
wobei
(;9)n = (1—a)(1—agq)...(1—ag"?), (1.6)

(a;9)0 = 1.

Es sei ausdriicklich betont, dass durch Majids Betrachtungen eine Vielzahl
bekannter Ergebnisse [15], [16] in einen einheitlichen Begriffsrahmen gefasst
werden, der sich fiir die Entwicklung einer mehrdimensionalen g-Analysis als
ausgesprochen hilfreich erweist. Die von ihm geleistete kategorientheoretische
Fundierung liefert hierbei einen sehr niitzlichen Leitfaden [17], [18] und legt
dariiberhinaus die zugrundeliegenden Strukturen mit verbliiffender Klarheit
offen. Es ist dieser Axiomatisierung zu verdanken, dass die Ergebnisse dieser
Arbeit trotz ihrer ungewohnten Komplexitéit letztlich dem Grundsatz von
Einfachheit und Schonheit geniigen. Insbesondere zeigt sich, dass die gesam-
te Theorie mit Hilfe einer begrenzten Anzahl elementarer mathematischer
Objekte formuliert werden kann. Daher geniigt es zu wissen, wie diese Ob-
jekte realisiert sind, und nach welchen Regeln sie miteinander kombiniert
werden konnen. Die Losung der ersten Aufgabe, also die Konstruktion der
bendtigten Elemente soll der Inhalt dieser Arbeit sein.

Wie wir zur Erreichung dieses Ziels vorgehen, wollen wir nun kurz skiz-
zieren. Die Mehrzahl der Untersuchungen iiber Quantengruppen innerhalb
des letzten Jahrzehntes waren vorwiegend algebraischer Natur, da vor allem
strukturelle Uberlegungen im Vordergrund standen. Diese Periode hat, wie
bereits erwdhnt, eine Vielzahl bedeutender Erkenntnisse gebracht. Die weite-
re Entwicklung wird meiner Ansicht nach dahin gehen, dass man ein analy-
tisches Modell zu konstruieren versucht, das eine Realisierung der bekannten
algebraischen Ideen darstellt. Zu zeigen, dass ein solches Vorhaben méglich
ist, soll eines der Ziele dieser Arbeit sein. Der grofe Vorteil des Ubergangs
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von einer algebraischen zu einer analytischen Behandlung besteht vor allem
darin, dass man jetzt Ausdriicke erhélt, die sich grundsétzlich numerisch aus-
werten lassen, unter Umsténden durch Zuhilfenahme von Rechenmaschinen.
Zu diesem Zweck stellen wir durch Vereinbarung einer Normalordnung eine
Verbindung her zwischen der nichtkommutativen Struktur und einer ver-
gleichbaren kommutativen, so dass wir am Ende wieder mit kommutativen
Ausdriicken rechnen kénnen. Dieses Vorgehen entspricht teilweise dem des
Sternproduktformalismus [19], [20]. Auf diese Weise gelangt man zu einer
Reihe neuer Operationen fiir kommutative Funktionen. Diese stellen nicht-
kommutative Versionen solcher arithmetischer und analytischer Operationen
dar, die bereits aus der normalen Analysis bekannt sind und im klassischen
Grenzfall in diese iibergehen. Zu den neuen Operationen gehoren insbeson-
dere das Sternprodukt, die g-Ableitungen sowie das g-Integrale und die g-
Exponentiale. Dariiber hinaus benétigen wir neben dem Sternprodukt noch
ein weiteres Produkt, welches durch das Braiding induziert wird und daher
von uns als Zopfprodukt bezeichnet wird. Dieses steht in einem engen Zu-
sammenhang mit den g-Translationen bzw. g-Taylor-Regeln, deren explizite
Form wir aus den Hopfstrukturen der von uns betrachteten Quantenrdume
ableiten werden.

So entsteht schliellich ein modulares Konzept, mit dem es gelingt, den
enormen Strukturreichtum der Theorie unter Kontrolle zu halten. Hat man
ndmlich die nichtkommutativen Operationen in ihrer expliziten Form be-
stimmt, kann die weitere Theorie unter Verwendung derselben in Analogie
zur klassischen Situation formuliert werden. In diesem Zusammenhang ist es
sinnvoll, vor allem solche Quantenrdume zu behandeln, denen eine physikali-
sche Bedeutung zukommen konnte, wie dies etwa fiir die g-deformierten Eu-
klidischen Rdume mit drei bzw. vier Dimensionen sowie den g-deformierten
Minkowski-Raum der Fall ist. Es scheint so, als ob die bisher bekannten phy-
sikalischen Ideen auf diese Weise iiber einen weiten Bereich reformuliert wer-
den konnen, ohne dass ihr eigentlicher Wesensgehalt verloren geht. Lapidar
formuliert diirfen wir sagen, dass nicht die Physik, sondern nur die Sprache
zu ihrer Formulierung einer Revision unterzogen wird. Viele physikalische
Gleichungen sollten dabei auf wohldefinierte Weise durch Korrekturterme
erweitert werden, wobei sich die neuen Terme problemlos in den bekannten
Begriffsrahmen einfiigen. Diese Ergdnzungen koénnen helfen, dass Verstiand-
nis der Raum-Zeit zu verbessern, indem sie eine detailliertere Beschreibung
der darin auftretenden Vorgénge ermoglichen.

Dies setzt jedoch voraus, dass wir die betreffenden Phinomene mit Hil-
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fe der abgeleiteten Formeln numerisch behandeln konnen. Viele dieser Aus-
driicke werden aber nur fiir eine Basis aus normalgeordneten Monomen expli-
zit berechnet, weshalb auch nur im Fall der Polynome sichergestellt ist, dass
unsere Formeln endliche Werte liefern. Daraus muss aber kein grundsétzliches
Problem erwachsen, da Funktionen bei ihrer Darstellung auf Rechenmaschi-
nen ebenfalls durch Polynome angenihert werden. Numerische Berechnun-
gen sollten somit grundsitzlich zu endlichen Ergebnissen fiihren (eventuell
erginzt durch eine Abschétzung des durch die Approximation bedingten Feh-
lers). Vom mathematischen Standpunkt aus beschréinken wir unsere Betrach-
tungen also auf Funktionen, deren Reihenentwicklungen genauso behandelt
werden kénnen wie Polynome, d.h. wir setzen die absolute Konvergenz als
den in der Physik iiblichen Konvergenzbegriff voraus.
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Kapitel 2

Sternprodukte

Der Ausgangspunkt unserer Betrachtungen sind spezielle nichtkommutative
Koordinatenrdume, also Algebren, die von nichtkommutierenden Koordina-
ten aufgespannt werden. Damit diese Rdume als nichtkommutative Analo-
ga klassischer! Koordinatenriume interpretiert werden kénnen, miissen sie
wieder eine den klassischen Symmetrien entsprechende Struktur aufweisen.
Quantengruppen, die entweder durch Deformationen von Funktionenalgebren
iiber Lie-Gruppen [21] , [22], [23] oder durch Deformation der Einhiillenden
von Lie-Algebren [24], [25] entstehen, erweisen sich in vieler Hinsicht als eine
ideale Verallgemeinerung klassischer Symmetriestrukturen. Die sogenannten
Comodule dieser Quantengruppen, die auch als Quantenriume bezeichnet
werden, stellen im Folgenden die von uns betrachteten nichtkommutativen
Koordinatenalgebren dar. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung der grundlegen-
den Zusammenhénge sei auf [26], [27] sowie [28] verwiesen.

Fiir die Behandlung nichtkommutativer Algebren ist es fiir unsere Zwecke
von Vorteil, diese mittels eines Sternproduktes auf einer kommutativen Al-
gebra darzustellen [29], [30], [31]. Hierbei ist zunichst zu beriicksichtigen,
dass unsere nichtkommutativen Koordinatenalgebren A, von den Koordina-

ten X1, X2, ..., X" generiert werden als
C(X', X2 ..., X"
1 o ’R’ ’ >’ (2.1)

wobei R das von den Koordinatenrelationen bestimmte Ideal bezeichnet. Von
entscheidender Bedeutung ist nun, dass unsere nichtkommutativen Koordina-

'Wir bezeichnen als ‘klassisch’ all jene Begriffsbildungen, welche die experimentell ve-
rifizierte Physik benutzt.



20 2. Sternprodukte

tenalgebren A, die sogenannte Poincaré-Birkhoff-Witt Eigenschaft besitzen.
Diese liegt vor, wenn die Unterrdume, die von Monomen eines vorgegebenen
Grades erzeugt werden, fiir die nichtkommutative Koordinatenalgebra A, die
gleiche Dimension haben wie fiir die Algebra A, die von den entsprechenden
kommutativen Koordinaten z!,2?, ..., 2" aufgespannt wird. Dies garantiert
namlich die Existenz eines Vektorraum-Isomorphismuses zwischen den Alge-
bren A und A,, da die Menge aller Monome mit einer vorgegebenen Nor-
malordnung eine Basis von .4, bilden und somit folgende lineare Abbildung
definiert ist:

W o A A, (2.2)
W (@) (@)= (@) = (XX (X,

Dieser Vektorraum-Isomorphismus kann jedoch auch zu einem Algebra-
Isomorphismus erweitert werden, indem man auf der kommutativen Algebra
A ein neues Produkt, das sogenannte Sternprodukt [32] einfiihrt. Dieses ist
definiert durch die Beziehung

W(fxg)=W(f)-WI(f), (2.3)

wobei f und g formale Potenzreihen in A bezeichnen. Im Folgenden soll dieses
Produkt fiir den g-deformierten Euklidischen Raum in drei bzw. vier Dimen-
sionen sowie den q-deformierten Minkowski-Raum berechnet werden [33],
wobei in allen Féllen eine spezielle Normalordnung vorgegeben ist. Die dabei
erhaltenen Ausdriicke konnen schliellich dazu verwendet werden, inverse Ele-
mente auf der nichtkommutativen Koordinatenalgebra A, einzufiihren bzw.
deren Vertauschungsrelationen zu bestimmen.

Die explizite Berechnung der Sternprodukte zeigt auflerdem, dass deren
allgemeine Form gegeben ist durch

fxg=1rf-g+> XBi(f,g). (2:4)
i>0

Das Sternprodukt modifiziert also das kommutative Produkt zweier Funktio-
nen durch entsprechende Korrekturen [19], [20], die wegen B;(f, g) # Bi(g, f)
fiir die Nichtkommutativitit verantwortlich sind. Auflerdem bewirken die-
se Korrekturterme, dass das Sternprodukt an einem bestimmten Punkt des
Raumes nicht alleine durch den Wert der beiden Funktionen an eben die-
sem Raumpunkt bestimmt wird, sondern mehr oder weniger auch von ei-
ner Vielzahl weiterer Raumpunkte abhéngt. Nichtkommutativitat fiihrt al-
so zu Nichtlokalitdt und einer Einschrinkung der Kausalitit. Es ist daher
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grundsétzlich zu erwarten, dass es ab einer bestimmten Skala physikalisch
gesehen nur noch sinnvoll ist, von Raumbereichen und Zeitintervallen zu
sprechen.

2.1 Euklidischer Raum in drei Dimensionen

Die Algebra des g-deformierten Euklidischen Raumes wird generiert von den
Koordinaten X3, X+ und X, die den folgenden Relationen geniigen [34]:

X3Xt = ¢#XTXP, (2.5)
X X3 = ¢#X3X,
X Xt = XTX™+AX3X3,

wobei A = ¢ — ¢! und ¢ > 1. Als Basis dieses Quantenraumes verwenden

wir die normalgeordneten Monome der Form (X *)"+(X3)"3(X ~)"-. Der Iso-
morphismus W ordnet dann jedem Monom in kommutativen Koordinaten
das entsprechende Monom mit der obigen Normalordnung zu, also

W ()™ (&)™ (@7)") = ()™ (X°)" (X 7)™ (2.6)
Das Sternprodukt ist jetzt festgelegt durch die Bedingung

W ([(a)™ (@)™ (@ )" ]+ [(@*)™ (%)™ (7)™ ]) (2.7)
= W ((a:Jr)”+ (x%)"s (m’)”‘) W ((3:+)m+ (x3)ms (x’)m—) )

Zu seiner expliziten Berechnung miissen wir lediglich den Ausdruck auf der
rechten Seite in Normalordnung iiberfithren, um auf diese Weise sein kom-
mutatives Urbild beziiglich VW ablesen zu kénnen.

Zu diesem Zweck schreiben wir unter Verwendung der Relationen (2.5)
die Monome (X )™+ (X3)™s, (X3)"(X+)™ und (X )" (X *)™* in Normal-
ordnung um und erhalten

(X (X0 = g (X2 (X (2.9

(XY™ = gmome (X (X0
min(n_,m4)

PO =3 (B ()

1=0

Y
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wobei die Koeffizienten (B,); ™" folgenden Rekursionsrelationen geniigen?:

(By)o™™ = 1, (2.9)
(Bi™™ = (Bi™™ " + @™ Ve — (i = Dl (By)is ™

2

Wie man durch Einsetzen bestétigen kann, werden diese von den folgenden
Ausdriicke erfiillt:

nm _ 1 [[n]]g2![[m]]42!
(By);™" = il I — ) [m — ! (2.10)

Unter Verwendung dieser Ergebnisse lésst sich das Produkt zweier normal-
geordneter Monome wieder in Normalordnung umschreiben,

() () ()] - () ()™ (X )™ (2.11)
min(n_,my)

— Z )\i(cqz)iﬂ,m (X+)n++m+_i(X3)n3+m3+2i(X_)n_+m__i,

=0

wobei

7

(Cq)nm — q nz(m4—i)+ma(n-—1) (Bq)n*’m*" (212)

Daraus kann nun mit den Definitionen (2.6) und (2.7) die explizite Form des
Sternproduktes zweier kommutativer Monome abgelesen werden, ndmlich

[ @)+ [ @) ) (213)
min(n_ ,my)
— Z )\i(qu)-ﬂ’m (x+)n++m+—i(x3)n3+m3+2i(x—)n,+m,—i.

1=0

Mit Hilfe von Jackson-Ableitungen sowie durch Einfithrung der Operatoren

Ae{+,3,-}, (2.14)

. . R 0
¢"* mit ny = EIvE
konnen wir dieses Ergebnis leicht auf Funktionen erweitern, sofern diese als
Potenzreihen darstellbar sind,

f*g (2.15)

3 . .
ZA’ 4,q ARt 2-1) (D) f(z) - (D) g(2)

2Die Bedeutung der verwendeten Symbole ist in Anhang A erkléirt.

' —x
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An diesem Ausdruck lisst sich nun leicht erkennen, dass das Sternpro-
dukt das punktweise Produkte zweier kommutierender Funktionen durch ei-
ne unendliche Summe von Korrekturtermen modifiziert, wobei die Hohe ih-
res Beitrags insbesondere durch die Potenzen \* bestimmt wird. Fraglich ist
jedoch, fiir welche Funktionen der obige Ausdruck iiberhaupt konvergiert.
Zur Beantwortung dieser Frage kann man sich zunichst iiberlegen, dass die
Jackson-Ableitungen ein Maf} dafiir sind, wie stark sich eine Funktion beim
Ubergang vom Punkt z zum Punkt gz veriindert. Etwas formaler konnen wir
daher schreiben

(Dg)"f ~ (%)Z f, (2.16)

wobei )" als eine Art charakteristische Wellenlinge den Bereich angibt, in
dem f eine nennenswerte Verianderung erfihrt. Falls wir Funktionen be-
trachten, die sich hinreichend langsam veriindern, so dass A < X gilt, kann
erwartet werden, dass die Formel (2.15) konvergiert. Interpretieren wir A als
eine fundamentale Lénge fiir die gitterartige Struktur unseres nichtkommu-
tativen Raumes und beschreiben f und ¢ Stoérungen in diesem Raum, so
ist deren Wechselwirkung in Form ihres Sternproduktes berechenbar, falls
die charakteristischen Wellenléngen von f und ¢ weit gréfler als A\ sind.
Dies sollte aber stets der Fall sein, da auf einem Gitter normalerweise keine
Wellenléingen kleiner als der Gitterabstand auftreten konnen.

Als Nichstes soll eine erste Anwendung unserer Formel (2.15 ) betrach-
tet werden, die ndmlich die konsistente Einfiihrung inverser Elemente in die
nichtkommutative Koordinatenalgebra gestattet. Diese Formel ist, wie man
leicht erkennt, auch fiir Polynome mit negativen Koeffizienten anwendbar.
Setzen wir z.B. in (2.15) die inversen Koordinaten (z*)~' und (23)~! ein, so
erhalten wir

(@)™ % (@) = ¢ (aT) (=) T (2.17)
Fiihren wir jetzt auf der nichtkommutativen Koordinatenalgebra neue Ele-
mente mittels

W (™) =&XH1, Ae{+3,-}, (2.18)

ein, so erhalten wir fiir (X))~ ! und (X3)~! in einfacher Weise die neue Re-
lation

(X)X = (X)) (2.19)
Durch wiederholte Anwendung des skizzierten Verfahrens koénnen in syste-
matischer Weise alle zusétzlichen Relationen gefunden werden, die durch die
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Einfithrung der inversen Generatoren (X4)~!, A € {+,3, -}, zu beriicksich-
tigen sind. Entsprechend finden wir zunéchst die offensichtlichen Identitéten

XT(XH™! = (X)Xt =1, (2.20)
X3(X3)—1 — (X3)—1X3 — 1’
X X)) = X)X =1L
Die verbleibenden Vertauschungsrelationen zwischen den Koordinaten und
ihren Inversen lauten dann

(X)TXE = ¢PPXHXP), (2.21)
(X3)71X? = ¢22X3(xE)
(XT)7XT = XA - AX)(XT)
XT(XF)T = (X)X — g A (X
Schliellich fehlen noch die Relationen, welche die inversen Koordinaten un-
tereinander zu erfiillen haben, ndmlich

(O = e (2:22)
(X)) = quz'nqu([}lm (XH) 6D (X)),

Interessanterweise lisst sich die mit der Quantengruppensymmetrie ver-
triagliche Konjugation [34], [35] der nichtkommutativen Koordinaten pro-
blemlos auf die inversen Elemente iibertragen. Dazu braucht man lediglich
nachpriifen, dass die Vertauschungsrelationen (2.20)-(2.22) unter der Konju-
gation

(X)L = (x4 (2.23)
in sich iibergehen, wobei fiir die Konjugation der nichtkommutativen Koor-
dinaten die folgenden Identitdten gelten:

X+t=—qX, X3=X% X =—¢'X". (2.24)

In expliziter Form kénnen wir also schreiben

(XH)~1 = —¢H(X7), (2.25)
(X3t = (X7,
(X7)1 = —q(xXH)™
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Schliefllich sei erwéhnt, dass diese Betrachtungen in der Weise verallgemei-
nert werden konnen, dass man mittels

(XN =w (")), r€C, (2.26)

auch beliebige Potenzen der nichtkommutativen Koordinaten einfithren kann.
Damit wird erneut deutlich, dass die Einfiihrung eines Sternproduktes einen
sehr flexiblen Rahmen schafft, der fiir analytische Betrachtungen von groflem
Vorteil ist. Die Ausfithrungen in den folgenden Kapiteln werden dies immer
wieder vor Augen fiihren.

Bei unseren Berechungen des Sternproduktes wurde eine spezielle Nor-
malordnung verwendet, wie sie in (2.6) angegeben ist. Benutzt man bei der
Definition des Algebra-Isomorphismus W hingegen eine andere Normalord-
nung,

W (&) (@)™ (7)) = (X7)" (X (X )™, (2.27)

so erhilt man mit den gleichen Uberlegungen fiir das Sternprodukt nun den
Ausdruck

f¥g (2.28)

= Z (_)\)Z [[(’g]q)_:!q—Q(ﬁsﬁq_—l—ﬁ_ﬁg) (D;_4)Zf(§) . (Dq—_4)z’g(£/)

o/ =z .
Vergleicht man dies mit der Formel (2.15), so stellt man fest, dass zwischen

beiden Ausdriicken eine einfache Symmetrie besteht, welche die Angabe fol-
gender Transformationsformel gestattet:

+ &
fxg e o s f*g. (2.29)
Dies soll symbolisieren, dass der explizite Ausdruck fiir den linken Operator in
jenen fiir den rechten dadurch iibergeht, dass im ersten folgende Ersetzungen
vorgenommen werden:

Dy — DI, fe——hz, ¢ —q" (2.30)

Mit Hilfe der beiden Sternproduktformeln (2.15) und (2.28) lassen sich
auBerdem ohne grofie Schwierigkeiten Ausdriicke ablesen, die angeben, wie
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ein Monom der einen Normalordnung in Monome der anderen Normalord-
nung umgeschrieben werden kann. Entsprechend erhilt man:

(X)) () (2.31)
— Z )\iq2n3(n++n_7i) (qu)?ﬂnjL (X+)n+fi(X3)n3+2i(Xf)n_fi’
(X ) (XP)m (X ) (2.32)

o
= D (N T (B (X)) (e
; .
Z'_
Daraus lassen sich sofort Operatoren gewinnen, mit denen sich Ausdriicke
der einen Normalordnung in die andere umwandeln lassen. Diese lauten

U~ f(z) (2.33)

= LN O )

Uf(z) (2.34)

D I N )

wobei feine Funktion bezeichnet, die zum Algebra-Isomorphismus W kor-
respondiert, wihrend f sich auf die zu W geh6rende Nomalordnung bezieht.
Die Umrechnung der beiden Sternprodukte gelingt mit diesen Operatoren im
Rahmen der Identitéten
U(fxg) = U(f)*Ul(y), (2.35)
U'l(fxg) = U
Ein oft auftretendes Problem ist die sogenannte implizite Sternmultiplika-
tion. Darunter verstehen wir, dass die Sternmultiplikation innerhalb ein und

derselben Funktion auszufiihren ist. Die zugehorigen Operatoren, die dies fiir
die beiden Normalordnungen leisten, kénnen leicht angegeben werden als

Mg (f(2,2) (2.36)
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S st (D D' o
[il]! re T

1=0

mz,z’ (f(@a QI (237)

=0 -

In unseren Uberlegungen haben wir uns bisher auf die Algebra der kon-
travarianten Koordinaten X# beschriinkt. Genauso gut hitten wir auch die
Algebra der kovarianten Koordinaten X4 betrachten kénnen, die mit den
kontravarianten Koordinaten iiber die Beziehungen [34]

X, =—qX", X3=X3 X_ =-¢'X* (2.38)

in Verbindung stehen. Ihre Algebra lautet jetzt

X, X3 = ¢*Xs3X,, (2.39)
XgX, = qu,Xg,,
X+X_ - X_X++)\X3X3.

Vergleichen wir diese Relationen mit jenen aus (2.5), so erkennen wir leicht,
dass die fiir die kovarianten Koordinaten giiltigen Relationen ganz einfach aus
denen der kontravarianten erhalten werden kénnen. Wir brauchen ndmlich
in den Identitdten fiir die kontravarianten Koordinaten nur die Ersetzungen

Xt = Xz XP > X, (2.40)
t = 24, ¥ — a3,

durchzufithren und erhalten sofort die entsprechenden Identitéiten fiir die
kovarianten Koordinaten.

2.2 Euklidischer Raum in vier Dimensionen

Die Uberlegungen des vorhergehenden Abschnitts lassen sich ohne grofe
Probleme auf den g-deformierten Euklidischen Raum in vier Dimensionen
iibertragen. Die Vorgehensweise dhnelt also sehr derjenigen in drei Dimen-
sionen, so dass wir uns mehr oder weniger auf die Ergebnisse dieser Be-
trachtung beschrinken konnen. Die Quantenraumalgebra wird jetzt von den



28 2. Sternprodukte

vier Koordinaten X!, X2, X3 und X* aufgespannt, die folgenden Relationen
geniigen [37], [26]:
X1X? = ¢X*X*! (2.41)
X1X3 — qX3X1
X3X4 — QX4X3,
X2X4 — QX4X2,
X2X3 — X3X2
X'XD = X'X'4+AXPXC
Fiir den Algebra-Isomorphismus vereinbaren wir
W (@)™ (22)" (2®)" (ah)™) = (XT)™ (X2 (X0 (X (2.42)

Durch Anwendung der Vertauschungsrelationen (2.41) erhalten wir zunéchst

(X2 ()™ = g (X)), (2.43)
(X (X)™ = g (X)),

(X)) = g (X)X,

(X (X™ = (X2 (0™,

min(mi,n4)

(X4)n4(X1)m1 — Z )\z n4 mi
. (X )m1 Z(XQ) (X3) (X4)n4fi'

Mit diesen Identititen 148t sich wieder das Produkt zweier nichtkommutati-
ver Monome normalordnen mit dem Ergebnis

(D)™ ()™ (X2 (XH™] - ()™ (X2)™ (X2 (X)™] (2.44)
min(ng,m1)

— Z XL _,m (Xl)n1—|—m1—i(XQ)n2+m2+i(X3)n3+m3+i(X4)n4—|—m4—i,

wobei
(Dq)iﬂ,m — q(n2+n3)(m1 —i)+(ma+ms3)(na—1) (Bq);hi,ml. (245)
Daraus folgt fiir das Sternprodukt zweier Monome sofort der Ausdruck
(@)™ (@*)™ (@)™ (@)™ ] * [(2*)™ (2)™ (%)™ (=)™ ] (2.46)
min(ng,mi)

= Z )\ ( )n1+m1—i(x2)n2+m2+i(x3)n3+m3+i($4)n4+m4,i-
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Fiir die allgemeine Form des Sternproduktes findet man schliefilich
fxg (2.47)

N i(x%g)i —(Po+hz)Rf —(Ah+Aag)Ra ()4 i 1 Ni (o
= YA R (DL () - (Dol
1=0

Wie bereits im vorgehenden Abschnitt dargestellt wollen wir diese Formel
wieder dazu benutzen, inverse Koordinaten einzufiihren, indem wir zunéchst
den Algebra-Isomorphismus in bekannter Weise erweitern durch

W ((z")1) = (X)), ie{l,....4}. (2.48)

Es gelten dann die Relationen

XHt = | , (2.49)
XA =
X°) (
X5 (

1

Die iibrigen Vertauschungsrelationen zwischen den Koordinaten und ihren
Inversen lauten nun

(X)X = ¢X'(X?), (2.50)
(X)Xt = XX
(XHTX? = ¢X*(xh)7,
(XH X = ¢XP(XY)
(XS)—IXZ XZ(X3)_1,
(X4)71X1 Xl(X4)71 q2)\X2X3(X4)72,
sowie
X2 (xhHt (X)X, (2.51)
XX = (X)X,
XX = g(X) X,
XX = g(X) XY
XQ(X3)71 — (X3)71X2,
X4(X1)—1 (Xl)_1X4—q2)\(X1)_2X2X3.
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Fiir die Relationen, welche die inversen Koordinaten untereinander erfiillen,
findet man schliefilich

(X)X = @) (2:52)
(X)X = (X))

(XX = ()T

(X)) = ()T

(X)) = ()Y

KT = 3Nl ([ 7] )
. EXl)f(H—l) (X2)i(X3)i(X4)f(i+1)_

Fiir die inversen Koordinaten 148t sich wieder eine Konjugation angeben.
Diese lautet [37], [26]

Xl=¢'X% X2=X3 X3=X?2 X*‘=¢X. (2.53)
Diese Konjugation ist wieder mit der Inversenbildung vertriglich, d.h. es gilt
(X))~ = (X)) (2.54)
bzw. in expliziter Form
(X)) = ¢q(xH)7, (2.55)
&7 = ()
(X5)1 = (X)),

X7 = (X

Wie im dreidimensionalen Fall kénnen wir das Sternprodukt natiirlich
auch fiir eine andere Normalordnung berechnen und deshalb den Algebra-
Isomorphismus durch

W (1) (@) (@) a)™) = (XM (e (X (2.56)

festlegen. In dieser Normalordnung ergibt sich der allgemeine Ausdruck fiir
das Sternprodukt zu

fig (2.57)

= Z (_,\)i ([Ti]iz)!lq(m+ﬂa)ﬂg+(ﬁ’2+ﬁg)m (D;Z)if(g) ) (Déz)ig(gl)

=0
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Vergleicht man dies mit der Formel (2.47), so erkennt man leicht die Giiltig-
keit der Transformationsregel

i— i

fxg ' CX fxg, (2.58)

was wieder symbolisieren soll, dass der linke Ausdruck in den rechten durch
die Anwendung der Ersetzungen

Di.— Di_., #;— —hy, ¢ —q" (2.59)

iibergeht, wobei i =1,...,4und i =5 — 1.

Aus den beiden Sternproduktformeln (2.47) und (2.57) lassen sich erneut
Operatoren ableiten, die den Ubergang von einer Normalordnung in die an-
dere ermdglichen. Im vorliegenden Fall lauten diese

b (2.60)
= Y X E[”;]]j)! g~ (At utiatd) (DL, Dl LY f(z),
Uf(z) (261
; (2223)!

) q(ﬁ2+’fl3)(ﬁ1+ﬁ4+i) (D12 D42)if($)’

=N i e

Il
I

wobei fwieder eine Funktion bezeichnet, die zum Algebra-Isomorphismus w
korrespondiert, wihrend f sich entsprechend auf die zu W gehérende Nomal-
ordnung bezieht. Die Operatoren zur impliziten Sternmultiplikation lauten
nun

m;c o (f(x x') (2.62)

= Z”uzn G (D DL (),
-

mw,x’ (f(L &I) (263)

= Z(_/\)z’W_)‘q(ﬁ2+ﬂ3)ﬁg+(ﬁ’2+ﬁ’3)m (D;D;‘é)’f@, zl).
. q_2.
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Abschlielend soll noch das Sternprodukt fiir die kovarianten Koordinaten
X; angegeben werden, die aus den kontravarianten Koordinaten X¢ durch die
Identitédten

Xi=¢ X', X=X’ X3=X? X,=¢X' (2.64)
hervorgehen. Thre Algebra wird bestimmt durch die Relationen

XX, = XX, (2.65)
X3X1 = ¢X1Xs,

XuX3 = ¢X3Xy,

Xy Xy = qXoXy,

Xo X3 = X3Xo,

XXy, = XX+ 2XX;5.

Durch Vergleich mit (2.41) lasst sich wieder feststellen, dass sdmtliche Rela-

tionen fiir die kovarianten Koordinaten aus jenen der kontravarianten Koor-
dinaten durch eine einfache Ersetzung hervorgehen, namlich

X' = Xy bzw. 2" =y, (2.66)

wobei natiirlich . =1,...,4und i/ =5 — 1.

2.3 Minkowski-Raum

Nach der Behandlung der g-deformierten Euklidischen Rdume in drei und
vier Dimensionen wollen wir uns dem g-deformierten Minkowski-Raum [38],
[39], [40]® zuwenden, der aus physikalischer Sicht besonders interessant ist.
Dieser wird von den vier Koordinaten X°, X*, X3 und X ~aufgespannt, die
den folgenden Relationen geniigen [42], [34]:

X'UXO = XOXM? M= {07+7_73}5 (267)
X X3 —?X3X™ = —gAX"X",
X3X+_q2X+X3 — —q)\XOX+,
X XtT-XTX" = MX*X®-X°X?).

3Eine etwas andere Version des q-deformierten Minkowski-Raumes findet sich in [41].



2. Sternprodukte 33

Dabei lisst sich das in der Algebra zentrale Element X° als Zeitkoordinate
interpretieren. Bei vielen Rechnungen erweist es sich als zweckméfig, anstelle
der drei Raumkoordinaten X+, X3 und X~ eine reine Lichtkegelbasis zu
verwenden, indem man die Koordinate X3 durch

X300 = x3 — X° (2.68)

ersetzt und statt dessen von den Relationen

XrxX® = X°x¢ u={0,+,—,3/0}, (2.69)
X:I:X3/0 — q:F2X3/0X:I:’
X-Xt—XTX™ = MNX¥OX3/0 4 xO0x3/0)

ausgeht.

Der Algebra-Isomorphismus W zwischen der kommutativen Koordina-
tenalgebra und dem g-deformierten Minkowski-Raum ist eindeutig festgelegt
durch die Vereinbarung

W (&) ()™ (@) (o)) (2:70)
= (X0 Xy (X

Fiir die Berechung des Sternproduktes ist es wieder sinnvoll, zuerst die Aus-
driicke der Form (X?3/0)s/o(X+)m+ (X )= (X3/0)ms/0 ynd (X )" (X+)™+
in Normalordnung umzuschreiben. In den ersten beiden Féillen erhélt man
ohne Probleme einfache Ergebnisse, ndmlich

3/0\n3s0( YHYM+ —  42n3z0m4 Y+ M4 ( Y 3/0\n3/0
(XF/E)ero(XT) q (XT) ™ (XR)mere, (2.71)
(X—)n_ (X3/0)m3/0 — q2m3/0n_ (X3/0)m3/0(X—)n_'

Um das Monom (X ~)"-(X*)™+ in die durch (2.70) festgelegte Normalord-
nung zu bringen, kann man analog zu den vorangehenden Abschnitten einen
Ansatz versuchen, der dann fiir die unbekannten Koeffizienten auf eine Re-
kursionsrelation fiihrt. Dieser Weg erweist sich aber als nicht besonders ge-
eignet, um das Sternprodukt in Operatorform auszudriicken [33], weshalb wir
an dieser Stelle ein anderes Vorgehen bevorzugen.

Die Normalordnung des Monoms (X 7)™~ (X*)™+ gelingt ndmlich verhélt-
nisméfig leicht, wenn man die Algebra des g-Minkowski-Raumes mit der
Algebra U,(sly) [43], [44] in Verbindung bringt. Letztere wird von den vier
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Generatoren E, F, K, K~ ! aufgespannt, welche ihrerseits den Relationen

KK'! = KK, (2.72)
KE = ¢’FK,
KF = ¢ *FK,
EF-FE = XY K-K1
geniigen. Definieren wir weiterhin die Operatoren
Lt = ¢3[2]\2E, (2.73)
L~ = —¢’[2]"'°KF,
L’ = ¢ 2] Y(¢FE ~q 'EF),
W = K+ ¢\,

so findet man, dass diese eine echte Unteralgebra von U,(sls) bilden und
dabei den folgenden Relationen geniigen [28]:

LW = LW, Aec{+,3,-}, (2.74)
LT — L = —¢*WLT,
LI -@L*L = —q¢*WL,
L LY —LY'L = —¢*wL?+ L2313

Allerdings ist zu beriicksichtigen, dass die Generatoren W, L*, L~ und L?
nicht unabhéingig voneinander sind, da sie zusétzlich zu den Relationen (2.74)
noch die Identitdt [45]

W? — ¢SN(LPL? —qL"L™ —q¢'L"LT) =1 (2.75)
erfiillen. Durch Anwendung der Ersetzungen

LA — X4 Ae{+, -3}, (2.76)
W — ¢AXY,
1 — ¢\,
erhalten wir aus den Vertauschungsrelationen (2.74) wieder die Relationen

(2.67) des g-deformierten Minkowski-Raumes zuriick. Auflerdem geht die
Identitdt (2.75) in den Ausdruck fiir die Viererlénge iiber, nimlich

2= XX - X3X3 4 gXtX™ +¢ XX, (2.77)
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Mit diesen Identifikationen lassen sich nun Identitdten, die in der Algebra
U,(sly) gelten, in solche des g-deformierten Minkowski-Raumes tiberfiihren.
So gilt nach [26] fiir beliebige Potenzen von F' und E die Vertauschungsrela-
tion

F'E™ = E™F" (2.78)

min{n,m} [n] ! [m] |

+ ; N G = it =1

. pin,m(K’ K—l) Em_iF”_i,

wobei
i-1

PrMA,B) =[] (" ™A —q ™™ IB). (2.79)
j=0
Diese Formel kann unter Verwendung der in (2.73) definierten Generatoren
sowie des durch (2.76) beschriebenen Algebra-Isomorphismuses umgeschrie-
ben werden in die Identitét

(XX = @) (2:80)
ANl g
i, (=50 =

. pin,m(XS/O, fQ) (X+)m—i(X—)n—i

Y

wobei A\, = g+¢~!. Um diesen Ausdruck in die vorgegebene Normalordnung
tiberfiihren zu kénnen, miissen wir weiterhin das Produkt P*™ ausmultipli-
zieren. Da die Argumente von P/""™ vertauschen, gelingt dies relativ einfach
unter Verwendung der g-deformierten Version des Binomialtheorems [46].
Wir erhalten dann als Ergebnis

n,m N, (12 ) (t)—(mm)(2hi) [1]! ik vk
P™(A,B)=) ¢ 7%]![1._“!(14) (=B)* (2.81)
k=0

und konnen somit schreiben

Prm(X0 72) (X )M ) (2.82)
: e o [d]!
_ (—l)kq(l/% k)(i—1)+2i(m—1) -
kz_; [k]'[¢ — k]!

. (qi—ZkX+)m—i(X3/0)2(i—k) ka(qi_QkX_)n_i,
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Die vollstdndige Normalordnung dieses Terms beschrénkt sich damit auf
(X3/0)772k Man kann sich aber leicht iiberlegen, dass fiir diesen Ausdruck
gilt
WH(XP/0)72E)) (2.83)
= WXL
— (3:3/0 2n+)]W (AQk)
mit
W (#%) (2.84)
— Z ([a,q—l (x3/0q2ﬁ+)]j1b1—j1) o ([CL . ($3/0q2n+)]jkb1_jk) ’

Jiye-sJk=0

wobei wir als Abkiirzungen verwendet haben

W) = ag1(2¥°) + 0, (2.85)
ag(#*°) = = (@*°) = (1+ ¢*)a°2*°,
b = ztx .

Einfache kombinatorische Uberlegungen fijhren dann zu den Umformungen

WL(#2F) (2.86)
1 k .
k . . Ji
= Y E (a;li (2%/0g? Zo=il1- a»))
jla »Jk=0 =1

— va Icv 33 .733/0)
mit
(Sqk(a®,z°) (2.87)

1, fallsv =%
S S S T g (qP120), falls 0 < v < k.

]k'uO

Fiigen wir nun die Ergebnisse von (2.83) bis (2.87) zusammen, so erhalten
wir den Ausdruck

WH((XP/0)77%F)) (2.88)

= (@)%Y (69N " 27)"(Spral(a’, 2¥°).

v=0
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Aus den Formeln (2.71), (2.80), (2.82) und (2.88) konnen wir jetzt fiir das
Sternprodukt den Operatorausdruck

f * g (2.89)
( ) @) q(2ﬁs—m+z‘)ﬁ’++(2ﬁ;—ﬁ;+i)ﬁ,
o ,ukl [lle!
( Z)xOxJ’xO]kx_)
(P57) (@07, 1. )
r —T
ableiten, wobei
(Bg)k.i(z) (2.90)
— W—l(qj2+k(X3/o)2j(_f2)k)
k
= (_1)kqj2+k($3/0)2j Z )\ﬂ’_(q‘ljx*x*)p (Sq)k,p(xo, :1:3/0).
p=0

Wie in den beiden vorangegangenen Kapiteln lassen sich mit dieser For-
mel wieder leicht die Relationen finden, welche bei der Einfiihrung inverser
Elemente zusétzlich zu beriicksichtigen sind. In bekannter Weise definieren
wir

W (@)™ =X*"", pe{0,+,—,3/0}. (2.91)

Damit gilt natiirlich
XHXM) = (X)X =1, pe{0,+,—,3/0}. (2.92)

Die verbleibenden Vertauschungsrelationen zwischen Koordinaten und inver-
sen Elementen lauten nun

XXM = (X9)TIXY, e {0,+,—,3/0}, (2.93)
(XS/O)—le: — q:FZXj:(X3/O)—1
(X:I:)—IX?)/O — q:|:2X3/0(X:|:)—1
XO(X7) T = (X)X g PA(X) g X0 4 X)X,
(X—)—1X+ — X+(X—)—1 _ q_QAX3/0(q_2X3/O —I—XO)(X_)_2.
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Fiir die Relationen, welche die inversen Elemente untereinander erfiillen, fin-
det man schliellich

(X0) 7 (X!
(X3/0)71(Xi)71

X = YO ([ 1])

XM~ 1 X9 we{0,+,—,3/0}, (2.94)
+2 (Xj:) I(XS/O)

—~

)

1=0
i k
Z z(z—|—2k |: N :| Z(qzlg)\_'_)p
Jjt+k=i 4% p=0

. (X+)p—(z'+1)(X3/0)2j (Sq)k,p(XO, X3/°)(X‘)P‘(i+1).

Aus der Konjugation der Koordinaten des Minkowski-Raumes, die gege-
ben ist durch [34]

X0=X0 X30=x3 X+t=—gX, X =—-¢'X", (2.95)

konnen wir wieder eine Konjugation der inversen Elemente ableiten, so dass
gilt

(Xm) 1= (XK, pe{0,+,—,3/0}. (2.96)
Dies bedeutet in expliziter Form
(X0~ = (X, (2.97)
(XM = (x¥0)!
07 = —7(x )

Andern wir die Normalordnung nun in der Weise ab, dass der Algebra-
Isomorphismus definiert wird durch

W (@) (@)™ (2*/)sro (7)) (2.98)
= (X)) (X0 ()

so findet man jetzt fiir den allgemeinen Ausdruck des Sternproduktes

f*g (2.99)
_ N (z) — (203 —fy+ )P —(2Mg—A_+i)is
N Z( A+) Zuk]q 'uanq A o |

. ((D;—z)if> (.'Eo,x+,$3/0,qk_j$_)

((D)'g) (@@, @, @),
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Die Transformationsformel, die den Ubergang zwischen den beiden Sternpro-
duktformeln (2.89) und (2.99) beschreibt, ldsst sich jetzt darstellen als

+ & F

fxg X frg, (2.100)
womit wieder folgender Ubergang symbolisiert werden soll:
Dy — DI, fz——nz, ¢ =gt (2.101)

Weiterhin konnen diese Sternproduktformeln (2.89) und (2.99) benutzt
werden, um Umordnungsoperatoren zu berechnen, ndmlich

Utf (2.102)
= ;( ) 2 T ]qu[’[ﬂj(ﬁl)ﬂ 2R Ao+ (Ag+ 1) (203+i)+ 203

((DEDZ)f) (0,6t 2%, g 4a),

Uf | (2.103)
= 2 (50) e e

2

- ((D;_QD;_QW) (%, ¢t 2%, " ),

wobei f wieder eine Funktion bezeichnet, die zum Algebra-Isomorphismus
W korrespondiert, wihrend f sich entsprechend auf die zu W gehorende
Normalordnung bezieht. Und fiir das implizite Sternprodukt haben wir die
Formeln

Mg (f (2, ) (2.104)
= @ (2R3 +h_ +i)A!, +(2AL 47! + i)
= T4 + 3Ty
> (%) X i
' (DED'E)Z F@Fa™, g a) ,
q q J}I—)l‘

Mz (f(2,2) (2.105)
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- - A\ (Byg=1)r,(z) —(2Rg+ At i)AL — (2RG AL+ i)y
N Z<_K> 2 [[k]]qﬂ?[[j]]qfﬂq( o |

i=0 k+j=i

(DpDf) Fld It )|

T —T

Fiir die kovarianten Koordinaten X;, die mit den kontravarianten Koor-
dinaten X* durch die Identitéiten

XO = XO; X3/0 = X3/0’ X-I— = _qX_a - = _q_1X+ (2106)
verbunden sind, gelten die Vertauschungsrelationen

Xp,XO = XOXua M € {0a+a_a3/0}’ (2107)
X:l:XB/O = qi2X3/0Xi,
X_|_X_ - X_X_|_ = )\ (X3/0X3/0 + X()Xg/o) .
Durch Vergleich mit den Relationen (2.69) findet man wieder, dass die

Relationen fiir die kovarianten Koordinaten aus jenen der kontravarianten
Koordinaten durch die Ersetzungen

X*E = Xe, XO= Xp, X¥' o Xy (2.108)

bzw.
T = T3, 20— x0, 230 — T3/0 (2.109)

hervorgehen.
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Kapitel 3

Operatordarstellungen

Im vorhergehenden Kapitel hatten wir gesehen, dass die Einfiihrung nicht-
kommutativer Koordinaten zu einem neuen Produkt zwischen kommutati-
ven Funktionen fithren kann, das als Sternprodukt bezeichnet wird. Fiir die
nichtkommutativen Quantenraumalgebren lassen sich aber auch sogenann-
te kovariante Differentialkalkiile konstruieren [15], [47]. Diese vermitteln auf
den nichtkommutativen Koordinatenalgebren 4, eine Wirkung. Das Gleiche
leisten auch die Hopf-Duale [48] der Quantengruppen, die sogenannten Quan-
tenalgebren, die g-Deformationen der Einhiillenden von Lie-Algebren darstel-
len. Allgemein induziert nun jede Wirkung einer Algebra H auf der nicht-
kommutativen Algebra A, mittels des Algebren-Isomorphismuses W auch
eine Wirkung von # auf der korrespondierenden kommutativen Algebra A,
indem wir vereinbaren

W(he f)=heW(f), heH, feA (3.1)

Im Folgenden wollen wir nun fiir die von uns betrachteten Quantenrdume
die Darstellungen ihrer kovarianten Differentialkalkiile auf den zugehérigen
kommutativen Koordinatenalgebren bestimmen [49], [50]. Als Ergebnis dieser
Berechnungen werden wir feststellen, dass die Darstellungen der partiellen
Ableitungen gemé&f

oM f = (0" flo+ > _ XN f): (3.2)
>0
in einen klassischen Beitrag sowie einen Anteil, der aus Korrekturen in Po-

tenzen von X besteht, zerfallen. Wihrend die Korrekturterme (84 f); im klas-
sischen Limes ¢ = 1 verschwinden, geht der Beitrag (04 f), fiir diesen Fall in
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die gewohnlichen Ableitungen iiber. Die Bedeutung der Korrekurterme wird
deutlich, wenn man beachtet, dass die partiellen Ableitungen Raum- bzw.
Zeitverschiebungen generieren. Sie bewirken némlich, dass Verschiebungen
in einer bestimmten Richtung auch von Verdnderungen in anderen Rich-
tungen begleitet werden. Nichtkommutative Rdume verhalten sich also wie
Festkorper, in denen die Nichtkommutativitit wie bei einem Gitter auf einer
Verkopplung der einzelnen Freiheitsgrade beruht. Bemerkenswert ist auch,
dass bei den Euklidischen Rdumen die Korrekturterme héchstens von zwei-
ter Ordnung in A sind, wiahrend im Minkowski-Raum grundsetzlich fiir jede
Ordnung von A entsprechende Korrekturen existieren.

3.1 FEuklidischer Raum in drei Dimensionen

In [45] wurde gezeigt, wie sich auf dem dreidimensionalen g-deformierten
Euklidischen Raum partielle Ableitungen einfiihren lassen. Die dabei ange-
stellten Uberlegungen ergaben, dass die Vertauschungsrelationen zwischen
partiellen Ableitungen und rdumlichen Koordinaten die Form

0'XP = g"? + (RTHEFX 0P, A,B,C,De{3,+}, (3.3
annehmen, wobei R~! die inverse R-Matrix der Quantengruppe S0O,4(3) be-

zeichnet und ¢“4? die zugehorige Metrik. Explizit ausgeschrieben ergibt sich
dann

oFXt = XTo, (3.4)
0TX? = X307 — PAN . XT0°,

"X~ = —q+¢* X 0T =@ X3 + 3NN X T0,

PXt = F@X16, (3.5)
PX? = 14+¢°X%°0° — AN X107,

PX™ = X0 - X307,

0Xt = —¢g'+¢*' X0, (3.6)

0~X? = ¢#X3%0,
0X™ = X 0.
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Konjugiert man die Relationen (3.3) unter Beriicksichtigung der Identitéiten
[34]

F=—gd, P=, 0 =—q' (3.7)
so folgt
0*XP = —¢ %" + (R)EJXCO", A,B,C,De{3,+}, (338)
oder mit 9 = —¢%8* in expliziter Form
drxXt = XtoT, (3.9)
dtx? = q*2X36A+,
"X~ = —q+q¢X 0",
PXT = ¢ 2X10° + ¢ AN X3, (3.10)
PXP = 1+4¢2X3P + ¢ AN X0,
FPX- = q_2X_(§3,
O Xt = —¢ ¢t XM +¢ PN X3P + ¢ AN X9, (3.11)
O X% = ¢ 2X%0 +q AN X &,
X" = X 0.

Die Quantenalgebra U, (sus) des g-deformierten Euklidischen Raumes mit
drei Dimensionen wird von den drei Generatoren L*, L~ und 7'/ aufge-
spannt. Diese Algebra kann mit einer g-deformierten Version der dreidimen-
sionalen Drehimpulsalgebra in Verbindung gebracht werden. Fiir die Vertau-
schungsrelationen zwischen ihren Generatoren und den rdumlichen Koordi-
naten gilt nach [34]*

LtXt = X*tL*, (3.12)
LTX® = X3Lt —gXtre,
LtYX™ = XLt — X% 3,
L' Xt = X'L + X% 2, (3.13)

L™X® = X’L™+¢7'X 17,

!Man beachte, dass im Vergleich zu [34] die Normierung der Generatoren L* gesindert
wurde.
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L X~ = XL,
TIXE = ¢BXE (3.14)
TEX3 = X3r7a,
Multipliziert man diese Relationen in geeigneter Weise mit den inversen Ko-

ordinaten, gewinnt man leicht die Vertauschungsrelationen zwischen den Ge-
neratoren der U,(suy) und den inversen Elementen (X ~')%,

L+(X+) L= (X)L, (3.15)
LHX) 7 = (X)L 4 XX 2
LX) = (X0)L g () P
( ) 1 _ (Xf)flLf’ (316)
LX) = (X°)7'LT = ¢ (X°)?X e,
(X+) 1 _ (X+) 17 - —4(X+) 2X3T_5,
T %(Xi) b= quQ(Xi)ilTi%’ (3.17)
(XY = (X%

Diese Relationen erweisen sich als invariant unter Konjugation, falls man fiir
die Quantenalgebra U,(sus) eine Realitdtsstruktur [34] mit

LF = —¢*'L*, - 12=771 (3.18)

wéihlt und fiir die Koordinaten bzw. ihre Inversen die aus Kapitel 2.1 be-
kannte Konjugation benutzt.

Die Quantenalgebra U, (sus) ist aulerdem eine Hopfalgebra, weshalb auch
eine Hopfstruktur existiert, die sich nach [45] und [28] wie folgt angeben lésst:

A(LF) = Li®7—%+1®Li, (3.19)
A(T%) = 72 ®T%

S(L*) = —L*r3, (3.20)
S(’T%) = 7'_%,
e(L*) = 0, (3.21)

e(r?) = 1.
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Fiir die Ableitungen 07, 9~ und 0* kann man ebenfalls eine Hopfstruktur fin-
den?. Zur Berechnung des Coproduktes geht man zuniichst von einem Ansatz
der Form

AP =0®@1+0520° (3.22)
aus und bestimmt die Operatoren Og derart, dass mit diesem Coprodukt gilt
X" = (84> X)), (3.23)

also die Vertauschungsrelationen (3.4)-(3.6) erhalten werden®. Fiir die Ablei-
tung 0~ , welche die einfachsten Vertauschungsrelationen mit den Koordina-
ten erfiillt, findet man dann ohne Miihe

AP ) =0 ®1+AT @0, (3.24)
wobei wir einen sogenannten Skalierungsoperator A mit
AXHH = (XA, A={+,3}, (3.25)
AOY = ¢ 194N,
AL* = L*A,
ArEr = A

eingefiihrt haben. Der Skalierungsoperator vertauscht also mit jedem Element
der Quantenalgebra. Er ist auflerdem unitiar wegen

A=A (3.26)

und besitzt eine Hopfstruktur mit

A(A) = AQA, (3.27)
S(A) = AT,
e(A) = 1.

Aus (3.24) lassen sich dann die anderen Coprodukte leicht berechnen, indem
man ausnutzt
AP = AL o) =AL")>A0), (3.28)
A(O7) = A(gL™>0%) = A(qL™) > A(07).

2Genauer gesagt bildet die Algebra der partiellen Ableitungen eine verzopfte Hopfalge-
bra, deren Bosonisierung eine gewshnliche Hopfalgebra liefert. Niheres hierzu siehe in [27].

3Wir verwenden an dieser Stelle zur Bezeichnung des Coproduktes die sogenannte
Sweedler Notation .
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Diese Rechnungen fiihren zu dem Ergebnis
A@) = 7 R1+AT2@0, (3.29)
A@) = PR1+A2@P + A A LTR,
A@Y) = 0T @1+A272 @9 + AN AT LT ® 8P
+ PN AT (L) R 0.
Die Coeins der Ableitungen folgt sofort aus der Identitét
(@) =0v1=0, A={+,3}. (3.30)

Fiir die Berechnung der Antipode nutzt man die Relation

aus und erhalt auf diese Weise
S@O7) = —A"2r207, (3.32)
S@) = —A 2P+ PANA ITILTD
S(OF) = —AT2720F 4+ QAN ATILTE — ¢ NN AT (L)%

Entsprechend ldsst sich mit der Identit
e(0") = 0,57 (9

sofort die Inverse der Antipode bestimmen, ndmlich

S 97) = —0 AT, (3.33)
STHOP) = —0°A 2+ AN0 A aTeLY,
STHOY) = —0FATITTE 4 g IANOPATILY + A2N T A T (L),

Fiihrt man die gleichen Uberlegungen nun mit den konjugierten Ableitungen
durch, d.h. geht man anstelle von (3.3) von den Relationen (3.8) aus, so
erhéilt man eine andere Hopfstruktur, nidmlich

A@T) = 0" @1+A 2r @07, (3.34)
A@) = PR1+A 2@+ M AL ®35,
A7) = 0 ®1+A T 3R0 +q¢ 'AA T L R0
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+¢ 2NN iz (L) @O,

S(@t) = —Arr2d, (3.35)
5(8%) —ATP + g AN AT LT

S(@7) = —AIrTTI0 4 ¢ IANATLTE — AN ATTE(L)20T,
STY DY) = —8 Azre, (3.36)
STHE) = —FAT —INFTAITILT,
STHOT) = —0 AT 4+ gANLOPATLT + AN\, 0T ATTE (L),

e(0%) = (8 =¢(d) =0. (3.37)

Die Linkswirkungen der Ableitungen auf normalgeordnete Monome lassen
sich nun berechnen, indem man die partiellen Ableitungen unter wiederholter
Anwendung der Relationen (3.4)-(3.6) von der linken Seite des Monoms nach
rechts vollstdndig durchtauscht. Da fiir die triviale Darstellung

'vk=e(@k=0 keC, (3.38)

gilt, tragen zur Darstellung nur die Terme bei, die nach dem vollstéindigen
Durchtauschen keine Ableitung mehr enthalten. Fiir 0~ gilt beispielsweise

OTXM = =g Il (X (X7, (339)
a—(X3)n3 — q2n,(X3)n38—’
o (X)) = (X))o

Aus diesen Identititen folgt sofort
0 > (XF)™(X°)™(X )" = —q [ ]gs (X)™ HXP)™ (X )" (3.40)

Mit dieser Methode lassen sich auch die Linkswirkungen der iibrigen partiel-
len Ableitungen auf normalgeordnete Monome berechnen. Mit der Relation
(3.1) kann man dann sofort die Darstellung der Ableitungen auf der kommu-
tativen Funktionenalgebra ablesen, ndmlich

o >f = —q’lD(;Zf, (3.41)

83 > f = DSZf(q2x+):

o' f = —qD;lf(qzx?’) — q)\x+(D22)2f,
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wobei diesen Darstellungen die durch (2.6) gegebene Normalordnung zugrun-
de liegt. Da kontravariante und kovariante Ableitungen gemaf

0, =—q0~, 03=0°, O0_=—q'oF (3.42)
zusammenhingen, konnen wir ebenso schreiben
o, >f = D;f, (3.43)
O3> f = Dpf(q’s™h),
O_>f = Duf(¢*a®) + ™ (D)’ f.

Auf die gleiche Weise lassen sich die Darstellungen der Generatoren L™, L™

und 7%/2 sowie die der Skalierungsoperatoren A*/? ermitteln,
Ltsf = —q2x3(D;lf)(q’2x’) — qx+(Dg’2f)(q’2m’), (3.44)
L™>f = 2*(DLf)q%x7) + ¢ "2~ (Daf)(g"x7),
e f o= fgPat, ),
Ao f o= f(gPat, ¢ ¢,

Vergleicht man nun die explizite Form der Relationen (3.3) mit jener
der Relationen (3.8), so erkennt man, dass diese durch folgende Ersetzungen
ineinander iibergehen:

g—qt, 9F =, B -, Xt XTF (3.45)

Diese Symmetrie erlaubt es, einfache Transformationsregeln zwischen den
Darstellungen von 84 und 0# anzugeben, und zwar in der Form

o> f i?—? ¥ 6 f, (3.46)
P f ji:—l?f 5.
Dies soll wieder symbolisieren, dass beziiglich der Normalordnung (2.27), fiir
die auB3derdem gilt
W(hE f) =h>W(f), heH, f€A, (3.47)

die Darstellungen der konjugierten Ableitungen aus den Darstellungen (3.41)
durch die Ersetzungen

D;E — D;F_a, nt — —aF, ot -2, ¢ - ¢
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hervorgehen. Wollen wir noch die Darstellungen auf eine einheitliche Nor-
malordnung beziehen, so kénnen wir dies mit den Operatoren U und U !
aus Kapitel 2.1 tun, da gilt

A

o (UNf) = U Y945 f), (3.48)
HeUf) = UO > f).

Alle bisher betrachteten Darstellungen wurden in der Weise gewonnen,
dass die darzustellenden Generatoren von der linken Seite eines normalgeord-
neten Monoms nach rechts durchgetauscht wurden. Die so erhaltenen Dar-
stellungen konnen daher als Linksdarstellungen bezeichnet werden. Tauscht
man jedoch die Generatoren von der rechten Seite eines normalgeordneten
Monoms nach links durch, so entstehen Rechtsdarstellungen. Aus der soge-
nannten Unitaritdtsbedingung [35], [36]

oAb f = f<dA, (3.49)
fadA = 9Apf

folgt allerdings, dass unter Konjugation Linksdarstellungen in Rechstdarstel-
lungen iibergehen und umgekehrt. Um dies zu demonstrieren, wenden wir die
obige Formel auf die Identitét (3.40) an und erhalten

(A=) ()™ (XH)™ 907 = —¢ 7 [na ] (X )" (X3)™ (XF)™. (3.50)

Mit der durch (2.24) festgelegten Konjugation der Koordinaten und unter
Beriicksichtigung der Konjugationseigenschaften (3.7) und (3.18) folgt wei-
terhin

(X (X)X )™ 90" = =g H[ngJlgs (X)) (XP)™ (X )™ (3.51)

Daraus liest man nun ab, dass die Rechtsdarstellung von 0% aus der Links-
darstellung von 0~ hervorgeht, falls man erstere den Ersetzungen

ot — 2%, Dg— D}, A" —af (3.52)

unterwirft. Fiihrt man diese Uberlegungen auch fiir die anderen Darstellun-
gen durch, so gelangt man schlieflich zu den folgenden einfachen Transfor-
mationsregeln:

faL* &5 L[Foy, (3.53)
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faor &5 v,
fag® & s,
fad* &5 o7,
18 & Pt

Diese Regeln symbolisieren, dass mittels der Ersetzungen (3.52) die expli-
ziten Ausdriicke links und rechts des Doppelpfeils ineinander iiberfiihrbar
sind. Eine weitere Moglichkeit, Links- und Rechtsdarstellungen ineinander
iiberzufiihren, ergibt sich aus den Formeln [28]

fah = S Hh)>f, (3.54)
foh = S(h)<f,

mit denen man problemlos die folgenden Identititen herleiten kann:

farts = rFipy, (3.55)
faA*: = AFipf.
Kennt man nun die Darstellungen der partiellen Ableitungen, so kann man
aus den zugehorigen Coprodukten sofort Produktregeln gewinnen, da namlich
gilt
> (frg) = (68) > f)* (8(% > g), (3.56)
(f*xg)ad* = (aé) af) *(8(“}) ag).

Die angestellten Uberlegungen lassen sich nun in vielfiltiger Weise anwen-
den, etwa wenn es darum geht, Vertauschungsrelationen zwischen partiellen
Ableitungen und inversen Koordinaten zu bestimmen. So gilt beispielsweise
unter Ausnutzung der Hopfstruktur von 0~ und der Identitét (3.23)

O™ (XT) =07 p (X)) + (ASrTE (X)) THo (3.57)

Beriicksichtigen wir, dass die expliziten Ausdriicke fiir die Darstellungen der
partiellen Ableitungen und die Symmetriegeneratoren auch fiir negative Po-
tenzen der Koordinaten gelten, so erhalten wir aus der obigen Formel sofort

o-(X ) t=(Xx")"to. (3.58)
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Wenn wir nun diese Uberlegungen auf alle Kombinationen von partiellen
Ableitungen und inversen Koordinaten anwenden, finden wir schliefilich die
folgenden Relationen:

or(xXhH) !t = (X)) lot, (3.59)
ON(XP) T = g AMXT(X) TP g (X oY

+gT A X (X))

+q (@M P
O = () (X))o

+ g\ gt X3 (X )20

— g XT(X ) %0

+q A (¢ + ¢ 7)(XP)A(X ) Po,

P = (XTI, (3.60)
83(X3)71 — 1+q72(X3)7183+q—3)\A+X+(X3)7283’
P(XT)T = X)X (X)),

(X)) = (X)X, (3.61)

(X = XY

(X))t = (X7)ro.
Es ist vielleicht einsehbar, dass die Bestimmung dieser Relationen auf tra-
ditionelle Weise, also durch Wahl geeigneter Ansitze und Lésen von Kon-
sistenzbedingungen angesichts der Komplexitét dieser Ausdriicke vergleichs-
weise mithsam wire. Fiihrt man diese Berechnung fiir die konjugierten Ab-

leitungen durch, so erhilt man Relationen, die aus den obigen wieder durch
die Ersetzungen

¢ = ¢, X XF, 0f 507, 00— (3.62)

hervorgehen.

3.2 Euklidischer Raum in vier Dimensionen

Im Fall des g-deformierten Euklidischen Raumes mit vier Dimensionen ist das
Vorgehen wieder analog zum dreidimensionalen Fall. Daher kénnen wir uns
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auch darauf beschrénken, lediglich die entsprechenden Resultate anzugeben.
Die Vertauschungsrelationen zwischen partiellen Ableitungen und Koordina-
ten sind gegeben durch

XTI =g 4+ q(RYIXFD, i,k 1=1,...,4, (3.63)

wobei R die R-Matrix von SO,(4) und ¢¥ die Metrik des vierdimensionalen
g-deformierten Euklidischen Raumes bezeichnet. Explizit ergibt sich daraus

o'X' = X'9', (3.64)
alXQ — QX281,

81X3 — qX?)al

81X4 — q—l + q2X4al’

X! = ¢X'0* — ¢\ X9, (3.65)
PX? = X?9?

82X3 — 1+q2X382+q2)\X481,

82X4 — QX432,

PX' = ¢X'0® - gAX30", (3.66)
83X2 — 1+q2X283+q2/\X481,
63X3 — X3a3’

83X4 — QX483,

84X1 — q+q2X184+q2)\(X283+X382+/\X481), (367)
*X? = ¢X*0' — gAX'P,

X3 = ¢X30' - A X"0?,

o*X*t = X*'oh

Entsprechend gelten fiir die konjugierten Ableitungen 04 die Relationen

X = —q g7 + ¢ Y (R)IX*D, ikl =1,...,4, (3.68)
was sich mit §' = —q45i in expliziter Form schreiben 148t als
X' = X', (3.69)

31X2 — q—lXQél_'_q—l)\XléZ’
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5lx3 — q—1X3(§1 +q_1AX133,
aAlXél — q71+q72X48Al_quA(X28A3+X332_/\XlaA4)’
PX! ¢ X, (3.70)
éQXQ — X?éQ’
?XP = 14¢2X% — ¢ 2AX1D",
32X4 — q—1X4aAQ +q_1AX2(§4,
PX! X', (3.71)
33X2 1 +q_2X233 _q—2)\X18A4’
33X3 — X3(§3,
Bxt — q—1X4(§3 +q_1AX3é4,
I X = ¢+ ¢ XY, (3.72)
54X2 — q—1X28A4,
54X3 — q71X3aA4’
Xt = X494

Zum vierdimensionalen g-deformierten Euklidischen Raum gehért wieder
eine Quantenalgebra, die mit U,(so4) bezeichnet und von den Generatoren
L¥, K; i = 1,2 aufgespannt wird [37]. Diese vertauschen mit den Koordina-
ten mittels der Relationen

Ly X!
L X?
Lixs3
L x*

Ly X!
Ly X?
LiXx?
Lix*

L X*
Ly X?

¢X'LT — ¢ 'X?, (3.73)
¢ ' XL,

gX°Lf +¢ XY,

¢ ' XL,

gX'Li —q7 X3, (3.74)
¢X°L3 +q X",

¢ X°L3,

q 'X'LF,

gX'Ly, (3.75)
q_lXZLl_ - lea
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Ly X3
Ly X*

Ly X!
L; X?
L, X?
Ly X*

K x!
K, X?
K. X3
K, x*

Ky X!
K, X?
K, X?
K, Xx*

= ¢X°L7,
= ¢ 'X'L; +¢X°,

= qileKQ:
= q_1X2K27
= qX3K27
= ¢X'K,.

(3.76)

(3.77)

(3.78)

Wie im dreidimensionalen Fall lassen sich aus diesen Relationen durch Mul-
tiplikation mit den inversen Koordinaten wieder die Vertauschungsrelationen
zwischen den Generatoren der U,(sos4) und den inversen Koordinaten finden,

namlich

i

h
[ R

~

~

SIS

~

55
=

g (X)L + ¢ (X)X,
q(X?) 'L,
¢ (XYL - g (X)X
q(XH7'LT,

¢(X*) LT +¢°0(X?) 72,

(3.79)

(3.80)

(3.81)
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Ly(X*™ = ¢'(X*)7'Ly,
Ly(XH ™ = q(XH) L - XX 72
L, (Xl)’1 = Xl)’lL;, (3.82)
Ly (X*)™" = X)Ly,
L;(Xg)_l —1L2— +q3X1(X )—2’
Ly(xH™! 'L, — ¢ XP(XY) 2,
Kl(Xl)il Q(Xl)ilKl, (383)
Kl(XQ)_l q_l(XQ)_lKl,
Ki(X%) ™' = ¢(X*)'Ky,
Kl(X4)_1 q_l(X4)_1K1,
KXY = ¢(XY) 'K, (3.84)
Ky(X?)™' = ¢(X?) 'Ky,
KQ(X?))fl — qfl(X?:)flKQ’
KQ(X4)_1 — q_l(X4)_1K2.
Mit der Konjugation
Lf = ¢72L7F, i=1,2, (3.85)

und der Realitétsstruktur (2.53) bzw. (2.55) fiir die Koordinatenalgebra ge-
hen diese Relationen in sich iiber. Die Hopfstruktur der Quantenalgebra

U,(s04) lautet jetzt

A(LF) =
A(K;) =

LF@l+ K '®Lf,
KZ®K27

—K;LF,
Kt

1.

i=1,2, (3.86)

(3.87)

(3.88)

Mit den fiir den dreidimensionalen Fall bereits erlduterten Methoden ermit-
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telt man fiir die Ableitungen wieder eine Hopfstruktur, und zwar

ABY = 0 @1+ MKIK;®d, (3.89)
A@) = PRL+AK K} ® 8
FQMKIKIL ©0,
A = Pol+MKIK*@d
FOMNKIKILE 00,
A@) = ' @1+AK K, ©
_PNMKPKILT LY ® 0"
C MK KL © 07
_QMNKRK, LY @ 8,

— _ATIK, K, 29, (3.90)
= _ATRKPK, (0% — ¢*ALTOY),
= —ATIK TR (0 - ?ALFOY),
= —APKIKF(O' + PALTOP + LF6?))
WA KIK]LYLEO

S10Y) = —9'AIK K, (3.91)
570 = —(0° - ' LHA KK, *,
ST = —(0° - M LHATK, K
ST = —(0'+ QAN@PLY + LA IKIKS
NN LILIKI K,
g(@") = (0% =¢(0®) =¢(8") =0, (3.92)

wobei wir wieder einen unitdren Skalierungsoperator A eingefiihrt haben mit

AX = ¢X'A, i=1,...,4, (3.93)
AD' = ¢ 20'A,
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ALF = LFA,
Ar¥: = rEaip
und der Hopfstruktur
A(A) = A®A, (3.94)

S(A) = A=A,
e(A) = 1.

In entsprechender Weise findet man fiir die Hopfstruktur der konjugierten
Ableitungen
. B U
AWBY) = 0'®1+A K, 2K, * ® ' (3.95)
— g 2NN KPK2LTL; ® O
11 A
— g MM TIKEIK) L ® 8
1 1 1 ~
A = PR1+A KK, ®0°
+¢IMMTKIK L © 0,
. E U S
A = Po1+A K, °K; @0
1 1 1 N
+¢ "MK} K LT ® 0,
A@YH = *'@1+A KK @,

SO = —ASKZIK} (D' +qNL7E + L;6%) (3.96)
NSRRI LT LS,

S@) = —ASKTKZ (9 — g 2Ly 8, (3.97)

S@) = —ASK; TG (@ — g PAL O,

SOY = —AKTK O

ST = —(8'+q ALy + 8Ly )AIK K (3.98)

g NBAL L KK,
ST = (8% — N Ly)ATK, K2,
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ST = —( — ¢ NLAIKEK, ®,
ST = —OAIKK,
e(8") = (8% =¢(d) =e(8") =0. (3.99)

Die Generatoren Lz?t, K; i =1,2, sowie der Skalierungsoperator A lassen
sich mittels ihrer Vertauschungsrelationen mit den Koordinaten wieder in
gewohnter Weise auf der Funktionenalgebra darstellen. Beziiglich der durch
(2.42) festgelegten Normalordnung ergeben sich dabei die Ausdriicke

Liof = o'Dhf(eet g e g 'a®) - 2 DLf(g 2, (3.100)
L2+>f = 4D22f(q.’17 »q l'r »q 11‘3) .T3D;2f(q711'1),
Livf = q2*Dysf(gz',q 2% qz°) — qz' D} > f(ga'),
L;Df = qT D 2f(q37 ,qx »q 11‘3) qxngfzf(qxl)a
Kiof = f(q'a' g2 q '2% q2*), (3.101)

K> f = f(g'a',q7 "%, q2°, qz"),
Afref o= f(g*'et,q*a?, gt gt e,

Ebenso findet man in der gleichen Normalordnung fiir die konjugierten Ab-
leitungen die Darstellungen

O'vf = q'Dif(qg'2?,¢7'2®) + ¢ A’ D}.D3 f,  (3.102)
32|>f — D3—2f( -1 1)
a/\sbf = Ds—zf(q x ),
8'vf = qDiof.
Da die Vertauschungsrelationen (3.64)-(3.67) aus den entsprechenden Re-

lationen fiir die konjugierten Ableitungen, ndmlich (3.69)-(3.72) durch die
Ersetzungen

O =9, s, ¢ =g, i'=5-—1i, (3.103)

hervorgehen, lassen sich wieder die folgenden Transformationsregeln angeben:

i — ’L’

I

Fef e e, i=1,...,4. (3.104)



3. Operatordarstellungen 59

Dies zeigt nun an, dass man aus den Darstellungen (3.102) der konjugierten
Ableitungen durch Anwendung der Ersetzungen

. . N N . ]
Dy = Dya, 7' — —0", ' — 2", gt — ¢t (3.105)

die Darstellungen der unkonjugierten Ableitungen erhilt, jetzt allerdings
beziiglich einer anderen, namlich der durch (2.42) festgelegten Normalord-
nung. Mdéchte man die Darstellungen auf eine einheitliche Normalordnung
umrechnen, so kénnen wir dies wieder mit den durch (2.60) und (2.61) defi-
nierten Operatoren U und U tun, da wie im dreidimensionalen Fall gilt

o (ULf) = UL&5)), (3.106)
O (Uf) U@ v f).

Aus den Unitaritdtsbedingungen

dof = fad, (3.107)
fad = 9vf

lassen sich mit den Konjugationseigenschaften
Xl=¢'X" X2=X3 X3=X? X*=¢X' (3.108)
ﬁ = _q_534: ﬁ = _q_433: ﬁ = _q_4é2a y = _q—3él,
Li=¢7L7, L7 =¢Lf, i=12

wieder die folgenden Regeln fiir den Ubergang von Links- zu Rechstdarstel-
lungen ableiten:

fag 124 sy, (3.109)
fad 24 glnf i=1,...4 i=5-—i

faLi 5 ¢ Lob (3.110)
FaLy 5 PLivf, i=1,2.

Damit soll angedeutet werden, dass die Ausdriicke fiir die Rechtsdarstellun-
gen durch die Ersetzungen

al -2, Dl.— Dl., W —nf (3.111)
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in jene fiir die Linksdarstellungen iibergehen. Mit den Identitéiten aus (3.54)
finden wie schliefflich noch die Beziehungen

faK, = (K) 'vf, i=1,2, (3.112)
faA*: = AFipf

3.3 Minkowski-Raum

Schliefilich soll wieder der aus physikalischer Sicht besonders interessante Fall
des g-deformierten Minkowski-Raumes behandelt werden. Die von den Eukli-
dischen Ridumen bekannten Uberlegungen lassen sich problemlos iibertragen,
wobei die Resultate allerdings oft eine verwickeltere Struktur aufweisen. Die
Vertauschungsrelationen zwischen partiellen Ableitungen und Koordinaten
konnen wieder geschrieben werden als [34]

X" = + g (RVXP07, pvpo€{0,3,£),  (3.113)

[oa

wobei 4 die Metrik und Ry; eine der beiden R-Matrizen des g-deformierten
Minkowski-Raumes bezeichnet [42]. Aus Griinden der Vereinfachung fiithren
wir anstelle von 9* und X? die Lichtkegelgrofen 0%/° = 9% — 3° und X3/0 =
X3 — X9 ein. In expliziter Form lauten dann die obigen Relationen

PPOX30 = x3093/0, (3.114)
POXT = X0 4 ¢ IAX3 09,

PPX? = 14¢72X°0° + AN XY 4 g PAX 0T,

83/0X_ — q—ZX—a?)/O,

ot X3 = ¢2X309t (3.115)

orXt = X+tot
OTX% = X309 — MT'X09T — MTIX YO,

otx- = _q+q—2X—a+ _q—l)\)\_—FlX3/083/O’
8_X3/0 — X3/08— 4 q_l)\X_83/0, (3116)
X" = —¢ '+ qTXTO + ¢ PAX PN X0t

+ q_2)\X383/0 + q—l)\)\_—’_lX?)/Oa?)/O’
"X = ¢2X%07 + ¢ 2NIX09 4+ ¢ IAX 0
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+ M1+ 2¢7H) X 0%,

X = X0,

X0 = 14 ¢72X%0° 4+ gTIAXTOT — MIX09Y (3.117)
Xt = ¢ 2XT +¢TIAXPT - MTIXY09T — ANTIX TR
°X? = X30" — MTIX090 — gTIANTIXTOT + g IX ot

4 q—Z)\)\;lX{-}aE&/O _ )\)\_T_IX3/083/0,
X~ = X+ ¢ A X0 - X0,
Und fiir die konjugierten Ableitungen gilt
a3 v __ 4 uv 2( D v o
XY = —q'n" + q¢"(Rr)hy X*0°, (3.118)
was in expliziter Form mit O = —q~*9* wieder ergibt

&0 x>0 X3/05%/°, (3.119)

FPOX~ = X 90— g\ X3,
53/0X3 = 14 q2X3é3/0 _ q2)\)\__'_1X3/Oé3/0 _ q2)\X+é_,
PFPIOXt = @X15%/°
X0 = @2x309, (3.120)
X = X0,
O X3 = XP07 + MIXY09 4 AIX 9O,
Xt = —q 4+ @XTO + PAIXP,
OTX30 = X309t — gAX+H, (3.121)
X~ = —q+@PX 07— PAXP8° + PA2X T
_ q2)\X38A3/0 _ Q/\)\_T_ng/OaA?)/O,
X = @#X3T — PNTX09T — A Xt
— A1+ 262 X,
Xt = Xt
X0 = 14 X300 — PAXTOT + ALXP/0H/0 (3.122)
X~ = X0 - gAX?07 + MIIX09 + AT XYY,
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PX® = X0+ MITXY + NI X O — N X O
—qQA)\;lX?’é?’/O n )\)\;1X3/0(§3/0’
Xt = X0 —@MTXTOY + AT X309
Die Quantenalgebra des g-deformierten Minkowski-Raumes ist bekannt-

lich die g-deformierte Lorentz-Algebra [39], [51], [52]. Die Vertauschungsre-
lationen zwischen Lorentz-Generatoren und Koordinaten lauten dabei [53]

TtX° = X', (3.123)
TTX™ = X TT+q 2A2X°

TtX+T = q_2X+T+,
T+x3/0 — X3/0T++q—%)éX+’

T X = X7, (3.124)
T-X~ = ¢X T,
1 1

T X" = ¢2X'T +¢2)2 X3,
T-X%° = X¥OT™ 4 ¢5A2 X,

X% = X3 (3.125)
7_3){':}: — q:F4X:|:7'3,

3x3/0 — x3/0.3

T°X*t = X717, (3.126)
T2X~ = ¢ X T?4q A X0,

T2X? = gX3T? — QA AXPOT? 4 g2 A2 X7,

T2X3/0 — q71X3/0T2

S'X~ = ¢X S, (3.127)
SIXt = q_lXJ’Sl—q_%)\;%X?’/OaQ,

1 1
S'X? = ¢ XS+ ¢ ATAXPOST — 2 AP X P
glx3/0 — qX3/051,

X" = ¢ 'X 7, (3.128)
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Axt = qX+7-1 _ qg)\;%)\QXs/oTz’
X3 = ¢ I3 g AN O q%/\;%/\QX’TQ,
X0 = X301
o’ Xt = ¢ 'X"To? (3.129)
o’X™ = ¢X o’ + q%)\;%)\QX:s/OSl,
02X? = gX%0% — ATIAXY002 1 g BN P AZX ST,
o2X3/0 = lx3/042
Es erweist sich als sehr miihsam, aus diesen Identitéten entsprechende Ver-
tauschungsrelationen mit den inversen Koordinaten abzuleiten. Wir wollen
daher dieses Problem vorerst zuriickstellen.

Zunichst ist wieder klar, dass die g-Lorentz-Algebra eine Hopfstruktur
hat, die sich wie folgt angeben 148t [39]:

AT = Per?, (3.130)

AT*) = T*@1+(r*): @ T%,

A(TY) = Tl +A28() r e T,

Alo®) = o*°®@0*+ /\2T2(T3)_% ® S,

AT = T*@7' + () 20 @ T?,

ASY) = S'@d?+()ir' @S,

S = — (), (3.131)
S(T%) —(r%) 2T,

S(T7) —¢* ()3T,

S(s") = ()28,

S(th) = o

S(o?) T,

e(®) = e(0?) =e(t') =1, (3.132)

e(T*) = e(T?) =¢(SY) =0.

Aus den Relationen (3.114)-(3.117) finden wir mit den bekannten Me-
thoden wieder eine Hopfstruktur fiir die partiellen Ableitungen, die mit den
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Lorentz-Generatoren geschrieben werden kann als

A(0%)

S(0°/°)
S(@")
S(@)

S—l (83/0)
S=1(61)
SH0)

PPR1+ A7 @5/°

— AR () T3S @ 0,
0" ®1+AF(r) 10 @8 — ¢IATIANIT2 @ %09,
@1+ A P @0 — ¢ FATAIS @ 8
—N2AF () TETS @ 0

Fa T - g s @ 0,

P R1+A 0208 — GAANITEP) 90
F@EAEAI () (T 0% + ¢SY) ® 9

—ATAR (T 4 g(r! - 0?)) ® 6P,

(3.133)

—A 252030 — q*%)\i)\/\—%slaﬂ (3.134)
CATE(r)E0 — gRATEANBT(r%) 3000,
AR 1o — I AAE(rY) 15190

+ q*QAQA*%(T3)*%SlT’8+

LTI (E) 02T — P51,

—ATEE0 — BN IAATET0"

+q DTN (AT +¢8)0*

FATATH (g0 = ) + XTI,

—OMOA 02 — A2 NOTAESY,

1 1 1 -1 1 1
_8+A_§7'1(7'3)5 — q_5A+2)\a3/OA_5T2(T3)§
0 AR () E = g TN SN
+ A2 AT SN (r%) T
L ATIAPOA (T o — 15 (),
—PAE T - gAAT T AT
+gFANTATH (P T + S

(3.135)

N=
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FALIP N2 (g0 — ) + A2TPTT),
e(8%) = (@) =¢(07) =¢(8°) =0, (3.136)
wobei der unitéire Skalierungsoperator A nun bestimmt ist durch

AX* = ¢ 2XFA, pe{+£,3,3/0), (3.137)
AO* = ¢O"A.

Auflerdem vertauscht A mit allen Lorentz-Generatoren und besitzt in iiblicher
Weise eine Hopfstruktur der Form

A(A) = A®A, (3.138)
S(A) = A=A,
e(A) = 1.

In entsprechender Weise leitet man aus den Relationen (3.119)-(3.122) die
Hopfstruktur fiir die konjugierten Ableitungen ab und findet

A@) = @1+ A () 20 @ 0 (3.139)

AN 96

A@) = 0 @1+ATI @8 — @A FATH () IS @ 8,

AT = 0"@1+A202®@0" — q%/\i/\A_%TQ(T?,)% o
— PN () H (T2 4 qrT?) © 50
+PNATT T 67,

AR) = o1+ ired - s ot
_ q%)\;%)\Afé(qTﬂl _T%)) @b
AT () E TS 4+ g Y (P — 02)) @ %0,

~ 1 1A 1 1 1A
S@) = —Asr (1280 — 2 AIAAIT2(77)3 8, (3.140)
S(B7) = —Abo? — g IATPANRSIN,
S(T) = —AIT'OT — FAZAAITE

1 .
- q%)\ﬁ)\A% (qr'T* +T2)5%/°
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— ¢*N2AT2THO,

S(8°) = —A:x(r?) 2029 — q_%/\:r%)\A%(T?’)_%Slé“L
- q%/\;%)\/\% (7'3)_% (o®T* — qr®T?) ™
—APA(P) T TS + (0 — 1)),

SHEMO) = —FONIY)E — g IATAGASTE(H)S, (3.141)
STUO) = —d Abo? — gIaTABMOARSY,
STUHY) = —OTAIT — gFAZAGOAT?

C@EATIABON (P 4 I T?)
— \20" A2TPTH,
STUEY) = —°ABo2(r%)F — ¢TI P AGTARSI(r%)
— AN AR (0T — qrPT?) (77)
—APOAT (TS + (0 — 7)) (7)) 72,

-

e(8°) = £(0%) =¢e(87) =¢(d). (3.142)

Die Berechnung der Darstellungen der partiellen Ableitungen erfolgt im
Prinzip auf die gleiche Weise wie im Fall der Euklidischen Rédume. Allerdings
tauchen jetzt eine Reihe neuer Ausdriicke auf, die sich als charakteristisch fiir
den g-Minkowski-Raum erweisen. Die Art ihres Auftretens wollen wir anhand
eines Beispiels kurz demonstrieren. So findet man fiir die partielle Ableitung
0%/° und die Koordinate X3 durch Anwendung der Relationen (3.114)-(3.117)
zunéchst

POX = ‘2(X3+/\)\‘1X3/°)63/° (3.143)

+Zq (X3 ANTLXP/O)R (X 3)n-1k

+q” QAZq X3+)\)\ 1X3/0)k:X a—|—(X3)'rL 1-— k

Zur weiteren Auswertung benotlgen wir fiir 7 (X3)" eine entsprechende For-
mel, ndmlich

Or(X" = (X3 - AIXO)noT (3.144)
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_ /\)\;1 Z(X?) _ /\)\_T_1X3/0)iX+a3/0 (XB)n—Z—i‘

Durch rekursive Anwendung dieser beiden Formeln gelangt man schliellich
zu folgendem Ausdruck:

*O(X3)m (3.145)

n—2k n—2k—j1 n—2k—j1—...—jar—1

— —2)\2 Z Z Z q2(j2+j4+...+j2k)

—
ME
—

k:() 71=0  j2=0 Jar=0
. q—2(n—2k) (XS + )\)\;IX3/O)”_2’“(X_X+)’“83/O
(%3] n—2%—1  n—2k—1—j1—...—joi
+ q—2)\ Z (q_2)\2)\11)k Z o Z q—2(j1+j3+---+j2k+l)
k=0 71=0 Jok+1=0
. (X3 + )\)\;IX3/O)n_2k_1(X_X+)kX_8+
(23] n—2%—1  n—2k—1—j1—...—jo
+ (q—2/\2/\;1)k Z o Z q—2(j1+j3-|—...+j2k+1)
k=0 J1=0 Jok+1=0

. (X3 + )\A;IX3/0)j1+j2+---+j2k+1
(XX H)R(XB Yk ik

Dabei bezeichnet [s] die sogenannte GauB-Klammer, also die grofite ganze
Zahl, die nicht grofler ist als s. Fiir die weitere Umformung miissen die Terme
(X~ X*)* normalgeordnet werden. Dazu greifen wir auf die aus Kapitel 2.3
bekannten Uberlegungen zuriick. Losen wir nimlich die Identitéiten

P2 = —a (X% X0 A, X X, (3.146)
P = e (X0, X0 A XX
mit
aqg (X0, X3/%) = ¢?(X3/9)? 4+ A, XOX3/0 (3.147)

nach X X* bzw. XTX  auf, so kénnen wir leicht die folgenden Formeln
bestéitigen:

(X XD, = () %2+ a (X0, X3/0)* (3.148)

= () ’“Z() (a, (X0, X3/0))k—
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- 003 () DMK P (XX

) (SQ)i,p(XO’ X3/0)(X_)p’

G = # 3 (4) SOl (8 X0 )
(S X0, X (XY,

wobei (S;)i, das Polynom aus Formel (2.87) bezeichnet. Dabei haben wir
wegen der Vertauschbarkeit von 72 und a 1 zunéchst die gewdhnliche Bi-
nomialformel anwenden kénnen. AnschlieBend wurde die Identitét (2.88) fiir
die weitere Normalordnung von 72 benutzt. Anhand der obigen Ausdriicke
wird nun klar, dass wegen der Normalordnung der Ausdriicke (X~ X T)* bzw.
(X+X7)* die Darstellungen der partiellen Ableitungen die folgenden Poly-
nome von Grad 2k enthalten:

(M*)i;(z) = )b (20, at, 20 27 (3.150)
= ()AJ G (P239) (wt27) (S0, 2%19),
(M*)j5.(@) = (MY7)y, @, o, 2%, 27) (3.151)
- ( () (@) (a1 (%)
(z727)"Sipju(2®, 2°).

Auflerdem koénnen die geschachtelten Summen im Ausdruck (3.145) noch
weiter vereinfacht werden, wie das folgende Beispiel zeigen soll:

n—2k n—2k—7j1 n—2k—ji1—...—Jap—1

o> > o2tttk (3.152)

Jj1=0 j2=0 J2k=0

— E 1- q2(j2+j4+---+j2k)
0<j1+j2+--+jor <n—2k

— E 1. qQ(jk+1+jk+2+---+j2k)_

0<j1+j2+...4ja2r <n—2k

Diese Summe kann als ein Spezialfall verallgemeinerter Binomiale angesehen
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werden. Diese Binomiale werden definiert, indem man zunéchst die Grossen

n—k n—k—ji n—k—ji1—...—jr_1

(K,)®) = Z Z Z @'ttt oy > k> 1, (3.153)

Jj1=0 j2=0 Jjx=0

einfiihrt und eine Operation o durch

n—k—1 n—k—l—j1—...—Jp4i—1
(K)o (Kup)) = > ... 3 gii i ikt (3.154)
J1=0 Jr+1=0

vereinbart. Damit lassen sich nun verallgemeinerte Kombinationssymbole de-
finieren,

(Kn)(kla---;kl) = (Kn)(kl) o (Kn_kl)(kz) 0...0 (Kn—kl—...—kl)(kl)- (3.155)

at,...,aj al a2 ap

Diese Objekte konnen weiterhin zur Definition neuer Differentiationsoperato-
ren verwendet werden, indem man fiir Potenzen in x zunéchst die Identitdten

K )(kla---vkl)xn—kl—...—kl
D(kl,...,kl) n — ( n/a1,...,a] ) 3156
arar 0, fallsn<ki+...4+k ( )

festlegt. AnschlieBend 148t sich die Wirkung dieser Operatoren auf Potenz-
reihen durch lineare Fortsetzung erkldren. Genaue Formeln zur Berechnung
dieser Kombinationen und der zugehorigen Operatoren finden sich in An-
hang C. Fiir die Darstellungen der partiellen Ableitungen und der Lorentz-
Generatoren werden insbesondere Operatoren benétigt, die wir wie folgt be-
zeichnen wollen:

_ k,l
(Diq)k’l = Diq;’ (3.157)
_ k,l
(Dg,q)k,l = Dg(/, /)w3,q2y, /z3?
3 \kl (k,ly3,9)
(DS,q)i,j = Dy+/w3,q2y+/w3,y— /x3,¢%y— [x3>

wobei wir zur Abkiirzung

2
yp = yo (2% 2%%) = 2%+ )\—qilx?’/o (3.158)
+

eingefiihrt haben. Man beachte dabei, dass diese Operatoren ausschliefilich
auf die Koordinaten z® wirken sollen. Mit diesen Gréfien lassen sich die kon-
jugierten partiellen Ableitungen auf der kommutativen Funktionenalgebra
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wie folgt darstellen, falls wir die durch (2.70) festgelegte Normalordnung zu-
grundelegen:

PO f(at, 2, 2% x7) (3.159)

= Zcu Z M) (@) (T*); f,

0 v flat, 2% 2% 27) (3.160)
= - _1D+2f

+_ZO‘+ > @) + a7 (M) )T

0<i+5<k
(§+l>f(av+ 2?0 23 17 (3.161)

~ —qza+ S )@@ + MM )15}

0<i+5<k

) Y WYY S @
0<k+I<o0 1=0 j=0 0<u<i+j
Y I+1

D ) i DS A e

T 0<k+i<oo i=0 =0 0<u<i+tj
Aol>f(3:“L 230 2% 27) (3.162)

- Z% > {0 @@ - a0 ) (@)

0<i+5<k

A
—qu > ’““ZZ > (M) @) (T
0<k+l<o0 =0 j= 00<u<z+]
k+1
k+1,0
D a’“““ZZ > (M) @ T
A+ 0<k+I<oo i=0 j=0 0<u<itj
41
IR0 v ol DR tUS IR

0<k+I<0c0 1=0 7=0 0<u<i+j
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wobei
o N
s =~ 5, B=q+ Ay (3.163)
+
Um die Struktur unserer Ausdriicke besser verdeutlichen zu kénnen, haben
wir die folgenden abkiirzenden Bezeichnungen eingefiihrt:

(T)f = [ (O)if|asgo o | (@5°), (3.164)
(TN = [ (OD)if|pasgopgmo | (@5 D2%00), (3.165)
T = [ 0)if|Lsgoson | (@72*0),

T = [ONiflony = 05 Ol | @2, (3:166)

(T = [ O |asgorgn + ODif |, (6727,
(TS = [ @ktf |10y g0400 | (627,

(I = [ (@ras oy | (€ °),

(T = [ @ktf |0y g0s000 | (657,

(TN = [(OD)if |y | (@@5700), (3.167)
(@ = [0 s, | (@),

(T = [ QDkaS |syangrre | (@5%°),

(T = [ @Dkaf oo gorn | (@22%°):

Diese héngen wiederum von den folgenden Operatorausdriicken ab:
(O)f = (D3 )" f(?z™), (3.168)

OD)f = a7 (D) f ("), (3.169)
O)kf = @*°DL(D3 )" f(g*ah),
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(ONrf = DU(D3 )R+ f (3.170)
— A\ Nt DL DR (DY ),

(ONef = 33_(Diq—l)k’k+1Dq_2f(q2x3/0),

(Oef = qutDL(DS ),

(ODf = 2¥°DL(D] 1) Dy f,

(@eaf = @+ M) (D] ) T (3.171)
+A Mg+ A2 DL (DS )

- q3)\11)\2$+x3/0(x0 + q_l)\x?’/O)D; (Dg7q);<i;_11,k+1f’
k+1,k
(@raf = (D3 )05,

- k+1.k 2y-112 3/0 3 \k+1,k+1
(Qg)k,lf = q I(Dg,q)l+1,l+1f — AT A zta® D;;(D?),q)l—i—l,l—i—l 5

(ONwf = (D} )" D, (3.172)
(Of = a*DA(D} )F+1¥,

@Dkaf = (a+A)a™ (D5 ) f (3.173)
— qz)\$+($0 + q—l)\x3)(D§7q);c’2:_ll,k+1f’
@)kef = 27 (D3 HHA T

Vergleicht man die Relationen der beiden Differentialkalkiile miteinander, so
erkennt man leicht, dass diese mittels der Ersetzungen

o 507, =8, XTS5 XF, goqt (3.174)

ineinander {ibergehen. Diese Crossing-Symmetrie ist nun dafiir verantwort-
lich, dass die Darstellungen der partiellen Ableitungen 0*, u € {0, £, 3/0}
leicht aus den obigen Darstellungen der konjugierten Ableitungen gewonnen
werden konnen, indem man die folgenden Transformationen anwendet:

+ < F

oS f WX HFb (3.175)
+ < F

Pef LY PP f
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Diese symbolisieren néimlich, dass die expliziten Ausdriicke fiir die Darstel-
lungen der konjugierten Ableitungen 0* durch die Ersetzungen

Dy — DE,, fe— =g, ¢ —g7 (3.176)

in die entsprechenden Darstellungen der unkonjugierten partiellen Ableitun-

gen iibergehen, wobei sich letztere jetzt aber auf die durch (2.98) definier-

te Normalordnung beziehen miissen. Méchte man die Darstellungen auf die

gleiche Normalordnung beziehen, kann man dies wieder mit Hilfe der durch

(2.102) und (2.103) gegebenen Umordnungsoperatoren U ! und U erreichen,
da gilt

Mo (UTLf) = U Ho*B f), (3.177)

Hes(Uf) = U v f).
Auf die gleiche Art, wie man die Darstellungen der partiellen Ableitungen
des Minkowski-Raumes berechnet hat, kann man auch die Darstellungen der

Lorentz-Generatoren finden. Diese haben beziiglich der durch (2.70) festge-
legten Normalordnung die folgende Form:

o f(zt, 2% 230 27) (3.178)
= flg"z", ¢"z7),
T f(at, 20,230 27) (3.179)
1
= ¢ [eDGf + 20D S + art DY) (a7,

T f(z*, 2%, 2%° 27) (3.180)
1
- q%)\i [JJOD;;f + 3;3/0D(‘1§f + q:v_DZ’;Of] (¢ 2%x™),

T?v> f(zt,2®,2%° 27) (3.181)
= 27Xk Y {d (M@ @)+ M) () (@i f |
k=0  0<i+j<k
St l>f(a:+,x3,x3/0,x_) (3.182)

= ek Y {e @ + @)1 )

0<i+j<k
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i fat, 2, 230, 27

=Z%Z{

0<i+5<k

o’> f(zt, 2%, %/, x7)

o

= Yok 3 (M)k@)(T)i,

k=0  0<i+j<k

wobei g = —(A/Ay)?

)\2

die folgenden Abkiirzungen verwendet:

(T)5 e f
(T3)5 > f

(T¥) > f
(T3)5 > f

VeI
(T5)5 v f

(T°)5 v f

= (O f]

= (O )& f]
= (Oig)kf|

|t

z3—yy |

| (2310,

z3y— |

| (ODf sy, |(@20),

[ (Ol

/\2
N

| (Oeflss, | (@5700).

| (@¥2%/0),

T3—y_

(ODf |y, | (@72%0),

2j$3/0)’

(M (@) T = - (M) @D |

(OT)f ‘:cs—)y.:,. (qux3/0),

Die darin auftretenden Operatoren sind definiert durch

q 1x3/0(D,

zt (Diq)k,k-f—l

q le/O(D

Lg~

2 (D} g0) " f (g

)M Dy f(ga*
flgz™

,qz*% ¢~

)DL flg '

q
, qz®/°

(&%) D% (D] )" Dia f (g

~1,.3/0

g 20 g,

'/'C_)7

g a0 g,

QT ),

,q 2?0 g 7)),

(3.183)

(3.184)

. Auflerdem haben wir zur Verdeutlichung der Struktur

(3.185)

(3.186)

(3.187)

(3.188)

(3.189)

(3.190)

(3.191)
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ONef = (D} )FFflaa™,qa®®, ¢ a7)
— AT Vot 0D (DY )M fgat, qa®0, 7 ),
Of)ef = qe*%c (D} )" ' D, fqa™, g2, g 'a7),
ONf = (D}, )" fla'aT,q 2% qz). (3.192)

Schlielich kénnen wir noch die allgemeine Darstellung des Skalierungsope-
rators A angeben, die ndmlich lautet

Ab f(at,2°% 2% 27) = f(q%°, ¢ %2, ¢ 20, ¢ a7). (3.193)

Mit diesen Darstellungen ist es nun relativ einfach unter Verwendung
der Hopfstruktur der Lorentz-Algebra die Vertauschungsrelationen zwischen
Lorentz-Generatoren und inversen Koordinaten zu finden. Allgemein mufl

bekanntlich gelten

h,(X“)fl = (h(l) > (X“)fl)h(g), (3.194)
was in expliziter Form zu folgenden Ausdriicken fiihrt:

X%t = (X717, (3.195)
T+(X3/0)—1 — (X3/O —1p+ _ q1/2)\i/2(X3/0)_2X+,

THXH)T = @(X)TITT,

T+(X_)_1 = q (X_)_1T+—q_l/Q/\i/Q(X_)_Z(Xg‘/O+q_2X0),
T-(X9"' = (X917, (3.196)
T_(X?’/O)_l _ (X3/0)_1T_—q_l/2Ai/2(X3/0)_2X_,

)T = g X) T

T’(X+)’1 _ q2(X+)’1T’ _q1/2)\i/2(X+)72(X3/0 +q2X0),
#(X9 = (X97r (3.197)
7_3()(3/0)—1 — (X3/0)

7_3(Xj:)71 — qj:4(Xj:) ’
T X301 = (X372, (3.198)
T*(XH) ! = ¢ 1(XT) T

TX(X7)N = (X)) - g AP ()
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TZ(X3)—1 (TQD(X?’)_l)Tl + (0'2l>(X3)_1)T2,
Sl (X3/0)71 qfl(X?)/O)flSl’ (3199)
SHXT)™ = (X))
S(XN)T = g8 AT ) X0,
SHx?) ! (S'e (X?) Ho? + (7t (X)) H)SY,
(X = T X)T, (3.200)
AT = g(x)
XN = g ) T 4 A X (XN T
TI(X?))—I (7’1[>(X3)_1)7'1+/\2(SII>(X3)_1)T2,
o (X301 q(X3/% 162, (3.201)
cH(XT)T = g(XT) e
(X)) = g HXT) Tt - g (X ) XS
02(X3)_1 (O'2I>(X3)_1)0'2+)\2(T21>(X3)_1)Sl,
wobei
T (X = ¢ (fPao)* (K )5 (3.202)
k=0
. k , _ ;
Z )‘1 1/2(i)(X+)g+1 (a+(q2]X3/O))
0<i+j5<k
- Shig (X0, X30) - (X0 4 22N X)) (X ),
St (X = =Y (g a0)* (K1) (3.203)
k=0
. k . _ ;
¥ (D ey )
0<i+j<k
- Spig (X0, X30) - (X0 4 2¢7 TN XP/0) 2 (X )it
e (X = ¢ (o)t ()Y (3.204)

k=0
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Y (D) )
0<i+j<k
. Skfi,j(Xoa X3/0) . (XO + 2q2j+1)\;1X3/0)—2k—1(X—)j’

o> (X7 = ) (g %)t (KoY (3.205)

1,472

Y (5 @)
0<i+5<k

. Sk—i,j(XOaX3/0) . (XO + 2q2j71)\;1X3/0)72k71(Xf)j.

Man beachte, dass wir diese Ausdriicke zunichst mit Hilfe der Darstellun-
gen auf der kommutativen Funktionenalgebra gewonnen haben und sie dann
mittels des Algebra-Isomorphismuses wieder in die nichtkommutative Koor-
dinatenalgebra iibertragen haben.

Bisher wurden auf dem g-Minkowski-Raum ausschliellich Linksdarstel-
lungen betrachtet. Wie in den vorhergehenden Abschnitten lassen sich die
Rechtsdarstellungen aus den Unitaritédtsbedingungen

o f = faom, (3.206)
faor = Orpf

unter Beriicksichtigung der Konjugationseigenschaften

X0=X0 Xx30=Xx3 X+t=_—¢gX, X-=—¢'XT, (3.207)

O =—q'°, B =—¢'0° 9t=4¢0", 0 =g,
TF = T, T= =T

gewinnen. Damit erhélt man dann die Transformationsregeln

fa8® & s f, (3.208)
fad &3 b,
fad* &5 5>,
Fad® 5 s, (3.209)
fago s s,
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fadgt &5 o754,
faTt &5 3T >, (3.210)
faT™ &5 —@Ttb |,

wobei der Ubergang zwischen dem linken und dem rechten Ausdruck durch
die Ersetzungen

ot = 2%, Dp— Dj, 7" —n7 (3.211)
erfolgt. Mit der Identitét
fah=S1'h)>f (3.212)

und den Antipoden aus (3.131) erhélt man fiir die Rechstdarstellungen der
verbleibenden Lorentz-Generatoren schliefllich

faT? = —(%)2T%> f, (3.213)
fas' = @S f,

fart = o?pf,

fao? = 71'pf,

fart = (),
faA = Alpf
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Kapitel 4

q-Integration

Nachdem wir im letzten Kapitel die Darstellungen der partiellen Ableitungen
fiir eine spezielle Normalordnung berechnet haben, sind wir nun in der La-
ge, Integrale als eine Umkehrung der Differentiation einzufiihren. Dabei wird
sich zeigen, dass unsere Uberlegungen in gewisser Hinsicht als eine mehr-
dimensionale Verallgemeinerung des Jackson-Integrals [13] angesehen wer-
den konnen. Zu diesem Zweck erweitern wir zunéchst die Ableitungsalgebra
durch inverse Elemente, und zwar auf die gleiche Weise wie in Kapitel 2.
Anschlieflend suchen wir nach entsprechenden Realisierungen dieser Elemen-
te, indem wir Operatoren bestimmen, welche die Wirkungen der partiellen
Ableitungen, wie sie im vorangehenden Kapitel berechnet wurden, umkeh-
ren. Konkret lauft dieses Vorgehen auf das Lésen von entsprechenden g-
Differentialgleichungen hinaus. Die so erhaltenen Ergebnisse haben die Form
von unendlichen Summen und stellen daher eine Methode zur Diskretisierung
klassischer Integrale zur Verfiigung [54].

So wie es fiir die Ableitungen Links- und Rechtsdarstellungen gibt, mufl
man dementsprechend zwischen Links- und Rechtsintegralen unterscheiden.
In vélliger Analogie zum klassischen Fall lassen sich aus den Leibnizregeln der
Differentiation wieder Regeln zur partiellen Integration ableiten. Schliefllich
ermoglicht unser Zugang auch die Konstruktion von Volumenintegralen, die
sich iiber den gesamten Raum erstrecken. Diese sind bis auf eine Normierung
eindeutig und haben die wichtige Eigenschaft, sowohl unter Translationen als
auch unter Wirkungen der Symmetriealgebra invariant zu sein. Vergleichen
wir unser Vorgehen mit der Vielzahl von Versuchen, Integrale auf Quan-
tenrdumen einzufiihren [55], [56], [57], [58], [59], so stellen wir fest, dass sich
unser Integralbegriff weitgehend an die Uberlegungen in [60] anlehnt, wo In-
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tegration ebenfalls als eine Umkehrung der Differentiation aufgefasst wird.
Allerdings sind die dortigen Untersuchungen vorwiegend algebraischer Natur,
wihrend in unseren Betrachtungen der analytische Aspekt im Vordergrund
steht.

Im Rahmen unserer Berechnungen werden wir feststellen, dass unsere In-
tegralausdriicke wie im Fall der Differentiation in Korrekturterme und einen
klassischen Beitrag zerfallen. Weiterhin werden wir sehen, dass bei Integrati-
on iiber den gesamten Raum und Vernachlissigung von Oberflichentermen
die Korrekturterme zum Ergebnis nicht mehr beitragen und die einzelnen In-
tegrationen wieder unabhéngig voneinander werden. Die nichtkommutative
Struktur unseres Raumes fiihrt also bei Integration zu Oberflicheneffekten,
welche fiir das Auftreten von Korrekturtermen verantwortlich sind. Dies be-
deutet aber auch, dass Nichtkommutativitit stets ein lokales Phinomen ist,
das bei globaler Betrachtung nicht unbedingt eine Rolle spielen muss.

4.1 Euklidischer Raum in drei Dimensionen

Die partiellen Ableitungen 94 erfiillen formal die gleichen Vertauschungsre-
lationen [34] wie die Koordinaten X*, weshalb gilt

Pt = ¢*20%0°, (4.1)
070" = 0T + AP

Wie im Fall der Koordinaten konnen wir auch auf der Algebra der Ableitun-
gen inverse Elemente einfiihren mit

oroMH P =@M ot =1, Ae{+,3,-). (4.2)

Die verbleibenden Vertauschungsrelationen zwischen partiellen Ableitungen
und ihren Inversen kénnen dann auf die gleiche Weise bestimmt werden wie
in Kapitel 2.1, so dass gilt

(0*)7'0% = ¢70%(0°) 7, (4.3)
(a:l:)—183 — q:|:283(8:|:)—1’

(07) 0t = 97(07) " — ¢ A@*)*(07) 7,

0=(0%)" = (97)7'0" —qA(0")*(0%)".
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Entsprechend findet man fiir die Relationen, welche die inversen Elemente
untereinander erfiillen, die Identititen

@) 0) = )7 (9°) 7, (4.4)

@)@ = 3 Nl ([ [ } )
‘ (a+)_(i+1)(83)2i (a—)—(i—kl)'

Da die partiellen Ableitungen 9 sich beziiglich der Quantenalgebra U, (sus)
genauso wie die Koordinaten X“ verhalten, vertauschen diese mit den Ge-
neratoren der U,(suy) auch auf die gleiche Weise, weshalb gilt

Ltot = oTLY, (4.5)
LTe® = &Lt —qdtr e,

LYo~ = 9 Lt —dr 2,

L0t = 9tL™ + 82, (4.6)
L = L +q o,

L0~ = oL,

720t = o, (4.7)
720 = OBroe,

Wie im Fall der Koordinatenalgebra gewinnt man aus diesen Relationen leicht
die Vertauschungsrelationen zwischen den Generatoren der U,(sus) und den
inversen Elementen (04)!:

L9 = (%)L, (48)
LT = (8% 1L++q—1a+(a3)—27_—%,

L) = () 'L g @) P

L_(a—)—l — (8_)_1L_, (49)
L@ = @)L g @) %075,

L (0 = (@) 'L —q*0") % 3,

R = ) (4.10)
3@ = (8% s
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Fiir den Skalierungsoperator hingegen gilt
AT = 2(0%)'Az, A e {3} (4.11)

All diese Relationen gelten in der gleichen Form auch fiir die konjugierten
Ableitungen 04, d.h. man kann in den obigen Formeln die Ersetzungen

ot =04, (07! = (0M)7!, Ae {3}, (4.12)

ausfiihren und erhélt so die entsprechenden Identititen fiir den Kalkiil der
konjugierten Ableitungen.

In Kapitel 3 hatten wir gesehen, dass die Darstellungen der partiellen
Ableitungen auf einer kommutativen Funktionenalgebra gemaf

"> F = ((0fi=q)) + (0is0)) F (4.13)

in zwei Anteile zerfallen. Diese Erkenntnis nutzen wir aus bei der Suche nach
Losungen der Gleichung
b F=f (4.14)

fiir gegebenes f. Wir kénnen niamlich die obige Gleichung wegen (4.13) wie
folgt nach F' auflosen:

1
(00 + 00y
1 f
(O (1+ (o) (00))
1 1

(1 +( (00 )) Ol

= > (- )" (0s0)]" (B0

k=0

F = (0 'sf= f (4.15)

Um diese Formel anzuwenden, muss man zunéchst in der Darstellung der
betreffenden Ableitung die beiden Anteile, also klassischen Beitrag und Kor-
rekturterm identifizieren, und anschliefend den Operator fiir den klassischen
Beitrag invertieren. Im Fall der Ableitung 01 finden wir etwa

Ofeo)f = —aDuf(@’s®), (4.16)
Ofso)f = —ara™(Dg) f.
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Das Inverse des Operators (8;;20)) kénnen wir dann darstellen als

(Ofo) ™ f = —a7 (Dp) ' flg?a?), (4.17)

wobei (D;;},)’l ein Jackson-Integral bzgl. der Variablen X4 bezeichnet. Des-
sen explizite Form haben wir im Anhang A angegeben. Verfahren wir fiir die
verbleibenden partiellen Ableitungen in gleicher Weise, so finden wir

Ofo)™f = —a " (Dp)" ' flg7%?), (4.18)
(Opmo) ' f = (D) ' flg%a),
(One) 'f = —a(D3) 7
bzw.
Ofso)f = —ara™ (D)’ f, (4.19)

(aé>0))f = 0;
(a(;.>0)) f = 0.

Setzen wir diese Ausdriicke schliellich in (4.15) ein, so ergeben sich als mogli-
che Losung von (4.14)

@) > f = —a(DH)7f, (4.20)
@) f = (Dp) flg "),
@) o f = g3 (=N [ (D) ()7

. (Dz)flf(qu(kqtl)x?:)_

Suchen wir hingegen Losungen der Gleichung
HBEF =f, (4.21)

so kénnen wir die durch (3.46) beschriebene Symmetrie zwischen den Darstel-
lungen der partiellen Ableitungen und denen ihrer Konjugierten ausniitzen.
Es gilt daher

+ - F

(0F) e f X (), (4.22)
@) e f (078,
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was bedeutet, dass der Ubergang vom linken zum rechten Ausdruck einfach
durch die Ersetzungen

2T, ¢l ¢, At — —aT (4.23)

+ +y—1 -1
D@ — D7., (Dg)™ — (D7)
gelingt. Dabei ist jedoch zu beachten, dass die Operatoren (94) ! sich jetzt
auf eine andere Normalordnung beziehen, so dass bei Bedarf unter Verwen-
dung der Operatoren U ! und U aus (2.33)-(2.34) noch eine Umordnung
notig wird,
(@Y e UN) = UHOY '8, (4.24)
@' (Uf) = U@ "> f).
Falls wir jedoch Losungen der Gleichungen

Fap*=f oder Fad'=Ff (4.25)

suchen, so finden wir diese wieder unter Beriicksichtigung des bekannten
Zusammenhangs zwischen Links- und Rechtsdarstellungen. In Analogie zu
den Regeln (3.54) gilt daher im Fall der ersten Gleichung

faEnHt &5 675, (4.26)
fa@) 5 (0078,
wahrend fiir die zweite Gleichung sich die Losungen aus

fa@H)™t & 07 ', (4.27)
fa@)t (@) e

ergeben. Der Ubergang vom linken zum rechten Ausdruck erfolgt jetzt durch
die Ersetzungen

st =¥, Dn— DL, (Dp)'—(DL)', at—nat. (4.28)

Wir wollen nun die Frage, inwieweit Differentiation und Integration Um-

kehrungen voneinander sind, etwas genauer betrachten. In diesem Zusam-

menhang ist es wichtig zu erkennen, dass unsere Integralausdriicke mit Hilfe
von Jackson-Integralen formuliert sind. Fiir deren eindeutige Festlegung ist
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jedoch die Angabe ihrer Integrationsgrenzen notwendig. Wéhlen wir fiir die
untere Grenze simtlicher Jackson-Integral stets 24 = 0, so kénnen wir unse-
re Integralausdriicke (4.20) als bestimmte Integrale iiber das Intervall [0, a:A}
ansehen. Fiir die Jackson-Integrale gilt, wie man leicht nachpriifen kann, der
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in der gewohnten Form,
also

. [(D4) —1f|ﬂ _ (4.29)
(DA DASS = gt

Dies iibertragt sich dann auch auf die klassischen Beitrige in den Ausdriicken,
die wir fiir die partiellen Ableitungen und ihre Inversen gefunden haben,
weshalb gilt

Ofizo) {(0(2_0))1f|ﬂ =, (4.30)

zA A
(3£:o))_1523:o)f\0 = f|0

Dabei haben wir auflerdem beriicksichtigt, dass die Koordinaten, welche die
oberen Integrationsgrenzen bestimmen anders indiziert werden miissen als
die zugehorigen Operatoren (8@20))_1. Fiihren wir nun den Operator

CAF = (0o O f| (4.31)

ein, so konnen wir unter Beriicksichtigung der Ausdriicke (4.13) und (4.15)
sowie der Relationen (4.30) folgende Rechnung ausfiihren:

CRHRCH \EA (4.32)
= D CN( - RN
= -1 =2 (Nt =0) 0

Aus der Konstruktion unserer Integralausdriicke folgt auflerdem sofort

o [(aA)1 f|§j] = (4.33)
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was zusammen mit (4.32) eine nichtkommutative Version des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung darstellt. Es ist jedoch zu betonen, dass
diese Uberlegungen der Beschrénkung unterliegen, dass die unteren Integra-
tionsgrenzen stets den Wert 24 = 0 annehmen miissen. Die Konstruktion
von bestimmten Integralen mit beliebigen Grenzen erfordert allerdings wei-
tergehende Betrachtungen, die an dieser Stelle nicht weiter verfolgt werden
sollen.

Aus den Leibniz-Regeln fiir die partiellen Ableitungen lassen sich in Ana-
logie zum undeformierten Fall Regeln fiir die partielle Integration ableiten.
Um die folgenden Ausdriicke iibersichtlicher schreiben zu kénnen, wollen wir
eine Reihe von neuen Bezeichnungen einfiihren. So kennzeichnen wir Links-
bzw. Rechtsdarstellungen von jetzt an stets mit einem entsprechenden Index,

Hf = o f, (4.34)
opf = fao,
o = 95, (4.35)

daf = fadh

Entsprechendes gilt fiir die zugehorigen Links- bzw. Rechtsintegrale,

@H:'f = (7'sf, (4.36)
@' f = faEhH
@OYR'f = @Y 'sf, (4.37)
GNEf = fa(@YH)n

Auflerdem wollen wir fiir die in (4.32) auftretende Differenz eine spezielle
Abkiirzung einfiithren, ndmlich

00 _
A

Al =7 - f@? =0) = S (CH fat =0)| . (4.38)

0
k=1

Die in der rechten Seite der letzten Formel vermerkten Integrationsgren-
zen beziehen sich immer auf die in den jeweiligen Operatoren auftretenden
Jackson-Integrale. Das folgende Beispiel soll nun kurz illustrieren, wie Regeln
zur partiellen Integration aus den Leibniz-Regeln hergeleitet werden konnen:

0, (fxg) = (O f)xg+ (A2 )% (9, 9), (4.39)
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@, N)xg = 0, (f*g)— (AiT2f) % (9, 9),
@) O N * gl = frglio— (0 AFT 2 ) % (979) %, -

Wendet man diese Uberlegungen auch auf die anderen Linksableitungen an,
erhéilt man insgesamt die Identitdten

O ) O ) gy = Frglies, (4.40)
— (@) (AP % O[5
@) @2 % glgacg = Frglltace — @) (A2f)x0hgla_,
— M (0®) ) (AL f) %0, 9] sy s
@) @ N *gli-—o = [xglli-—o — @) (NPT2f) %0 gl,
— g (@) (APTPLY ) % O,
—QZ)\2/\+(8+)21 (A1/27_1/2(L+)2f) *8£g|z_20
Dabei ist in den obigen Ausdriicken stets zu beachten, dass die Lorentz-
Generatoren Linkswirkungen vermitteln. Fiir die konjugierten Linksableitun-

gen kann man nun in der gleichen Weise verfahren und gelangt dann zu den
Regeln

O OF ) *gli-o = [rglli-—o (4.41)
— @) (AT ) xOfg|
(@) 03N *glssce = Frgltecy — (075 (ATV2f) % dig
— M () (ANPL f) Of
O O *glicy = frglliecy — @7)5" (A7)

—qN0), (AP x|

— g INAL(B7)7 (ALY ) w B

zt=0

Um die Regeln der partiellen Integration im Fall der Rechtsableitungen zu
finden, muss man von den Leibniz-Regeln der Form

(f *g) <0 = (f 28())(g28() (4.42)
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ausgehen. Mit dem gleichen Vorgehen wie im Fall der Linksableitungen be-
kommt man

(8

)&

f*0gyg |f£+:0

(63) 1f*a§zg |ac3 0

(0"

)z

fx 3};g |- =0

f*gllz+=0 (4.43)
— ()R @ph)x (AP Pg)|7, ),
Frglltscy — (0% @5) * (A 29)|%_,

+ ML (@R O ) x (ATPTPLY )|,
Frglla-—o — @R O * (A2 120
+q IO RO * (A 2L )|,
_)‘2)‘+(a+)R (Orf) * (A m1/2 1/2(L+) g)|

=0’

wobei wir noch die Rechtsdarstellungen der Lorentz-Generatoren in Links-
darstellungen umgeschrieben haben. Fiir die Rechtsdarstellungen der konju-
gierten Ableitungen finden wir entsprechende Formeln:

G

Ch

G

")r

")z

)2

f*a_ﬁgb: =0
f*aRg|w3 0

fx é}_zg |3+ =0

f*glls-—o (4.44)
—(@N)RHOFF) = (N2 2g) |0,
Frglltsce — ()R (R * (A 29)]L,_,

+ ML (O RHOF F) * (AL g2,

Frglte— (A) YOpf)* (NP1 2g) 0
+ N0 Ohf) * (AL g)|0,
AL (8) R @5 ) * (A2 A(L)2)|0, -

Am Ende dieses Abschnitts wollen wir noch erértern, wie sich ihm Rah-
men unserer Betrachtungen Volumenintegrale definieren lassen, insbesondere
solche, die sich iiber den gesamten Raum erstrecken. Zunéchst ist es nahe-
liegend, eine Volumenintegration durch sukzessive Integration iiber alle Ko-
ordinaten zu erkldren. Die Relationen (4.4) lassen allerdings erwarten, dass
die einzelnen Integrationen nicht unabhéngig voneinander ausgefiihrt werden
kénnen, also nicht vertauschen, so dass das Ergebnis der Volumenintegration
davon abhéngt, in welcher Reihenfolge iiber die einzelnen Koordinaten in-
tegriert wird. Wenn wir jedoch Oberflichenterme systematisch vernachléssi-
gen, weil wir davon ausgehen, dass sdmtliche Funktionen im Unendlichen
verschwinden, dann unterscheiden sich die verschiedenen Méglichkeiten der
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Volumenintegration nur um eine Normierung, wie die folgende Rechnung ver-
deutlicht:

(@) 1(@*) H0%) v (4.45)

= q2(<9 )~H(07) (@

>
- qu X (], '([ ]) ) (G o))
3

= (5+) HO)THO) T+ OT.

Dabei steht das Symbol O.T. stellvertretend fiir die unberiicksichtigten Ober-
flichenterme, also Term, bei denen iiber mindestens eine Koordinate nicht
integriert wurde. Durch Fortfiihrung dieser Rechnungen finden wir schlieffilich
die Beziehungen

CRNRCAECEE Y (4.46)
( 1

Die Giiltigkeit dieser Zusammenhénge lédsst sich noch auf eine andere Art und
Weise einsehen, die uns auflerdem eine einfache Moglichkeit zur Berechung
der Volumenintegrale aufzeigt. Setzen wir ndmlich in einen der Ausdriicke
aus (4.46) die Darstellungen fiir die inversen partiellen Ableitungen ein, wie
sie sich aus der allgemeinen Formel (4.15) ergeben, so erkennt man, dass in
den von A abhingigen Termen mindestens eine Integration vollstiandig aufge-
hoben wird. Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass in den von A\ abhéingigen
Termen nicht mehr iiber alle Koordinaten integriert wird. Diese stellen so-
mit Oberflichenterme dar und konnen aus diesem Grund unberiicksichtigt

bleiben. Der explizite Ausdruck zur Berechnung des Volumenintegrals lautet
daher

@) @) OT) e f (4.47)
(a(jz%:o))il(a?izo))il(a(iizo))il >f+O.T.
= q_4(D;1)_1(Dgz)_l(D;)_lf(q_QxJ’, q ?2*) +O.T.
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Im Ubrigen kann man leicht nachpriifen, dass die Operatoren (8(‘?:0))*1,
A € {3,+} in einer Weise vertauschen, dass die Beziehungen aus (4.46)
wieder erfiillt sind. Die konjugierten Volumenintegrale werden im Rahmen
der Transformationsregel (4.22) zusammen mit (4.23) erhalten, weshalb gilt

@)= (@) 0 ) e f peay (67)7H@*) OB L. (4.48)

Entsprechend folgen aus dem Zusammenhang zwischen Links- und Rechts-
integralen die beiden Beziehungen

FAE)T@) O (07O s (449
Fa(@) @) O ES @)@ @) e

Abschlieflend wollen wir noch darauf eingehen, dass die eingefiihrten Vo-
lumenintegrale sowohl unter Translationen als auch der Wirkung der Quan-
tenalgebra invariant sind, falls wir wieder konsequent Oberflichenterme ver-
nachléssigen. Es ist also insbesondere zu zeigen, dass gilt

8A>/quf = /dqvaA>f=a(aA)/quf:o, (4.50)
L L L
Lib/quf = /quLi>f:e(Li)/quf=o,

L L L

TD/quVf = /quVTDf:e(T)/quVf:/quVf,

falls man wieder die Einschrinkung macht, dass simtliche Oberflichenterme
vernachléssigbar sind. Auflerdem haben wir in (4.50) auf eine neue Bezeich-
nung unserer Volumenintegrale zuriickgegriffen, ndmlich

/quf
/quVf = ()@ @)

/R 4,7 f

Der Nachweis dieser Identitéiten in (4.50) gelingt auf eine sehr direkte Art und
Weise. Dazu setzen wir in die obigen Ausdriicke die explizite Form (4.47) des

©@H)~H0) " (07) e f, (4.51)

1l
~h
A
—

lew
SN—
N
—~
Qi
N
|
—
—
Q
+
SN—
L
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Volumenintegrals ein und berechnen unter Verwendung der Darstellungen
aus Kapitel 3.1, wie die Symmetriegeneratoren und partiellen Ableitungen
darauf wirken. Lafit man Oberflichenterme, also jene Terme, in denen iiber
mindestens eine Koordinate nicht integriert wird, unberiicksichtigt, so findet
man die obigen Identitdten bestétigt. Mit der gleichen Methode lésst sich
aber auch zeigen, dass gilt

(/ quf> 204 = /qufaaA=e(aA)/quf:o, (4.52)
L L L

(/quVf><1Li = /quVfQLi:‘f(Li)/quVf:U,
</quVf)<1r = /ququT:g(T)/quVf:/quVf.

Entsprechend weist man die Links- und Rechtsinvarianz der Rechtsintegrale
sowie der konjugierten Integrale nach, wobei fiir letztere die Translationsin-
varianz in Bezug auf die konjugierten Ableitungen zu formulieren ist, d.h. es
gilt jetzt

5o /L 4,7 f /L 4704 s | = e(8%) /L d7f=0, (453)

(/quVf)qu _ /ququaAzg(aA)/quvf:O’
e s - fer-am fais

7 NA 17 NA NA I7 £
</quVf><18 = ququa =¢(d )/quVf—O.

4.2 FEuklidischer Raum in vier Dimensionen

Der g-deformierte Euklidische Raum in vier Dimensionen kann wieder in
Analogie zum dreidimensionalen Fall abgehandelt werden. Wir beginnen da-
her mit den Vertauschungsrelationen [37]

0'0° = q0°9', 9'0®=q0%0", 0%0" =qd'?*, 0%°0"' =q0°3?, (4.54)

0’9° = 9°9°, 9'0' =0'0" + \9°9?
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und fiihren inverse Elemente durch
o) =010 =1, i=1,...,4, (4.55)

ein. Die verbleibenden Vertauschungsrelationen zwischen partiellen Ableitun-
gen und ihren Inversen lauten dann

0% 1ot = o' (d%) Y, (4.56)

83 —162 — 62(83) 1’
84 7181 81(84)71 q2)\8283(04) 2’
bzw.
2OY) 7 = ¢(8") 1, (4.57)
63 61)—1 q 61 _163,

@) @) = @) @), (458)
@)@ = ¢ @) @),

@)@ = ¢ @)@,

@)@ = @)@,

@) = @)

z—I—l (z—i—l

Wie im dreidimensionalen Fall vertauschen die Generatoren der U,(so4) mit
den partiellen Ableitungen auf die gleiche Weise wie mit den Koordinaten,
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weshalb gilt
Lot q0' LT —q o7, (4.59)
Lfo* = ¢ '0°L,
L{o® = ¢d®L{ +q 0%,
Lfo* = ¢ 'o'L{,
Lot q0'L — q7 1P, (4.60)
Lio? q0’Ly + ¢ 10%,
Lio® = q'0°Ly,
Lyo* = q'0'Ly
L;o" = ¢d'Ly, (4.61)
L70* = ¢ '0’Ly —q0',
L9 = ¢d°Ly,
L0 = q'0*L] + q0°,
Lyd' = ¢9'Ly, (4.62)
L& = ¢o*Ly,
L;0° = ¢ '9°Ly — qd",
Ly0" = ¢'9'L; + ¢d,
K,0t = ¢ '0'K,, (4.63)
K,0* = ¢0°K,,
K183 = q_183K1,
K0 q0* K,
K,0" ¢ '0'K,, (4.64)
Ky,0* = ¢ '0°K,,
K263 = q83K2,
K284 q84K2.

Die Vertauschungsrelationen mit den inversen partiellen Ableitungen haben

dann die Form

L{ (@)™ = ¢ (@)L +¢7(0") 77",

(4.65)
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LE0*)™ = q(0*)7'LT,

LE@) = ¢ (@) 'L — ¢ 1(9°) %,

Lf@)™" = ¢ 'L,

Ly = ¢ (0" 'L +¢71(8") 7?0, (4.66)
L3 ()7 = ¢ () 'Ly —q 1(0°) 7%,

L3 (0*)" = ¢(8%)7'L7,

Ly(@Y™t = q¢(0")7'L3,

Ly(@Yy™* = ¢4 'Ly, (4.67)
Ly ()~ = ¢q(0*)7'Ly +¢°0'(9*) 72,

Ly (@)™ = ¢ Yo%) 'Ly,

Ly (Y™ = ¢q(0")7'Ly — ¢0%(9") 72,

Ly(oY™ = ¢ 0" 'Ly, (4.68)
Ly (0™ = ¢ 40*) 'Ly,

Ly ()" = ¢(8*)7'Ly +¢°0'(8°) 7,

Ly(@Y' = (0% 'Ly — ¢*0%(0") %,

K@) = ¢@) 'K, (4.69)
K1(82)_1 — q_1(82)_1K1,

K\(8%) ' = ¢0°) 'Ky,

Kl(a4)71 — (]71(84)71Kl,

K>(0')h = ¢(0")7'Ks, (4.70)
K (0°)7 = q(0°)7 K,
K@) = ¢ (P) K,
K007 = (0K
Fiir den Skalierungsoperator hingegen gilt nun
A@) T =N, i=1,... 4 (4.71)

Die Relationen fiir die konjugierten Ableitungen 0 erhilt man aus den obigen
Identitéten wieder durch die Ersetzungen

=0, ) '=0), i=1,...,4. (4.72)
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Die Berechnung der Integrale gelingt auch hier mit der allgemeinen Formel

(4.15). Aus den Darstellungen der konjugierten partiellen Ableitungen folgt
zunéchst

(Oi—0)™'f = a(Dy2)"" faa®, g2?), (4.73)
(Fco)) ™ f = (D)7 flazh),
(Do) f = (D)7 flgah),
Qo)™ f = Dy f
bzw.
(é(1i>0))f = qil/\xng—zDg—zf, (4.74)
(é(2i>o))f = 0,
(é?»o))f = 0,
(3é>0))f =0

Einsetzen in (4.15) liefert dann fiir den konjugierten Kalkiil die Ausdriicke

@) e f = qZ NEq D [G1(D,) T D2, DELL]" (4.75)
=0

(D4 2) lf( Ic+1x2 qk+1x3)
q ) )
@) '>f = (D) flgzh),
@)7'of = (D2)7'f(gh),
@) ' f = ¢ D)

Der Zusammenhang zwischen konjugierten und unkonjugierten Integralen
lasst sich wieder in der Form

’L—?'L,

@)'Bf R () e f, i =5—1, (4.76)
angeben, d.h. beide Ausdriicke gehen durch die Ersetzungen
e A B e s S T S L (4.77)

i i i \-1 i -1
Do = Doy (D)™ = (Dg-a)
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auseinander hervor. Fiir die Umrechnung auf eine einheitliche Normalord-
nung kann man noch die Operatoren U ! und U aus (2.60)-(2.61) im Rahmen
der Identitdten

(@) (UT) = U@ ), (4.78)
@)'e (0 = U(@)">f)

anwenden. Die Ausdriicke fiir die Rechtsintegrale ergeben sich wie schon im
Fall der partiellen Ableitungen mittels der Regeln
Fa@@)t 24 (G lp g, (4.79)

!

F3@) L (@9 sy

Der Ubergang vom rechten zum linken Ausdruck und umgekehrt erfolgt also
hier wieder durch die Ersetzungen
@ =, Dl.— Dl (Dl)— (Di)7h A =il (4.80)
Der allgemeine Zusammenhang zwischen Integration und Differentiation,
wie er durch die Formeln (4.32) und (4.33) beschrieben wird, gilt natiirlich
auch fiir den g-deformierten Euklidischen Raum in vier Dimensionen. Aus
diesem Grund koénnen wir in volliger Analogie zum dreidimensionalen Fall
Regeln fiir die partielle Integration angeben. Mit den Bezeichnungen aus dem
vorangegangenen Abschnitt lauten diese im Fall der unkonjugierten Linksin-
tegrale

(017} 01.1) % 9[yay (4.81)
= [xglino — O (WPKPK ) xolg|

(0%)71(L1) % 930y (4.82)
= f*g ||.?C‘3:0 - (62)21(A1/2K1_1/2K21/2f) *a%g r3=0

— g\ () HAYVPKPKPLE f) « 0L g

a
?
z3=0

(@)1 f) % g|%_, (4.83)
= frgllfery — ()L AVEKPK, P f) %839

a
3=0
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— g\ (3%)(AYVK P KL f) x 0L g

a
b
z2=0

O OLS) % g]%_, (4.84)
= frglhy — @ HAVKT PP F) 0t g

a
z1=0

+g) (YN AVKP KL f) 03 g

a
=0

Fah (ML AYVAK PR, Ly )« 82

a
=0

+ @2 (N AV K PKYPL LY f) % 0L

a
z1=0

Fiir die konjugierten Linksintegrale hingegen finden wir entsprechend

(O 0L f) % g| (4.85)

z4=0

= xgltcy — OO A VPK K, ) * bl

a
z4=0

+a7 A O (MK L )« B

a
z4=0

FAN @O AR L £ |

+q N (OO (AT PR LT L ) < B
()01 *g| , (4.86)
= gty — BT AR R 2 ) B2
z°=0
—g A @) A PEP KL ) x|
(0°)2"(0Lf) * g (4.87)

z2=0
= Pl — 09 RS ) B

a

— A @) AT KP G LT £) % Ol

)
r2=0

(0 01 ) *g| (4.88)

0
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frglze — @) A PEPE D *0rg)

Fiir die Rechtsintegrale gibt es natiirlich ebenso Regeln zur partiellen In-
tegration. Im Fall der unkonjugierten Integrale lassen diese sich schreiben

als

O [0 (4.89)
Frgliy = (017 Ohf) + (A2 K K V)

G (4.90)
fxgllsacy — (07" OkS) * (A2 K P K5 %)

z3=0
a

+ X (0%) 5 (OS) * (A 2K 2K, P Lt g)

7
z3=0

(0*)%' f*0%9| oy (4.91)
Frglltacy — (8% O%F) % (A V2K K, )

72=0

a

+ X (05! Ok f) * (AN 2K VP K, L g)

)
z2=0

(07 f * 0|5, (4.92)
Frgle (MR (ORf) * (A2 KK, %)

=0 — 2120

a

= X (04 (95f) * (A 2K P KL g)

=0
a

X (YR(%f) x (AV2K P Ky L g)

=0
a

+ X (@) OS) x (AP KL L g)|

1:0

wihrend fiir die konjugierten Rechtsintegrale gilt

(O f*Oha| , (4.93)

Frglliay — (8Y)RHO%S) * (A2 KK, g)

z4=0

a

— X (OMR(2f) x (A2K P K, Ly g)

z4=0

=AY O * (WK KSLy g)|

z4=0
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+ A2 (AR O%F) * (A2 KK, * L L, g)

J

z4=0
(0°)5'f*Ora| (4.94)

= fHgll%_y — ()R (LS * (AV2K[ VK, ?g)

3=0

a

+ X (077 (Bf) » (A2ET VP K713 g)

b

3=0
(0! f * G|, (4.95)

=[xl — () (0N * (N 2K K5 )

a

z2=0

+ X (0%)R! (O f) » (A2K P K7L g)

J
z2=0

(05" *Oha| (4.96)

= fxgli, — OO (OhF) * (MK V2K, )

z1=0

Wie im dreidimensionalen Fall, so lassen sich auch fiir den g-deformierten
Euklidischen Raum mit vier Dimensionen Volumenintegrale definieren, indem
wir sukzessive iiber die vier unterschiedlichen Raumrichtungen integrieren.
Falls nun Oberflachenterme wieder vernachlissigt werden, reduzieren sich die
einzelnen Integrale auf die Ausdriicke

(@)7'f = Blizo) ' f+OT., i=1,....4. (4.97)

In diesem Fall ist die Reihenfolge der Integrationen iiber die verschiedenen
Raumrichtungen bis auf einen globalen Skalierungsfaktor willkiirlich, da gilt

(81)_1(82)_1(63)_1(84)_1 — (81 _1(83 _1(62 _1(84 -1 _ (498)
()71 (*)7H0)TH@) T = ¢(@) (@))% =
¢(0*)7H(0") (@) 7H9) T = q(°)7H(9) ()TN =
(@) 7H(O)THO)THEN) T = @)oY T =
¢*(0)7H(9%)7H(0)TH9%) T = ()TN (9T T =
q4(a4)71(82)71(a3)71(81)71 — q4(64)71(83)71(82)71(61)71 —
¢> x restliche Kombinationen.
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Diese Identititen kénnen durch Einsetzen von (4.97) leicht bestétigt werden.
Fiir die konjugierten Objekte gelten natiirlich entsprechende Beziehungen.
Die Formel (4.97) fiihrt uns dann in der konjugierten Version zu einer expli-
ziten Form des konjugierten Volumenintegrals, ndmlich

(OO e f (4.99)
= ¢'(Dy2) " (Dg2) {(Dg2) " (Dg) " flq"2, q2”, qa”).

q72

Aus dem Zusammenhang zwischen unkonjugierten und konjugierten Integra-
len folgt schliefilich

(0N M) ) O e f (4.100)

i i

EE)T) 0O R

wihrend die Transformationsregeln fiir den Ubergang von Rechts- in Links-
integrale und umgekehrt zu den folgenden Regeln

fa@h) @)@ (") (4.101)

R ICA RO CORCOR (4.102)
L9 (3Y) 1) @) @) e f

fiihren. Wie schon im dreidimensionalen Fall erweisen sich die Volumeninte-
grale als translations- und rotationsinvariant. Fiir Linkswirkungen gilt dann

al'&/ d,V f =/ quGin:a(Bi)/ d,Vf=0, (4.103)
L/R L/R

L/R
L;.*LD/ dVf = / quL;*LDf:s(LjE)/ d,Vf=0,
L/R L/R L/R
Kj|>/ dVf = / quKij:g(Kj)/ dVi=[ d,vf
L/R L/R L/R L/R

und entsprechend fiir Rechtwirkungen

(/ quf)qai :/ qufqa":s(ai)/ d,V f =0, (4.104)
L/R L/R L/R
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(/ quf><1LjE = / ququ;.tze(th)/ dV f=0,
L/R L/R L/R

</ quf> < KJ = / quf <1Kj = S(KJ)/ quf = quf,
L/R L/R L/R L/R

wobei 1 =1,...,4, 7=1,2, und

/quVf
/quVf

/quVf = (51)71(52)71(53)71(54)71Df’

/R 4,7 f

Ebenso kénnen wir fiir die konjugierten Integrale schreiben

(09 7H9°) () (@) B S, (4.105)

fa(@h)7H97) 79" (9"

fa@h)~(e%)71 (")~ (")

5o / AV = / 475 o f = (3 / dVf=0,  (4106)
L/R L/R

L/R
th»/ d,Vf = / quLjEDf:e(LjE)/ d,Vf =0,
L/R L/R L/R

ij/ 4,V f :/ quKijze(Kj)/ ivf= [ d4v¢
L/R L/R

L/R L/R

bzw.

(/ quf> g :/ qufaai:g(ai)/ aVF=0, (4107
L/R L/R L/R

(/ dq7f><1LjE = / ququf:e(LjE)/ d,Vf=0,
L/R L/R L/R

(/ dq7f><1Kj - ququjzg(K,-)/ avi= [ davs
L/R L/R L/R

L/R

4.3 Minkowski-Raum

Abgesehen von einigen Besonderheiten unterscheidet sich die Behandlung des
g-deformierten Minkowski-Raumes von jener der Euklidischen Rdume kaum.
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Wir beginnen daher mit den Relationen zwischen den partiellen Ableitungen

o’ = 0", pe{0,+,-,3/0}, (4.108)
8:|:83/0 — q:FZaS/Oa:l:’
00T —9t0™ = MNO¥°9%° + 3°9%0).

Nach Einfiihrung inverser Elemente mittels
@) =04 (0") ' =1, pe{0+,—3/0},  (4109)
ergeben sich die zusétzlichen Relationen

)t = (0")7'0°, pe{o,+,-,3/0}, (4.110)
(83/0)—18:|: — q:F26j:(a3/0)—1
(ai)flas/o — q:I:ZaS/O(aj:)fl

0-(0")" = (8710 = PMOT) (¢ 770 + )9,
(87)7184- — 84—(87)71 _ q72)\a3/0(q7283/0 +80)(87)72

und

@) ~Hom™ = (@), u€{0,+,—,3/0}, (4.111)
(83/0)—1(8:ﬁ:)—1 — q:I:Z(a—l—) (83/0)

@)1 = @O [, '([ 1])

1=0
. k
Z( q)k zz+2k)[ :| Z 49)\+
Jt+k=i @ p=0

@ (@S, (0, 0°) (0.

Die Lorentz-Generatoren vertauschen mit den partiellen Ableitungen formal
auf die gleiche Weise wie mit den Koordinaten, weshalb gilt

Tt = 8°TT, (4.112)
T~ = PO T +q )20,

T+a+ — q_28+T+,

TR0 — 83/0T++q_%)é8+,
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T7-0° o A (4.113)
T 0" o T,

1 1
T 0" q 20T +q2)30°,
1
T-3° = 9T +¢q2A207,
729° o7, (4.114)
7_3a:|: q:F4a:|:7_3
393/0 93/0.3
T?0" AN (4.115)
1
120 g loTT? + q_%)\+283/071,
1 1
T%9° q*T? — QA NP/OT? + ¢ 202077,
T253/0 g LPT?,
Sto- qo~S*, (4.116)
Stot g oSt — q_%)\?63/002,
1 1
5183 q—la3sl 4 q—l/\ll)\a?)/ﬂsl _ q§>\+28_0'2,
8183/0 q83/051’
0~ q o T, (4.117)
ot gt — q%A;§A233/0T2,
1
o g + ¢ IATIN O - q%)\+2)\28_T2,
193/0 g7,
i q 'oto?, (4.118)
020" = q0 0%+ q7 A2 N\20%0S,
o2 = q0%0% — gATINM00 4+ ¢IA TN S,
283/0 g 18%052,
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Die Vertauschungsrelationen mit den inversen partiellen Ableitungen lauten

dementsprechend
T+(3%)!
T+(8%°)
%)™
T )™

-1

7_3(80)71
7_3(63/0)—1
T3(aj:)71

(@97,

(83/0)’1T+ _ q1/2/\i/2(83/0)728+,

¢ (oh) T,

q’2(8’)’1T+ . q71/2/\i/2(57)72(33/0 + q72(90),

(4.119)

oA (4.120)
(33/0)717% i q71/2/\i/2(a3/0)7287’

g 20 ) T,
q

(4.121)
(83/0)_17'3,

— qj:4(aﬂ:)fl7_3,

= ¢(0°)'T?,

(4.122)
g (et

a(07) IT? — g A 007 2,

(T? > (8°) D7 + (0? > (8°) 1 T?,

g (6018,
g H(07)7'sh,

q(a+)7151 +q71/2)\;1/2(8+)*283/002,
(Sl > (53)71)02 + (7’1 > (33)71)51,

(4.123)

q_1(83/0)_17'1,

q(07) 7',

T N N (A
(74> (8%) Nt + A28t (%) )T,

(4.124)

(%) 1a?, (4.125)

= q(0")7'0?,
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02(6*)*1 — qfl(a) 1/2/\71/2)\2(67)7283/051’
0% = (00 (8°) 7)o’ + N(T7 > (0°) 7)) S,

wobei
o0

e (0°) = 4_3/22(42a0)k (K )"aty (4.126)

1,¢

¥ (B ey

0<i+5<k
< (S)k=ij(0°,0%°)(8° + 2¢% N1 9¥/0) 2k (97,

S'e (@) = =Y (0 a0)t (KoY (4.127)
k=0

> (B e o)

0<i+j<k

(Sp)i-ig(8°, 070)(8° + 2g?H AT 1P D (g,

e (07 = quozo (K_y) kk) (4.128)

5w () eryiaarony

0<i+j5<k

‘(Sq)k—i,j(aoa 63/0)(80 + 2q2j+1)\1183/0)72k71(87)j’
> () = ¢ 'Y (g ) (K )5 (4.129)

> (5@ @y

0<i+j<k

. (Sq)kfi,j(aoa 83/0)(80 + 2q2j71)\1163/0)72k71(af)j_

Es sei bemerkt, dass simtliche Identititen dieses Abschnitts durch die Er-
setzungen

oM — O, ()L — (0%) (4.130)

in jene des konjugierten Kalkiils iibergehen.
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Die Darstellungen fiir die inversen partiellen Ableitungen kénnen wir wie-
der mittels der allgemeinen Formel (4.15) bestimmen. Dazu miissen wir im
Fall der konjugierten Ableitungen die folgenden Ausdriicke einsetzen:

bzw.

(0 z f (@t a*, 2% w7 = (D)) flaa), (4.131)
(Ozo))z f(=",2%°0, 2% 27) = —q(DE)7'f,
Oz fat, 280, 2% 27) = —q7"(Dp) ™' (g °q:2"),

(O f(ah,2%% 2% 07) = (D) fla-a°)

(G2 f (@t 2%, 2, ) (4.132)

=1 0<i+j<I

(5(§>0))Lf(:c+ 20, 2% x7) (4.133)

" Za+ S @ T + 0 (@) )if )
0<i+5<I

(é(—:>0))L (x+’$3’$3/0’$—) (4134)

—at (DX D% )7 f(g.a®)

—ad ek 3 { @ + A @)1

k=1  0<i+j<k

—in S Y S (s
T 0<k+i<oo i=0 j=0 0<u<itj
41

S a’“*’“ZZ S (M @[T,
At 0<k-+I<oco i=0 j=0 0<u<itj
(é?i>0))Lf($+a x3/0’ x3’ .’L'_) (4135)

A A
_qQKSU qu(D2—2f)(q2$3/0, ¢y’ — QQXerD;zDZ’zq_f
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A .
- qzx:”/ °D.D f(¢*q-x%)

)\2
— Pzt 23D (DY D3, £) (g, 7?)
At 2\ T

3k 3 @ >f+qﬁ(M‘>f,j<@(T3>?f}

k=1 0<i+j<k

_qz)\):r T k+zzz S (M) @)(T)E

0<k+i<o0 i=0 j=0 0<u<i+j
k+1

k+l+1 +— k:+1l 0\k,l

+ 0<k+I<0o0 =0 7=0 0<u<1,+_7

I+1
-1 2 : k+14+1 E ' § § ' +— lcl-l—l 0\k,l
+/\-I— a+ M zg, )(TS )u fa
0<k+I<o0 1=0 j=0 0<u<i+j

wobei wir neben den Bezeichnungen aus Kapitel 3.3 zusétzlich noch

A\ 23/

=1+ —
VEE s =y

(4.136)
verwendet haben. Es ist zu beachten, dass die obigen Operatoren immer nur
dann anwendbar sind, wenn sie auf Funktionen wirken kénnen, die explizit
nur von den Koordinaten zt, 2=, 2% und 2%° abhingen. Man iiberzeugt
sich leicht, dass die Anwendung dieser Operatoren im Allgemeinen aber Aus-

driicke liefert, die auch von z° abhiingen. Da in der Formel (4.15) die Opera-

toren (5é>0)) wiederholt angewendet werden, ist es notwendig die Koordinate

z° nach jedem Auftreten konsequent durch z® — 23/° zu ersetzen. Konkret

bedeutet dies, dass wir die Formel (4.15) stets in der Form

P=> 0t [t (@), )] @ s

k=0

verwenden miissen.
Zwischen konjugierten und unkonjugierten Integralen besteht in Analogie
zu den partiellen Ableitungen ein Zusammenhang in der Form

Ca Y i;—? (OF) o f, (4.138)
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o H
T2
SH

1

@) v f,
@) 'e f,

(@) f
(0*°) 5 f

o H
e

:F
1/q

d.h. beide Ausdriicke gehen durch die Ersetzungen
= =z, &g, At - —aT, (4.139)

+ +\—1 -1
DE = DF,, (D)™ — (DF.)

ineinander tiber. Fiir eine einheitliche Normalordnung kénnen wir wieder die
Operatoren U™ und U aus (2.102)-(2.103) im Rahmen der Identitéten

@)t (@) = U@ D), (4.140)
(@) (OF) = T(@) e )

verwenden. Die Rechtsintegrale des Minkowski-Raumes folgen aus den Links-
integralen durch Anwendung der Regeln

fa@) "t &5 @) tsf, (4.141)
fA@0)7 5 (@)1 S,
faEs)™ ¥ @),
fa(@)t Es5 8% ' f, (4.142)
fa@) F5 @) e
fa@)™ &5 @),
wobei der Ubergang vom rechten zum linken Ausdruck und umgekehrt durch
a* —2%, Dg— DL, (D) '—(DL)', A" —naF (4.143)
erfolgt.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in der allgemeinen
Form (4.32) und (4.33) behlt auch fiir den q-deformierten Minkowski-Raum
seine Giiltigkeit. Daher lassen sich auch wieder Regeln zur partiellen Inte-
gration angeben, die im Fall der unkonjugierten Linksintegrale lauten

(6*°), @ f)xg| (4.144)
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= frgllty — @) AV ) % 80
73=0
+q PALPA@O) T (A2 (r2) 728 ) % 0 g

3=0"

@"),10F ) *gl,-_, (4.145)
= [xgle-co — @NTHAVAE) T2 ) x Ot gl

+g*PNTIAON)  (WPT ) % 0|

(07)1" O f) * 9o, (4.146)
= fxgllgrmo — @) AP ) % 879l

+q PAPANOT) T AY2S )« gl

F N0 A TPTS ) x 0 gl

—q AN ) AT - g S ) |

()" (OLF) * 9] 70— (4.147)

= [xg %oy — (D)2 (AYV202f) % 829|% 0,
+q' P ATN@) NPT (P )k 07 g a0
— VTN (@), (A () T 0 + a8 ) % 0l
A AP T T2 4 g7t — 0?) f) % 07|

23/0=0 ’

wihrend fiir die konjugierten Linksintegrale gilt

@)@ gl (4.148)
= fxglto - (33/°>L (A2(r3) 7202 F) % 8}/
z3=0
T+ PALN@) AT ) O
=0
(0)5"(Opf) *g s (4.149)

= fxglioy — @) AT
NG A S ) ai%

zt=0
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a

(0, (0F f) * g (4.150)

Tz~ =0
Frglli-_g = @O (A0 ) % Ol

+q1/2)\i/2)\(é+)21( 122 (3)1/2 Y 8gg‘w__

+q PPN AT T + g T ) 00|

— N (ON) (ATPTT ) % 0

z—=0

(4.151)

A0 N0
@) @ ol
f*g H:3/0:0 o (60) (A71/2( )1/2 lf)* 60
+ a7 A (AT )« O g

£3/0=0

£3/0=0
+ q1/2)\;1/2/\((§o)21(A71/2(qT+71 —T2)f) * 8Lg oy
A @) AT TENT S + ¢ (P - o))

~ a
x 3%

z3/0=0 )

Fiir die unkonjugierten Rechtsintegrale finden wir entsprechend

(0%/) 5 f * (03° )“3:0 (4.152)

Fxgllssng = @) f % (Aa%g)[1_
_q1/2)\1/2 (83/0) (8+f) * (A A 1/2g1 )‘ s

0), Fx @9)|°_, (4.153)
Frgli-—o — (ON)RNOES) x (A2 Prlg)|)
_(]3/2)\+1/2 (a—k)Rl(a;”z/Of)* (A 1/2 (7’3)1/2T2 )|

= =0"

(07)R' f* (0r9)|5s o (4.154)
Fxgllgizo = (07)5' Opf)x W2 o),

3/2)\1/2 A0 )R L% ) % (A 1/2( 3y~ 1/2g1 )‘w+ L
— N O7)R O F) * (AT TRTSY)|!L
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_ q1/2)\;1/2/\(87)§1(82/0f) « (A’1/2(T3)’1/2(Sl _ qT*a2)g)‘a

z+=0"

()& f* (0%9) |70 (4.155)
= frg| oy — ()5 ORF) x (A7 g)| 0,
= g PAPN0°) g (O £) % (A12T2) | o,
—q1/2)\+1/2>\(8°)R (8}]‘)*( 1/2(q51 A= ) )‘13/0 .
AT R (ORS) * ATVP(NT°T™ + q(0” — 7)) g ooy »

und ebenso fiir die konjugierten Rechtsintegrale
@)+ @9,

= Frgllieny — (33/0)— (6°9) % (N (r N1l
—?PANG) R (D)« (A7) TR))

(4.156)

z3=0"

(0 )7 (Oro)| . (4.157)

= [xgltsy — ()R OrS) * (N o?)[.
— g PAT N0 ) G )+ (A2S )]

zt=0"

(0%)7'f * (é;m\“, (4.158)

=0

= Frgllio = ODF @GN x WAL,
=G PAPAG) O ) ¢ (AT + g 7T g)
— N(0N) R O f) x (NPT )

z—=0"

z—=0

()5 * (Do) oy (4.159)

=[98y — B)R"(ORS) x (A2 0%g)| Lo,
— AT AR (O 1) % (A2(T%) 280 g) Lo
+ a7 AT AR (D )+ (AP (P T? = 0T ) g) oy
")z
(g

— "M (01 )
% (Al/2( ) _1)\251T+ ( ) 10_2 _7_2)9)‘“

x3/0=0"
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In bekannter Weise wollen wir abschlielend wieder die Volumenintegra-
le fiir den g-deformierten Minkowski-Raum definieren. Fiir die sukzessive
Integration iiber die vier unterschiedlichen Raumrichtungen lassen wir die
Oberflichenterme unberiicksichtigt und erhalten deshalb

(a“)_lf = (agzo))_lf—}-O.T., € {+,3,3/0}, (4.160)
(@)7'F = (B,) ' f+OT.

Bei Vertauschung der Integrationsreihenfolge tauchen dann wieder globale
Skalierungsfaktoren auf, indem gilt

(a+) (33/0) Yo )y 1) e f (4.161)
( 1

Man kann sich iibrigens davon iiberzeugen, dass die konjugierten Integrale
die gleichen Identitéten erfiillen und diese unabhéngig davon sind, ob Rechts-
oder Linkswirkungen vorliegen. Fiir die explizite Darstellung der konjugierten
Linksintegrale finden wir unter Verwendung von (4.160) den Ausdruck

(@)1 @) O) @) e f (4.162)
= (DY) (D) (D) (D)7 F) a2, a 7).
Konjugierte und unkonjugierte Integrale hiingen iiber
(871" (07) () e f (4.163)
@) o) 0) @) 6 S,
zusammen, wihrend Rechts- und Linksintegrale im Rahmen der Regeln
f<(@¥0)7Ho7)H(9) () (4.164)
ES (@70 T e
FA(80)H9) (@) (@) (4.165)
&S (@)@ )@ ) e f
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ineinander iiberfiihrbar sind.
Selbstversténdlich sind unsere Volumenintegrale in Bezug auf Links- und
Rechtswirkungen translations- und rotationsinvariant, so dass gilt

aﬂs/ d,Vf =/ dqva%f:a(aﬂ)/ dVf=0, (4.166)
L/R L/R

L/R

TD/L/quVf = /L/quVT>f=s(T)/ dV f =0,

L/R

KD/ d,V f :/ quKsze(K)/ quf:/ d,V f,
L/R L/R L/R L/R

(/ quf><18“ = / qufqaﬂzs(aﬂ)/ dVf=0, (4.167)
L/R L/R L/R

d = =
(/L/R qu><1T /L/RdQquT s(T)/L/quVf,

</ quf><1K = / ququza(K)/ d,Vf= d,V f,
L/R L/R L/R L/R

wobei fiir 7" alle algebraartigen und fiir K alle gruppenartigen Generatoren
einsetzbar sind, also

T € {T*,5',T?}, K e {7 11 0%}, (4.168)

In gewohnter Weise haben wir wieder auf die Bezeichnungen

/quVf
[ s

/quVf = (50)_1(5+)_1(5_)_1(53/0)_1Df,
/quVf = fa(8*°)"Y(6)"(8)1(8°) "

(871077 (@) (@) ' S, (4.169)

Il

Fa@®) o)) @),

zuriickgegriffen. Fiir die konjugierten Integrale gilt dann entsprechend

b / AV = / 473> f = () / 4V f=0, (4.170)
L/R L/R L/R
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TD/L/quVf = /L/quVbeze(T)/ A,V f =0,

L/R

KD/ 4,V f :/ quKDf:s(K)/ quf:/ 4,7 f,
L/R L/R L/R L/R

(/ quf) 30" = / qufaé“:s(é’"‘)/ d,Vf=0, (4.171)
L/R L/R L/R

i = vV = d_ =
(/L/quVf><1T /L/ququT 5(T)/L/R N =0,

(/ dq7f><1K :/ ququza(K)/ avi= [ avs
L/R L/R L/R L/R
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Kapitel 5

Verzopfte Produkte

Vom geometrischen Standpunkt aus war allen bisherigen Uberlegungen ge-
meinsam, dass wir immer nur einen Punkte im Raum betrachtet haben. Die
Relationen zwischen seinen verschiedenen Koordinaten waren dann gemafl

(P7)%z2% =0 (5.1)

durch den antisymmetrischen Projektor der zugrundeliegenden R-Matrix be-
stimmt. Betrachten wir jedoch verschiedene Punkte des Raumes, so miissen
wir festlegen, wie Koordinaten des einen Raumpunktes mit Koordinaten des
anderen vertauschen. Die entscheidende Idee besteht nun darin, dass jedem
Punkt des Raumes eine eigene Funktionenalgebra mit den Relationen (5.1)
zugeordnet wird. Verlangt man nun, dass Tensorprodukte solcher Funktio-
nenalgebren genauso wie die Funktionenalgebren selbst wieder Darstellun-
gen der zugrundeliegenden Quantengruppe sind, so lésst sich zeigen, dass die
verschiedenen Funktionenalgebren Objekte einer verzopften Tensorkategorie
sind. Dies bedeutet, dass fiir jedes Paar von Funktionenalgebren VW ein
funktorieller Isomorphismus

Uywv@w) = Z’R(Z)Dw@’R(l)Dv, YoeV, weW,

exisitiert, wobei R = R @ R® die universelle R-Matrix der zugrunde lie-
genden Quantengruppe bezeichnet. Durch diese Abbildungen ist festgelegt,
wie Elemente zweier unterschiedlicher Funktionenalgebren miteinander ver-
tauschen. Insbesondere gilt fiir zwei Kopien von Quantenraumkoordinaten
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entweder )
1 XHYP®1)=kR)IEY e XP (5.3)

oder X
1eXY)(YPel) =k (R )i Y © X", (5.4)

wobei k£ € C und R die Vektordarstellung der universellen R-Matrix be-
zeichnet. Die zweite Moglichkeiten der Vertauschung resultiert daraus, dass
anstelle der Abbildung ¥ auch deren Inverses verwendet werden kann. Fiir
eine genaueren Begriindung dieser strukturellen Uberlegungen verweisen wir
insbesondere auf die Uberlegungen in [40], [62], [63] und [65].

In diesem Kapitel wollen wir berechnen, wie zwei normalgeordnete Mo-
nome aus unterschiedlichen Koordinatenalgebren unter Beriicksichtigung der
Relationen (5.3) bzw. (5.4) miteinander vertauschen. Dies gestattet es uns,
fiir zwei kommutative Funktionenalgebren ein neues Produkt einzufiihren,
welches wir als Zopfprodukt bezeichnen wollen. Je nachdem, von welcher
Verzopfung wir ausgehen, kénnen wir definieren,

0n0;  A®A — A ®A, (5.5)
F(X)0,9(Y) = WHR™HPDeW(g) @ WH((RTHV e W(f))
F(X)0;9(Y) = WHRPW(g)) @ W R > W(f)).

In den beiden obigen Ausdriicken treten auschliefflich Linkswirkungen auf,
weshalb wir auch von Links-Zopfprodukten sprechen. Genauso gut héitte man
jedoch auch Rechtsdarstellungen verwenden kénnen, so dass gilt

F(X)0Rpa(Y) = W' W(g)aRP) e W' (W(f) aRD), (5.6)
FX)@p9(Y) = WIW(9)a(RHP)@W I W(f) (R W),

Diese Rechts-Zopfprodukte sind aber wegen

(ST'®S™HoR = R, (5.7)
(ST'®SHoR™ = R7!

identisch mit den Links-Zopfprodukten. Es gilt insbesondere

f(X)QLg(Y) = f(X)QRg(Y): (58)
[(X)o59(Y) = f(X)@p9(Y).
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Die Zopfprodukte lassen sich noch zum sogenannten verzopften Tensor-
produkt der Algebra V@W erweitern. Dieses Produkt ist ndmlich definiert
durch

O : (VeaW)e(VeW)-VeW (5.9)
(w1 @u)Q(w2 ®v2) = (Mmw @my) o (w1 @ Vyw (v, ws) @ va),

wobei my und my die nichtkommutativen Multiplikationen auf den jeweili-
gen Quantenraumalgebren V' und W bezeichnen. Fiir genauere Informatio-
nen iiber die Eigenschaften dieses Produktes verweisen wir wieder auf [40],
[62], [63] und [65]. Ubertragen auf kommutative Funktionenalgebren bedeutet
dies, dass wir auf der Tensoralgebra A ® A’ zweier kommutativer Funktio-
nenalgebren ein neues Tensorprodukt einfiihren kénnen mit

O;  (ARA)Q(ARA) - AR A (5.10)

(f1(z) ® 91(y)) O} (fo(z) ® 92(y))
= 3 AW RD e W(S) @ WL R 2 W(g)) * 05
= filx)*(01(y) ©; fo(x)) * g2(y)-

Ein entsprechender Ausdruck ldsst sich natiirlich auch fiir die andere Méglich-
keit der Verzopfung angeben.

Im Folgenden wollen wir fiir die von uns betrachteten Quantendume
Moglichkeiten zur Berechnung ihrer Zopfprodukte aufzeigen. Bei der Ab-
leitung expliziter Formeln konnen wir uns allerdings auf eine Ausprigung
des Zopfproduktes beschrinken, da die anderen Zopfprodukte dann mittels
einfacher Ersetzungsregeln sofort ableitbar sind.

5.1 Euklidischer Raum in drei Dimensionen

Da Koordinaten und Ableitungen algebraisch vollig gleich behandelt werden
konnen, ist es leicht einzusehen, dass die Hopfstrukturen der Koordinaten
aus jener der Ableitungen formal durch die Ersetzungen

4 — X4, Ae{+ 3}, (5.11)
A = AT?
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bzw.

o — X4 Ae{+,3}, (5.12)
A — AT!

hervorgehen. Mit dem Coprodukt konnen dann die Vertauschungsrelationen
zwischen zwei identischen Kopien von Quantenraumkoordinaten geschrieben
werden als

XAYP = (XGpYP)X(), (5.13)
vorausgesetzt, es gilt
XApYE =¢(YB) =0. (5.14)
Dies ldsst sich aber mit den in Kapitel 3.1 eingefiihrten Braiding-Operatoren
auch schreiben als

XYE = 1eXY)(Y*e1) (5.15)
X1+ 040X (Y*e1)

= (X*>YYH @1+ (04vYP) @ XC
(
(08

(OCDYB)® H(1®X°)

Das Problem, zwei Monome verschiedener Koordinatenalgebren aneinander
vorbeizutauschen, kann damit auf die bereits geloste Frage zuriickgefiihrt
werden, wie die Braiding-Operatoren bzw. die Generatoren der Quantenal-
gebra auf die Koordinatenalgebra wirken. Je nachdem, welche Hopfstruktur
wir dabei in (5.13) zugrunde legen, miissen wir die Braiding-Operatoren un-
terschiedlich spezifizieren.

Zunichst wollen wir uns erst einmal darauf beschrinken, Potenzen der
Koordinaten X4 an Monomen in Y? vorbeizuziehen. Die expliziten Aus-
driicke der Braiding-Operatoren wihlen wir aus jener Hopfstruktur, die sich
durch den mit (5.12) beschriebenen Ubergang ergibt. In diesem Fall finden
wir fiir Potenzen von Xt sowie X3

(1@ (XH)™) (Y H)™ ()™ (Y )™ ®1) (5.16)
= (Of @ XM)mo (YH™ (V3™ (V7)™ @ 1)
= [y e e @ (0

(

1@ (X)) (Y )™ @)™y )™ 1) (5.17)



5. Verzopfte Produkte 119

= (OF @XM (Y™ (Y™ )™ @1)

= Y] aaorfaie e ey
@ (X (X2

Fiir die Herleitung dieser beiden Formeln haben wir insbesondere die Rela-
tionen

(A2r72 @ XT)™+ (5.18)
= (AT e (XM,

(A2 ®@ X3+ AN AZL™ @ XT)ms (5.19)
=2 [ ¥ ] (M F(A) (L7)F © () (o)

verwendet. Im Vergleich zu (5.16) bzw. (5.17) erhalten wir fiir die Potenzen
von X~ eine kompliziertere Identitét,

(1@ (X)) (V)™ (3™ (y-)™ @ 1) (5.20)
= (Op@ X (V™)™ (¥ )™ o1)

n_ n_ n_—=k

_ ZZ Z /\)‘+ qn2_+k(k—1)—2l(n_—i—k—l)

% H"‘f'“ L[”{ I,
[(A%) ( )z'—|—k+l(7_%)n_ > (Y+)m+ (Y3)m3 (Y—)m_
( )n_—k -1 (X+)i(X3)n__i,

deren Herleitung auch umfangreichere Uberlegungen nétig macht. Diese zie-
len darauf ab, iiber die Formel

(L) > (XP)" = g™ [[n_J] (X )™ (5.21)
in Verbindung mit

(L7)" > (X?)"- (5.22)
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= ad(L7)"(X3)"-
= (L))" (S(L)" ) e
- X[ ] @orreers@ ey

k=0

die Potenzen von X~ vollstiindig durch die Koordinaten X3 und die Symme-
triegeneratoren auszudriicken, wobei wir in der letzten Identitét von (5.22)
ausgenutzt haben, dass gilt

AL = (AL)™ (5.23)
®T+1QL™ )

v
- S [ ] e et

Dann némlich lasst sich das komplizierte Coprodukt fiir die Potenzen von
X~ mit Hilfe der einfacheren Coprodukte fiir die Potenzen von X3 sowie
jener der Symmetriegeneratoren formulieren. Beriicksichtigt man schliefllich,
dass die Relationen (5.13) und (5.14) sich auch auf beliebige Elemente der
jeweiligen Funktionenalgebren erweitern lassen, so folgt (5.20) ohne weitere
Probleme.

Durch sukzessive Anwendung der Gleichungen (5.16), (5.17) und (5.20)
kénnen wir nun ermitteln, wie zwei normalgeordnete Monome aus identischen
Kopien der Quantenraumalgebra miteinander vertauschen. Zunéchst konnen
wir ndmlich schreiben

(1 ® (XT)™+(X3)na( ) ( Y™ ()™ (Y )™ ®1)  (5.24)
=0 j=0 k=0 [=0 [[n ]
n + k(k—1)+2U(k-+4j)—2n 4 (i+j+k+1)—2n_1

LI L,

( %)n++n3+n (L )i+j+k+l(7_%)n_fn+ > (Y+)m+(y3)m3(yf)m_]
(

® X+)n++z(X3)n3 % [(Lf)n_fkfl > (X+)j (X3)n_ fj} )
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Fiir die weitere Auswertung dieser Formel ist es notwendig, die Wirkung von
Potenzen des Generators L~ auf normalgeordnete Monome zu kennen. Mit
(5.23) folgt zunéchst

(L7)" o (X)™ (X7 (X 7)™ (5.25)

= g~k =h) [ Z L2 [(L7)F o (XH)™]

k=0
L) R 2 )F e (X (X)),
Weiterhin finden wir mit dem Ansatz
(L7)" > = ) CEm(XH)mTHXE (XY (5.26)
i+j=n

0<j<i<m
die Rekursionsformel
n+1,m —24 . n,m
C”Jr = ¢¥[[m—i+ 1] C L (5.27)
+q 20T =+ 1]l O
Diese besitzt als Losung den Ausdruck

i =77 ([l [ " ] tis (5.28)

q4

ti,O = 1; (529)

ti,j = Z H —2(j—u+1) ’I”u _]+U/_T1 _T’u,+u]]q2

0<r1+...+rj<iu=1

Mit diesen Ergebnissen bekommen wir schliellich

(L_)" (XF)m (XP)me (X )™ (5.30)
Z Z 2(n—k)(k+7)—(n—k)2—2m_n+2j(ms—i—j)—j2
k=0 i+j=

0<J<z<m+

Nl [ — K] [ H 2 [ WZ+ ] 4 [ nrigk} w
: (X+)M+—i(X3)ms—<n—k>q+z-—j( X-)Zz_ﬂn_k)ﬂ-_ !
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Die zugehorige Darstellung auf der kommutativen Funktionenalgebra lasst
sich daraus leicht ablesen als

(L) e fa*,2®,27) (5.31)
3 gk [ " } "y
k=0 i+i=k 7

0<5<i

(@) (27D ) (D) M f (g7, 7).

Mit der Formel (5.30) gelingt insbesondere die vollstéindige Berechnung der
Wirkung, die im zweiten Tensorfaktor auf der rechten Seite von Gleichung
(5.24) auftaucht. Nach einigen Umformungen sowie Normalordnung aller auf-
tretenden Monome finden wir dann einen Ausdruck zur Berechnung des Zopf-
produktes zweier kommutativer Funktionen, und zwar

flat 2% 27)0; g™, v y7) (5.32)

=3 3D D SEEIISHETE

0 j=0 +u=t
2,6=0 7=0 k+l+t=s gvé’uq

.q—k—'u—|—2(lc—|—l+z+j) +20(s—v)+2u(i—v)—25 (i—1)+12 +t+t2

, [[u]]g! [ j ] [ s ]
[[]]g [[FTlqa [[1]]qa [[s]]qa [[E]]ga! L v Jgu LI o2

. q2(ﬁ}'+ﬁi+ﬁ;)(ﬁ}'+ﬁ2+ﬁ;)+2(ﬁifﬁ5 YA~y )

. (L—)i+j+k+l > g(q—Q(k+l+i+j)y+’ q2(k+l+i—|—j)

® (x+)i+]’7u($3)sfj+uf'u(x7)v

. (Dg’z)i(Dq‘z)sf(qQ(j*“)x?’, qf2(i+j+l)xf)_

y-)

Auf die gleiche Weise kénnen wir nun ein zweites Zopfprodukt herlei-
ten, wenn wir stattdessen von der durch (5.11) beschriebenen Hopfstrukur
ausgehen. Die explizite Formel dafiir ldsst sich jedoch auf das bereits berech-
nete Zopfprodukt zuriickfithren, wenn wir wieder die Crossing-Symmetrien
beachten, die wir bereits im Zusammenhang mit den Darstellungen der parti-
ellen Ableitungen verwendet haben. Die genaue Bedeutung dieser Crossing-
Symmetrien wird klarer, wenn man bedenkt, dass es in der von uns be-
trachteten Tensorkategorie immer zwei Moglichkeiten einer Verzopfung gibt,
die durch zwei verschiedene, aber zueinander inverse R-Matrizen beschrieben
werden. Dies ist letztlich auch der Grund dafiir, dass zwei Arten von partiellen
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Ableitungen mit unterschiedlichen Hopfstrukturen auftreten. Alle bisherigen
und zukiinftigen Rechnungen konnen somit stets fiir beide Verzopfungen aus-
gefiihrt werden. Dabei zeigt sich, dass korrespondierende Ausdriicke, die man
fiir unterschiedliche Verzopfungen erhilt, durch die Ersetzungen

D;‘i — D;F,a, nt — —aT, ¥ 2T, ¢ — ¢ (5.33)
ineinander iibergehen, sofern man fiir jede Verzopfung eine geeignete Normal-
ordnung vorgibt. Dieser Zusammenhang ist uns bereits bei den Linksdarstel-
lungen der partiellen Ableitungen begegnet und gilt in entsprechender Weise
auch fiir die Zopfprodukte. Wir konnen daher fiir die zu unterschiedlichen
Verzopfungen gehorigen Zopfprodukte folgenden Zusammenhang angeben:

+ - F

flat, 2% a7)0; g(y™,v%y7) “EX flam, 2%, 2% O, gy, v% yh). (5.34)

Dabei deutet das Tildezeichen an, dass die Funktionen der rechten Seite sich
auf die durch (2.27) bestimmte Normalordnung beziehen miissen.

Alle bisher behandelten Zopfprodukte basierten darauf, dass ein links
stehendes Monom nach rechts durchgetauscht wurde. Es handelt sich daher
um Links-Zopfprodukte. Man kann aber ebenso von den Relationen

XAYP =Y (X4 ), (5.35)
mit
XAayB =¢(X4H =0 (5.36)

ausgehen und zur Berechnung des Zopfproduktes ein rechts stehendes Mo-
nom nach links durchtauschen. Dies fiihrt uns dann dementsprechend zu
Rechts-Zopfprodukten. Thre Berechnung lasst sich wie im Fall der Links-
Zopfprodukte durch Spezifizierung der Hopfstruktur sowie der zugehorigen
Braiding-Operatoren organisieren. Sehr viel leichter ist es jedoch, die Rechts-
Zopfprodukte durch die Anwendung von Crossing-Symmetrien aus den Links-
Zopfprodukten abzuleiten. Dieses Phdnomen ist uns bereits bei den partiellen
Ableitungen begegnet, und zwar in Form der Ersetzungsregeln

= =¥, Di— DL, n*f—aT, (5.37)
die uns bekanntlich den Ubergang zwischen Links- und Rechtsdarstellungen
ermoglichen. Da die Berechnungen von Zopfprodukten letztlich auf der glei-
chen algebraischen Grundlage erfolgen, lassen sich diese Regeln auch fiir die
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Transformation von Links- in Rechts-Zopfprodukte anwenden, weshalb gilt

fl@t, 2’ 27)0; 9(y™, v ) (5.38)
5 fat, 2 a7) 0 0(™, v3,y7),

f(:c_,x3,x+) @Rg(y_,y3,y+) (539)

ﬁ} f($_,$3,$+) QL g(y_7y37y+)‘

Die Bezeichnung der Zopfprodukte haben wir dabei wieder in Analogie zu
jener der Ableitungen und Integrale vorgenommen, d.h. der Index L/R gibt
zunichst Auskunft dariiber, ob der jeweilige Ausdruck durch Vertauschen von
links nach rechts oder umgekehrt erhalten wurde. Je nachdem, ob der Index
zusitzlich mit einem Dach versehen ist oder nicht, konnen wir auflerdem
ablesen, welche Verzopfung zugrundeliegt.

5.2 Euklidischer Raum in vier Dimensionen

Die Berechung von Zopf-Produkten des g-deformierten Euklidischen Raumes
ldsst sich in weitgehender Analogie zum dreidimensionalen Fall vornehmen.
Die beiden Hopfstrukturen fiir die Koordinaten kénnen wieder aus jenen der
partiellen Ableitungen durch die Ersetzungen

o — X', ie{l,...,4}, (5.40)
A - A

bzw.
0 — X', ie{l,...,4}, (5.41)
A - A

erhalten werden. Die im letzten Kapitel angestellten Betrachtungen zur ex-
pliziten Berechnung des Zopfproduktes mit Hilfe der Hopfstruktur sowie der
damit verbundenen Braiding-Operatoren iibertragen sich problemlos auf den
vierdimensionalen Euklidischen Raum.

Zunichst wollen wir wieder damit beginnen, Potenzen einzelner Koordi-
naten an einem normalgeordneten Monom einer zweiten Koordinatenalgebra
von links nach rechts vorbeizutauschen. Legen wir die beim Ubergang (5.40)
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erhaltene Hopfstruktur zugrunde, so bekommen wir fiir Potenzen von X!,
X? und X3

(1 ® (Xl)nl) (Ym1,m2,m3,m4 ® 1) (5.42)
— (OAzl ® Xi)m > (Ym1,m2,m3,m4 ® 1)

— [(A_%KEKS)M > le,m2,m3,m4] ® (Xl)m’
(1® (X)) (ymmemsme g 1) (5.43)
— ( AZQ ® Xi)n2 > (le,m27m37m4 ® 1)
— S Ng % f% n2 % % +\k _% % n2—1 M 1,M2,1N3,1M4
k ()" [(A2)" (K7 K3 L) (K, *KJ) >Y
k=0 q?
® Xl)k(X2)n2_k,
(1® (X?)s) (ymomemsms g 1) (5.44)
— ( A? ® Xi)ns > (Ym1,mz,m3,m4 ® 1)
3 11 11 )
= 2| ] (V) (A5 (B 5 L) (IGE G, #)e o ymasmaamaims
k=0 q?

wobei wir als Abkiirzung verwendet haben
Yy MM, mama — (Yl)ml(Y2)m2 (Y3)m3 (Y4)m4_ (5.45)

Bei der Herleitung dieser Formeln haben wir auf folgende Identitéten zuriick-
gegriffen:

1 1 1
A KK} @ XH™ (5.46)
1 1 1
= (AKPEZ)™ @ (X')™,
1 1 1 1
(A 2K, K2 @ X2+ gAN 1 KEK2LT @ X1)™ (5.47)

N o=

)’n,z—i

S~ [ 7 (A-$ym (g K =
= Y] v [ehmed i
0 q?
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1o 11

(A PK2K, 2 @ X*+ QAN T KZ K2 LT @ X1)™ (5.48)

[ s i[(A—L\na( 13 13 7 +\k( I3 fo— 3 \na—i

= Y] vy

k=0 q?

® (Xl)k(X3)n37k'
Die Vertauschung von Potenzen der Koordinaten X* mit normalgeordneten
Monomen einer zweiten Koordinatenalgebra erfolgt hingegen mit der Formel

(1 ® (X4)n4) (Ym1,m2,m3,m4 ® 1) (5.49)
— (04 ® Xz')m (Ym1,m2,m3,m4 ® 1)
ny n3 n4 na—k na q)\ l+]+

- Z Z Z Z Z 1 ' ’I’L4] z' 7n4(n4+1)+k(k+1)7%u(U71)7n4(k+'U)

=0 j=0 k=0 v=0 u=0

. q2'u(n4—k—'u)+u(n4—u) ! ng —k L2
k v Sl ou |,
a2 q q

1

1 1 1
A [(A_E)”‘l (Klz )—n4+k+v(K2 ) na+2u (Lil—)k:—i—v (L;—)u] > Y7Lz, me, g
® (Lii—)m—k—v > (Xl)u(X?’)M_u.

Deren Herleitung gelingt in Analogie zum dreidimensionalen Fall, indem wir
mittels der Gleichung

(L) o (X2 = g2t D [y ]] ! (X )™ (5.50)
und
(L™ o (X°)m (5.51)
adp (Ly)™ (X?)™

= ((LH)™)y(X?) ™ (S(L)™) g

- > [ | worapesaeps e

k=0

die Potenzen von X* auf die Koordinaten X? und die Symmetriegeneratoren
zuriickfithren, wobei wir fiir die letzte Identitéit die Formel

AL™ = (ALH)™ (5:52)
= (Liel+K oL
= 2 [ i } LDFETY e (L)

k=0
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benutzt haben. Auf diese Weise wird es es wieder moglich, das Coprodukt
fiir die Potenzen von X* durch die Coprodukte fiir die Potenzen von X3
und jener der Symmetriegeneratoren auszudriicken. Der weitere Gang der
Rechnung entspricht dann dem im dreidimensionalen Fall.

Durch sukzessive Anwendung der Formeln (5.42)-(5.49) lasst sich nun
ausrechnen, wie man ein ganzes Monom an einem zweiten Monom einer an-
deren Koordinatenalgebra vorbeitauscht. Dabei stellt sich heraus, dass wir
fiir die konkrete Auswertung allerdings noch wissen miissen, wie die Potenzen
der Generatoren L in expliziter Form auf normalgeordnete Monome wirken.
Diese Aufgabe 16sen wir mit den gleichen Methoden, die uns bereits geholfen
haben, die Wirkung von Potenzen des Generators L+ im Fall des dreidimen-
sionalen Euklidischen Raumes zu finden. Wir beschrinken uns daher darauf,
die Ergebnisse dieses Vorgehens anzugeben, ndmlich

L) (XM (X?)™ (X 3)ms (X )™ 5.53
1
_ Z(_l)kqnl(n—2k)—(n2+n3)(n—k)+%k(k—l)—}—%(n—k)(n—k—l)

k=0

[IKllg2! [In = Kle! [ Z] , [ & ] 2 [ nTk] :
(Xt () = s,

(L3)" & (X (X7)™ (X7 (X )™ (5.54)

— Z(_1)kqn1(n—2k)—(n2+n3)(n—k)+%k(k—l)—l—%(n—k)(n—k—l)
k=0

oo 1] (1], [,
(X Hymok(x2)na(nk) (;3)n3+k(Xi)n4+(nk)' !

Auf der kommutativen Funktionenalgebra fiihrt dies zu den Ausdriicken
(L)' f(at, 2%, 2%, 2" (5.55)

= Z(_1)nfkq%k(k71)+%(nfk)(nfkfl)($2)n7k(x4)k
k=0
. (Déz)n—k(D22)kf(q—(n—2k)x1’ q—ka’ (]_k.’E?’),

(L3)" > f(a',a?, 2%, z") (5.56)
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_ (_1)n—kq%k(k—1)+%(n—k)(n—k—l) (x?,)n—k(le)k

k=0
A(DL)" *(DL)ff(g " Pt g Fa?, g Fa?).

Wir kénnen also zusammenfassen, dass die Berechnung des Zopfproduktes
zweier Monome zunichst die sukzessive Anwendung der Formeln (5.42)-
(5.49) zusammen mit den Identititen (5.53) und (5.54) erforderlich macht.
Nach einigen elementaren Umformungen und der vollstindigen Normalord-
nung aller Monome ist es wieder moglich, die allgemeine Form des Zopfpro-
duktes fiir zwei kommutative Funktionen abzulesen, fiir das wir jetzt erhalten

[, 2 2% 2 o, (v, v2 v yY) (5.57)

. q%u(u—}-l)—l—%v(v—l)—l— Ls(s+1)+(u—v)(i+j—2s)—u(v+24)+i(j —2k—21)

T |, L]

[[l]g2 [[g1]2 (RN 2! (M2t L v o L ¥ [
.q(ﬁ}c+ﬁ§+ﬁ§+ﬁ§)(ﬁ;+ﬁ§+ﬁ§+ﬁ§)—(ﬁ}c—ﬁﬁ)(ﬁ;—ﬁﬁ)—(ﬁi—ﬁ%)(ﬁg—ﬁg)
S(LHHHELY) e gy v v )
® (xl)i+j+ufv(x2)v(x3)sfu
. (D22)Z(D22)j (D§2)sf(q_(i+j+u_v)$2, q—(i—l—j—}-u—v)xZ’ qi+j+u—v—sx4)'

Das Zopfprodukt fiir die zweite Hopfstruktur der Koordinaten finden

wir wieder unter Anwendung der bekannten Crossing-Symmetrien, d.h. wir
miissen lediglich die Ersetzungsregel

fla', 2 2% 2" o, (', v vyt (5.58)

L ft e e’ 2) Op eyt vt vty

anwenden und beriicksichtigen, dass beide Ausdriicke beziiglich unterschied-

licher Normalordnungen gelten. Explizit haben wir also die Substitutionen
D;a — D;’_a, o —n, 2ot ¢t ¢! (5.59)

mit i = 5 — ¢ vorzunehmen, um zwischen beiden Ausdriicken hin- und her-
wechseln zu konnen. In entsprechender Weise bekommen wir auch wieder die



5. Verzopfte Produkte 129

Rechts-Zopfprodukte, die mit den Links-Zopfprodukten iiber die Regeln

flat, 2, 2% 2" Op g v, v2 y') (5.60)

] N

=3

% 2t 2%, 2% 2 O; gyt vP, v, ¥,
f(a', 2, 2%, 2" 0,9y v% vP, y?) (5.61)

-

5 fat 2?22 o, 9 v, 95 v

in Beziehung stehen, wobei der Ubergang in den beiden obigen Formeln mit-
tels

. .y . Y] i Al
v —ar, Di.— D, 07 —df (5.62)

erfolgt.

5.3 Minkowski-Raum

Die Berechnung von Zopfprodukten fiir den g-deformierten Minkowski-Raum
erfolgt grundsitzlich auf die gleiche Weise wie bei den g-deformierten Eukli-
dischen Riaumen. Trotzdem weist das Vorgehen fiir diesen Fall aber auch eine
Reihe von Besonderheiten auf. Zunéchst existieren wieder zwei Hopfstruktu-
ren, die wir durch die Ersetzungen

o — Xt pe{+3,0}, (5.63)
A — AT

bzw.
o — XK pe{£3,0}, (5.64)
A - A

in gewohnter Weise aus denen der partiellen Ableitungen erhalten. Bei den
weiteren Berechnungen konzentrieren wir uns vorerst auf die erste dieser
beiden Hopfstrukturen, da sich dann alle weiteren Resultate durch die An-
wendung von Crossing-Symmetrien bestimmen lassen.

Als Erstes versuchen wir Potenzen einzelner Koordinaten mit einem nor-
malgeordneten Monom einer zweiten Koordinatenalgebra zu vertauschen. Im
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Fall der Koordinaten X+, X3/° und X~ gelingt dies in weitgehender Ana-
logie zu den Euklidischen Rdumen. So bekommen wir insbesondere fiir die
Koordinaten X%/° und X* die Relationen

(1 ® (X+)n+) (Ym+,m3/0,m3,m_ ® 1) (5.65)
= (OA: X X:u)'fH— > (Ym+,m3/0,m3,m_ ® 1)
n4
n 3.1
- Z [ k+ } (=g A2 A"
k=0 q2
[(A%)”-k T2 )n+—k(7-3)—%(n+—k) > Ym+7m3/o,m13,m_]

® (X+)n+ k(X3/0)k’

(1@ (X*0)sr0) (ymesmssomam— @ 1) (5.66)
= (OAi/O ® XN)HS/O > (Ym+,m;5/0,m3,m, ® 1)

n3/0
_ n3/0 A3k, —k(k+1)
= Y[ ] b

k=0
: [(A%)"s/o (SY)(r1)maro (r3) =2k y mrima o mam—
® (X+)k(X3/0)n3/°_k.

Die diesen Identititen entsprechende Formel fiir die Koordinate X~ finden
wir ebenfalls mit einer Methode, die wir bereits fiir die Euklidischen Rdume
angewandt haben. Zu diesem Zweck berechnen wir die Wirkung

(T )" s (X¥0)" = (gFA2)" ] o (X )™ (5.67)

Dieser Ausdruck muss aber zugleich mit der adjungierten Rechtswirkung
iibereinstimmen, fiir die wiederum gilt

()5 (X0 (5.68)
adL(T—)n(Xii/O)n
= (T7)")w(X*)"(S(T7)")

n

— kz:% [ Z :|q2 (_1)qu(k71)(Tf)nfk(X3/0)n(Tf)k'

Dabei haben wir verwendet

AT = (A(T7)" (5.69)
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= (T ®@l4+7:QT )"

ST = (=(r*)72T)" (5.70)
— ( 1)nqn(n 1)(T3)f%n(T7)n.

Mit diesen Uberlegungen kénnen wir die Potenzen von X~ nun schreiben als

oy = RIS } () D@ X, (5.7

[nllet 2Lk ],

Wenden wir auf beide Seiten dieser Gleichung das Coprodukt an, so kénnen
wir wieder die Braiding-Operatoren fiir die Vertauschung von Potenzen der
Koordinaten X~ ablesen. Auf diese Weise finden wir nach einigen Umfor-
mungen den Ausdruck

(1@ (X)) (Ymemaomsm- @ 1) (5.72)

= (OA; ® X,Lt)n_ > (Ym+;m3/0,m3,m_ ® 1)

n- n——k n_

= Z Z Z k+1)\z (¢2 )\ e qk(k+1)+i(i—1)+2(n_—k—l—z’)(i—l—k)—n_
[[n-]le!

k=0 [=0 =0

L L,

ARy (S T o R e -]
(T )n,—k l ( )i(X?’/O)n’_i.

Méchte man hingegen das Braiding von Potenzen der Koordinaten X°
bestimmen, so ist ein Vorgehen vorteilhaft, bei dem die Potenzen von X°
durch Objekte ersetzt werden, deren Braiding bereits bekannt ist oder auf
einfache Weise bestimmt werden kann. Im Anhang haben wir insbesonde-
re gezeigt, dass sich die Potenzen von X° mit geeigneten Koeffizienten Fe
ausdriicken lassen als

no min(k,no—k)

(X =3 Z Fro - (XT)R(XP0)kymo—ik(x )k (5.73)

k=0 =0
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wobei

V= (T7)™ > (XT)™ (5.74)
Diese Identitéit erlaubt es uns, einen Basiswechsel durchzufiihren, da namlich
gilt

(XY (X0 maro (X O)e (X 7)™ (5.75)
no min(k,no—k)

— Z Z q2"3/°kF,?,? . (X+)n++k(X3/0)n3/0+l—ky6zo—l—k(X—)n,—kk
k=0 =0
no min(k,no—k)

— Z Z q2n3/0k72(n07l7k)(n_+ k)FI?,?
e e, (e,

wobei

V5", (X)) = (T7)™ e (XF)™(X7)"). (5.76)
Die Elemente dieser neuen Basis besitzen ein vergleichsweise einfach zu be-
rechnendes Braiding. So finden wir zunéichst die Identitét

(1@ (X" (XVO)e[(T7)™ o (XY (X)) (Y™ @ 1) (5.77)
— [0 © x0+ (00 @ X7y ATy
(OF X710, @ X | p (V2@ 1),

aus der wir schliellich den folgenden Ausdruck ableiten konnen:

((X+)n+ (X3/0)n3/0 <y6bo, (Xf)n_>) @LYm (5_78)
n4 13/0

ZZ qz/\ /\ q2,\2)\) —J(3+1)=2(n4—24)j [ n.+ ] [ ’I’L3/O ]

1=0 j=0 2 e 7 2

n- nog—kn-—1

[[ ] , ZOZZ Z )+ g D41 +2K (-~ o)
n_]]g!

k=0 =0 u=0 v=0
[k%—u} [l+v} [ no } [n]
U 2 v e k+u 2 [+ v 2

% 3 -1 1 1 t t n n
5 2V\S(__ 45 )2 —t(t+1) 0 —
Cxr e [ ] T ]

s=0 t=0 q q
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. [(T2)i(51)j(02)n+7i(Tl)nS/ij(Ts)f%(nri+j)(Aé)n++n3/o

() ()R (S () TR ) [y
@ (X ) (X300t (ko ()0 (X 0y
(T (X))

Fiir die vollstindige Auswertung der letzten Formel benétigen wir noch die
explizite Form fiir die Wirkung von Potenzen der Generatoren 7, die jedoch
im Anhang C angegeben ist.

Der entscheidende Gedanke unserer Uberlegung besteht also darin, eines
der beiden Monome, die wir miteinander vertauschen wollen, durch die Ele-
mente einer neue Basis auszudriicken, deren Braiding einfacher zu berechnen
ist. Aus diesem Grund brauchen wir fiir die Implementierung des Zopfpro-
duktes auf der Menge der kommutativen Funktionen einen Operator, der den
durch (5.75) beschriebenen Basiswechsel ausfiihrt. Dies leistet der in Anhang
C eingefiihrte ®-Operator. Weiterhin léisst sich dann aus (5.78) mit etwas Ge-
schick ablesen, wie die Funktionen ®(f) und g manipuliert werden miissen,
um aus ihnen das Zopfprodukt zwischen den kommutativen Funktionen f
und ¢ zu erhalten. Als Ergebnis dieses Bemiihens kann man schlief3lich fin-
den

flat,2%°2% 27) o, gy™, v*/% % y7) (5.79)

g+ ﬂ?c/o'i‘ A%+ 0z ) (g + ng/o

_ A9+ A7)
. e s 1 ; g G (+1)+445
> (eI (ALY e

i,5=0

00 k(k—1)+1(1-1)

) 1k g
D 3 i

—t2+3(s—9)

s+t 540 q
DD IR 5T [l T + 0Tl

5,t=0 o, 3,7,6=0

(B )isi0 B ko (B Yiass (T 5 9(y)

X [(Bg))sm k—u,0—1— v(B a+j,B+i,7,0

)
(B)ijis B )kt l—|—'u:| [ g PxT, g %0, %),
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Dabei haben die im linken Tensorfaktor auftretenden Operatoren die Form
(BD)ijuav fat, 2%, 2, 27) (5.80)
q2(l+k—i—j)k ((T—)j(sl)k( ) ) l>f( —2(l—i—j) T ,q2(l—i—j)x—)’

(BéZ))i,j,k,lDf(x+7x3/0ax07$_) (581)
- q—2(l+k—z’—j)k ((T—)j(T2)k(02)l) > f(q—Q(k—i—j)a:—k’ q2(k—i—j)x—),

(BD)ijuar f@*,2%°,2°, 27) (5.82)
= (TS (@)*()) b f(¢?Fat, g2z,
wihrend fiir die Operatoren des rechten Tensorfaktors gilt
(BR)ijo f(at, 2, 2% 27) (5.83)
= (2°)'(@7)/ (D) (Dp) f,

(B ska > flat, 2?0 20 27) (5.84)
= (a") (@) (D) (DY (D%)* (D) f,

( g-l ) :Jklbf(x—’—axz;/oa'foax_) (585)
S+ 23/0
= 5162050 f,

— Z Z q2i(j—s—t)(Cq)ls-’|;j7j . (xo)s(x3/0)i—j—l+s+2t
s=0

=0 LH=s <4<ipj—s

) (Bg))k—ki,ifj—l-ks_k% > ((mo)jf‘g*t(z*)l-kjfsftf) :
30y + .30 0
(BR )Z’J > f($ ,l‘ al‘ ax ) (587)

- ZZ Z (q%)\_%F)F“(q%)ér)“*th(“*S*t)(2(jfi+s+t)+1)

u=0 s=0 ?Stﬁu*‘ﬁ’

s [ ] ey

[T s (D) g 220

0—zt
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Die Operatoren 67, (19);, sowie das Polynom (Co)}) sind in Anhang C

angegeben.

Die iibrigen Zopfprodukte kénnen nun wieder durch Anwendung von
Crossing-Symmetrien bestimmt werden. Insbesondere gilt die Transforma-
tionsregel

fla, 2% 2% 27) o, gyt ¥*¥%, 4%y ) (5.88)

i 4

— 1/ _ ~ _
q<_>q f(iL' ) l,O’ $3/07 .’E+) Qi, g(y ) y07 y3/07 y+)7
d.h. wir miissen einfach die Substitutionen
Dji — DY, fx——hz ¢ g7 (5.89)

ausfilhren, um dann das zur zweiten Hopfstruktur gehorige Zopfprodukt
beziiglich der umgedrehten Normalordnung zu erhalten. Entsprechend ist der
Zusammenhang zwischen Rechts- und Links-Zopfprodukten durch die Regeln

fla=,2% %%, 2%) Opaly™, v v*° y™) (5.90)
t) f(xia xO’ 'ZB/O’ .’E+) @i, g(yia yO’ y3/0a y+)a

fla*,2¥%2% 27) Op gyt ™ 9% y7) (5.91)
5 flat, 22 e7) 0, gt v 0% y).
gegeben, die wieder einen Ubergang mittels der Substitutionen
a* =¥, Dn— DL, A" —aF (5.92)

symbolisieren.
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Kapitel 6

Translationen

Im vorhergehenden Kapitel waren wir davon ausgegangen, dass jedem Punkt
des Raumes eine eigene Koordinatenalgebra zugeordnet ist. Auflerdem hatten
wir gefordert, dass jede dieser Koordinatenalgebren Objekt einer verzopften
Tensorkategorie sein soll, ndmlich jener Kategorie, die von den Darstellungs-
moduln einer gegebenen Symmetriealgebra gebildet wird. Von besonderer
Bedeutung ist nun die Frage, wie sich in diesem Setting Translationen sinn-
voll definieren lassen. Wir wollen hierbei vorwiegend den Uberlegungen in [66]
folgen. Diesen entsprechend sind die durch Translation entstandenen Funk-
tionen geméaf

A, 2 F(X) - A(F(X)) = F(X@Y) € A,8A4, (6.1)

Elemente aus dem verzopften Tensorprodukt zweier Koordinatenalgebren.
Weiterhin fordert man, dass die translatierten Funktionen untereinander die
gleichen algebraischen Relationen erfiillen wie die untranslatierten. Demnach
benétigen wir also eine Abbildung
A: A, — A®A, AF (X)) =F(XaY) (6.2)
mit
A(FG) = A(F)A(G).

Wie durch die Bezeichnung dieses Algebren-Homomorphismus bereits ange-
deutet, erfiillt das Coprodukt der Koordinatenalgebra genau diese Vorgaben.

Dass die Coprodukte in sinnvoller Weise als Verschiebungen interpretier-
bar sind, ldsst sich mit der folgenden Uberlegung verdeutlichen. Betrachten



138 6. Translationen

wir ndmlich das Coprodukt von Potenzen einzelner Koordinaten, so gilt
A(XH) = (AXY))" = (X4@1+040YP) b 1. (6.3)

Wandelt man den letzten Ausdruck unter Beriicksichtigung der Operator-
wirkungen in eine Summe um, so gelangt man zu g-Analoga des klassischen
Binomial-Theorems. Solche Rechnungen sind im Bereich der speziellen -
Funktionen weit verbreitet [67], [68], [10]. Fiir beliebige Elemente der nicht-
kommutativen Koordinatenalgebren gilt entsprechend

A(F(XY) = FIA(XY) = F(XA®1+ 04> Y?). (6.4)

Falls F' in Form einer Potenzreihe dargestellt ist, gestatten die q-Binomial-
Regeln das Ableiten von g-deformierten Versionen der Taylor-Formel. Diese
Zusammenhénge lassen sich dann mittels

flagy) = (W @ W, ) (AW(F)) (6.5)

wieder auf die kommutative Funktionenalgebra A iibertragen.

Wir koénnen die letzte Formel auch als eine mit der Symmetrie der Quan-
tengruppe vertriagliche Translation betrachten, welche eine gegebene Funkti-
on um y verschiebt. Eine naheliegende Frage ist nun, ob es méglich ist, durch
eine weitere Translation diese Verschiebung wieder riickgéngig zu machen.
Dass dies tatséchlich der Fall ist, lédsst sich mit der fiir Hopfalgebren giiltigen
Relation

(mo(S®id)oA)(F)=¢(F)=(mo (id® S) o A)(F) (6.6)

einsehen, wobei m die nic}}_tkommutative Multiplikation auf der Quantenrau-
malgebra A, bezeichnet. Ubertragt man némlich die Wirkung der Antipode
durch die Vereinbarung

f(ex) =W H(S(f)) (6.7)

auf die Elemente der kommutativen Koordinatenalgebra, so kann man die
Relation (6.6) sofort in die Identitét

f (z@y@(8y)) = my, o f (z&y®(82)) = f(z) (6.8)

iibersetzen, falls m, , die implizite Sternmultiplikation beziiglich z und y
bezeichnet.
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An dieser Stelle wollen wir auflerdem auf eine Konvention hinweisen, die
wir im Folgenden immer wieder verwenden werden. So sollen bei der Aus-
wertung von Funktionen der Form f(z®y) die Tensorfaktoren grundsitzlich
kommutativ multipliziert werden, falls die zu den beiden Tensorfaktoren kor-
respondierenden Koordinaten unterschiedlich bezeichnet sind. Im Gegensatz
dazu werden die Tensorfaktoren der Sternmultiplikation unterworfen, wenn
die zugehdrigen Koordinaten die gleiche Bezeichung tragen, d.h. wir verein-
baren

[(x®z) = my, o f(z@y). (6.9)

Als Letztes wollen wir noch darauf eingehen, wie zwei Funktionen f(z®y)
und g(x®y) miteinander multipliziert werden. Dies ist jedoch mit den in
Kapitel 5 angestellten Uberlegungen sofort klar. Die durch Translation aus f
und g hervorgegangenen Funktionen sind ja Elemente aus der Algebra A®Q A.
Auf deren nichtkommutativem Analogon A,®.4, gilt aber

(X1 R Yl) Q(X2 X }/2) = (mX (024 my) [¢] (Xl X \IJY,X(YQ,XQ) (024 Yg), (610)

wobei mg, wieder die nichtkommutative Multiplikation auf den jeweiligen
Quantenraumalgebren bezeichnet. Ubertragen wir diese Relationen auf die
kommutative Algebra A ® A, so konnen wir das Zopfprodukt zweier trans-
latierter Funktionen als Elemente aus A®.4 wie folgt erkliren:

fz@y) © g(zay) (6.11)
= (Maw @myy) o (f(z8y) Q, , 9(z'®Y))

'y —z,y ’

Das Zopfprodukt im letzten Ausdruck bezieht sich dabei nur auf die in sei-
nem Index angegebenen Tensorfaktoren. Entsprechendes gilt natiirlich fiir
die Operatoren my » bzw. my s zur impliziten Sternmultiplikation beziiglich
der in ihrem Index angegebenen Koordinaten. IThre expliziten Ausdriicke sind
in Kapitel 2 aufgefiihrt.

GemiB diesen Uberlegungen werden wir in diesem Kapitel fiir die von uns
betrachteten Quantenriume Ausdriicke ableiten, welche es gestatten, Copro-
dukt und Antipode normalgeordneter Monome zu berechnen. Indem wir diese
Ausdriicke ins Kommutative iibertragen und auf beliebige Funktionen verall-
gemeinern, gelangen wir auf der kommutativen Funktionenalgebra zu einem
Translationsbegriff, der mit der zugrundeliegenden Quantengruppensymme-
trie vertraglich ist.
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6.1 Euklidischer Raum in drei Dimensionen

Die Berechnungen basieren auf Uberlegungen, die wir bereits im vorherge-
henden Kapitel angewandt haben. Um diese geschickt zu organisieren, un-
terscheiden wir durch die Bezeichnungen

X =X“®1 und Xi=0a®XP?, (6.12)

zwischen Links- und Rechtskoordinaten, wobei die Braiding-Operatoren wie-
der aus der fiir die Koordinaten gewihlten Hopfstruktur abgelesen werden
konnen. Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir nun schreiben

A((XF)™ (X5 (X)) (6.13)
= (X +XE)" (XL + Xp)" (X[ + Xp)".

Den letzten Ausdruck wollen wir nun so umformen, dass alle Rechtskoordi-
naten entsprechend ihrem Namen rechts von den Linkskoordinaten stehen.
Dazu miissen wir aber wissen, wie die einzelnen Objekte miteinander vertau-
schen. Es ist leicht einsehbar, dass sowohl die Rechtskoordinaten als auch die
Linkskoordinaten jeweils eine eigene Quantenraumalgebra aufspannen. Wir
haben es also mit zwei identischen Kopien einer Quantenraumalgebra zu tun,
weshalb die Vertauschungsrelationen zwischen Links- und Rechtskoordinaten

durch die R-Matrix (oder deren Inverses) der zugrunde liegenden Quanten-
gruppe festgelegt sind. Explizit haben wir daher entweder die Relationen

XpXE = (04> XP)®@ XC ~ (R)AE XCXE (6.14)
oder X R
XpX[ = (02> XP)® X~ (RT)gp X[ XR,
je nachdem, welche Hopfstruktur wir fiir die Koordinaten auswéhlen.
Wir wollen im Folgenden die Berechnungen zunéchst fiir die durch (5.12)

bestimmte Hopfstruktur durchfiihren. Mit der Formel (6.14) finden wir dann
sofort

XiXF = ¢ X}FX}, (6.15)
XiXp = ¢XiXE,

XpXp = X Xg,

XpXi = @XiXp+a XX,

XpX, = XX,

Xp XL = ¢'X7Xg
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Andere Relationen werden von uns vorerst nicht benétigt. Aus (6.15) folgt
weiterhin

Tl+ -
n n n ny—
Ap(XT)™ = (XF+XH)m =) ,: (XHHXF)™*, (6.16)
k=0 L ¢t
Cn _ ol = no] _ o
Ap(XT) = (Xp+Xp) =) i (X)) (Xg)™=F, (6.17)
k=0 L dq

wobei wir zur Spezifizierung und weiteren Unterscheidung das Coprodukt mit
einem geeigneten Index versehen haben. Die Ermittlung der entsprechenden
Identitét fiir A; (X?)"* erfordert einen etwas groBeren Aufwand. Wir machen
zunichst den Ansatz

Ap(XP)me = (X} + Xp)™ (6.18)
ng min(i,nz—i)
= Z Cip - (XD H X)) (e
1=0
und finden fiir die unbekannten Koeffizienten unter Ausnutzung von (6.15)
die Rekursionsrelation

CZI?C,H — qz(Hk)CZfé + C;Lfl,k (6.19)
+ NIl — (k= D))p! CT2

ns

ng _

crs = {Z} :
q2

Als deren Losung ergibt sich der Ausdruck

ns _ r o L+ E]]ge! n3
e P [ } (6:20)
wobei die g-Doppelfakultit definiert ist als
[2K]]p! = (28T [120k = Dl - (2] (6.21)

Um nun das Coprodukt eines normalgeordneten Monoms zu berechnen,
setzen wir zunéichst die Ausdriicke (6.16)-(6.18) in

A ((XF)™ (X (X)) = Ap (XA (XA (X)) (6.22)
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ein. Anschlieflend miissen wir noch unter Verwendung der Relationen (6.15)
dafiir sorgen, dass wieder alle Rechtskoordinaten auch wieder rechts von den
Linkskoordinaten stehen. Als Ergebnis dieses Vorgehens erhalten wir schlief3-
lich den Ausdruck

A ((XH)™(X7)™ (X)) (6.23)

n_ min(ks,n3—k3s)

ke il
S0 50 S DRRTIEN 2l 1Tk — il

k+=0k3=0k_=0 =0

_q2(n+—k+)(k3—i)+2(n3—i—k3)k7 [ Nt ] [ n3 . } [ n- ]
k+ ¢t ks +i q? k- ¢4

. (Y+)k+ (Y3)k37i(Yf)k_+z’ ® (X+)n+fk++i(X3)n37ifk3 (Xf)n_fk_’

wobei wir auflerdem beriicksichtigt haben
(X)) (XL)™ (X)) - (XR)™ (X )™ (X )™ (6.24)
= (V) @ (X (XY (X

Vollziehen wir in gewohnter Weise den Ubergang ins Kommutative, so kénnen
wir die durch (6.5) definierte Operation darstellen als

f(y ©;) (6.25)

- () () (y o)
SO I, 2l kD s — e Tk Tl!

k+=0k3=0k_=0 =0
(@) (D) (D) (D)= £ ) (@5t g%-a?),

Als néchsten Schritt wollen wir die zu diesem Coprodukt gehorige An-
tipode berechnen. Diese muss so bestimmt werden, dass die Identitét (6.6)
erfiillt ist. Mit den Formeln (6.16) und (6.17) folgt dann aber sofort [66]

SpX = (1) (0, (6:26)
Sﬁ (X_)n’ — (_1)n,q2(n,—1)n, (X+)n’
Die Berechnung des entsprechenden Ausdrucks fiir X macht hingegen wieder

eine Reihe weiterer Uberlegungen notig. Zunéchst gilt im Rahmen der von
uns benutzten Hopfstruktur

S; (X*)™ =1a(—(A HX* + q2)\/\+(A*%T%L+)X*)n3 . (6.27)
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Fiir die Auswertung dieses Ausdruck ist es notwendig, die Linkswirkungen
zu berechnen. Dazu machen wir den Ansatz

14 (—(A—%)X3 + qQAA+(A—%T%L+)X—)n3 (6.28)
— Z Cng X3)n3 2Z(X+)
0<2i<ns

und finden fiir die unbekannten Koeffizienten die Rekursionsformel
Crstl = gt (6.29)
— g AT [[ng — 2(i — 1)) O,
o = (_1)n3qn3(n3—1)'

Diese besitzt als Losungen

Cr = (—1)m (q—l)\)\+)i qns(ng—l)—Zi(ns—Zi) [[20 — 1]] 2" [ 727’;” } . (6.30)
q2
Fassen wir alle Ergebnisse zusammen, so erhalten wir
S; (xX*H)™ (6.31)
— Z (_1) ( —1)\)\ )’L ng(ng 1) 2i(n3—2i)
0<2i<n3
Tei- et | 5] coyeeysEeey:
q2

Bisher kennen wir also die Antipode fiir Potenzen der einzelnen Koordi-
naten. Wollen wir nun die Antipode fiir beliebige normalgeordnete Monome
bestimmen, so ist zu beriicksichtigen, dass unsere Quantenraumalgebra eine
verzopfte Hopfalgebra darstellt [62], in der gilt

Som=mo(S®S)oV, (6.32)
wobei die Verzopfung gegeben ist durch
U(XA VP = (04>YVP) @ XC©, (6.33)
wahrend m die Multiplikation auf der Quantenraumalgebra bezeichnet. Mit
diesem Axiom folgt nun leicht
Sp((XF)H (X)X 7)) = (6.34)
g™ Sp((XP)™ (X)) Sp(X )™ =
grnatman- G (XY= G (X3S, (X )



144 6. Translationen

Setzen wir in den letzten Ausdruck die Formeln aus (6.26) und (6.31) ein, so
bekommen wir schliefflich die Identitdt

Sp((XF)™ (X" (X)) (6.35)
_ (_1)n+—|— na+n_ q2n+(n+—|— n3+1)+2n_(n_+nz—1)+nsz(nz—1)

_ S (a7 (26 — 1)) el [3’3 L2

0<2k<ns

. (X—)TL-HC (X3)n3—21c (X+)n++k‘

Unsere Formel fiir die Antipode hingt allerdings von Monomen ab, deren
Normalordnung gegeniiber dem urspriinglichen Monom umgedreht ist. Beim
Ubergang ins Kommutative ist aus diesem Grund noch der Umordnungsope-
rator U~ aus Kapitel 2 auf das Ergebnis anzuwenden. Im Kommutativen
erhalten wir somit fiir die in (6.7) definierte Operation die Darstellung

z)) (6.36)

U(f(e;
- S e (B8 e i

q2 (n++n3 1)+2ﬁ7(ﬁ7+’ﬁ3—1)+’ﬁ3(ﬁ3—1) f(—$+, _q—2kx3, _x—).

Die Ausdriicke (6.25) und (6.36) bilden jedoch nicht die einzige Moglich-
keit, eine Hopfstruktur auf der kommutativen Koordinatenalgebra zu reali-
sieren, wie die folgenden Uberlegungen deutlich machen. Zu diesem Zweck
ist es sinnvoll, noch einmal die Darstellungen der partiellen Ableitungen aus
Kapitel 3 zu betrachten und sich zu vergegenwirtigen, dass die Rollen von
Koordinaten und partiellen Ableitungen stets vertauschbar sind. Aus die-
sem Grund lassen sich alle Ausdriicke, die wir fiir die Koordinatenalgebra
ableiten, auch auf die Algebra der partiellen Ableitungen anwenden und um-
gekehrt. In Kapitel 3 hatten wir bereits gesehen, dass der Unterschied in den
Linksdarstellungen der konjugierten und unkonjugierten Ableitungen auch
zu verschiedenen Hopfstrukturen fiihrt. Entsprechendes gilt fiir die Rechts-
darstellungen. Daher konnen wir feststellen, dass es zu jeder der vier Méglich-
keiten, partielle Ableitungen auf der Koordinatenalgebra darzustellen, eine
eigene Hopfstruktur gibt. Diese wollen wir im Folgenden, je nachdem, ob sie
zu einer Rechts- oder einer Linksdarstellung gehéren, mit dem Index R bzw.
L kennzeichnen. Wenn die Hopfstruktur sich aulerdem auf die Darstellung
der konjugierten partiellen Ableitungen bezieht, so zeigen wir dies mit einem
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zusdtzlichen Hut iiber dem Index an. Diese enge Korrespondenz zwischen
den Darstellungen der partiellen Ableitungen und den einzelnen Hopfstruk-
turen ist dafiir verantwortlich, dass die Hopfstrukturen durch die gleichen
Transformationen ineinander iibergehen wie die zugehorigen Darstellungen.
Da aber die Hopfstrukturen von partiellen Ableitungen und Koordinaten von
gleicher Form sind, gelangt man mit diesen Uberlegungen schlieBlich zu den
Regeln

fedy) OV f@d,y), (6.37)
fae;y) &5 flaegy), (6.38)
fedy) &5 f@d,y)

und
f(ea) “C4 1(B,) (6.39)
fer) 5 fleye), (6.40)

6.2 Euklidischer Raum in vier Dimensionen

Die Uberlegungen im vierdimensionalen Fall sind wieder véllig analog zu
jenen des vorherigen Abschnitts, so dass wir uns im Folgenden relativ kurz
fassen kénnen. Diesmal gehen wir fiir die expliziten Berechnungen von der
Hopfstruktur (5.40) aus. Mit den Relationen

XoXE =q¢ 2 XiXhE, i=1,...,4, (6.41)
finden wir sofort
i _ (v im_ni e i i \ni—
Ay = =S| | e )
k=0 q?

Damit erhalten wir

A (X (X2 (X7)m (X )™) (6.43)
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— AL(Xl)nlAL(XQ)nzAL(X3)n3AL(X4)n4

ny m2 N3 N4a
aiD 3> 3030 DI Il I ol N e I e
k| 1 0] slm | .| n|_
k=0 1=0 m=0 n=0 q q q q
(XM R)M TN (XR)m
(X)X )X )M (X )™
Fiir die weitere Umformung bendétigen wir auflerdem die Identitéiten

XEXZ = ¢ XX, (6.44)

XpX, = ¢ X[ Xp,

X2 X; = ¢ 'X; X5,

X3X; = q'XiX3.

X2 X} = X}X%+AX[Xp,

XpX; = XiXp.
Mit diesen Relationen lassen sich die Rechtskoordinaten in (6.43) leicht an
den Linkskoordinaten vorbeitauschen. Eine Ausnahme bilden lediglich die
Koordinaten X% und X3}. Um die Vertauschungsrelationen zwischen Poten-

zen dieser beiden Koordinaten zu finden, berechnen wir zunéchst mit dem
Operatorausdruck fiir X%

(X2)" = (A°K;°K; @ X*+ ¢AMIK2KZ LT @ X')" (6.45)
~ i [ Civm e b i (e e yne
- Y | h] ehredein et
.

- 1
=0

® (XI)Z(XQ)nﬂ
Damit folgt nun sofort

(R ) (6.4)
= Y | 1] ey a0

® (Xl)i(XQ)n_i.

Durch direktes Ausrechnen bestéitigt man weiternhin, dass gilt

(ERGLE > OO =it | ] ey, )

q—2
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was uns bei Einsetzen in (6.46) schliefilich liefert

(XEHM(XH™ (6.48)

= ot [ 7] 1] ey oy

7

Mit diesen Identititen sind wir jetzt in der Lage fiir das Coprodukt eines
normalgeordneten Monoms den folgenden Ausdruck abzuleiten:

Ap((X0)™ (X2)" (XP)" (X H)™) (6.49)

ng min(na—ko,k3)

Z Z Z Z Z A\ q—(kz-l-lcs—i)(nl—kl)—k4(n2+n3_k2_k3_i)

k1=0 k2=0k3=0 k4=0 =0

e | 2R

il L] LR L
kl g2 k2+7; g2 k3 g-2 k4 g2

. (Yl)kl (Y2)k2 (Y3)k37i (Y4)k4+i
® (Xl)nl—k‘1+i (XZ)ng—kz—i (X3)n3—k:3 (X4)n4—k4.
Ins Kommutative iibertragen liefert dies schliefllich

flye, ) (6.50)

oo 00 oo 00 k3 ) k3 (yl)kl (y2)k2 (y3)k37i(y4)k4+i
E%%é;%ﬂﬂwwwwwwww

® (2)!((Dy-s)* (D)ot

- (D3.o)ks (D )k4f)( (kathati) g1 ka2 g —hagd). (6.51)

Als Néchstes bestimmen wir die zu unserem Coprodukt Ay gehorige An-
tipode. Aus (6.42) folgt sofort

Sp(XH" = (=1)"g "= Y(XH, i=1,...,4. (6.52)

Mit Hilfe des Axioms (6.32) kénnen wir aus diesen Identitdten dann wieder
die Antipode fiir ein normalgeordnetes Monom berechnen, wenn wir beriick-
sichtigen, dass die Abbildung ¥ durch die bereits berechneten Vertauschungs-
relationen von Links- und Rechtskoordinaten gegeben ist. Aus diesen Uber-
legungen konnen wir schliellich folgenden Ausdruck fiir die Antipode eines
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normalgeordneten Monoms ableiten:

Sp((XH)™ (X*)™ (X7 (X)™) (6.53)
_ (_1)n1+n2+n3+n4 q

—n1(n1—1)—712(nz—l)—ng(ng—l)—n4(n4—1)

min(na,n3)
P s g [ ][]
k=0 g2 g2

. (X4)n4+k (X3)n3—k (Xz)nz_k(Xl)nl‘H“,

Ubersetzen wir diesen Ausdruck ins Kommutative, so erhalten wir

A

U(f(e,2)) (6.54)
= ; )\kq_%k(k"'l)_kz ‘[([l];;]i)2| (D272D272)k

713,1(fll*1)7712(ﬁQ*1)7713(fL3*1)*73.4(714*1)7(ﬁ1+ﬁ2)(ﬁ3—|—ﬁ4)

4
: f(_xla _quQa _qu?)a _$4)'
Wie im Fall des dreidimensionalen Euklidischen Raumes folgen dann mit-

tels der Crossing-Symmetrien wieder die Korrespondenzen

i i

fa®;y) % fze,y), (6.55)
fad;y) 5 fadghy), (6.56)
faozy) 5 fre,y)

und
f(éﬁm) ;<_>—1l>q f(e,x), (6.57)
f©p2) L f(Epm), (6.58)
fem) L5 fe)

6.3 Minkowski-Raum

Wie schon in den fritheren Kapiteln verlangt der g-deformierte Minkowski-
Raum bei der expliziten Berechnung von Coprodukt und Antipode ein ge-
sondertes Vorgehen. Die hierbei bendtigten Methoden sind uns aber bereits
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bei der Berechnung des Zopfproduktes begegnet. Konkret bedeutet dies, dass
wir die Zeitkoordinate wieder durch Generatoren mit einfacherer Hopfstruk-
tur ausdriicken und dadurch jedes normalgeordnete Monom wie in Kapitel
5.3 schreiben als

(XY (X0 (X0 (X ) (6.59)

no min(k,no—k)

= Y 3 aekeRaonloRn-tk)

k=0 =0
. (X+)n++lc(X3/O)n3/0+l—k[(T—)no—l—k > (X—i—)no—l—k(X—)n_—i— k].

Mit dieser Formel kénnen wir das Coprodukt normalgeordneter Monome
zuriickfithren auf Terme der Form

A((XH) (X0 ()0 o (X ) (X)) (6.60)
= A AYO AT B (A PAX))]

Wir zeigen nun, welche Rechenschritte zur vollstindigen Auswertung des letz-
ten Ausdrucks notwendig sind und geben dann eine Vorschrift an, die genau
dieses Vorgehen fiir kommutative Funktionen nachbildet. Bei diesen explizi-
ten Berechnungen wollen wir uns auf die durch (5.63) gegebene Hopfstruktur

beziehen.
Als Erstes werten wir den Ausdruck Az (X )™ Ay (X )" aus. Mit den
Relationen

XipXF = ¢@XPXE, (6.61)
XpX, = X Xg,

finden wir die Identititen

My = X =T | e e

n n . n no—u u
Ax = oo =Y || e o6
u=0 q?

Aus dem expliziten Ausdruck fiir das Coprodukt von X+ folgt auflerdem

(X4 = (A3 0’ @ X — A IAT @ X300 (6.64)
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_ Z(_q%)\;%)\)iq%(u—i) [ 1; ]
i=0 q

. (A—%)u(O_Q)u—i(TQ)i((T3)—%)u—i ® (X-I-)u—i (X3/0)i.

2

Unter Verwendung dieser Formel kénnen wir aber das Coprodukt (6.63)
schliefllich umformen zu

2 2 i 22(u 1) u o
Al ZZ S VEDY [Z L2[ . L (6.65)

(XA T () e

® (X+)ufi(X3/0)i.
Die Identitdten (6.62) und (6.65) setzen wir in Ay (XT)™AL(X )" ein,
wobei wir die Symmetriegeneratoren aus (6.65) nach rechts wirken lassen.
Nach einigen elementaren Umformungen erhalten wir dann

Ap(XTY™AL (X ) (6.66)

ng n— min(u,n_—v)

=3y e |G|

u=0 v=0 =0

U v+

® (X+)ufi(X3/0)i(Xf)v.

1] L] e eeyoe

Als Nichstes wollen wir Az(X+)™+Ap(X3/0)"/0 auf die gleiche Weise
berechnen. Da wir die explizite Form fiir Ap(X ™)™+ durch (6.65) bereits
kennen, kénnen wir uns sofort Az(X?3/°)"s/0 zuwenden. Wie gewohnt folgt
aus

XX = X0 x3° (6.67)

die Identitat
n3/0
A (X300 = (X0 4+ X =3 [ 7 } Xy (X
1=0 7

(6.68)
Aus der expliziten Form fiir das Coprodukt von X3/° folgt auBerdem

(XFO) = (AT @ XY - gIAITH ) B @ XY (6.69)
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z: [ l‘ L2 (A72)((r%) 28N (r1)

® (XY (X0~

<.

Setzen wir den letzten Ausdruck wieder in (6.68) ein, so erhalten wir die
Identitét

A (X3/0)ms/0 nfle: A2 A)/ [ n3/0 } 2 [ L2 (6.70)

=0 j=0 q
(X0 (AR (%) 738 ()
© (XY (),
Fiigen wir die Formeln fiir Ay (X )™ und A (X?/%)"/0 wieder zusammen, so

ergibt sich nach einer entsprechenden Umordnung der einzelnen Generatoren
ohne griéflere Probleme die Formel

Ap (X+)"+A (X3/°)"3/0 (6.71)

N+ ng

1.1 .
SRR Sy oty
k=0 [=0 =0 j5=0
. q*j(j+1)—21'(k—2i)—i(n+— k)+i(ns—1)

UL LY

. (T2)i(X+)n+—k(X3/0)n3—l
.(02)10—1'(51)7'(71)!—3'((7_ )—%)k-l—] Z(A%)kH
® (X+)k+j—i(X3/0)l+z'—j‘

Kommen wir noch einmal zum Ausgangspunkt unserer Uberlegungen
zuriick und betrachten erneut die Gleichung (6.60). Setzen wir in deren rech-
te Seite die Formeln (5.69), (6.66) und (6.71) ein, so gelangen wir zu Aus-
driicken, die von folgenden Termen abhingen:

(TQ)i > [(X+)n+—k(X3/0)n3/0—l (672)

. ((02)k7i(51)j (Tl)lfj(Tf)nofa > (X—F)n(]*’u (X3/0)5(Xf)n_fvfs)]
® (X+)k+j—i(X3/0)l+i—j[(T—)a > (X—f-)u—s(X?;/O)s(X—)v].
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Die Auswertung des zweiten Tensorfaktors erfordert die Kenntnis der Wir-
kung von Potenzen des Generators 7. Diese haben wir im Anhang C in
Form der Identitdt (C.25) angegeben. Wir kénnen uns daher sofort der Be-
rechnung des zweiten Tensorfaktors zuwenden. Wir wollen uns dabei jedoch
auf die Umformung von

(0_2)k7i(81)j(7_1)l7j (Tf)nofa > (X+)n07u(X3/0)s(Xf)n_f v—s (6.73)

beschrinken und verzichten darauf, die Wirkung der Generatoren 72 expli-
zit auszuschreiben. Es erweist sich fiir den weiteren Verlauf der Rechnung
als giinstig, die Linkswirkung in (6.73) mittels der Antipode fiir die Lorentz-
Generatoren [52] in eine Rechtswirkung umzuschreiben. Auf diese Weise er-
halten wir

(UZ)k—i(Sl)j (Tl)l—j (T—)no—a > (X+)no—u (X3/0)3(X_)n’_ v—8§ (6.74)
= ()XY (XY (o) (S () (T e,
wobei
S((a®)F (ST (T (1)) (6.75)
= (_1)n0*a+j q(HO*afl)(n0*a)+j(j*1)+2j(n0*a)
(P ) e (T (07) I (ST ()AL
Was wir jetzt noch brauchen, ist die explizite Kenntnis der Rechtswirkungen

fiir die Potenzen der in (6.74) bzw. (6.75) auftretenden Generatoren. Im Fall
des Generators 7~ konnen wir diese mittels

fa(@T )™ = ST )" f (6.76)
= ()" @) T f

leicht aus den bereits bekannten Linkswirkungen gewinnen, wéhrend sich fiir
die iibrigen Generatoren die folgenden Identitédten finden lassen:

(X+)n+(X3/O)n3/0(X—)n_ 4 (Tl)m (6.77)
— qm(n_fng/ofn.:,.) (X—I—)n.;.(XS/O)nS/O(Xf)n_

Y

(XY (XO)are (X7 < (ST (6.78)

_ (q%)\+;)m qm(n+—n_—n3/0)—m(m—1)
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- [[m]] ! { 7::; LQ (X +)me=m (X 3/0)nsjotm( x—)n-

() (X0 (XY™ < (o)™ (6.79)
min(n_ m)
_ 1/\2 k m(n3/0+n+ n_)+2k(n4—ngzo—k)

k=

'Mmﬂmhﬂ[?]ﬁ[?]ﬁ[ﬁﬂf
(X k(X0 mayot 2k yn K,

(=)

Allerdings sind diese Formeln in (6.74) bzw. (6.75) nur dann anwendbar,
wenn die Generatoren o2, S* und 7! vor dem Generator 7~ auf das Monom
wirken. Aus diesem Grund brauchen wir eine Relation, mit der wir die Po-
tenzen von 7'~ an den iibrigen Generatoren vorbei nach rechts vertauschen
kénnen. Die Vertauschungsrelationen der Lorentz-Generatoren [52] ermogli-
chen jedoch durch elementare Berechnung die Ableitung der Identitét

()=o) (8T (7)) (6.80)
min(no—a,l—j) min(ng—a—pB,k—1)
= > > VPN Y
B=0 v=0

. g no—a=B)(k—i—2f—)=2(no—a)(i-j—F)

ﬂﬁ+m¢{l;jLJk;iL4[?;3]ﬁ
(028 (ST (ki (Yo e,

Damit haben wir alle Rechenschritte abgehandelt, die es grundsitzlich
ermoglichen, das Coprodukt eines normalgeordneten Monoms zu ermitteln.
Das skizzierte Vorgehen kann nun iibersetzt werden in Operatorvorschriften
zur Manipulation kommutativer Funktionen bzw. ihrer Potenzreihenentwick-
lungen. Das Vorgehen hierbei steht in weitgehender Analogie zu jenem in
Kapitel 5.3. Legen wir beim Ubergang ins Kommutative die Nomalordnung
X+ X3/0X0X~ zugrunde, dann konnen wir schlieBlich mit den in Kapitel 5.3
eingefiihrten Operatoren schreiben

flzey) (6.81)
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24

_ Ny S\ (bR
= 222 @ N (e e

—1)—2pl
, qp(p 1)—2p

2 (N T

4 3 2 1 =
|:(T2) Agc )z,g,l $,p Al(c-l)-l UV, S Al(c )'H-j,u—v—s t A(,]),k l 62+t] > (P(f(ﬁ))
® (y ") (PO QU (P ),

wobei wir zur Abkiirzung noch die folgenden Operatoren eingefiihrt haben:

A'L(,lj),k:,l > f($+’x3/0’ xoax_) (682)
—2j(k—2i)
= q + 3/0y1 i,.3/0
o= Gl = el (P8 (P ) @),
AP b fat, 2%, 40, 07) (6.83)

2 2k(i+)
[[£]]2!

AP flat a0, a0, a7) (6.84)
il
: 0.} (D7,)kt i,0 i .-
= (D) (D, ’ :
[[j—l]]q2!(( ) (D) f)(qx ¢'z")

Az(,?,k,l,p > f(a*, @, 2% 27) (6.85)

min(p,k—7) min(p—u,i)

D DD SRl E s

u=0 v=0

J
. Z (—ATIAZ)® g D42k —umw)— (v (=20)— (=) -2(p-u-w))

Tusolle! |7, H][“Zw ufii ]

Al AB) —i—-2(j+p) ;.0

i+2(j+p) .~
J+HI+2w,u+v,p k,j+u,v,wl>f( Y )’

4

ADav fa*, 2%, 2%, 27) (6.86)
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— q—(j-l—lc)(j—i—lc—l) (D22)j+k+l(Dq—z)lf(qi—%xo’ q—i—QkI—)’

Af) > flat,2%°, 2% 27) (6.87)
= Z (q2)\+)k —i=u g~ (k=) (k=i 1)
u=0 s=0 228 <p<u—
: q2<“—5—t)<i+2a‘—k+u> [k — 7lle! [ i+ }
[[ullp! | k—d—u |,

. (xO)s(x3/0)i—k+s+2(j+t) (x—)k—j—s—t (Eq)u,s,t > f(q2“x0 q 2(k— )x—).

Dariiber hinaus tritt in (6.81) ein Polynom auf, dessen explizite Form gegeben
ist durch

Q20,20 07) (6.88)

3 % | —v
™ o s

[[o]]¢2!

. q2(vfsft)(ifj+v) (Cq)ngfz |: ' i :|
J=v e

) (xo)s(lA—)k—i—s—t (xS/O)i—j+s+2t(x_)j+l—s—t.

SchlieBlich wollen wir noch die Definition des Operators E aus (6.85) ange-
ben, fiir den gelten soll

(Bq)jse & (@) (2 0) 0 (20) (7)) (6.89)
q2n3/0(nofsft) (Cq)i,,?o . (x+)n++n0757t(x3/0)n3/0 (xf)n__

was sich zu folgendem Operatorausdruck verallgemeinern lasst:

( ) Sth($+’$3/Oaanx_) (690)
= (qFAZ) 2 g U ORGs 01

[( q )S,t,j—S—t q2ﬁ0ﬁ3/0 (D272)5+t‘f

20 —13/0

Die Berechnung der Antipode kénnen wir dhnlich wie die des Coproduktes
durchfithren. D.h., wir gehen wieder von der Identitéit (6.59) aus und fithren
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damit die Bestimmung der Antipode eines normalgeordneten Monoms auf
die Auswertung des folgenden Ausdrucks zuriick:

SL((XH)™(X3O)mro (T )m > (X )™ (X )™) (6.91)
SL((T7)" » (XF)™ (X)) Sp(XO)msro s (X F)™
[(T7)" > (Sp(X 7)™ Sy (X)"0)] Sy (XP/0)rere Sy (XF)"+.

Dabei haben wir neben der Identitéit (6.32) zusétzlich ausgenutzt, dass gilt

S(h> f) = S(f) 4S(h) = h> S(f). (6.92)

Als Erstes wollen wir einen Ausdruck fiir Sz (X?3/°)"s/0S; (X T)™+ berech-
nen. Mit den gleichen Methoden, die wir bereits bei der Bestimmung des
Coproduktes angewandt haben, finden wir

Sy, (X3/0)ms/0 (6.93)
= (—A20%X30 — g2 A2 AN SIX )0
n3/0 L
— A% n3/0 ,n3/0(N3/0—1) —%)\5)\ J |: TL3/0 :|
(—A2)"rog Z(q i) ] .
J=0 q
(oI (ST (X0 ()

und ebenso

Sp(XH)™ (6.94)

= (FAFTI(E)IXT - g ACAT ()X

n
= (—Afé)n+(r3)%n+ qn+(n+*1) Z(q%/\l%/\)j qj(j+17n+) |: n+ :|

, J 2
J=0 1

Ieo
|
=

(I (X (X (T
Durch Zusammenfiigen dieser beiden Ausdriicke erhalten wir schliefllich

SL(X3/0)n3/05L(X+)n+ (6.95)
= (_Al)n3/0_|_n+(7_3)ln+ an/O(n3/0*1)+n+(n+fl)

n3/0 n4 min(j,ny—k)

Z Z Z (A%L)j—k—z)\ﬂk—m

7=0 k=0
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.qg(kfj)+%l+k(k+1)+gl(l+1)+2kl+(n3/07n+f2j)(k+l)

e 7] L] L,

. (UQ)nS/ij(Sl)j (Tl)n.;_f k-1 (X3/0)n3/07j+k+l(X+)n++jfkfl(T2)k+l.

Als Néchstes wenden wir uns dem Term Sz,(X ™)™ S(X ™)™ zu und ver-
suchen auch fiir diesen einen expliziten Ausdruck zu finden. Aus dem Copro-
dukt fiir X~ folgt aber sofort

Sp(X7)™ = (=1)" ¢~ ="YX )", (6.96)
Dies liefert zusammen mit (6.94) die Formel

Sy (XY™ Sy (X )™ (6.97)
_ (_1)n0+n_ qno(no—l)—l—n_(n_—l)

min(ng,n_)
D S et O Rl R B
Ll q?

1=0

. (X_)n__i(X3/0)2i(X+)n°_i,

wobei wir wieder alle Symmetriegeneratoren aus (6.94) nach links durchge-
tauscht und anschliefend durch ihre Coeins ersetzt haben.

Setzen wir nun die Identitéten (6.95) und (6.97) in den letzten Ausdruck
von (6.91) ein und formen diesen mit Hilfe der Identitiaten (6.95) und (6.97)
um, so gelangen wir zu Termen, die von folgenden Kombinationen aus Sym-
metriegeneratoren und Koordinaten abhéngen:

(@) e (X H () (x e (6.98)
4((0_2)7;3/07]'(51)]'(7_1)714.7kfl) (X3/0)n3/07j+k+l(X+)n++jfkfl 4 (T2)k+l.
Es erweist sich wieder als sinnvoll, simtliche Linkswirkungen in Rechtswir-

kungen umzuschreiben. Aus diesem Grund fiithren wir die folgenden Umfor-
mungen aus

(7)™ s (X )= (XY (X yo] (6.99)
<][(0_2)713/0fg (Sl)] (Tl)n.;_fkfl.]
= (X)) ()]
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d[S(T ) (o) (ST (e
qno(n0*1) [(Xf)n_ fz(X3/0)2z(X+)nofz]
(= (%)) (1) (o) =a (1) (R )

Das weitere Vorgehen entspricht wieder jenem im Fall des Coproduktes, in-
dem wir mittels der Identitét

(T—)no(O_Z)ng/o—j(Sl)j(Tl)n+—k—l (6.100)
min(ng 7"3/0*.7') min(no—a,n4+— k—1)
= >, (=N (@*N)”

. q—a(a 1)—2n0(ns/g—j—a)+2(n0—a)(n+— k—l+a—p)

Al + Bllg! [a%}qz[”%‘j Lz[”“ﬁk_l ]
. (0_2)n3/0—j—a (Sl)j+a+,8 (Tl)n+—k—l—,3 (T—)no—a—,B

die T~-Generatoren zunichst nach rechts vertauschen und anschlieflend die
einzelnen Wirkungen mit Ausnahme jener der T2-Generatoren sukzessive
auswerten. Die Wirkung fiir die Potenzen der 7 -Generatoren haben wir
bereits bei der Berechnung des Coproduktes ermittelt. Jetzt bendtigen wir
diese allerdings fiir Monome umgedrehter Normalordnung. Mit der gleichen
Methode, die bereits zur Ableitung der Formel (C.25) in Anhang 5.3 gefiihrt
hat, finden wir

(7)™ o (X )" (XP/0)ar0 (X)) (6.101)

m(2n_+m) (q%)\i)k q—Z(n++ ng/o—1)(m—k)

wee[7], ],

Z q2(”3/3—k)(5+l) (qul);r,bl_k,n-'_

0<s+I<min(ny,m—k)
m—k<s+2l

= 49

> 3 IZMS

. (XO)S(X*)’I’L_+m757l(X3/0)n3/0+2[+37m(X+)n+* sfl'

Die zugehorige Rechtswirkung finden wir daraus dann mit Hilfe der Relation
(6.76). Die Rechtswirkungen der Generatoren o2, 7! und S* kénnen hingegen
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mit folgenden Identitdten sukzessive berechnet werden:
()= (XPO)aro (XH)™ < (o)™ (6.102)
= @) (X T) (X0 s (X H )
(X )" (XP/O)nsr0 (X+)”+ a(shm (6.103)

—  m(nt—n_+mng) +2 m ! ny
g @ et ]

(XY (X e

(X )= (X3/O)mero (XY q (71)™ (6.104)
min(n,m)
— Z ( b 1)\2) 1k(k+1)—ny (m+2k)+(n_ — ng o) (m—2k)+2k>
k=0

a7 LI
. (X—)n——k(X3/0)n3/0+2k(X+)n+_k.

Damit haben wir alle Rechenschritte angegeben, mit denen sich ein expli-
ziter Ausdruck fiir die Antipode eines normalgeordneten Monoms bestimmen
lasst. In volliger Analogie zur Behandlung des Coprodukts geben wir wieder
einen Operatorausdruck an, der das beschriebene Vorgehen auf eine kommu-
tative Funktion iibertragt. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass wir
bei unseren Rechnungen von der Normalordnung X+ X3/° X0 X~ ausgegangen
sind. Wir miissen allerdings wieder feststellen, dass am Ende des skizzierten
Verfahrens sich ein Ergebnis mit einer umgedrehten Normalordnung ergibt,
das noch die Anwendung eines Umordnungsoperators notwendig macht. Un-
ter Beriicksichtigung dieser Umsténde kdnnen wir dann fiir die kommutativen
Funktionen schreiben

U(f(e z)) (6.105)
Z Z 5 kL ) G+k+2

7,k=0 =0

q2 SI4+1)+k(k42)+5(5—2)+(k+1)2 —2(jk+j1—kl)

[ = M e TR !
(T2 (@Y ) SR, e (DRDFY S e (8)) ]
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wobei wir zur Abkiirzung die folgenden Operatoren eingefiihrt haben:

S](Qk) > f(zt, 20 20 z7) (6.106)

(6) (5) (4) 3) 2

) [SQ(i+w)+j+u+v,p,k 52i+j+u,1),w Si,j+u+v Si,u,v > (52+v+pf)’

(3) + ,3/0 .0 ,—

Siiwt [, 2?7 2% 1) (6.107)
= kR (OVIHh (3/0)7 g —iss0(A—t fi0)+2A0+

(DYDY (D ) ) (992, g g a0),

SZ-(;-) > flat, 2?0 20 z7) (6.108)
= (DY) f(¢2’ gz,

Sf‘?k > f(zt, 230 2% 27) (6.109)
= MR (bR g (o)

_ ((D;-_z)j+k(D22Dq—2)kf) (=20, g~ Dzt g=*z-)

Sy > flat, 20,2 2) (6.110)
j 1 - .
a2\ U DGH26— i
= Z(qui)l q(] D(G+1—2(i—1)) [[l”qZ' [ _g :| [ l :|
=0 q? q-2
. Z q2(s+t)(i+kfl) (xo)s($3/0)1+2t7j+s (:Cf)jfsft

= j—1— .
5=0 J : S <t<j—l—s

(Eg1)j 150> F(§0 P20, g 720 V2,

Abschlieflende geben wir wieder die Transformationsregeln an, die es uns
auf einfache Weise erlauben, die Formeln fiir die anderen Hopfstrukturen zu
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finden, namlich
faepy) “F flzepy), (6.111)
feeyy) 5 flrepy) (6.112)
f(.T éR y) t) NZY)
und
f(e,z) <£§F (6.113)
fleyz) 5 (6.114)
f(Epe) T
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Kapitel 7

qg-Exponentiale

In den letzten fiinf Kapiteln haben wir den Aufbau einer g-Analysis durch
die explizite Berechnung von Sternprodukten, Ableitungsoperatoren, Inte-
gralen, Zopfprodukten sowie Translationen weit vorangetrieben. Was jetzt
noch fehlt, um diesen Satz an Elementen vorerst komplett zu machen, ist die
Konstruktion von g-Exponentialen. Die Existenz g-deformierter Analoga fiir
die klassische Exponentialfunktion ist im Rahmen der g-Funktionen sowie
des damit verbundenen g-Kalkiils hinreichend bekannt [46], [10], [14]. Dieser
q-Kalkiil kann aber nach den Uberlegungen in [66] als eine Analysis iiber
einer Algebra mit der einfachen Verzopfung

Y(r®y)=qly ) (7.1)

angesehen werden. Stellt man also diese Verzopfung in den Mittelpunkt der
Uberlegungen [11], so gelangt man zu einer axiomatischen Behandlung des
g-Kalkiils, die sich leicht auf beliebige Verzopfungen verallgemeinern l&sst.
Obwohl bisher nicht explizit erwdhnt, ordnen sich all unsere bisherigen Be-
trachungen genau diesem Zugang unter und lassen sich daher als eine mehr-
dimensionale Version des bekannten g-Kalkiils verstehen. Der entscheidende
Vorteil dieser Vorgehensweise gegeniiber einer rein heuristischen besteht nun
darin, dass sie in Ubereinstimmung mit den abstrakten Uberlegungen aus der
Kategorientheorie steht. Damit ist ndmlich die Forderung verbunden, dass al-
le Objekte kovariant beziiglich einer zugrunde liegenden Quantengruppe sein
miissen. Und eben dieses Kovarianzprinzip erweist sich schliellich als der ei-
gentliche Bauplan zur Errichtung einer voll funktionsfdhigen Theorie. Fiir
genauere Erlduterungen hierzu verweisen wir auf [69], [18].
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Ganz allgemein kann man Exponentiale dadurch einfiihren, dass man
zunichst von zwei Algebren ausgeht, zwischen denen eine duale Paarung
besteht, d.h. eine Abbildung

(,):A®A* > K mit (e, f*) =6, (7.2)

falls e, die Basis von A und f° die dazu duale Basis von A* bezeichnet. Das
Exponential wird nun definiert als die dazu duale Abbildung

exp: K > A® A* mit exp = Zea ® fe (7.3)

Wie in [66] gezeigt, sind aber die Koordinatenalgebren dual zu ihren Ablei-
tungsalgebren, und zwar vermdége der Abbildung

(,): Mag@M,; - K mit <f(8i),g(xj)> = e(f(0;) > g(2%)). (74)

Wenn es also gelingt in My und M, Basen zu finden, die beziiglich der
obigen Paarung dual zueinander sind, hat man gemif (7.3) das Exponential
gefunden. Nach [66] gelten dann auflerdem die Relationen

0'>exp(z | 0) = exp(x | 8) x & (7.5)
sowie

(e®id)exp(z | 0) = 1, (7.6)
(id@e)exp(z | 0) = 1.

Dies bedeutet, dass unsere Exponentiale analog dem klassischen Fall als Ei-
genfunktionen des Impulsoperators aufgefasst werden koénnen, also eine -
deformierte Version der ebenen Wellen darstellen.

Neben (7.4) gibt es jedoch noch andere Méglichkeiten, zwischen der Ab-
leitungsalgebra und der Koordinatenalgebra eine duale Paarung einzufiihren.
Der Grund hierfiir ist, dass ndmlich fiir jede der vier verschiedenen M&glich-
keiten, die partiellen Ableitungen auf der Koordinatenalgebra darzustellen,
eine eigene duale Paarung existiert. Wir konnen daher folgende Paarungen
unterscheiden:

(f(0):9(x)) = e(f(9)Pg(x)) =e(f(9)g(2)), (7.7)
(f(9),9(2)1r = e(f(0)>g(2) =e(f(9) ag(x)),
(f(2),900) 1 = e(f(2)>g(9)) = e(f(x)3g(D)),
(@), 9;r = e(f(2)59(d)) = e(f(x) 29(9)).
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Die Indizes sollen dabei angeben, wie die Wirkungen von Koordinaten und
Ableitungen aufeinander die duale Paarung bestimmen. Auflerdem unter-
scheiden wir ab jetzt konjugierte und unkonjugierte Ableitungen nicht mehr,
d.h. es gilt wie fiir die Koordinaten

i = 9. (7.8)
Stattdessen existieren fiir die partiellen Ableitungen zwei Darstellungen, die

unter Konjugation ineinander iibergehen. Aus diesem Grund haben wir in
(7.7) zur Unterscheidung dieser Darstellungen die Bezeichnungen

o5 f v f, (7.9)
o'af = 0'«f,

eingefiihrt. Die Ableitungen & unterscheiden sich somit von & nur noch um
eine Normierung. Diese Sichtweise erlaubt eine v6llig symmetrische Behand-
lung von Koordinaten- und Ableitungsalgebra. Dementsprechend stimmen
die Darstellung der Koordinaten in ( 7.7) formal mit jenen der Ableitungen
iiberein, da man die Rollen von Ableitungen und Koordinaten aufgrund ihrer
volligen Gleichbehandlung einfach vertauschen darf. Zu jeder der vier Paa-
rungen in (7.7) gibt es ein eigenes Exponential, so dass wir in Ergénzung der
Identitdt (7.5) folgende Liste bekommen:

O'>exp(zp |0L) = exp(zp|0p)xd, (7.10)
5 exp(zp | 0;) = exp(zg|0;)*d,
0" xexp(0p | z1) = exp(0p | xr)0",
O xexp(Or | z;) = exp(dg |x;) <8,

Da diese verschiedenen Exponentiale in Korrespondenz zu unterschiedlichen
Darstellungen der partiellen Ableitungen stehen und letztere durch Crossing-
Symmetrien miteinander verbunden sind, kénnen wir aus der Kenntnis eines
Exponentials die anderen problemlos ableiten. Im Folgenden soll die explizite
Form dieser Exponentiale bestimmt werden, und zwar fiir jeden der von uns
betrachteten Quantenrdume. Im Gegensatz zu den vorhergehenden Kapiteln
kénnen alle notwendigen Rechnungen sofort auf den kommutativen Algebren
durchgefiihrt werden.
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7.1 Euklidischer Raum in drei Dimensionen

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die duale Paarung

(£(0),9(x)) 1 = e(f(9) > g(x)) = e(f(9) < g(x)). (7.11)

Mit den Darstellungen der partiellen Ableitungen aus Kapitel (3.1) findet
man die Identitédten

(@)™, @) 5 = e(@a)" e (7)) = [[nl]ga10mnda,  (7.12)
()™, @) 5 = €(@a)™ > (@7)") = [[n]gs10mnda -,
()™ @) p = (@)™ (2°)") = [[n]]g210mnda,s-

Aus diesen ldsst sich dann leicht unter Verwendung der charakteristischen
Eigenschaft fiir die duale Paarung, ndmlich

(£(9),9(z) - h(x)) = (f(0) ), g(x)) - (f(8) ), M(x)) (7.13)
die folgende Formel ableiten:
((0-)™(95)™(8:)™*, (™)™ (a*)™ (@ )" ) p & (7.14)
= (5m+,n+6m3,n35m_,n_ [[m+]]q4![[m3]]q2![[m—]]q4!'

Fiir das Exponential machen wir nun den allgemeinen Ansatz

exp(zp | Or) (7.15)

ZZ - () (23 (@)™ @ (02)™ (35)™ (24)™,

wobei m bzw. n die Gesamtheit der Variablen m; bzw. n;, i € {+,3, -}
bezeichnet. Aus der Identitét

Oivexp(xp | Or) = exp(zp | On) * 0; (7.16)
folgt allgemein

((0-)"(35)*(94)") b exp(z, | O1) (7.17)
= eXp(Xl% | 8L) * ((8—)k_ (83)k3(8+)k+)
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bzw.
(e ®id)((0-)" (05)"(04)"*) > exp(zy, | Op) (7.18)
= (e ®id)exp(zy | 01) * ((0-)* (05)"(04)").
Dies ergibt zusammen mit (7.15), (7.14) und (7.6)

D fum lksllgallkall o [Tk-Dlga! (9-)™ (85)™ (9™ (7.19)

= (0-)"(95)"(0:)".
Daraus lesen wir aber sofort ab, dass gelten muss

1
S % Y ] 2 e

fem = 0, sonst.

Damit haben wir fiir unser Exponential den folgenden Ausdruck gefunden:
exp(zp | OL) (7.21)
_ S EE ) 8 @) @) 2

[+ ]1ge! (]l {72 ge!

Verwenden wir hingegen kontravariante Ableitungen, so kénnen wir auch
schreiben

exp(zp | Or) (7.22)
i @) © 00 (@)
[[n4]]ge![[na]lg2[m-]]ge!

Die anderen Exponentiale ergeben sich daraus leicht durch die bekann-
ten Crossing-Symmetrien. Dies ist insoweit verstindlich, als die Bestimmung
der Exponentiale auf die Berechnung der dualen Paarungen zuriickgefiihrt
werden kann und diese wiederum durch die Darstellungen der Ableitungen
bzw. Koordinaten festgelegt sind. Damit iibertragen sich die Korresponden-
zen zwischen den verschiedenen Darstellungen auf die zugehorigen Exponen-
tiale, weshalb gilt

n=0

K

[«=]

IS

exp(zp | 8y) ' expler | 9;), (7.23)

exp(0z | 1) X exp(Or | i),
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d.h. wir haben jeweils die Substitutionen

g g, Fedt, Ped, et (7.24)
vorzunehmen. Das ~-Zeichen soll auflerdem andeuten, dass den rechten Aus-
driicken im Vergleich zu den linken umgedrehte Normalordnungen zugrunde
liegen, und zwar sowohl beziiglich der Algebra der Koordinaten wie auch

der Algebra der partiellen Ableitungen. Aus dem Zusammenhang zwischen
Links- und Rechtsdarstellungen folgt weiterhin

exp(zp | 8.) L5 exp(y | 1), (7.25)
explzr | 8;) &5 exp(dg | ;)

wobei fiir diesen Ubergang neben den Ersetzungen
et 2T, 9t 0T, 0T e 0T (7.26)

noch eine Vertauschung der Tensorfaktoren notwendig ist.

7.2 Euklidischer Raum in vier Dimensionen
Die Bestimmung der Exponentiale fiir den vierdimensionalen Raum erfolgt in

volliger Analogie zum dreidimensionalen Fall. Der Ansatz fiir das Exponential
lautet nun

exp(zg | ;) ZZ nm - (L7 L (Dy,..1), (7.27)

wobei

(:Cl ----- 4)& — ()A(l)m(;)(2)n2(:X3)n3£X4)n4’ (7.28)
(Oa,.1)" = (04)™(05)™ (D)™ (O1)™.

(F0).9@)), =e(fO)sg() =c(f(D)ag(x)  (729)

iR
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gilt jetzt

<(é4 _____ D, (b 4)ﬂ> (7.30)

5m1 ;M1 5m2 ;M2 57"«3 ;13 5m4 P

) [ml]]q—2![[mﬂ]q—?![[ms]]q—2![[m4]]q—2!-

Auf die gleiche Weise wie im vorhergehenden Kapitel folgt dann fiir die Ko-
effizienten in (7.27)

1
Jem = falls k; =m,;, (7.31)

[[Fa]lg=2!{TRa]lq=2! [[Rs]lg=2"[[Ka]lg-2""
fem = 0, sonst.

Damit ergibt sich fiir das Exponential der Ausdruck

xp(zr | &; N (2" ® (D4,..1)"
exp(zr | 0p) 2 Tl el Tl nall ! (7.32)

Aufgrund der Crossing-Symmetrien gelten wieder die Zusammenhénge

A

exp(zg | 8;) ‘% &Xp(xp | AL), (7.33)
exp(0r | 7;) 5 exp(dy | wr).

In expliziter Form beschreiben diese Regeln einen Ubergang mit Hilfe der

Substitutionen

N

g g, I ed, el (7.34)
Des Weiteren gilt auch
exp(zy | 0n) &5 &xp(9; | 1), (7.35)
exp(zp | 5L) FALCN exp(éR | z7),

wobei jetzt der Ubergang durch Vertauschung der Tensorfaktoren und An-
wendung der Ersetzungen

et 9 ed, Ied (7.36)

erfolgt.
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7.3 Minkowski-Raum

Die Bestimmung von Exponentialen fiir den g-deformierten Minkowski-Raum
verlangt wie immer eine gesonderte Betrachtung. Die Komplexitdt der Dar-
stellungen fiir die partiellen Ableitungen macht es schwierig, die duale Paa-
rung zwischen Ableitungsalgebra und Koordinatenalgebra auszuwerten. Aus
diesem Grund verzichten wir auf eine explizite Berechnung dieser dualen Paa-
rung, die ja grundsitzlich aus den Darstellungen der partiellen Ableitungen
bestimmt werden kann. Wir beschrinken uns vielmehr darauf, zu einer Basis
aus normalgeordneten Monomen die dazu duale Basis zu bestimmen. Anson-
sten entspricht das grundsétzliche Vorgehen jenem im Fall der Euklidischen
Riume, mit dem Unterschied, dass die Uberlegungen eben einen gréferen
Aufwand erfordern.

Zunichst suchen wir wieder einen geeigneten Ansatz fiir unser Exponen-
tial. Damit dieses in der zugrundeliegenden Kategorie ein Skalar darstellt,
muss gelten

Avexp(zr | 0;) = exp(zg|d;)<A, (7.37)
|

T oexp(zg | 0;) = exp(zg

Dies impliziert fiir das Exponential die allgemeine Form

exp(zr | 0z) Z ™= (D3/0)™/0 (0p)™ (D4)™* (7.38)
wobei
™) (7.39)
— Z fl,mv . ($+)m++l($3/0)m0+v($3)m3/0—2l—v(x—)m_—i—l.

2l+v§m3/0
mqo+v>0,m4 +1>0

Um die folgenden Identitdten kiirzer schreiben zu konnen, vereinbaren wir
als Abkiirzungen

6k = (D) (Byo)+o(B0)(0,)*, (7.40)
= (@)@ (@) ez

Als Nichstes versuchen wir die unbekannten Koeffizienten fl,mv zu bestimmen.
Zu diesem Zweck setzen wir den obigen Ansatz fiir das Exponential in die

Bl

X



7. g-Exponentiale 171

Gleichung R R R
(e ®id) 0 05> exp(zp | 0;) = 0% (7.41)
ein und erhalten schlieffilich das Gleichungssystem
Z fl,m'u ) <(§E,xm+(l,v,—2l—'u,l)> =gk (7.42)
21+v§m3/0 L’R
mo+v>0,m4 +1>0
wobei

I — Tt §T3/0303/0 57050 = = (7.43)

Dieses Gleichungssystem lésst sich noch weiter vereinfachen, wenn wir
beriicksichtigen, dass fiir die duale Paarung gilt

<ém, xm+(l’””2l’”’l)>ﬁ R 0, falls 2/ +v > 0 oder v > 0. (7.44)
Von der Giiltigkeit dieser Identitdten kann man sich leicht anhand der Dar-
stellungen der partiellen Ableitungen auf der Koordinatenalgebra iiberzeu-
gen. Ist nimlich 20 + v > 0, so treten in der dualen Paarung die 9%/°-
Ableitungen mit einer héheren Potenz auf als die z3-Koordinaten. Dies be-
deutet aber, dass die Wirkung in der Definition der dualen Paarung ver-
schwindet. Entsprechendes gilt fiir den Fall v > 0, allerdings jetzt mit dem
Unterschied, dass die Wirkungen der d°-Ableitungen nicht mehr alle z%/°-
Koordinaten beseitigen konnen und die Anwendung der Coeins durch die
duale Paarung schliefilich Null ergibt.
Aus (7.44) kann man folgern, dass gilt

fie =0, fallsv <0, oder 2l +v < 0. (7.45)

Mit diesem Wissen lassen sich die Polynome f™(z) in der Form

2(z) = Z fz,mu . ($+)m++l(x3/0)mo+v(x3)m3/072l7v(x7)m_+l

0§2l+v§m3/0
0<v,— min(m_,m_)<I

(7.46)
schreiben, wihrend wir unser Gleichungssystem (7.42) jetzt einschrinken
konnen auf

m Am+ =20 =o' ) m+(Lv,—2l—v,l) gl
> me(o Lz L =oye. (147)
0<2l+v<mg g ’

0<v,— min(m 4 ,m_)<I
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Wir wollen als Néchstes einen Algorithmus angeben, mit dem wir obiges
Gleichungssystem 16sen kénnen. Zu diesem Zweck fithren wir die Funktion

k(msg,v,0) = ([%] + [%]) +v+1+ [g} +1 (7.48)

1=0

ein, wobei die eckigen Klammern wieder die Gau-Funktion bezeichnen. Den
Wertebereich der ganzzahligen Variablen v und [ wollen wir einschrianken auf

0 < v<myp, (7.49)

2 <)

Daraus folgern wir sofort, dass der grofite Wert, den £ annehmen kann, ge-
geben ist durch

mg/ofl

Fmax (M3)0) = Z: ([%} + [%D + im0+ [m;/o} +1. (7.50)

Umgekehrt kann man bei vorgebenem mj/ aus dem Wert fiir £ wieder die
zugehorigen Werte fiir v und [ bestimmen, und zwar durch die Beziehungen

max {5 € 8 15 - 5 (2= 4 [{]) -5 > 0}, s

e kB ([ ) (3]

1=0

Vg

Der Grund fiir die Einfiihrung von k£ besteht nun darin, dass man durch die
Vereinbarung

Feony = T (7.52)
das Gleichungssystem (7.47) auf die Form
(k, )7
o= > WLJ fir 1 <k < kmax,  (7.53)
1<j<k < ’ >Ji,R
—min(m_l_,m_)glj
1

m

1 71 1\
{1, 1>ﬁ,R
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bringen kann, wobei

k)2 = <3m+(lk,vk,72lk*vk,lk)’mer(ljwjv*?lrijj)> _ 7.54
(k)2 AN (& 1)
Damit haben wir aber letztlich eine Rekursionsrelation gefunden, aus der wir
fiir die Koeffizienten f,* mit £ > 1 den Ausdruck

k! | RO A

m j =1 VPP LR

=Y (1) b (7.55)
i_zl 1~J0<]12 <ji=k HT:O <-]7" jr>ﬁ_,R

— min(m_,m_ )<l]1 ..... lji

ableiten konnen. Setzen wir dieses Ergebnis in unseren Ansatz (7.38) ein, so
erhalten wir schlief8lich

exp(zg | 0;) (7.56)

0o kmax (ms/ 0

1
- Z aue,

’

k—1 7
D (1 > Uoditli
i=1 1=j0<j1<...<j;j=k p=1 ]p; ]p L R

—m1n(m+ m_ )<l]1 ..... lji

. (:E+)m++ g ($3/0)m0+vk (x3)m3/072lk7 Vg (.,L,*)m—+lk
® (D)™ (Ds70)™/(80) ™ (D)™

Die expliziten Ausdriicke fiir die verschiedenen Exponentiale hiingen nun
wieder iiber die Transformationsregeln

exp(zg | 8;) X' explzy | OL), (7.57)
exp(Or | z;) " exp(dp | zr)

und
exp(zp | 0L) &5 exp(9; | 2L, (7.58)
exp(xR\aAi) PRLEN exp(3R|:rE)

zusammmen, wobei der Ubergang in den ersten beiden Relationen durch die
Ersetzungen

g g, 0T o0, e, terT (7.59)



174 7. g-Exponentiale

und in den letzten beiden durch die Vertauschung der Tensorfaktoren und
die Substitutionen

et 2T, 9t 0T, 0T e T (7.60)

erfolgt.
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Anhang A

Notation

1. Die antisymmetrischen g-Zahlen sind definiert durch [26]

1— qac
[[C]]qa = Tqa, a,cC € (C (A].)

Von diesen zu unterscheiden sind die symmetrischen g-Zahlen

ac __ ,—ac
[l = %, a,c e C. (A.2)
q —4q

Fiir m € N koénnen wir auflerdem die g-Fakultéiten durch

[l ge! = [[lge [2Mga - - lImllge, 0Nt =1 (A.3)

einfithren. Schliellich gibt es auch ein g-Analogon der gewdhnlichen
Binomialkoeffizienten, das gegeben ist durch

o= (A4)

[ o ] ol llo = Ul -l = m +1]]0
- (],

wobei a € C, m € N.

2. Die Jackson-Ableitungen beziiglich der Koordinate z# sind definiert

durch
f (@) = fg*a?)

DA f=
q f (1 _ qa)mA

(A.5)
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wobei f auch von anderen Koordinaten abhéngen kann. Durch mehr-
fache Anwendung des Operators D4 erhilt man Jackson-Ableitungen
héherer Ordnung,

q%?

(D) f = DD ... D f. (A.6)
ﬁ_/

i mal

3. Fiira > 0, ¢ > 1 und 2 > 0 lautet die Definition des Jackson-Integrals

UL === Do ) (), (A7)
k=1
lf‘ 1—(] Z ak A ak A)’
k=0
Ul = =) Yo e ),
k=0

M8
p
??'
:|>
g
?r

3

f|zA_ 1_q
k:l

Fiir @ > 0, ¢ > 1 und z# < 0 gilt hingegen

Vo= (=g Y (¢ fg ), (A.8)
k=1
1f‘_oo 1_q Z ak A ak A)’
k=0
lf‘ 1 —q Z —ak,. A fakmA)’
k=0
1f|_ 1_q Z ak A ak A)_

k=

[

Es sei bemerkt, dass mit den Formeln (A.7) und (A.8) auch g-Integrale
iiber beliebigen Intervallen formuliert werden kénnen [26].

4. Kommutative Koordinaten werden normalerweise mit kleinen Buchsta-
ben (z.B. 2%, x~, 23) bezeichnet, wihrend nichtkommutative Koordi-
naten durch GroBbuchstaben (z.B. X+, X, X3) dargestellt werden.
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5. Es werden in kommutativen Funktionen nur solche Argumente explizit
angegeben, die von einer Skalierung betroffen sind, d.h. wir schreiben
beispielsweise

f(g?z™) anstelle von f(¢%x™t, 2%, 27). (A.9)

1. Argumente, die in Klammern eingeschlossen sind, beziehen sich immer
auf das erste, links davon stehende Objekt. So gilt beispielsweise

D f(¢s") = Db (fla*)) (A.10)
oder
D4(Dsf + Dpf)g**) = D |(Dhf + Dpf)gah)] . (A1)

Dagegen betrifft das Ersetzungssymbol |,/_,, den gesamten Ausdruck,
der sich links von diesem erstreckt, also

(M) O 0S|y, = [(M7)i (OS] sy, - (A.12)
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Anhang B

Verallgemeinerte Variationen

In Kapitel 3.3 hatten wir die Objekte
!
K)ok mit Y ki<n, kineN, (B.1)

1
Q1 ,---y aj
=1

als verallgemeinerte Kombinationen eingefiihrt. Fiir diese gelten nun eine
Reihe einfacher Regeln, die sich unmittelbar aus ihrer Definition durch die
Gleichungen (3.153)-(3.155) ergeben.

1. So finden wir die gewohnlichen Binomiale als Spezialfall wieder, indem

gilt
(K" = (Z’) (B.2)
2. Ebenso existiert eine Art Kontraktionsregel mit der Form

(Kn)) = (Ka)gtt. (B-3)

a,a a

3. Auflerdem besteht eine Invarianz unter Permutation der Koeffizienten
a;, da man leicht nachpriifen kann, dass gilt

k1,..0k) _ (B (1) -k (1))
(Kn)gll,...,all) - (Kn)aw(1;2---aaﬂ(l()l) ’ (B'4)
wobei 7 irgend eine Permutation von {1,...,[} sein soll.

Aufgrund dieser Eigenschaften lassen sich die betrachteten Objekte in drei
unterschiedliche Kategorien einteilen, ndmlich
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1.
(K,) ok g, £ 1 fiir alle i € {1,...,1}, (B.5)

2.
(K)o 0 #£1 fiivalled € {1,...,1 -1}, (B.6)

3.

(). (B.7)

Fiir die explizite Berechnung der (Kn)g’fla]f’) fithren wir diese zunéchst

auf die Elemente der zweiten Kategorie zuriick, um diese dann durch die
gewohnlichen Binomialkoeffizienten auszudriicken. Zu diesem Zweck brau-
chen wir noch die beiden folgenden Regeln, die man durch elementare Be-
rechnung finden kann:

1.
k-1
(Ka)P = (1—a) %= a" (1 - a)™ * (Kn){"™, (B.8)
m=0
2.
l k+l—1-m
Ko = 1)i-m )@ -amE,)™ (B
(Kn)a,i mzzzo( ) b1 (1-a) (Kn)i™ (B.9)
k—1
nemfk+1—1—m ke m
Sy e (T g am,
m=0
3.
() ) o (b= (K gy )0e))  (B.10)
= bt R (E) S o (K )8

Mit den Regeln (B.8) und (B.10) kénnen wir leicht eine Rekursionsformel
finden mit der Form

(Kn)Smay (B.11)
= (Kp)obe D o (Kpogy— oy, )
ki—1
B R
m:() al""’ al,
+ (1= )™ () Frkin),
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Durch deren wiederholte Anwendung erhalten wir schlielich

(Kn) Gt (B.12)
l l
= -2 (ITa-a™)
i=1 j=i+l
ki—1
. Z a?_kl_m_ki_l_m (1 _ ai)m—ki (Kn)(aill,,ltfzzllﬂln)
m_O al b ) a”]/ b

Damit ist es gelungen, die Variationen (B.5) auf die spezielleren Variatio-
nen (B.6) zuriickzufiihren. Mit Hilfe der Regeln (B.9) und (B.10) kénnen wir
eine weitere Rekursionsformel ableiten, die es uns ermoglicht, die Variatio-
nen (B.6) durch die gewohnlichen Binomialkoeffizienten auszudriicken. Dazu
berechnen wir wieder

(Kn)(kl,...,kl) (B.13)

a1,..,a;—1,1

— (Kn)(kh---,kz—z) o (Kn—k1—...—kl_Q)(kl_l’kl)

A1ye0sQ1—2 aj—1,1
k
ki_1—1
. (1 . al,l)m_kl_kl’l(Kn)(kl""’kl_z’m)

a1y..0507—2,1
kl—l_l

(=) Z (kl+kl_1kl—m—1>

m=0
n—ki—...—kj_s—m m—k;—k;_1 (k1yeeski—2,m)
] (1 - al—l) (Kn) ay aj_2

ap_17""ap_q’

und erhalten so die gewiinschte Identitét.
Mit Hilfe dieser neuen Kombinationssymbole haben wir in Kapitel 3.3 die
Ableitungen

(k1yeenkr)  m—k1—...—k
D(kl,...,kl)xn — (Kn)al""’al z l’ (B14)
a1,e0y 0, fallsn <k +...4+k

eingefithrt. Aufgrund dieser Definition ergeben sich aus den obigen Iden-
titdten (B.12) und (B.13) entsprechende Beziehungen fiir die neuen Ablei-
tungen. So liefert etwa die Relation (B.12) sofort

P
Dtk f () (B.15)
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= (1l E-am)

=1 j=i+1
k;i—1
Y@= )" (DT ) (i),
m=0 a; " a0
wihrend aus (B.13) die Identitét
kla >
D (@) (B.16)
k
— zl:(—mlm (kz + ki —m— 1)
m=0 kl*l -1
(x — ag @)™ ke ek 2m) £
ki—1—1
kl+kl—1 —m—l)
— (=1~ <
(=1) w;) s

. (.73 _ al_lx)m_kl_kl_l (D(/l?l,...,kl;f_yzl) f) (al—lx)

aj—1’"a;q 1

folgt. Durch wiederholte Anwendung dieser Formeln lassen sich alle betrach-
teten Ableitungen auf die einfachen Ableitungen

DPf(@) = = f(a) (B.17)

zuriickfiihren.
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Anhang C

Spezielle Operatoren

In den Kapiteln 5.3 und 6.3 haben wir fiir den g-deformierten Minkowski-
Raum Formeln zur Berechnung von Zopfprodukt, Coprodukt und Antipode
bestimmt. Um diese Ausdriicke auf der kommutativen Funktionenalgebra
realisieren zu konnen, haben wir verschiedene Operatoren eingefiihrt, deren
Ursprung im Folgenden kurz diskutiert werden soll.

Als Erstes betrachten wir einen Operator, der auf Potenzen einer vorge-
gebenen Koordinate geméafl

77 PN — z" (Cl)
! [[]]ge!
wirkt. Um die Wirkung dieses Operators fiir allgemeine Funktionen ablesen
zu konnen, greifen wir auf die mit den Methoden des q-Kalkiils [26], [46]
leicht zu beweisende Identitit

1 . (qfa(1+n). qfa)oo
N R ’ 0.2
et~ Y RN N ©2
zuriick, wobei
EH 1—ag~V™"), ¢>1. (C.3)

Fiir die weitere Umformung gehen wir von der fiir ¢ > 1 giiltigen Identitdt
aus [26]

(27 = H(l—zq_c(j_l)) (C.4)
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- i Il (e — a7

s (¢=¢a7°);
und lassen in dieser die Variable n gegen Unendlich streben,

(2,4 oo = lim(2z;¢ ), (C.5)

n—oo

0 irriels i
= Z Z ngo (=)
—C —C) .

B Z; [[J]llqc <1q—czq6>j'

Mit dem letzten Ausdruck in (C.5) gewinnen wir aus (C.2 ) schliefilich die
Formel

L g &gy
D D T S

Tl ~ (@ %0 9 25

Diese Identitét gilt jedoch nur fiir ¢* > 1. Im Fall ¢* < 1 miissen wir daher
zusédtzlich die Relation

B
[l ? ], <! (C.7)

beriicksichtigen. Aus den letzten beiden Beziehungen ldsst sich nun leicht die
allgemeine Form des von uns bendétigten Operators ﬁg,z ablesen, ndmlich

flg-2 > flat, 2?0 2% 27) = Z 0 ] 2' flg¥\%.  (C.8)
q

* 4=

Als Nichstes wollen wir uns einem Operator zuwenden, der auf Potenzen
einer vorgegebenen Koordinate gemif

2 n " fir n =m,
Om > T —{ 0 fiir n £ m (C.9)

wirkt. Um wieder dessen allgemeine Darstellung zu finden, betrachten wir
den Ausdruck

m—1 [e%s)

[Ta-¢7) = [Ta-a) [[ =g (C.10)

j#m j=0 j=m+1
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oo

= (@ I [Ja =g g
7j=1

= (¢%¢ D@ ™ 50 oo

Diese Umformungen zeigen uns insbesondere, dass gilt

(C.11)

(@50 Hm(@ ™ g N [0 fiir n#m,
(@0 )@ oo 1 firn=m

Daher kénnen wir anstelle von (C.9) jetzt auch schreiben

n. —1 n—m—1. ,—1
50 gn = L4 Im( @50 oo 0 (C.12)

(@™ ¢ Dmle ¢ Yo

Daraus ldsst sich nun eine allgemeine Darstellung des Operators bm ablei-
ten, indem wir den Nenner auf der linken Seite der Identitdt (C.11) unter
Verwendung von (C.5) und der Formel [26]

(050 Jm =Y _(—1)g 20 DI [ i } (C.13)
q*l

(@5 D@ ™ e Do (C.14)
0 m qm—l—l)—i

3 PGk —LiG-1)+nli+s) | ™
B D e )[3]

Mit dieser Identitédt finden wir fiir die allgemeine Darstellung des von uns
bendtigten Operators schliefilich den Ausdruck

0 f(at, 2,27, 20) (C.15)
_1Vig—3i(G-1)—im )t o
(—1)q ) [ m :| f(qhﬁa:o)_

g1

0 a e e e (lilld L

In den Kapiteln 5.3 und 6.3 sind uns wiederholt die Gréflen (77)">(X+)™
begegnet. Diese stellen g-deformierte Analoga der sphérisch harmonischen
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Funktionen dar [70], [71]. Zur Berechnung ihrer expliziten Form machen wir
den Ansatz

(7)™ (XT)" (C.16)
— Z Z slz X+)n s— l(XO) (X3/0)s+2lfm(Xf)mfsfl.

0<s+i<min(n,m) =m—s—I
m<s421

Setzt man weiterhin

(C™™ = (ghs) 2™ g (dg) ™" (C.17)

q/ s,y q)s,l,1

so findet man die Rekursionsformel
(do)suy™ = ln—s—=1—i+ 1= (dg)i2, (C.18)
+q 2 I — s — 1 — i+ U] (dg) 7"
g 2+ 1), (dg)5it1,i1>

donoo = [nflg-2!, (C.19)
deren Losung man darstellen kann als
myn —2i n
@ = e @l et 2] (C20)
g2
Tr = > J[a2Z@W =it k-1 — ...~ i]lp(C21)
s1t--tsip1=s k=1
14y =t
i+1
Z q2zz+1 tu(n— s—z)H <q2tk Sk (sutta) (Pq);’:’lk>;
0=<1ta<l$1 k=1
(P)? = 3 2 S Uttt ) (C.22)

0<j1+...+ip<v
0<ty+... 4+t <p

Diese Ergebnisse wollen wir nun dafiir verwenden, um die Wirkung von
(T~)™ in allgemeiner Form zu bestimmen. Unter Verwendung von (5.69)
leiten wir zunéchst die folgende Identitéit ab:

(7)™ o (XY (X0)o (X /0)raro (X )" (C.23)
= > [ & } @y ()]

[(T)F p (XP/0)mer0 (X)),
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Setzen wir in den letzten Ausdruck die leicht zu bestétigende Identitét
(T*)k (X*/0)mero(X )" (C.24)
= @D | T ] ey
q2
ein, so gelangen wir unter Beriicksichtigung von (C.16) schliefilich zu dem
Ausdruck
(T)™ b (XF)™ (XO) (X0 (X ) (C.25)

235 ym—k  —2(m—k)n+2(k—s—1)(ng/o— m-+k)
(q )‘+) q

k=0 0<s+i<min(k,ny)
k<st2l

n m n
R R BN I A oA
q? q?
. (X+)n+—s—l(XO)n0+s(X3/0)n3/0—m+2l+s(X—)n,+m—s—l.

Der dazu korrespondierende Operatorausdruck fiir kommutative Funktionen
lautet dann

(T)" > f(a*, 2% 2%, 27) (C.26)

‘q—(k‘—s 1)(2(k—s—1)— )(T+)slk—s—l (D(—]}-_2)5+l
((D?’/O)m lcf)( 2(m—k) o+ q2(k_s_l)$3/0),

wobei

(T )i > f(x+ 2,230 1) (C.27)

= Z (Hq o (s+y) [l — i+/€—51—---_lk]]q2>

Syt tsip1=s =
R A

i+1
k—1 Suttu Sks i+1 u
3 (qutkzuzl( ) (P lk)f( 25 gy,

0<ta<lo k=1
a=l1,..., i+1
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Die Formel (C.16) gibt uns aber auch eine Mdoglichkeit an die Hand, die
Potenzen von X? durch die Ausdriicke (77)"> (X *)" zu ersetzen, mit denen
sich in manchen Féllen leichter rechnen 148t. Zu diesem Zweck l6sen wir die
Relation (C.16) wie folgt auf:

(X = o] (C.28)
n—1

1 n,m

- (C(I)s,’l,n—s—l
T 5=0 nE<LI<n—s

,(X+)nfsfl(X )s(XS/O) —+21 n(X )n s—I

1 n

= f}/— 0

mit L
T = (q2A1)"[[n]]g-2! (C.29)
und
yr o =(T)"e (X" (C.30)
Wendet man diese Formel rekursiv an, so findet man einen Ausdruck der
Form

n min(k,n—k)

I; z_: Fy - (XO)F X0y ()t (C.31)

mit geeigneten Koeffizienten F}';. Damit konnen wir ein normalgeordnetes
Monom umschreiben gem#fl

(XY™ (X0 msro (X O)mo (X 7)™ (C.32)
no min(k,no—k)

— Z Z q2n3/0kF’:z,l . (X+)n++lc(XS/O)ng/o—H—kygLoflfk(X—)n_-l-k
k=0

no mm(k no—k)

— Z Z q2n3/0k—2(no—l—k)(n,+k) F]?,l
k=0 =0

. (X+)n++ k (XS/O)n3/0+ -k <y6m—l—k’ (X—)n_+k)

?
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wobei

(Vs (X)) = (T7)™ e (XF)"(X)"). (C.33)
Wir suchen nun einen geeigneten Operator, der diesen Wechsel der monomia-
len Basis auf kommutative Funktionen iibertrigt. Man kann sich iiberlegen,

dass dieser Operator durch die Wirkung

b (zF)™+ (20)m0 (£3/0) /0 ()= (C.34)
= S(@)F e (@) ) @) )
_i 2V (0Y70 (£3/0Y 370 (=)
+%0( )" (@) (@ T) e (27)
gegeben ist, wobei
G (ah)m (@) (@¥0)re (z )™ (C.35)

no—1npg—s 1

1 .
= Z Z Z 5n0,i—|—l+s q2m3/0 (Cq)gﬁ,’?o

Tno 520 10 =0

. (x+)n++ no—s—l(xO)s(xS/O)ng,/o—l—l—i (x—)n,—l—i’

falls man nach dessen Ausfiihrung noch die Ersetzung
(@) (7)™ = (T7)" > (%) (27)") (C.36)

ausfiihrt. Die allgemeine Form des ¢-Operators konnen wir aus (C.35) leicht
ablesen. Sie lautet ndmlich

o f(a*, 2,20 27) (C.37)
= - Z Z(xo)s [((éq)s’l(l - 82) 772—2) > f |z°—>a:+a:*

s=0 =0

Da sich fiir den g-deformierten Minkowski-Raum die Bestimmung von Zopf-
produkt, Coprodukt und Antipode mittels der Basistransformation (C.32)
stark vereinfacht, bildet der Ausdruck

O f(zt,2°, 2% z7) (C.38)

= Y (@)fe fat, 2020 27) + 702 b f(ghs)220),

k=1
stets den Ausgangspunkt fiir die entsprechenden Berechnungen auf der kom-
mutativen Koordinatenalgebra.
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Anhang D

Quantenalgebren

Die von uns betrachteten Quantenrdume konnen als Darstellungsmoduln spe-
zieller Quantenalgebren betrachtet werden. Diese Quantenalgebren stellen
gleichsam eine g-deformierte Version jener Lie-Algebren dar, mit denen sich
die Drehsymmetrie bzw. Lorentzsymmetrie der klassischen Rdume beschrei-
ben lassen. Ihre besondere Bedeutung besteht darin, dass alle mathema-
tischen Gebilde zur Beschreibung physikalischer Phinomene in Bezug auf
diese Quantenalgebren wohldefinierte Transformationseigenschaften haben
miissen. Im Folgenden wollen wir die Algebrarelationen, die Konjugation und
die Hopfstruktur der fiir uns wichtigen Quantenalgebren zusammenstellen.

Die dem g-deformierten Euklidischen Raum in drei Dimensionen zugrun-
de liegende Quantenraumalgebra U, (sus) wird aufgespannt von den Genera-
toren LT, L~ und 7'/2 welche folgenden Relationen geniigen [34]:

7_71/2L:I: — q:I:QL:I:Tfl/Z
qLYL™ — ¢ 'L"LT = A"\ —-171).

Daraus lisst sich eine andere bekannte Version der Algebra U, (sus) ableiten,
nidmlich

T —gqT™TY = T3, (D.1)
PT3TY — ¢ 2THT? = N\, T,
CT™ T2 —¢* 13T = AT,
falls man setzt
T = ¢FaNriRLE (D.2)

™ = N'(1-7).
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Fiir die mit den Algebrarelationen vertriagliche Konjugation gilt

LF = —¢F Lt r-12=771/2 (D.3)

bzw. L o
TE = ¢P27*, T3 =73, (D.4)

Die Hopfstruktur der Generatoren L* und 7 lautet

AL = LFor 2410 L% (D.5)
A(T—l/Q) _ 7_—1/2 Q 7_—1/2,

S(L*) = —L*r'/? (D.6)
5(7—1/2) — 7_1/2’

e(L*) = 0, (D.7)
e(r~¥?) =

In Analogie hierzu findet man fiir die Generatoren 7% und 7

AT?) = TP@1+7T°, (D.8)
AT = THE1+1? T,

S(T? = —7 T3, (D.9)
S(T*) = -7
e(T?) = 0, Ae{+3}. (D.10)

Als Néchstes wollen wir die Quantenalgebra U,(so4) betrachten [37], die
als Algebra isomorph zum Tensorprodukt zweier U,(sus)-Algebren ist,

U,(s04) =2 Uy(sug) ® Uy(susg). (D.11)

Diese wird also aufgespannt von zwei miteinander kommutierenden Séitzen
von U, (sug)-Generatoren, nimlich L, K;, i = 1,2. In expliziter Form lauten
deren Relationen

LDl D= K

), (D.12)
LK, — ¢’ K;Lf = 0, i=1,2,
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wobel Generatoren mit unterschiedlichen Indizes immer vertauschen. Die
Konjugation ist nun gegeben durch

LF = ¢7L7F, (D.13)

Fiir die Hopfstruktur findet man schliefflich

AK;) = Ki®K;, (D.14)
A(Lf) = LFol+ K '®LF,

S(K;) = K, (D.15)
S(Ly) = —KLf,

e(Lf) = 0.

Als Letztes wollen wir noch die Relationen fiir die g-deformierte Lorentz-
Algebra in der von uns benutzten Form [39], [51], [52] zusammenstellen. Die
Algebra wir bestimmt durch die Identitéiten

Tt = Tl 4 T2, (D.17)
T~ = ¢ 2T = \S,

T1T2 — q2T27—1,

7_1)511 — SITI,

o’Tt = Tro® — Ar3T7, (D.18)
o’T~ = ¢T o?+¢*\S!,

O,2T2 — q_2T20'2,

0_251 — SIO_Z
TT? = ¢ °T*TT, (D.19)

T°T* = T°T™+ X\ (o* =7,
THSY = @FS'TT + X7t — o),
T St = S'T,

TT™ = FT T+ (1 =77,
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SITZ,

o?mt + g\ T?St, (D.20)
3

o273,
q:F4Ti7'3,
T,
7S,

Hopfstruktur und Konjugation der U,(suz)-Generatoren T, T~ und 7° ha-
ben wir bereits angegeben. Die Hopfstruktur der verbleibenden Lorentz-
Generatoren ist gegeben durch

et +)\251(T3)_1/2 ® T?, (D.21)
0? @0+ NT2 ()2 @ S,

T @' + (3) 202 @ T,

S'@ ot + ()Yt @ S,

— ()12, (D.22)
_(7_3)71/251’

2
T,
g(o?) =1, (D.23)
g(SY) =0.

Fiir das Verhalten unter Konjugation gilt

o= (7)) (D.24)
p — (7_3)1/27_1’

ﬁ — _(7_3)71/251,

? — —qQ(T?’)l/ZTQ.
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Anhang E

R-Matrizen

Unter Quantengruppen versteht man im Allgemeinen Hopfalgebren, die we-
der kommutativ noch kokommutativ sind. Dabei bezeichnet man eine Hopfal-
gebra H als kokommutativ, falls fiir ihr Coprodukt gilt

7o A(h) = A(h) fiir alle h € H, (E.1)

wobei 7 die gewOhnliche Transposition bezeichnet. Die von uns betrachte-
ten Quantengruppen besitzen nun die wichtige Eigenschaft der Coquasitri-
angularitéit. Dies bedeutet, dass die betreffenden Hopfalgebren bis auf eine
Konjugation mit einem invertierbaren Element R kokommutativ sind, d.h.
es gilt

7o Ah =TR(AR)R™. (E.2)
Das Objekt R wird oft als universelle R-Matrix bezeichnet und ist aulerdem
Element aus H®H. Meist wird diese universelle R-Matrix durch eine unendli-
che Reihe dargestellt. Betrachtet man jedoch Darstellungen der Hopfalgebra
H auf einem Vektorraum V', also Ty : H — L£(V), so kann man aus den
universellen R-Matrizen endlichdimensionale Matrizen gewinnen, namlich

Ryy =70 (Ty @ Ty)(R). (E.3)

Diese Matrizen wollen wir nun fiir die Vektordarstellungen im Fall der Quan-
tengruppen SO,(3), und SO,(4) sowie der g-Lorentz-Gruppe angeben.

Die R-Matrix fiir SO,(3) hat in der Vektordarstellung Blockdiagonalform,
wobei sich die einzelnen Blocke wie folgt angeben lassen:

++ ——
++[ 1 0 (E.4)
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+3 3+
+31 0 qa? (E.5)
34 | g2 ¢

3— -3
3—-[ 0 z (E.6)
=3 q? ¢\

+— 33 —+
+—10 0 q*4
33 10 g2 g2y (E.7)

—+ ¢ A TN

Die mit diesen Blocken gebildete 9 x 9-Matrix besitzt aulerdem eine Projek-
torzerlegung der Form

R=P,—q¢*P_ +q %P, (E.8)

wobei P, auf den 5-dimensionalen Eigenraum zum Eigenwert 1, P_ auf den
3-dimensionalen Eigenraum zum Eigenwert —¢~* und P, schlieflich auf den
1-dimensionalen Eigenraum von R projiziert. Die Projektorzerlegung der in-
versen Matrix lautet dann entsprechend

R'=P, —¢*'P_+¢P,. (E.9)

Ihre explizite Form kann man aus den obigen Blécken leicht ableiten, indem
man die Indizes + und — jeweils austauscht und anschlieend ¢ stets durch
¢ ! und X durch —\ ersetzt. Symbolisch kénnen wir dies wieder als Crossing-
Symmetrie ausdriicken und schreiben

A - F N
R ‘X R (E.10)

Die R-Matrix fiir SO,(4) besitzt in der Vektordarstellung die folgenden
nicht verschwindenden Matrixelemente:

R = RE=R}=Ril=q, (E.11)
RY = R¥$=RL =R, =RI=Ry=~Ryi=Ry=1,

Rif = RE=RE=Rl=q",

RY = R3=RyL=R3 =)

Rég = Réé = R14 = R14 =—q )\

R4 = a2
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Die dazugehorige Projektorzerlegung ist nun gegeben durch
R=qP, — ¢ 'P_+ ¢ °P,, (E.12)

wobei fiir diesen Fall P, jetzt auf einen 9-dimensionalen Eigenraum, P_ auf
einen 6-dimensionalen und P, wieder auf einen 1-dimensionalen Eigenraum
projiziert. Entsprechend lautet die Projektorzerlegung der inversen Matrix

jetzt .
R =¢'P, — qP_+ ¢*P,. (E.13)

Auch hier kann die explizite Form der inversen Matrix R7! in einer zum
dreidimensionalen Fall vollig analogen Weise durch Ausnutzen der Crossing-
Symmetrien bestimmt werden, d.h. es gilt

P —

R‘EHX R, i'=5—i (E.14)

Fiir den g-Minkowski-Raum existieren zwei R-Matrizen [42], die oft mit
RI und RH bezeichnet werden. Aber nur eine von diesen, ndmlich RH erlaubt
die Konstruktion eines kovarianten Differentialkalkiils, weshalb wir uns auch
auf die Angabe dieser Matrix beschrinken wollen:

00 03 30 33 +-— —+
9~ Pl A A D)
00 ) =7 0 O O T
_q—2)\ q- 2] o _q—lAZ _q—l)\ q_l)\
03 0 » [*2 : A+: % X A+
q 2 A A A A
30 0 - —qh e vl q,\T ,(E.15)
33 D S P, G 2-)° _B2 A
At At At qr+ At At
4 _ g g1 g X _ B=A 22 1
| = qéi—)\ _ ?1\1—1)\ _ 21—1/\ q_i\;\— 1 0
Xt Xt Xt Xt
0— -0 3— -3 ++ —
0_ _q_z)\ q71[2]q2 i q_2)\ O 0
A A A A
O q71[2]02 q_;)\ ; q_;)\ O 0
- At At At A+
| X A _Bex 2t : (E.16)
3 h) h) Dy A 0 0
_3 qj)\ 5\ 2¢1 qi)\ 0 0
At At At At
++ 0 0 0 0 ¢2%2 0
—— 0 0 0 0 0 q_2
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0+ +0 3+ +3
g2 Rl g2
0+ _l[zf— )\+: )\42_ Ay
q 2 A A A
+0 )\+q _q)\t q}\t _E , (E17)
3+ s U ) SR ) S/
;\\+ )/\\+ 2/\J—r1 /}BJF A
A A q _ B+
+3 At At At A+
wobei
Br=q" + At (E.18)

Die dazugehorige Projektorzerlegung lautet jetzt
Ry =q *Ps+ ¢*Pp — (P, + P_). (E.19)
Das Inverse der R-Matrix gewinnen wir wieder im Rahmen der Crossing-

Symmetrien, also iiber
+ - F

Ry ‘S Ry (E.20)

wiahrend ihre Projektorzerlegung gegeben ist durch

Ry} = ¢*Ps+q*Pr — (P, + P-). (E.21)
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Anhang F

Quantenriume

Als Quantenrdume bezeichnet man allgemein Comodule von Hopfalgebren.
Solche Quantenrdume lassen sich mit Hilfe der R-Matrizen aus Anhang E
konstruieren. Diese beschreiben ndmlich eine Abbildung auf dem Tensorpro-
dukt zweier Vektordarstellungen der zugrunde liegenden Hopfalgebra. Dieses
Tensorprodukt lésst sich aber gem#ifl

T1 ® T1 = T2 @ T(l,l) @ T() (Fl)

ausreduzieren. Dabei bezeichnet 75 die vollstindig symmetrische Darstellung,
T(1,1y die vollstindig antisymmetrische Darstellung und 7; schliefilich die tri-
viale eindimensionale Darstellung. Zu jeder dieser irreduziblen Darstellungen
gehort also ein unter der Wirkung der Hopfalgebra invarianter Unterraum.
Die Forderung nach Kovarianz verlangt nun, dass die durch die R-Matrix
beschriebene Abbildung die zugehorigen Unterrdume in sich iiberfiihrt. Dies
ist jedoch durch deren Projektorzerlegung

A

R = O£_|_P_|_ +a_P_+ O!()Po, (F2)

stets gewéhrleistet, wobei ay, o und o die Eigenwerte der R-Matrix be-
zeichnen. Diese invarianten Darstellungsrdume bilden aber auch Koordina-
tenalgebren, deren Relationen sich aus der Kenntnis der zugehorigen Projek-
toren ergeben. Wir wollen daher kurz skizzieren, wie man aus der R-Matrix
diese Projektoren bestimmen kann.

Dazu gehen wir wieder von der Zerlegung (F.2) aus. Man kann sich nun
leicht davon iiberzeugen, dass die Projektoren durch folgende Formeln aus-
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gedriickt werden koénnen:

R—a I)(R - aol
P, — (R—a_I)(R— o )’ (F.3)
(o — a-)(aq — ao)
P _ (R—a I)(R— agl)
) (- —ai)(a —ag)’
(R—a,I)(R—a_l)
PO -
(a0 — oy ) (0 — )
Der Projektor P_ bestimmt iiber
(P2 XEXE =0 (F.4)

die Relationen fiir die Algebra der Koordinaten, wihrend die Algebra der
Formen durch die Relationen

(P,)?dakdz! = 0, (F.5)
(Py)?da*dat =
festgelegt wird. Die Metrik der Koordinatenalgebra lésst sich schliefilich aus
dem Projektor P, mittels
1

gmg

(Po)ih = 9 gr (F.6)

mn

ablesen.

Mit diesen Uberlegungen kann man nun bestétigen, dass im Fall des drei-
dimensionalen g-deformierten Euklidischen Raumes die Koordinatenalgebra
den Relationen

X3Xt = ¢#XTXP, (F.7)
X X® = ¢#X3°X,
X Xt = XtX +2X3x°

geniigt. Die nicht verschwindenden Elemente der zugehérigen Metrik lauten

g =—q ¢®=1 gt=-¢" (F.8)

sowie
gi-=—¢, g3=1, g_4=—-q ", (F.9)
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wobei
9P gpc = 64 (F.10)

Damit lassen sich kovariante und kontravariante Koordinaten geméf
XA =g"BXg X, =gapX? (F.11)

ineinander iiberfithren. Die Relationen der Koordinatenalgebra sind aufler-
dem vertriglich mit der Konjugation

XA=X,=X,. (F.12)
Als invariante Lange haben wir schliellich noch den Ausdruck
XAX ) = gapX2XP = XX+ X3X% — "' X XT. (F.13)

Fiir den g-deformierten Euklidischen Raum in vier Dimensionen lauten
die Relationen der Koordinatenalgebra

X1X? = ¢X*°X1 (F.14)
X1X3 — qXBXl

X3X4 — qX4X3

X2X4 — qX4X2

X2X3 — X3X2

XX = X'XT+AXPXC (F.15)

Die nicht verschwindenden Elemente der Metrik sind
gt =q", ¢P=¢"=1 ¢ =g, (F.16)

wobei wieder gilt
97 = gij, 9" gk; =0’ (F.17)

Die Relationen (F.11) und (F.12) gelten auch auf dem vierdimensionalen
g-deformierten Euklidischen Raum. Die invariante Linge ist jetzt gegeben
durch

X'X; =g X'X? =¢7' X' X"+ X2X? + X?X? 4+ ¢X'X . (F.18)
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Fiir die Koordinatenalgebra des g-deformierten Minkowski Raumes findet
man die Relationen

XHXO = XOXN; JIAS {0a+a _53}a (Flg)
X X3 —?X3X™ = —g XX,
X3X+ _ q2X+X3 — —q/\X0X+,
X XT-XTX" = MX°X? - X°X?),

wihrend fiir die nicht verschwindenden Elemente der Metrik gilt
¢ =-1, ¢¥=1 g7 =—q gF=-¢" (F.20)
Das invariante Lingenelement hat nun die Form
XPX, =g X' XY= - XX+ X3X3 —gXTX™ —¢' XXt (F.21)

Die Relationen (F.11), (F.12) und (F.17) behalten weiterhin ihre Giiltigkeit.
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Anhang G

Kovarianter Differentialkalkiil

Zu jedem Quantenraum einer gegebenen Quantengruppe kann man einen
kovarianten Differentialkalkiil konstruieren. Genauer gesagt existieren stets
zwei solcher Kalkiile, die jeweils der R-Matrix und ihrer Inversen zugeordnet
werden konnen. Dementsprechend gehen beide Kalkiile unter Konjugation
ineinander iiber. Wir wollen nun kurz skizzieren, wie man zu einer vorgege-
benen R-Matrix den zugehorigen Kalkiil konstruieren kann.

Zunéchst gehen wir vom totalen Differential d aus und verlangen, dass
dieses einer undeformierten Leibniz-Regel geniigt [72], also

d(fg) = (df)g + f(dg), (G.1)

wobei weiterhin gelten soll
d?> =0. (G.2)

Bezeichnen wir die Differentiale zu Koordinaten des Quantenraumes mit
£ =dX7, (G.3)
so muss fiir deren Algebra gelten

(P2)jgte =0, (G4)
(Po)getet = o.
Daraus folgt aber sofort mit den Identitdten aus Anhang F
£ = (Po+ Py + Pk (G.5)
= (Po)pgte = (ao) T (R)jgg"e"
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Fiir den konjugierten Kalkiil gilt hingegen
E8 = (Py+ P+ P)jEre (G.6)
= (P_)g€"e = a_ (R

Um die Vertauschungsrelationen zwischen Differentialen und Koordinaten
zu finden, macht man den Ansatz

X'¢h = ek Xt (G.7)

Wendet man auf beide Seiten dieser Gleichung das duflere Differential an,
so findet man leicht durch Vergleich mit den obigen Relationen die gesuchte
Matrix. Es gilt dann insbesondere

X' = —(a ) H(R)EEX (G-8)

Wiederholt man dieses Vorgehen fiir den konjugierten Kalkiil, erhélt man

entsprechend o N
Xigh = —a,(Rfl)Z]lkal- (G.9)

Wir fithren nun partielle Ableitungen ein, indem wir fiir das totale Diffe-
rential schreiben

d=£0;. (G.10)
Setzt man diesen Ausdruck in die Relation
dX4. =& + X4, (G.11)

ein und vertauscht mit Hilfe von (G.8) alle Differentiale nach links, so gewinnt
man schliefllich die Vertauschungsregeln

0, X7 =6 + (o) (R)I X0, (G.12)

Die Differentiale kénnen aber auch unter Verwendung der Relationen (G.9)
vertauscht werden. In diesem Fall ergeben sich die Vertauschungsregeln fiir
den zweiten Differentialkalkiil mit

O, X7 =6 + a (R7V)IFX15,. (G.13)

Abschlieend sei bemerkt, dass die partiellen Ableitungen die gleichen
algebraischen Eigenschaften aufweisen wie die Koordinaten, d.h. sie spannen
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einen Quantenraum mit den gleichen Relationen auf. Auflerdem kénnen wir
mittels der Metrik kontravariante Ableitungen wie gewohnt einfiihren, indem
wir vereinbaren

5 =g, & = gid. (G.14)

Damit lassen sich leicht die Vertauschungsrelationen der kontravarianten
Ableitungen mit den Koordinaten berechnen. Man muss hierzu allerdings
beriicksichtigt, dass fiir den dreidimensionalen Euklidischen Raum

g P(R)Ghgpr = ¢ (R4, (G.15)
g*P(R Ge9or = ¢ (R)a%,
fiir den vierdimensionalen Euklidischen Raum entsprechend

mn’

R g = (RS (G.16)
gI R g = (R)%,

und schlieBlich fiir den g-deformierten Minkowski-Raum

9" (R)7% s

(R, (G.17)
9" (R™)75 9as £

gilt.
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