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Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit sind Hopfalgebren in gezopften monoidalen Kategorien,
die von primitiven Elementen erzeugt werden. Um solche gezopften Hopfalgebren
zu studieren, wird eine geeignete Verallgemeinerung des Begriffs einer Lie-Algebra
gesucht. Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, eine solche Definiti-
on anzugeben sowie eine praktikable Beschreibung der Kategorie der Lie-Algebren
zu finden. Bevor aber eine Ubersicht iiber den Inhalt gegeben wird, soll zunéchst
kurz das Interesse an diesen gezopften Hopfalgebren erldutert, der Ansatz zu ih-
rer Untersuchung mittels Lie-Algebren motiviert und die Ausgangslage beschrieben
werden.

Hopfalgebren spielen in verschiedenen mathematischen und physikalischen Ge-
bieten eine wichtige Rolle. In den letzten beiden Jahrzehnten wurden neue Beispiel-
serien von Hopfalgebren konstruiert und untersucht. Aus diesen lassen sich unter
anderem Losungen der Quanten-Yang-Baxter-Gleichung, die zum Beispiel in der
statistischen Mechanik auftritt, und Invarianten von Knoten gewinnen.

Die deformierten universellen Einhiillenden Ug(g) von halbeinfachen komplexen
Lie-Algebren g stellen eine dieser Beispielserien dar. Diese Hopfalgebren wurden von
Drinfeld [Dri85] und Jimbo [Jim85] unabhéingig voneinander eingefiihrt.

Eine Maoglichkeit, solche mathematischen Objekte zu verstehen, besteht darin,
sie zu zerlegen und die Bausteine zu untersuchen. Bei der Zerlegung der U,(g) treten
allerdings verallgemeinerte Hopfalgebren in gezopften Kategorien auf. Zerlegungen
von gewoOhnlichen Hopfalgebren, bei denen Hopfalgebren in gezopften Kategorien
vorkommen, wurden zuerst von Radford [Rad85] untersucht. Eine Zerlegung der de-
formierten universellen Einhiillenden wurde von Sommerhauser [Som96] angegeben.
Dabei treten jeweils Hopfalgebren in der Kategorie y@ﬁ der Yetter-Drinfeld-Moduln
iiber einer Hopfalgebra K mit bijektiver Antipode auf. Diese gezopfte monoidale Ka-
tegorie wurde von Yetter [Yet90] eingefiihrt. Ferner werden die gezopften Hopfalge-
bren, die sich bei der Zerlegung der U, (g) ergeben, von primitiven Elementen erzeugt.
Dabei heifit ein Element z primitiv, wenn fiir das Koprodukt A(z) =z®1+1® =z
gilt.

Die primitiven Elemente einer klassischen Hopfalgebra sind unter der binéren
Kommutatoroperation [z,y] := xy — yx abgeschlossen und bilden mit dieser Ver-
kniipfung eine Lie-Algebra. Hierdurch ist ein Funktor P : Hopf — Lie von der Kate-
gorie der Hopfalgebren in die Kategorie der Lie-Algebren gegeben. Umgekehrt kann
zu jeder Lie-Algebra g ihre universelle Einhiillende U(g) konstruiert werden. Diese

1



2 Einleitung

ist als Hopfalgebra dadurch charakterisiert, dass der Funktor U : Lie — Hopf links-
adjungiert zu P ist. Dabei wird U(g) als Algebra von primitiven Elementen erzeugt.
Uber Korpern der Charakteristik 0 induziert die Adjunktion (U, P) eine Aquivalenz
zwischen der Kategorie der irreduziblen kokommutativen Hopfalgebren und der Ka-
tegorie der Lie-Algebren. Somit werden solche Hopfalgebren vollstandig durch die
Lie-Algebra ihrer primitiven Elemente beschrieben. Eine Darstellung dieses Zusam-
menhangs findet sich zum Beispiel in [Swe69, Abschnitt 13.0].

Die primitiven Elemente einer gezopften Hopfalgebra sind dagegen im Allgemei-
nen nicht mehr unter der Kommutatoroperation abgeschlossen. Deshalb lassen sich
die eben skizzierten Resultate nicht einfach auf Hopfalgebren in gezopften Katego-
rien iibertragen. Der Grund hierfiir ist in der Zopfung zu sehen.

Die Zopfung iibernimmt fiir eine monoidale Kategorie die Rolle des Standardver-
tauschers VW — WV, x®y — yQx auf der Kategorie Vek der Vektorriume. Bei
der Zopfung handelt es sich um eine Familie 7y : V@W — W ®V von natiirlichen
Isomorphismen, die bestimmten Axiomen geniigen. Dabei muss aber nicht mehr not-
wendigerweise T,y o Ty, = idygw gelten, wie dies beim Standardvertauscher der
Fall ist. Sollte diese Bedingung dennoch fiir alle Objekte V und W der Kategorie
erfiillt sein, so spricht man von einer Symmetrie.

Aus den Axiomen der Zopfung folgt insbesondere, dass fiir jedes Objekt V durch

Aven : By — Aut(VE™), b — idyee-1 @Tvy @ idyem—i-1 (1)

eine Darstellung der Zopfgruppe B,, definiert ist. Hierbei sind by, ..., b,_1 die Stan-
darderzeuger von By,. Die lineare Fortsetzung kB;,, — End(V®") sei ebenfalls mit
Ayen bezeichnet. Fiir eine Symmetrie faktorisiert diese Darstellung iiber die sym-
metrische Gruppe S,. Im Fall des Standardvertauschers handelt es sich dabei um
die Permutation der Tensorfaktoren.

Mit Hilfe der Zopfung lassen sich nun bestimmte Konstruktionen auf gezopfte
monoidale Kategorien iibertragen. So ist das Tensorprodukt A® B zweier assoziativer
Algebren A und B mit der Multiplikation

Vagp =(Va®Vp)o(ida®mpa®idp) : (A®B)® (A®B) — A® B

eine Algebra. Hierbei bezeichnen V4 : AR A — A und Vg : B® B — B die
Multiplikationen von A und B. Fiir den Standardvertauscher entspricht V 455 der
komponentenweisen Multiplikation.

Eines der Axiome einer Hopfalgebra besagt nun gerade, dass die Komultiplika-
tion Ay : H — H ® H einer gezopften Hopfalgebra H ein Homomorphismus von
Algebren beziiglich der gerade beschriebenen Multiplikation von H ® H ist. Damit
kann das Koprodukt des Kommutators zweier Elemente z und y auf das Koprodukt
von z und y zuriickgefithrt werden. Insbesondere kann A ([x,y]) explizit berechnet
werden, falls die Elemente x und y primitiv sind. Dabei taucht bei der Berechnung
von Produkten in H ® H die Zopfung auf. Somit héngt es entscheidend von der
Zopfung ab, ob mit x und y auch [z,y| primitiv ist. Aus der Formel fiir das Kopro-
dukt von [z,y] ergibt sich ferner, dass es zweckmifig ist, schon bei der Definition



des Kommutators die Zopfung zu verwenden. Dies fiihrt zum gezopften Kommuta-
tor [,]c := Va4 o (idaga —7a,4), der fiir eine assoziative Algebra A erklirt werden
kann. Allerdings sind auch in diesem Fall die primitiven Elemente einer gezopften
Hopfalgebra nur dann unter dem gezopften Kommutator abgeschlossen, wenn die
Zopfung eine Symmetrie ist.

In [Par97, Par98a, Par98b] verallgemeinert Pareigis fiir die Kategorie yD§ den
Begriff einer Lie-Algebra derartig, dass die Menge der primitiven Elemente einer
Hopfalgebra in yD% mit der Struktur einer Lie-Algebra versehen werden kann. Da-
bei stimmt diese Definition im Spezialfall K = kG, wobei G die triviale Gruppe ist,
mit derjenigen einer gewohnlichen Lie-Algebra iiberein. Und falls G die zweielemen-
tige Gruppe ist, beinhaltet diese Definition die Lie-Superalgebren.

Es soll nun kurz der Ansatz aus [Par97] dargestellt werden, der zur Definition
dieser Lie-Algebren fiihrt. Dazu werden fiir gezopfte Hopfalgebren H sowie Tupel
a = (at)ses, € k™ Verkniipfungen der Form

fo H" - H 212 - Qxp, Z QiLi(1) """ Ti(n)
teSn

betrachtet. Fiir einige dieser Verkniipfungen werden dann Einschrénkungen D, des
Definitionsbereichs angegeben, so dass fiir jedes z € Dg N P(H)®" das Element
fa(z) primitiv ist. Schlielich werden Relationen zwischen diesen partiell definierten
Verkniipfungen ermittelt, die dann zu der Definition einer Lie-Algebra axiomatisiert
werden. Somit besteht der Unterschied zur klassischen Definition einerseits darin,
dass jetzt nicht nur eine 2stellige Verkniipfung vorkommt, sondern auch mehrstellige
Verkniipfungen moglich sind. Andererseits sind die Lie-Algebren nun durch partiell
definierte Verkniipfungen gegeben. Aus diesem Vorgehen ergibt sich ferner, dass die
primitiven Elemente einer gezopften Hopfalgebra wie im klassischen Fall eine Lie-
Algebra bilden.

Eigentlich wird in [Par97] noch nicht mit der Kategorie der Yetter-Drinfeld-
Moduln gearbeitet. Vielmehr l&sst sich die verwendete Kategorie als Unterkategorie
von y@ﬁgg auffassen, wobei G eine abelsche Gruppe ist. Erst in den beiden folgenden
Arbeiten werden die Aussagen fiir die Kategorie YDX verallgemeinert. Ein weiterer
Unterschied besteht darin, dass die obigen Verkniipfungen nun mit Hilfe der Zop-
fung ausgedriickt werden. Dies hat den Vorteil, dass sich Verkniipfungen einheitlich
beschreiben und damit zusammenfassen lassen.

Den Prototyp einer Hopfalgebra, die von primitiven Elementen erzeugt wird,
stellt die Tensoralgebra T(V') eines Objekts V' dar. Dabei ist die Koalgebrenstruktur
von T(V) dadurch festgelegt, dass die Elemente aus V' C T(V) primitiv sind. Die
primitiven Elemente der Tensoralgebra lassen sich aber nicht alle durch sukzessives
Anwenden der Lie-Verkniipfungen von Pareigis aus den Elementen von V' gewinnen.
Sind zum Beispiel ¢1,2,¢2,1,¢2,2 € k mit ¢12¢2,1g22 = 1 und x,y € V, so dass fiir die
Zopfung T7(z ®@y) = q12y® 2, T(Y @) = g1z @y und 7(y @ y) = g22y @ y gelten,
so ist

zy® — qr2(1+ @2)yzy + ¢ oqe2 YT (2)
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ein homogenes primitives Element von J(V'). Dieses Element ldsst sich aber nur dann
durch die Lie-Verkniipfungen von Pareigis gewinnen, wenn ¢ 2 = £1 gilt oder wenn
g2,2 eine primitive 3te Einheitswurzel ist. Damit ist aber ein Grofiteil der obigen
Elemente nicht erfasst.

Elemente von der Form (2) stellen aber ein typisches Beispiel fiir primitive Ele-
mente der Tensoralgebra dar, die im Zusammenhang mit den gezopften Hopfalge-
bren, die bei der Zerlegung der U,(g) auftreten, eine wichtige Rolle spielen. Diese
Hopfalgebren ergeben sich aus geeigneten Tensoralgebren durch Einfiihrung zusétz-
licher Relationen. Dabei sind die deformierten Serre-Relationen von entscheidender
Bedeutung. Im generischen Fall werden sogar alle anderen Relationen von diesen
erzeugt. Den Serre-Relationen entsprechen nun homogene primitive Elemente in der
Tensoralgebra, die heraus faktorisiert werden. Ein Beispiel fiir solche Elemente lie-
fern die Elemente der Gestalt (2). Dass diese Elemente im Allgemeinen nicht aus V'
durch sukzessives Anwenden der Lie-Verkniipfungen von Pareigis gewonnen werden
konnen, hat zur Folge, dass diese gezopften Hopfalgebren nicht mit der universellen
Hiille der Lie-Algebra ihrer primitiven Elemente iibereinstimmen. Somit sind die
gefundenen Lie-Verkniipfungen noch nicht ausreichend. Insbesondere sind auch die
Definitionsbereiche dieser Lie-Verkniipfungen zu restriktiv.

Diese Beobachtungen bilden den Ausgangspunkt fiir die vorliegende Arbeit.
Hieraus ergeben sich auch die folgenden Anforderungen an die Lie-Algebren.

e Die primitiven Elemente einer gezopften Hopfalgebra sollen mit der Struktur
einer Lie-Algebra versehen werden kénnen.

e Die Menge der primitiven Elemente der Tensoralgebra T(V') soll als Lie-
Algebra von V' erzeugt werden.

Letztlich kann die in dieser Arbeit angegebene Definition als Vervollstdndigung der
Definition von Pareigis angesehen werden. Dabei gilt das Hauptaugenmerk der Ka-
tegorie ypﬂzg der Yetter-Drinfeld-Moduln iiber der Gruppenalgebra einer endlichen
abelschen Gruppe G vom Exponenten m > 1. Zudem wird vom Grundkorper k an-
genommen, dass er algebraisch abgeschlossen ist und die Charakteristik 0 besitzt.
Zwar gelten einige Aussagen fiir wesentlich allgemeinere Kategorien. Dies trifft ins-
besondere auf die Monadenbeschreibung aus Kapitel 1 sowie die Definition gezopfter
Operaden in Kapitel 2 zu. Spétestens aber die Konstruktion der Lie-Operade ist auf
den Fall ypﬂzg zugeschnitten. Deshalb wird diese Kategorie bei der folgenden In-
haltsiibersicht auch stets als Grundkategorie C verwendet, um das Ganze nicht zu
verkomplizieren und technischen Details aus dem Wege zu gehen.

Im ersten Kapitel werden die Lie-Algebren durch eine Monade definiert. Dieses
Vorgehen wird durch die klassische Situation motiviert, da hier der Vergissfunktor
V : Lie — Vek monadisch ist. Dies bedeutet zum einen, dass der Funktor V einen
Linksadjungierten besitzt. Diese Adjunktion erzeugt dann eine Monade L. Ferner ist
damit die Kategorie Vek- der Algebren iiber der Monade L sowie ein Vergleichsfunk-
tor Lie — Vekb erklirt. Die zweite Forderung, die an einen monadischen Funktor



gestellt wird, besagt nun, dass der Vergleichsfunktor ein Isomorphismus ist. Somit
kann die Kategorie der Lie-Algebren mit der Kategorie Vek" identifiziert werden.

Die Monade L wird auch von einer Adjunktion erzeugt, die die Kategorie der
Lie-Algebren nicht verwendet. Dazu sei P : Hopf — Vek derjenige Funktor, der jeder
Hopfalgebra H den Vektorraum P(H) der primitiven Elemente von H zuordnet.
Dieser Funktor besitzt einen Linksadjungierten T : Vek — Hopf, wobei T(V) fir
jeden Vektorraum V die Tensoralgebra ist. Diese Adjunktion erzeugt dann ebenfalls
die Monade L. Ferner entspricht der Vergleichsfunktor Hopf — Vek!', der von dieser
zweiten Adjunktion induziert wird, unter der Identifikation Lie 2 Vek" dem Funktor
P : Hopf — Lie. Somit ist sowohl die Kategorie der Lie-Algebren als auch der Funktor
P : Hopf — Lie durch die Adjunktion (T : Vek — Hopf, P : Hopf — Vek) bis auf
Isomorphie charakterisiert.

Fiir die Grundkategorie C konnen die Funktoren 7 : C — Hopf und P = [P?o"f :
Hopf — C ganz analog zum klassischen Fall erkldrt werden. Dabei sind diese beiden
Funktoren wieder zueinander adjungiert. Sei L die von dieser Adjunktion erzeugte
Monade. Dann wird die Kategorie Lie der Lie-Algebren in C als Kategorie Ct der
Algebren iiber der Monade L definiert. Nach den obigen Erlduterungen kann dies als
Verallgemeinerung der klassischen Definition von Lie-Algebren angesehen werden.

Aufgrund dieser Definition existieren auch ein Vergissfunktor V = Véie :Lie—C
Hopf

und ein Vergleichsfunktor P = P\ : Hopf — Lie. Fiir diese Funktoren gilt nun
fP?Opf = V'@ie o ‘Pﬂzpf. Somit kénnen die primitiven Elemente einer Hopfalgebra mit

der Struktur einer Lie-Algebra versehen werden. Des Weiteren ist P o T : C — Lie
ein Linksadjungierter des Vergissfunktors V : Lie — C, d.h., fiir jedes Objekt V aus
C ist die Lie-Algebra PT(V') der primitiven Elemente der Tensoralgebra J(V') die
freie Lie-Algebra auf V. Damit sind die vorher gestellten Bedingungen an die Lie-
Algebren erfiillt. Schliellich kann zu jeder Lie-Algebra L auch wieder ihre universelle
Einhiillende U(L) € Hopf konstruiert werden. Dies liefert einen linksadjungierten
Funktor U : Lie — Hopf von P : Hopf — Lie.

Die Definition der Lie-Algebren mittels der Monade L ist allerdings fiir konkrete
Betrachtungen wenig geeignet. Dies liegt daran, dass der unterliegende Endofunktor
der Monade L jedem Objekt V aus C die primitiven Elemente der Tensoralgebra
T(V) zuordnet und diese primitiven Elemente nicht explizit bekannt sind. Deshalb
ist es wiinschenswert, wie im klassischen Fall eine axiomatische Definition dieser
Lie-Algebren zu finden.

Als Zwischenschritt wird hierzu im zweiten Kapitel eine Operade £ angegeben,
die die Kategorie der Lie-Algebren beschreibt und als Lie-Operade bezeichnet wird.
Den Ausgangspunkt fiir die Definition von £ bildet die assoziative Operade 2(, durch
die die assoziativen Algebren gegeben sind. Dabei sollen diese beiden Operaden so
definiert werden, dass

e die Lie-Operade eine Unteroperade der assoziativen Operade ist und

e die assoziative Operade durch Erzeugende und Relationen wie im klassischen
Fall beschrieben wird.
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Um diese beiden Anforderungen gleichzeitig zu erfiillen, muss eine geeignete Defini-
tion von Operaden verwendet werden.

Operaden wurden in [May72] eingefiihrt; siche auch [KrM95]. Durch Operaden
lassen sich bestimmte algebraische Strukturen erfassen, die durch multilineare Ver-
kniipfungen gegeben sind. Dabei wird im Gegensatz zur klassischen axiomatischen
Beschreibung eine Gesamtheit von Verkniipfungen der Form A®" — A betrach-
tet, die unter dem ineinander Einsetzen von Abbildungen und dem Vertauschen der
Argumente abgeschlossen ist.

Operaden konnen in jeder symmetrischen monoidalen Kategorie definiert werden.
Dabei besteht eine Operade aus einer Familie O(n), n € N von Objekten. In gewisser
Weise parametrisiert das Objekt O(n) die n-stelligen Verkniipfungen A®™ — A. Das
Vertauschen der Argumente wird durch eine Rechtsoperation der symmetrischen
Gruppe S, auf O(n) modelliert, wihrend das ineinander Einsetzen von Abbildungen
durch Morphismen

Pkin,.ny) - O(k) @ O(n1) @ -+ @ O(ng) — O(n)

fir k,n,n1,...,n € N mit ny + --- + ng = n beschrieben wird. Schlieflich ist
noch ein Einselement 1 : I — ©O(1) gegeben. Von diesen Daten wird verlangt, dass
das Verketten assoziativ ist und dass 7 ein Einselement beziiglich der Verkettun-
8eN [i(k:n,y,...ny) 1St. Ferner regeln Aquivarianzaxiome die Beziehungen zwischen den
Rechtsoperationen der symmetrischen Gruppen und den Verkettungen.

In gezopften monoidalen Kategorien steht fiir das Vertauschen der Argumente
die Zopfung zur Verfiigung. Deshalb miissen in diesen Fillen bei der Definition von
Operaden die Zopfgruppen anstelle der symmetrischen Gruppen verwendet werden.
Operadendefinitionen, bei denen die Rechtsoperationen der symmetrischen Gruppen
durch Operationen der Zopfgruppen ersetzt sind, kommen in [Fie91] und [Dun95]
vor. Allerdings stammen die Objekte O(n) in diesen beiden Fillen aus einer sym-
metrischen Kategorie. In der vorliegenden Situation ist die Grundkategorie C aber
gezopft. Werden in diesem Fall beliebige Objekte aus C fiir die O(n) zugelassen, so
treten Probleme auf. Deshalb wird im zweiten Kapitel im Detail auf die Definiti-
on von gezopften Operaden eingegangen. Hierbei zeigt sich, dass man sich fiir die
Objekte O(n) doch auf eine symmetrische Unterkategorie von C zuriickziehen muss.
Allerdings koénnen als Algebren iiber einer solchen Operade beliebige Objekte aus
der gezopften Kategorie C verwendet werden.

Zudem werden bei der Definition der Operaden Quotienten der Zopfgruppen
benutzt, um die beiden oben angegebenen Forderungen an die Operaden 2l und £ zu
erfiillen. Dabei miissen diese Quotienten auf bestimmte Art und Weise miteinander
vertréglich sein. Ferner miissen die Darstellungen (1) der Zopfgruppen iiber diese
Quotienten faktorisieren. Die hieraus resultierenden Darstellungen dieser Quotienten
seien wieder mit Xv®n bezeichnet.

Im Fall der Grundkategorie C = ypﬁg wird das System By, = (Bpm.n)nen von
Quotienten der Zopfgruppen verwendet, wobei sich die Faktorgruppe By, , aus der



Zopfgruppe B, durch Einfiihrung der zusétzlichen Relationen

bib; =b3b;  fiir 1 <i,j <n,

b =e fir 1 <i<n

ergibt. Dann ist B,,, zu einem verschrinkten Produkt

St (Z/(m)) )

isomorph. Insbesondere ist damit B, , endlich und die zugehérige Gruppenalgebra
halbeinfach. Dies ist entscheidend dafiir, dass die oben formulierten Anforderungen
an die Operaden 2 und £ erfiillt werden konnen.

Den Prototyp einer Operade stellt die Endomorphismenoperade €nd(V') eines
Objektes V' € C dar. Ihre Komponenten sind durch die Morphismenmengen

end(V)(n) := C(VE™, V)

gegeben. Dabei ist die Rechtsoperation von o € kB, ,, auf f € €nd(V)(n) durch

fo:= foxv(gm (o) definiert. Des Weiteren werden die Verkettungen ft (., ... n,) von
den Abbildungen

CVEE VY x C(VE™M V) x - x C(VE™ V) — C(VE™, V),
(9, froo s f) = go (i@ ® fi)

induziert. SchlieBlich ist die Einheit n : k — C(V,V) dieser Operade durch
n(1) := idy festgelegt. Mit Hilfe der Endomorphismenoperaden lassen sich auch
Algebren iiber einer beliebigen Operade £ beschreiben. So entsprechen die O-
Algebrenstrukturen auf einem Objekt V' € C genau den Morphismen O — &nd(V)
von Operaden.

Die Komponenten der assoziativen Operade sind durch 2(n) := kB, ,, definiert,
wobei die Rechtsoperation von kB, ,, auf 2(n) durch die rechtsregulére Darstellung
gegeben ist. Auf die {ibrigen Strukturdaten dieser Operade soll an dieser Stelle nicht
niher eingegangen werden. Die Algebren tiber dieser Operade entsprechen den asso-
ziativen Algebren. Diese Beziehung ist wie folgt erklért. Fiir eine assoziative Algebra
A sei die Multiplikation von n Faktoren mit V" : A®" — A begzeichnet. Dann sind

A(n) — End(A)(n), 0 — V" 0 Ayen(0)

die Komponenten eines Operadenmorphismus. Durch diesen wird A zu einer Algebra
iiber der Operade 2.

Fiir die Definition der Lie-Operade sind die primitiven Elemente der Tensoral-
gebra von entscheidender Bedeutung. Die Komultiplikation der Tensoralgebra ist
explizit in [Sbg96] beschrieben. Hierbei tauchen Elemente Si; € kBj; auf, durch
die die primitiven Elemente der Tensoralgebra charakterisiert werden kénnen. Ein
Element z € V" C T(V) ist genau dann primitiv, wenn Sy ;- z = 0 fiir alle k,1 > 0



8 Einleitung

mit k +1 = n gilt. Als Bezeichnung sei noch &,, fiir die Menge aller Sy ; mit £,7 > 0
und k + | = n eingefithrt. Wird nun

L£(n) == Anngp (&) ={0 €kBpy | Sk o =0 fiir k,l > 0 mit k+1=n}

gesetzt, so ist hierdurch eine Unteroperade £ der assoziativen Operade 2 definiert.
Dies ist die Lie-Operade.

Jeder Operade kann eine Monade zugeordnet werden, die dieselbe Kategorie von
Algebren besitzt. Im Fall der Lie-Operade £ ist der unterliegende Endofunktor dieser
Monade auf Objekten durch

Ve em) v

gegeben. Dieser Funktor ist nun natiirlich isomorph zum Funktor P o7 : C — C,
der jedem Objekt V' € C die primitiven Elemente der Tensoralgebra T(V') zuordnet.
Hierfiir ist von entscheidender Bedeutung, dass die Algebra kB,, ,, halbeinfach ist.
Genauer gilt sogar, dass die zur Lie-Operade gehorige Monade isomorph zur vorher
definierten Monade L ist. Deshalb ist auch die Kategorie der Algebren iiber der
Operade £ isomorph zur Kategorie Lie = C- der Lie-Algebren und kann mit dieser
identifiziert werden.

Durch die gerade angegebene Definition der Lie-Operade ist aber noch nicht ganz
soviel gewonnen, da es sich hierbei um eine implizite Definition handelt. Allerdings ist
die Problemstellung nun viel klarer umrissen. Aus dieser Definition folgt auch schon,
dass sich die Lie-Algebren in der Kategorie C durch global definierte Verkniipfungen
beschreiben lassen. Ferner ergibt sich, dass maximal eine n-stellige Verkniipfung
benétigt wird, um alle anderen n-stelligen Verkniipfungen zu erzeugen, da £(n) als
kB, n-Rechtsmodul zyklisch ist.

Im dritten Kapitel wird nun versucht, eine axiomatische Definition der Lie-
Algebren anzugeben. Dazu wird zunéchst geklirt, was es bedeutet, eine Operade
durch Erzeugende und Relationen zu beschreiben. Dies ist fiir Operaden iiber der
Kategorie C immer moglich und entspricht einer axiomatischen Definition der durch
die Operade gegebenen algebraischen Struktur. Anschliefend wird versucht, Erzeu-
gende und Relationen fiir die Lie-Operade £ zu finden. Hierzu liegen allerdings noch
keine vollstindigen Resultate vor. Insbesondere das Ermitteln von Relationen diirf-
te sich noch im Anfangsstadium befinden. Hier soll nun noch ein Uberblick iiber
die Hauptresultate gegeben werden, die zur Konstruktion von Elementen der Lie-
Operade fiihren.

Um £(n) C kB, zu bestimmen, stellt sich allgemein das Problem, fiir einen
kB,,-Linksmodul M den Annullator

P(M) := Anny;(6,) ={ve M |Sp;-v=0 fir alle k&,1 >0 mit k +1=n}

zu berechnen. Sei J,, das von &,, erzeugte Linksideal von kB,,. Dann liefert jedes
Element aus J,, eine notwendige Bedingung fiir die Elemente aus P(M). Bezeich-
net e, das Einselement der Zopfgruppe B,,, und wird ferner Dy, := (b1 ---bp—1)"



gesetzt, so liegt e, — Dy 5, in J,,. Somit ist P(M) im Eigenraum der Operation mit
D1, zum Eigenwert 1 enthalten. Dieser Eigenraum ist sogar ein kB,-Untermodul
von M, da D, zentral ist.

Ein weiteres Element aus 7T, ist das Folgende. Das Dynkin-Specht-Wever-
Element ®,, € kB,, sei durch

D, = (en — by "'bnfl)(en — by "'bn72) (en - bl)

fiir n > 0 definiert. Dann gilt ne,, — ®,, € J,,, woraus ®,,-v = nv fiir jedes v € P(M)
folgt. Insbesondere besitzt also jedes v € P(M) eine Darstellung v = ®,, - w mit
w € M. Dieses Resultat verallgemeinert eine Identitédt von Wigner [Wig89] und
damit eine Teilaussage der Theoreme von Specht und Wever sowie Friedrichs [Jac62,
V.4].

Die erste notwendige Bedingung zeigt, dass die Elemente D1 ,, eine wichtige Rolle
spielen. Sei R, ;= {D1 | k =2,...,n}. Dann ist Sy ; mit £+ = n in dem Ring der
Briiche R,,'kB,, invertierbar. Mit

Oy == (en — D12) " (en — D13) ™ - (en — D1y) 7"

und . ) )
T, = Z(bﬂthY 2(51515253)r 2(5151 cbpor)”
r=0 r=0 r=0

ist dabei das Inverse von Sy ,—1 durch ¢,0,T,, gegeben.
Falls M ein Linksmodul iiber der Algebra Q,, := (R, *,kB,)/(en — D1.,) ist, so
kann M auch als kB,-Linksmodul betrachtet werden. Fiir diesen Modul gilt nun

P(M) =9,0,_11, - M, (3)

d.h., in diesem Fall ist P(M) explizit gegeben.
Um hieraus Aussagen iiber £(n) = P(kB,, ) zu gewinnen, wird

kBynn = kSp#, k(Z/(m)) (5)

zunéchst als Linksmodul in m(g) Moduln Mm,n((&j)lgz‘qgn) der Dimension n! zer-
legt. Dabei handelt es sich bei den Parametern §;; € k um m-te Einheitswurzeln. Auf
einem solchen Modul operiert Dy, durch Multiplikation mit dem Skalar []¢&;;. Der
Raum P(Mmm ({ij)) ist nun genau dann von Null verschieden, wenn dieser skalare
Faktor gleich 1 ist. In diesem Fall gilt

(n —2)! < dimy P (M0 (&i5)) < (n— 1)L

Operieren zudem e, — D j, fir k = 2,...,n—1 durch Isomorphismen auf M, ,,(&;),
so gilt dimy P (Mmn(&ij)) = (n — 2)!, und P (M, (&;5)) wird durch die Formel (3)

beschrieben. Dabei sind diese zusétzlichen Bedingungen genau dann erfiillt, wenn

IT 4 #1

igel
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fiir alle Teilmengen I C {1,...,n} mit 1 < |I| < n gilt.

Die Aussagen iiber ’P(Mmm (&J)) ergeben sich grofitenteils auch aus den Arbeiten
[Kha98, Kha99a, Kha00] von Kharchenko. So kommt es bei der Bestimmung von
P(Mm,n(ﬁij)) eigentlich nur auf den Isomorphietyp des kB,-Linksmoduls My, ,,(&;;)
an. Fiir geeignete Objekte V' € C kann M,, ,(&;) aber als kB,-Untermodul von
V@ realisiert werden. Falls dieser Modul als Unterrraum der Tensoralgebra J(V)
betrachtet wird, so entsprechen die primitiven Elemente dieses Unterraumes den
Elementen aus P (M, ;(&i5)). Bei der Bildung des Radford-Biproduktes kG#T (V)
entsprechen die primitiven Elemente von T(V') nun aber bestimmten schiefprimitiven
Elementen von kG#7T (V) [Par98b, Theorem 2.2]. Solche schiefprimitiven Elemente
betrachtet Kharchenko.

Allerdings sind fiir einen beliebigen k B,,-Linksmodul M die Aussagen iiber P(M)
aus Kapitel 3 etwas allgemeiner als bei Kharchenko. Darunter féillt zum Beispiel
Formel (3). Trotzdem sind die Beweise dieser Aussagen direkter und kiirzer als bei
Kharchenko. Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass die Elemente aus P(M) in
der vorliegenden Arbeit viel expliziter beschrieben werden. Dies ist insbesondere fiir
die konkrete Handhabung der Lie-Operade £ von Bedeutung. Ferner kénnen aus
der speziellen Konstruktion auch Relationen fiir die Elemente aus P(M) abgeleitet
werden.

Das vierte Kapitel stellt einen Einstieg in die Untersuchung der Beziehung zwi-
schen den Lie-Algebren und den Hopfalgebren in der Kategorie C dar, die durch die
Adjunktion (U : Lie — Hopf,? : Hopf — Lie) gegeben ist. Dazu wird zunéchst fiir
einen kleinen Modellfall, der eine unvollstdndige Definition des Begriffs einer Lie-
Algebra verwendet, eine Verallgemeinerung des Poincaré-Birkhoff-Witt-Theorems
bewiesen: Die universelle Hiille U(L) einer Lie-Algebra L besitzt eine Basis, die
nur von dem unterliegenden Objekt der Lie-Algebra abhéngt, nicht aber von der
speziellen Lie-Algebrenstruktur. Aus diesem PBW-Theorem ergibt sich, dass die
Bestimmung einer Basis von U(L) auf den Fall der abelschen Lie-Algebren reduziert
werden kann, d.h. von Lie-Algebren, deren Verkniipfungen alle Null sind.

Eine ganz andere Verallgemeinerung des PBW-Theorems wird in [Kha99b] be-
wiesen. Dort zeigt Kharchenko, dass bestimmte Hopfalgebren H, die u.a. von schief-
primitiven Elementen und einer abelschen Gruppe G als Menge der gruppenartigen
Elemente erzeugt werden, eine PBW-Basis besitzen. Darunter ist zu verstehen, dass
es eine total geordnete Teilmenge X von H sowie eine Abbildung h : X — NU {oo}
gibt, so dass die Elemente der Form gzi™ ---a2]’» mit g€ G, z; € X, 21 < ... < zy
und 0 < m; < h(z;) eine Basis von H bilden. Das Problem besteht dann iiberwiegend
darin, die Menge X zu bestimmen. Diese hingt wesentlich von der Algebrenstruktur
von H ab. Dabei wird allerdings keine Beziehung zwischen der Menge der schiefpri-
mitiven Elemente von H und der Menge X hergestellt. Eine analoge Aussage gilt
dann auch fiir bestimmte gezopfte Hopfalgebren, die von primitiven Elementen er-

zeugt werden.

Zum Schluss wird noch ein Beispiel dafiir angegeben, dass Lie-Algebren existie-
ren, fiir die L 2 PU(L) gilt. Dies ist selbst dann der Fall, wenn die vollsténdige
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Definition einer Lie-Algebra im Sinne von Kapitel 1 verwendet wird. Somit ist die
Kategorie der Lie-Algebren via der obigen Adjunktion nicht zu einer geeigneten Un-
terkategorie der Kategorie der Hopfalgebren dquivalent, wie es in der klassischen
Situation der Fall ist.

Konventionen

In der gesamten Arbeit bezeichne k stets einen algebraisch abgeschlossenen Korper
der Charakteristik 0. Ferner ist die Kategorie YD% der Yetter-Drinfeld-Moduln iiber
einer Hopfalgebra K mit bijektiver Antipode gebildet, sofern nicht explizit etwas
anderes gesagt wird.
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Kapitel 1

Lie-Algebren in gezopften
Kategorien

In diesem Kapitel wird fiir geeignete gezopfte Grundkategorien C die Kategorie der
Lie-Algebren durch eine Monade definiert. Dies kann als Verallgemeinerung von
gewOhnlichen Lie-Algebren angesehen werden. Dabei ist die Definition so beschaffen,
dass jede assoziative Algebra mit der Struktur einer Lie-Algebra versehen werden
kann und die primitiven Elemente einer Hopfalgebra eine Lie-Unteralgebra beziiglich
dieser Lie-Algebrenstruktur bilden. Ferner wird zu jeder Lie-Algebra ihre universelle
Einhiillende konstruiert. Dabei handelt es sich zunéchst um eine assoziative Algebra,
die dann zu einer Hopfalgebra gemacht wird. Abschliefend wird noch gezeigt, dass
sowohl die schiefsymmetrischen Endomorphismen als auch die Derivationen einer
Algebra eine Lie-Algebra bilden.

Hierbei werden die Grundlagen der Kategorientheorie als bekannt vorausge-
setzt. Dies gilt insbesondere fiir adjungierte Funktoren und Monaden. Hierzu sei
auf [Mac72] und [Par69] verwiesen. Ferner kann [Kas95] fiir die benotigten Begriffe
und Aussagen iiber Zopfungen herangezogen werden.

Als Grundkategorie wird dabei in diesem Kapitel stets eine abelsche, gezopft
monoidale und kovollstindige Kategorie C verwendet, fiir die der Tensorfunktor in
jedem Argument additiv und exakt ist sowie Kolimites erhélt. Der Einfachheit halber
wird ferner angenommen, dass C strikt ist. Das Einsobjekt und die Zopfung von C
werden mit I bzw. 7 = 7€ bezeichnet.

1.1 Die klassische Situation

Zunichst wird der Fall betrachtet, bei der die Grundkategorie durch die Kategorie
Vek der Vektorrdume gegeben ist. Hierfiir sollen einige Aussagen zusammengestellt
werden, die dann den Ausgangspunkt fiir die Verallgemeinerung der Kategorie der
Lie-Algebren bilden. Dazu sei noch einmal ausdriicklich daran erinnert, dass der
Grundkorper nach Voraussetzung die Charakteristik 0 besitzt.

Neben der Kategorie der Vektorrdume sind noch die Kategorien der Algebren, der

13



14 Kapitel 1. Lie-Algebren in gezopften Kategorien

Hopfalgebren und der Lie-Algebren von Interesse. Die Beziehungen zwischen diesen
Kategorien werden durch Funktoren beschrieben. Die hier benétigten Funktoren
lassen sich durch das folgende Diagramm veranschaulichen.

Hopf
T UWNP g
Vek v Lie Vek
J w70_~v
Alg

Dabei sind die vorkommenden Funktoren wie folgt erklért:

o T = ‘J’Xlegk : Vek — Alg und T = ‘J'xgl;f : Vek — Hopf ordnen jedem Vek-
torraum V' die Tensoralgebra T(V') zu, wobei T(V) auf eindeutige Weise eine
Hopfalgebra ist, so dass die Elemente aus V' C T(V') primitiv sind.

oV =V3E : Alg — Vek, V = V5 : Lie — Vek und V = V" : Hopf — Alg

bezeichnen Vergissfunktoren.

e ()7 : Alg — Lie ordnet jeder assoziativen Algebra A die Lie-Algebra A~ :=
(A, [,]) mit Lie-Klammer [z,y] := xy — yz zu.

e Durch P = PU : Hopf — Vek und P = PIP" : Hopf — Lie wird jede
Hopfalgebra H auf die Menge P(H) ihrer primitiven Elemente abgebildet.
Dabei ist P(H) eine Lie-Unteralgebra von H .

e U= u,g‘,eg : Lie — Alg und U = Uhigpf : Lie — Hopf beschreiben die Bildung
der universellen Einhiillenden. Hierbei ist die Hopfalgebrenstruktur von U(L)
dadurch festgelegt, dass die Elemente aus L C U(L) primitiv sind.

Insbesondere kommutieren in dem Diagramm die vier inneren Dreiecke. Ferner be-
finden sich unter diesen Funktoren die folgenden Paare adjungierter Funktoren:

(T : Vek — Alg,V : Alg — Vek)
(T : Vek — Hopf, P : Hopf — Vek)
(PoT:Vek — Lie,V : Lie — Vek)

(U : Lie — Alg, ()~ : Alg — Lie)
(U : Lie — Hopf, P : Hopf — Lie)

Alternativ lassen sich diese Adjunktionen auch durch universelle Eigenschaften be-
schreiben [Mac72, IV.1 Satz 2]. So ist die Tensoralgebra T(V') die freie assoziative
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Algebra iiber dem Vektorraum V', was der ersten Adjunktion entspricht. Siehe hierfiir
zum Beispiel [Kas95, Satz I1.5.1]. Die vierte Adjunktion ergibt sich aus der definie-
renden Eigenschaft der universellen Einhiillenden [Jac62, V.1]. Hieraus folgen auch
die entsprechenden universellen Eigenschaften von T(V) und U(L) als Hopfalge-
bren, was die zweite und fiinfte Adjunktion liefert. Denn einerseits werden primitive
Elemente durch einen Homomorphismus von Hopfalgebren wieder auf primitive Ele-
mente abgebildet. Andererseits ist ein Algebrenmorphismus von einer Hopfalgebra,
die von primitiven Elementen erzeugt wird, in eine andere Hopfalgebra schon dann
ein Morphismus von Hopfalgebren, wenn die erzeugenden primitiven Elemente auf
primitive Elemente abgebildet werden. Schliefflich ergibt sich die dritte Adjunktion
aus der Tatsache, dass die freie Lie-Algebra iiber V' durch die primitiven Elemente
der Tensoralgebra T(V') gegeben ist [Jac62, V.4].

Des Weiteren sind die beiden Vergissfunktoren V : Alg — Vek und V : Lie — Vek
monadisch, da es sich bei Alg und Lie um algebraische Kategorien handelt [Par69,
Kapitel 3]. Somit sind die Kategorien Alg und Lie jeweils isomorph zur Kategorie
der Algebren iiber derjenigen Monade, die durch die zugehorige Adjunktion erzeugt
wird, und kénnen mit diesen Kategorien identifiziert werden.

Die zur Adjunktion (Po T : Vek — Lie, "V : Lie — Vek) gehorige Monade wird da-
bei auch durch die Adjunktion (7 : Vek — Hopf, P : Hopf — Vek) erzeugt. Dies ergibt
sich wie folgt. Zunéchst liefern diese beiden Adjunktionen denselben Endofunktor
PoT : Vek — Vek, der jedem Vektorraum V den Raum der primitiven Elemente der
Tensoralgebra T(V) zuordnet. Uber diesem Endofunktor werden dann die beiden
Monaden gebildet. Ferner besitzen diese beiden Adjunktionen auch dieselbe Einheit
nbe = oo : idyek — Po T, die die Einheit der zugehorigen Monaden darstellt. Diese
ist fiir jeden Vektorraum V' durch die kanonische Inklusion V' — PT(V) gegeben.
Schliellich seien die Koeinheiten dieser Adjunktionen mit

Lie . pHopfaVek ajLie s 1. Hopf . qVek pHopf :
e Plie THopf VWek — idLie bzw. €ver * ThopfPvek — idHopf

bezeichnet. Dann entspricht fiir jede Hopfalgebra H
Hopf _Ho Hopf q-Vek qpHopf Hopf
Pl e (H) = L Thost Puar (H) — PP (H)
unter dem Adjunktionsisomorphismus
Lie (PLP TNas P (H), PLeP' (H) ) = Vek (PUSE' (), VY PLeP' ()
dem Morphismus

Lie qpHopf Hopf Lie pHopf _ pHopf _Hopf Hopf (pHopf .
WekPlie v (H) 0 s Pyee (H) = Pyge ever (H) o i Pyei (H) = 1d?\l_}:Lff(H)7

woraus e\L,‘:kTEpr (H) = T[‘izpfecslff(H ) folgt. Dann gilt aber auch

Lie Lie pHopfaVek _ pHopf HopfVek
VVekEVekiPLie ‘THopf - iPVek €vek THopfv

d.h., die beiden obigen Adjunktionen fithren zu derselben Monadenmultiplikation.
Insgesamt erzeugen also diese beiden Adjunktionen dieselbe Monade.
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Somit ist die Kategorie der Lie-Algebren bis auf Isomorphie durch die Adjunkti-
on (T : Vek — Hopf, P : Hopf — Vek) charakterisiert. Dies kann als Ausgangspunkt
genommen werden, um die Kategorie der Lie-Algebren sowie das obige Beziehungs-
geflecht zu den anderen Kategorien fiir die Grundkategorie C zu verallgemeinern.

1.2 Algebren

Ein Monoid in der Kategorie C werde im Folgenden als Algebra bezeichnet. Fiir
die Einheit und die Multiplikation einer Algebra A werden die Notationen 74 :
I - Aund V4 : A® A — A verwendet. Zusammen mit den Morphismen von
Monoiden bilden die Algebren eine Kategorie Alg. Ordnet man jeder Algebra das
unterliegende Objekt der Grundkategorie C zu, so erhélt man einen Vergissfunktor
V=V3"%: Alg - C.

Da in der Kategorie C abzdhlbare Koprodukte existieren und diese vom Tensor-
funktor in jedem Argument erhalten werden, besitzt der Vergissfunktor V : Alg — C
einen Linksadjungierten [Mac72, VII.3 Satz 2]. Sei nun ein Linksadjungierter T =
T4 g : C — Alg sowie eine Adjunktion fest gewéhlt. Fiir ein Objekt V' aus C wird
die zugehorige Algebra TV als Tensoralgebra bezeichnet. Seien 7, : id¢ — Vo T und
€n 1 T oV — idpg die Einheit und Koeinheit der Adjunktion. Dann wird der Ad-
junktionsisomorphismus Alg(TV, A) = C(V,VA) durch folgende zueinander inverse
Abbildungen beschrieben:

Alg(TV, A) — C(V,VA), f+— V(f)ona(V),

C(V,VA) — Alg(TV, A), g — ea(A4) o T(g). (1)

Sei A= (T =17 := V?Igo?ﬁlg, = VCAIgeATX|g, na) die von der obigen Adjunk-
tion erzeugte Monade. Die Kategorie der Algebren iiber der Monade A werde mit CA
bezeichnet. Dann existieren ein Vergissfunktor VSA : CA — C und ein Vergleichsfunk-
tor K = fK?Lg : Alg — CA mit VgA o Kél\g = Vélg. Hierbei ist der Vergleichsfunktor
fiir ein Objekt A aus Alg durch

K(A) = (VEE(A), VEer(A) : VE® 0 T 0 VEE(A) — VEE(A))

gegeben. Der Funktor X ist sogar ein Isomorphismus von Kategorien. Um dies zu
zeigen, wird verwendet:

Bemerkung 1.2.1. Sei (A, V 4,74) eine Algebraund f : A — B ein Epimorphismus
in C. Es existiere ein Morphismus Vg : B& B — Bmit foV4 = Vpo(f® f). Dann
besitzt B eine eindeutige Algebrenstruktur, so dass f ein Morphismus von Algebren
ist. Diese ist durch (B, Vp,np := fona) gegeben. Ist C eine weitere Algebra, so ist
ein C-Morphismus g : B — C genau dann ein Morphismus von Algebren, wenn go f
ein solcher ist.

Diese Aussagen lassen sich unmittelbar beweisen. Dabei ist als Einziges zu be-
achten, dass aufgrund der Voraussetzungen an die Kategorie C mit f auch f® f und
f® f® f Epimorphismen sind.
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Satz 1.2.2. Der Vergissfunktor V : Alg — C ist monadisch. Insbesondere ist also
der Vergleichsfunktor X : Alg — C” ein Isomorphismus von Kategorien.

Beweis. Der Beweis erfolgt mit dem Satz von Beck [Par69, 2.3 Satz 2]. Es wur-
de schon erwéhnt, dass der Vergissfunktor V : Alg — C einen Linksadjungierten
besitzt. Damit ist noch zu zeigen, dass der Vergissfunktor Differenzkokerne von V-
zusammenziehbaren Paaren erzeugt.

Sei also f,g: A — B ein V-zusammenziehbares Paar in Alg und A : B — C ein
Differenzkokern von f, g in C. Zu zeigen ist nun, dass C' eine eindeutige Algebren-
struktur besitzt, beziiglich der A ein Morphismus von Algebren ist, und dass h ein
Differenzkokern von f, g in Alg ist.

Hierfiir wird das folgende Diagramm betrachtet.

&
f f B®BM>C

AR A

Va VB

A B

Da f und g Morphismen von Algebren sind, kommutieren in diesem Diagramm das
obere und untere linke Rechteck. Daraus ergibt sich

hoVpo(f®f)=hofoVag=hogoVa=hoVpo(g®g).

Ferner ist mit der unteren Zeile auch die obere Zeile ein Differenzkokerndiagramm
eines zusammenziehbaren Paares [Par69, 2.3 Lemma 3]. Somit existiert genau ein
Morphismus Vg : C ® C — C, der das rechte Quadrat kommutativ macht. Des
Weiteren ist h als Differenzkokern auch ein Epimorphismus. Nach Bemerkung 1.2.1
besitzt damit C eine eindeutige Algebrenstruktur, so dass h ein Morphismus von
Algebren ist.

Ist nun k& : B — D ein Algebrenmorphismus mit ko f = k o g, so gibt es nach
Definition von h genau einen C-Morphismus k' : C — D mit k = k' o h. Aufgrund
von Bemerkung 1.2.1 ist k¥’ mit k sogar ein Algebrenmorphismus. Somit ist 4 auch
ein Differenzkokern von f, g in Alg. O

Nun werden noch einige Aussagen zusammengestellt, die im weiteren Verlauf
bendétigt werden.

Bemerkung 1.2.3. Sei T := (T, ur,nr) eine Monade iiber der Kategorie C und
(B,ap : TB — B) eine T-Algebra. Dann ist eine T-Unteralgebra von B ein Un-
terobjekt in der Kategorie CT der T-Algebren. Eine solche Unteralgebra wird durch
einen Monomorphismus f : A — B aus C' reprisentiert. Im Folgenden werden
derartige Reprisentanten mit den zugehorigen Unteralgebren identifiziert. Teilweise
wird auch einfach die Quelle A als Unteralgebra bezeichnet.
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Fiir eine Unteralgebra f : A — B ist f auch ein Monomorphismus in C [Par69,
2.7 Lemma 3]. Ferner faktorisiert aug o J(f) tiber f, denn fiir die Strukturabbildung
ay : TA — A der Algebra A gilt foas = ap o T(f), da f ein Morphismus von
T-Algebren ist. Ist umgekehrt f : A — B ein Monomorphismus aus C, so dass
ag:TA — Amit foay = apoT(f) existiert, so ist hierdurch eine Unteralgebra
von B gegeben. Denn A ist dann auf eindeutige Weise eine T-Algebra, so dass f
ein Morphismus von T-Algebren ist. Diese T-Algebrenstruktur ist durch (A, a4)
gegeben. Zudem ist f ein Monomorphismus in der Kategorie CT der T-Algebren.

Eine T-Unteralgebra f : A — B von B besitzt nun die folgende Eigenschaft: Fiir
eine T-Algebra C' ist ein C-Morphismus g : C' — A genau dann ein Morphismus von
T-Algebren, wenn f o g ein solcher ist.

Entsprechende Aussagen gelten auch fiir die Kategorie Alg, die isomorph zu CA
ist. Insbesondere ist eine Unteralgebra von (B,V g,np) durch einen Monomorphis-
mus f : A — B aus C gegeben, fiir den np und Vg o (f ® f) iiber f faktorisieren.
Dies entspricht der {iblichen Terminologie.

Bemerkung 1.2.4. Das Einsobjekt I ist mit dem Einheits-Constraint Vi := \j =
pr - I @1 — I als Multiplikation und n; :=id; : I — I als Einheit eine Algebra. Im
vorliegenden strikten Fall gilt sogar V = id;.

Diese Algebra ist ein Anfangsobjekt in Alg, wobei fiir jede Algebra (A,V 4,n4)
der eindeutige Algebrenmorphismus von I nach A durch n4 : I — A gegeben ist.
Da T : C — Alg als linksadjungierter Funktor Kolimites erhlt, ist T(0) fiir ein
Nullobjekt 0 aus C ein Anfangsobjekt in Alg. Damit sind I und T(0) als Algebren
isomorph.

Bemerkung 1.2.5. Das Tensorprodukt A ® B zweier Algebren (A,V 4,7m4) und
(B,Vp,np) ist mit der Multiplikation

Vagp :=(Va®Vp)o(ida®mpa®idp) : AR BRA®B — A®B

und der Einheit nagp := (na @ ng5) o )\1—1 =na®npg:I— AR B eine Algebra.

Ist (C,V¢e,ne) eine weitere Algebra, so entsprechen die Algebrenmorphismen
f: A®B — C eineindeutig den Paaren (f4 : A — C, fp : B — C) von Algebrenmor-
phismen mit Voo (fp® fa) = Veotoco(fB® fa). Diese Bijektion wird durch die
zueinander inversen Abbildungen f — (f4:= fo (ida®np), fB:= fo(na ®idp))
und (fa, fB) — f:=Veo(fa® fp) beschrieben.

Bemerkung 1.2.6. Fiir jede Algebra A := (A,V 4,7n4) ist durch
A0p+ = (A, VAop+ = VA (o] TA,A7 7 Aop+ = 77A)
eine Algebra definiert, die so genannte Gegenalgebra von A. Mit f : A — B ist dann

auch fOPT := f : A°PT — BOPT ein Morphismus von Algebren. Hierdurch ist ein
kovarianter Funktor ()°PT : Alg — Alg erklirt.
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Nun soll noch auf die Beziehung zwischen den Strukturabbildungen der mo-
nadentheoretischen Beschreibungen X(A4) = (A,a4) und K(APT) = (A, agopt)
von A und A°PT eingegangen werden. Dazu sei zunichst fiir jedes Objekt V aus
C mit hy der durch hy o na(V) = na(V) eindeutig bestimmte Algebrenmorphismus
TV — (TV)°P+ bezeichnet. Dann sind aqoha = a%P ohy : TA — (TA)P+ — Aop+
und o gop+ : TA — A°PT Morphismen von Algebren. Diese liefern wegen

agohgona(A) =ago0n(A) =idg = agor+ 0 Na(A)

unter dem Adjunktionsisomorphismus (1.1) denselben Morphismus. Hieraus ergibt
sich «gop+ = a4 0 ha. Es sei noch erwihnt, dass bei diesen Betrachtungen auf die
explizite Angabe des Vergissfunktors V : Alg — C verzichtet worden ist.

Anstelle der Zopfung kann auch deren Inverses verwendet werden, um zu einer
vorgegebenen Algebra A := (A, V 4,m4) eine neue Algebra

AP7 = (A, V qop- :==Vy OTX’Z,T/Aop— =14)

zu konstruieren. Der hierdurch definierte Funktor ()°P~ : Alg — Alg ist zu ()P
invers. Fiir die Strukturabbildungen a4 und « gop- der monadentheoretischen Be-
schreibungen der Algebren A und A°P~ gilt dann qgop- = g 0 h;ll.

Satz 1.2.7. In Alg existieren Differenzkokerne reflexiver Paare.

Beweis. Sei f,g: (A, Va,n4) — (B,Vp,np) ein reflexives Paar in Alg, d.h., es gibt
einen Morphismus k : B — A von Algebren mit fok =idgp=gok.Sei h: B — C
ein Differenzkokern von f,g in C. Auf C soll nun eine Algebrenstruktur definiert
werden, so dass h ein Differenzkokern von f, g in Alg ist.

Hierzu wird

[f ®id,id @]
(A® B) & (B® A) — BoB 12 g
‘ [g ®1id,id ®g] !
[V4o0 (id®k), V4o (k®id)] Vs L Ve
| f i
A y B - C

betrachtet. Dabei wurde die Koprodukteigenschaft von A® B@® B® A zur Definition
von [f ® id,id ® f] usw. verwendet. Sind also j; : A® B - A® B® B ® A und
jo:B®A— A® B® B ® A die Inklusionen, so gelten [f ® id,id®f] o j;1 = f ®id
und [f ® id,id®f] o jo =id®f.

Es gilt nun

fo[Vao(ild®k),Vao (k®id)]oji = foVao (id®k)
=Vpo(f®f)o(idek)=Vpo (f®id)
=Vpol|f®id,id®f] o ji,
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und ganz analog folgt fo[V 40 (id®k),V4o (k®id)]ojs = Vpo[f®id,id®f] o ja.
Dies ist aber gleichbedeutend damit, dass das obere linke Rechteck im Diagramm
kommutiert. Genauso ergibt sich die Kommutativitét des unteren linken Rechtecks.
Damit gilt dann aber auch

hoViolf ®ididef] = hofo[Vao(dek), Vao (keid)
=hogo[Vyo(id®k),Vao(k®id)]=hoVpo|g®id,id®g].

Des Weiteren ist die obere Zeile in dem Diagramm ein Differenzkokerndiagramm.
Entscheidend hierfiir ist, dass das Tensorprodukt in C Kolimites erhélt. Deshalb exi-
stiert genau ein Morphismus Vo : C® C — C, der das rechte Quadrat kommutativ
macht. Ferner ist h als Differenzkokern ein Epimorphismus. Nach Bemerkung 1.2.1
besitzt somit C eine eindeutige Algebrenstruktur, so dass h ein Morphismus von
Algebren ist. Dass h sogar ein Differenzkokern von f, g in Alg ist, folgt nun genauso
wie im Beweis von Satz 1.2.2. O

1.3 Hopfalgebren und primitive Elemente

In einer gezopften monoidalen Kategorie lassen sich Hopfalgebren genauso wie in
der Kategorie der Vektorrdume definieren. Hierfiir sei auf [Maj94] verwiesen. Die
Koeinheit und die Komultiplikation einer Hopfalgebra H werden mit eg : H — [
bzw. Ay : H — H ® H bezeichnet. Dies sind also insbesondere Algebrenmorphis-
men, wobei das Einsobjekt I und das Tensorprodukt H ® H Algebren geméifl den
Bemerkungen 1.2.4 und 1.2.5 sind. Wie im klassischen Fall folgt aus den Axiomen,
dass die Antipode Sy von H ein Morphismus Sy : H — H°P" von Algebren ist.

Zur Definition der primitiven Elemente sei fiir jede Hopfalgebra H ein Differenz-
kern 0y : PH — H von

Ay
ideng +ng ®id

H®H

in C gewé#hlt. Um dies zu einem Funktor fortzusetzen, wird fiir einen Morphismus
f: H — K von Hopfalgebren das folgende Diagramm betrachtet.

0 Ap
PH—H g — —~ H®H
! 1d®77H+77H®1d
Pf f fef
Y Ax
PK K — — KoK
Ox id®@nkg +ng ® id

Hierin kommutieren das rechte obere und untere Rechteck, woraus mit der Definition
von Oy als Differenzkern Ag o f o g = (id®nkx + nx @ id) o f o O folgt. Somit
existiert nun aufgrund der Differenzkerneigenschaft von 6 genau ein C-Morphismus
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Pf . PH — PK, der das linke Quadrat kommutativ macht. Insgesamt ist damit ein
Funktor P = ?gopf : Hopf — C erklért. Ferner ist 6 : [Pgopf — V?o"f eine natiirliche

Transformation von [P?Opf in den Vergissfunktor V?Opf : Hopf — C.

Wie iiblich sind die Koeinheit und die Antipode auf den primitiven Elementen
eindeutig bestimmt.

Lemma 1.3.1. Sei H eine Hopfalgebra. Dann gelten:
1. egofy :PH — I ist der Nullmorphismus.
2. Sgoly:PH — H stimmt mit —0g iiberein.
Beweis. 1. Es gilt
colp=(e®e)oAgoly=(e®e¢)o(id@ny +ny ®@id) oy
=(e+e€)ofg=coly+eoby,
woraus sich die Behauptung ergibt.

2. Es gilt

(id+Su) 00y = Vi o (ng ®id +Si @ nur) 0 O
= Vg o (Sy®id)o (ng ®id+id@nm) o Oy
=Vpyo(Sy®id)oAyoly
=ngoegolg =0,

woraus Sy o 0 = —0p folgt. O

Ist H eine klassische Bialgebra und S : H — H°P ein Algebrenmorphismus, so
ist S schon dann eine Antipode fiir H, wenn das Antipodenaxiom fiir ein Erzeugen-
densystem der Algebra H erfiillt ist [Kas95, Lemma I11.3.6]. Eine Verallgemeinerung
hiervon ist:

Lemma 1.3.2. Sei H eine Bialgebra in C, S : H — H°PT ein Algebrenmorphismus
und d : C — H ein Differenzkern von Vg o (S ®id) o Ay und ng o e in C. Dann
ist C eine Unteralgebra von H.

Beweis. Zunichst einmal ist d als Differenzkern auch ein Monomorphismus in C. Des
Weiteren faktorisiert 7z tiber d, da

Vio(S®id)oAgong =Vgo(S®id)o (ng @ ny)
=Vgo(nu®nm)
=MNH =NH°€H°NH
gilt. Schliefflich existiert wegen
Vio(S®id)oAyoVyo(d®d)
=Vpo(S®id)o (Vg ®@Vy)o (i[d@ry g ®id)o (Ag ® Ag)o(d®d)
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Veo(VeE®Vy)o(thp ®id®id) o (S® S ®id®id)
o (id®7h,n ®id) o (Ag ® Ag)o (d®@ d)

Vo (Vg ®id) o (id®Vy ®id) o (Them,a ®id) o (S ® id ®S ® id)
(Ag ®@Apg)o(d®d)
Vo (Vg ®id)o (tg g ®id) o (Vg ®id®id) o (S ®id ®S ®id)

(

(

(

o

o(Ay ®Ap)o(d®d)
=Vyo(Vyg®id)o (rtgp ®id) o (ng ® S®id) o (eg @ Ax) o (d® d)
=Vpgo(Vyp®id)o (ide®ny ®id) o (S®id) o (eg ® Apg) o (d ® d)
=Vpo(S®id)o(eg @ Ag)o(d®d)=ngo(eg @em)o (d®d)
=ngoegoVgo(d®d)

genau ein Morphismus Vo : C ® C — C mit do Vg = Vg o (d ® d). Somit ist C

eine Unteralgebra von H. O

Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir die andere Halfte des Antipodenaxioms.
Damit kann nun die Hopfalgebrenstruktur der Tensoralgebra definiert und anschlie-
Bend ein linksadjungierter Funktor von P : Hopf — C angegeben werden.

Satz 1.3.3. Fiir ein Objekt V' aus C besitzt TV eine Hopfalgebrenstruktur, die cha-
rakterisiert ist durch:

o Agvom(V) =na(V) ®@ngv +ngv @na(V) : V = TV TV
o cqyona(V)=0:V =1
e Syyom(V)=—ma(V): V=TV

Beweis. Wegen der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra werden durch die
obigen Gleichungen eindeutige Algebrenmorphismen A = Aqy : TV — TV @ TV,
e=c¢cgy TV = Tund S = Sqy : TV — (TV)°PT definiert. Zum Nachweis der
noch fehlenden Axiome werden 1 :=ngy : I — TV und ¢ := (V) : V. — TV als
Abkiirzungen verwendet.

Das Koassoziativitdtsaxiom ist eine Identitét von Algebrenmorphismen mit
Quelle TV. Somit ist es ausreichend, die Gleichheit dieser Morphismen nach Vor-
schalten von ¢ : V' — TV zu zeigen. Damit ergibt sich die Koassoziativitat aus

(id@A)oAOL:(id@A)o(L(X)n—{—n@L)
=1NAN+NARLAIN+NRNRIL
=(A®id)o (Lt®@n+n®¢)
=(A®id)oAou.

Bei dem Koeinsaxiom handelt es sich ebenfalls um Identitdten von Algebrenmor-
phismen mit Quelle TV. Somit folgt das Koeinsaxiom aus

(e®id)oAor=(e®id)o (Lt ®@N+nR1)=0@n+1=1
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bzw. der analogen Rechnung fiir die andere Hélfte.

Zum Nachweis des Antipodenaxioms wird ein Differenzkern d : C' — TV von
Vo (S®id)oA und noe gewahlt. Dann ist zu zeigen, dass idgy iiber d faktorisiert.
Wegen

noeor=0=Vo(n®t—1®mn)
=Vo(S®id)o(t@n+n®¢)
=Vo(S®id)oAoy

existiert genau ein Morphismus f : V' — C mit do f = ¢. Da C' nach Lemma 1.3.2
eine Algebra ist, gibt es einen Algebrenmorphismus f : TV — C mit f = f o
Insgesamt ist somit do for = do f = 1, woraus d o f = idqy folgt, da do f
ein Morphismus von Algebren ist. Damit ist die eine Hélfte des Antipodenaxioms
gezeigt, und die andere ergibt sich analog. O

Bemerkung 1.3.4. Fiir die Antipode S = Sgy der Tensoralgebra TV gilt
S =T(—id) o hy = hy o T(—id).

Da dies alles Morphismen TV — (TV)°P* von Algebren sind, ist es ausreichend, die
Gleichheit dieser Morphismen auf V' zu zeigen. Damit folgt die Behauptung aus

T(—id) o hy oma(V) = T(—id) o ma(V) = —na(V)
= —hy ona(V) = hy o T(—id) ona(V).

Bemerkung 1.3.5. Da I und T(0) als Algebren isomorph sind, besitzt I eine
Hopfalgebrenstruktur, so dass I und J(0) sogar als Hopfalgebren isomorph sind.
Die entsprechenden Strukturabbildungen sind durch Ay := )\1—1 =1idy, €7 :=idy und
St :=idy gegeben, da I ein Anfangsobjekt in Alg ist.

Satz 1.3.6. Zu jedem Objekt V aus C gibt es einen Morphismus n (V) :V — PTV
mit folgender universellen Eigenschaft:

Fiir jede Hopfalgebra H und jeden Morphismus j :V — PH ezistiert genau ein
Morphismus f: TV — H von Hopfalgebren mit j = P(f) on (V).

Beweis. Nach der Definition der Komultiplikation der Tensoralgebra TV sowie der
Differenzkerneigenschaft von 0y : PTV — TV gibt es genau einen Morphismus
(V) : V. — PTV mit 05y on (V) = na(V). Nun soll gezeigt werden, dass dieser
Morphismus die behauptete universelle Eigenschaft besitzt. Dazu sei H eine Hopfal-
gebra und j : V — PH ein Morphismus.

Zunéchst einmal kann es hochstens einen Hopfalgebrenmorphismus f : TV — H
mit j = P(f) on. (V) geben, denn fiir einen solchen gilt

fom(V)=fobgyon(V)=0goP(f)on(V)=0goj.
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Wegen der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra ist f hierdurch sogar schon
als Algebrenmorphismus eindeutig festgelegt.

Fiir die Existenz sei umgekehrt f : TV — H als der eindeutige Algebrenmor-
phismus mit f on,(V) = 0 o j gewihlt. Nach (1.1) ist also

= e VAR (H) o T(0 o j). (1.2)

Dies ist sogar ein Morphismus von Hopfalgebren. Hierfiir sind Identitdten von Al-
gebrenmorphismen mit Quelle TV zu beweisen. Deshalb muss die Gleichheit jeweils
nur auf V iiberpriift werden. Die Vertréiglichkeit von f mit der Komultiplikation,
der Koeinheit und der Antipode ergibt sich damit aus

Agofon(V)=Agofgoj=({id®@ng +ng ®id) ol oj

= (id@nu +nu ®id) o fona(V)

= (f® f) o (id®ngv + nyv @id) o na(V)

= (f® f)oAgy ona(V),
egofon(V)=egoblgoj=0=egqyon(V),
Sgofon(V)=Sgobgoj=—0goj=—fonV)

= [ o Sqv om(V).

SchlieBlich erfiillt f die gewiinschte Gleichung j = P(f) o . (V), da
Ooj=fon(V)=fobyyon(V)==0goP(f)on(V)

gilt und Ay ein Monomorphismus ist. O

Korollar 1.3.7. Der Funktor P : Hopf — C besitzt einen Linksadjungierten.
Hierbei kann die Adjunktion so gewdhit werden, dass fiir den linksadjungierten

Funktor T = ‘Tﬁopf : C — Hopf sowie die Einheit n, :id¢ — P o T und die Koeinheit
€L : ToP — idnepr der Adjunktion gelten:

1. vxlogpf ° “Tﬁ ‘J’glg

opf —
2. (G‘Jﬁopf)nL =T

3. VP = (ea V) (T5,00)

g

Beweis. Folgt nach [Mac72, IV.1 Satz 2,(ii)] aus Satz 1.3.6 und dessen Beweis. Dabei
ist die dritte Identitét eine Konsequenz aus der Formel (1.2). O
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1.4 Lie-Algebren

Definition 1.4.1. Sei L := (L := ‘P?Opf o ‘Iﬁopf’ = T?Opfqrfﬁopf, n.) die von der
Adjunktion aus Korollar 1.3.7 erzeugte Monade. Dann ist die Kategorie Lie der Lie-
Algebren in C durch die Kategorie der Algebren iiber der Monade L gegeben, d.h.,
es ist Lie := C".

Aufgrund dieser Definition existieren ein Vergissfunktor VLie : Lie — C und ein
Vergleichsfunktor ’.Pﬂzpf : Hopf — Lie mit V5 o iPEpr = iPHOpf Der Funktor fPEpr
ist dabei fiir eine Hopfalgebra H durch

P (1) = (P55 (B), B e (H) - £(PH (1)) — B (1))

gegeben. Somit bilden die primitiven Elemente einer Hopfalgebra eine Lie-Algebra.

Weitere Beispiele fiir Lie-Algebren liefern Algebren. Genauer gesagt gibt es einen
Funktor ()~ : Alg 22 CA — Lie, der mit den Vergissfunktoren vertriglich ist. Solche
Funktoren entsprechen eineindeutig Morphismen ¢ : L — A von Monaden. Ein
derartiger Monadenmorphismus soll nun konstruiert werden.

Lemma 1.4.2. Es gilt 0(Pg° e,) = (Vo BeaViieP ) (0TGope Ve P ) (L0).

Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus der folgenden Rechnung.
0P e) = (V0™ ) (0T hopt P

_ AlgvHoprL)(e‘Jﬁopfj)Hopf)

= (V5 Virg ) (Ve *TRig0) (0Tfiopr ™)

= (Ve eV ) (Ve ™ Thiopt0) (0T fiop P ")

= (Ve % Vg )(0Tfiops Ve ™) (P Thiopt?)

= (Ve eV ) (0T fiop V") (£0)

Hierbei wurde bei der ersten und der fiinften Umformung die Natiirlichkeit von
0 : ‘P?opf — V?Opf verwendet. Das dritte Gleichheitszeichen gilt aufgrund der in
Korollar 1.3.7 formulierten Beziehung zwischen den Koeinheiten €, und €. O

Satz 1.4.3. Die natiirliche Transformation 0 = G‘Jﬁ
mus L — A von Monaden.

opf 1 L — ‘.Tg st ein Morphis-

Beweis. 0 ist mit den Einheiten der beiden Monaden L und A vertréglich, denn nach
Korollar 1.3.7 gilt On, = (HU'ﬁopf)nL = M-

Fiir die Vertriiglichkeit von 6 mit der Multiplikation ist fu, = ,uA(g‘Tc)(Lg)
d.h. (G'J'ﬁopf)( PHopfe ‘Jﬁopf) (V ?IgeA‘Jﬁlg)(HU'ﬁopf'TC)(LGTﬁopf) zu zeigen. Diese Glei-

chung folgt aber unmittelbar aus Lemma 1.4.2 durch Vorschalten des Funktors

jﬁopf' |
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Korollar 1.4.4. Durch (A, aq : TSA — A) — (A, aq00(A) : LA — A) ist ein
Funktor 6* : CA = Lie definiert, der mit den Vergissfunktoren vertrdaglich ist.

Bezogen auf die klassische Algebrendefinition ist ()~ = 0* o Kél\g : Alg — Lie fiir
Algebren A durch

A7 = (VEB(A), VEEen(A) 0 0T opr VEB(A) : LVSE(A) — VEE(A))

gegeben. Fiir diesen Funktor gilt V(L:ie o()” = V?Ig.

Beweis. Nach [BW85, 3.6 Theorem 3] entspricht der Funktor 6* : C* — Lie dem
Monadenmorphismus 6 : L — A aus Satz 1.4.3. U

Ausgehend von einer Hopfalgebra H kann man also auf zwei unterschiedliche
Weisen eine Lie-Algebra gewinnen: Zum einen ’J’::'izpr , und zum anderen (V:logpr ).
Ein Morphismus zwischen den unterliegenden Objekten der Kategorie C ist durch
O : iP?onH — V?onH gegeben.

Satz 1.4.5. Fiir jede Hopfalgebra H ist Op : ‘PEZPfH — (Vzlogpr)* ein Morphismus
von Lie-Algebren.

Beweis. Es ist 0 o (P?Opfq(H) = VélgeAV;llogpf(H) o G‘J'E'OprélgVEf’gpf(H) o L(0y) zu
zeigen. Dies ist aber genau die Aussage von Lemma 1.4.2. U

Dann ist 0y sogar ein Monomorphismus in der Kategorie Lie, da dies fiir den
unterliegenden C-Morphismus gilt. Somit ist ’PEZP'CH wie im klassischen Fall eine

Lie-Unteralgebra von (V:f’gpr ).

Im néchsten Abschnitt wird die Hopfalgebrenstruktur der universellen Einhiillen-
den einer Lie-Algebra analog zur Darstellung in [Swe69] unter Verwendung gewisser
Morphismen von Lie-Algebren konstruiert. Die dafiir bendtigten Aussagen sollen
nun bereitgestellt werden.

Satz 1.4.6. Seien L; := (L;, k; : L(L;) — L;), i = 1,2 Lie-Algebren.
Dann ist (L1 @ Lo, (k1 0L(p1),k2 0 L(p2)) : L(L1 @ Le) — Ly & Ly) mit den
Projektionen p; : L1 & Ly — L; aus C ein Produkt von Ly und Ly in Lie.

Beweis. Nach [BW85, 3.4 Theorem 1] erzeugt der Vergissfunktor Véie Limites. Somit
existieren in Lie endliche Produkte, da die Kategorie C endliche Produkte besitzt.
Ferner ergibt sich aus dem Beweis von [BW85, 3.4 Theorem 1], dass das Produkt
wie angegeben gewahlt werden kann. O

Korollar 1.4.7. Sei L eine Lie-Algebra. Dann gibt es genau einen Morphismus
6:=0r:L— L& L von Lie-Algebren mit p; o6 =idy, i = 1,2. ]

Lemma 1.4.8. Mit 0 ist auch £(0) ein Nullobjekt in C.
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Beweis. Es sind die primitiven Elemente von ‘J’ﬁopf(O) zu bestimmen. Statt ‘J'ﬁopf (0)
kann auch die dazu isomorphe Hopfalgebra I betrachtet werden.

Der Differenzkern von Ay = id; und id; ®n; + n; ® id; = idy +id; stimmt aber
mit dem Kern der Differenz A; —id; ®ny +n; ® id; = idy iiberein. Hieraus folgt die
Behauptung. O

Satz 1.4.9. Ist 0 ein Nullobjekt in C, so ist OL := (0, O(g(0),0) : £(0) — 0) ein
Nullobjekt in der Kategorie Lie.

Beweis. Da 0 ein Endobjekt in C ist, gelten 0(¢(0),0) © #.(0) = O¢c(0),0) © £(0(2(0),0))
und 0¢g(0),0) © n.(0) = idg. Also ist Op eine Lie-Algebra.

Ferner sind fiir eine Lie-Algebra L = (L,xr) die eindeutigen C-Morphismen
Oz,0) : L — 0 und O ) : 0 — L sogar Morphismen von Lie-Algebren, denn es
gelten O(L,O) ORI, = O(L(O),O) OL(O(L,O)) und O(O,L) o O(L(O),O) = K[, © L‘(O(O,L))a da 0 ein
Endobjekt bzw. £(0) ein Anfangsobjekt in C ist. O

Korollar 1.4.10. Die Kategorie Lie ist eine Kategorie mit Nullmorphismen. Dabei
sind die unterliegenden C-Morphismen die Nullmorphismen aus C. O

Korollar 1.4.11. Seien Ly und Lo Lie-Algebren. Dann sind die Inklusionen j; :
L; — L1 &® Lo, i = 1,2 Morphismen von Lie-Algebren.

Beweis. Die Inklusionen j; sind die eindeutig bestimmten C-Morphismen in das Pro-
dukt Ly @ Lo mit pg o j; = ;. Nach Satz 1.4.6 sind dann mit idy, sowie Oy, r,) und
O(L,,1,) auch die Inklusionen j; Morphismen von Lie-Algebren. O

Lemma 1.4.12. Sei V' ein Objekt aus C. Dann ist —L(—idy) : L(V) — L(V) der
eindeutig bestimmte Morphismus, der Oy o (—L(—idy)) = hy o Oy erfiillt.

Beweis. Es gilt

67‘/ o (—L(— ldv)) = _Q‘TV o L(— ldv) = Sg’v o 6‘]"‘/ o L(— ldv)
= S‘J"V O‘I(— ldv) 0(9‘31/ = hv 007‘/,

wobei fiir die letzte Umformung Bemerkung 1.3.4 verwendet wurde. Ferner ist
—L(—1idy) durch diese Gleichung eindeutig festgelegt, da 6y ein Monomorphis-
mus ist. U

Satz 1.4.13. Sei L = (L, k1, : L(L) — L) eine Lie-Algebra. Dann ist auch
LPT := (L, Kpop+ := —kp o L(—idp) : L(L) — L)

eine Lie-Algebra, und —idy, : L — L°PY ist ein Morphismus von Lie-Algebren.



28 Kapitel 1. Lie-Algebren in gezopften Kategorien

Beweis. Dass L°PT eine Lie-Algebra ist, ergibt sich aus

s 0 (L) = g 0 £(—idp) o u (L)
= —kpou (L)oLL(—idy)

—~
-

= —K[ 0 L(KL) o] LL(— ldL)
= —K[, 0 L(— idL) o L(—HL o L(— idL))

- /’iLop+ [¢] L(K/Lopﬁ»)
und

Kop+ O WL(L) = —RLO L(_ idL) © 77L(L)

3 .
(:) —kron(L)o(—idp)

4) .
= kpon(L) (:) idy, .

Dabei gelten (1) und (3) aufgrund der Natiirlichkeit von p, bzw. 1, . Ferner wird bei

(2) und (4) verwendet, dass (L, ) eine Lie-Algebra ist.
SchlieBlich ist —idy, : L — L°PT wegen

K 0p+ OL(—idL) = —K[ © L(—idL) (¢] L(—idL) = —KR] = (—idL) O KRJ,
ein Morphismus von Lie-Algebren. O

Offensichtlich ist mit f : L; — Ly auch foP* := f : LT — L" ein Morphis-
mus von Lie-Algebren. Insgesamt ist damit ein Funktor ()°P* : Lie — Lie definiert.

1.5 Die universelle Hiille
Satz 1.5.1. Der Funktor ()~ : Alg — Lie besitzt einen Linksadjungierten.

Beweis. Aufgrund der Sitze 1.2.2 und 1.2.7 existieren in C* Differenzkokerne re-
flexiver Paare. Somit besitzt der Funktor 6* : CA — Lie nach [Lin69, Korollar 1]
einen Linksadjungierten, da er von einem Monadenmorphismus induziert ist. Dann
existiert aber auch zu ()~ : Alg = C* — Lie ein Linksadjungierter. O

Sei nun zu ()~ : Alg — Lie ein linksadjungierter Funktor U = u,gi,eg : Lie — Alg
sowie eine Adjunktion mit Einheit 7y : idjje — ()~ o U fest gewihlt.

Fiir jede Lie-Algebra L besitzt dann der Morphismus ny(L) : L — (UL)~ von
Lie-Algebren die folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder Algebra A und zu jedem
Morphismus f : L — A~ von Lie-Algebren existiert genau einen Morphismus g :
UL — A von Algebren mit g~ ony(L) = f.

Bevor die Hopfalgebrenstruktur der universellen Hiille definiert werden kann,
miissen noch einige Aussagen iiber die universellen Hiillen von L; @& Lo und L°PT
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bewiesen werden. Dabei werden die Vergissfunktoren iiberwiegend nicht explizit auf-
gefiihrt, um die Bezeichnungen moglichst einfach zu halten. Wie iiblich werden also
Objekte und Morphismen in den verschiedenen Kategorien genauso bezeichnet wie
die unterliegenden Objekte und Morphismen der Grundkategorie C.

Lemma 1.5.2. Seien L;, i = 1,2 Lie-Algebren. Dann kommutiert

T(tip1 @ nur, + Mur, @ Lap2)

T(Ly & Ly) T(UL; ® ULy)
A
T(Ly @ Lo) @ T(L1 & Lg) Q1,2
Tp1 ® Tpa

Ty TLy —202T2 | g1 & UL, UL, & ULy

wobei v; := ny(L;) : L; — UL; und o; := ex(UL;) : TUL; — UL; fiir i = 1,2 sowie
a2 = (UL ® ULg) : T(ULy ® ULg) — ULy ® ULy als Abkirzungen verwendet
wurden.

a1 ® Qo

Beweis. Da es sich hierbei um eine Identitét von Algebrenmorphismen mit Quelle
T (L1 ® Ly) handelt, ist es ausreichend, die Gleichheit dieser Morphismen auf L; @ Lo
zu zeigen. Damit folgt die Behauptung aus

(1 @ ag) o (Tty @ Tig) o (Tpy @ Tpe) 0 Aona(Ly @ La)
= (041 o T(t1p1) ® ag o T(LQPZ)) ° (id ONT(Li®Ly) T NT(L1@Ly) @ id) ona(L1 @ Lo)
= [ 0 T(e1p1) o ma(L1 @ La)| @ mur, + mur, ® [0 0 T(eap2) 0 ma(Ly & Lo)]
= [ 0 ma(ULy) 0 tip1] @ qur, + mur, @ [ 0 7a(ULg) o 1opo]
1p1 @ NUL, + NuL, @ t2p2
a120Na(ULy @ ULg) o (L1p1 @ Nur, + Nur, @ t2p2)
= 1,2 0 T(L1p1 ® Mur, + Nur, @ tap2) 0 Na(L1 @ La).

Dabei wurde bei der zweiten Umformung verwendet, dass a; o T(¢;p;), i = 1,2 Mor-
phismen von Algebren sind. Ferner gelten das vierte und fiinfte Gleichheitszeichen,
da 7, und €, Einheit und Koeinheit einer Adjunktion sind. Hierbei beachte man,
dass die Vergissfunktoren in der Notation unterdriickt wurden. U

Satz 1.5.3. Seien L; = (L, k; : L(L;) — L;), i = 1,2 Lie-Algebren. Ferner werden
=nu(L;) : Ly — UL; fiir i = 1,2 als Abkirzungen verwendet. Dann ist

1P1 @ UL, + Mur, @ tap2 : L1 @ Ly — (ULy ® ULg)™

ein Morphismus von Lie-Algebren.
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Beweis. Es werden die Bezeichnungen von Lemma 1.5.2 verwendet. Dann gilt

(t1p1 ® NuL, + Muzy @ tap2) o (k1 0 Lp1, ko 0 Lpa)
= [t10 k1 0Lp1] @ nur, +1ur, ® [12 0 Ko o Lpo]

—
~

o1 0 Oy, 0 Lug 0 Lp1] @ mup, + nur, ® [a 0 Oy, © Lig 0 Lpy)
o1 0 T(up1) 0 Og(rio)] © My + Mz, © [o2 0 T(t2p2) 0 031 01,)]

@) . .

@ (a1 0 T(11p1) ® g 0 T(1ap2)) o (Id @n3(L,01,) + N7(L10Ls) @ 1d) © O3(1,01,)
= (1 ® ag) o (T(t1p1) ® T(t2p2)) 0 Ao Og(r,01,)

3

® o 20 T(t1p1 @ Nur, + Mur, @ t2p2) © 051 e L)

= a12 9 O3ur, euLe) © L(11P1 @ Nur, + Nur, @ t2p2).

Dabei wurde bei (1) verwendet, dass die ¢; = ny(L;) : L; — (UL;)~ Morphismen von
Lie-Algebren sind. Ferner gilt die Umformung (2), da a; und T(¢;p;) Algebrenmor-
phismen sind. SchlieBlich folgt (3) aus Lemma 1.5.2.

Diese Gleichung besagt nun aber, dass t1p1 ® muz, + Mur, ® tap2 ein Morphismus
von Lie-Algebren ist. O

Korollar 1.5.4. Sei L eine Lie-Algebra. Dann ist
nu(L) @ nur + nur @ mu(L) : L — (UL @ UL)™
ein Morphismus von Lie-Algebren.

Beweis. Der angegebene Morphismus ergibt sich durch Verkettung der Morphismen
aus Korollar 1.4.7 und Satz 1.5.3. U

Satz 1.5.5. Seien L;, i = 1,2 Lie-Algebren. Als Abkiirzungen werden v; := ny(L;) :
L; — UL; firi=1,2 und t12 :=ny(L1 & L2) : L1 & Ly — U(L1 & Lg) verwendet.
Dann ist der eindeutig bestimmte Algebrenmorphismus f : UW(L1 @ Lo) — ULy @ ULs
mit foi12 = 11p1 @ NuL, + NuL, @ t2p2 ein Epimorphismus.

Beweis. Seien g; : UL1 ® ULy — A Algebrenmorphismen mit g1 o f = go o f. Dann
ist g1 = g2 zu zeigen. Seien j; : L; — Ly & Ly die Inklusionen. Aus

folU(ji)ow = fourg0j
= (11p1 @ NuL, + UL, @ t2p2) © Ji
= (iduLl ®77UL2) ol
folgt dann f o U(j1) = idyz, ®nur,. Des Weiteren gilt damit
g1 0 (idyz, ®nur,) =g10 foU(j1) = g2 0 foU(j1) = go o (iduz, ®Nuz,)-

Ganz analog wird g1 o (myz, ®idyr,) = 920 (nur, ®idyz,) bewiesen. Nach Bemerkung
1.2.5 folgt aus diesen beiden letzten Gleichungen g = gs. O
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Satz 1.5.6. Sei L = (L,ky,) eine Lie-Algebra. Dann sind
no(L) : L°PT — (U(L)°PT)~ und — ny(L°PT) 1 L — (W(L°PT)°P )~
Morphismen von Lie-Algebren.

Beweis. Es gilt

ea(U(L)PT) 0 iz, 0 L(nu(L)) = ea(UL) 0 har, © Oz, © L(1nu(L))
= —€ea(UL) 0 Ogyr, 0 L(—idur) o L(mu(L))
= —€ea(UL) 0 Ogqz, 0 L(ny(L)) o L(—idy)
=ny(L)o(—kpoL(—idy)).
Hierbei wurden fiir die ersten beiden Umformungen Bemerkung 1.2.6 und Lemma
1.4.12 verwendet. Die letzte Gleichung gilt, da ny(L) : L — UL~ ein Morphismus
von Lie-Algebren ist. Somit ist ny(L) : LPT — (U(L)°PT)~ ein Morphismus von
Lie-Algebren.
Ganz analog zeigt

ea(U(LPT)P7) 0 Ogqqop+) © Ly (LP))

= e (W(LPF)) 0 Ayl opy © Oimons) © L (o (LPT))

= —ea(U(LPF)) 0 Ogyypop+y 0 L(— idy(rop+)) © L(ny(LPT))
= —ea(U(L)) 0 Ogqgropty © L(nu(LPT)) 0 L(—id[)

= —nu(L°PT) o (—kp 0 L(—idr)) o L(—idy)

=ny(L°*T) ok,

dass ny(LP1) : L — (U(L°P+)°P~)~ ein Morphismus von Lie-Algebren ist. O

Korollar 1.5.7. Fiir jede Lie-Algebra L ist —ny(L) : L — (UW(L)°PT)~ ein Morphis-
mus von Lie-Algebren.

Beweis. Der angegebene Morphismus ergibt sich durch Verkettung der Morphismen
—idy : L — L°°* und ny(L) : LT — (U(L)°PT)~ aus den Sitzen 1.4.13 und
1.5.6. O

Satz 1.5.8. Sei L eine Lie-Algebra. Ferner seien ¢r, : UW(L°PT) — U(L)°Pt und ¢y, :
UL — U(L°PT)°P~ die eindeutigen Algebrenmorphismen mit @1, o ny(LOPT) = ny(L)
bzw. P ony(L) = ny(LPT). Dann sind @1, und wszr zueinander invers, und ¢ st
ein natiirlicher Isomorphismus U o ()°PT — ()°PT o U.

Beweis. Aus

P 0 op o my(LPH) = YT o my(L) = wp 0 my(L) = 1y (L)
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und
or o VP ony(L) = ¢ 0 br omy(L) = ¢ 0 ny(LPY) = ny(L)

folgen ¢YP* 0 = idy(rop+y und ¢, o PPt = idy(Lyor+- Somit sind ¢y, und PPt
zueinander invers.

Zum Nachweis der Natiirlichkeit von ¢ sei f : L1 — Lo ein Morphismus von
Lie-Algebren. Dann gilt

u(f)oer °@Yr; © UU(L?H) = U(f) onu(L1) = nu(Le) o f
= @r, oMu(L5PT) o foPT = p, o U(fPF) oy (LTPT),

woraus U(f)°Pt o or, = ¢, o U(fPT) folgt. Damit ist die Natiirlichkeit von ¢
gezeigt. ]

Nun kann die universelle Hiille einer Lie-Algebra mit einer Hopfalgebrenstruktur
versehen werden und anschlieflend ein linksadjungierter Funktor zu ﬂ’ﬂzpf angegeben
werden.

Satz 1.5.9. Sei L eine Lie-Algebra. Dann ist UL auf eindeutige Weise eine Hopfal-
gebra, so dass gelten

o Aygony(L) =m(L) @ nur +mur ®nu(L) : L — (UL @ UL)™
o eyrony(L)=0:L— 1"
o Suzonu(L) =—nu(L): L — (UW(L)*T)"

Beweis. Damit durch die obigen Gleichungen eindeutig bestimmte Algebrenmorphis-
men A := Ayy, : UL — ULQUL, € := ey, : UL — [ und S := Sy, : UL — U(L)°PT
definiert sind, miissen auf der rechten Seite dieser Gleichungen jeweils Morphismen
von Lie-Algebren stehen. Dies ist aber nach den Korollaren 1.5.4, 1.4.10 und 1.5.7
der Fall. Nun sind noch die Koassoziativitit sowie das Koeins- und Antipodenaxiom
Zu zeigen.

Bei der Koassoziativitdt und dem Koeinsaxiom handelt es sich um Identitéten
von Algebrenmorphismen mit Quelle UL. Somit ist es ausreichend, die entsprechen-
den Gleichungen nach Vorschalten von ¢ := ny(L) zu beweisen. Der Nachweis erfolgt
dann ganz analog zum Fall der Hopfalgebrenstruktur der Tensoralgebra aus Satz
1.3.3.

Auch der Beweis des Antipodenaxioms wird mit Ausnahme eines kleinen Zusatz-
arguments analog gefiihrt. Sei dazu d : C' — UL ein Differenzkern von Vo (S®id)oA
und noe. Dann gibt es eine Faktorisierung do f = ¢ von ¢ iiber d. Hierbei ist f mit ¢
ein Morphismus von Lie-Algebren, da d als ein Monomorphismus von Lie-Algebren
aufgefasst werden kann. Also existiert ein Algebrenmorphismus f : UL — C mit
Jov= f. Dieses f liefert nun eine Faktorisierung von idyy iiber d, d.h., es gilt
do f =idyy. Hieraus folgt Vo (S ®id) o A = noe. Die andere Hélfte des Antipo-
denaxioms wird analog bewiesen. O
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Satz 1.5.10. Fir jede Lie-Algebra L gibt es einen Morphismus ny(L) : L — PUL
von Lie-Algebren mit folgender universellen Eigenschaft:

Zu jeder Hopfalgebra H und jedem Morphismus j : L — PH wvon Lie-Algebren
existiert genau ein Morphismus f : UL — H von Hopfalgebren mit j = P(f)onu(L).

Beweis. Wegen Ay, ony(L) = (idyz, @mur + nur ® idyy) o ny(L) gibt es genau einen
C-Morphismus ny(L) : L — PUL mit Oy, o ny(L) = ny(L). Dabei ist mit n,(L)
auch ny(L) ein Morphismus von Lie-Algebren, da 6y, ein Monomorphismus von
Lie-Algebren ist.

Der Nachweis der universellen Eigenschaft von ny(L) erfolgt nun ganz analog
zum Beweis von Satz 1.3.6. O

Korollar 1.5.11. Der Funktor (P::'izpf : Hopf — Lie besitzt einen Linksadjungierten
Uhigpf : Lie — Hopf. Dieser kann so gewdihlt werden, dass Vzlogpf o uhigpf = u/';ifg

gilt. O

1.6 Schiefsymmetrische Endomorphismen und Deriva-
tionen

In diesem Abschnitt wird zusétzlich vorausgesetzt, dass die Kategorie C abgeschlos-
sen ist, d.h., es existiert ein innerer Hom-Funktor hom : C°? x C — (. Dieser ist
durch einen natiirlichen Isomorphismus

CU®V,W)=C(U, hom(V,W))

charakterisiert. Somit ist fiir jedes Objekt V' aus C der Funktor hom(V, —) rechts-
adjungiert zum Funktor — ® V. Die Koeinheit dieser Adjunktion werde durch die
Morphismen ¥y w : hom(V, W) ® V' — W beschrieben.

Dann besitzt end(V) := hom(V, V) eine eindeutige Algebrenstruktur, so dass
durch vy : end(V) ® V. — V eine Operation von end(V) auf V' gegeben ist.
Nun sollen zwei Verfahren zur Konstruktion von Lie-Unteralgebren von end(V)~
beschrieben werden.

Sei dazu zunéchst 4 : V ® V. — [ ein Morphismus aus C. Hiermit seien die
Morphismen

Yy ®id
@ : end(V)@V@VMV@)V—'u»I
und
Ton. ®id idy @9 _
b end(V) @ Ve v SOV By o d(v)y e v AV B gy TR

gebildet. Ferner seien mit 3, 1 : end(V) — hom(V ®V, I) die zugehérigen adjungier-
ten Morphismen bezeichnet. Dann sind die schiefsymmetrischen Endomorphismen
beziiglich p als Differenzkern ¢ : g — end(V) der beiden Morphismen ¢ und 1)
definiert.
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Lemma 1.6.1. Seien g,0 : Tend(V) — hom(V ® V,I) definiert durch
0:=Goe(end(V)) bzw. o :=—1poes(end(V))o ST end(V)-

Ferner sei j : A — Tend(V) ein Differenzkern von ¢ und o. Dann ist A eine
Unteralgebra von Tend(V).

Beweis. Zu zeigen ist, dass A die Einheit von Tend (V') enthélt und unter der Mul-
tiplikation abgeschlossen ist, d.h., ngenavy und Vgenqvy © (j ® j) miissen iiber j
faktorisieren. Hierfiir sind

@O NTend(V) = T © NTend(V)
und
00 Vaenq(v)© (J ®J) =00 Vaeaw) o (J @ J)
Zu zeigen.
Anstatt dieser beiden Gleichungen werden die zugehorigen adjungierten Glei-

chungen bewiesen. Hierbei werden € := e,(end(V')) und S := Sgcnq(vy als Abkiirzun-
gen verwendet. Die erste Gleichung gilt dann wegen

. 1) .
¢ o (eNgend(v) ®idvey) = ¢ 0 (Mena(v) ® idvey)
. . 2
= po (Wyy ®idy) o (Nena(v) @ idvey) @,

2 o (idv @9v) 0 (idy Dfena(v) @ idy)

= po (idy ®@Jyvy) o (idy @MNend(v) @ idy) o (rr,y ® idy)

= po (idy @Iv,y) o (Tena(vy,v ®@1dv) © (ena(vy @ idvey)

= —1 0 (Nend(v) ® idvey)

D _po (€SNTend(vy ® idvey).
Dabei wurde unter anderem benutzt, dass € und S Algebrenmorphismen sind [1,4]
und durch Yy,y eine Operation gegeben ist [2,3]. Die zweite Gleichung ergibt sich
nun aus

9o (eVgend(v) ®idygy) o (j ® j @ idygy)

1 . . . ..
=) po (Vv ®idy) o (Venqvy @idvgy) o (6f ® €f @ idygy)

2 . . . .
@ o (v, ®idy) o (idena(vy @,y @idy) o (€ @ € @ idygy)

3 . . . .
(:) J7Re) (ldV ®79V,V) o (Tend(V),V & ldv) o (1dend(V) ®19V,V & ldv)

o (ESJ ®ej ®@idygy)
= po (Wy,y ®Vyy) o (ef ®idy ®eSj@idy) o (Ta,aey ®idy)
1 . . .
Do (idy ®@9v,v) o (Tena(v),v @ Jv,v) o (€S ® idy ®eSj @ idy)

o (T4,Agv ® idy)
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2 3 3 . . . . .
(:) o (ldV ®19V,V) o (ldV ®vend(v) &® ldv) o (1dV ®eS] X 65] ® ldV)
% (TA,V & idA@V) o (TA7A®V ® ldv)

@ o (idy @y v) o (idy ®€Vgenavy ®idy) o (idy @S5 @ Sj @ idy)

o (idy ®74,4 ®idy) o (Taga,v ®idy)

= po (idy ®y,y) o (idy ®€Vgend(v)Trend(v),Tend(v) ® idy)
o (idy ®5j ® Sj®@idy) o (Taga,y @ idy)

D o (idy ®@dv,y) o (idy ®eSVgenary ®idy) o (idy ®j ® j @ idy)
o (Taga,v ®idy)

= po (idy @v,y) o (Tenq(v),v ®idv) o (€SVgenav) @ idvev)
o(j®j®idvey)

= — 0 (eSVenq(v) @ idvey) o (j ® j @ idygy).

Hierbei gelten die einzelnen Gleichheitszeichen, da € [1,6] und S [7] Morphismen von
Algebren sind sowie ¥y, eine Operation ist [2,5]. Des Weiteren gilt

po (Yyy ®@idy) o (¢j @idygy)
= po (idy ®v,y) o (Tenav),v ®idy) o (eSj @ idygy),

da j ein Differenzkern von ¢ und o ist. Diese Identitét geht bei den Umformungen
[3,4] ein. Schlieflich wurden noch Eigenschaften der Zopfung 7 verwendet. O

Satz 1.6.2. g ist eine Lie-Unteralgebra von end(V)

Beweis. Es ist zu zeigen, dass ex(end(V')) o Ogenqvy © £(7) : L(g) — end(V) iiber
i: g — end(V) faktorisiert. Nach Definition von ¢ als Differenzkern von ¢ und 1; ist
dies gleichbedeutend mit der Giiltigkeit von

(ﬁ o 6A(end(v)) o G‘Tend(V) o L(Z) = {pv © eA(end(V)) o G‘Tend(V) o L(Z)

Um diese Gleichung zu beweisen, wird Lemma 1.6.1 herangezogen. Seien dazu j, ¢
und o wie in diesem Lemma. Dann faktorisiert n,(end(V)) oi : g — Tend(V) iiber
7, denn es gilt
oona(end(V))oi=goes(end(V))ona(end(V))oi=goi
=oi=1oes(end(V))ona(end(V))oi
=~ o ea(end(V)) o Syena(y © nalend(V)) o i
= o on(end(V)) oi.

Somit existiert ein Morphismus f : g — A mit j o f = na(end(V')) o i. Da A eine
Algebra ist, gibt es dann einen Algebrenmorphismus f : Tg — A mit f ona(g) = f.
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Wegen j ofo Na(g) = jof =na(end(V))oi = Tiona(g) gilt dann jo f: T4, woraus
00 Ti = o o Ti folgt.
Nach diesen Vorbereitungen kann die eigentliche Gleichung gezeigt werden.
QZ o eA(end(V)) © H‘Tend(\/) o L(Z) =0° G‘Tend(\/) o L(Z)

=00T(i)obyg=007T(i) ol
= —tocx(end(V)) o S3end(v) © T(7) o Oy
=—9o EA(el’ld(V)) © S‘.Tend(V) o G‘Tend(V) © L(l)
= ¢ oex(end(V)) o Ogenaqyy © L().

Damit ist der Satz bewiesen. O

Das zweite Beispiel fiir Lie-Unteralgebren liefern die Derivationen einer Algebra.
Hierfiir sei A = (A, V4,n4) eine Algebra. Weiter seien

ideng(a) ®Va Va4

p:rend(A) @ AR A end(A) ® A
Va4 ®ida +(ida ®@94,4) 0 (Tena(a),a @ ida)

A,

¥ end(A)®A® A Ao AYA, 4

sowie @, ¥ : end(A) — hom(A ® A, A) die zu ¢ und ¥ adjungierten Morphismen.
Dann sind die Derivationen von A als Differenzkern i : Der(A) — end(A) von ¢ und
1; definiert.
Der Morphismus ¢ kann auch anders dargestellt werden. Dazu wird der Mor-
phismus 7 : end(A) ® end(4) ® A ® A — A mit
v :=Va0(Wa4®044)0 (Idend(a) OTend(a),4 @ ida)

verwendet. Dann ist

7 o (idend(4) @Mend(4) @ 1daga +0end(4) ® idena(a) @ idaga)
= Va0 (94,4 ®@Va,4) 0 (idend(a) DTend(4),4 @ ida)
o (idend(A) ®Mend(4) @ 1da®A F7end(4) @ idend(a) @ idaga)
= Va0 (Waa®Vaa)o0 [(idena(a)ea DMend(a) @ ida) © (idena(a) ©77,4 @ id4)
+ Tend(4) ® Tend(4),4 ® id 4]

= Va0 [Ua4®@ida+(ida®044) © (Tend(a),a @ 1da)] =1,
und fiir den adjungierten Morphismus 7 : end(A) ® end(A) — hom(A ® A, A) von v
gilt ¥ =7 o (idend(4) @end(A) + Nend(4) © idend(4))-

Lemma 1.6.3. Seien g, 0 : Tend(A) — hom(A ® A, A) definiert durch
0:=poex(end(A)) bzw. o:=7o0 [ea(end(A)) @ ex(end(A))] o Agend(A)s

und sei j : C — Tend(A) ein Differenzkern von o und o. Dann ist C' eine Unteral-
gebra von Tend(A).
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Beweis. Es sind
@0 NTend(A) = 0 O TTend(A)
und
00 Vaend(a) © (J ®J) = 00 Vaenaa) © (4 ® )
zu zeigen, damit 1yenga) Und Venqay © (j ® j) iiber j faktorisieren. Der Nachweis
erfolgt hierbei wiederum iiber die zugehorigen adjungierten Gleichungen. Dazu wer-

den ¥ := V4.4, € := ea(end(A)) und A := Agqyqa) als Abkiirzungen verwendet.
Dann gilt die erste Gleichung wegen

: 1 . 2
¥ 0 (€NTena(a) @ idaga) 2o (Mend(4) ® idaga) =V © (Tena(a) ® Va) 2 V4

3 . . . .
AT (0 @) 0 (Mend(a) @ 1da @Nena(a) @ ida) o (idy @77,41d4)

= Vao (¥ @9)o (idenq(a) @Tend(4),4 @ ida) © (Nend(A) @ Nend(4) ® idaga)

YVio@ed)o (idend(4) ®Tend(4),4 ® ida) 0 (€ ® € ® idaga)

o (A®idaga) © (NFend(a) @ 1daga)
= y0(e®e®idaga)(A ®idaga) © (NTend(a) ® idaga).

Hierbei geht ein, dass € und A Morphismen von Algebren sind [1,4] sowie durch ¢
eine Operation gegeben ist [2,3]. Dass die zweite Gleichung erfiillt ist, zeigt

po(e®idaga) © (Vrend(a) ®idaga) o (j ® j ® idaga)

1 . X . 2 . . .
D 9 0 (Vena(a) ® Va) 0 (6 © € @ idaga) 2 90 (idena(a) ©0) 0 (€ ® € ® V.4)

Do (e ® Va) o (ide @9 ® 9) o (ide ®idend(a) @Tend(4),4 @ ida)
o (ide ®e® € ® idaga) o (ide ®AJ ® idagAa)

“) . . .

= Vao (¥®9)o (idend(a) OTend(4),4 @ ida) © (Idend(A)gend(a) @V @ V)
0 (idend(A)@end(A)@end(A) @Tend(4),4 @ ida) 0 (@ e @€ ® € ®idaga)
o (Aj ®AJ R idA®A)

5 . . ,
Dvi0@e)o (idend(4) ®Tend(A),4 @ 1d4) © (Vend(a) ® Vend(4) ® idaga)

o (idend(A) ®Tend(A),end(A) @ Idend(A)pAxa) © (E® €@ € ® € ®idaga)
o (Aj ®AJ R idA®A)

S RNCET)E (idend(4) ®Tend(4),4 ®1da) o (€ ® e ® idaga)

o (Vaend(a) ® Vaend(a) ® idaga)
o (idyend(4) @TTend(A),Tend(4) @ Idgend()@ana) © (A ® Aj ® idaga)

DVio@e)o (idend(a) ®Tend(4),4 ®1da) o (€ ® e ® idaga) o (A oidaga)

o (Vaend(a) ® idaga) o (j ® j @ idaga)-
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Dabei wurde verwendet, dass € ein Algebrenmorphismus [1,6] und ¢ eine Operation
ist [2,5]. Da j ein Differenzkern von p und o ist, stimmt ¥ o (€j ® V 4) mit

Vao (¥ ®9) o (idend(a) @Tend(4),4 ®ida) 0 (e ® e ®idaga) o (Aj ® idaga)

iiberein. Dies geht bei den Umformungen [3,4] ein. SchlieBlich wird noch die
Natiirlichkeit von 7 [5,6] und die Vertréglichkeit zwischen Multiplikation und Ko-
multiplikation der Hopfalgebra T end(A) benutzt [7]. O

Satz 1.6.4. Der(A) ist eine Lie-Unteralgebra von end(A)™~.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass ea(end(A)) o Ogenaca) © L(i) : L(Der(A)) — end(A)
iiber i : Der(A) — end(A) faktorisiert. Dazu wird

@ o ea(end(A)) o Ogenq(a) o L(i) = i o ex(end(A)) o O end(a) © £(7)

bewiesen.

Hierfiir wird zunéchst go T (i) = 0 0 T(i) gezeigt, wobei ¢ und o die Morphismen
aus Lemma 1.6.3 sind. Da der Differenzkern von ¢ und o eine Unteralgebra von
Tend(A) ist, geniigt es, o o na(end(A)) oi = o o na(end(A)) o i zu zeigen. Diese
Gleichung gilt aber, denn es ist

oona(end(A)) oi=@oer(end(A)) ona(end(A))oi=poi= {Eoi
=75 o (idend(4) @Mend(4) + NMend(4) @ idenda(ay) © @
= 774 0 [idend(A) ®77end(A) + Mend(A) ® idend(A)] o eA(end(A)) o nA(end(A)) 01
=7 o [ea(end(A)) ® ex(end(A))]
o [idyend(4) @MTend(4) + Nrend(4) @ idgend(a)] © na(end(A)) o i
=7 o [ea(end(A)) @ ea(end(A))] o Ageng(a) © na(end(A)) o
= o on(end(A)) 0.

Nun zeigt

P oex(end(A)) o Ogena(ay © £(1) = 00 T(@) 0 Ogper(a)
= 0 07(i) 0 O3per(a) = 0 © Ogena(a) © £(7)
=70 [ea(end(A)) @ ea(end(A))] © Ageng(a) © OFend(a) © £(4)
=7 o [ea(end(A)) ® ex(end(A))]
o [idgend(4) @NTend(4) + Nrend(4) @ dgena(a)] © Orend(a) © L(7)
=7 0 [idend(4) ®Mend(4) + NMend(4) ® idend(a)] © €alend(A)) o Ogenq(a) © L(4)
= 1) 0 ep(end(A)) 0 Ogena(a) 0 L(4),

dass die eigentliche Gleichung erfiillt ist. O



Kapitel 2

Operadenbeschreibung

In diesem Kapitel sollen Lie-Algebren als Algebren iiber einer Operade dargestellt
werden. Dies ist fiir Lie-Algebren in der Kategorie der Yetter-Drinfeld-Moduln {iber
einer endlichen abelschen Gruppe mdoglich. Dabei werden allerdings Operaden in ge-
zopften monoidalen Kategorien benétigt. Diese verallgemeinern Operaden in sym-
metrischen Kategorien. Die Definition von gezopften Operaden und ihrer Algebren
stellt den Grofiteil dieses Kapitels dar.

Nachdem einige Begriffe und Hilfsaussagen zusammengestellt worden sind, wer-
den im zweiten Abschnitt Quotienten der Zopfgruppen betrachtet, die bei der Defi-
nition des Operadenbegriffs verwendet werden. Dafiir miissen diese Quotienten auf
bestimmte Art und Weise miteinander vertréglich sein. Der Zweck dieser Quotienten
besteht darin, dass die assoziative Operade so definiert werden kann, dass sie einer-
seits durch Erzeugende und Relationen wie im klassischen Fall beschrieben werden
kann und dass sie andererseits die Lie-Operade als Unteroperade enthélt.

Im dritten Abschnitt werden gezopfte Operaden eingefiihrt. Fiir symmetrische
Operaden existiert neben der in der Einleitung skizzierten Definition eine dquivalente
Beschreibungsmaoglichkeit. Diese Operaden kénnen als Monoide in einer monoidalen
Kategorie aufgefasst werden. Hierfiir sei auf [GJ94], [SO99] und [KaMO01] verwiesen.
Wihrend die erste Variante fiir konkrete Beispiele gut geeignet ist, ist die zweite
Variante bei theoretischen Betrachtungen vorteilhaft. Hier werden fiir die gezopften
Operaden beide Definitionen angegeben, wobei der Schwerpunkt zunéchst auf der
Definition als Monoid in einer geeigneten monoidalen Kategorie liegt. Als Beispiel
fiir eine gezopfte Operade wird die assoziative Operade betrachtet.

Der vierte Abschnitt behandelt Algebren iiber Operaden sowie die einer Operade
zugeordnete Monade. Diese Begriffe sind dabei so gewéhlt, dass Algebren iiber einer
Operade und ihrer zugehorigen Monade {ibereinstimmen. Die zur assoziativen Ope-
rade gehorige Monade ist dabei zur Monade A aus Abschnitt 1.2 isomorph. Existiert
ferner zu jedem Objekt V' aus der Grundkategorie C eine Endomorphismenoperade
¢nd(V), so entsprechen fiir jede Operade O die O-Algebrenstrukturen auf V' den
Operadenmorphismen O — End(V).

Schliellich wird fiir die Kategorie der Yetter-Drinfeld-Moduln {iber einer endli-
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40 Kapitel 2. Operadenbeschreibung

chen abelschen Gruppe die Lie-Operade so als Unteroperade der assoziativen Opera-
de definiert, dass die zugehorige Monade zur Monade L aus Abschnitt 1.4 isomorph
ist.

Sofern nicht explizit etwas anderes gesagt wird, besitze die Grundkategorie C
in diesem Kapitel dieselben Eigenschaften wie im ersten Kapitel, d.h., C ist eine
abelsche, gezopft monoidale und kovollstéindige Kategorie, fiir die der Tensorfunk-
tor in jedem Argument additiv und exakt ist und Kolimites erhilt. Zudem wird
angenommen, dass C strikt ist.

2.1 Prialiminarien

Bei der Definition von Operaden iiber der Kategorie C kénnen nicht beliebige Objek-
te aus C zugelassen werden. Vielmehr wird eine volle Unterkategorie Cs von C verwen-
det. Diese enthalte genau diejenigen Objekte V aus C, die Tg/yv ) T‘(;’W = idygw fiir
alle Objekte W erfiillen. Dann {ibertragen sich alle oben aufgefiihrten Eigenschaften
von C auf die Kategorie Cs. Dabei ist C; sogar symmetrisch.

Fiir diese Arbeit stellt die Kategorie YDX der (rechtsseitigen) Yetter-Drinfeld-
Moduln iiber einer Hopfalgebra K das wichtigste Beispiel der Grundkategorie C dar.
Die linksseitige Version dieser Kategorie wurde in [Yet90, Definition 3.6] eingefiihrt.

Definition 2.1.1. Ein (rechtsseitiger) Yetter-Drinfeld-Modul {iber einer Bialgebra
K ist ein Vektorraum V', der sowohl ein K-Rechtsmodul als auch ein K-Rechtsko-
modul ist, so dass fiir alle h € K undv e V

Vi) - b1y @ vpaphiay = (V- hz))o) © by (v - hez))py (2.1)

gilt. Hierbei wurden fiir die Komultiplikation von K und die Komodulstruktur von
V' die Schreibweisen Ag : K — K ® K, h = hqy ®@ hpy bzw. 6 : V — V ® K,
v v ® vy verwendet. Dabei handelt es sich um eine Variante von Sweedlers

Sigma-Notation. Die Morphismen in YD¥ sind die K-linearen und K-kolinearen
Abbildungen.

Satz 2.1.2. Sei K eine Hopfalgebra mit bijektiver Antipode. Dann ist durch

vw VW =WV, v@w— we ®v-wy (2.2)
fiir Objekte V- und W aus yD§ eine Zopfung auf yD§ definiert.
Beweis. Analog zu [Yet90, Theorem 5.2 und 7.2]. O

Damit die Kategorie yD% gezopft ist, wird im Folgenden stets angenommen,
dass K eine Hopfalgebra mit bijektiver Antipode ist. Mit #hnlichen Methoden wie
im Beweis des Theorems aus [Par01] kann nun C; fiir C = YDE bestimmt werden.

Lemma 2.1.3. Fir ein Objekt V' aus y@ﬁ gilt genau dann Twy o Tv,w = idvew
fir alle W aus y@ﬁ, wenn V die triviale Modul- und Komodulstruktur besitzt.
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Beweis. Zunéchst wird angenommen, dass Ty, oy, = idygw fiir alle W aus y@ﬁ
gilt. Dies wird auf W = K angewendet, wobei K beziiglich der reguléren Operation
(z - h == xh) und der koadjungierten Kooperation (6(h) := h(z) @ S(h))h()) ein
Yetter-Drinfeld-Modul ist. Fiir v ® 1 € V ® K gilt dann

vel=7(v®1)=71(1®v)= Vg v

Somit ist die Komodulstruktur von V trivial.

Die Hopfalgebra K ist auch mit der adjungierten Operation (z-h := S(h))zh(2))
und der koreguléren Kooperation (6(h) = h(1)®h(y)) ein Yetter-Drinfeld-Modul iiber
sich selbst. Somit gilt firv @ h e V@ K

vRh= 7-2(1) ® h) = T(h(l) QU - h(Z))
= (v hez))o) ® S((v - he))pha) (v he)p-

Wendet man hierauf id ®e an, so ergibt sich

ve(h) = (1) : h(Q))[O}E (S((U h ) (h(l ) € ((1) h )
= (v h)je ((v-h)py) € ((U h)ig)) =v-h,

d.h., die Modulstruktur von V ist trivial.
Sei nun umgekehrt die Modul- und Komodulstruktur von V trivial. Ist dann W
ein beliebiger Yetter-Drinfeld-Modul, so gilt

7'2(2) Rw) = T(w[o} Q- wm) = T(w[o} ® ve(wm))
=7(wRv)=vQuw-1=v@w

fiir alle v € V und w € W. Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Zur Durchfithrung von universellen Rechnungen mit der Zopfung wird die Zopf-
kategorie verwendet, die die freie gezopfte strikt monoidale Kategorie iiber einem
Erzeuger ist. Diese Kategorie ist aus den Zopfgruppen aufgebaut.

Die Zopfgruppen und die symmetrischen Gruppen seien mit B,, bzw. S;, bezeich-
net. Hierbei sind By, By, Sp und S; gleich der trivialen Gruppe. Fiir n > 2 wird B,

von den elementaren Zopfen by, ..., b,_1 erzeugt mit den Relationen
bzb]bl = bjbl'bj, falls ’Z — ]| = 1, (23)
bibj = bjbi, falls ’Z — ]’ > 2, (2.4)
und S, wird von den Transpositionen ¢; := (i i + 1), ¢ = 1,...,n — 1 erzeugt mit

den Relationen
tit]‘ti = tjtitj, falls ’Z - ]’ = 1, (2.5)
tit; = t;t;, falls ’Z — ]’ > 2,
t2=ec fiir 1 <i<mn-—1. (2.7)
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Hierbei bezeichnet e oder auch e,, das neutrale Element von B,, und S,,.

Sei m = m, : B, — S, der kanonische Epimorphismus mit b; +— ¢; fiir
i=1,...,n — 1. Wie iiblich wird auch kurz b fiir das Bild von b € B,, unter m,
geschrieben. Der Kern von 7, heiflt reine Zopfgruppe und wird mit P, bezeichnet.

Im Weiteren wird ein Schnitt von m, benéttigt. Dazu sei zunéchst fiir jede Per-
mutation s € S, die Menge der Fehlstdnde von s mit

F(s) :=Fn(s):={(,5) |1 <i<j<mn,s(i)>s()}

bezeichnet. Dann heifit 4(s) := |F(s)| die Linge von s. Dieser Wert ist gleich der
minimalen Anzahl an Faktoren, die benétigt werden, um s als Produkt in den Er-
zeugern ti,...,t,—1 zu schreiben.

Die Lingen von s und t;s unterscheiden sich um genau 1: Ist s71(i) < s~ (i +1),
so gelten F(t;s) = F(s)U{(s71(i),s (i + 1)} und £(¢;s) = £(s) + 1. Andernfalls ist
F(s) = F(t;s) U{(s71(i +1),s71(3)} und £(t;s) = £(s) — 1.

Lemma 2.1.4 ([CR87, 64.20]). Es gibt genau einen Schnitt L = L,, : S, — By,
von m, : B, — S, mit L(e) = e, L(t;) = b; firi =1,...,n—1 und L(s1s2) =
L(s1)L(s2) fiir s1,s2 € Sy, mit £(s152) = (s1) + £(s2). d

Bemerkung 2.1.5. Ausgehend von der Zopfgruppe B,, bzw. der zugehorigen Grup-
penalgebra werden im Folgenden die verschiedensten Gruppen bzw. Algebren kon-
struiert. Diese ergeben sich durch sukzessive Restklassenbildung oder die Bildung
eines Ringes von Briichen. Die dabei auftretenden Homomorphismen vom Ausgangs-
objekt in das neu konstruierte Objekt und ihre Verkettungen werden kurz als kano-
nische Homomorphismen bezeichnet. Des Weiteren werden die Bilder von Elementen
aus B, oder kB,, unter diesen kanonischen Homomorphismen genauso wie in B,, bzw.
k By, bezeichnet, falls klar ist, in welcher Gruppe bzw. Algebra gerechnet wird.

Die Zopfkategorie B ist nun eine gezopfte strikt monoidale Kategorie. Die Objekte
von B sind die nicht negativen ganzen Zahlen, und die Morphismenmengen sind
durch
B,, falls m =n,

0 sonst

B(m,n) = {

gegeben. Hierbei werden Morphismen aus B(n,n) entsprechend der Multiplikation
von B, verkettet. Das Tensorprodukt ist fiir Objekte durch die Addition definiert,
und auf Morphismen ist es durch die Gruppenmorphismen ® : By, X B, — Bpin
mit b; ® e, := b; und e,, ® b; := by, 4; gegeben.

Fiir i < j seien d;j := bj_1---b; und u;; := b; - - - bj_1. Dann ist die Zopfung von
B durch die Morphismen

B . _
Tmn "= dl,n+1d2,n+2 tee dm,m+n = Unn+mUn—1,n+m—1 """ Ul,m+1

definiert. Die Kategorie B besitzt die folgende universelle Eigenschaft.
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Satz 2.1.6 ([Kas95, Korollar XIII.3.8]). Sei D eine gezopfte strikt monoidale
Kategorie. Dann gibt es zu jedem Objekt V aus D genau einen gezopften strikten
Tensorfunktor ¢ : B — D mit ¢(1) =V. O

Analog kann die symmetrische Kategorie S definiert werden, falls anstelle der
Zopfgruppen die symmetrischen Gruppen verwendet werden.

Zur Handhabung von Morphismen, die aus der Zopfung durch Tensorproduktbil-
dung und Verkettung aufgebaut sind, wird der Formalismus der verallgemeinerten
Funktorkategorien benutzt. Dazu sei D eine gezopfte strikt monoidale Kategorie. Mit
D" sei das kartesische Produkt von n Kopien der Kategorie D bezeichnet. Insbeson-
dere besitzt also DY genau ein Objekt und einen Morphismus, d.h., D ist isomorph
zum Einsobjekt beziiglich des kartesischen Produktes. Der Einfachheit halber wird
D™ x D™ mit D™ identifiziert.

Fiir jede Permutation s € S, sei D° : D" — D" derjenige Funktor, der die
Komponenten von D" entsprechend der Permutation s vertauscht, d.h., fiir Objekte
Vi,...,Vp aus D gilt D3(Vi,..., Vo) = (Ve-1(1), - - -5 Vs-1(n))- Insbesondere ist dann
Dén = idpn, und fiir s,t € S, gilt Dt = D% o D!. SchlieBlich sei mit ®,, : D"* — D
die Tensorproduktbildung von n Faktoren bezeichnet.

Fiir die verallgemeinerte Funktorkategorie der Kategorien A und D wird {4, D}
geschrieben. Hier wird eine Variante von [Kel72, S. 74] verwendet.

1. Die Objekte von {A, D} sind die Paare (n,T) bestehend aus einer natiirlichen
Zahl n und einem Funktor 7 : A" — D.

2. Morphismen (m,8) — (n,7) existieren hochstens im Fall m = n. Ist diese
Gleichung erfiillt, so ist ein solcher Morphismus ein Paar (s, ) aus einer Per-
mutation s € S,, und einer natiirlichen Transformation ¢ : § — T.A%.

3. Die Verkettung von (t,v) : (n,8) — (n,7T) und (s,¢) : (n,R) — (n,8) ist
durch (¢,9)(s, ) :== (ts, (P.A%)p) erklért.

4. Der identische Morphismus des Objekts (n,T) ist (e,,idy).

Ist die Kategorie D zusétzlich strikt monoidal und gezopft, so iibertragen sich
diese Strukturen auf {A,D}. Dabei ist das Tensorprodukt von Objekten und Mor-
phismen durch

(m,8) ® (n,T) := (m~+n,(8 x7T))
bzw.
(s,0) ® (t,0) = (s ®t,®(p x ¥))

erklart. Das Einsobjekt dieses Tensorproduktes ist (0,J). Hierbei ist der Funktor
J: A% — D dadurch festgelegt, dass er das einzige Objekt von A° auf das Einsobjekt
von D abbildet. Schliefflich ist die Zopfung durch die Morphismen

ﬁ;g}mm = (75 TP (8 X T)) 1 (m,8) @ (n,T) — (n,T) @ (m, 8)
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gegeben. Die Strukturdaten sind insbesondere so gewihlt, dass die Projektion auf
die erste Komponente einen gezopften strikten Tensorfunktor fPiA’D} {A,D} - S
liefert.

Aufgrund der universellen Eigenschaft der Zopfkategorie existiert nun genau ein
gezopfter strikter Tensorfunktor ¢ : B — {D, D} mit ¢P (1) := (1,idp). Fiir diesen
Funktor gilt ©?(n) = (1,idp)®" = (n, ®,). Da ¢ gezopft ist, gilt zudem
P () = Tybim) o)

Damit ist insbesondere das Bild des Morphismus b; = Tfl € By unter ¢P festge-

¥

legt. Hieraus lassen sich die Bilder aller Morphismen bestimmen, da ¢ ein strikter
Tensorfunktor ist.

Die Verkettung iP‘l{ 0P : B — S ist ein gezopfter strikter Tensorfunktor mit
(iPiD’D} o ¢P)(1) = 1. Somit handelt es sich hierbei um den kanonischen Funktor
von der Zopfkategorie in die symmetrische Kategorie. Damit sind die ersten Kom-
ponenten der Bilder unter ¢ bekannt.

Fiir b € B, sei die zweite Komponente von ¢ (b) mit ¢’ (b) bezeichnet. Dies ist
eine natiirliche Transformation ®, — ®,D". Fiir Objekte Vi, ..., Vi, We,..., W,
gilt dann @2 (75 (Vi Vi, Wi, oo, W) = T8 o ov wheaw, - Speziell ist also
©P(b)(V,W) = T‘?W, woraus

D,D}

802D(bi)(vl, R 7Vm) = idV1 Q- idvifl ®T\1/)i,V¢+1 ® idVi+2 Q- ® ide
folgt. Des Weiteren ergibt sich

Py (1) V1@ @ Vi, W1 ® - @ Wn) = T oV, wia-aW,
= 90%)(7_775;,71)(‘/1’ vy Vi, Wy aWn)
= 902D (gpg(bl)(n% TL)) (Vi’ o 7Vm’ Wla s ,Wn)
Allgemeiner gilt fiir m,nq,...,n, € N, b € B, und Objekte Vj;, 1 < i < m,
1<j<n;ausD
@%)(b)(‘/ll ® U ® V1n17' . 7Vm1 ® e ® anm)
= (102D((pg(b)(n17 vee 7nm))(vll7 cee 7anm)-
Abschlieflend soll noch kurz auf Modulkategorien und Monoidalgebren eingegan-
gen werden. Fiir Algebren A und B in C seien mit 4C, Cp und 4Cp die Kategorien
der A-Linksmoduln, der B-Rechtsmoduln bzw. der (A, B)-Bimoduln in C bezeich-
net. Fiir die Strukturabbildung eines A-Links- bzw. eines B-Rechtsmoduls M wird
die Notation Ay = )\3\4/1 :A® M — M bzw. ppr = p¥ : M ® B — M verwendet.

Das Tensorprodukt von C induziert nun zwei unterschiedliche ,, Tensorprodukte”

auf den Modulkategorien. Zum einen ist ein Bifunktor ® : 4Cc X BCp — AeBCosD
auf Objekten durch

((M7AM7PM)7(N7AN7PN)) = (M®N,()\M ®)\N) o (1dA® 7'27]\/[ ®1dN),
(pvr @ pv) o (idwr @75 0 @idp))

(2.8)
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erklart. Andererseits ist ein Bifunktor
% : ACg x gCc — ACc

iitber die Wahl von Differenzkokerndiagrammen

oM @ idy
M®B®N— Me N DN
idy ®AN

definiert. Dabei ist die (A, C')-Bimodulstruktur von M ® N dadurch festgelegt, dass
B

M® N
B

der Epimorphismus gy x ein Morphismus von Bimoduln ist. Ferner ist das Tensor-
produkt der Morphismen f: M — M’ und g : N — N’ durch die Gleichung

qu.no(feg) =(f %) 9) © qM,N

charakterisiert. Diese beiden Tensorprodukte sind jeweils bis auf Isomorphie asso-
ziativ.

Fiir einen A-Linksmodul M induziert die Strukturabbildung Ay : AQ M — M
einen Isomorphismus

XM:Xf/[:A<§M—>M

von A-Linksmoduln, der natiirlich in M ist. Dieser Isomorphismus ist durch die
Gleichung Ay = Amoq a,m festgelegt und besitzt g4, o (na ® idas) als Umkehrab-
bildung.

Die beiden gerade beschriebenen Arten der Tensorproduktbildung sind bis auf
Isomorphie miteinander vertauschbar. Um dies zu konkretisieren, sei fiir n > 1 die
Permutation s,, € Sy, durch

(k) = 2k — 1, falls k < n,
12k —n), falls k>n

definiert. Ferner sei sg := ey € Sy gesetzt. Mit Eij =tj 11 und Usj =5 tj1 =

dl-_jl fiir 4 < j gilt dann s, = (e2 ® $p—1)U2n+1 = (Sn—1 @ €2)dp 2p—1 fiir alle n > 1.

Lemma 2.1.7. Seien A;, B; und C; Algebren in C sowie M; € 4,Cp, und N; € p,Cc,
Bimoduln firi=1,...,n. Dann gibt es genau einen Morphismus

Mi®--@M,) ® (N1®---®Nn)—»(MlgaNl)@---@(Mng@ Ny),
1 n

so dass
¢g(L(Sn))(Ml7"'7M7L7N17---7Nn)
M@ @M @N1®--@ Ny, Mi®N1® - ®@Mn®Nn
(M1®@--®@Mn)  ®  (N1®-QNn) (M1 ® N1)®--®(Mn @ Np)
B1®--®Bn By Bn

kommutiert. Dies ist ein Isomorphismus von (A1®- @ A,,C1®---®Cy)-Bimoduln,
der natiirlich in den M; und N; ist. O
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In der Kategorie C lassen sich wie im klassischen Fall Monoidalgebren bilden.
Diese Monoidalgebren werden von einem Tensorfunktor Set — C von der Kategorie
der Mengen nach C induziert. Dieser ist auf Objekten durch S+ [ g1 definiert.

Konkret ist fiir ein Monoid G in der Kategorie der Mengen die zugehorige Mo-

noidalgebra in C durch
IG = < H LVIGﬂ?IG>

geqG

gegeben. Werden die Inklusionen in das Koprodukt mit ¢, : I — IG bezeichnet, so
ist die Multiplikation von IG durch Vg o (1 ® t,) = tgn charakterisiert. Ferner gilt
fiir die Einheit ;g = te, wobei e das neutrale Element von G ist.

Sind GG1 und G5 Monoide in der Kategorie der Mengen, so existiert ein natiirlicher
Isomorphismus I(Gy x Gg) 2 IG1 ® IGs.

Fiir die Moduln iiber einer Monoidalgebra I'G existiert ein dquivalentes Konzept.
Anstelle von Moduln M und N mit Strukturabbildungen Ay : IG® M — M
bzw. py : N ® IG — N konnen auch Darstellungen, d.h. Monoidhomomorphismen
A = Xj\Gd : G — End¢(M) bzw. py = p% : G°P — Endc(N) verwendet werden.

2.2 Zopfgruppensysteme

Zopfgruppensysteme lassen sich als Quotientenkategorien der Zopfkategorie B ver-
stehen, auf die sich die monoidale Struktur von B iibertrigt.

Definition 2.2.1. Eine Familie Z = (Z,,),en von Quotientengruppen Z,, = B,,/N,
der Zopfgruppen B,, heiffit Zopfgruppensystem, falls N,, C P,, und N, ® N;, € Nypin
fiir alle m,n € N gelten. Ein Zopfgruppensystem Z = (Z,,) heifit endlich, falls alle
Gruppen Z,, endlich sind.

Die Bedingung N,, C P, ist gleichbedeutend damit, dass 7, : B, — S, liber
den kanonischen Epimorphismus ¢,, = ¢Z : B,, — Z,, faktorisiert, d.h., es gibt genau
einen Homomorphismus 72 : Z,, — S, mit 7, = 72 o ¢Z.

Des Weiteren ist N,,, ® N, € Np,1p, dquivalent zur Existenz eines Gruppenho-

momorphismus ® : Z,, X Zy, — Zm4n, der das Diagramm

B,, x By, Briin
gm X Qqn dm-+n
Zom X L Lmtn

kommutativ macht.

Aus einem Zopfgruppensystem kann man wie vorher im Fall der Zopfgruppen
eine gezopfte strikt monoidale Kategorie Z konstruieren. Dann ist der Funktor
Qz : B — Z, der auf Objekten die Identitét ist und auf Morphismenmengen durch
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die kanonischen Morphismen ¢,, gegeben ist, ein gezopfter strikter Tensorfunktor. Im
Weiteren wird ein Zopfgruppensystem mit der eben definierten Kategorie Z identi-
fiziert.

Definition 2.2.2. Sei Z = (Z,,) ein Zopfgruppensystem.

1. Eine gezopfte strikt monoidale Kategorie D faktorisiert {iber Z, wenn der
Funktor P : B — {D,D} iiber Qz : B — Z faktorisiert, d.h. ein Funktor
PP Z — {D,D} mit pP = B> o Qz existiert.

2. Z heifit reflexiv, wenn Z iiber sich selbst faktorisiert.

Die fiir diese Arbeit wichtigsten Beispiele von Zopfgruppensystemen sollen nun
behandelt werden. Fiir m,n € N bezeichne P,, ;, den von den Relationen

bib; =b5b;  fiir 1 <i,j <n, (2.9)
bIm=e fir 1 <i<n (2.10)

erzeugten Normalteiler von B,,. Damit sei By, , := By, /Py, sowie By, == (Bmn)nen-
Man beachte, dass im Fall m = 0 die zweite Familie der obigen Relationen keine
Bedingungen liefert. Mit ¢, , : By, — By, sei der kanonische Epimorphismus be-
zeichnet.

Da die erzeugenden Elemente von P, ,, in der reinen Zopfgruppe enthalten sind,
gilt P, , < P,. Deshalb faktorisiert m,, : B, — S, iiber ¢ : By, — Byn, d.h., es
gibt genau einen Homomorphismus 7., : Bpp — S, mit m, = Tpypn © ¢y pn. Der
Kern von my, ,, ist gleich K, p, := P,/ Py p.

Die Gruppe By, ist dann isomorph zu einem verschrénkten Produkt von K, ,,
mit S,. Bevor dieses verschrinkte Produkt und der zugehorige Isomorphismus
Bmn — Sn#omn, Kmn niher beschrieben werden, soll zum besseren Versténdnis
kurz die allgemeine Situation dargestellt werden. Vergleiche hierzu [Mon93, 7.1.6],
wobei das verschrinkte Produkt dort allerdings andersherum gebildet wird.

Sei also G eine Gruppe, N ein Normalteiler von G, G := G/N die zugehorige
Faktorgruppe und 7 : G — G der kanonische Epimorphismus. Hierzu sei ein Schnitt
v : G — G von 7 gewihlt, d.h., es gelte T oy = idz. Der Einfachheit halber wird
zudem angenommen, dass dieser Schnitt das neutrale Element erhalt, d.h. v(e) = e
erfiillt. Ferner sei - : N x G — N durch n -z := (%) 'ny(Z) sowie der Kozykel
o :GxG — N durch o(z,9) := v(Zy) " 'v(Z)y(y) definiert. Dann stimmt das
verschrinkte Produkt G#,N von N mit G als Menge mit G x N {iberein. Die
Multiplikation ist durch

(Z#m) (y#n) = zy#o(2,y)(m - y)n
definiert, und das neutrale Element ist durch e#e gegeben. Des Weiteren sind die
Morphismen G — G#,N, © — 7#~(Z) "'z und G#,N — G, T#n — ~(Z)n zuein-
ander invers. Entsprechendes gilt auch fiir die zugehérigen Gruppenalgebren.
Nun soll zunéchst die Gruppe K, , ndher untersucht werden. Dazu werden die
nachstehenden Resultate herangezogen.
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Lemma 2.2.3 ([Art47a, Formel 29]). Fir 1l <i<j sei

Ayji=b;_1- b b2 bfll — bi_l b2 1bj o by

(T B - Jj—2"]—
Dann gilt
(A, falls r<i—1,i<r<j—1,
j<r oder r=1=j5—1,
Ajiq g, alls r=1<j—1,
brAUb;l _ i+1,7 f ‘ J
A+, falls 7= j,
A;leifl,inj, falls r=1— 1,
Ajfl,in,jflAj__lea falls i<r=j5—-1
firr>1undl <i<j. O

Theorem 2.2.4 ([Art47a, Theorem 17 und 18]). Die reine Zopfgruppe P, wird
von A;j, 1 <i < j <n mit den Relationen

(Aij’ falls i<j<r<s

oder 1 <r <s<j,
Aps A At = ATV A A, falls i<j=r<s,
A AL A Ai Ay, falls i <71 <s=j,
\Ai_slAi_rlAiSAirAijAﬁlA;lAirAis, falls i<r<j<s

erzeugt. ]

Sei Py, ,, gleich dem von den Relationen

AijAk:l = AklAij firl <i< 1<nund 1 <k<l<n, (211)
Al =e firl<i<j<n (2.12)

erzeugten Normalteiler von P,. Ziel ist es dann zu zeigen, dass P, und P},
iibereinstimmen, da sich hieraus unmittelbar der Isomorphietyp von K, ,, ergibt.

,n

Lemma 2.2.5. Die Gruppe P,/P,, ,
Kopien der zyklischen Gruppe Z]/(m).

ist isomorph zum direkten Produkt von (g)

Beweis. Aufgrund von Theorem 2.2.4 und der Definition von P?Ql,n ist die Gruppe
P,/ P,, ,, isomorph zu einer Gruppe, die von den (3) Elementen A;;, 1 <i<j<n
mit den Relationen aus Theorem 2.2.4 sowie den Relationen (2.11) und (2.12) erzeugt
wird. Da aber die Relationen aus Theorem 2.2.4 eine Konsequenz der Relationen
(2.11) und (2.12) sind, wird diese Gruppe auch von den A;;, 1 <i < j <n mit den
Relationen (2.11) und (2.12) erzeugt. Diese Gruppe ist aber isomorph zum direkten
Produkt von (g) Kopien der zyklischen Gruppe Z/(m). O
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Zur Vereinfachung der Notation wird Aj; = A;; fir 1 < ¢ < j gesetzt. Da
Py, und P, Normalteiler von B, sind, induziert die Konjugation von B, eine

Linksoperation - : B;, X Ky, — Kyp, b- T 1= bxb—1.

Lemma 2.2.6. Fir die Linksoperation b- Z := bxb=! von B,, auf K, , gilt
b-Aij = Ayi) by

Beweis. Es geniigt, die Gleichung fiir die Erzeuger b,, 1 < r < n von B,, zu zeigen,
d.h. B,J—lijg,fl = Atr(i),tr(j) in By, . Mit Ausnahme der Félle r =i —1und i <r =
j — 1 folgt dies unmittelbar aus Lemma 2.2.3.

Zunichst wird der Fall » = 7 — 1 behandelt. In B,, , gilt l_)?fll_)? = B?l_)?fl bzw.
dquivalent dazu l_);ll_)?_ll_)i = l_)il_)?_ll_)ZI. Mit Lemma 2.2.3 folgt dann
A7 = bjo1 - b1 by 20;b7_1b;7 b

1 b b
—byq Bi+16;15?,15i5;f1 o Bj—*ll

i Yi41 "

Im Fall ¢ < r =j — 1 gilt unter Verwendung von Lemma 2.2.3

1— qu,jfl@',j—pzljf_ll’j = 5?_1(1_);1 e l_);_135§_QZ_Jj,3 e l_)l-) :
—pL... b;ﬁlsb?_lb?_Qb;Elbjizs c by

= b BB by by = A = Ay i)

b, Aub

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Korollar 2.2.7. In K, ,, gilt flijflkl = f_lklf_lij.

Beweis. Es ist flklfll-jfl,;ll = Ay - fll-j = Aﬁkz(‘),ﬁm(j) = flij, da die Identitidt die

K]
unterliegende Permutation von Ay, ist. O

Lemma 2.2.8. Es gilt Pppn = Py, -

Beweis. Wegen A; ;11 = b? sind die erzeugenden Relationen von P, ,, eine Teilmenge
der erzeugenden Relationen von P, . Somit ist zum Nachweis von P, C P}, ,

ausreichend zu zeigen, dass P/ . ein Normalteiler von B, ist. Hierzu wiederum
)

geniigt zu zeigen, dass das Konjugieren der erzeugenden Elemente von P?Qm,n nicht
aus dieser Menge herausfiihrt. Konjugation eines Kommutators AijAklA;le,;ll mit
b € By, ergibt den Kommutator der beiden Elemente bAijbfl, bAyb~! € P,. Dieser
Kommutator ist aber in Py, ,, enthalten, da P, /Py, ,, abelsch ist. Ferner liegt im Fall
m > 1 das Element bAJIb~! = (bA;;b~")"™ in Py, ,, da die Gruppe P,/P},, vom

m,n>’
Exponenten m ist.
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Umgekehrt liegen die Elemente AijAklA;le;ll nach dem vorstehenden Korollar
in P, . Ferner sind auch die Elemente A;? = bj_1--- lebZZmb;_:l e b;_ll in P,y
enthalten, da sie Konjugierte von erzeugenden Elementen von P, , sind. Somit ist

auch Py, ,, C Py, gezeigt. O

Damit ist die Struktur von K,,, gekliart. Zudem faktorisiert die Rechtsopera-
tion Z - b := b—lzb von B,, auf K,, , iiber die symmetrische Gruppe Sj,. Somit ist
die fiir das verschrénkte Produkt benétigte Abbildung - : K, , X S,, — K, un-
abhéngig vom gewihlten Schnitt und eine Rechtsoperation von S,, auf K,,, durch
Gruppenautomorphismen. Diese Operation ist durch Aij t= fltﬂ(i)’tﬂ(j) festgelegt.

Zur vollstdndigen Beschreibung des verschrinkten Produktes muss jetzt nur noch
der Kozykel angegeben werden. Dessen Definition erfolgt unter Verwendung eines
Schnittes von 7y, @ By — Sp. Sel Lyy = @mm o Ly Sy, — Bppn. Wegen
Tmn © Lmn = Tmmn © @mp © Ly = 7, 0 L, = idg, ist dies ein Schnitt von 7, .
Dieser Schnitt erfiillt Ly, ,,(e) = e sowie Ly, n(5t) = Ly n(S)Lm () fiir s,t € S, mit
L(st) = L(s) + £(t).

Satz 2.2.9. Fir s,t € S, sei

Omn(s,t) == H flij = H flij € K-
i<J (4,)EFn (t)\Fn (st)
t(1)>(5)
st(i)<st(j)
Dann gilt Ly, n(S)Limn(t) = Liyn(st)omn(s,t), d.h., omy ist gleich dem Kozykel,
der durch den Schnitt Ly, , gegeben ist.

Beweis. Die Behauptung wird durch vollstdndige Induktion nach £(s) bewiesen.
Im Falle ¢(s) = 0 gilt s = e,,. Damit ist

Tmn(8,1) = Tm,n(en,t) = H Aij = e,
(4,9)EFn(t)\Fn (t)
woraus
Lm,n(s)Lm,n(t) = me(t) = Lm,n(St) = Lm,n(St)O'mJL(S,t)
folgt.

Fiir den Induktionsschritt wird die Giiltigkeit der Gleichung fiir alle s,t € S,
mit £(s) = m angenommen. Dann ist die Gleichung fiir s,¢ € S, mit 4(s) = m+1 zu
zeigen. In diesem Fall existieren § € S, sowie 1 <7 < n mit £(5) = m und s = ¢,5.
Dann gelten 571(r) < 5 Y(r + 1) und F,,(s) = F,(3) U{(57'(r), 5 (r + 1))}. Ferner
ist

Lm,n(S)Lm,n(t) = Lm,n(trg)Lm,n(t) = Lm,n(tr)Lm,n(g)Lm,n(t)
Lunn(t) Lo (38) 0 (3. 1).

1<

Nun erfolgt eine vollsténdige Fallunterscheidung nach £(¢,.5t) = £(st).
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Zunichst wird der Fall £(t,.5t) = £(5t) — 1 behandelt. Mit k := (5t)~(r + 1)
und [ := (5t)7!(r) gelten dann k < [ und F,(5t) = F,(st) U{(k,1)}. Ferner ist
(k,1) € Fr(t), da t(k) =5 1(r +1) > 5 1(r) = t(I) gilt. Damit ist

Omn(S,t) = 11 Aij = Ap 11 Aij = A omn(3,1).
(4,7)€Fn (8)\Fn (st) (4,7)€Fn (t)\Fn (51)

Hiermit ergibt sich die Behauptung, denn es gilt

Lmn(tr)Lmn(§t)Umn(§ t) = Ly (tr) L n(trst)om (3, 1)

(tr)? Linn(5)0mn(5,t) = A p 11 Linn(58)0m,n(5,1)

= Linn(st)A(s)-1(),(st)-1 (1) Tm,n (5, 1)
(st)

= Ly n(st Aklamn(s t) = Lyn(5t)0mn(s,t).

Andernfalls ist €(t,5t) = £(5t) + 1. Wegen Ly, (t;) Ly n(5t) = Ly, n(st) ist dann
Omn(8,t) = Omn(s,t) bzw.

H Aij = H Aij

(4,7)€Fn(t)\Fn (51) (4,7)€Fn (8)\Fn (st)

zu zeigen. Mit k := (5t)71(r) und [ := (5t)"(r + 1) gelten nun k < [ und F,(st) =
F.(5t) U{(k,1)}. Somit ist noch (k,l) & F,(t) zu zeigen. Dies ist aber erfiillt, denn
es gilt t(k) =571(r) <5 Hr+1) =t(l). O

Korollar 2.2.10. 0 : Bin — Sn#tom., Kmpn, bi — ti#te ist ein Isomorphismus
von Gruppen. Hierbei ist die Multiplikation im verschrdnkten Produkt Sn# ., . Kmn
durch (s#Z)(t#y) = st#omn(s,t)(Z - t)y gegeben, wobei oy, , der Kozykel aus dem
vorstehenden Satz ist und die Rechtsoperation von Sy, auf den Erzeugern von K, ,
durch A;j -t = A~ L(a),e-1(j) erklirt ist.

Ferner gelten (7, n 0 Qm}n)(s#f) =5 und (Omn © Limn)(s) = s#e firs € Sy, und
T € Kpyp, d.h., der kanonische Epimorphismus Ty, n @ By — Sp und sein Schnitt
Ly besitzen beziiglich Sp#s,, ,, Kmn eine besonders einfache Gestalt. ]

Aus der Darstellung von B,, ,, als verschranktes Produkt geht insbesondere her-
vor, dass diese Gruppe fiir m > 1 endlich ist. Dies ist entscheidend dafiir, dass eine
Operade angegeben werden kann, die die Kategorie der Lie-Algebren beschreibt.

Lemma 2.2.11. B, = (B, n)nen ist ein reflexives Zopfgruppensystem.

Beweis. Zunichst einmal ist P, ,, in P, enthalten. Damit B, ein Zopfgruppensystem
ist, muss dann noch gezeigt werden, dass P, , X P, s durch den Homomorphismus
® : B, x By — B,4s nach P, .4, abgebildet wird. Hierzu geniigt zu zeigen, dass
erzeugende Elemente des Normalteilers P, , X P, s durch ® in P, .5 abgebildet
werden. Erzeugende Elemente von P, , x P, erhdlt man aus den erzeugenden
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Elementen von P, , und P, ,, die den Relationen (2.9) und (2.10) entsprechen. Diese
werden aber durch den Homomorphismus ® offensichtlich nach P, ., abgebildet.
So gilt zum Beispiel e, ® b?b?b;2b;2 = b?Jrrb?Jrrb;frb;fr € P r4s. Somit ist B, ein
Zopfgruppensystem.

Es bleibt noch zu zeigen, dass B, reflexiv ist. Die erzeugenden Relationen
von P, ergeben sich aus b3™ = ey und b3b3 = b3b3 durch Tensorproduktbil-
dung mit Einselementen. Deshalb geniigt zu zeigen, dass 902m(b%m) = idg und
OO (b2) 5™ (b3) = 5™ (02) 5™ (b3) gelten. Seien dazu ki, ko ks € N, 7 := ky + ky
und s := k1 + ko + k3. Dann ist die Identitéat die unterliegende Permutation von

05 (07) (k1, k) = @5 (b1) (Ko, kr) 0 05 (by) (k1 ko) = 7o, 0 Tom..

Somit liegt cpgm (b3)(k1,k2) in der Untergruppe Ky, von B,,. Analog folgt
o5 (03) (1, k2, k), @5™ (03) (k1, k2, k3) € Kpm.s- Da aber K,, s abelsch ist und Ky,
im Fall m > 1 vom Exponenten m ist, ergeben sich hieraus die Behauptungen. Also
ist B,, reflexiv. O

Lemma 2.2.12. Sei G eine endliche abelsche Gruppe vom Exponenten m > 1. Dann
faktorisiert die Kategorie y’Dﬂzg tber Byy,.

Beweis. Da der Grundkorper k algebraisch abgeschlossen ist und die Charakteristik
0 besitzt, ist die Kategorie nyﬂzg halbeinfach, und alle einfachen Objekte sind eindi-
mensional. Siehe hierfiir zum Beispiel [AG99, Satz 3.1.2]. Sind U, V und W einfache
Objekte in VDS, so ist iy omvw : V@ W — V @ W gleich der Multiplikati-
on mit einer m-ten Einheitswurzel, woraus (rw,y o Ty.w)™ = idygw folgt. Ferner
kommutieren (TV,U o TU,V) ® idy und idy ®(TW,V o TV,W)-

Da jedes Objekt aus yD]ﬁig isomorph zu einer direkten Summe einfacher Objekte
ist, gelten die obigen Aussagen auch fiir beliebige Objekte U, V und W. Wie im
vorstehenden Lemma ergibt sich hieraus die Behauptung. U

2.3 Operaden in gezopften Kategorien

Operaden werden in Abh#ngigkeit von Zopfgruppensystemen definiert. Sei dazu Z =
(Z,) stets ein reflexives Zopfgruppensystem, iiber das die Kategorie C faktorisiert.

Ziel ist es nun, die Funktorkategorie D, := CZ*" = Funk(Z°P,C;) zu einer mo-
noidalen Kategorie sowie D := CZ*" = Funk(Z°P,C) zu einer D,-Linkskategorie zu
machen. Ein Objekt F aus D, (bzw. D) entspricht also einer Familie (F(n))nen von
Objekten aus Cs (bzw. C), bei der jedes F(n) ein IZ,,-Rechtsmodul ist. Die Kategorie
Ds kann auch als Unterkategorie von D aufgefasst werden.

Seien m,n € N, und sei A eine Algebra in C. Eine wesentliche Rolle bei der Kon-
struktion des Tensorproduktes spielen die Funktoren U-Cﬁyn :D X 12,Ca — 12,,Ca.
Diese sind auf Objekten durch

Hopn@ M) = [ @Fowe-eFn,)) @ M

ni+-+nm=n 12, ®®1Zny,
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erkldrt. Hierbei ist der IZ,-Linksmodul M auch ein /7, ® --- ® [ Z,,, -Linksmodul
vermoge des Algebrenhomomorphismus 17, ® --- ® 12, — IZ,, der von dem
Gruppenhomomorphismus Z,,, X --- x Z, 2, Zy, induziert wird. Ganz analog sind
die Funktoren J-Cf%n fiir Morphismen erklért.

Die A-Rechtsmodulstruktur von }Cﬁl7n(3'", M) ist die Offensichtliche. Sie wird
von der Rechtsoperation auf dem hinteren Tensorproduktfaktor M jedes Summan-
den des Koproduktes induziert. Dagegen ist die IZ,,-Linksmodulstruktur erheblich
komplizierter und bedarf einiger Erlduterungen.

Lemma 2.3.1. Seien m,n,n1,...,nym € Nmitny +---+n,, =n, 0 € Z,, sSowie
A eine Algebra in C. Zudem seien Objekte F € D und M € 17,Ca gegeben. Als
Abkiirzung wird n}, == ng-1(3;) firi=1,...,m verwendet. Dann gibt es genau einen

Morphismus Xng,___’nm(a), der das folgende Diagramm kommutativ machit.

75 (0)(F(n1) e, F () ) @A 01 (FF (0) (01,1070m))

F(n1)®-QF (nm )M F(n})®-@F(n),) @M

(Fn))®-©F(n,)) ® M

(F(n1)®-@F(nm) ) ®
1Zn, @@ Zny, IZn,1®-»-®Ianm

Fiir diese Morphismen gelten:

1. X37M7n1,___7nm(a) ist A-rechtslinear.
2. A?,M,nl,...,nm(em) = id.

3. AF My, (0102) = AF Mm__, (1) © AF M ona,.nm (02).
72

ey L m)

4. Fiir Morphismen ¢ : 5 — G aus D und f: M — N aus 1z,Ca ist

A6t (0) © ((9(01) © -+~ ® (1) 1z ®-(-2-©®IZ /)

= () © - oeml))  © [)o g, ()
nl N,

Beweis. Der linke und rechte vertikale Morphismus in dem obigen Diagramm seien
mit ¢ bzw. ¢’ bezeichnet. Da ¢ als Differenzkokern ein Epimorphismus ist, gibt
es hochstens einen Morphismus X;q Mn,...nm(0), der das Diagramm kommutativ
macht. Umgekehrt kann die Differenzkokerneigenschaft von ¢ benutzt werden, um
die Existenz von X]—‘,M,m,...,nm(U) nachzuweisen. Dazu sei v; € Z; fir i = 1,...,m.
Ferner sei 7] := 75-1(;) gesetzt. Dann gelten

¥2 (U)(‘?(nl)v s 7§<nm)) o ﬁ?(n1)®---®?(nm)(71 X ® ’Ym)
= 25(0)(F(n1), -, F(nm)) © (Pr(n) (1) © -+ @ P, (m))
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= (ﬁsf(nfl)(%) ® -+ ® Py(ny, ) 2 ) - F(nm))
= 53—"(n’1)®---®3—"(n;n)(’)’1 Q- ® ’Ym) @S(a)(fr’"(m) s F(nm))

und

>‘M (@22(0-)(’”1’ cee 7nm)) o }‘VM (71 Q- ® 7m)

= A\m (@g(g)(nla cee anm) : (’71 - ® Vm))

(@ @) 75 (0)(n1,-.. ;)

(@ @) 0 A (B3 (0) (1, smm))

da @5 (o) und @3 (o) natiirliche Isomorphismen sind und X ein Homomorphismus

von Gruppen ist. Verwendet man zusitzlich noch, dass ¢’ ein Differenzkokern ist, so
folgt hieraus

7 o (F©@)F ), ... Flnn) © Mt (75 (0) (1, 1))
° (P F(n1)®-- ®5F(nm)(’71® ®7m)®idM)
= o (F(O)Fm), ... F(nn) © At (7 (@) (n1,.. . )

o <id3"(n1)®---®3"(nm) ®XM(71 - Vm)> .

Damit ist die Existenz von Xg,g Mny,...nm (0) gezeigt.

Die vier behaupteten FEigenschaften der Morphismen X§7M,n1,---7nm(0) erge-
ben sich nun unmittelbar aus entsprechenden Eigenschaften der Morphismen

B5(0)(F (1), ..., F(nm)) @ A (@2 (0) (1, .. ., m)). O

Korollar 2.3.2. Seien m,n € N, A eine Algebra in C, F ein Objekt aus D und M
ein (1Zy,, A)-Bimodul in C. Dann gibt es zu jedem o € Zy, genau einen Morphismus
Agea  (g.0n)(0) Hip o (F, M) — H L (F, M), so dass fir alle ny,... ,ny € N mit
niy+ -+ nym =n das folgende Diagramm kommutiert.

(F(n1)@-0F(nm)) (sf(n/l)@---@?(n;n))Ian ®.(.§.§®12n, M

®
1Zny @ ®IZny,
1

HA  (F,M) - A (F.M)

Hierbei ist wiederum nj = ng-1(; gesetzt, und die vertikalen Morphismen sind die
Inklusionen in das Koprodukt.

Durch Agea () + Zm — EndC(G{A (F,M)) ist eine Darstellung definiert.
Hiermit wird fHﬁ,n(S’, M) zu einem (IZ,,, A)-Bimodul. Ferner ist fJ-Cmn(go, f) fir
Morphismen ¢ : F — G aus D und f : M — N aus 1z,,Ca 1Z,,-linkslinear. ]
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Damit ist der Funktor 9—(;74”1 wohldefiniert. Im Fall A = M = IZ, wird auch

kurz Homn(F) fiir HLZ (F,1Z,) geschricben. Insbesondere ist dann Hp, n(F) ein
(I Zy,,17Z,)-Bimodul.

Unter Verwendung dieser Funktoren kann nun ein Bifunktor X : D x D — D
erklirt werden. Fiir Objekte F und G aus D sowie n € N sei

(FRG)( ]_[3‘ 2 Honn(9):

Ganz analog wird der Bifunktor X fiir Morphismen definiert.

Bemerkung 2.3.3. Ein Morphismus ¢ : F1 X JFy — F3 aus D ist durch eine Familie
(¥(n) : (F1 K F)(n) — 3"3(n))neN von Morphismen gegeben, bei der jedes 1(n)

1Z,-rechtslinear ist. Fir m,n,nq,...,n,m € N mit nqy + - -+ + n,,, = n bezeichne
¥, 5
p&mlnf) ) - F1(m) @ Fa(n1) @ - @ Fa(ny,)
—>9’~1( )®3’~2 ®§2(nm)®12

1) ®
—>Hiﬂ (

—Hfﬂ ) @ Haa(F2) = (F18F2)(n)

m

(Fo(m) ® - - @ Fanigy, ® 12
(Fa(na) 2(n ))zzﬁl®---®IZa~ )

ni+-+nm=n

den offensichtlichen Morphismus, der aus der Einheit von IZ,, sowie Differenzkoker-
nen und Inklusionen in Koprodukte aufgebaut ist. Dann ist ¢(n) schon durch die

Morphismen

Ymsn, ) = (n) oplotn? (2.13)

mit nqy + -+ + n,, = n bestimmt. Dabei braucht man IZ, nur auf der Einheit
zu betrachten, da ¢ (n) IZ,-rechtslinear ist. Ferner erfiillen diese Morphismen die
folgenden Bedingungen, die sich aus den vorkommenden Differenzkokernen sowie der
17Z,-Rechtslinearitét von ¢ (n) ergeben.

1. Flirv;, € Z,,, i1 =1,...,m gilt

Y(msn, ..., nm) 0 (idg, (m) @P5,0,) (1) @ -+ @ Pegy(nm) (Ym)
= DFy(n) (71 @ - @ Ym) o (MmN, ... Ny

2. Sei 0 € Z,, und seien n}, := Ng-1(;)- Dann ist

Ym;na, - nm) © (P, (m) (0) @ idgy () © - @ idgy ()
/

= Dy (n) (5 (0) (1, .. ;) 0 P(msm, ... n,)
o (id, (m) ©F5 (0)(Fa(n1), - .., Fo(nm))).
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Umgekehrt ist durch eine Familie
Y(ming, ..., ny) : F1(m) @ Fa(ny) @ - - @ Fa(ny,) — Fs(n)

von Morphismen fiir m,ni,...,ny, € Nmit n; +- - +n,,, = n ein I Z,-rechtslinearer
Morphismus ¥ (n) : (F1 X Fa)(n) — F3(n) definiert, der der Gleichung (2.13) geniigt,
falls die beiden vorstehenden Bedingungen erfiillt sind.

Im Weiteren werden noch andere Familien von Morphismen verwendet, die aus
Einheiten, Differenzkokernen und Inklusionen in Koprodukte aufgebaut sind. Diese
werden dann kurz als kanonische Morphismen bezeichnet. Damit sollen Morphismen,
die komplexe Objekte als Quelle besitzen, einfacher beschrieben werden. Dabei be-
darf es jeweils nur einer Erkldrung, warum man sich auf die Einheiten zuriickziehen
kann. Neben der obigen Begriindung liegt dies in den spéteren Féllen auch an den
auftretenden Differenzkokernen.

Zur Konstruktion des Assoziativititsisomorphismus werden einige Hilfsisomor-
phismen verwendet. Dazu seien A und B Algebren in C sowie k,m,n € N. Ferner
seien Objekte F, G € D, M € 17,C4 und N € 4Cp gegeben.

Zunichst gibt es genau einen Morphismus

R (G, M, N) : Hh (S, M) @ N — HE (3,M & N),
’ ’ A ’ A

der fiir alle nq,...,ny € Nmit ny + -+ 4+ n,,, = n das Diagramm
((9(n1)®---®9(nm))12n1 ®'(-8®12an) (?N ~ (9(n1)®---®9(nm))Ian@}@@an (M§N)
l 1)
honin (5, M,N
Honn (SM)N (SN Hn (S MEN)

kommutativ macht. Hierbei ergeben sich die beiden vertikalen Morphismen aus In-
klusionen in Koprodukte. Dann ist h,g,lb?n(S, M, N) ein Isomorphismus von (IZ,,, B)-
Bimoduln, der natiirlich in §, M und N ist.

Der zweite Isomorphismus héangt von mq,...,mg € Nmit m; +--- +myp = m
ab. Er wird mit h'? (G, M) bezeichnet und ist wie folgt definiert.

(m1,....,mg),n

Ha (G M) = I (Sm) @ @ G(nm)) © M

ni+--+nm=n 120y @@ Znyy,

I I (S(n11) @ -+ ® G(1gmy.)) ® M
nitotng Nt nim, =nt IZn11®'--®Ianmk
=n

N1t TN emy, =Nk

— I 11 (S(n11) ® -+ @ G(ngmy.))

ni+tng N1t tnimg =na
N1t TN emy, =Nk

® [(IZm®---®Ian) ® M
[Znyy @ @1 Zny,, [Zn, ®®1 Zn,,
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nit-4ng  niiteAnim =n

N1t T Nemy, =Nk

® (Ian®---®Ian)] ® M
[Zny, @ @1Zny,, [Zn, @@ Zn,

T 11 [((9<nu)®~--®9(n1ml))

nit-4ng  niiteAnimg =n

® IZm>
IZnu ®"'®IZn1m1

N1t TN emy, =Nk

R ® <(9(nk1) XK Q 9(nkmk))

® Ianﬂ ® M
12y, ®+®1 Fny, [Z) @@ Zn,,

— ]I [( I (8tu) @@ G(nim,)) ® 1Z,,) @8

nittng - N1t nimg 12y, @ @1 Zny
=N =n1

H (S(nk1) @ -+ @ G(nm,,)) ® Ian)] ® M
nk1+"'+nkmk Ian1®"'®Ianmk IZn1®"'®Ian
—

ni+-+n=n IZ"1®'"®Ian

Hierbei ist der vierte Morphismus nach Lemma 2.1.7 ein Isomorphismus. Der Iso-
morphismus hE ) ), n(9 M) ist offensichtlich (IZ,,, ®---®I1Z,y,, , A)-bilinear und

natirlich in G und M.
Schliefilich sei der Isomorphismus hS’L(? ,9, M) erklart durch

Hf]{ (5,32 (S, M))

—H [I Gm)e--eoFm) o 9GS M)

m g T2my @@L Zmy,

— I II @m)e- - oFm)

2
m m1+ -i-m,rC 12y @@L Zm,

ni+--+ng 12y @ @1 Zny,
=n

— I I [T @) e oFm))

m - mi+-t+mg n1+ -‘rn;c
=m

2
[Zmy @ @1 Zn,,

[(%ml’"l(g) ®- ‘{Hmk,nk(g)) M]

®
[Zny @@ Zn,
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~I I I [Eeeesm)

m - mittmy nitee+ng
=m —n

®
[ Zmy @ @1 Zm,,

(o (9) @ @ Hone ()] @ M

170, @ ®IZn,
—>H H H {(?(mﬂlé@ Hyn (§)) ® -+

m m1+ +my n1+ +nk m1

F Hon o M
®( (mk) Ig?nk ks k(g))} [Zm@(?@]an
— ]I KHS" my) ® ml’m(g)) 2
n1+_n+nk Zml
F Hongon M
& (H (mk) I%k k> k(9)>:| IZn1®§)®Ian

= _ /A
= m+]:[+nk((3"® G)(n1) @ @ (FKRG)(ny)) Ian®§@_®Ian M =% (FRS,M).

Hierbei wird der erste Isomorphismus von den Morphismen hgnzh ), (G, M) in-
duziert, und der vierte Morphismus ist nach Lemma 2.1.7 ein Isomorphlsmus Es ist
klar, dass hlg7n(9’, G, M) A-rechtslinear und natiirlich in &, § und M ist.

Das bisher Gesagte ist fiir beliebige Objekte F und G aus D richtig. Es wird aber
zusétzlich benotigt, dass hS’L(S’" 9, M) IZj-linkslinear ist. Um dies zu zeigen, wird
das folgende Lemma verwendet, fiir das eine zusétzliche Voraussetzung notwendig

ist.

Lemma 2.3.4. Seib € B,,, und seien V; und Wj fiiri,j = 1,...,n Objekte aus C mit
T‘(,:VJ_M o T‘%’WJ_ = idy,qw,. Als Abkiirzungen werden V; := ‘/E—l(i) und W = W5_1(j)
verwendet. Dann gilt

GSOY(VL@W, ..., Vy @ W, )ogp (L(0)(Viy ooy Vi, Wiy oo, W)
= G5 (L(sn)) (VY. Vi, Wi, W) 0 (05 (0) (Vi ..., Vi) @ @5 (B) (Wi, ..., W)
Beweis. Da ¢¢ : B — {C,C} ein Funktor ist, folgt aus der Giiltigkeit der obigen
Gleichung fiir b und b’ leicht die Behauptung fiir b’ und b~!. Deshalb geniigt es,
die Behauptung fiir die Erzeuger b; der Zopfgruppe B,, zu zeigen. Dies erfolgt durch
Induktion nach n.
Ist n = 1, so sind alle auftretenden Morphismen gleich der Identitét; und im Fall

n =2 gilt

5 (b1) (Vi @ W1, Va @ Wa) 0 5 (L(s2))(Vi, Va, W, W)

_c . c .
= Tiew, Vaew, © (Idv; @7y, w, @ idw,)
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= (idv, ©74; y, ® idwy) © (T47,v, © T, w) © (idv; ©737, 1, ® i)
o (idv, ®71, w, ® idws,)

= (idv, ®70, w, @ idwy) © (THv, ® T w,)

= @5 (L(s2))(Va, Vi, Wa, W1) © (¢ (b1)(Vi, Vo) ® 5 (b1) (W7, Wa)).

Hierbei wurde bei der dritten Umformung die Voraussetzung T€V17V2 o 7627W1 =
idy,gw, verwendet.

Beim Induktionsschritt von n > 2 auf n + 1 erfolgt eine Fallunterscheidung. Fiir
b; mit ¢ < n ergibt sich die Behauptung aus

S Vi @ Wi, ... Va1 @ Wii1) 0 05 (L(sng1)(Vis - ooy Vit Wi, oo, Wii1)
= @5 (b)) (Vi @ Wi, ..., Vi1 @ W)
0 @S(L(sn) @ea)(Viy ..., Vi, Wi, ..., Wi, Vi1, Wig1)
0 @S (dns12ns1)(Vis s Vi1, Wi, oo, W)
WS (L(sn) @ ea)(Vi, ..o, Viets Viy oo Vs Wi o Wit Wi, W, Vit Wi 1)
o (65 (b:)(Viy -, Vi) @ @5 (b)) (W, ..., Wy) @ idy, oy )
o (idvig-@v, O ., wie-ew, @ idw,,,)
WS (L(sn) @ ea)(Vi, ..o, Viets Viy oo Vs Wi o Wit Wi, W, Vit Wi 1)
o (1dv, @@V 0Vie-eVa ®T\C/n+1,W1®---®Wi+1®wi®---®wn ® idw,,.,)
o (K51 (Vi, ..., Vo) ®@idy,,, @¢5(b:)(Wh,..., Wy) @idw,., )
WS (L(sn) @ ea)(Vi, ..., Viet, Viy oo Vs Wi o Wit Wiy o, W, Vit Wi 1)
0 @S (dns1ont1) (Vi oo s Viet, Vis ooy Vi 1, Wiy o, Wi, Way o, W)
o (@5 (b:)(Vi, ..., Vas1) @ 95 (b)) (W, ..., Wii1))
= S (L(3n41) (Vis oo Vie 1, Vis oo Vi, W o Wi, Wiy, W)
o (@5 (b)) (Vi, ..., Vas) @ 95 (b)) (W, ..., Wii1)).

Wird s,41 = (e2 ® $p,)Uz n42 anstelle von s,11 = (s, ® €2)dp11,2n4+1 verwendet,
so folgt die Behauptung fiir b; mit ¢ > 1 ganz analog. Wegen n > 2 ist damit die
Aussage fiir alle Erzeuger b; von By 1 gezeigt. O

Lemma 2.3.5. Seien k,n € N, A eine Algebra in C und M ein (IZ,, A)-Bimodul.
Ferner seien & und G Objekte aus D, von denen mindestens eins in Dy liegt. Dann
ist der Isomorphismus

h/(;?z(ﬁ",S,M) T (3, 56,5, M) — 3, (FR G, M)

17} -linkslinear.
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Beweis. Seien m, m1,...,mg,n1,...,n € Nmit mi+---+mp =mund ny+---ni =
n. Ferner seien n;; € N fiir 1 <7 <k und 1 < j < m; mit i1 + -+ + N, = N4
Dann seien

Py, F(ma) @ - @ Fmg) @ G(na1) @ - @ G(ngm, ) @ M

— [ 96 (5,965 (5. M)

und
By, F (1) @ §(n11) ® -+ @ G(namy) © -+
@ F(mg) @ G(ng1) @ -+ @ G(ngym,, ) @ M
— F(m1) ® §(n11) @ -+ @ §(nim,) @ [ Zp, ® -+
® F(my) @ §(ng) ® -+ @ §(nkmy,) ® 12, @ M
— H L (FRG, M)
die kanonischen Morphismen, die aus Differenzkokernen und Inklusionen in Kopro-
dukte sowie im zweiten Fall auch aus Einheiten aufgebaut sind.
Ein Morphismus mit Quelle [],, 3 (7, 9{,‘;‘%”(9, M)) bzw. Hit (FX G, M) ist
dann eindeutig durch die Familie von Morphismen bestimmt, die man durch Vor-

schalten der ppyy7nf,, Dzw. gnyynk, aus dem gegeben Morphismus gewinnt.

Damit ist hlgggl(ﬁ", G, M) durch

8.0 o

Opn117---7nkmk
= g o [ (L) (Fm), ., Foma), §(nn) @+ @ Sy,
S(nk1) ® -+ ® G(nkm,)) ® idM}

charakterisiert.
Zur Beschreibung der IZj-Linksmodulstruktur von [[,, ﬁ{ﬁm(ﬂ", .‘J’Cfun(S,M))

und J{ﬁn(ff@& M) sei o € Zj. Als Abkiirzungen werden m; := mgz-1(;), nj := ngz-1(;)
und nj; i=ng-1(; 5 fiir 1 <4 <kund 1 < j < m; verwendet. Dann gelten

ML, 36 (3368, (5,00 () © Py,
mlm: o [@S(a)(fff(ml),...,ﬁ(mk)) ©%5(0)(5(m11) ® - ® G(n1my), - -
M

/
NG q s

S(nk1) @ -+ @ §(1km,,)) @ At (B3 (0) (a5 - 77%))]

und

Y M,y
Asca (3mg,mn) (@) © At

/ !
TV ey

. o [@%(J)(?(ml) ®G(n11) @ -+ @ G(nimy), -,

/
LS PRIEELO

F(mi) @ G(nk1) @ -+ @ G(nm, ) @ At (75 (0) (- . 77”%))]-
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Die IZ,-Linkslinearitit von hlgggl(? , G, M) ergibt sich nun aus

mi,...,mM

3 ~
h;fﬂ)’l,(:}d’ 97 M) © )\Hm Hlﬁm(szﬂrﬁ,n(gvM)) (U) © pn117"'7nkmk

BTG M) o pi o [5(0) (Fma). .. o))

Ic'm;C

RF5(0)(S(n11) @ -+ @ G(1my)s- -+, G(k1) @ -+ @ SNy ))
X XM(EQZ(O')(HL . ,nk))

= q::ﬁlt o [@S(L(sk))(ff’(mi), S F (M), S(nhy) @ @ G )
Mk

§(nh) @+ © G}y ) @ iclut |

o [ag(g)(f;(ml), o F(my)) @ B5(0)(S(nn) @ -+ @ G(namy)s -+

=g o [ (o) (Fm) @ G(nn) @+ @ Gy -+

F(mi) © G(nk1) @ -+ @ G(ngmy ) © Ant (5 (0) (- . ,nk))}
© [gog(L(sk)) (F(ma), -+, F(my), G(n11) @ -+ @ §(n1m, ) - - - »

G(nk1) @ -+ ® G(Ngm,)) @ idM}

= Xafgn(cﬂxg,M)(U) © Gy e, © [@g (L(sk)) (F(ma),- -+, F(mg),
G(n11) @ -+ @ G(n1my),- -, S(nk1) @ -+ @ G (N, )) @ idM}

Y 3
= Agcp (gmo.an() © hn(F, G, M) o pliirms
Neben den oben aufgefiihrten Formeln wurde bei der dritten Gleichung das vorherige

Lemma verwendet. An dieser Stelle geht auch die Voraussetzung ein, dass eines der
beiden Objekte F oder G in Dy enthalten ist. O

Korollar 2.3.6. Die Voraussetzungen seien wie im vorstehenden Lemma. Ferner
sei By n(F, G, M) definiert durch

LA ) (T Zin, 3, (S.M))
113 (F) © HA . (S,M) 1196, (512 © 34, (S,M))
m 1Zm m 1Zm

LI, (id,X

}C;‘;L,n(»q’]w))

]fnl f}fﬁ,m (g7ﬂﬁ,n(97M))

3
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Dann ist B n(F, 9, M) ein Isomorphismus von (IZy, A)-Bimoduln, der natirlich in
F, G und M ist. O

Damit sind alle Hilfsmittel bereitgestellt, um den Assoziativitdtsisomorphismus
angeben zu konnen. Die restlichen Daten fiir die monoidale Struktur auf Dy sind
nun wie folgt definiert.

1. Seien F1,Fy, F3 Objekte aus D; und n € N. Dann ist die n-te Komponente des
Assoziativitétsisomorphismus ag, 7, 5, durch

(107 BT =] (]_[ Fik) © Him(F2)) © Honn(F5)

— [T T1(%:(k) 1% Hm(F2)) I% Honn (F3)
— 50 g Cen2) g Hnal3s)

—Ineg, (H%km ) 3 Fonal55)

— [[F1(k) ® Hpn(F2RFs) = (F1 R (F2 K F3)) (n)
k

17y,

gegeben, wobei der letzte Isomorphismus von den By, (52, F3,17,) induziert
wird.

2. Das Einsobjekt J ist durch

J) = {I, falls n = 1,

0 sonst

erklart. Hierbei ist jedes J(n) auf eindeutige Weise ein I Z,,-Rechtsmodul.

3. Der Linkseinheitsisomorphismus fiir ein Objekt F aus D an der Stelle n € N
ist durch

ly(n) : (IR F)(n ]_[a © Hoa®) 2 30) @ (F(n) © 12,)

17 1Z,
— F(n)
definiert. Dabei ergibt sich der erste Isomorphismus durch Weglassen aller

Summanden des Koproduktes, die Nullobjekte sind; und der zweite Isomor-
phismus wird wegen J(1) = I = IZ; von den Moduloperationen induziert.
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4. Ganz analog ist der Rechtseinheitsisomorphismus durch

ra(n) 1 (FRF)(n ]_[3" 8 Honn(d)

=, F ®(1®~~~®1 ® 1Z,) =7

— 9n) 17, (@) Iw) 1meeiz ) ()
gegeben.

Bemerkung 2.3.7. Seien F1,Fo,F3 Objekte aus Dg sowie k,m,n,mq,...,myg,

ni,...,ng natirliche Zahlen mit m; + --- + mp = m und nqy + ---nxr = n. Des

Weiteren seien n;; € N fiir 1 <¢ <k und 1 < j <m; mit n;; + - - + nym; = n;. Die
kanonischen Morphismen

F1(k) @ Fa(m1) @ - @ Fa(my) @ Fz(n11) @ -+ @ Fa(ngm,,)
— Fi1(k) @ Fa(m1) @ -+ @ Fa(my) @ [ Z, @ F3(n11) @ -+ @ Fa(ngem,,) @ 12,

— (L5 2 3052)  HnnlG0) = (5105 B ()
TS k "

und

F1(k) ® Fa(m1) @ F3(n11) @ - @ Fz(nam,) @ - -
® Fa(my) @ Fz(ng1) @ -+ - @ Fg(nkm, )
— F1(k) @ Fa(m1) @ Fz3(n11) @ - @ Fg(nim, ) @ [ Zy, @ -+ -
® Fa(mp) @ Fz(ng1) @ - @ Fz(nim,,) ® 12y, @ IZ,

— %) © G, (F2 R TF3) = (F1 ¥ (T, K F3)) (n)

((91,92),73)
(kyma,...;mpinat,...,nemy, )
Assoziativitétsisomorphismus durch

(F1,(F2,93))

; i bezeichnet. Dann ist der
(k7m17"'7mkan117"'7nkmk)

seien mit p bzw. p

((91,92),93)
a%’%’&%( )o Plksmac.miinan,.. Moy,

F1,(F2,F
= e © (20 B (L)) (Falma). ..., Falm),

973(7111) K- Q& ffg(nlml), . ,ffg(nkl) (SRR ffg(nkmk)))
charakterisiert.

Das Pentagonaxiom in der Kategorie D, wird auf die folgende Identitét von
Zopfen zuriickgefiihrt. Stellt man die beiden Zopfe graphisch dar, so ist ihre Uber-
einstimmung anschaulich klar. Formal liefle sich der Beweis durch eine Induktion
nach k fithren.
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Lemma 2.3.8. Seien k,l,l1,..., I e Nmitly+---+ 1 =1. Dann gilt

(5 (L(sk))(L,...,1,20,...,20)) - (ex @ L(sy))
= (61 & L(Sll) X Qe ® L(Slk)) . (@?(L(Sk))(ll +1,..., 0.+ 1,14, ... ,lk))
((pg(L(Sk))(l, RN 1, ll, - ,lk) X 6[)

m Bk;+2[ . O

Satz 2.3.9. (D4, d,a,l,7) ist eine monoidale Kategorie.

Beweis. Es ist klar, dass a, [ und r natiirliche Isomorphismen sind. Somit sind noch
das Dreiecks- und Pentagonaxiom zu zeigen.

In diesem Beweis seien k,l,m,n sowie l;,m;,n;,m;j,ni;,ng fir 1 < ¢ < k,
1<j <liund 1 <r < m;y; natiirliche Zahlen. Fiir diese gelte stets Iy 4 -+ + 1}, = [,
mi—+-- My =m, N1+ +Ng=mn, M1+ +My, =My, Nj1 +---+Ny, =Ny und
Nij1 + -+ Nijmy; = N

Seien F und G Objekte aus D,. Dann ist zum Nachweis des Dreiecksaxioms
(idgXlg)(m)oag g g(m) = (rgXidg)(m) zu zeigen. Dazu geniigt es, diese Gleichung
(5,9),9)

nach Vorschalten von pgk_ll [
svlyeebks 30y k

) Zu beweisen. Im Fall [ = --- =1 =1

gelten k =1 und J(l;) = I, woraus

((%,3),9)

(id?g 19)(m) 0 ag:7379(m) Op(k,ll,,lk,mlly,mklk)
_ &9 _ : ((5,9),9)
- p(k;ml,...,mk) - (T}.‘Z ldS)(m) Op(k;ll,...,lk;mn,...,mklk)

folgt. Ansonsten ist die Quelle ein Nullobjekt, und die beiden Abbildungen sind auch
in diesem Fall gleich.
Zum Beweis des Pentagonaxioms seien &1, ..., %4 Objekte aus D,. Dann ist

AF,,92,53RF (n)o AF 1 RF,,F3,54 (n)
= (idffl X a?Q,?s,?4)(n) © 47y, F5XTF3,F (n) 0 (ai?l,ffm?s X id3"4)(n)

zu zeigen. Es gentigt, diese Gleichung nach Vorschalten der kanonischen Morphismen

F1(k) @ Fo(l1) ® -+ @ Fa(li) @ Fz(ma1) @ - @ Fz(mgy,,)
® Fa(ni11) @ -+ @ Fa(ngiemy,, )

— F1(k) @ Fao(lh) ®@ -+ @ Fo(ly) © 12 @ Fy(m1) © -+ - @ Fa(my, ) @ I 2
® Fa(n111) ® - ® §4(nklkmklk) ® 12y,

— H(H( F1 (%) IQZ©~ g‘f’,;J(STQ)) I(Eg f]'f[,ﬁb(f}rg)> I?~ j‘fﬁb7n(3'~4)
m ] Nk k i £y

- (((3"1 X Fp) K F3) X 3"4) (n)
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zu beweisen. Wird Gij 1= F4(nij1) ® -+ - @ Fa(njm,;) fiir 1 <i <kund 1 <j <
gesetzt, so lauft dies auf den Nachweis von
[idfﬂ(lc) @5 (L(sk)) (F2(h), - ., Folly), Fa(mar) ® G @ - - @ Fa(may,) @ Gy,
.. ,."fg(mkl) RGLR® ?3(mklk) X lek)}

o [idg, ) @ i1y )0-- 0,01 @5 (L()) (Fa(ma), ., Tl ), G- G ) |

= [ids, ) @ i 0y) @65 (L(s1,) (Falma)s - Falmar,), G, Gy ) -+
@ idg, ) 065 (L(s1,)) (Falma), -, Fa(mag,), G, -, G, |
o [id%(k) @95 (L(sk)) (F2(l) ® Fz(m11) @ -+ @ Fa(myy, ), - .-,
Fo(ly) @ Fz(mp1) @ -+ @ Fz(myy, ), G11 @ - @Gy o, G @ -+ @ lek)}
o [idg, 4y @5 (L(sk) (Fal), -, Fa (), Fo(mr) @ -+ @ Fy (),
Tl

,Fa(mpy) @ -+ @ Fy(mp,)) ® idG11®---®lek]

hinaus. Unter Beriicksichtigung der Eigenschaften von ¢, wie zum Beispiel Formel
(2.8), ist dies eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 2.3.8. O

Definition 2.3.10. Eine Z-Operade iiber C ist ein Monoid in der monoidalen Ka-
tegorie Dy = CZ™, und die Morphismen von Operaden sind durch die Monoidhomo-
morphismen gegeben, d.h., die Kategorie Op(C) der Operaden iiber C ist gleich der
Kategorie Mon(D;) der Monoide in D;.

Bemerkung 2.3.11. Fiir ein Objekt F aus D, ist ein Morphismus J — F schon
durch die Einskomponente bestimmt. Zudem kann ein Morphismus F X F — F ent-
sprechend Bemerkung 2.3.3 durch eine Familie von Morphismen beschrieben werden.
Damit ergibt sich die folgende alternative Definition fiir eine Operade.

Eine Z-Operade iiber C besteht aus

e ciner Familie O = (O(n))nen von Objekten aus Cs, bei der jedes O(n) ein
17,-Rechtsmodul ist,

e cinem C-Morphismus 7 : I — O(1) sowie

e ciner Familie fi(mn,,. ) @ O(M) @ O(n1) @ -+ @ O(nyy) — O(n) von C-
Morphismen fiir m,n,ny,...,ny, € Nmit ny + - 4+ n,, = n.

Von diesen Daten wird verlangt, dass sie die folgenden Axiome erfiillen.



66 Kapitel 2. Operadenbeschreibung

1. Aquivarianzaxiome: Seien 7; € Znyy t=1,...,mund v € Z,,. Als Abkiirzung
wird n} := na-1(;) gesetzt. Dann gelten

H(mina,...nm) © (ldD(m) ®ﬁD(n1)(’Yl) K- ® ﬁD(nm)(’Ym))
= Pom) (M1 @+ @ Ym) © L(miny,..m)
und
L(ming,oonm) © (Pogm) (1) @ 1oy © -+ @ idp,.))

= ﬁD(n) (@g(r)/)(nla cee anm)) O Himin,,...nl,)
o(idpm) @B5 (1) (D (1), ..., O(nm))).

2. Einsaxiome: Es gelten

Kimst,...,1) © (idogn) @n°™) = idon)

und
Hamy © (1@ idop)) = idop) -

3. Assoziativitat: Seien k,m,n,m;,n;,n;; € Nfiir 1 <7 <kund 1 < j < m; mit
my+---+mp=m, ny+---+np=nund n; + - + Ny, = n;. Dann ist

,U’(m;nu,...,nkmk) © (M(k;ml,...,mk) b2y idD(n11)®---®D(nkmk))
= H(k;ny,...,ng) © (ldD(k) ®,U'(m1;n11,...,n1ml) ®-® M(mk;nkl,...,nkmk))
o (idogy ©P5(L(1) (D(ma), ..., Dlmy),

O(n11) @ @ O(1my ), (1) ® -+ @ D(nkmk))).

In dieser konkreten Beschreibungsform besteht ein Operadenmorphismus
0 (9,07,07) = (B.1¥ 0¥
aus einer Familie (o(n) : O(n) — P(n))neny von Morphismen, fiir die gelten:
1. ¢(n) ist 1Z,-rechtslinear.
2. (1) on® =n¥.

3. Fir alle m,nq,...,nym € Nmit nqy + -+ + ny, = n ist

P(1) © By, ) = Pl © (£(1) ® 0(01) @+ @ ().

Ein erstes Beispiel fiir eine Operade liefert das Zopfgruppensystem Z = (Z,,)
selbst. Diese Operade heifft assoziative Operade und wird mit A = Az bezeichnet.
Im Fall Z = B, wird auch die Kurzschreibweise 2,, verwendet. Diese Operade
beschreibt die Kategorie der assoziativen Algebren.
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Satz 2.3.12. Durch die folgenden Daten ist eine Operade % = Az = (A, u*,n%)
definiert.

1. Firn € N ist A(n) := 1Z,, der requlire IZ,-Rechtsmodul.
2. %= Ny L — 124.
3. Firm,n,ny,...,nm € Nmitny+---+n, =n set
Weoimny 12 @12, @ - @12, — 17,
derjenige Morphismus, der von der Mengenabbildung
Ty & Zm X Zny X+ X Ty — T,
(0,01, 0m) = 5 (0)(n1,. ;1) - (01 ® -+ © om)
induziert wird.

Beweis. Seien m,n,n1,...,ny, € N mit nqy + --- + n,, = n. Des Weiteren seien
0,7 € Zpy und 0;,7; € Zy, fir i = 1,...,m. Als Abkiirzungen werden n} := Ne—1;)
und g} := 05-1(j) verwendet. Dann sind wegen

ﬁ(%n;nl,...,nm)(gv 0171, -+, Qme) = @g(o')(nh s 7nm) ’ (91'71 X ® Qm')/m)
- /j(glm;nh...,nm)(gv 01y, Qm) : (71 ORI ’Ym)

und

M(Q:n;nl,...,nm)(077 01+, Qm) = @22(0-7)(”17 . 7nm) ) (Ql K- ® Qm)
=05 (0)(nf, -, n0,) -5 (N1, ) - (01 @ -+ @ o)
= @5 (0)(nh, .. np,) - () @@ d),) -5 (V) (01, -+, nm)
~2

- u(m;n’l,...,n/ )(U’ Qll""7Q;n) @22(7)(”17 7nm)

m

die Aquivarianzaxiome erfiillt.
Die beiden Einsaxiome ergeben sich aus

ﬁ(mm;l,...,l)(o-7€17 cee1) = ¢2Z(U)(1: ) (e ®--®e)=0
und
ﬁ%;m)(el’g) =55 (e1)(m) - o0 = 0.

Zum Nachweis der Assoziativitét seien k,m,n,m;,n;,n;; € N sowie o € Zj,
Vi € Zm, und p;; € Zn; firl <i<kund1l<j<m;. Esgelten mi+---+mp =m,
ny+ -+ ng =nund n; + - + Ngy,; = n;. Dann liefert

~2 ~
lu’(m;nn,...,nkmk) (M(k;m17---7mk)(0’ iy 77]@)7 0115 - -+, kak)

= (@5(@5(0)%, cemg) - (@ ®7k))(n11,---,nkmk)> (011 @ ® Okmy)
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=%5(0)(n1,. .., n)  B5 (N @ @) (Ma1s -y ey, < (011 @ -+ @ ey )
=B (@)1, yma) - [FE () (0 many) @ O FF () (it Ty )|
(011 ® -+ ® Okmy)

_ A ~
- u(k§n17---7nk) (0-’ H(mﬁnllv---anlml)(ryl’ 011, .-+, lel)’ DRI
~9
'u(mk?nklv---ynkmk)(’yk’ Ok1y---» Qk‘mk))
die Assoziativitit von . O

2.4 Algebren iiber Operaden und zugehoérige Monaden

Fiir die Definition von Algebren iiber einer Operade wird die Grundkategorie C zu
einer D;-Linkskategorie gemacht. Hierzu wird zunéchst die Kategorie D mit der
Struktur einer Dy-Linkskategorie versehen.

Definition 2.4.1. Sei (A, ®,1,a,l,r) eine monoidale Kategorie. Eine .A-Linkskate-
gorie ist ein Tupel (M, ®, o, ) bestehend aus einer Kategorie M, einem Bifunktor
@ : A x M — M sowie natiirlichen Isomorphismen

a: 0@ xidy) — O@da x©) und Ao xidy) — idu,
so dass fiir alle Objekte A, B,C € A und M € M das Pentagonaxiom
(ida ®ap,c,m) © s Bao,m © (aa,Bc ©@idy) = aaBcom © dagpom  (2.14)
und das Dreiecksaxiom
(ida ©An) o =74 ©idy (2.15)

erfiillt sind.

Bemerkung 2.4.2. Sei M eine A-Linkskategorie.

1. Dann gilt fiir alle Objekte A € A und M € M

AoMm o aram =1la ©idy . (2.16)

Diese Behauptung ldsst sich genauso beweisen wie die entsprechende Aussage
fiir monoidale Kategorien. Vergleiche hierzu [Kas95, Lemma X1.2.2]. Somit ist
die obige Definition dquivalent zu derjenigen aus [Par77].

2. Ist A ein Monoid in A, so lésst sich auf natiirliche Weise der Begriff eines A-
Linksmoduls in M definieren. Die Kategorie dieser Moduln werde wie iiblich
mit 4 M bezeichnet.
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Im vorherigen Abschnitt wurde fiir die Kategorie Dy eine monoidale Struktur
eingefithrt. Diese monoidale Struktur kann nicht auf ganz D erkldrt werden, da
zur Definition des Assoziativititsisomorphismus Lemma 2.3.5 benotigt wird, fiir das
eine zusétzliche Voraussetzung notwendig ist. Allerdings kann der Assoziativitéts-
isomorphismus ag, 7, g, schon dann wie vorher definiert werden, wenn F3 oder F3 in
D enthalten ist. Alle {ibrigen Strukturdaten sowie der Beweis, dass hierdurch eine
monoidale Kategorie gegeben ist, unterliegen dagegen keiner Einschridnkung. Somit
kann mit denselben Formeln wie vorher die Kategorie D zu einer D,-Linkskategorie
gemacht werden.

Sei Dy diejenige volle Unterkategorie von D, die alle Objekte G aus D enthiilt,
bei denen die §(n) fiir n > 0 Nullobjekte sind. Dann ist fiir n > 0 und Objekte F
aus D; und G aus Dy

(FHG)( ]_[3" © JI (S()@--®5(nm)) ®  1Z

IZm e 12, ® @1 Zny,
ein Nullobjekt, da jeder Summand des Koproduktes ein Nullobjekt in Gestalt von

G(n;) fiir ein 4 mit n; > 0 enthilt. Also ist Dy eine Ds-Unterkategorie von D. Ferner
kann angenommen werden, dass

(FRG)( ]_[3" ) © 8 G(0)®™

gilt.

Die Kategorie C ist nun offensichtlich dquivalent zur Kategorie Dy. Somit iiber-
tragt sich die Struktur einer Dg-Linkskategorie von Dy auf C.

Satz 2.4.3. Die Kategorie C ist mit folgenden Daten eine Dg-Linkskategorie:

1. Der Bifunktor ® : Dg x C — C ist auf Objekten F aus Ds und V aus C durch

FoV:.= HS’“(m) I? yem

erkldrt, und fiir Morphismen ist ® ganz analog definiert.

2. Der Einheitsisomorphismus ist fir ein Objekt V aus C durch

MoV = Vem Z 91 @ V=V
v:do g3<m>1§m H()%

gegeben.

3. Fir Objekte F und G aus Dy sowie V aus C ist der Assoziativititsisomorphis-
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mus ag,gy durch die Kommutativitit von

((%,9),V)
F(m) ® §(n1) @ -+ ® G(ny) ® VEN — W) (g 6y 6y
ldg(m) ®¢S(L(sm))(9(n1), cee S(nm), V®n1, ... ,V®nm) Qg GV
Fm) @ G(m) @V @+ @ G(nm) @V Gevy Je@ov)
(mina,...,nm)
fir m,n,n1,...,nym € N mit ny + --- + n,, = n charakterisiert. Hierbei sind
die beiden waagerechten Morphismen die kanonischen Morphismen. D

Definition 2.4.4. Sei O eine Operade iiber C. Die Kategorie der O-Algebren ist
durch die Kategorie oC der 9O-Linksmoduln in C gegeben.

Bemerkung 2.4.5. Sei (A, I,®,a,l,r) eine monoidale Kategorie und (M, ®, a, \)
eine A-Linkskategorie. Dann induziert der Bifunktor ® : A x M — M einen Funktor
€: A — MM = Funk(M, M). Werden zudem ¢q : idyg — E(I) und oA, B) :
E(A) o &(B) — E(A ® B) fiir Objekte A, B € A durch

wo(M) =Xy} M —TIoM
bzw.
p2(A, B)(M) = oyl AG(BOM) = (A® B) o M

erklart, so ist (&, o, p2) ein Tensorfunktor.

Damit induziert £ einen Funktor von der Kategorie der Monoide in A in die
Kategorie der Monaden iiber M. Jedem Monoid (A, pa,n4) in A wird dabei die
Monade

(E(A) = A® —, pecay := E(pa) o p2(A, A), necay = E(na) © o)
zugeordnet. Konkret ist also
Neay(M) = (na ®idy) oAy : M — A0 M

und
peay(M) = (pa©idy)oayly A (AOM) - Ao M

fiir Objekte M aus M. Ferner stimmt die Kategorie der A-Linksmoduln in M mit
der Kategorie der Algebren iiber der Monade E€(A) iiberein.

Wendet man diese Bemerkung auf die D,-Linkskategorie C an, so ist damit ins-
besondere erklirt, was die zugehorige Monade einer Operade ist. Fiir die assoziative
Operade 2 ist die zugehorige Monade €(2A) durch die folgenden Daten beschrieben.
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1. Der Endofunktor £(A) : C — C ist auf Objekten durch

VHQLQV:HIZ,” ® Vem
I1Z,

gegeben und ganz entsprechend fiir Morphismen erklért.
2. Auf einem Objekt V' aus C ist die Einheit ng g durch

(V)

®id
v N1z, Vv 12,0V P1 AoV
definiert. Hierbei bezeichnet pg V) Zm @ VO™ 5 AV den kanonischen

Morphismus, d.h., pg V) st gleich der Verkettung einer Inklusion in ein Ko-

produkt mit einem Differenzkokernmorphismus.

3. Die Multiplikation pggy(V) = (,um@idv)oagllﬂ v ist durch die Kommutativitét
des Diagramms

(2L,(2LV))
12 @12y, QVE @ ... QI Z,, & VEm (min e 1im) A0 RAV)
idrz,, ©5(L(sm) I Znys - 1 23, VE™, L VEMm) T gy
12 @12y, & - Q1Z,, @V (DY) R_AXKA) OV
‘ (m;nly---ynm) ‘
Mmooy @ dyen 2@ idy
p(QL,V) l
17, @ Ven = A0V

fir m,n,n1,...,Nym € N mit ny; 4+ - - - + n,, = n charakterisiert.

Die assoziative Monade A = (T, ua, na) aus Abschnitt 1.2 kann wie folgt gewéhlt
werden. Der Endofunktor T : C — C ist auf Objekten V durch J(V) = [[, V®"
definiert. Werden die Inklusionen in das Koprodukt mit ¢, (V) : V& — T(V) be-
zeichnet, so ist die Einheit der Monade A durch na (V') := ¢1(V') gegeben. Schliefllich
ist die Multiplikation pa durch die Gleichung

pA(V) 0t (T(V)) 0 (tn, (V) @ -+ @ 1y, (V) = t0(V)

fir m,n,n1,...,ny, € Nmit ny 4+ - - - + n,, = n festgelegt.
Der Endofunktor €(2() ist nun offensichtlich isomorph zum Funktor T. Ein solcher
Isomorphismus wird von der Familie
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von Morphismen geliefert. Diese Morphismen lassen sich auch durch
Ya(V) oun(V) = pgl,v) © (Nrz,, @ idyem)

charakterisieren. Im Fall m = 1 besagt diese Gleichung aber gerade, dass Vo na =
Neea gilt, d.h, der natiirliche Isomorphismus Wy : T — &(2A) bildet die Einheit der
assoziativen Monade auf die Einheit der Monade €(2() ab.

Damit also A und () als Monaden via Wg isomorph sind, ist noch zu zeigen,
dass Wy mit der Multiplikation vertraglich ist. Seien dazu m,n,nq,...,n,; € N mit
ni+- -+ ny, = n. Das Tensorprodukt in der Endofunktorkategorie von Wg mit sich
selbst ist an der Stelle V' durch

(idg OPy(V)) o Ug(T(V)) : T(T(V)) — A0 T(V) — A0 (™A V)
gegeben. Hierfiir gilt

(ide ©T(V)) 0 To(T(V)) 0ty (T(V)) © (t0y (V) @ -+ @ 1y, (V)

= (idQl Q\I/Ql(v)) OP(Q[ TV o (7712m ® id‘I(V)®m) o (Lm(v) & Qlny, (V))
(Q(,Ql@V) (idIZm ®\I’Ql(v)®m) © (mzm & Lnl(v) X & lny, (V))

= pINV) 6 (id; 7, @p*V) @ - @ pY))

O (M2 ® Mizgy, @idyen @+ @ Miz,,, @ idyenm )
(A,(=A,V))

(i1 et

) © (12 © M1z, @ idyen @ @ 1yz,, @ idysnm ).

Dabei wurde bei der ersten und dritten Gleichheit die Charakterisierung von Wy
verwendet. Die zweite Gleichheit gilt nach Definition des Tensorproduktes ®, und bei
der letzten Gleichheit wird eine Beziehung zwischen den kanonischen Morphismen

ausgenutzt.
Dass Wy mit der Multiplikation vertréiglich ist, zeigt nun die folgende Gleichungs-
kette.

Ua(V) o pa(V) 0 11 (T(V)) 0 (Lm(v) Q- ® an(V))
= \I]Ql( ) ln V) (Q( V) (njzn & idv@n)

p( Yo (lu(mm,m, M) ® ldV®") (nlzm ® 120, & O Mizy,, © idV@n)
= p1(1 V) © (lu(mm;m,---,nm) ® ldV®") 0 (nlzm ® Nrzn, Q- Q Mz, ® idV@n)
o (idl @S (L(sm)) (1. .., 1, V®n17...,V®nm)*1)

2A .
p( V) (lu(m o 7nm) ® 1dv®n)

o (id,zm DS (L(5m)) (1 Zns -+ s Ty, VE™, . ,V®”’”)_1)

(T]IZm o2y nIan & idV®n1 Q& Nz, & idv®nm)

= peca (V) OP&% ,V)} ) © (12 © N1z, @ idyen @+ @1z, @ idyenm)

= ey (V) o (ida ©¥a(V)) o T (T(V)) 0t (T(V)) © (10, (V) @ -+ @ 11y, (V)
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Hierbei wurden bei der ersten, zweiten und sechsten Gleichheit die Charakteri-
sierungen von pa, Vo bzw. pgwy benutzt. Die dritte Gleichung ergibt sich aus
ﬁ?‘mmhm,nm)(em, €nys---1En,,) = €n. Bel der vierten Gleichheit wurde benutzt, dass
in einer gezopften strikt monoidalen Kategorie die Zopfung gleich der Identitét ist,
falls eines der beiden Argumente das Einsobjekt I ist. SchlieBlich gilt die fiinfte
Gleichung aufgrund der Natiirlichkeit von ¢S (L(s,,)), und bei der letzten Gleichheit
wurde die vorstehende Identitét verwendet.

Satz 2.4.6. Die zur assoziativen Operade 2 gehirige Monade E(A) ist isomorph zur
Monade A = (T, ua,na) aus Abschnitt 1.2. O

Die Kategorie C kann als C-Linkskategorie aufgefasst werden. Dann ist C aber
auch eine Linkskategorie iiber der Unterkategorie Cs. Falls C als Cs-Linkskategorie
abgeschlossen ist, lassen sich Endomorphismenoperaden iiber C bilden. Mit diesen
konnen dann Algebren iiber Operaden durch Operadenmorphismen beschrieben wer-
den. Hierauf soll nun néher eingegangen werden. Dazu werden zunéchst abgeschlos-
sene Linkskategorien ganz allgemein betrachtet.

Definition 2.4.7. Sei (A,®,1I,a,l,r) eine monoidale Kategorie und (M, ®,a, \)
eine A-Linkskategorie. Dann heifit M abgeschlossen, falls fiir jedes Objekt M aus
M der Funktor — ® M : C — M einen Rechtsadjungierten besitzt.

Bemerkung 2.4.8. Nach [Mac72, IV.1 Satz 2] ist eine A-Linkskategorie M ge-
nau dann abgeschlossen, wenn fiir alle Objekte M und N aus M ein Objekt
hom 4 (M, N) = hom(M, N) aus A sowie ein Morphismus

VA(M,N) =9y N :hom(M,N)o M — N

aus M existieren, so dass es zu jedem Morphismus f: A® M — N aus M genau
einen A-Morphismus h : A — hom(M,N) mit f = Yy n o (h ® idpy) gibt. Das
Objekt hom(M, N) wird auch als inneres Hom-Objekt bezeichnet, und 957 n heifit
Auswertungsmorphismus.

Fiir Morphismen f : N — M und g : U — V aus M sei der A-Morphismus
hom(f, g) : hom(M,U) — hom(N, V) durch

In,v o (hom(f,g) ®idn) = goInmu o (idnemr,v) ©f) (2.17)

definiert. Dann ist hom : M x M — (C ein Funktor. Ferner ist der Funktor
hom(M,—) : M — C rechtsadjungiert zum Funktor — ® M : C — M. Dabei ist
die Koeinheit dieser Adjunktion durch ¥ 4(M, —) gegeben. Somit entsprechen sich
unter dem zugehorigen Adjunktionsisomorphismus

M(A® M, N) 2 A(A, hom(M, N)) (2.18)

die Morphismen h : A — hom(M,N) und f:=9ynyo(h@idpy): AOM — N.
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Das Endomorphismenobjekt end (M) := hom(M, M) ist nun auf eindeutige Wei-
se ein Monoid, so dass durch den Auswertungsmorphismus ¥ 7, ps eine Linksoperation
von end(M) auf M definiert ist.

Satz 2.4.9. Sei (A, ®,1,a,l,r) eine monoidale Kategorie und (M,®,a, \) eine ab-
geschlossene A-Linkskategorie. Fir ein Objekt M aus M seien die Morphismen
Pend(nr) : end(M) @ end(M) — end(M) und Nenq(rry : I — end(M) durch

19M,M o (:U'end(M) ® ldM) = 19M,M o (idend(M) ®19M,M) o aend(M),end(M),M (219)
bzw.
Inm © (Mena(ary @ idar) = Aur (2.20)
definiert. Dann ist (end(M), end(r)s Mend(pr)) €in Monoid in A.

Beweis. Als Abkiirzungen werden ¥ := Jp s, p 2= flend(ar) und 1 = Nenq(rr) Ver-
wendet. Dann gilt

Yo (:LL © ldM) © ((:U' & idend(M)) O] ldM)

2.19) . . . .
= "vo (1dend(M) ©Q9) © Qend(M),end(M),M © ((,LL ® 1dend(M)) © ldM)

¥ 0 (idena(ary @9) o (1 ® (idena(ar) ©1dar)) © Cend(M)@end(M),end(M), M

= Do (peidy) o ((dena(rr) @ idend(ar)) @ U) © Cend(n)zend(M),end(M),M

2.19 . . .
( = : Jo (Idend(M) 619) © Qend(M),end(M),M © ((ldend(M) ® 1dend(M)) © 19)

O Qend(M)®end(M),end (M), M
= vo (idend(M) ®’l9) ° (idend(M) G(idend(M) ©Q9))
O Qend(M),end(M),end(M)OM © Xend(M)®end(M),end(M),M -
Ganz analog ergibt sich
Yo (H O] 1dM) © ((idend(M) ®,U') © ldM) © (aend(M),end(M),end(M) © ldM)
=do (idend(M) 619) o (idend(M) G(idend(M) 619))
0 (idend(m) @end(M),end(M),M) © Cend(M),end(M)@end(M),M

0 (@end(M),end(M),end(M) @ idar)-

Nach dem Pentagonaxiom (2.14) stimmen die beiden obigen Ausdriicke iiberein. Mit
der universellen Eigenschaft von 9 folgt hieraus

wo (:u’ ® ld) =po (ld ®:U’) O Qend(M),end(M),end(M)-

Somit ist die Multiplikation p assoziativ.
Die Einsaxiome lassen sich dhnlich beweisen. Dabei gehen die Dreiecksaxiome
(2.15) und (2.16) ein. O
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Satz 2.4.10. Sei (A,®,I,a,l,r) eine monoidale Kategorie und (M,®,a,\) eine
abgeschlossene A-Linkskategorie. Ferner sei (A,pa,ma) ein Monoid in A, M ein
Objekt aus M und~y : A©OM — M ein Morphismus. SchliefSlich sei f : A — end(M)
der eindeutig bestimmte A-Morphismus mit Oprar o (f @ idar) = 7.

1. FEs gilt genau dann v o (na @ idyr) = Ay, wenn fong = Nend(M) 18T
2. Die Gleichung vy o (pa ®@idy) =y o (ida ©@y) o a4 m ist genau dann erfillt,
wenn f o pa = penaar) © (f ® f) gilt.
Insbesondere ist (M, ) genau dann ein A-Linksmodul, wenn f ein Homomorphismus

von Monoiden ist.

Beweis. Aufgrund der Definitionsgleichungen von f und ne,q(ar) gelten
Ym0 (f ©@idar) o (na ©@idar) = v o (na ©idy)

und 9z, © (Mena(ary @ idar) = Apr. Somit folgt aus f o na = Nena(ar) die Gleichung
~vo(na®idyr) = Apr. Nach der universellen Eigenschaft des Auswertungsmorphismus
Yar,m gilt aber auch die Umkehrung. Damit ist die erste Behauptung gezeigt.

Fiir die zweite Aussage werden die beiden Gleichungen

Yarm o (f ©idar) o (na ©@idar) =y o (pa ©idar)

und

O © (fenaary © idar) o ((f © f) ©@idar)

= 91,01 © (idend(ary OVa1,01) © Cend(ar)end(ary,mr © ((f ® f) © idag)
= Oar,01 © (Idena(ary ©0nsar) © (f © (f ©idar)) o aaam

=y mo(fOy)oasan =70 (ida®y)oaaanm

herangezogen. Hieraus ergibt sich ganz analog zur obigen Argumentation die zweite
Aquivalenz. Oder anders ausgedriickt: Unter dem passenden Adjunktionsisomorphis-
mus (2.18) entsprechen sich f opa und yo (ua ©idas) sowie pena(ary © (f @ f) und
vo(ida ®y)oaa, a m. Somit gehen die beiden Gleichungen mittels dieser Adjunktion
auseinander hervor. O

Satz 2.4.11. Sei (A,®,I,a,l,r) eine monoidale Kategorie und (M,®,a, ) eine
abgeschlossene A-Linkskategorie. Ferner sei (A,pa,na) ein Monoid in A sowie
(M,~ynr) und (N,yn) A-Linksmoduln in M. Die zugehdérigen Monoidhomomorphis-
men seien mit for : A — end(M) bzw. fn : A — end(N) bezeichnet, d.h., fyr und
fn sind durch Oy o (far ©@ida) = yu bzw. v no(fv ©@idn) = yn charakterisiert.

Dann st ein Morphismus g : M — N genau dann ein Homomorphismus von
A-Linksmoduln, d.h., g erfillt vy o (idg ®g) = g o yar, wenn

hom(idas, g) o fmr = hom(g,idn) o fn

gilt. Existiert ferner ein Differenzkern h : B — A won hom(ids,g) o far und
hom(g,idy) o fn in A, so ist B ein Untermonoid von A.
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Beweis. Die zu hom(ids, g) o far und hom(g,idy) o fx adjungierten Morphismen
aus M sind

Yp,n o (hom(idas, g) ® idas) o (far @ idar)
2.17) . (2.21)
= gO’l?M’MO(fMQIdM):gO'yM
und
Yu,n o (hom(g,idn) @ idar) o (fv ©idar)
2.17) . (2.22)
= Inno(fn©g) =N o (ida@g).

Somit sind die beiden angegebenen Gleichungen &quivalent zueinander, da sie sich
unter dem Adjunktionsisomorphismus entsprechen.

Sei nun h : B — A ein Differenzkern von hom(id s, g) o far und hom(g,idy)o fn.
Damit B ein Untermonoid von A ist, muss gezeigt werden, dass sowohl 4 : I — A
als auch pgo (h®h) : B® B — A iiber h faktorisiert. Nach Definition von h als
Differenzkern sind hierfiir

hom(idas, g) © far ona = hom(g,idn) o fy ona

und
hom(idys, g) o far o pa o (h® h) = hom(g,idy) o fxy opa o (h® h)

zu zeigen. Es werden nun jeweils die zugehorigen adjungierten Gleichungen in M
bewiesen, die wegen (2.21) und (2.22) sowie der Natiirlichkeit der Adjunktion durch

goymo (na®@idy)=yno(na®g)
und
govmo (pa®@idy) o ((h®@h)@idy) =yn o (ua ©g)o ((h®h) ©idy)
gegeben sind. Die erste Gleichung ist nun wegen
goymo(na®idy) =goAy =Ayo(id©g) =yvo(na®g)

erfiillt, wobei fiir die erste und letzte Umformung die Einsaxiome der Moduln M
und N verwendet wurden, wiahrend die zweite Gleichung aufgrund der Natiirlichkeit
von A gilt.

Zum Nachweis der zweiten Gleichung sei zunichst angemerkt, dass

hom(ids, g) o far o h = hom(g,idy) o fxyoh
nach Definition von h gilt. Die hierzu adjungierte Gleichung in M lautet

goyymo(h®idy) =yno (h® g). (2.23)
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Dann ist aber

goymo (pa ®@idp) o ((h®h) ®idpy)
goym o (ida ®yar) o aaanm o ((h®h) ©idar)
= goymo (idaOym)o (h® (h@idw)) o appum

2.23 _ . .
G2 v o (h®g) o (idp Oyar) o (idp ©(h @ idar)) o e B

2.23 .
(4:2%) v o (ida @yn) o (RO (h©® g)) o appm
= Ay o (ida@yn)oagano (h@h)Og)

= yvo(pa®@g)o((h®h)@idu).

Hierbei wurde bei der ersten und letzten Gleichung die Assoziativitat der Modulope-
rationen benutzt. Ferner geht bei der zweiten und fiinften Umformung die Natiirlich-
keit von « ein. O

Korollar 2.4.12. Sei C als Ds-Linkskategorie abgeschlossen. Dann existiert zu je-
dem Objekt M aus C eine Endomorphismenoperade End(M ), die vermdge des Aus-
wertungsmorphismus ¥ = Iy 2 EM(M) © M — M universell auf M operiert,
d.h., ist O eine Operade und vp; : O © M — M eine Operation, so gibt es genau
einen Morphismus fyr : O — End(M) von Operaden mit ypr = 0 o (far © idar).

Ist (N,vyn) ein weiterer O-Modul aus C mit zugehdrigem Operadenmorphismus
fn O — End(N), soist ein C-Morphismus g : M — N genau dann ein Morphismus
von Moduln, wenn homop, (idas, g) o far = homp, (g,idxN) o fn gilt. Diese Bedingung
muss nur auf einem ,FErzeugendensystem® von O uberprift werden. U

Es ist nicht unbedingt notwendig zu zeigen, dass C als D,-Linkskategorie abge-
schlossen ist. Vielmehr folgt dies schon, falls C als C,-Linkskategorie abgeschlossen
ist. Dies soll nun gezeigt werden.

Lemma 2.4.13. Sei (A, ®,1,a,l,r) eine monoidale Kategorie und (M,®,a, \) ei-
ne abgeschlossene A-Linkskategorie. Ferner sei (A,ua,n4) ein Monoid in A und
(M,~pr) ein A-Linksmodul in M. Wird fiir ein Objekt N aus M der A-Morphismus
Phom(M,N) : hom(M, N) ® A — hom(M, N) durch

Ipr,N © (Phom(ar,ny @ idar) = Inr N © (idpom(ar,n) OVM) © Qhomamr,Ny,am (2:24)

definiert, so ist (hom(M, N), ppom(ar,n)) €in A-Rechtsmodul in A.

Ist des Weiteren (U, py) ein A-Rechtsmodul in A, so ist ein A-Morphismus
f: U — hom(M,N) genau dann A-rechtslinear, wenn der zugehdrige adjungier-
te Morphismus g := Oy N o (f ©idy) die Gleichung

go (py ®idy) = g o (idy @yar) 0 v am (2.25)

erfillt.
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Beweis. Damit (hom(M, N), ppom(ar,n)) ein A-Rechtsmodul in A ist, miissen das
Einsaxiom und die Assoziativitéit gezeigt werden. Da es sich hierbei um Identitdten
von Morphismen mit Ziel hom(M, N) handelt, konnen genauso gut die zugehori-
gen adjungierten Gleichungen bewiesen werden. Mittels der Definitionsgleichung von
Phom(M,N) Sowie der Axiome der A-Linkskategorie M lassen sich diese Gleichungen
auf das Einsaxiom und die Assoziativitéit von (M, ~yys) zuriickfithren. Diese Rech-
nungen sind kanonisch und sollen deshalb nicht im Detail durchgefiihrt werden.

Exemplarisch soll hier nur auf die Charakterisierung der A-rechtslinearen Mor-
phismen f : U — hom(M, N) eingegangen werden. Es gelten

Yar,n o (f ©idar) o (py ©@idyr) = g o (pr ©idar)
und

Ia1,N © (Prom(r,n) @ idar) o ((f @ id4) © idpy)

(2.24) . . :
= " Ip,N © (idhom(m,N) OYM) © Ohom(M,N),A,M © ((f ®ida) © 1dM)

= Yuno(fOvm)oayam =go (idy ®ym) o ay.am-

Somit ist die Gleichung f o pu = ppom(as,ny © (f ®ida) adjungiert zu (2.25), was die
Behauptung liefert. O

Satz 2.4.14. Fulls C als Cs-Linkskategorie abgeschlossen ist, so ist C auch als Ds-
Linkskategorie abgeschlossen. Fir Objekte M und N aus C kinnen die inneren Hom-
Objekte und Auswertungsmorphismen dabei wie folgt gewdhlt werden.

1. Die n-te Komponente von homp, (M, N) € Dy ist durch
homp, (M, N)(n) := home, (M®", N)

definiert. Dabei ist die Rechtsoperation von I[Z, auf diesem Objekt gemdfS dem
vorstehendem Lemma durch diejenige Linksoperation von IZ, auf M®™ gege-
ben, die von der Zopfung induziert wird.

2. Der Auswertungsmorphismus Up,(M,N) : homp (M, N)® M — N ist durch
19'DS (M, N) o pglhomos (M,N)7M) — 1903 (M®n, N)
charakterisiert, wobei fiir ein Objekt F aus Ds mit

pM s F(n) @ MO — F(n) @ M - [[F(m) @ M*"=F oM
1Z, m 1Zy,

der kanonische Morphismus bezeichnet ist.

Ferner gilt dann homop,(f,g)(n) = home, (f®",g) fir Morphismen f: N — M und
g:U —V aus C sowie n € N.
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Beweis. Es ist zu zeigen, dass der Auswertungsmorphismus dp, (M, N) die geforderte
universelle Eigenschaft besitzt. Dazu sei ein Objekt F aus D sowie ein C-Morphismus
f:FOM — N gegeben.
Fiir die Eindeutigkeitsaussage wird nun angenommen, dass ein D¢ -Morphismus
¢ : F — homp, (M, N) mit 9p (M, N) o (¢ ®idp) = f existiert. Dann gilt
oM = 9p,(M,N) o (p @ idar) 0 p7M)
= 9, (M, N) 0 "> MM o (o(n) @ idyren)
= ¢, (M®",N) o (p(n) @idpen).
Durch diese Gleichung ist aber ¢(n) eindeutig festgelegt, da ¥¢, (M®™, N) nach Vor-
aussetzung die universelle Eigenschaft aus Bemerkung 2.4.8 besitzt.

Zum Nachweis der Existenz eines Dg-Morphismus ¢ : § — homp (M, N) mit
Up,(M,N) o (¢ ®idps) = f werden nun umgekehrt die Komponenten von ¢ durch

Je,(M®", N) o (p(n) ® idysen) = f o pi™*"
definiert. Zunichst sei angemerkt, dass ¢(n) nach dem vorstehenden Lemma 17,,-
rechtslinear ist, da die entsprechende Version von Gleichung (2.25) erfiillt ist. Dies
ergibt sich aus der Tatsache, dass pg’M) o (pg(n) ®@idpren) = pf’M) o (idg(n) @yaren)
nach Definition von p%?’M) gilt, wobei pg(,) und ypren die Rechts- bzw. Linksopera-

tion von 17, auf F(n) bzw. M®" bezeichnen. Somit ist ¢ : F — homp_ (M, N) ein
Morphismus aus Ds. Analog zur obigen Rechnung ergibt sich nun

FopTM = (M, N) o (p(n) ®idpen)
= Op, (M, N) 0 p™Ps MMM o (o) @ id pyen)
=, (M, N) o (p ®idp) o plT:M),

woraus Up,(M,N) o (p ®idps) = f folgt. Somit ist C als Ds-Linkskategorie abge-
schlossen.

Zum Nachweis der letzten Behauptung seien f : N — M und g : U — V
Morphismen aus C sowie n € N. Dann sind home, (f®, g) und homp, (f, g) durch die
Gleichungen

Ve, (N®", V) o (home, (f¥", g) ® idyen)
= go e, (M, U) o (idhome, (pon,uy @)

bzw.
797-75 (Nv V) o (homDs (fv g) © ldN) =go 197-75 (M7 U) © (idhom»ps (M,U) ®f)
definiert. Hiermit ergibt sich

Je, (N, V) o (homp, (f, g)(n) ®idyen)
— 9p,(N,V) o pglhomDs (N,V),N) o (hornDS (f,9)(n)® idN®")
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= Jp,(N,V)o (homDS (f,q9) ® idN) ° pglhompS (M,U),N)
(homp, (M,U),N)

=govp,(M,U)o (idhomDS(M,U) @f) 0 Pn
= godp, (M, U) o pi™" WM o (idy oy @F57)
= g oV, (M®",U) o (idpome, e,y ")
= ¢, (N®",V) o (home, (f®", g) ® idyen),

woraus homp_(f, g)(n) = home, (f®", g) folgt. O

Die vorstehenden Ergebnisse lassen sich insbesondere auf die Kategorie yD§ der
Yetter-Drinfeld-Moduln anwenden.

Satz 2.4.15. Sei C := YDE. Dann ist C als C,-Linkskategorie abgeschlossen. Dabei
konnen die inneren Hom-Objekte und Auswertungsmorphismen fiir Objekte M und
N aus C wie folgt gewdhlt werden.

1. Das innere Hom-Objekt hom(M, N) ist durch den Vektorraum YDE (M, N)
der Yetter-Drinfeld-Morphismen M — N gegeben, der beziiglich der trivialen
Modul- und Komodulstruktur ein Objekt aus Cg ist.

2. Der Auswertungsmorphismus 9pr,n : hom(M,N) ® M — N st durch die
Zuordnung f @ m— f(m) festgelegt.

Beweis. Fiir f € hom(M,N), m € M und h € K gelten

"9M,N((f ® m) : h) = ’l9M7N(f . h(l) &m - h(2)) = 29M7N(f6(h(1)) X m - h(Q))
=y (f® (m-h)) = f(m-h)=f(m) h=0yn(f@m) h

und

D ((f @ mg) @ (f @m)y = O (fio) @ mpo)) ® fruympy
= Iu N (f @ mp) @ mpy = f(mg) @ mpy = f(m) @ f(m)py
= 19M7N(f ® m)[o} & 19M,N(f b2y m)[l]-

Somit ist ¥, n ein Homomorphismus von Yetter-Drinfeld-Moduln.

Es bleibt noch zu zeigen, dass U7,y die universelle Eigenschaft aus Bemerkung
2.4.8 besitzt. Dazu sei ein Objekt U aus C; und ein Yetter-Drinfeld-Homomorphismus
f:U® M — N gegeben. Dann ist zu zeigen, dass es genau einen Cg-Morphismus
g :U — hom(M,N) mit f =3Iy no(g®idyr) gibt. Diese letzte Gleichung ist genau
dann erfiillt, wenn f(u ® m) = g(u)(m) fir alle w € U und m € M gilt. Hierdurch
ist aber g eindeutig festgelegt.

Umgekehrt wird durch g(u)(m) := f(u®@m) fir u € U und m € M eine k-lineare
Abbildung g : U — Homg (M, N) definiert. Dann ist noch zu zeigen, dass g(u) fir
alle v € U ein Homomorphismus von Yetter-Drinfeld-Moduln ist. In diesem Fall
kann g ndmlich als Morphismus U — yDg(M , N) aufgefasst werden. Zudem ist
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dieser Morphismus als k-lineare Abbildung dann auch in C4 enthalten. Da U nach
Lemma 2.1.3 die triviale Modul- und Komodulstruktur besitzt, gelten fiir u € U,
méeMund h € K

gu)(m-h) = f(u® (m-h)) =f((u®@m)-h)=flu®@m)- h=gu)(m)- h

und

g(u)(myg) @ mpy = f(u®mpg) @mpy = f(ujp @ mp) @ ugymp
f(w@m)g) @ (u@m)p = fu@m)g ® flu®m)y
= g(u)(m)j @ g(u)(m)p-

Damit ist die Behauptung gezeigt. U

Bemerkung 2.4.16. Im Fall C = yD§ ist C also als Cs-Linkskategorie abgeschlos-
sen. Wegen Satz 2.4.14 ist C dann auch als Ds-Linkskategorie abgeschlossen. Somit
existiert nach Korollar 2.4.12 zu jedem Objekt V' aus C eine Endomorphismenope-
rade End(V). Konkret ist diese Operade durch folgende Daten gegeben:

1. Die n-te Komponente von €nd(V) ist €ndo(V)(n) = YDE(VE" V). Dabei wird
die Rechtsoperation von kZ,, auf diesem Objekt durch die Linksoperation von
kZ, auf V® induziert, d.h, o € Z, operiert auf f € YDE(V®" V) durch

fo=fopan(o).

2. Die Einheit V) . k — é&nd(V)(1) = YDE(V, V) ist durch n®V)(1) = idy
festgelegt.

3. Fir m,n,n1,...,nym € N mit n;y + --- + n,, = n ist die Multiplikation
Eno(V)

. ein Morphismus
(msni,enm)

YDEWwE™ vy yDEWVE V) g ... @ yYDEWVE ™ V) - yDEWE" V),

derdurchg® f1® - @ frn—go (f1 ® -+ ® fp,) definiert ist.

Schlieflich ergibt sich aus dem vorstehenden Satz, dass fiir C = YDE der innere
Hom-Funktor der Cs-Linkskategorie C ein gewShnlicher Hom-Funktor ist. Somit gilt
home, (f,g)(h) = go ho f fiir Yetter-Drinfeld-Morphismen f: N — M, h: M — U
und g : U — V. Nach Satz 2.4.14 ist dann

homp, (f, g)(n)(k) = home, (f*",g)(h) = goho f*"

fiir n € N sowie Morphismen f: N — M, h: M®® - U und g: U — V.
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2.5 Lie-Operaden

In diesem Abschnitt wird die Kategorie y@ﬁ der Yetter-Drinfeld-Moduln iiber der
Hopfalgebra K als Grundkategorie C verwendet. Ferner sei Z ein reflexives Zopf-
gruppensystem, iiber das C = ypg faktorisiert.

Da yD§ eine k-lineare Kategorie ist, induziert die Zopfung fiir jede natiirliche
Zahl n und jedes Objekt V aus ypﬁ eine Darstellung

Aven = A2 - kB, — Ende(VE").

Mit dem bisherigen Formalismus lésst sich das Bild eines Gruppenelementes b € B,
durch Ayon(b) = ¢S (b)(V,...,V) beschreiben. Diese Darstellung faktorisiert iiber
kZ,. Die durch diese Faktorisierung definierte Darstellung kZ,, — End(V®") werde
auch mit Ayen = )\H{‘/Z@"n bezeichnet.

Falls das Zopfgruppensystem Z endlich ist, soll nun eine Z-Unteroperade der as-
soziativen Operade definiert werden, deren zugehorige Monade isomorph zur Monade
L aus Abschnitt 1.4 ist. Dazu ist insbesondere fiir jedes n € N ein kZ,,-Untermodul
£(n) = £z(n) von A(n) = kZ, zu definieren, so dass fiir jedes Objekt V aus YDE

P em) o ver

oot kZm
natiirlich isomorph zur freien Lie-Algebra L(V) ist. Die freie Lie-Algebra L(V) ist
dabei gleich der Lie-Algebra der primitiven Elemente der Tensoralgebra T(V'). Somit
ist es notwendig, die primitiven Elemente der Tensoralgebra zu charakterisieren.

Die Tensoralgebra T(V) besitzt eine Graduierung, bei der die Elemente vom

Grad n durch T,(V) := V®" gegeben sind. Hierdurch wird eine Graduierung auf
T(V) ® T(V) induziert. Die homogenen Elemente vom Grad n sind dabei durch

(T RTV)), = B Tn(V)@Tn(V)

ni+n2=n

gegeben. Beziiglich dieser Graduierungen ist sowohl die Komultiplikation Ay als
auch id ®ng(y) + 13y ®id graduiert. Somit bilden die primitiven Elemente P(T(V'))
einen homogenen Untermodul von T(V'). Wird mit P, (T(V)) := P(T(V)) N T, (V)

der Untermodul der primitiven Elemente vom Grad n bezeichnet, so gilt
P(T(V)) = P Pu(T(V)).

Deshalb geniigt es, die primitiven Elemente in T, (V) zu bestimmen. Dafiir werden
explizite Formeln fiir die Komultiplikation der Tensoralgebra bend6tigt. Hierbei treten
Mischpermutationen auf.

Definition 2.5.1. Seien k,l € N und n := k + [. Eine Permutation s € 5,, heifit
(k,1)-Mischpermutation, falls s~1(i) < s71(j) fiir alle i < j < kund k < i < j gilt.
Die Menge aller (k,l)-Mischpermutationen wird mit Sy, ; bezeichnet.
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Mit den Mischpermutationen kénnen nun die Elemente

Ski:= Y L(s) kB,

SGS}C,[
fir k,I,n € N mit k + [ = n definiert werden. Ferner sei fiir n > 0
Sy :=={Sk|k+1=nund &, > 0}

sowie J, das von &,, erzeugte Linksideal in kB,,. Benttigt werden auch noch die
Zopfgruppensymmetrisierer

Sni= Y L(s) € kBy.

SESH

Die Elemente Sj; und S,, erfiillen nun die Rekursionsformeln

Sno0=Son=éen (2.26)
Sky = (Sku—1®er) + (e—1 ® 71) (Sk—1,4 ® €1) (2.27)
= (€1 ® Sk—1,) + (T1x ® e1-1) (€1 ® Spy—1) (2.28)
bzw.
So=¢e0, S1=¢1 (2.29)
Sk+1= (Sk ®S1)Sky (2.30)

fir k,I,n € N mit k,1 > 0 [Sbg96].

Bemerkung 2.5.2. Seien k,[,n € N mit k41! = n. Dann ist eine Mischpermutation
s € Sk, schon vollstindig durch die Menge I der Urbilder s71(1) < --- < s71(k)
bestimmt. Die zugehorige Mischpermutation lasst sich auch als

s =5 (s, ) (xr(1),1 = xr(1), ..., xr(n), 1 — x1(n))

schreiben, wobei x die Indikatorfunktion der Menge I bezeichnet. Es gibt also insbe-
sondere (Z) (k,1)-Mischpermutationen in S,,. Diese werden durch die k-elementigen
Teilmengen von {1,...,n} beschrieben.

Bemerkung 2.5.3. Seien k,l,n,r,m1y,...,m, € Nmit r > 0und k+1 =n =
m1 + -+ +m,. Dann kann Sy ; auch als

Z (pg(L(STTl))(khml - kl? cee 7k7"7m7’ - kT’)(Slﬁ,mlfkl Q- ® Skr,m'r*kr)

kl “l"‘l’kr:k
ki<m;

geschrieben werden. Anstatt ndmlich bei der Erzeugung der (k,1)-Mischpermutati-
onen die Urbilder von 1,...,k aus {1,...,n} jeweils in einem Schritt auszuwihlen,
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kann man auch wie folgt vorgehen. Zunéchst werden kq,..., k. mit k1 +---+ k. =k
und k; < m; gewdhlt. Anschlieend werden k; Elemente aus der m;-elementigen
Menge

{m1+---+mi_1—i—l,...,ml—l—---—i—mi}

ausgewéhlt. Daraus ergibt sich die obige Darstellung.

Lemma 2.5.4 ([Sbg96, Theorem 2.7]). Sei V' ein Objekt aus YDE. Die Inklu-
sionen in die Tensoralgebra seien mit 1,(V) : V™ — T(V) bezeichnet. Dann ist die
Komultiplikation A der Tensoralgebra T(V') durch

Aouwp(V) = Z (Lm (V) ‘nz(v)) ° XV®” (Snins)

ni+n2=n

charakterisiert. ]

Korollar 2.5.5. Sei V' ein Objekt aus y’D% und n > 0. Dann gilt
Po(T(V)) = Annje.(Sy,) = {x € V¥ |sx =0 fiir alle s € &,},

d.h., die Menge der primitiven Elemente der Tensoralgebra T(V') vom Grad n ist
gleich dem Rechtsannullator von &,, in VO™,

Beweis. Die Menge der primitiven Elemente der Tensoralgebra T(V') vom Grad n
ist gleich dem Kern von

(A —id®n—-n® id) o (V) = Z (Lm(v) @ Lny (V)) o Ay@n (Sm,nz)-
ni+n2=n
ni,n2>0
Da die Bilder der (t5, (V) @ 15, (V)) © Ayen (Snine) in unterschiedlichen direkten
Summanden liegen und die ¢y, (V) ® 1, (V') injektiv sind, ist dieser Kern gleich dem
Durchschnitt der Kerne der Ayen(Sy, n,) fiir n1,n2 > 0 mit ny +ny = n. Dies stimmt
mit dem angegebenen Annullator iiberein. O

Definition 2.5.6. Sei n > 0. Fiir einen kB,,-Linksmodul M sei

P(M) := Ann};(J,,) = Ann’y,(S,)
={veM|Si;-v=0 fir alle k,l > 0 mit k + [ = n}.

Die Elemente aus P(M) heiflen primitiv oder Lie-Elemente.

Mit dieser Definition besagt Korollar 2.5.5, dass die Menge der primitiven Ele-
mente der Tensoralgebra T(V) vom 