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Zusammenfassung

In dieser Dissertation werden Dirac-Operatoren studiert, die in
der mathematischen Beschreibung verschiedener physikalischer Mo-
delle Verwendung finden. Dabei nehmen Coulomb-Dirac-Operatoren,
d. h. Dirac-Operatoren mit Coulomb-Potentialen, eine zentrale Rolle
ein.

Zunéchst untersuchen wir die Eigenwerte in der Liicke des wesent-
lichen Spektrums der Dirac-Operatoren, deren Potentiale eine Cou-
lomb-Singularitdt haben konnen, um die Bindungsenergien eines re-
lativistischen Elektrons, das sich in einem kernfelddhnlichen Poten-
tial bewegt, zu bestimmen. Es gelingt uns fiir diese Eigenwerte eine
Minimax-Charakterisierung zu beweisen.

Anschlieend zeigen wir untere Schranken auf die Betrdge der
Coulomb-Dirac-Operatoren in Form von Potenzen des Laplace-Ope-
rators und wenden diese Resultate an. Dadurch erhalten wir Stabi-
litdtsaussagen fiir das relativistische Elektronen-Positronen-Feld in ei-
nem Coulomb-Potential. Zusétzlich gewinnen wir Abschéitzungen auf
die Energien gebundener Zustédnde, welche in verunreinigtem Gra-
phen durch eine elektromagnetische Stérung erzeugt werden. Mathe-
matisch ausgedriickt entspricht dies Abschiatzungen vom Typ Cwikel-
Lieb-Rozenblum und Lieb-Thirring auf die negativen Eigenwerte der
gestorten masselosen Coulomb-Dirac-Operatoren im Furry-Bild.

Motiviert durch diese Abschitzungen untersuchen wir abschlie-
Bend fiir alle selbstadjungierten Realisierungen der positiv projizierten
masselosen Coulomb-Dirac-Operatoren die Existenz eines virtuellen
Niveaus bei null, d. h., es wird analysiert, ob jede beliebig kleine ne-
gative Stérung dieser Operatoren einen negativen Eigenwert erzeugt.






Abstract

In this work we study Dirac operators, which are used in the math-
ematical description of different physical models. An important role
will be played by Coulomb-Dirac operators, i.e., Dirac operators with
Coulomb potentials.

At first, we prove a minimax characterisation of eigenvalues in
the gap of the essential spectrum of Dirac operators with potentials,
which may have a Coulomb singularity. These eigenvalues correspond
to bound state energies of a relativistic Hydrogen-like system.

Subsequently, we prove lower bounds on the moduli of Coulomb-
Dirac operators in terms of powers of the Laplacian. As an application
we improve known results concerning the stability of the relativis-
tic electron-positron field in a Coulomb potential. We also obtain
estimates on the energies of the bound states in graphene created
by an electromagnetic perturbation. From the mathematical point
of view this corresponds to estimates of Cwikel-Lieb-Rozenblum and
Lieb-Thirring type on the negative eigenvalues of perturbed massless
Coulomb-Dirac operators in the Furry picture.

We complete our study by analysing the existence of virtual levels
for all self-adjoint realisations of positively projected massless Cou-
lomb-Dirac operators, i.e., we examine whether every negative per-
turbation of these operators creates a negative eigenvalue.
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1 Einleitung

Der Dirac-Operator, dessen Potential V' eine Coulomb-Singularitit haben
kann, beschreibt die relativistische Dynamik eines Elektrons, das sich in ei-
nem kernfelddhnlichen Potential bewegt [16]. Diese Art von Dirac-Operatoren
wollen wir in dieser Dissertation in zwei und drei Dimensionen gleichzeitig
behandeln. Daher nehmen wir fiir die Dimension n an, dass n € {2,3} gilt.
In n Dimensionen entspricht das relativistische Elektron einem Spinor mit

n+1

N = N(n):=2" (1.0.1)

Komponenten und V ist eine messbare, hermitesche N x N-Matrixfunktion
auf R™ [41]. Wir sagen, dass V' genau dann zur Klasse der Potentiale 3"
gehort, wenn die Ungleichungen

V <0 und ess sup |||z|V(z)||cvxy < v (1.0.2)
rER”™

gelten. AuBerdem legen wir fest, dass V' genau dann ein Element von 9 ist,
wenn in ((1.0.2)) beide Ungleichungen mit dem Kleiner-gleich-Zeichen gelten.
Durch die obigen Ausfithrungen motiviert stellt sich die Frage, ob der Dirac-

Operator mit Potential V € B und Masse M € [0, 00)

DM(V) .=
w (V) —ia -V 4+ MpB+V fiirn=3, (1.0.3)

definiert auf C°(R™ \ {0};C")

{—ia-V+M03+Vfﬁrn:2,

eine selbstadjungierte Fortsetzung hat. In Definition ([1.0.3)) sind o = (071, 09),

a = (ag,a9,a3), V = (01,...,0,) Vektoren; sind oy, 09, 03 die Pauli Matri-
. ~ (Oc2 oy . . ~ (Ig2 Oc2
zen; ist a; = o, O@) fiir i € {1,2,3} und entspricht § = <0<c2 )

Fiir einen Coulomb-Dirac-Operator, d. h. einen Dirac-Operator mit ei-
nem Coulomb-Potential, kann durch eine Anwendung der Sturm-Liouville-
Theorie (siehe [40, |7, 83| oder Hinweis festgestellt werden, dass eine
selbstadjungierte Realisierung existiert, diese aber nicht eindeutig sein muss.
Daher ist eine Bedingung gesucht, welche eine klare physikalische Interpre-
tation besitzt und die genau eine selbstadjungierte Fortsetzung von (|1.0.3))
erfiillt. Tatséchlich gibt es fiir V' € ‘,B%n_l)/ ? eine eindeutige selbstadjungierte
Fortsetzung DM (V') von DM (V), fiir welche der Erwartungswert der kine-
tischen Energie einer beliebigen Wellenfunktion im Definitionsbereich der
Fortsetzung endlich ist, d. h.

D (DM(V)) c HYAR™, CM). (1.0.4)
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Die Existenz dieser ausgezeichneten selbstadjungierten Erweiterung ist in
[60,, 86|, |54) |43} [13] bewiesen. Fiir den Fall, dass V = —v/| - |Ien gilt, exis-
tiert daher fiir v € [O, (n—1)/ 2) eine eindeutige physikalisch ausgezeichnete
selbstadjungierte Fortsetzung DM (—v/| - [Iex) von DM (—v/| - |Iex).

Eine hohe Relevanz erhalten die Coulomb-Dirac-Operatoren dadurch,
dass diese in der mathematischen Beschreibung verschiedener physikalischer
Modelle benutzt werden. So werden die dreidimensionalen Coulomb-Dirac-
Operatoren z. B. in der quantenelektrodynamischen Beschreibung des Elek-
tronen-Positronen-Feldes verwendet, welches an ein dufleres Coulomb-Poten-
tial gekoppelt ist (siehe Abschnitt IED Die Kopplungskonstante in diesem
Modell wird mit v bezeichnet. In [6] wird gezeigt, dass fiir alle v € [0,v/3/2)
die Stabilitat des Elektronen-Positronen-Feldes im Wesentlichen aus der Tat-
sache folgt, dass es ein C > 0 gibt, sodass

|DY(—=v/] - [Iea)| = C*"V=A @ Ics (1.0.5)

gilt.

In zwei Dimensionen werden Coulomb-Dirac-Operatoren bei der Model-
lierung von Graphen, welches mit einer Punktladung verunreinigt wurde, be-
nutzt [57]. Durch eine &uere Storung konnen in diesem verunreinigten Gra-
phen gebundene Zustinde erzeugt werden [63, 21} 46, 36]. In Abschnitt
wird ein Modell vorgestellt, welches dieses Verhalten beschreibt. Es stellt sich
heraus, dass man aus Ungleichungen fiir die zweidimensionalen Coulomb-
Dirac-Operatoren, welche analog zu sind, Abschéatzungen auf die An-
zahl und die Summe der Energien der gebundenen Zustdnde gewinnen kann.
Leider ist es nicht moglich mit der Methode, welche zum Beweis von ([1.0.5))
verwendet wurde, solche Ungleichungen fiir die zweidimensionalen masselo-
sen Coulomb-Dirac-Operatoren zu beweisen. Daher ist das Ziel zu zeigen,
dass fiir v € [0, (n —1)/2) ein C% > 0 existiert, sodass

| Dy (—v/] - [lgn)| = CivV—A @ Ten (1.0.6)

gilt. Dadurch wiirde das dreidimensionale Resultat in [6] verbessert werden
und erstmals ein analoges Resultat in zwei Dimensionen bewiesen werden.
Fiir v € [0, (n — 1)/2) ist der Definitionsbereich von DY (—v/| - [Ien) in
HY/2(R"; CV) enthalten und fiir DM ((1 —n)(2|-|)"'Icv) gibt es keine selbst-
adjungierte Erweiterung, welche diese physikalische Bedingung erfiillt (siehe
Hinweis [3.4.3[(d)). In diesem Sinn ist (n — 1)/2 eine kritische Kopplungs-
konstante und daher kann fiir keine selbstadjungierte Realisierung
des Coulomb-Dirac-Operators mit kritischer Kopplungskonstante gelten. Da
aber in 25| 79] gezeigt wird, dass es fiir v € [0, (n— 1) /2] eine ausgezeichnete
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selbstadjungierte Fortsetzung von DM (—v/| - |Ien) gibt, welche fiir n = 3
und v € [0,1) mit DY (—v/|-|lcs) iibereinstimmt, soll untersucht werden, ob
der Betrag dieser selbstadjungierten Realisierung des masselosen Coulomb-
Dirac-Operators mit der kritischen Kopplungskonstante nach unten durch
Potenzen des Laplace-Operators abgeschéatzt werden kann.

Die Existenz dieser ausgezeichneten selbstadjungierten Fortsetzung von
DM(—v/| - |Igw) fiir v € [0, (n — 1)/2] ist eng mit der Giiltigkeit einer so-
genannten Hardy-Dirac-Ungleichung [17] verbunden, welche direkt aus ei-
ner noch unbewiesenen Minimax-Charakterisierung der Eigenwerte massi-
ver Coulomb-Dirac-Operatoren gewonnen werden kann [18]. Daher ist die
erste Problemstellung, welche diskutiert werden soll, ob fiir M > 0 und
V e P77 die Eigenwerte von DM (V') durch ein Minimax-Prinzip charak-
terisiert werden konnen.






2 Uberblick iiber die Resultate und Modelle

Die Resultate und Ausfiithrungen, welche in den néchsten Abschnitten pra-
sentiert werden, wurden bereits in dhnlicher Form in [51, 53, 49, |52, [50]
verdffentlicht. Zur besseren Nachvollziehbarkeit wird in jedem Lemma, Satz
oder Korollar eine genaue Referenz angegeben. Unter den Quellenangaben
kann man auch die Beweise dieser Resultate finden. In Kapitel 3 fithren wir
diese Beweise in modifizierter Form aus und geben zusétzlich bei umfangrei-
cheren Beweisen eine Beweisidee oder Gliederung des Beweises an.

Bei allen Publikationen mit Koautoren hat der Autor dieser Dissertation
einen wesentlichen Anteil beigetragen.

2.1 Minimax-Prinzipien

Sei V € ‘Bf{"*l)/ ?. Mit Hilfe der Kato-Seiler-Simon-Ungleichung (Satz 4.1 in
[65]) kann Weyls Satz (Satz XIII.14 in [58]) iiber das wesentliche Spektrum
angewendet werden und

Oess (DY (V) = (=00, —M] U [M, 00) (2.1.1)

gezeigt werden. Die Details der Ausfithrungen zur Giiltigkeit von ([2.1.1))
kénnen z. B. in Proposition 1 in [13] studiert werden. Dementsprechend hat
DM (V) mit positiver Masse eine Liicke im wesentlichen Spektrum. Die Ei-
genwerte in dieser Liicke sind von groflem physikalischem Interesse; z. B. ent-
spricht der kleinste Eigenwert pq in dieser Liicke der Grundzustandsenergie
des Elektrons, welches sich im Potential V' bewegt. Fiir den dreidimensiona-
len Fall schlug Talman [71] (spéter auch Datta et al. [15]) folgende formale
Minimax-Charakterisierung von p; vor:

G)mo@) L,
()

In (2.1.2)) sind x und v der obere und untere Bispinor eines 4-Spinors, aber die
Mengen, iiber welche Minimum und Maximum gebildet werden sollen, sind
nicht festgelegt. Eine erste rigorose Minimax-Charakterisierung der Eigen-
werte in der Liicke wurde fiir den dreidimensionalen Fall in [26] angegeben.

Dort werden die Eigenwerte in aufsteigender Reihenfolge und mit Vielfach-
heit gezéhlt und dann wird fiir den k-ten Eigenwert bewiesen, dass

[41 = min max
x#0 ¥

dM
e = inf sup M (2.1.3)
EmTellraumvonPgﬂHl/z(R3;C4) d,g(gm@P?y_ H1/2(R3;C4))\{0} ||¢||
dim M=k
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gilt, falls V' € ‘]3:1/ ? ist. In ([2.1.3)) entsprechen d}’ und v den quadratischen
Formen von D(0) und V. AuBerdem ist P:% der Projektor auf den nicht-
negativen Spektralbereich von D3'(0) und Py’ :=T— P}

2.1.1 Ein abstraktes Resultat

Durch die obigen Ausfiihrungen motiviert, stellt sich die Frage nach einer
Minimax-Charakterisierung der Eigenwerte in der Liicke des wesentlichen
Spektrums von moglicherweise nicht halbbeschriankten Operatoren. Natiirlich
kann fiir einen selbstadjungierten Operator mit einer Liicke im wesentlichen
Spektrum durch den Spektralprojektor auf die Liicke und Courants Minimax-
Prinzip [12] eine solche Charakterisierung immer angegeben werden, wenn die
Einschrankung des Operators auf die Liicke halbbeschrénkt ist. Allerdings ist
dieser Spektralprojektor meistens unbekannt. Daher besteht die Hoffnung,
dass wie in eine solche Charakterisierung auch mit einem anderen
Projektor moglich ist. Dementsprechend werden einfach zu iiberpriifende Be-
dingungen auf Projektoren gesucht, welche eine Minimax-Charakterisierung
der Eigenwerte wie in sicherstellen.

Das erste Resultat dieser Art wurde in [35] bewiesen. Als Korollar er-
hielten die Autoren, dass die Minimax-Charakterisierung des kleinsten Ei-
genwertes nach Talman fiir —2[cs < V' < 0 mit V(z) — 0 fiir [2] — oo in
drei Dimensionen korrekt ist. Eine weitere Folgerung war, dass fiir
V € PB7 gilt [34], wobei v ~ 0.3 die reelle Lésung von 2% — 37y% + 4y = 1
ist. In [19] wurde das Resultat in |26] auf eine Klasse von Potentialen er-
weitert, welche ‘}33/ (@/7+7/2) enthls. In [18] wurde ein weiteres abstraktes
Minimax-Prinzip bewiesen. Durch dessen Anwendung konnte die Giiltigkeit

der Minimax-Prinzipien von Esteban-Séré und Talman fiir V' € f;)/g ”? bewie-
sen werden.

Das abstrakte Minimax-Prinzip, das hier vorgestellt werden soll, kann auf
eine natiirliche Art und Weise auf selbstadjungierte Operatoren angewendet
werden, welche als Formstorungen (siche Abschnitt 2 in [54]) von symmetri-
schen Sesquilinearformen erhalten werden. Das Minimax-Prinzip lautet:

Satz 2.1.1 (Satz 1 in [51]). Seien q,v symmetrische Sesquilinearformen mit
Dlq] C D[v] und B ein selbstadjungierter Operator in einem separablen Hil-
bertraum $), welche

(Bx,y) = qlz,y] + v[z,y] fir ale € D(B), y € Dlql; (2.1.4)
o(5) = {r < i) e |q[x’y]1\_;|1V[x’y]‘ <o} @15)
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erfiillen. Seien $+ orthogonale Teilrdume von $), sodass H = $H. B H_ gelte
und Ay, A_ seien die entsprechenden Projektoren auf $, und $H_. Es werden
folgende Bedingungen angenommen:

(i) Di:=ADg] C Dlg], (2.16)
B o sy T 217
seo oy 2]
(i) A\ >a mit (2.1.8)
NP S ChaC)l (2.1.9)
%Teltliriilllggzn D+ ze(VeD_)\{0} ]

Sei b := inf (0ess(B) N (a,00)) € [a,00]. Die Eigenwerte von B im Intervall
(a,b) werden mit Vielfachheit in nicht fallender Reihenfolge durchnumme-
riert. Falls fiir k € N ein solcher k-ter Eigenwert existiert, wird dieser mit
[ bezeichnet und ansonsten py, gleich b gesetzt. Unter diesen Annahmen gilt

A = pg fur alle k€ N.

Der Beweis dieses Satzes basiert auf den Beweisen der abstrakten Resulta-
te in [18] und [35]. Im Gegensatz zu diesen Arbeiten wird aber konsequent mit
Formen anstatt mit Operatoren gearbeitet. In [51] wird Satz benutzt,

um die Giiltigkeit von (2.1.3)) fiir alle V' € 931 und vom Talman-Minimax-

Prinzip fiir Potentiale in ‘3? (B/mtm/2) zu zeigen.

2.1.2 Anwendungen

Das abstrakte Minimax-Prinzip, welches in Satz formuliert ist, wird ver-
wendet um die Minimax-Prinzipien von Talman (siehe ([2.1.2))) und Esteban-

Loss (siehe (2.1.3)) fir V € ‘]37(?—1)/ ? zu beweisen, d. h. insbesondere fiir je-
des Coulomb-Potential, fiir welches eine selbstadjungierte Realisierung des
entsprechenden Coulomb-Dirac-Operators existiert, die Bedingung
erfiilllt. Aufgrund der physikalischen Interpretation von kénnen die-
se Resultate daher vom physikalischen Standpunkt als optimal angesehen
werden. Die exakte Formulierung lautet:

Satz 2.1.2 (Satz 1 und 2 in [53]). Seien V € PI 2 und M > 0. Falls
der k-te Eigenwert von DM(V') in (=M, M) existiert, wobei in nicht fallen-
der Reihenfolge und mait Vielfachheit gezdhlt wird, dann wird dieser mait puy
bezeichnet. In den nachfolgenden Formeln sind d und v die quadratischen

Formen von DM(0) und V.
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(a) Es gilt das Talman-Minimaz-Prinzip

) . aY[0] +vly]

9M Teilraum von H/2(R™;CN/2) HE(MBHL/2(R7;CN/2))\{0} ||1/) ||

dim M=k
(b) Es gilt das Esteban-Séré-Minimaz-Prinzip
_ . A [y] + viy]
g = . n sup 2 :
M Teilraum von P,IL&QHI/Q (R™;CN) pe(MePM HI/2(Rn;CN))\{0} ”w ||
dim M=k '

Hier entspricht Pé‘ﬂ dem Projektor auf den nichtnegativen Spektralbe-
reich von D) (0) und P)' :=T— P} .

An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dass die Aussagen in
Satz fiir n = 2 die Ersten ihrer Art sind und Satz (b) fiir n =3
eleganter als in [51] bewiesen wird.

Satz 1.(4) und Satz 11.(b) in [24] besagen, dass fiir V € ‘4_31(:_1)/2 der
Operator DM(0) + V. mit V. := max{—1/¢,V} fiir ¢ — 0 im Sinne der
Normresolventenkonvergenz konvergiert. Da der Grenzwert mit DM (V) fiir

Ve ‘13%"_11/ ? {ibereinstimmt, kann diese Art der Konstruktion einer Fortset-
zung von DM (V) als Verallgemeinerung von [54] verstanden werden. In [24]
wird dann gezeigt, dass eine Version von Satz auch fiir die selbstadjun-

gierte Realisierung von DM (V) mit V € %;n_l ’ gilt, welche auf diese Art
konstruiert wurde. Interessanterweise kann der angegebene Beweis dieses Re-
sultates mit Satz oder dem abstrakten Minimax-Prinzip in [18] gefiihrt
werden.

2.2 Selbstadjungierte Realisierungen durch Hardy-Di-
rac-Ungleichungen

Eine direkte Folge der Minimax-Charakterisierung des Dirac-Operators in
Satz ist das nachfolgende Resultat.

Satz 2.2.1 (Satz 3 in [53]). Seien M > 0 und v eine skalare Funktion auf
R", sodass vigny € *B&"‘M gilt. AufSerdem wird der Differentialausdruck

Ko —i01 + 0y fiirn = 2,
" —io -V fiirn =3,

10
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definiert und mit \(v) der kleinste Eigenwert von DM (vigwn) in der Liicke
(=M, M) bezeichnet. Dann gilt fir alle x € H'(R™; CN/?) die Ungleichung

KX (x)[? 2
S | M) — o) dx + / (M = A(v) +v(x))|x(x)]Pdx.  (2.2.1)

Rn Rn

In 18] wird gezeigt, wie Ungleichung fiir n = 3 mit der Hilfe des
Minimax-Prinzips von Talman bewiesen werden kann. Aufgrund des erstma-
ligen Beweises eines talmanschen Minimax-Prinzips fiir Dirac-Operatoren in
zwei Dimensionen kann diese Technik auch verwendet werden um fiir
n = 2 zu beweisen. In [79, |17] wird fiir radialsymmetrische v durch
Drehimpulskanalzerlegung direkt bewiesen, allerdings mit einem Wert fiir
A(v), welcher mit der Ausnahme, dass v ein Coulomb-Potential ist, nicht so
optimal wie A(v) ist.

Da nach [20, 73] fiir v € (0, (n — 1)/2) der kleinste Eigenwert von
DM(—v/| - |Ien) in (=M, M) gleich M /1 — 4(n — 1)~212 ist, folgt aus
Satz mit einem einfachen Grenzwertiibergang:

Korollar 2.2.2 (Korollar 4 in [53]). Seien M > 0 und v € [0,(n — 1)/2].
Dann gilt

Kox(x) o
JMAM T -1+ 022
[ (=TT 07 4 2 o

R”
fiir alle x € HY(R™; CN/?).

Durch die Wahl von v = (n — 1)/2 und das Ersetzen von x durch
e=m)/2y(e71.) in ([2.2.2) erhilt man eine Ungleichung, welche fiir ¢ gegen
null

(n=1? [ x(P ,
4 / xS [ KlEax(oPdx (2.2.3)

ergibt. Wihlt man nun x = (g,0) fir n = 3 und x = g fiir n = 2 und wertet
(2.2.3) fiir den Real- und Imaginérteil von diesem x getrennt voneinander
aus, so folgt

(n=1)?% [ g )
1 / x| < | |x|[Vg(x)["dx. (2.2.4)

11



2 UBERBLICK UBER DIE RESULTATE UND MODELLE

Aus folgt mit g(x) := |x|™/2f(|x]|) fiir alle x € R" die Ungleichung

LLUOP
i e G (225)

r

welche von Hardy [37], wihrend des Versuches die existierenden Beweise fiir
Hilberts Doppelreihensatz [84] zu vereinfachen, entdeckt wurde und dement-
sprechend in der Literatur als Hardy-Ungleichung bekannt ist. Auf der ande-
ren Seite folgt aus zusammen mit [(Z, Vg(x))| < [Vg(x)| die Unglei-
chung . Daher wird als Hardy-Dirac-Ungleichung bezeichnet.

Da —(M + v/| - |)Igns2 die Untermatrix von DM (—v/| - [Ion) ist, welche
durch das Streichen der ersten beiden Zeilen und Spalten entsteht, wird fiir
M >0

1

K—K, M — - D2 2.2.6
nM—|—I//|| +( V/| |)(CN/ ( )

als das Schurkomplement von —(M + v/| - |)Iexsz in DM (—v/| - |Igy) be-
zeichnet. Der symmetrische Operator in ist nach Korollar fiir
v € [0,(n —1)/2] und M > 0 nichtnegativ und daher ist die zugehorige
quadratische Form nach Friedrichs Fortsetzungssatz (siche Satz X.23 in[58])
abschlieBbar. Der Definitionsbereich der abgeschlossenen quadratischen Form
des Operators in (2.2.6) wird mit Q%" abgekiirzt. Nach Satz 1.1 in [25] be-
sitzt dann der Operator DM (—v/| - |Iew) fiir v € [0, (n — 1)/2] und M > 0
eine eindeutige selbstadjungierte Fortsetzung D% deren Definitionsbereich
in QuM x L2(R"; CV/2) enthalten ist. Die analoge selbstadjungierte Realisie-
rung eines masselosen Coulomb-Dirac-Operators wird fiir v € [0, (n — 1)/2]

durch

1 ,
Dy — o3 fiir n=2,

2.2.7
D' -3 fir n=3, ( )

D! =D’ = {

definiert.

Um den Operator D% mit D (—v /|- |Iew) fiir M > 0 und v € [0, (n —
1)/ 2) zu vergleichen, wird eine explizite Darstellung des determinierenden
Bereichs von D% untersucht. Fiir dessen Formulierung wird eine Funktion

¢ € CH(R,;R) bendtigt, fiir welche der Grenzwert

lim £/ (t) existiert und ungleich null ist. Zusétzlich muss
\0 (2.2.8)

n

/ e + @) () EVE T < 0o gelten.
0

12



2.2 Selbstadjungiertheit durch Hardy-Dirac-Ungleichungen

Ferner fithren wir im néchsten Satz die Notation fiir Polar- und Kugel-
koordinaten ein. Mit dem Koordinatenpaar (p,¢) € [0,00) x [0,27) wer-
den Radius und Winkelkoordinate in R? und mit dem Koordinatentriple
(r,0,¢) € [0,00) x [0,7) x [0,27) werden Radius, Polar- und Azimutwinkel
in R? bezeichnet. Fiir m € {—1/2,1/2}"" definieren wir die Funktionen ¢/,
in Polarkoordinaten (fiir n = 2)

e—i(1/24+m)¢
Gl ) = &4 )V T2 ( v )

—i(\/1/4 = V2 + (=1)1/2=m/2) ei<152—7m>w

(2.2.9)

und in Kugelkoordinaten (fiir n = 3)

v 7 Vi—vZ- VQ%‘FTYLQ,ml,me(e?(ﬁ)
o (1,0, 0) 1= & ()77 (-1(@+ (—1)Fm)Q, 9,6) ]

5 —m2,mi,m2

(2.2.10)

wobei €, s (siche Relation (7) in [27]) die sphérischen Spinoren bezeich-
net. Im néchsten Satz wird die Darstellung des determinierenden Bereichs
des Operators D" mit der Hilfe der Funktionen ¢}, formuliert, welche in

(2.2.9) und ([2.2.10) eingefiithrt wurden.

Satz 2.2.3 (Verallgemeinerung von Satz 5 in [53]). Seien v € [0, (n —1)/2]
und M > 0. Die Menge

{0} firn =2, v=0 oder

= CFR N\ {05 CY)H n=3ve(0.7],
span{Cy,, :m € {—1/2,1/2}"7'} sonst,

(2.2.11)

ist ein determinierender Bereich des Operators D%M.

Im Hinweis wird argumentiert, dass fiir v € [0, (n — 1)/2) die

Menge € ein determinierender Bereich von DM (—v/|-|I¢~) ist. Eine direkte
Konsequenz ist:

Korollar 2.2.4 (Korollar 6 in [53]). Sei v € [0, (n —1)/2) und M > 0. Die
ausgezeichneten selbstadjungierten Erweiterungen von DM (—v/| - [Ien) im
Sinne von [54)] und [25] stimmen tberein, d. h.

DY = Dyl (—v/| - [Tew).

An dieser Stelle soll noch angemerkt werden, dass D% fiir M > 0 und
v € [0,(n —1)/2] nach Satz 1.(4) und Satz 11.(b) in [24] auch als der Norm-
resolventengrenzwert von DY (0) — min{v/| - |,e'} aufgefasst werden kann.

13



2 UBERBLICK UBER DIE RESULTATE UND MODELLE

2.3 Untere Schranken auf die Betrige der Coulomb-
Dirac-Operatoren

In diesem Abschnitt werden untere Schranken auf die Betréige der zwei- und
dreidimensionalen Coulomb-Dirac-Operatoren durch Potenzen des Laplace-
Operators formuliert. Beim Beweis der jeweiligen Resultate stellt sich her-
aus, dass die dreidimensionale Situation einfacher als die zweidimensionale
ist. Dies liegt vor allem an der Existenz einer Hardy-Ungleichung in drei Di-
mensionen.

Bevor wir nun die entsprechenden Resultate formulieren, méchten wir auf
eine Besonderheit in der Notation hinweisen. Wir kiirzen fiir A € [0, c0) und
k € N den Operator (—A)* @ Igx durch (—A)* ab.

Satz 2.3.1 (Satz 1(1.) in [49] und Satz I.1 in [50]). Fir jedes v € [0, (n—1)/2)
qibt es ein C} > 0, sodass

IDy| > Crv—A (2.3.1)
qgilt.

Fiir n = 2 liefert der Beweis von Satz eine untere Schranke auf die
optimale Konstante in . Diese wird hier aber nicht angegeben, weil
dafiir noch das technische Problem in Hinweis [3.5.21| gelost werden muss.
Aufgrund des hohen Arbeitsaufwandes und der Tatsache, dass die explizite
Kenntnis dieser Schranke fiir die in Abschnitt diskutierte Anwendung
nicht von fundamentaler Bedeutung ist, wurde auf das Losen des Problems in
verzichtet. Im Gegensatz dazu ist die explizite Kenntnis einer unteren
Schranke auf den maximal moglichen Wert von CY fiir die in Abschnitt
diskutierte Anwendung wesentlich.

Satz 2.3.2 (Satz .1 in [50]). Seiv € [0, 1). Die Ungleichung |D%| > S¥v/—A
gilt mit

S = (1—nmv1—12cot(nV1—v?/2)/2)1", (2.3.2)

wobes
( (9 +44)1/? —4p B
VT ety =) Y DDV
n = _ fiir v =+/3/2,

V3(r - 2)

firv=1.

(2.3.3)
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2.3 Untere Schranken auf die Betrage der Coulomb-Dirac-Operatoren

Aus Satz folgen auch Abschéatzungen fiir die massiven Coulomb-
Dirac-Operatoren.

Korollar 2.3.3 (Verallgemeinerung von Korollar 1.2 in [50]). Fir jedes v €
[0,(n—1)/2) und M > 0 gelten die Ungleichungen

IDYM| > C¥\/1 —4(n — 1)~2v2/=A (2.3.4)

und

1 —4(n— 1)22C"
DM Emax{\/ (1n+cy) Y n,(1—2u)(n—2)}\/—A+M2.
(2.3.5)
An dieser Stelle sei auf die Relation [D%| = /—A + M? hingewiesen.
Fiir n = 3 und v € [0,v/3/2) wurde bereits in Lemma 1 in [1] und Lemma 1

in [6] gezeigt, dass Abschétzungen vom Typ (12.3.1)), (2.3.4) und (2.3.5) gelten
konnen. Die Ungleichungen in diesen Arbeiten folgen aus

(D2M)2 > O (—A). (2.3.6)

Die Abschitzung kann aber nicht mit C* > 0 fiir (n,v) € ({2} x
(0,1/2))U({3} x (v/3/2,1)) gelten, weil in diesem Fall der Definitionsbereich
von D%M nicht in H(R";C") enthalten ist (siehe Satz [2.2.3). Zusitzlich
sei noch erwithnt, dass fiir (n,v) € {3} x [0,/3/2] die Werte der unteren
Schranken auf die optimalen Konstanten in Satz und Korollar [2.3.3]
welche sich aus Satz ergeben, eine Verbesserung der Schranken in [1, 6]
darstellt. Diese Tatsache wird in der Abbildung [I| durch das Abbilden von
S” (siehe (2.3.2)) und der unteren Schranke S§gq aus [6] auf den optimalen
Wert der Konstante in Satz[2.3.1] verdeutlicht. In Abbildung[I]wird auilerdem
ersichtlich, dass die Konstante Sgrq aus den oben genannten Griinden fiir
v>43 /2 verschwindet.

A

0.8+

R %

061 v
BRS

041 1-»

021

Abbildung 1: Der Graph von S” im Vergleich mit Sggq und 1 —v. Die Quelle
fir diese Abbildung ist [50].
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2 UBERBLICK UBER DIE RESULTATE UND MODELLE

In Abbildung [2] wird fiir n = 3 der Graph der unteren Schranke auf die
optimale Konstante in ([2.3.5)) dargestellt, welche sich aus Satz ergibt.
Zusitzlich wird auch die untere Schranke 1 —2v aus Lemma 1 in [1] abgebil-
det.

1.0k

0.8

NI-v2 S”

08 1+5”

1-2»

0.4

0.2

I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 4

Abbildung 2: Die Graphen von /1 — 125%/(1 4 5¥) und 1 — 2v. Die Quelle
fiir diese Abbildung ist [50].

Dass Satz nicht fiir v = (n — 1)/2 gelten kann, folgt aus der Tatsa-
che, dass nach Satz der Definitionsbereich der quadratischen Form von
D{Y/2 picht in HY/2(R"™; CV) enthalten ist. Man kann aber [D"/2| mit
Potenzen des Laplace-Operators vergleichen, welche kleiner als 1/2 sind.

Satz 2.3.4 (Satz 1(2.) in [49] und Satz 1.3 in [50]). Fir jedes \ € [0,1) gibt
es ein K > 0, sodass fiir alle a > 0 die Ungleichung

|D7(1n71)/2| 2 Kéa/\*l(_A)/\/2 _ ail (237)
gilt.

Ausdriicke fiir die Konstante in Satz sind im entsprechenden Be-
weis angegeben. Die Ungleichung steht in direkter Verbindung zur
folgenden Abschétzung fiir einen masselosen relativistischen Operator mit
Coulomb-Potential: Fiir jedes A € [0,1) gibt es ein L} > 0, sodass fiir alle
a > 0 die Ungleichung

2(T((n +1)/4)) - -
—A)Y2 L > D (=AM g 2.3.8
=) (T((n—1)/4))7| | - 238)

gilt (sieche Ungleichung (1.8) in |29] und Satz 2.3 in [67]).
In den néchsten beiden Abschnitten werden Anwendungen der Resultate
dieses Abschnitts diskutiert.
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2.4  Die Stabilitat des Elektronen-Positronen-Feldes

2.4 Die Stabilitidt des Elektronen-Positronen-Feldes

Die Hartree-Fock-Theorie [38, 66| ist eine Methode der nichtrelativistischen
Quantenmechanik, mit der man unter anderem K Elektronen, welche mit
einem Kernfeld wechselwirken, in der Naherung des mittleren Feldes unter-
suchen kann. Diese Methode basiert auf der Erfahrung, dass die Minimie-
rung des Rayleigh-Quotienten des nichtrelativistischen Hamilton-Operators
des K-Elektronensystems iiber der Menge der Hartree-Fock-Zustéande (Sla-
terdeterminanten von Einteilchenwellenfunktionen siehe z. B. Abschnitt 13.3
in [61]) eine gute obere Schranke auf die Grundzustandsenergie des K-Elek-
tronensystems liefert. Die Euler-Lagrange-Gleichungen dieses Variationspro-
blems sind als Hartree-Fock-Gleichungen bekannt.

Ein Ansatz um auch relativistische Effekte mit einzubeziehen ist die re-
lativistische Version der Hartree-Fock-Theorie, die sogenannte Dirac-Fock-
Theorie [70]. In dieser Theorie ist der Hamilton-Operator des K-Elektronen-
systems H! eine direkte Verallgemeinerung des Einteilchen-Dirac-Operators.
Durch die Bestimmung der Euler-Lagrange-Gleichungen des Rayleigh-Quo-
tienten von HE' auf der Menge der Dirac-Fock-Zustinde (Analogon zu Har-
tree-Fock-Zustanden) erhdlt man die Dirac-Fock-Gleichungen.

Der wesentliche Unterschied zwischen beiden Theorien ist, dass der nicht-
relativistische Hamilton-Operator auf der Menge der Hartree-Fock-Zustédnde
im Gegensatz zu H' auf der Menge der Dirac-Fock-Zustinde nach unten
beschriankt ist. Dieser Unterschied fithrt bei der numerischen Losung der
Dirac-Fock-Gleichung zu Problemen wie dem Variationszusammenbruch oder
scheinbaren Eigenfunktionen [78, 62, 68]. Zusétzlich fiihrt die Tatsache, dass
H'¢! keine stabilen gebundenen Zusténde haben kann, zu Interpretationspro-
blemen [5, 69].

Da die Unbeschrianktheit des Dirac-Operators in der Quantenelektro-
dynamik durch Diracs Interpretation des Vakuums (siche Abschnitt 10 in
[73]) verschwindet, wird in [9, 10| ein quantenelektrodynamischer Ansatz
zur Herleitung einer relativistischen Version der Hartree-Fock-Gleichungen
entwickelt. Diesem Ansatz folgend wird nun das relativistische Elektronen-
Positronen-Feld in zweiter Quantisierung ohne magnetische Effekte mit einem
Coulomb-Potential als &uflerem Potential fiir verallgemeinerte Hartree-Fock-
Zustande betrachtet, um daraus eine relativistische Ndherung des mittleren
Feldes herzuleiten, welche nicht an den Problemen der Dirac-Fock-Theorie
leidet. Dies bedeutet insbesondere, dass der Hamilton-Operator

H:= /dx W (2) DM W () /da:/dy . _)\fl|(y)\lf(m):
(2.4.1)
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2 UBERBLICK UBER DIE RESULTATE UND MODELLE

des Elektronen-Positronen-Feldes im Furry-Bild eingeschréankt auf die ver-
allgemeinerten Hartree-Fock-Zusténde auf Beschranktheit nach unten unter-
sucht werden muss. In (2.4.1]) ist ¥ der Feldoperator, a > 0 die Feinstruk-
turkonstante und : O : steht fiir die Wick-Ordnung des Operators O. Weitere
Details der Notation in (2.4.1) und Satz werden in [6} |1] erlautert.
Wie in Abschnitt 2 in [6] erkléart (Hinweis zu Tippfehler: Die Ungleichung
in Abschnitt 2(ii) in [6] muss mit der Ungleichung (1) in [6] iibereinstimmen!)
folgt aus der Abschétzung und Satz das folgende Resultat.

Satz 2.4.1 (Satz 1.4 in [50]). Seien v € [0,1) und M, > 0. Dann ist fir
a<4V1—v2SY/m (2.4.2)

die Energie £(p) = o(H) nichtnegativ fir alle verallgemeinerten Hartree-
Fock-Zustinde .

Fiir den physikalischen Wert der Feinstrukturkonstante o & 1/137 ist die
Bedingung fir v < 0.97 erfiillt, d. h. fiir die Kernladungszahl Z = v/«
bis einschlieBlich 132. In Satz 1 in [6], welcher eine Verbesserung von Satz 2
in [1] ist, wurde dasselbe Resultat wie in Satz [2.4.1] unter der Bedingung

a < (4/m)(1 =AYV +9 —4v)/3

bewiesen. Diese Bedingung, welche stirker als Bedingung ((2.4.2)) ist, gilt fiir
a &~ 1/137 bis zur Kernladungszahl Z = v/a < 117 und kann nicht fiir ein
beliebiges o > 0 gelten, falls v > v/3/2 gilt.

2.5 Abschitzungen fiir die Eigenwerte der Quanten-
punkten in verunreinigtem Graphen

Wie in [63], [21] theoretisch vorhergesagt und in [46, 36] vor kurzem experi-
mentell beobachtet, konnen elektrostatische Potentiale einen Quantenpunkt,
d. h. gebundene Zusténde in Graphen, erzeugen. Daher untersuchen wir ei-
ne Schicht Graphen, welche mit einer Punktladung verunreinigt wurde, und
beweisen Abschatzungen auf die Energien der gebundenen Zusténde, welche
durch ein dufleres elektromagnetisches Potential erzeugt werden. Dabei wird
ein dhnliches Model wie in [22] verwendet.

Die Flachen der Bandstruktur Graphens, welche zu Valenz- und Leitungs-
band gehoren, beriihren sich in sogenannten konischen Punkten. Die Disper-
sionsrelation in der Néhe der konischen Punkte entspricht der Dispersionsre-
lation masseloser Fermionen, welche sich mit der Fermi-Geschwindigkeit vp
(= 10%°mn/s) anstelle der Lichtgeschwindigkeit bewegen |77, 28]. Im Folgen-
den werden die Einheiten so gewéhlt, dass hvp = 1 gilt. Diese Eigenschaften
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2.5 Abschétzungen fiir die Eigenwerte der Quantenpunkte

Graphens fithren dazu, dass der effektive Hamilton-Operator fiir Graphen,
welches durch eine positive Punktladung verunreinigt wurde, in der Ndhe der
konischen Punkte durch den masselosen Coulomb-Dirac-Operator DY gege-
ben ist (siche [57] und Abschnitt IV in [§]).

Die Fermi-Energie fiir verunreinigtes Graphen betrégt null, da das Va-
lenzband vollbesetzt und das Leitungsband unbesetzt ist [77]. Nach dem
Pauli-Prinzip kénnen Zustédnde unterhalb der Fermi-Energie nicht besetzt
werden. Daher sind die physikalisch verfiigbaren Zusténde alle Zustande {iber
dem Dirac-See, d. h., die Energie dieser Zustdnde ist nicht kleiner als die
Fermi-Energie. Weil die Fermi-Energie null ist, entspricht der physikalische
Zustandsraum P4 | L*(R?* C?), wobei P4 der Projektor von D¥ auf das In-
tervall [0, co) ist.

Nun wird das verunreinigte Graphen durch ein elektromagnetisches Po-
tential V' gestort. Es wird angenommen, dass diese Storung so schwach ist,
dass der Dirac-See nicht wesentlich gedndert wird. In diesem Fall hat der
effektive Einteilchen-Hamilton-Operator formal die Gestalt

Py, (D} —V)Py,. (2.5.1)

Das nachfolgende Lemma gibt eine Klasse von Stérungen V' an, fiir welche
dem Ausdruck ein selbstadjungierter Operator zugeordnet werden
kann. Aulerdem wird die analoge Fragestellung fiir den dreidimensionalen
Fall mit beantwortet. Fiir Zahlen und selbstadjungierte Operatoren wird die
Notation z4 := max{4z,0} fiir den Positiv- und Negativteil von z verwen-
det.

Lemma 2.5.1 (Korollar 2 in [49] und Lemma 1.5 in [50]). Seien

(v,7) € ([0,(n —1)/2] x [0,00)) \ {((n —1)/2,0)} und V eine messbare,
hermitesche N x N -Matrizfunktion mit Sp(V™") € LY(R™), sodass ein C' > 0
mat

[ {000, V(i) < O (1D 2+ o) (25.2)

fiir alle v € P?_ D (|D%|Y?) ezistiert. Dann ist die quadratische Form
£,(V): P, _9(D;|"?) = R,
v v 2
(V)] = D2 el = [ (o0, Vi) ax

abgeschlossen und nach unten beschrinkt in §;, | = PZ’JFLZ(R”; CM).
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2 UBERBLICK UBER DIE RESULTATE UND MODELLE

Nach Satz 10.1.2 in |3] gibt es einen eindeutigen selbstadjungierten Ope-
rator Fy, (V') in 97 ., welcher £ (V) zugeordnet werden kann.
In den nachfolgenden Sétzen werden Aussagen iiber das negative Spektrum
von F? (V') gemacht. Dazu sei noch angemerkt, dass die Eigenwerte von F (V)
als die gebundenen Zusténde eines Quantenpunktes in verunreinigtem Gra-
phen interpretiert werden kénnen.

Satz 2.5.2 (Satz 3 in [49] und Satz 1.6 (a) in [50]). Seien v € [0, (n —1)/2)
und die Konstanten Ca/** und C¥ wie in (2.5.5)) und in Satz definiert.
Es gilt die Ungleichung

Rang (F/(V))_ < CL2A vy /Rn Sp (Vi (x))" dx. (2.5.3)

Analogien von Satz sind fiir viele nach unten beschriankte selbst-
adjungierte Operatoren als Cwikel-Lieb-Rozenblum-Ungleichung 59, |14, 47|
bekannt. Einen guten Uberblick iiber weitere Entwicklungen und wichtige
Referenzen in diesem Zusammenhang kann man in [30] finden. Insbesondere
wird in Beispiel 3.3 in [30] die Abschitzung

n

Rang ((—=A)' — V) < CbA / Sp (V%)) dx (2.5.4)

mit

(n—t)/t
1 n
LA L _
Cn p—— (n — 2t) (2.5.5)

fiir alle 0 < ¢ < n/2 bewiesen. Der Beweis von Satz beruht auf Satz
und (2.5.4).

Satz 2.5.3 (Satz 4 in [49] und Satz 1.6 (b) in [50]). Seien v € [0, (n —1)/2],
v > 0 und die Konstanten C%, C und K. wie in Satz (2.5.5) und
Satz[2.3.4 definiert. Es gilt die Ungleichung

Sp (Fy (V) < Cptt /R Sp (Vi (x))"" dx (2.5.6)
mat
| 1/21A v\y—n
CZ}%T OZ (C) firv < (n—1)/2, (2.5.7)
H(v + k)
GE L MW /N T+ = /) G )
ny = n(—%) ey
A/ Py 14 y) (L= N) (04 A — )T

(2.5.8)
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2.6 Uber die Existenz der virtuellen Niveaus

Die Ungleichungen sind vom Typ der Lieb-Thirring-Ungleichun-
gen [48]. Ein Uberblick tiber Lieb-Thirring-Ungleichungen fiir Schrodinger-
Operatoren wird in [44] présentiert. In Korollar wird gezeigt, dass
F{"V2(V) ein virtuelles Niveau bei null hat, d. h. einen negativen Eigen-
wert fir alle nicht trivialen V' > 0. Die Existenz eines virtuellen Niveaus

wurde bereits fiir andere nach unten beschrénkte selbstadjungierte Opera-
& 1

toren beobachtet, z. B. fiir den Operator ( — gz E) in L>(R,) (siehe
T r

Proposition 3.2 in [23]). Dies bedeutet insbesondere, dass die Abschitzung

(2.5.3) nicht fiir v = (n — 1)/2 gelten kann. Daher ist in diesem Fall (2.5.3))

vom Typ einer Hardy-Lieb-Thirring-Ungleichung [23, [29, |32].

2.6 Uber die Existenz der virtuellen Niveaus der pro-
jizierten Coulomb-Dirac-Operatoren

In Satz wurden Abschitzungen vom Typ der Cwikel-Lieb-Rozenblum-
Ungleichung auf die negativen Eigenwerte der gestorten positiv projizierten
masselosen Coulomb-Dirac-Operatoren formuliert. Fiir die kritische Kopp-
lungskonstante v = (n — 1)/2 kann dieses Ergebnis nicht bewiesen werden.
Diese Tatsache legt die Vermutung nahe, dass ein virtuelles Niveau bei null
existiert, d. h., dass jede nicht triviale negative Stérung zu einem nicht leeren
negativen Spektrum fiihrt.

Die Untersuchung dieser Vermutung fiihrt zur Betrachtung der Coulomb-
Dirac-Operatoren auf der Halbachse R, welche mit dem Differentialausdruck

— _d _ &
& = <d v @ ) (2.6.1)

o~ v
verbunden sind. Hier ist v € R der Parameter fiir die Stdrke des Coulomb-
Potentials (Kernladung) und x € R ist ein Parameter, welcher nach einer
Drehimpulskanalzerlegung auftaucht [73]. Typischerweise nimmt s ganzzah-
lige oder halbzahlige Werte an. Allerdings ist diese Annahme in den nach-
folgenden Betrachtungen nicht notwendig. In diesem Abschnitt und in den
Beweisen der hier aufgefithrten Resultate wird die Kurzschreibweise

T:=vVk2—12c Ry UIR,

verwendet. An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dass eine Fun-
damentallésung von d”*W¥"" = 0 eine Linearkombination von W und ¥;;"
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ist, wobei
pr (TT) fiir 12 #£ k% # 0 und K #£ -7,
TrY(7) fir ¥ = —k € Ry
Wy (r) = ! ’ 2.6.2
(1) (_K”) fiir 12 = k2 #£ 0, ( )
rov (jl) fir k =0,
und
(") fir Y € R, und & # —7,
rT (é) fir ¥ = —x € Ry,
U (r) == ke Y (")) fiir T € iR, und & # 0, (2.6.3)
Inr(7) — (Y firv? =xk?#0,
v () fiir kK = 0,
ist.

2.6.1 Selbstadjungierte Realisierungen der Coulomb-Dirac-Ope-
ratoren auf der Halbachse

Im néchsten Satz wird eine Familie selbstadjungierter Realisierungen des
Differentialausdrucks in L2(R; C?) eingefiihrt. Dazu wird zuerst der
symmetrische Operator D"" als Realisierung von auf C3°(R; C?) de-
finiert. Dann ist die Wirkung von (D"*)* auch durch gegeben, aber

auf dem “maximalen” Definitionsbereich
D((D")) = {f € LA(R4+;C?) : f € ACioc(Ry; C?), d"" f € LA(R4;C?)}.
Weil keine der Funktionen (2.6.2)), (2.6.3) in L2((1,00)) liegt, ist (2.6.1]) im-

mer im Grenzpunktfall bei unendlich. Fiir T > 1/2 ist ¥}}" nicht Element
von LZ((O, 1)) und daher gilt Grenzpunktfall bei null. Ansonsten ist immer
Grenzkreisfall bei null. Daher impliziert Satz 1.5 in [82]:

Satz 2.6.1 (Satz 1.1 in [52)).
(1) Fir T € [0,1/2) und x # 0 stimmt jede selbstadjungierte Fortset-

zung von D" mit Dy™ fiir ein 0 € [0, 7) dberein, wobei Dy die Ein-
schrinkung von (D¥*)* auf die Menge der Punktionen f € ©((D"*)*)

ist, welche die Randbedingung

lim <<(1) _01> F(r), cos O W (r) +sin8\11”]\}[”(7‘)> 0 (2.6.4)

r—+0 c2

erfiillen.
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2.6 Uber die Existenz der virtuellen Niveaus

(2) Fir T > 1/2 ist der Operator D¥% wesentlich selbstadjungiert. Der
Abschluss von DV wird in diesem Fall mit D;fz bezeichnet, da jedes

fe®D(D}),) die Randbedingung (2.6.4) mit 6 := 7 /2 erfiillt.

(3) Fir Y € iR, oder k = 0 stimmt jede selbstadjungierte Fortsetzung von
D»* mit Dy" fiir ein 0 € [0,7) diberein, wobei D™ die Binschrinkung
von (DY)* auf die Menge der Funktionen f € @((D”“)*) ist, welche
die Randbedingung

lim <((1) _01) F(r), " () + e () =0 (265)

r—40 C2
erfillen.

Die Menge der Triple (v, k,0) fiir welche D" in Satz definiert ist,
wird mit 90 bezeichnet.

In Abschnitt wird fiir jedes (v, k,0) € 9 eine spektrale Darstel-
lung von D, konstruiert, und zwar wird explizit ein unitérer Operator U, "
von L?(Ry;C? dr) nach L*(R;C,dz) angegeben, sodass U, D" (U, ")* der
Multiplikationsoperator der unabhéngigen Variable ist. Demnach ist fiir alle
(v,k,0) € M das Spektrum von D, komplett absolut stetig, einfach und
stimmt mit R iiberein. Die Existenz und allgemeine Form der spektralen Dar-
stellungen der eindimensionalen Dirac-Systeme ist bereits in Satz 9.7 in [83]
bewiesen. Bei der Formulierung der spektralen Darstellung in diesem Resul-
tat wird ein matrixwertiges Mafl (Spektrum nicht notwendig einfach) verwen-
det, welches durch eine explizite Formel gegeben ist. Um daraus das Resultat
in Abschnitt zu schliefen, muss noch mit grofem Aufwand gezeigt wer-
den, dass dieses Mafl Rang eins hat und dquivalent zum Lebesgue-Maf ist.
Der in Abschnitt angegebene Beweis ist keine direkte Anwendung die-
ses abstrakten Resultats, weil diese Anwendung aufwéndiger erscheint als der
dort gewéhlte Ansatz, welcher direkt auf D" zugeschnitten ist. Ein d&hnliches
Resultat fiir Coulomb-Dirac-Operatoren mit positiver Masse kann in [76] ge-
funden werden.

2.6.2 Uber virtuelle Niveaus der positiv projizierten masselosen
Coulomb-Dirac-Operatoren auf der Halbachse

In diesem Abschnitt wird das negative Spektrum einer Stérung der KEin-
schrankung des Operators Dy " auf seinen nichtnegativen spektralen Teil-
raum untersucht. Der Projektor auf den nichtnegativen Spektralbereich von
Dy" wird mit P, bezeichnet.

Sei () eine messbare, hermitesche 2 x 2-Matrixfunktion auf R, . Fiir )
gelte:
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K

Hypothese 1. Der Operator Pt QP ist relativ formbeschrinkt beziiglich
Dy™ in PyiL*(Ry; C*) mit relativer Schranke kleiner eins.

Unter Hypothese (1| ist der Operator
Fy™(Q) = Pyi(Dy™ — Q) By (2.6.6)

im Sinn der quadratischen Formen wohldefiniert und selbstadjungiert in
PyiL?(Ry; C?) nach dem KLMN-Satz (siche z. B. Satz X.17 in [58]). Hy-
pothese [1] ist trivialerweise fiir Q € L™ (R, ; C**?) erfiillt.

Das Resultat iiber die Existenz der virtuellen Niveaus in null fiir F,""(0)
ist im nachfolgenden Satz formuliert.

Fiir 2 x 2-Matrizen sind deren Normen ||-||c2x2, Betrige |- | und Positivteil
(+)+ im spektralen Sinne definiert.

Satz 2.6.2 (Satz 1.2 in [52]).

(I) Sei Ay" : R, — C? definiert durch

eieriu(i) 4 ey (El) firk=0, vE€R, §€0,n),
AT ()= ) firk#£0, T=0, 0 =1/2,
0 . eif fTKJ(/f:ljf)_l_ efierTK(n:jf) fii?“ K 7& 07 T61R+, 0c [0,71'),
() fir Y €(0,1/2), 6 = 0.
(2.6.7)

Sei My die Bezeichnung fiir die Menge aller Tripel (v, k,0) € 9, welche
auf der rechten Seite von (2.6.7)) stehen. Fiir jedes (v, k,0) € My wird
angenommen, dass () die Bedingungen

1Q]|c2x2 € LM(Ry, 7*72ReTdr)  und

/OOO (AZ™(r), | Q(r) | A" (1)) eadr < 00 (2.6.8)

erfallt. Dann ist das negative Spektrum von F,""(Q) nicht leer, wenn

/0 A1), QAL (1)) gl > 0 (2.6.9)

gilt. Die Bedingung (2.6.9)) wird von allen Q > 0 erfillt, welche punkt-
weise positiv definit auf einer Menge mit positiven Lebesque-Maf sind.
Daher hat fir (v, k,0) € My der Operator F,""(0) ein virtuelles Niveau
i null.
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2.6 Uber die Existenz der virtuellen Niveaus

(1)

(111)

Sei My die Menge der (v, k,0) € M, fir welche entweder T > 0 und
0 =m/2 oderY € (0,1/2) und 6 € (0,7)\{n/2} gilt. Fir alle (v, k,0) €
My und jedes q € (1,1 +27T) gibt es ein C" > 0, sodass

Rang (F;*(Q)) <€y [ Q0)[[LaWis)dr (2610
0
mat
o | cot A1+ @D/ =20 fip 1 < | cot O]/ 1),
™(r) =

0a (7) ri—t fiir r > | cot O]/ T),
(2.6.11)
gilt. Dementsprechend hat fiir jedes @), fiir welches die rechte Seite von

(2.6.10) endlich ist, der Operator Fy""(aQ) kein negatives Spektrum,
wenn o > 0 klein genug ist. Die Endlichkeit der rechten Seite von

(2.6.10) impliziert, dass Hypothese |l fir Q) := Q. erfillt ist.

Sei My die Menge der (v,k,0) € M, fir welche k* = v* # 0 und
0 € [0,7)\ {n/2} gilt. Fir alle (v,k,0) € My gibt es eine endliche
Konstante K", welche unabhdngig von 6 ist, sodass fiir alle Q4 €
L>°(R,; C**?) die Abschitzung

Rang (F3"(Q)) _

<K [ ]Qu )| o (126 0) 4102 (et 20| Qi o))
0
(2.6.12)

gilt. Erneut gilt, dass die Endlichkeit der rechten Seite in (2.6.12) im-
pliziert, dass der Operator Fy""(aQ) kein negatives Spektrum hat, wenn
a > 0 klein genug ist.

Die Menge der Parameter N ist die disjunkte Vereinigung von 9y, My und

M.

Die Frage nach der Existenz der virtuellen Niveaus in null wurde bereits
fiir andere selbstadjungierte Operatoren untersucht, siche z. B. |64}, 80].

2.6.3 Lieb-Thirring-artige Abschitzungen auf die negativen Ei-

genwerte von F;""(Q)

In Satz werden Abschétzungen auf die Summe der Potenzen der nega-
tiven Eigenwerte von F,""(Q) durch gewichtete Integrale von Potenzen von
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Q4 formuliert. Im Fall § = 7/2 ist die Art der oberen Schranke die gleiche
wie in der klassischen Lieb-Thirring-Ungleichung (Siehe [48] fiir das originale
Resultat und [44} 131] fiir einen Uberblick iiber weitere Entwicklungen auf
diesem Gebiet.).

Satz 2.6.3 (Satz 1.3 in [52]).

(a) Firv,k € R, 0 €0,m) ist W™ : R, — Ry gegeben durch

( fir v* = k%40 und § = /2,
1 fir T € iRy und 0 € [0, ),

fir k=0, v €R und 0 € [0, 7),
max {— In(e'*"%r), 1}2 fiir 2= k20 und 0€[0,7)\{r/2},
fiir T € (0,1/2) und 6 € (0, ),
fir Y >1/2 und 0 = /2.

Wy (r):=

max {1, | cot 0]r—27}

\

(2.6.13)

Dann qibt es fiir jedes v > 0 ein K¥*7 > 0, sodass die Ungleichung

o (F7(Q1) < K [ lun LW 261a)
gilt.
(b) Fiir T € (0,1/2) und jedes v > 2T gibt es ein K**7 > 0, sodass
Sp (F5"(Q)7)
<x( [Tlelrmars [T lenliar)

(2.6.15)
gilt.

In beiden Fdllen impliziert die Endlichkeit der rechten Seite in (2.6.14]) oder
(2.6.15), dass Q := Q Hypothese erfillt.

2.6.4 Zusammenfassung der Resultate iiber F;(Q)

Die Resultate der Satze [2.6.2| und [2.6.3| werden in der nachfolgenden Tabelle
dargestellt:
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2.6 Uber die Existenz der virtuellen Niveaus

(TEiR, T=0=kT=0%#r Te(0,1/2) T>1/2

0=0 [al [al [IIa Ib —
0=m/2 lal Ial Ial [Tal ITal
0c(0,m)\{5} Ial Tal I1a ITa —

Tabelle - Zusammenfassung der Resultate

In dieser Tabelle zeigen die rémischen Zahlen den anwendbaren Teil von
Satz an, die Buchstaben den zugehorigen Teil von Satz und “17
zeigt an, dass mit W,"" = 1 gilt. Es sei an dieser Stelle darauf
hingewiesen, dass fiir Y > 1/2 der Operator D¥* wesentlich selbstadjungiert
auf C°(R;C?) ist und daher § = 7/2 nach Satz Teil |(2)| die einzige
selbstadjungierte Realisierung ist. Im Fall “Ial” ist die Ungleichung
von der Art einer Hardy-Lieb-Thirring-Ungleichung [23, 29, |32].

2.6.5 Anwendung auf die projizierten masselosen Coulomb-Dirac-
Operatoren

Um die Frage zu beantworten, welche am Anfang des Abschnitts gestellt
wurde, werden nun die bereits gewonnenen Resultate auf die masselosen
Coulomb-Dirac-Operatoren in zwei und drei Dimensionen angewendet. Fiir
die Drehimpulskanalzerlegung in n Dimensionen wird eine Orthonormalbasis
in L2(SV/2;,CN/2) verwendet. Fiir n = 2 ist diese Orthonormalbasis gleich
((2m)~1/2e*0)), _ und in drei Dimensionen werden die Spin-wertigen Ku-
gelflichenfunktionen €2, s benutzt. Diese werden in Relation (7) in [27] fur
l €Ny, me{=l—-1/2,...,1+1/2} und s € {—1/2,1/2} definiert. Die
entsprechenden Indexmengen werden mit

Ty =17 (2.6.16)
und
1 1 1
‘3:3 L= {(l’m’5>:l€N07m€{—l—5,...,[4—5},8::&5,9“;1,5#0}
(2.6.17)

bezeichnet. Jedes y € L?(R?; C) kann in Polarkoordinaten (p, ) € [0, 00) X
[0,27) und jedes ¢ € L?(R3;C?) in Kugelkoordinaten (r,6,¢) € [0,00) x
[0,7) x [0,27) als

V(peos, psing) = 3 (2mp) V2y(p)e?,  (26.18)
keTo

((rcos¢sin®, rsin¢sin b, rcosf) = Z T Cmas) (1) Qs (0, 0)

(I,m,s)ET3
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mit

21
P . —i
Xk(p) = \/%/x(pcow,psmw)e " dgp, (2.6.20)
0

2 7
Clm,s) (1) =1 / / <Qz,m,s(9, ®),C(rcos¢sinf, rsin¢sind, r cos 9)><c2
0 0
x sin(6)dfd¢ (2.6.21)
dargestellt werden. Mit der Hilfe von (2.6.20) und ([2.6.21)) werden die unité-

ren Operatoren

Azt LX(R% C?) — P LA(Ry: C?), (i) — P (wﬁl) (2.6.22)

keTo keTo
und
(o N
12 3.4 2 L2 1/}2 w(lms)
Ay LP(R%5CH - P LRy C), i b
(L,m,s)€%3 ¢3 (1,m,5)€ (I4+2s,m,—s)
4

(2.6.23)

mit
. (t — (Y3
w(l,m,s) T <w2> und w(l7m7s) = <7/}4> (2624)
(I,m,s) (I,m,s)
fir (I,m,s) € T3 definiert. Fiir £ € 5 und (I, m, s) € T3 wird
=k+1/2,
%'“ / (2.6.25)

H(lm,s) = 28l + 54+ 1/2

definiert. Es kann gezeigt werden, dass fiir jede selbstadjungierte Realisierung
eines n-dimensionalen masselosen Coulomb-Dirac-Operators in L2(R"; CY)
eine Abbildung

0,:%, = [0,7) mit 60,(j)=n/2 firalle s >1"+1/4 (2.6.26)

existiert, sodass die erwihnte selbstadjungierte Realisierung mit

D} = (A.Sn)" <@ DZ%) A,S, (2.6.27)

JETn
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tibereinstimmt (siehe z. B. [53]), wobei S,, durch
S, : = diag(1,1) @ Ienss (2.6.28)

gegeben ist. Auf der anderen Seite wird fiir jedes 8,,, welches (2.6.26)) geniigt,
eine selbstadjungierte Realisierung eines masselosen Coulomb-Dirac-Opera-

tors in L?(R"; CV) durch (2.6.27) definiert.

Sei Py, = (AuSn)" (Djes, Pg:g) )AL, der Projektor auf den po-
sitiven spektralen Teilraum von Dy . Fiir messbare, hermitesche N x N-

Matrixfunktionen V' auf R™ untersuchen wir das negative Spektrum von
Fy (V) =Py . (Dg, —V)Pg . (2.6.29)
in Py L*(R™;CY). Uber V wird folgende zusétzliche Annahme getroffen:

Hypothese 2. Der Operator Py VPy . st relativ formbeschrdinkt bezig-
lich Dy in Py  L*(R™ CN) mit einer relativen Schranke kleiner eins.

Nach Hypotheseist der Operator durch seine quadratische Form
wohldefiniert und selbstadjungiert durch den KLMN-Satz. Hypothese [2] ist
fur alle V€ L>°(R") erfiillt. Falls v € [0, (n — 1)/2] und 0,,(j) = 7/2 fiir alle
j € T, gilt, dann stimmen die Definitionen von DY (siehe Abschnitt und
F} (V) (sieche Abschnitt [2.5) mit Dy und Fy (V) iiberein.

Zunéchst geben wir einen Satz an, welcher ein Kriterium dafiir bereit
stellt, dass kein virtuelles Niveau existiert.

Satz 2.6.4 (Verallgemeinerung von Satz 1.4(2) in [52] fiir n = 2). Seiv € R.
Fiir alle j € %, gelte, dass (V, ;j, On(j)) nicht in My liegt. Falls eine Funktion
R € L®(R,,rdr) + L"(Ry,r"~'dr) mit

V < R(|-)ley  fast dberall in R® (2.6.30)
existiert, sodass:

(1) Fir alle j € T, mit %]2 < vi+1/4 und (1/, %j,On(%j)) € My es ein
q € (1,1427) gibt, sodass die rechte Seite von (2.6.10) mit Q := Rlcn
und Wy (definiert in (2.6.11) ) endlich ist;

(ii) Fir alle j € T, mit 37 <2 +1/4 und (v, ;,0,(5¢;)) € My gilt, dass
R € L>*(R,) und die rechte Seite von (2.6.12)) mit Q := Rlc~ endlich
15t;

dann existiert ein o, > 0, sodass fiir alle o € [0, ) der Operator Fy (aV')
kein negatives Spektrum hat. Die Bedingungen auf V' sind fir alle V €
C&(R™) erfillt.
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Fiir (n,v) € ({2} x [0,1/2)) U ({3} x [v/3/2,1)) gibt die Anwendung von
Satz zur Analyse der Existenz eines virtuellen Niveaus von D} eine
schwichere Aussage als Satz Diese Behauptung folgt aus der nach-
folgenden Betrachtung. Nach gibt es fiir V := R(| - |)Icy mit R

radialsymmetrisch und nichtnegativ ein o > 0, sodass das negative Spektrum
von F¥(aV) leer ist, falls R € L*(R,rdr) + L"(Ry, 7" *dr) und

/ RY(r)ri~tdr < oo fiir ein ¢ € (1,14 2y/(n — 1)2/4 — v2)
0

gilt. In diesem Fall gibt es aber Ry € L*(R,rdr), Ry € L"(R,,r""1dr) mit
Ry, Ry > 0und R = R; + R,. Daher gilt

/n Sp (Vi (x)") dx = N2" "' /00 (Ri(r) 4+ Ro(r))"r"'dr

0

< N22(n=1) 7 HR1||L<>O(R+ Tdr)/o R‘l’(r)rq_ldr+/0 Ry(r)r"'dr) < oc.

Dementsprechend impliziert (2.5.3)) fiir eine groflere Klasse von V', dass das
negative Spektrum von F¥ (V') fiir hinreichend kleine nichtnegative « leer
ist.

Eine Bedingung fiir die Existenz eines virtuellen Niveaus wird im nach-
folgenden Satz angegeben.

Satz 2.6.5 (Verallgemeinerung von Satz 1.4(1) in [52] fiir n = 2). Seiv € R.
Es existiere ein j € T, sodass (v, »;,0,(j)) € My (definiert in Satz
gelte.

(a) Dann hat Fyg (V') ein nicht leeres negatives Spektrum, falls

L [* Vii(pcosp, psing)  —iVia(pcosp, psin p)els
Q) =5 iy N g : dep
7)o \iVai(pcosp, psinp)e Vaa(pcos g, psin )
(2.6.31)

die Bedingungen ([2.6.8) und ([2.6.9) mit (v, k,0):= (v, 3¢;,05(j)) erfillt.

(b) Firn = 3 wird in den Kugelkoordinaten (r,0,¢) die 4 x 4-Matriz V in
die folgenden vier 2 x 2-Blockmatrizen

V(rcos¢sin®, rsin¢sinf, rcosf) = (“//111112 99 (2)) “//III:IIII<(7;3 ‘(99’ i)))

(2.6.32)
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eingeteilt. Dann hat Fg (V') ein nicht leeres negatives Spektrum, falls

/ / (r,0,¢)d¢ sinf df (2.6.33)
mait
(€, Qr18Y)) (4, Qru€(, 245,42, —js))
Gj = <

(1 +2j3.2,—js) QILIQJ> (1 +243.,52,—3)> QU1 42352, 3) )
(2.6.34)

die Bedingungen ([2.6.8) und (2.6.9) mit (v, k,0):=(v, 3¢;, 05(j)) erfiillt.
Satz impliziert das nachfolgende Korollar.
Korollar 2.6.6 (Korollar 1.5 in [52] und Satz 1.7 in [50]).

(a) Firn =2 sei Q definiert wie in (2.6.31)). Falls die Bedingungen

[Qlle-s € L (Res(1 + ). | °o< (Q)m), Q)| ((_i)m) >Czdp < o0

und
[ ()@ () >Czdp =Y

fiir m =0 oder m =1 gelten, dann hat der Operator F;/Q(V) mindes-
tens einen negativen Eigenwert.

(b) Fiirn = 3 seien die Blockmatrizen von V in Kugelkoordinaten definiert

wie in (2.6.32). Zundchst werden die 2 x 2-Matrizfunktionen
(©):vaa() (O Vi (2m)
() Vi) () V() )
(Gma@) (@) mnlenl,)
(00 Vi (3)) ((500) Vi (5505) ) )
() Via () ) () Vi (%)
(O VarCmy (O ) )
() Vir(500) ) ((300) i (5)

(V) (O v ()

A(—l,—l) (T, 97 ¢) =

A(l,—l) (T7 07 ¢) =

A(—l,l)(Tv 0,¢) =

A(1,1)(7“7 0, ¢) =
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eingefiihrt, wobei V,,, mit p,q € {L, 11} am Punkt (1,0, ¢) ausgewertet
wird. Firj € {—1,1}* und r > 0 sei

/ / 5(r,0,$)d¢ sin 6 .

Falls fiir ein j € {—1,1}* die Bedingungen

° 1
(@l € UReran). (),
0 J2

Q;(r)| (]412) >dr < o0

(2.6.35)

/OOO <(1) Qi(r )(h) Y >0 (2.6.36)

gelten, dann hat der Operator F(V) mindestens einen negativen Ei-
genwert.

und

Insbesondere hat F\" =/ 2(v]LCN) einen negativen Eigenwert fiir alle nicht
trivialen stetigen Funktionen v > 0, welche schnell bei unendlich abfallen.
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3 Beweise der Resultate

In Kapitel [2 sind Lemmata, Korollare und Sétze mit einer genauen Quellen-
angabe formuliert. Unter diesen Quellenangaben kann man auch die Beweise
dieser Resultate finden. In diesem Abschnitt fithren wir diese Beweise in
modifizierter Form aus und geben zusétzlich bei umfangreicheren Beweisen
eine Beweisidee oder Gliederung des Beweises an. Dabei verwenden wir die
Definitionen, Notationen und Konventionen aus den Kapiteln [I] und [2]

3.1 Beweis von Satz 2.1.1]

Mit der Beweistechnik von Satz 1 in [35] kann die Ungleichung Ay < py fiir
alle £ € N gezeigt werden. Daher muss nur noch die Ungleichung A\, > px
bewiesen werden. Dazu wird die Beweisidee verwendet, welche im Beweis von
Satz 1.1 in [18] benutzt wurde, aber es wird konsequent mit Formen anstatt
mit Operatoren gearbeitet. Dabei sind die verwendeten Argumente abstrakte
Versionen der Argumente in Abschnitt 4 in [19)].

Zuerst fithren wir die Sesquilinearformen
s:=q+v auf D[q] (3.1.1)
und
s D x9D_ —=C, s_[r_,y_| = —s[z_,y_] (3.1.2)
ein. Auflerdem wird fiir u > a die Abbildung
m, D —[0,00),  myfy-]:=s_[y_]+ully_|’ (3.1.3)

definiert. Nach (22.1.7)) sind m,/? squivalente Normen in ©_. Die Vervollstéindi-

gung von ® _ in ) beziiglich m{llfl wird mit ®_ bezeichnet und die eindeutige
stetige Fortsetzung von m, auf ©_ mit @m,. Weil s_ stetig beziiglich m, ist,
existiert die eindeutige stetige Fortsetzung 5= auf ®_ x ©_. Zusitzlich wird
fir x; € ®, und v > a die Abbildung

duwr D =R, dyy,(y) =slzy +y | —ulloy +y_ | (3.1.4)
eingefiithrt. Dann gilt fiir v > @ und x, €
sup dug, (y-) = sup (sloy] —ullzi|* + 2Resfry,y-] —m[y-]).

Yy_€D_ y_€D_
(3.1.5)
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3 BEWEISE DER RESULTATE

Da die Normen m}/ ? Jueinander aquivalent sind, gilt

sup dyz, (y—) < oo fiir u > a genau dann, wenn =, € G,

Yy_€D_
wobei
slry,y_
G = {ZU+ €D, : sup H/;—y]‘ < oo} c?D,. (3.1.6)
y-€D-\{0} ma,+1[y ]

Fir z; € & und u > a kann s[z,, -] zu einem linearen beschriankten Funk-
tional s,, im Hilbertraum (©_,m,) fortgesetzt werden. Daher existiert nach
dem Satz von Riesz ein eindeutiger linearer Operator

L,:6 —D_ , sodass s, (y_) =M, [L,zy,y_] fiir alle y_ € D_ gilt.
o (3.1.7)
Sei d, ., die eindeutige stetige Fortsetzung von d,, ., auf ®_ fir z, € &.

Nach (3.1.5) gilt

sup dyo, (y-) = sleg] — ulley]]? + [ Lyay | — inf @y [Lezy —y-].
y_€D_ Yy_€D_

(3.1.8)
Daher ist L,x, der eindeutige Maximierer in (3.1.8]).
Lemma 3.1.1 (Lemma 4 in [51]).
slz]

Ak = inf sup (3.1.9)
‘I]Te(ilra%m\];onﬁixe(m@@ N\{0} ||ZE||2

Beweis. Falls es fir 2, € ©, \ {0} ein u € (a, 00) gibt, sodass

slry +x_]
Sup ————— < U
T

gilt, dann folgt aus ) und -

2
_| = _ 1
0> sup s[q:++y ) uHxJ;—l—y H > sup dyq, (y-).
y_€9_ 2y +y-|| |24 (1% y_en_

Aber dann gilt z, € & und daher ist die rechte Seite in (2.1.9) gleich der
rechten Seite in (3.1.9)). O

Fiir v > a definieren wir

n,: 6 — R, nu[ ] ||x+|| + ||L JUJF||2 (3.1.11)
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3.1 Beweis von Satz[2.1.1

Lemma 3.1.2 (Lemma 5 in [51]). Angenommen (2.1.6) und (2.1.7) sind

erfillt. Fir a <wu <u' gilt

/
U —a q1/2

u!

1/2

|-l <n,” <nl/? < (3.1.12)

u—a
(v —u)ny < gy —gw < (U —u)n,. (3.1.13)
Auferdem gilt fir jedes u > a:

M >u  genau dann, wenn gu[ri] >0 fir alle xy € &\ {0}; (3.1.14)
A1 = u  genau dann, wenn gu[ry] =0 fir alle x4 € S. (3.1.15)

Dies impliziert, dass die Bedingung dquivalent ist zu:
(iii") Fir einige u > a ist gyxy] >0  fir alle x, € 6. (3.1.16)
Beweis. Zuerst fithren wir
B :®D_— (@), (B'z_)(y.) =s"[z_,y_] (3.1.17)
und den Einbettungsoperator
J:H =N, (Jz)(y) := (z,y) (3.1.18)
ein. Nun zeigen wir, dass

der Operator B +uJ : D_ — (D_)* fiir alle u > a invertierbar ist.
(3.1.19)
Die Injektivitit folgt aus (2.1.7). Fiir jedes f € (D_)* gibt es ein ¢; > 0,
sodass |f(y)| < ¢sm,'/?(y) fiir alle y € D_ gilt. Daher existiert nach dem
Darstellungssatz von Riesz ein z, € ®_, sodass

fiir alle y € D _ gilt. Dies impliziert f(y) = ((BﬁE +ud)z,)(y) firalley € D_,
d. h., BY 4+ uJ : D_ — (D_)* ist surjektiv.

Da s_ eine dicht definierte, abgeschlossene und nach unten beschrénkte
Sesquilinearform in $)_ ist, gibt es nach Friedrichs Fortsetzungssatz (siehe
Satz X.23 in [58]) einen selbstadjungierten Operator B_ mit

D(B_):={r€D_: Esgibteini € H_, (3.1.20)
sodass (Z,y) = 5_[z,y] fiir alle y € D_ gilt. },
B x:=1 firxe®(B_). (3.1.21)
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3 BEWEISE DER RESULTATE

Aus (3.1.17)) folgt
DB )={re®d : Bfren c (@D )},
J(B_xz) = B*z fiir alle z € ©(B_).

Fiir v/ > u > a folgt durch die Verwendung des Spektralsatzes wie in Lem-
ma 2.1 in [1§] die Ungleichung

[(B= +u) "yl < [|(B- +u)y]| < )7y
fiir alle y € $_. Wegen der Dichtheit von $* in (D ) folgt
[(BE + ' 1)y || < ||(BE +ud)y|| < )yl (3.1.22)

fiir alle y € (D_)*. Nun fiihren wir (Wiederhole (3 )
S*.6 = (@), (STe)(y.):=s.,(y ) (3.1.23)
ein. Nach (3.1.3]), (3.1.17) und (3.1.19)) erhalten wir

Loty = (B* +uJ) 1%z,

Diese Relation setzen wir in (3.1.22) ein und schlussfolgern

u
[ Lww || < [ Luzi | < —

wry|  fir alle zy € 6.

In Kombination mit (3.1.11)) impliziert dies (3.1.12]). Die verbliebenen Aus-
sagen konnen wie in Lemma 2.1 in [18] bewiesen werden, wobei jetzt die
Rolle von Fy durch & gespielt wird und wir (3.1.9) anstelle von (2.1.8) be-

O

nutzen.

Fiir u > a sei der Hilbertraum (X, 1) die Vervollstandigung von (&,n,,).
In diesem Zusammenhang sei erwahnt, dass nach Lemma X in $, liegt
und nicht von u abhéngt.

Nach gilt g, [z4] > 0 fiir alle z, E 6 falls @ < u < A\;. Auf der
anderen Seite erhalten wir fur u > A1 nach (3.1.13]) und ( m

uU—a\?
gu =8\ + (A —uny, = (N —u)(}\ a> n,.
| —

Daher gilt fiir u > a

a2
gu = —Culyy, Cy:i= max{O, (u— )\1)<;f a) }
1—Qa
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3.1 Beweis von Satz[2.1.1

Jetzt definieren wir
h,: 6 — R, hy[zy] = gu[r4] + (cu + Dny [z ]. (3.1.24)

Nun wollen wir zeigen, dass h}/ > und h}/z fir v/ > uw > a dquivalente

Normen sind. Nach (3.1.13]) und (3.1.12)) gilt

r_ 2
8u S 8w + (ul - u)nu < 8w + (ul - u><u a) Ny
u—a

Dies impliziert h, < g+ (1+c,+u —u)(v'—a)*(u—a) >n, und die Existenz
einer Konstante co(u, '), sodass h, < co(u,u )h, gilt. Nach Lemma m
erhalten wir g, > g, + (¢' — w)n,, und dementsprechend h,, > g,/ + (v —u +
1+ ¢y )ny, d. h., es gibt eine Konstante ¢1(u, u') > 0, sodass h, > ¢;1(u, ' )hy
gilt. Daher sind die Normen &quivalent.

Fiir u > a sei der Hilbertraum &, = (&,h,) die Vervollstindigung von
(6,hy). In diesem Zusammenhang sei erwéhnt, dass & C X nicht von u
abhéngt.

Die Fortsetzung von g, auf & wird mit g, bezeichnet. Diese ist eine
abgeschlossene, halbbeschrinkte quadratische Form mit dem Definitionsbe-
reich &. Nach Friedrichs Fortsetzungssatz gibt es einen eindeutigen selbst-
adjungierten Operator T, : D(T,) € X — X mit D(|T,]2) = &, sodass
Gulry] = Mz, Ty ] fir alle z € ©(T,) gilt und & ein determinierender
Bereich von [T, ist.

Das nachfolgende Lemma ist eine einfache Folgerung aus Courants Mini-
max-Prinzip.

Lemma 3.1.3 (Lemma 6 in [51]). Sei T' ein selbstadjungierter und nach
unten beschrinkter Operator im Hilbertraum X mit der zugehorigen Sesqui-
linearform t. Wir definieren

tx]

I(T) = in sup 5 (3.1.25)
eilraum von D[t] .,
D Teilraum von D1t s\ (0} [E3[ES
wy,(T') := Méchtigkeit von {k" > 1, l/(T) = 1t(T)} (3.1.26)

und
T# . D[t] — D[t]", (T#2)(v) == t[z,v]  fiir alle v,z € D[t]. (3.1.27)

Falls Iy (T) < inf 0ess(T"), dann ist lx(T) ein Eigenwert von T mit Multiplizitit
wg(T). Daraus folgt, dass fiir einen determinierenden Bereich € von t eine
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3 BEWEISE DER RESULTATE

Folge (31)ien von Teilmengen von € mit dim 3, = wi(T) existiert, sodass
(Wiederhole (3.1.18)))
sup H (T# — lk(T)J)zH —0 fiir 1 — oo (3.1.28)
Z€3; :D[t}*
llzllx=1
gilt.

Durch die Anwendung von Lemma [3.1.3| erhalten wir

I(T,) = inf sup %[iﬂ] ,
B Tellrawm von & | eo7\ {0} N [74]

wy(T,) = Méchtigkeit von {k' > 1,11 (T,) = lx(T0w)}-

Falls [y (T,) < inf 0es(Ty,), dann ist [;(T,,) ein Eigenwert von T, mit Multi-
plizitét wg(T,). Wie in Lemma definieren wir fiir u > a

" . &, — &, (T#2)(w) := galz, W] fur alle w,z € . (3.1.29)

u

Genau wie im Beweis von Lemma 2.2 in [18] kann man unter der Verwendung

von (3.1.9) das nachfolgende Lemma beweisen.
Lemma 3.1.4 (Lemma 7 in [51]). Seien (2.1.6), (2.1.7) und (2.1.8)) erfillt.

Dann ist A\ fir jedes k > 1 in (a, 00) die eindeutige Losung der nichtlinearen
Gleichung
Ik (Ty) = 0. (3.1.30)

Daher gilt Ay, = A\is genau dann, wenn [ (Ty,) = 0. Sei
wy, := Méchtigkeit von {k' > 1: \y = A\ }. (3.1.31)

Dann impliziert Lemma die Existenz einer Folge von Teilrdumen (3;);en
von G mit dim 3; = wy, fiir alle { > 1 und

sup ||T§i95+|
x+€3l
ny, [z4]=1

Nach (2.1.7), (3.1.2) und B.1.3) gilt (u — a)[ly- > < m,[y-] fiir alle y_ €
©_. Daher folgt aus (2.1.4)

|s[z,y-]| < (u— a) V2| Bz|jnl/?[y_] fir alle y_ € ®_, = € D(B).

;. — 0 fir Il — oo. (3.1.32)
k
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3.1 Beweis von Satz[2.1.1

Wir erhalten daher fiir x € ©(B), y_ € ©_

|s[Aya, y]| < |s[z,y-]| + |s[A_z, y_]|
<(u—a)” 1/2||B:(:Hm1/2 +|muA T, Y- |+|uA z,y_)|

| B 1/2 |ul -
< A== A A V2]
(T it + Al ) ml2l ]
Daraus folgt
A+©( ) C 6. (3.1.33)
Sei z, € 6 und y, € ALD(B). Nach m 3.1.29)) gilt
(TAk$+)(?J+) = &[T+, Y1) (3.1.34)

Aus (3.1.10), (3.1.4) und (3.1.7) erhalten wir

g [v4] = slay] — Mellag ] + 250, (La,24) — 5Z[La,@4] — || Lo,z |12

(3.1.35)
fiir alle z, € G.
Fiir u > a definieren wir (Wiederhole ({3.1.7)))
E,: 60D —D_, Eyr = LAz —A_x. (3.1.36)

Seiz =2, ®zr_ € SOD_undy =y, dy_ € (ALD(B)®A_-D(B))ND(B).
Wegen ((3.1.34)) und (3.1.35|) folgt:

(Tj;er)(er)
= S[er? y+] - )‘k<x+a y+> + 25$+ (L)\k:y+) - ST[LAkx+7 L/\ker]
- )‘k’<L>\kx+7L)\ky+> (3137)

= slz,y] — s[z_,y] — s[rs,y_] + 250, (Lry+) — S_[La, 24, L, y4]
— Me{@s + Loy, Yt + Loy )

AuBlerdem gilt

Sy+(ZL’_) = S[y+,5(]_] = S[y,CL’_] - S[y_,CL’_] = <By,x_> —f—i[y_,l'_].

Daraus folgt, dass die Relation

Sy, (v-) = (By, ) + 5[y, ] (3.1.38)

auch fiir z_ € ©_ gelten muss. AuBerdem gilt wegen (3.1.7)
S$+(L>\ky+) = m_&[LAkx-H L)\ky"!‘] - Sy+<L>\kx+)'
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3 BEWEISE DER RESULTATE

Dies zusammen mit (3.1.38)) impliziert

2Sa;+ (L/\ky+> - S[x-H y—]

:Ser (kax-l-) + (81‘+(L>\ky+) - S$+ (y—)) = Sy+ (kaxﬁ-) + S$+<L)\ky+ - y—)
:<L)\kx+a By> + ST[LAkx+7 y*] + Say (E/\ky)' (3139>

Setzt man nun (3.1.39)) in (3.1.37)) ein und benutzt (3.1.36)), so erhalten wir

(T;i%r)(%r) = (v + Ex2, (B — A\p)y)
+ S (E)\ky) - S_,(L)\kl'+, E)\ky) - )\k<L)\kx+7 E/\ky>

Wegen (|3 und - kiirzen sich alle Terme in der letzten Zeile gegen-
seitig. Daher schlussfolgern wir

(T2 ) (ys) = (w4 + Layzs, (B = My). (3.1.40)

Nun schétzen wir hy, ab. Wegen (3.1.33)) und (3.1.24]) erhalten wir

hy [y+] = (en, + Dy [y+] + g, [y+]- (3.1.41)
Nach und gilt
e ly]| = [Ty ) ()]
= ‘ 1+L,\k )Y+, (B = M)y >|
= [{y + Exy, (B = \o)y)| (3.1.42)
< lly + Exull]| (B = M)y
< (1 + D) lly + Exylllyllom).

Hier ist L2
lyllows) = (I1Byll” + llyl?)

die Graphnorm von B.
Wegen (3.1.38]), (3.1.7) und (3.1.3) erhalten wir

(By, Ex,y) +5-[y-, Exyl = 5=[La g, Exyl + Ae(Lays, Exy)-
Mit (3.1.36)), (3.1.2)) und (2.1.7) impliziert dies
1B = Al Esctll = | (B = My Bxgd] = O — )l Exyll®. (3.1.43)
Durch das Einsetzen von (3.1.43)) in (3.1.42)) erhalten wir

1+ |>\k|
lgn [y+]| < (1 + | Al) <1 Ly >|yy|\?g(3). (3.1.44)
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Nach (B.1.11)), (3.1.36) und (3.1.43) gilt

_ 2 _ 2 1+ |)‘k| ? 2
Y] = lys + Loy l|” = lly + Exyl” < (1 + N —a 1yl 5)-
(3.1.45)

Durch das Einsetzen von (3.1.44) und (3.1.45) in (3.1.41) finden wir eine
Konstante ¢(Ag, a) > 0, sodass

By o] < ey a)llyllos) (3.1.46)

gilt. Fir y; € (A+D(B)) \ {0} erhalten wir mit (3.1.40)) und (3.1.46))

‘(Ttxnt)(%)‘ S (24 + Ly, @4, (B = M\o)y)|

h}\f(yﬂ - C(Ak,a)HyHQ(B)

Aus (3.1.33) folgt fiir x, € &,,

(3.1.47)

‘(fo+)(y+)|
||Tj,i$+Hcs;k > sup —m
y+eADB\0}  hy [yy]

Zusammen mit (3.1.32)) ergibt dies

T#x
sup sup K%ﬂ — 0 fiir I — oo.
2 €3 yre(h DBV} by [yy]
n>\k T4 |=

Daher erhalten wir mit (3.1.47))

‘<ZL’+ + L)\k17+, (B - )‘k)y>|

sup sup — 0 fiirl —oo. (3.1.48)
13 yeD(B)\(0} 1Yllos)
ny, [z4]=1

Wir zeigen nun, dass entweder \; € 0e5(B) N (a,00) gilt oder Ay ein
Eigenwert von B in (a, 00) mit Multiplizitéit groBer oder gleich wy, ist. Dazu
definieren wir

3= (1+ Ly,)3: (3.1.49)
Da wir wissen, dass dim 3; = w, gilt, folgt

dim 3; = wy. (3.1.50)
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3 BEWEISE DER RESULTATE

Die Relationen (3.1.48) und (3.1.50)) implizieren die Existenz einer Folge

(ﬁ':l(l))leN cH e {1,2,...,wg }, sodass {i"l(l), ...,.%l(w’“)} ein Orthonormalsys-
tem in H fiir alle [ € N ist und

@D (B = M)
lim  sup
100 e (B)\{0} lyllocm)

=0 firallele{1,2, ..., w,}

gilt. Weil D(B) dicht in § beziiglich | - || ist, konnen wir ohne Beschréinkung

der Allgemeinheit annehmen, dass (i’l(l))leN C D(B) fiir alle [ € {1,2, ..., w;}
gilt. Aus [|y[los) = ||(B +1)y|| und H = (B +1)D(B) schlussfolgern wir

lim sup [((B—1i)"'(B- )\k)a:l ,y)| 0 firallel e {1,2,...,w},
l—)ooyﬁf‘)‘\{o}
y||=1

d. h. lim (B )‘1(B—)\k):%l(i) — 0 fir alle ] € {1,2, ..., w;}. Falls \, ¢ o(B),

dann 1st ( Ax)"H(B —1) ein beschrinkter Operator und daher erhalten wir
fiir [ € {1,2,...,w;,} den Widerspruch

1= ||§>||<H(B M) LB = 1)|[[(B = 1) 1B = M) || = 0 fiir I — oo.

Daher gilt entweder \; € 0es(B) N (a, oo) oder A\, € (a,00) ist ein Eigenwert
von B mit Multiplizitdat groer oder gleich wy. Dies impliziert Ay > py fiir
alle k € {1,...,wy}. Per Induktion schlussfolgern wir Ay > py, fiir alle & > 1

3.2 Beweis von Satz 2.1.2

Der Beweis erfolgt durch eine Anwendung von Satz [2.1.1} Dabei sei q := d
und Ay hénge davon ab, ob Teil oder @ des Satzes bewiesen werden
soll. In Teil ist Ay gleich T, ., welcher der Projektor auf die oberen

beziehungsweise unteren N/2 Komponenten des N-komponentigen Spinors
ist, d. h.

w)-() 50 mscvmen

Fiir den Beweis von Teil |(b) wéihlen wir Ay = P,%.. Dass D}'(V) die Rolle
von B spielt, wird in Abschnitt bewiesen.

Da die Annahmen (2.1.6) und (2.1.7) von Satz fiir beide Minimax-
Prinzipien offenbar erfiillt sind, muss nur noch iiberpriift werden.
Dies geschieht fiir das Talman-Minimax-Prinzip in Abschnitt und fiir
das Esteban-Séré-Minimax-Prinzip in Abschnitt Die dazu benétigten
Hilfsmittel werden in Abschnitt [3.2.2] entwickelt.
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3.2 Beweis von Satz [2.1.2

3.2.1 Uberpriifung von (2.1.4) und (2.1.5)
Dass (2.1.4) und (2.1.5) mit q = d™ und B = DM (V) gelten, folgt aus

Satz 2.1 in [54] und dem nachfolgenden Lemma.

Lemma 3.2.1 (Lemma 9 in [53]). Seien V € P2 und M > 0. Dann ist
die quadratische Form v von V eine Formstirung von DM (0) im Sinn von
Definition 2.1 in [54).

Beweis. Der Operator V ist DM (0) formbeschriinkt nach der Herbst-Unglei-
chung (siehe Satz 2.5 in [39]). AuBerdem gilt die Ungleichung

Ir= 2D (0) 7 T2 < 2/ (n - 1),

Diese ist fiir n = 3 in [42] bewiesen. Dieselben Argumente kénnen auch fiir
n = 2 verwendet werden (siehe Schritt 1 im Beweis von Satz 1 in [13]). Daher
erhalten wir

V2D 0) VA2 < VIR e 2D 0) 2 < 1.

Dann ist durch die Neumann-Reihe ein beschrénktes Inverses von
1+ V12DM(0)~1V1/2 gegeben. Nun folgt die Behauptung aus Satz 2.2 in [54]
mit A := DM(0) und ¢ := 0. O

3.2.2 Drehimpulskanalzerlegung im Impulsraum

Die Fourier-Transformation verbindet die quantenmechanische Beschreibung
eines Teilchens im Zustands- und Impulsraum. Wir bezeichnen mit F,, die
unitére Fourier-Transformation in L*(R"), welche fiir ¢ € LY(R") N L*(R™)
durch

1 —i(-,x

R'I’l
definiert ist.
Die Drehimpulskanalzerlegung in n Dimensionen wurde bereits zu Beginn

von Abschnitt eingefiihrt. Zusatzlich definieren wir nun die Teilmengen
T von T,

27 firn=2, a=+,;
T =492Z+1 firn=2, a = —; (3.2.2)
{(l,m,s) € T3:s==%1/2} fuirn=3, a==+.
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3 BEWEISE DER RESULTATE

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass [ € N aus (I,m,—1/2) € T3
folgt.
Auflerdem fiihren wir die bijektiven Abbildungen

Ty : Ty = %y, Tok:=k+1 (3.2.3)

und
T5: %3 — T3, Ts(l,m,s) := (I +2s,m, —s) (3.2.4)
ein. Mit der Hilfe von und definieren wir den unitéiren Ope-

rator
Q. : AR CY?) - (P LARy), v Py (3.2.5)
JE€ET, JE€ETn

Das nachfolgende Lemma ist in Abschnitt 2 in [2] formuliert, wobei diese
Formulierung fiir n = 2 auf Lemma 2.1 und Lemma 2.2 in |4] basiert.

Lemma 3.2.2. Sei j € NgU(Ng—1/2). Auf (1,00) definieren wir die Funk-
tion

Qj(2) := 2—3‘—1/_ (1—t3(z —t)7 " at, (3.2.6)

1

welche auch als Legendre-Funktion der zweiten Art (siehe Abschnitt 15.3

in [85]) bekannt ist. Mit q; bezeichnen wir eine Sesquilinearform, die auf
L2(R., (1+p*)2dp) x L(Ry, (1 + p*)V/2dp) durch

altdi= [ [T (5(2+ 1) Jswdeay 2

gegeben ist. Dann gilt fiir ,n € HY/2(R™) die Relation

Md %;Z Qii-1/2 [(FoQ)r, (Fam)i] falls n = 2,

X =
R x| >.oa [(fzf)(z,m,s)> (FSU)(l,m,s)] falls n = 3.
(L,m,s)E%3
(3.2.8)

Als Néchstes wird die Darstellung des Operators D2(0) in Drehimpuls-
kanalzerlegung im Impulsraum untersucht. Dazu werden die unitidren Trans-

formationen verwendet, welche in (2.6.22)) und ([2.6.23)) definiert wurden.
Lemma 3.2.3 (Lemma 8 in [53]). Es gilt die Relation

(A Fn)* ( & (((_)) (('))> ) (A.F,) = D(0). (3.2.9)

JETn
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Beweis. Durch eine Rechnung in Polarkoordinaten und Relation 2.1.28 in [2]
bestatigt man, dass

. 0 e_i‘pp .. 2
o-X= (ei‘f’p 0 ) fiir x € R, (3.2.10)
O Qs = Qpasms filr x € R® und (I,m, s) € Ty (3.2.11)

x|
gelten. Da die Menge C3°(R"™;CY) dicht in H}(R";CY) ist, geniigt es mit
Y € CP(R%*C?) und ¢ € C°(R3; C") zu arbeiten. AuBlerdem iiberfiihrt die

Fourier-Transformation Differentialoperatoren in Multiplikationsoperatoren,
d. h.:

(¥, D3(0)Y) = (Fop, 0 - pFop)), (3.2.12)

(¢, D3(0)C) = (F3¢, @ - pF3(). (3.2.13)

Hier bezeichnen wir mit p den Multiplikationsoperator mit der unabhéngigen
Variablen in L?(R", dp).

Jetzt zeigen wir (3.2.9)) fiir n = 3. Wir erhalten durch die Darstellung ([2.6.19))

des oberen und unteren Bispinors von F3¢ und der Notation, welche in

(2.6.24)) eingefiihrt wurde, dass die rechte Seite von (3.2.13)) gleich
- +
2 3 Re ({(pI 7 (Fo0) Qs (@ DYIPI T (FoC) Qi)

(U',m',s")eT3
(I,m,s)e%3

(3.2.14)
ist. Durch die Anwendung von (3.2.11)), (2.6.23) und (3.2.1)) erhalten wir,
dass der Ausdruck in (3.2.14)) gleich

2 Z Re(<(‘F3<)l+25m s)’()(FgC)(lms>)

(I,m,s)€%3

= (‘7:3C)lms (O ()) (‘FSC)lms
(I,m,s)eT3 <‘7:3C)T3 I,m,s) ’ () (]:3C>T3 1,m,s)
0 ()
= ( AsFs(, ( _ >A3.7:3C> (3.2.15)
(e (@, (0 0)

ist. Daher ist die Behauptung von Lemma eine Konsequenz aus ((3.2.13)),

und (215).

In analoger Art und Weise erhalten wir fiir n = 2 die Relation (3.2.9), d. h.,
wir ersetzen die obere und untere Komponente von F2 in (3.2.12)) durch die

Darstellung (2.6.18]) und fithren eine Rechnung aus, welche (3.2.10]) verwen-
det. [
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3 BEWEISE DER RESULTATE

3.2.3 Uberpriifung von (2.1.§) fiir das Minimax-Prinzip von Tal-
man

Es ist ausreichend einen Operator L, : HY/2(R™; CN/2) — HY2(R™; CM/?) zu

finden, sodass

inf d’ij [(Lifx)} tv [(fo)}
U [RN

gilt. Nun geben wir in drei Schritten eine explizite Konstruktion von L,, an
und zeigen, dass L,, diese Bedingung erfiillt. Fiir £ € Ty und (I,m, s) € T3
definieren wir im ersten Schritt verschiedene Konstanten:

n41)2
Cni=4(n—1)"" (n:)Q, (3.2.16)
')
. cy ! fiir k € T, (3.2.17)
e CQﬁirk:E‘I;, o
Ca,(Lm.s) = C5° (3.2.18)

Im zweiten Schritt definieren wir den Operator R,

R,: P LR, —» P LRy, P vy — P cojibr;. (3.2.19)

JESR JESR JE€ESR JETn

Abschlieflend definieren wir
L, = (QnFn) Ro(QnFn). (3.2.20)

Die gewiinschten Eigenschaften von L,, folgen aus dem nachfolgenden Lem-
ma.

Lemma 3.2.4 (Lemma 10 in [53]). Sei y € HY2(R™; CN/?), dann ist L,x €
HY/2(R™; CN/?) und die Ungleichung
( x(x) )
(LnX) (X)

2 2 _
2+ 1|\ Lnx » |\ Lnx 2 Jan X|

gilt.

2

dx

(3.2.21)

Beweis. Da

HY2R™) = {¢ € L'(R") : (1+]- )/ Fopp € L(R™)}
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3.2 Beweis von Satz [2.1.2

gilt, folgt aus der Unitaritat von Q,,
H2(RY) = { € L(R") : D1+ () (Far), € D LR} (32:22)

JES, JET

Wir beobachten, dass R,, beschrédnkt ist, was zusammen mit (3.2.22) und

(3.2.20)) impliziert, dass L, x € H/2(R") gilt.

Nun definieren wir die quadratische Form p auf L2(R,, (1 + p?)'/2dp) durch
plel = [ ploto) .

0

Fiir den Beweis von (3.2.21)) wiederholen wir, dass die quadratische Form
(3.2.7) die Ungleichungen

¢
¢

k-1/2(C],
k[C],

Ql¢] < e 'pl¢), aild] < espld],
q-1/2[¢] < 2¢3'p[¢],  qu2[¢] < 2¢0p(C]

fiir k € Ng und ¢ € L2(R, (1 + p?)'/2dp) erfiillt [4} 27].
Nach Lemma B.2.2] erhalten wir

Z Q—1/2 [(Fax)s] falls n = 2,

X()I” ke
———dx = 2 3.2.24
/n |X‘ Z l[(FSX) l,m,s)] falls n = 3, ( )

(l7m78)€‘3:3

und nach (3.2.17)) - (3.2.20))
[ e,

|

Qk+1/2 q
b4 (3.2.23)

(AN AN ANA
NN NN

> C%q|k|—% [(Fox)k-1] + 2 c§2q|k|_%[(}"2x)k_1] falls n = 2,

kexs keT,

> C3QI[(~7:3X) I+1,m,— )} + Z C3 ql[(‘FSX)(l 1,m,1 } falls n = 3.
(Im,3)eTs (lm,—1)eTy

(3.2.25)

An dieser Stelle wiederholen wir, dass [ € N aus (I,m,s) € T3 folgt. Daher
impliziert (3.2.23]), dass die rechte Seite von ([3.2.24)) durch

20— 1) Y e e [(Fax)s] + D enp [(Fax)s] (3.2.26)

jeT T JET,
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3 BEWEISE DER RESULTATE

abgeschitzt werden kann und die rechte Seite von (3.2.25)) durch
2(n —1)7! Z Cnp[(an)Tnflj} + Z cglp[(an)T;1j} : (3.2.27)
JET J€Th

Wegen T, (TF) = T schlussfolgern wir, dass (3.2.27) gleich (3.2.26)) ist. Dies

zusammen mit der Relation

(FoLlnX)1,; = cnmni(Fux); fir alle j € T,
impliziert

T Lol (o) .
> / <( F LX))(p p) (o) ((Aii))(p)@)) > e

JET,

2
dx <

Eine Rechnung, welche (3.2.17) - (3.2.20) benutzt, liefert

<(Lifx)’ (5 ) (Lifx)>

(1F6%) D IFE) 1P+ (1 F ) D I(Fax), I

jET" JET,

(3.2.29)

Nach Lemma wissen wir, dass die rechte Seite der Relation ((3.2.28)) plus
M mal der Minusfall von der linken Seite von (3.2.29) gleich d [( L:x)] ist.

Daher erhalten wir (3.2.21]) durch (3.2.28]) und (3.2.29). O

3.2.4 TUberpriifung von ([2.1.§) fiir das Minimax-Prinzip von Este-
ban und Séré

Es geniigt G PM HY2(R"; CN) — PM HY2(R";CY) zu finden, sodass

> dM [x + GY¥x] +v|x + GMy]
XEPM, HI/2(RnSC)\ {0} l[x + GMy|”

> —M (3.2.30)

gilt. Im nachfolgenden Lemma beweisen wir, dass eine mogliche Wahl von
GM gleich

GM = (A F) EM(A,F) (3.2.31)
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mit
EY - PLR;C) - PLR;CY, (3.2.32)
JET, JEZn
M?2 2 .
DD ()
€T = CnJM+ )+Cna M2+ (-2 \1 0
(3.2.33)
ist.

Lemma 3.2.5 (Lemma 11 in [53]). Sei x € PM HY2(R";CN). Es gilt
GMy € P HY2(R";CN) und die Relation
La(x + Gy'x) = (X + G- (3.2.34)

Hinweis 3.2.6. Mit Lemma und der Relation (3.2.34) schlussfolgern
wir (3.2.30)).

Beweis von Lemmal3.2.5. Nach Lemma gilt ¢ € Pé‘{iHlm(R"; C") ge-
nau dann, wenn es ein @ ¢; € @ L%(R,, (1 + p?)/2dp) gibt, sodass

JET JET
( 1
¢ (p) » "+ Fall,
(AnFo) () = RS (3:2:35)
Gi(p) <M+VM2+P2> "7 Fall,
1
\

fiir jedes j € T, und p € Ry gilt. Daraus folgt Gy € PM HY2(R™; CN).
Wegen (3.2.35),([3-2.32)) gibt esein @ v; € @ L2(R,, (1+p?)/2dp), sodass

JE€ESR JE€ESR

1
An n . =vj ____prp
(AnFux) ;(p) = v;(p) <M+\/M2_+p2>

und

~M
((H_’_E;L\J)Anan)] = ( UJ ~M) mit

CnTng'U
Cn,j <p + (M + /M? +p2)2>
(M + \/M? 4+ p?)(cnjM + p+ cnj/ M? + p?)

03" (p) = v;(p) fiir p € Ry,

(3.2.36)
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3 BEWEISE DER RESULTATE

fiir jedes j € ¥, gilt. Deshalb erhalten wir mit (3.2.31)),(3.2.19) und ([3.2.20))
die Relation

) i (QuF) @ o)
J— * . — ] =

; J
JET, jE€Tn

Daher haben wir die Relation (3.2.34)) bewiesen. O]

3.3 Beweis von Satz [2.2.1]

Weil C(R™ \ {0}; CM/2) dicht in H'(R™; CY/2) ist und die rechte Seite von
stetig in der Graphnorm von v/—A ist (siehe Satz 2.5 in [39]), konnen
wir y € C(R™\ {0}; C"/2)\ {0} annehmen.

Durch die Anwendung von Satz erhalten wir

A(v) < sup 1Y, () mit (3.3.1)
YEHL(RM\{0};CN/2) 7
M . yglmpn . N/2
Ly s HUR™\ {01, CY2%) = R, (3.3.2)

o O i) )

n,v,x 2
X
()

In (3.3.1) wird das Supremum iiber H!(R™ \ {0}; C"/?) berechnet und
nicht iiber H/2(R"; CN/?). Dies kann durch die D (0) Formbeschriinktheit
von vlg~ (siehe Lemma und die Dichtheit von H'(R™\ {0}; C"/?) in
HY/2(R™; CN/2) gerechtfertigt werden.

Daher folgt der Beweis von Satz[2.2.1]im Wesentlichen aus dem nachfolgenden
Lemma.

Lemma 3.3.1 (Lemma 13 in [53]). Wir definieren

J%,x (=M, 0) = R,
J%w()\) = [ (A)K;;\(—% + (M . v(x))\x(x)|2> dx.

Seien A € (=M, 00), x € C3(R™\ {0}; CN2)\ {0} und J},  (X) < 0. Dann
qilt

sup I () <A
peH! (R\{0};CV/2)
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Beweis. Zuerst fihren wir

M (CM,o0) < HURM\ {0}, CV2), g (A) = DX

= —)— (3.34
n,0,X n,v,X M + A — v ( )

ein. Fiir jedes ¢ € HY(R™\ {0}; CV/?) gilt

(L (1, () 4+ €)= X) (X1 + el (A +¢I1%)
=JM (A)+2Re((, Kpx — (M + X — 0) 0, (M) +

n7v7x

(Kax — (M + X = 0)th, (N, Uy (V) = (¢ (M + X = 0)C) < Ty, (V).

Daraus schliefen wir die Behauptung. [
Aus Lemma und (3.3.1)) erhalten wir
I (Aw) —€) >0 fiir e € (0, M + A(v)). (3.3.5)

Mit € \, 0 in (3.3.5) schlussfolgern wir Satz [2.2.1]

3.4 Beweis von Satz [2.2.3

Da der Unterschied zwischen D% und DY beschriinkt ist, kénnen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit M > 0 annehmen.

In Abschnitt wird gezeigt, dass der Abschluss der Einschrénkung von
D»M auf € selbstadjungiert und unabhiingig von der Wahl von £ ist. Aus
diesem Resultat folgt die Behauptung, wenn €7 im Definitionsbereich von
D¥M fiir eine spezielle Wahl von £” enthalten ist. Daher geniigt es abschlie-
Bend zu zeigen, dass fiir m € {—1/2,1/2}"7', (n,v) € ({2} x (0,1/2]) U
({3} x (v/3/2,1]) und & gleich der differenzierbaren Abschneidefunktion &
(d. h. € € C*(R,4;[0,1)), &(t) = 1 fiir t € (0,1) und £(¢) = 0 fiir ¢ > 2) die
Funktion ¢, Element von D (DyM) ist.

Zunichst fithren wir die quadratische Form gq%* des Schurkomplements von
DuM — M\/1 —4(n — 1)~2v2Ien auf C(R™\ {0}; CY/2) durch

pMp T | K t(x)|?
3= /<M + M1 —4(n—1)"22 +

I

(M — MyT—4(n—1) 22— ’—”|) |¢(x)\2) dx
x

ein. Diese quadratische Form ist symmetrisch (siehe (2.2.6)) und nichtnegativ

(siche Korollar [2.2.2)) und daher nach Satz X.23 in [58] abschlieBbar. Den

Definitionsbereich des Abschlusses von g% bezeichnen wir mit Q%*. Nach

Rn
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3 BEWEISE DER RESULTATE

der Charakterisierung von © (D%) in Satz 1 in [25] ist es nun ausreichend zu
zeigen, dass fiir alle m € {—1/2,1/2}"~" der obere N/2-Spinor von ¢, mit
& = ¢ in QUM liegt, d. h. € QUM mit S3.m gegeben in Polarkoordinaten
durch

gn,m

—i(m+1/2)p

v o \/1/4—2-1/2€
Sy m(pyp) 1=

und ¢z, gegeben in Kugelkoordinaten durch

S (1,0,0) == €)Y o o (6, 6).

Wir erreichen dieses Ziel durch die Anwendung von Lemma [3.4.4] (siche Ab-
schnitt [3.4.2)) auf eine spezielle Folge. Dies geschieht in Abschnitt |3.4.3]

3.4.1 Determinierende Bereiche fiir Coulomb-Dirac-Operatoren

Zunichst untersuchen wir in Lemma die Coulomb-Dirac-Operatoren
auf der Halbachse. Aus diesem Resultat schlussfolgern wir, dass €7 ein de-
terminierender Bereich fiir D% ist.

Lemma 3.4.1 (Verallgemeinerung von Lemma 15 in [49]). Seien
vel0,(n—1)/2], ke (Z+ (3—n)/2)\ {0}, 8 € [0,7) und

span{&¥ (sin OU' 7 + cos U™} fiir k% — v < 1/4,

" = CP(R,; C*)+
’ o (R € {{0} sonst.

(3.4.1)
Hier sind Uy und ;" in (2.6.2) und (2.6.3) definiert. Dann ist der Ab-

schluss der Finschrinkung von (D¥"%)* (definiert zu Beginn von
Abschnitt auf €% in L2(Ry; C?) gleich D" (definiert in Satz
fir k* —v* <1/4 und D, sonst.

Beweis. Fiir k* —v? > 1/4 folgt die Behauptung aus Teil [(2)] von Satz[2.6.1]
Daher nehmen wir nun an, dass xk* — v? < 1/4 gilt. AuBerdem bezeichnen
wir den Abschluss von D”* als minimalen Operator D% .
Wie bereits in Abschnitt [2.6.1] diskutiert, ist der Differentialausdruck d**
(definiert in (2.6.1))) bei null im Grenzkreisfall und bei unendlich im Grenz-
punktfall. Dementsprechend hat D¢ die Defektindizes (1,1). In diesem Fall
ist jede eindimensionale Fortsetzung von D', welche eine Einschrankung
von (D"*)* ist, selbstadjungiert (siehe z. B. Abschnitt 4.4.1 in [3]).
Satz 1.5(2) in [82] impliziert

lim (1)(e), ioov(e))c2 = 0 fiir alle 1 € D(DYE), v € D((D"F)*). (3.4.2)

e—+0 min
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Wihlt man nun v := &/ (cos 0V +sin 0U;") (moglich nach (2.2.8))) in (3.4.2)),
so schlussfolgern wir £ (sin O/ + cos OV;") & D(Dyf ). Daher ist der Ab-
schluss der Einschrinkung von (D*)* auf €;" eine eindimensionale Fortset-

zung von D¢ und deshalb ein selbstadjungierter Operator. Dieser selbstad-
jungierte Operator ist gleich D", wenn €;" in ©(D,"") enthalten ist. Dies ist
aber nach der Charakterisierung des Definitionsbereiches von Dy in ([2.6.4)
der Fall. [

Im nachfolgenden Lemma, Beweis und Hinweis werden mathematische
Objekte verwendet, welche in (1.0.3), (2.6.16), (2.6.17)), (2.6.22)), (2.6.23),

(2.6.25)) und (2.6.28)) eingefiithrt wurden.

Lemma 3.4.2 (Lemma 14 in [53]). Seien v € [0,(n — 1)/2], 0 € [0, )
und M > 0. Der Abschluss der Einschrinkung von (DM(—v/| - [Iev))" auf
(A.S,)" P €, st

JETn

(AS)" | €D (D) + Mos) €D (D)5 + Mos) | AnS,. (34.3)
JET, JETn
7j<1/4 % >1/4
Beweis. Die Relation
(D (/1 [lew))” = (AuSa)’ (@ (D7 + Moy ) ) AnS, (34.4)

JETn

gilt fiir n = 2 nach Abschnitt 7.3.3 in [73] und fiir n = 3 nach Abschnitt 2.1
in [2]. Aus (3.4.4), Lemma und der Tatsache, dass der Operator o3 in
L2(R, ; C?) beschriinkt ist, folgt die Behauptung. O

Hinweis 3.4.3. Seien v € [0, (n— 1)/2), M>0undje€z,.

(a) Aus Lemma und der Relation

¢ = (AS) P ey (3.4.5)

JETn
folgt, dass die Einschrinkung von (D%(—yﬂ |Ien))” auf € wesentlich

selbstadjungiert ist und dessen Abschluss unabhdingig von der speziellen
Wahl von & ist.
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(b) Mit der Einbettung
HY2(R™) ¢ L2(R™, (1 + |x|7})dx) (3.4.6)

und (1.0.4) sowie (3.4.4) erhalten wir, dass der Definitionsbereich von
(A,S) DY (—v/] - Iew) (AnSy)” )j in L2(R,, (1 +r~1)dr) liegt. Daher
gibt es eine selbstadjungierte Fortsetzung von D" mit Definitionsbe-
reich in L2(Ry, (1+r~Y)dr). Weil 29,77 ¢ L2(Ry, (1+r~Y)dr) firv >
0 gilt, folgt aus Satz|2.6.1), dass D:/’;j die eindeutige selbstadjungierte
Fortsetzung von D" mit Definitionsbereich in L2(R,, (1+r1)dr) ist.
Daher erhalten wir

(AuS)DM (/] [Ten) (AuS,) ), = D5

Zusammen mit Lemma 3.4.3 und (3.4.5) schlussfolgern wir, dass der
Abschluss von (DM (—v/| - |Iew))" eingeschrinkt auf €% gleich
DM(—v/| - |Ign) ist.

(c) Nach Lemma existiert eine selbstadjungierte Fortsetzung von
DM(—v/| - |Ien), welche aber nicht eindeutig sein muss.

(d) Nach Satz stimmt jede selbstadjungierte Fortsetzung von DV
mit D, fiir ein @ € [0,7) diberein. Daher folgt aus Lemma
und der Tatsache, dass 5%@5\71)/2’("71)/2 und 5,‘;\118%1)/2’ n-b)/2
nicht in L2(R,., (1 +7r~1)dr) liegen, dass DM ((1 —n)(2|-|) " "e~) keine
selbstadjungierte Fortsetzung besitzt, welche in HY/2(R™; CV) liegt.

3.4.2 Eine abstrakte Charakterisierung des Definitionsbereiches
des Abschlusses einer quadratischen Form

Lemma 3.4.4 (Lemma 16 in [53]). Seien q eine abschlieflbare und nichtne-

gative quadratische Form auf dem dichten linearen Teilraum Q des Hilber-

traumes $) und ¢ € $). Falls es eine Folge (Vr)ren C Q mit sup q[iy] < oo
keN

gibt, welche schwach gegen 1 konvergiert, dann ist 1) im Definitionsbereich
des Abschlusses von q.

Beweis. Wir bezeichnen mit g den Abschluss von q und mit Q den Definiti-
onsbereich von g. Nach Satz 2.13 in [72] (B? entspricht dort A) gibt es einen
selbstadjungierten Operator B : Q — §) mit

g[v] = || Bvl|? fiir alle v € Q.
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Daher gilt

sup HBl/}k||2 < 00.
keN

Deshalb gibt es nach dem Satz von Banach-Alaoglu ein ¥ € § und eine
Teilfolge (B, )men von (B )ken C ), welche schwach gegen W konver-
giert. Daraus folgt, dass ((wkm, Bwkm))meN schwach gegen (¢, V) € H D H
konvergiert. Aus der Abgeschlossenheit des Graphen von B und Satz 8 in
Abschnitt 1.9 von [11] schlussfolgern wir die Behauptung. O

3.4.3 Anwendung von Lemma (3.4.4

Zunéchst definieren wir eine Folge. Dazu wahlen wir v € Ci°(R,), sodass
v(r) = &(r) fir alle r € [1,00) und 0 < v(r) < 1 fir r € (0,1) gilt. Sei k € N.
Wir definieren
v(kr)  fir r € (0,1/k],
vp(r) =41 fir r € (1/k, 1],
&(r) sonst,

und die Funktion ¢, , in Polarkoordinaten durch

—i(m+1/2
(P ) = Uk(p)p\/l/‘*—*ﬂfl/zﬂ

V21

sowie ¢3 ., in Kugelkoordinaten durch

gé/,m,k (Tv 67 (b) = Ug (7”)7’ 17”271Q1/2+m2,m1,—m2 (67 ¢)

Die Folge (¢, »)ken konvergiert gegen in L2(R"; C"/2). Nach

§V
n,m,k n,m

Lemma ist es deshalb ausreichend zu zeigen, dass

v

sup qTVJM[gn,m,k] <0 (347)
keN

gilt. Sei ¢ € CP(R™\ {0}; CN/2). Zuerst erkennen wir

a0l < [ (Bhwpor - ZweoR + Mo Jix (349

Eine aufwéindige Rechnung zeigt
X —ie™ (9, — %A2) mit Ay := —i0,, falls n = 2,
" —i(a-ﬁ) (&—%Ag) mit As := o - (—ix/\V) falls n = 3.
(3.4.9)
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Durch die Verwendung von und partieller Integration erhalten wir,
dass die rechte Seite von glelch

/(MW%W@W+KW—UQ+AMMMF (3.4.10)

v v|x|

R

_ (V+ a >|w< " +M|¢(x)|2)dx (3.4.11)

|

ist. Aus (3.4.10) und Relation 2.1.37 in [2] schlussfolgern wir

N an V
L (B 0 = 2 OO + M0

e

— v ()Y TR ()22 <n—1)2/4‘”2> dt.

Byup (1)t =D A== (= 1>/2‘ (3.4.12)

Eine Rechnung zeigt, dass (3.4.12)) gleich

(e}

e}
/ -1 l (n— 1)2/4 V2+1 +M7jk(> \/(n—1)2/4—y2> dt
/V—leUI(kt) \/ n—1)2/4—y2+1dt+/V—lvl(t)QtQ\/(n—1)2/4—y2+1dt

+M / o (8)2 2V (DA gy
0
(3.4.13)
ist. Eine obere Schranke auf den Ausdruck (3.4.13)) ist
/ v () 2V (DA g L Vg / E@)V DA (3.4.14)
0 0

Die Kombination von (3.4.14)), (3.4.13)) (3.4.12)) und (3.4.8)) impliziert (3.4.7)).
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3.5 Beweis von Satz [2.3.1] und 2.3.4

Um die Ungleichungen fiir die Betrdage der Coulomb-Dirac-Operatoren
zu beweisen, wiirden wir gerne die Ungleichungen fiir die Quadrate
der Coulomb-Dirac-Operatoren beweisen und anschlieend aufgrund der Mo-
notonie der Wurzel fiir Operatoren schlussfolgern. Wie aber bereits im
Zusammenhang mit den Ungleichungen @ erlautert, schligt diese Stra-
tegie fiir n = 2 komplett fehl. Mit Satz[2.2.3]kann die dort getroffene Aussage
dahingehend prézisiert werden, dass es fiir alle j € T, mit » —v* < 1/4

(siehe [2.6.25)) kein K ; > 0 gibt, sodass im Kanal (siehe (2.6.28)), (2.6.22)
2:6.23))

und
s = (AnSn)" @D 65 ;L2 (Ry;C?) (3.5.1)
JETn
die Ungleichung
(D2 > K¥(~A) (3.5.2)

gilt. Dementsprechend bezeichnen wir $),, ; fir j € €, und v € [0, (n — 1)/2]
mit s} — v* < 1/4 als kritischen Kanal. Die Beweisidee besteht nun darin

einen Operator O ; in L*(R™;C") zu finden, welcher wie D% durch £, ;

reduziert wird, homogen vom Grad minus eins ist und in $),, ; die Ungleichung
(D)) > €, (04,7 (35.3)
mit Cy ;> 0 erfiillt. Auierdem muss in $,, ; fiir v € [0, (n —1)/2)
oL, > CrV-A (3.5.4)
mit C’,’fj > 0 gelten und im Fall v = (n — 1)/2

Or=1/2 K2 1~ A2 - g (3.5.5)

n7j
mit K»* > 0 fiir alle @ > 0 und X € [0, 1) erfiillt sein. Als ersten Ansatz fiir
diesen Operator wahlen wir

v

<\/—_— ‘a—J|> ® Ien (3.5.6)

mit einem noch festzulegenden o} < QFQ((n - 1)/4) /F2((n — 1)/4). Auf-

grund der Rotationsinvarianz des Ansatzes erkennen wir, dass nur noch
die Forderungen (3.5.3)), (3.5.4) beziehungsweise (3.5.5) tiberpriift werden
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miissen.

Um Ungleichung zu beweisen, stellt sich natiirlich die Frage, wie man
die Quadrate von D? und vergleichen kann. Deshalb beginnen wir
zunéchst in Abschnitt damit eine Reihe unitirer Transformationen ein-
zufiihren, deren spezielle Kombination eine Darstellung von D? und
liefert, welche die Untersuchung der Giiltigkeit von ermoglicht.

Fiir diese Giiltigkeit muss zumindest © (DY) N $,,; im Definitionsbereich
von enthalten sein. Daher untersuchen wir in Abschnitt den
Definitionsbereich der Reduktion von auf §,, ;. In diesem Zusammen-
hang zeigt sich, dass die Reduktion von auf $9 viel komplizierter
zu analysieren ist als alle Anderen. Der Grund dafiir ist die Tatsache, dass
in zwei Dimensionen im Gegensatz zum dreidimensionalen Fall keine Hardy-
Ungleichung existiert.

Die bereits erwithnte Inklusion ®(D}) N $,; C D(O;, ;) bedeutet fiir unse-
ren Ansatz, dass ¢/, € D(0y,;) fir ein m € {-1/2,1/2}""" gelten muss.
Da aber der Drehimpuls der oberen N/2 Komponenten von (}/,, anders ist
als der Drehimpuls der unteren N/2 Komponenten, kann dies nicht gelten.
Daher modifizieren wir unseren Ansatz und legen letztendlich O . in den
kritischen Kanélen durch

14
n,j]

oY av
Oy, = diag (\/—A - VA - ﬁ) (3.5.7)

und
oY
Oy, = M, <(\/_A — ’—J’> ® ]I<C4)Mj (3.5.8)
mit
|3¢;—1/2|—1/2
< — 10— . —V > O(CZ
—A
M; = voa |2,—1/2|4+1/2 (3.5.9)
Oc2 ( — o - ﬁ)

fest. Dabei wéhlen wir o und & nach unseren Erkenntnissen aus Ab-
schnitt [3.5.2] Der Unterschied bei der Wahl des Vergleichsoperators fiir die
verschiedenen Dimensionen liegt an der bereits erwdhnten Tatsache, dass die
Reduktion von auf 9 einige Besonderheiten aufweist. So koénnte
man Oy ; nicht analog zur getroffenen Wahl von Oy ; wéhlen aber Oy ; analog
zur getroffenen Wahl von O3 ;. Da aber die spezielle Wahl von Oy ; die ex-
plizite Bestimmung einer unteren Schranke auf den optimalen Wert von C¥
erleichtert (siehe Satz[2.3.2)), verzichten wir darauf.

In Abschnitt beweisen wir fiir die in (3.5.7) und getroffene Wahl
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von Oy ; die Ungleichung in den kritischen Kanilen, d. h. ¢ € £, ;
und %]2- | /4. In den nicht kritischen Kanélen zeigen wir n
Abschnitt . Da Dy, v—=A und OZJ durch $),, ; reduziert werden, sind
die Ergebnisse mit den reduzierten Operatoren formuliert.

Um nun (3.5.4) und iberpriifen zu kénnen, beweisen wir fiir die Re-

duktion eines relativistischen Coulomb-Operators auf einen beliebigen Kanal
eine Version der Herbst- Ungleichung (siehe Satz 2.5 in [39]) in Abschnitt
und eine Version von in Abschnitt [3.5.3] -

Abschliefend werden dle gewonnenen Resultate in Abschnitt verwendet
um Satz[2.3.1] zu beweisen und zum Beweis von Satz2.3.4in Abschnitt [3.5.7

3.5.1 Mellin- , Fourier- und dhnliche Transformationen

In diesem Abschnitt fithren wir verschiedene unitédre Transformationen ein.
AuBlerdem formulieren und beweisen wir verschiedene technische Resultate,
welche in den néchsten Abschnitten Verwendung finden werden.

Fourier-Transformation in Polar- und Kugelkoordinaten Die in

1)) eingefithrte Fourier-Transformation ist in Polarkoordinaten fiir y €
([ ,00) X [0,27)) N L%([0,00) x [0,27)) und in Kugelkoordinaten fiir v €
[0

L'([0, 00) x [0,7) x [0,27)) N L2([0,00) x [0,7) x [0,27)) gegeben durch
2m
Fox : 10,00) x [0,27) — C, / / e~peosw=e)y (p ) dy pdp
(3.5.10)
und
Fsv: [ , ) >< 0 271' —) (C

1 _1 7" bln Sln COS ko) cos 6 cos
(b, 9, ) = 27r)3/2/ // o des(ozyreostend) - (35.11)
v(r, 0, ¢) de sinf dd ridr.

Lemma 3.5.1 (Lemma 5 in [49] und Lemma II.1 in [50]). Sei e CF ([0, 00)).

(a) Fir k € Z ist die Fourier-Transformation von

UE(p, ) i= p~ ' Pep(p)e (3.5.12)

in Polarkoordinaten gegeben durch

R o) = (0™ [ ihimsidp 3513
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(b) Fiir (I,m,s) € T3 ist die Fourier-Transformation von
TEm) (10, ¢) = r(r) QY m.s(0, ¢) (3.5.14)

in Kugelkoordinaten gegeben durch

(Fsu ) (k, 9, ) / \/7‘]l+1/2 k)Y (r)dr Qpm (9, ).
(3.5.15)

Beweis. Zu|(a)} Nach 10.9.2 und 10.2.2 in [55] gilt

21
/ emippreosw=e) ke, — 2miF Jp(—pp)e™ = 2r(—i)* Jr(pp)e™. (3.5.16)
0

Durch das Einsetzen von (3.5.12)) in (3.5.10]) und die Verwendung von (3.5.16])
erhalten wir (3.5.13]).
Zu @: Nach 10.60.7, 14.7.1, 14.7.17, 14.30.9 und 10.47.3 in [55] gilt die

Relation

exp ( — ikr(sin@sind cos(¢ — w) + cos b cos 19))

- l (3.5.17)
27‘(‘ /QZ 7“]{; /<]l+1/2 T]C Z }/lm Qb)nm(ﬁ’w)

=0 m=—1

Hier sind fiir I € Ng und m € {—-1,—l+1,...,1 — 1,1} die Funktionen Y},
die Kugelflichenfunktionen (siehe 14.30.1 in [55]). Durch das Einsetzen von
(3.5.14) in (3.5.11]) und die Verwendung von zusammen mit (2.1.25),
(2.1.26) in [2] und 14.30.8 in [55] erhalten wir (3.5.15). O

Die Mellin-Transformation Mit M bezeichnen wir die unitdre Mellin-
Transformation, welche zuerst auf C§°(R.) durch

—1/2 ir
(My)(7) : \/—/ W(r)dr (3.5.18)

definiert wird und dann zu einem unitéiren Operator M : L*(R;) — L*(R)
fortgesetzt wird, siehe z. B. [45].

Definition 3.5.2. Fiir A € R\ {0} sei ®* die Menge der Funktionen ¢ in
L2(R), fiir welche ein U existiert, welches analytisch im Streifen &* := {z €
C:Imz/X € (0,1)} ist und die Eigenschaften

(i) Llim (- +it) = (),
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(11) der Grenzwert IZZ—llir(I]l U(-+1itA) existiert,
e
(1i) sup / (T + it)\)‘ZdT < 00
te(0,1) JR
besitzt.

Fiir A € R sei der Multiplikationsoperator 7* in L%(R,,dr) auf seinem
maximalen Definitionsbereich L?(Ry, (1 4+ 7**)dr) definiert. Durch die An-
wendung des Lemmas in [74] (Abschnitt 5.4, Seite 125), erhalten wir

Satz 3.5.3. Sei A € R\ {0}. Die Identitdit
D = ML*(Rs, (1 +7*)dr)
gilt und fiir jedes 1) € D erfiillt die Funktion ¥ aus Definition

U(z2) = (Mr™ M*)(Re 2) fiir alle z € &™.

Daraus schlussfolgern wir, dass r* wie eine komplexe Verschiebung im

Mellin-Raum wirkt. Fiir A € R sei R* : ®* — L2(R) ein linearer Operator
definiert durch

B {L2-lim U(-4itA)  fiir A # 0,

t—1-0
fiir A =0,

mit ¥ wie in Definition Es folgt aus Satz [3.5.3 dass R* wohldefiniert
ist und
MM = R (3.5.19)

gilt (sieche Abschnitt IT in [45]).

Lemma 3.5.4 (Lemma 8 in [49] und Lemma I1.3 in [50]). Sei k € Z U (Ny +
1/2). Die Relation

(M0 [T vmaeser) o) = S mo-n

gilt fiir jedes ¢ € C{)’O([O, oo)) und T € R mit

)= (=i |LkJ2—iTF<<|k‘ +1-ir)/2)

=(7) : . 3.5.20
. r((|k;| +1+i¢)/2> (3520
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Beweis. Es ist ausreichend die Aussage fiir & € Ng U (Ny + 1/2) zu zeigen,
weil J_,, = (—1)™J,, fiir m € Z nach 10.4.1 in [55] gilt. Nach 10.22.43 in [55]

gilt
R
lim (—i)L% / £ (1) dt = Zp(r). (3.5.21)
R—o0 0

Daraus folgt
L
/ 7 T (1) dt‘ < 00.
0
Die Behauptung folgt nun aus der Relation

(M0 [ vanenumar) ) o
() 7

sup
L>0

p7 Vrde(pr)(r) drdp

supp ¢

= lim
R—o0 27‘( 0

nach den Sétzen von Fubini, der majorisierenden Konvergenz und (3.5.21]).
[

Hinweis 3.5.5. Fir jedes k € ZU(Ny+1/2) erlaubt die Funktion =y, welche
in (3.5.20) eingefiihrt wurde, eine analytische Fortsetzung auf C '\ ( — i(l +
k| 4+ 2No)), wihrend

=) =Ek0) (3.5.22)
auf C\ (i(1 + |k| + 2Ny)) analytisch fortgesetzt werden kann.

Lemma 3.5.6 (Verallgemeinerung von Lemma 10 in [49]). Fir (k,\) €
(ZU (No +1/2)) x [0,1] und ¢ € D* > D' mit

= = E () € D (3.5.23)
st die Kommutatorregel
R =0+ N RN (3.5.24)

anwendbar. Aufer fir (k,\) = (0,1) ist die Bedingung (3.5.23)) fir jedes
W € D automatisch erfiillt.

Beweis. Es folgt aus Hinweis [3.5.5, dass Z; ' analytisch ist in &! und in
einer komplexen Umgebung von &* fiir (k,\) # (0,1). Mit der Hilfe der
asymptotischen Sterling-Formel fiir die Gammafunktion

F(z):\/%<z>z<l—l—0(|z|_l)> fir z € C mit |argz| <7 —9, 0>0

(3.5.25)
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(siehe z. B. 5.11.3 in [55]) schlussfolgern wir die Asymptotik

2.1 (2)| = E(@)| = |Rez\’lmz<1 + O(|z[’1)> fiir € &', wenn |z| — oo.
(3.5.26)
Dies impliziert

E,;l ist analytisch und beschrankt in

& fiir alle (k,A) € ((ZU (No +1/2)) x [0,1])\ {(0,1)} (3.5.27)

und somit die letzte Aussage des Lemmas.
Weil 1) € D? gilt, gibt es ein ¥ wie in Definition [3.5.2] Analoger Weise gibt
es nach (3.5.23)) ein ® analytisch in &*, welches zu v := E,;l@/) in Definition

3.5.2 korrespondiert. Dann gilt v, 1 € ®*? und nach (3.5.27))

O(- +ir/2) = RM?v = RV?Z. Mp = Z.1 (- + 10 /2)T(- +1)/2)

auf R. Daher miissen ¢ und E,;llll auf ihrem gemeinsamen Analytizitdtsbe-
reich G iibereinstimmen. Weil RAZ; ') = Izz—lli%l O (- + itA) existiert, muss
_) —

es als Funktion auf R mit

5 . :71. . ) . ::71. . 2_. . .
P ST+ S ) Pl i)
==, (- +HINRMNY

{ibereinstimmen, wobei die erste Gleichung in (3.5.28) durch den Ubergang

zu einer fast {iberall konvergenten Teilfolge gerechtfertigt werden kann. [

Durch die Multiplikation von (3.5.24)) mit = schlussfolgern wir fiir A = 1
das nachfolgende Korollar.

Korollar 3.5.7 (Korollar 11 in [49] und Lemma IL.5 in [50]). Seien k €
7. U (Ng +1/2) und v € ®* und im Fall k = 0 gelte zusitzlich Zy' € D',
Dann gilt die Identitdt

ErR'E N = Vigoaye(- +1/2) R

mit

Vie) = D+ 1+iz)/2)T((1+1—iz)/2)
TN (U 2+ 1) /2)T (1 + 2 — 12)/2)

firl e (No—1/2) UNy und z € (C\i(Z +1)) U {0}.

(3.5.29)

Wir benotigen die nachfolgenden Eigenschaften von ((3.5.29)):
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Lemma 3.5.8 (Lemma 12 in [49] und Lemma I1.6 in [50]). Fir jedes k €
(No — 1/2) UNy ist die Funktion Vi, analytisch in (C\i(Z + k)) U {0} und
hat die folgenden Eigenschaften:

(a) Vi(z) = Vi(—2) fiir alle z € (C\i(Z + k)) U {0},

(b) Vi(T) ist positiv und strikt monoton fallend fir T € R,

(¢) Vi.(iC) ist positiv und strikt monoton wachsend fiir ¢ € [0,k + 1),

(d) Die Relation

(224 (k+ 1)2)Vi(2) = (Vi (2)) (3.5.30)
gilt fiir alle z € (C\i(Z + k)) U {0}.

Beweis. Zu [[b)} Fiir z € C\ (—Np) sei {(z) := I"(2)/I'(z) die Digamma-
Funktion. Durch Differenzieren von (|3.5.29) und die Verwendung von Formel
5.7.7 in [55| erhalten wir

Vi(T) = V() T (D((k + 2+ i7)/2) = d((k + 1 +i7)/2) )
oo 1)
=27Vi(T 272—1— l—l—k—i—l) <0 furaller > 0.
=

Zu : Analog zu @ berechnen wir

(1)
(+k+1)2—C

iV (i¢) = 2¢Vi(iC) Z i > >0 fiiralle ¢ € [0,k +1).

=

Zu @: Folgt direkt aus (3.5.29) und der Relation I'(z 4+ 1) = 2I'(2) (giiltig
fir alle z € C\ (—Np)). O

Drehimpulskanalzerlegung An dieser Stelle méchten wir darauf hinwei-
sen, dass die Drehimpulskanalzerlegung in n Dimensionen bereits am An-
fang von Abschnitt eingefiihrt wurde (siehe (2.6.16)), (2.6.17)), (2.6.22)),
(2.6.23)), (2.6.25)) und (2.6.28))). Daher wird hier nur ein determinierender Be-
reich fiir die Reduktion des Coulomb-Dirac-Operators DY auf einen beliebi-
gen Drehimpulskanal angegeben. Dieses Resultat ist eine direkte Konsequenz
aus Satz 2.2.3
Wir definieren fiir T € [0,1/2) und k € {—1,—-1/2,1/2,1} die Funktion

Ur Ry =R, Pl (r) = V2me Ty T(sz_p). (3.5.31)

T -k
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Lemma 3.5.9 (Lemma 15 in [49] und Lemma IL.9 in [50]). Seien
ve0,(n—1)/2] und j € F,,. Die Menge

\/ > ..
CVH = CSO (R—l-; (C2)+ Span{¢%3 } fU,T %]2 B I/Q < 1/4’ (3532)
{0} sonst,

st ein determinierender Bereich fiir

D" = ((A,S,)Dy, (AnSn)*)j. (3.5.33)
Auferdem gilt die Relation
Dv* =D, (3.5.34)

wobei die rechte Seite in Satz definiert wurde.

MAPF-Transformation Wir fithren die unitiare Transformation
W, (R CY) = PLR;C?), W, = MA,F, (3.5.35)
JESR

ein, wobei M faserweise wirkt. Eine Rechnung, welche Lemma[3.5.7]und[3.5.4
verwendet, liefert fiir ¢ € L*(R,;C?) und v € L*(R,; C*)

(1) =@ (i) (530

Z

und

U3 ’
U4 (tm,s)eTs | Titos+1/2 ( )
Uy l4+2s,m,—s

v
U 72+1/2<U1)
Wi |2l = P N (3.5.37)

wobei fiir k € Z U (Ng + 1/2) der Operator Ty : L*(R,) — L*(R) durch
(Tx)(7) = Zp(T)(Mx)(—7) fiir alle x € L*(R,) (3.5.38)

definiert ist. In den nachfolgenden Lemmata studieren wir verschiedene Ope-
ratoren in MAF-Darstellung.

Lemma 3.5.10 (Lemma 18 in [49] und Lemma II.10 in [50]). Sei A\ € R.
Die Relationen

W (@(Rl ® 0’1)> W, =D! (3.5.39)

JETn
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und

4% (Q}(RA ® ]1@2)) W, = (—A)M? (3.5.40)

JETn

gelten.

Beweis. Zunichst beweisen wir (3.5.39) fiir n = 2. Sei ¢ € H(R?; C?) belie-
big. Durch die Anwendung von ([3.5.35)), (3.2.1)) und (2.6.22)) erhalten wir

. V1) 0 pe @\ [(Fahn
Welie - V) <¢2> =MAs <peiw 0 ) <]:21/12)

~ @ Gi) = (@i oo Jan((])

mEZ mEZ

welches nach (3.5.19) und (3.5.35) die Behauptung impliziert. Der dreidi-
mensionale Fall kann durch eine dhnliche Rechnung bewiesen werden. Seien
X, v € HY(R?; C?). Nach (3.5.35)), (3.2.1), (2.6.23)), (2.6.24), (3.2.11]) gilt

e () =, 70) (2)

FSU l+25m s)> ( * ) (X)
= Mp = @ MpM™) ® MA3F: :
@ ( f3X)(l m,s) ( b ) 7 o (%

(I,m,s)e%3 (I,m,s)€%3

In Kombination mit (3.5.19)) und (3.5.35) folgt daraus die Behauptung

(3.5.39) fiir n = 3.

Ersetzt man (pgiw P e(; beziehungsweise 7 6p ) durch p*, so
kann man durch die Verwendung der selben Argumente die Relation (3.5.40))
beweisen. []

Fir k € (Z\ {0}) U (Z + 1/2) definieren wir
pr (k) = (k/| k) (k£ 1/2). (3.5.41)

Lemma 3.5.11 (Lemma 19 in [49] und Lemma II.1 in [50]). Die Relation

E o RIE? 0
Wil "W =P ) 0 Ca) Rz (3.5.42)

JETn S (525) T (545)

gilt.
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Beweis. Seien k € ZU(Ny+1/2) und v € L*(Ry, (14r72) dr). Nach (3.5.19)
und (3.5.38]) gilt fiir 7 € R

(7e(1 - 170)) (1) = Z(m) (M(()10)) (=7) = Zelr) (R Mw)(=7)
= Z4(r) (R (M)(=) ) () = Z4l(r) (R'Z; Tav) (7).
Dies zusammen mit und impliziert . O]

U-Transformation Fiir k € (Z\{0})U(Z+1/2) sei der unitidre Operator
Uy : L2(Ry; C?) — L*(R; C?) definiert durch

’%) ( T ()tn )

U = i . 3.5.43
g (% =T (k)2 ( )
An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass fiir j € T, und (¢1,v¢) €
L*(Ry; C?) gilt

U, (32) = (Wn (A:Sa)" €D 05, (ﬁ;) ) : (3.5.44)

J'E€ETn

Eine Berechnung, welche (3.5.38)), (3.5.18]), (3.5.29), (3.5.30)) und die ele-
mentaren Eigenschaften der Gammafunktion verwendet, liefert:

Lemma 3.5.12 (Lemma 20 in [49] und Lemma I1.12 in [50]). Seien k €
{—-1,-1/2,1/2,1}, 7 e R und Y € [0,1/2). Die Funktionen (3.5.31) erfiillen

die Relation

U™ ) () = X (7) (mw:_l 21 /2(1T)) " <i§8)

mat

W (7) = V=22, (00 +1/2)) T )(F,ff_ - /T2 >+ 1/2)  (354)

X (1) :=VE2 = T2D(ir + T +1/2) (5/17(“(7) _ (r— 1):i€T(1~i(11(/T2)+ 1/2)) )7
(3.5.46)

ni(r) =ik = DTG + Y +1/2) (Eumﬁ) (r) — (7 — 1):i€}(ii(i(/T2)+ 1/2))>
(3.5.47)
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3.5.2 Transformierte relativistische Coulomb-Operatoren
Fiir a € R betrachten wir den symmetrischen Operator
= (-A)2 —al |
in L%(R") auf dem Definitionsbereich
D(H) := H{(R") N L2(R", x| % dx).

Nun fithren wir die Indexmenge

Z fir n =2
A, = = (3.5.48)
{(km)eZ?:1>0,-1<m< 1} fir n = 3,

ein. Fiir eine Funktion v € L?(R?; C) ist die Entwicklung der Darstellung von
v in Polarkoordmaten in der Orthonormalbasis ((2r)~'/2e"™()) _ bereits
n (2.6.18) und (2.6.20) definiert. Fiir jede skalare Funktion u € L2(]R3 C)
ist die Entw1cklung der Darstellung von u in Kugelkoordinaten in Kugel-
flachenfunktionen (siehe Abschnitt 14.30 in [55]) gegeben durch

u(r cos ¢psin @, rsin ¢ sin 0, r cos 0) Z r~tu am)(1)Yim(0,0),  (3.5.49)

(Im)eAs
/ / 1.m (0, @)u(r cos ¢sin b, rsin ¢ sin 0, r cos 0) sin 0 df de.
(3.5.50)
Der zugehérige unitidre Operator ist
R.: LX(R™C) —» PL*(RC), &~ Py (3.5.51)
jeAn j€An

Mit Korollar B.5.7 und skalaren Versionen der Lemmata [3.5.10] und [B.5.11]

erhalten wir

(MR, F) H (MR,F,)* (3.5.52)
7%(1 — aVip_1/o(- +1/2)) R' = 59 Erﬁ ip fallsn=2,
B (1-aV(-+i/2))R' = @ He falls n = 3,
(L,m)eUs (I,m)eUs
(3.5.53)

wobei die rechte Seite eine orthogonale Summe der Operatoren in L%(R) ist,
welche fiir k € Ng U (Ng — 1/2) und « # 0 dicht auf

D(Hp) = f{veD 5}, ,veD'} (3.5.54)
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definiert sind. Fiir k € (No U (No — 1/2)) \ {~1/2} gilt D(Hy) = D" nach
Lemma [3.5.6, Auf der anderen Seite ist "D(f[i‘lﬂ) # D! fiir jedes o # 0.
Diese Tatsache korrespondiert zu der Abwesenheit einer Hardy-Ungleichung
in zwei Dimensionen.

_ Im néchsten Lemma formulieren wir die optimale Bedingung auf «, sodass
H} nach unten beschrénkt ist. Ein

Lemma 3.5.13 (Lemma 21 in [49] und Lemma IIL.1 in [50]). Sei k € Ny U
(Nog — 1/2). Fiir o € R ist der Operator HY symmetrisch. Auflerdem ist Hy
genau dann nach unten in L2(R) beschrinkt, wenn

R 2r2((k+2)/2)
&S o = Vi(0) F2<(k + 1)/2) (3:55)

qgilt.

Beweis. Fiir k € NoU(Nyg—1/2) und ¢ € @(ﬁg) C D! folgt aus Korollarm
und Lemma [3.5.6]

(0, Hi) = (0, R') — oy, Epanp RS 00
0o 3.5.56
— /+ (1 — onk(T)) ’(Rl/le)(T)‘sz. ( )

o0

Da die rechte Seite reell ist, folgt, dass H o ein symmetrischer Operator ist.
Fir a < oy, ist 1 —aV}, nach Lemma @ und @ nichtnegativ und daher
H} nach nach unten beschréankt.

Fir a > o4, ist 1 —aVj, nach Lemma @ und@ auf einer offenen Menge
(—p, p) (p hingt von k und « ab) negativ. Fiir [ € N ist die Funktion

wl = JZ/HJZHB(R) mit TZI(T) — 671(771/2)2 (1 . 6712(771)2)

normiert in L*(R) und liegt in @(ﬁ,?) Durch die Anwendung von Lem-
ma [3.5.8| erhalten wir die Abschéitzung

L= aVi < (1= aVi(p/2)) L-przp/ + Tr\(-p/2,/2)- (3.5.57)

Es folgt aus (3.5.57)), dass fiir [ hinreichend grof} (3.5.56)) mit v := 1/, negativ

wird. Ersetzt man dann ¢;(7) durch A"¢;(7) (auch normiert und liegt in

@(ﬁ] &) fiir alle A € R} ), so kann man die quadratische Form (3.5.56|) beliebig
negativ machen. O
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3 BEWEISE DER RESULTATE

Nach Lemma3.5.13ist fiir k € NgU(No—1/2) und a < oy die Friedrichs-

Fortsetzung [33] von Hj wohldefiniert. Den entsprechenden selbstadjungier-
ten Operator bezeichnen wir mit H}'. Die folgende Beschreibung des Defini-
tionsbereiches von Hy fiir k # —1/2 folgt analog zu Korollar 2 in [45] (siche
Abschnitt 2.2.3 in [2]) mit der Hilfe von Lemma [3.5.8] Mit der gleichen Tech-
nik wurde auch die Selbstadjungiertheit des Brown-Ravenhall-Operators in
[75] untersucht.

Lemma 3.5.14 (Lemma 22 in [49] und Lemma II1.3 in [50]). Seien k €
(No U (Ng —1/2)) \ {-1/2} und o < oy

(a) Fiira <V (i/2) ist der Operator ﬁ? selbstadjungiert, d. h. ﬁ[,‘j‘ = Hp.

(b) Der Operator f[:’: /2 ist wesentlich selbstadjungiert, d. h., die Rela-

=1y N ~1 .
tion (H;/’“ (1/2)) :H;/’“ /2 qilt.

(c) Fir a € (V,"'(i/2), o] ist die Friedrichs-Fortsetzung HY von HY die
Einschrdankung von

(H2) = R'(1 — aVi(- —i/2)) (3.5.58)
auf
D(HY) = D'+ span {( —i/2+ iC,m)’l},

wobet (i o die eindeutige Lésung von
1-— aVk(—iCk,a) =0 (3559)
in (—1/2,0] ist.

Im Fall k£ = —1/2 ist die Funktion V_;/5(- £1/2) nicht auf R beschrénkt.
Daher ist in diesem Fall das Argument aus [45] nicht direkt anwendbar.
Deshalb kénnen wir nur das nachfolgende schwiichere Resultat fir H¢; /2
zeigen.

Lemma 3.5.15 (Lemma 23 in [49]). Fir a € (0,a_1,] erfiillt der Definiti-
onsbereich der Friedrichs-Fortsetzung Hfl/Q von Hfl/g die Relation

©<Hf1/2) = @(H%/Q)‘i’ Span{?ﬁ%p}

mat )
T—1

(1 —=2i)(1 —i/2 +iC_1/2,0)

P21 )o(T) = firT e R
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und (_1/2,o definiert wie in (3.5.59)). Zusdtzlich gilt

o (1= aViya(r +1/2))
(H,1/2¢71/2)(7'> = (r—i)(7r+1i/2 + iC_1/2,a)
fir alle 7 € R\ {0}.

Beweis. Nach Satz 5.38 in [81] ist H?, , die Einschrénkung von (flal/Z)* auf
D(HY ) =02 ) ﬂ@((f]ﬁ‘lﬂ) ), wobei Q° “, /o der Abschluss von D(H?, )
in der Norm der quadratischen Form He S0t 1 ist.

Da C3°(R?\ {0}) C D(H®) dicht in H/?(R?) ist, zeigt die Darstellung
(3.5.52), dass D(H?, ,) dicht in D'/* beziiglich der Graphnorm von R'/? fiir
alle o € (0, a_q5] ist. Lemma [3.5.13| impliziert die Ungleichungen

(v, R') > (v, H?, pv) > (1 — afa_1p) (v, R')
fiir alle o € (0,a_1/2) und v € D(H” 1/2)- Daher gilt Q% , = =D2 C DQI}QQ
fiir v € (0, a—1/2) und die rechte Seite von ([3.5.56) stimmt mit dem Abschluss

der quadratischen Form von H?, , auf jedem v € ®'? fiir a € (0,1
iiberein.

Fiir [ € N sei (1) = (1 —i)(7 = 20)'(r —i/2 - i/))~' € D> C Q7).
Durch die Berechnung der rechten Seite von (3.5.56|) mit v := ¢, — 1, und
m < [ erhalten wir

+oo 2 +oo (1 - afl/QVfl/Q(T))
/Oo (1 — Oé,1/2V71/2)|R1/2(77Z}l - wm)} dr < /oo 7_2(m27-2 + 1) dr.

Nach Lemma |3.5.8 und monotoner Konvergenz schlussfolgern wir, dass
1/2

(11)ien eine Cauchy-Folge in Q7] )y ist, welche gegen 1 11/ *in L2 (R) konver-
giert. Daher liegt 1 11;2 in Q7] 1/ ’
Sei a € (0, a_12]. Unter der Verwendung der Relationen

wgl/Q S @1/4, Eo_lwgl/Q S @1/4 und
(1= Vi —i/4))0%, o +1/4) € DY/
(siehe (3.5.59) und ( m ) und Korollar sowie Lemma erhalten

wir fiir jedes v € D(H?, ,):
(0% gy HO ) = <¢21/2, (R - aEOngal)U>
= (RY%2 1y, R¥*0) — ao(RYIZ512 o, RY1E5M0)
(1= aVorpal = /)0 (- +1/4), R )
(1= aVoaga( +1/2))u ol +).0).

(3.5.60)
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3 BEWEISE DER RESULTATE

Es folgt, dass Ve € @((ﬁflﬂ)*) und (3.5.60)) fiir alle v € (0, _1 ] gilt.
]

Abschlieflend formulieren wir wesentliche Beobachtungen fiir die Funktio-
nen (3.5.45)), (3.5.46)) und (3.5.47)), d. h. fir die Darstellung der Funktionen

(3.5.31)) im Fourier-Mellin-Raum (siehe Lemma (3.5.12]).

Lemma 3.5.16 (Lemma 24 in [49] und Lemma II1.4 in [50]). Se: T €
0,1/2).

(a) Fiirk € {—1,-1/2,1/2,1} liegen die Funktionen & und nl in D!.

b) Die Funktionen Z5'¢Y. und 50T, . sind Element von D',
0 S1/2 0o =12

i —1 i —1
(c) Fu;’ ke {—1/2,1/2} gelten x\ € @(H(Z/ém(r)) ) ﬂ’D(HJ;/Q(T)) )
un

iT . — . .
H(ji/;n( E X = <1—(V71/2(1T)) 1V71/2(‘ +1/2)>Xg(-+1). (3.5.61)

(d) Firk e {-1,1} gilt x¥ e@(HVO (i)~ )QQ(HVl (ir)~* )

Beweis. Zu @ Aus der Kombination von Hinweis und der Tatsache,
dass die Gammafunktion in C \ (—Ny) mit einer einfachen Polstelle in null
analytisch ist, folgt, dass £ und nf analytisch in einer komplexen Umgebung
von G! sind. Daher gilt fiir alle p > 0, dass die Funktionen &' und " in 24 :=
{2 € C:Rez € [—p,p|,Imz € [0,1]} beschréinkt sind. Fiir p hinreichend
grof} impliziert dies zusammen mit der Verwendung der Asymptotik (3.5.25
auf &'\ 2” in den Ausdriicken (3.5.46)), (3.5.47) und (3.5.20) (oder (3.5.22
und ') die Eigenschaften [@]'{.] von Deﬁmtlon 3.5.2] fitr £ und 7.

Zu |(b) Die Funktionen Zj 51 /2 und =, 7771 /2 sind analytisch in einer
komplexen Umgebung von &', Daher liefert unter der Beriicksichtigung von

(3.5.26|) die Argumentation von Beweis die Behauptung.
[(c)} Nach Lemma [3.5.15 und Lemma [3.5.14] geniigt es zu zeigen, dass

2T 3_ Vo1 5(iT i) 1
Xk+Vl€2 T2 — uk 1/2((T+1/2))w(1/12/2 N E@( 1/;/2( ) )

(3.5.62)
und
v WE=TE (T +1/2)) 2 (Vi5(T)) !
Tt 1= cD (H1/2 ) (3.5.63)
(- —=1/2 + 1o, 01))1)
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gelten. Wegen (3.5.54)) und ¢_1/5, (v a1 = —T sowie (/2 (Vi o(iT))-L = = -0
(siche (3.5.59))) kann dies analog zu @ getan werden. Die Formel ( m
folgt dann aus (3.5.62)), (3.5.52) und

Zu[(d)} Nach Lemma [3.5.14 genﬁgt es zu zeigen, dass fiir [ € {0,1} gilt

oF + Y R = L2y (T +1/2) (gmmr)rl)_ (3.5.64)
(- =1/2 +iGwier) 1) l
Dies kann analog zu getan werden. [

3.5.3 Kiritische untere Schranken

Fiir v € R definieren wir die quadratische Form
2
o= [ wlwf
Ry

auf L*(R., (1+p”)dp). AuBerdem verwenden wir fiir k € NoU (Ny —1/2) die
Definition von qi, welche in formuliert wurde.

Der néchste Satz impliziert eine untere Schranke fiir die quadratische
Form des kritischen Operators H,™*.

Satz 3.5.17 (Verallgemeinerung von Satz 30 in [49]). Fir jedes k € Ny U
(Ng — 1/2) und X € (0,1) gibt es ein Ky > 0, sodass fir alle | > 0 die
Ungleichung

p —Oéqu Kk)\l)\ 1A l_lpo (3565)

auf L*(Ry, (14 p)dp) gilt.

Beweis. Seien A € (3/4,1) und f € L*(Ry, (1 4 p)dp). Aus der Nichtnega-
tivitat von @), der Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz-Ungleichung und der Tat-
sache, dass

(q+ P < g = PP 2+ PO fiir alle g, 1 > 0 gilt,

(Diese Relation folgt aus (1 + 2)™' < 1 — 2 + 22 fiir alle z > 0 durch die
Substitution z := (Ig)*~!.) schlussfolgern wir

2 [ e (5(2+ 1) )aar
L vore (524 9)) (e ad
[ eralie )

(p—‘—l/\l)\)( l)\l/\2+l2)\1 22— d)dqdp
(3.5.66)
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Mit der Hilfe von (3.2.6|) kann man einfach

Qr((z+271)/2) ~

20 (k4 1) {l‘_k_l e = 400, (3 5 67)

I(k+3/2) |2 fiir 2 — +0,

nachrechnen. Sei nun g € ®(R~/?). AuBlerdem gibt es ein d € {2,3} und
j € (Sd mit

5 —1/2| — 1/2 = k.

Wir definieren

. R71/2
G:Wd@éj’,j( Og)

J' €%

Aus Lemma [3.5.11] sowie Lemma [3.5.6) und Korollar folgt

(9, Veg) = /R §|G(X)|2dX. (3.5.68)

Nach (3.5.35), (3-2.5) und Lemma [3.2.2] gilt

1

Rd |X|

1 £3 * * —_ * —
|G(x)]?dx = /Rd EU:de @ 9y jM*R 1/2g|2dx = qi[M'R 1/29].
J'€Xq

(3.5.69)

Die rechte Seite in (3.5.69) kann mit (3.5.19) und (1.5.20) in [2] zu
ai[(-) 72 M)

[e.9]

— [ V7R () 7 (@(GCE+9) D wraw )

0

(o VM) + (7/2) (2 )

umgeformt werden. Dies zusammen mit ([3.5.68), der Dichtheit von D (R~1/?)
in L*(R) und (3.5.67)) impliziert, dass

Vi(z) = %/OO Qk((l' + z_l)/Q)x_iZ_ldx

0
iz 00 1 )
7™ Jo 2\qg p
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im Streifen {z eC:Imz e ( — k-1, kﬁgﬂt.
Nun kénnen wir die rechte Seite von (3.5.66)) umformulieren und erhalten
ael ] < Vi(0)p! (] + (Vi(0) = Vi (i(r = 1)) ) "p ]
+ (BEA-D) - RO -D))EONp Yy B5T0)
+ Vi (20(A = 1)) BODp*A=2[ 1),
Die Lemmata [3.5.13| und [3.5.8] implizieren

Vi(0) = a ',
Vi(0) = Vi(i(A = 1)) <0,
Vi(2i(1 — 1)) = Vi(i(A = 1)) >0, (3.5.71)
Vi(2i(A—1)) >0

Fir jedes A € (3/4,1) und €1,e5 > 0 existieren Cy,Cy > 0, sodass die
Ungleichungen

PODPAT Cap M O PO Ceppt M Gol Tt (35.72)

fiir alle p,l > 0 gelten. Fiir £; und &5 hinreichend klein erhalten wir durch

das Einsetzen von (3.5.72)) in (3.5.70) und die Verwendung von (|3.5.71)) die

Ungleichung

aklf] < p'[f]/an = Ca(k, )PP f] + Calk, I 'P°[f] (3.5.73)

mit Cy(k,\), Ca(k,A) > 0 fur A € (3/4,1). Fir A € (0,3/4], X € (3/4,1)
gibt es eine Konstante C3(A, \') > 0, sodass

Y > =G5\, V)’ + 1°p

gilt. Damit kénnen wir die Ungleichung (3.5.73)) fiir A aus der Ungleichung
(3.5.73) fiir A" schlussfolgern. Nun verwenden wir «; > 0, skalieren mit [
durch und erhalten schliefllich ([3.5.65|). ]

Korollar 3.5.18 (Verallgemeinerung von Korollar 31 in [49]). Seien k €
NoU (No —1/2) und A € (0,1). Fiir alle I > 0 mit Ky wie in gilt
die Ungleichung

HY* > K MR — 171 (3.5.74)

Beweis. Fiir jedes ¢ € @(f[g"“) gilt
(0, Hi*) = (0, R') = an(u, V(- +1/2) R'). (3.5.75)
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Nach (3.5.19) stimmt der erste Term auf der rechten Seite von ([3.5.75) mit
p!'[M*4] iiberein. Aus der Kombination von (3.5.68), (3.5.69) und Korol-
lar B.5.7 erhalten wir

(¥, Vi(- +1/2)R') = qu[ M Y],

Daher gilt B

(0, Hy* ) = p' [M*Y] — apqe[ M),
Durch die Anwendung von Satz [3.5.17] (3.5.19) und der Tatsache, dass H,*
die Friedrichs-Fortsetzung von H.* ist, schlussfolgern wir (3.5.74)). O

3.5.4 Abschitzungen in den kritischen Kanilen

Fir k € {—1,-1/2,1/2,1} und v € [0, |k|] fithren wir auf R\ {0} die (2 x 2)-

matrixwertige Funktion

—UVik_1/91-1/2(T +1/2) 1
VTR CA TSR | ) 3.5.76
P (T) ( 1 — Vg1 /2/-1/2(T +1/2) ( )

ein.
Lemma 3.5.19 (Lemma 25 in [49] und Lemma IV.1 in [50]).

(a) Seien T € [07 1/2> und k € {_17 _1/27 1/2, 1} Fﬁrjedes = Q:\/va
gibt es eine Zerlegung

_ (¢ 1
U = <U) + axg< e T2Vk—1/2|—1/2(iT>> (3.5.77)

~ i —1 ~ ; 1
mit ( €D (H‘(],Cvlk{/;ﬁz_q/lg"( ) ), vED (H‘;‘j‘ff/;f_‘ﬁf( ) ) und a € C.

Auflerdem gilt die Darstellung

U DV Trky _ T R +axi (- +1) .
k R+ avVk? = Y2Vji_12/-1,2(07)x ) (- + 1)
(3.5.78)

b) Seien Y € [1/2,1] und k € {—1,1}. Fiir jedes U € €V =15k g4l
( j v g

U — <C) (3.5.79)
v
mit ¢ € g(ﬁ((lvilk—)];);2(i'r))_l); e @(g((:fS%Q(ir))—l) und
VI-TZk vimre (R
U.D Ry = M Ry ) (3.5.80)
v
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Beweis. Zum Beweis von Teil [(a)} Die Zerlegung (3.5.77)) folgt aus (3.5.32),
Lemma [3.5.12] (3.5.54)) und Lemma [3.5.16

Sei (x,<) € C°(R+;C?) beliebig. Wir definieren d := 1+ 2|k| und wéhlen
J € %q 50, dass s; = k gilt. Nach (3.5.44) und (3.5.33) gilt

LI;CD\/W’IC (X) _ (WdD;l/WWJWd(Ade)* EB 0jtj (f)) - (3:5.81)
J

o Jj'€%q

Aus den Lemmata |3.5.10] und [3.5.11| folgt, dass die rechte Seite in (3.5.81])
gleich

= 1=-1 1
‘:'Mf(%j)R :'/Lf(%j) R W A S * 5', ) X
( R EH+(%J')R1:‘71 el Asa) @ 7\s j

T (55)

J'€%q
(3.5.82)
ist, wobei die Notation (3.5.41)) verwendet wurde. Aus
<DV’€2*T27'€\1/ (X)> - <uk\11 U, DV =Tk (X>> (3.5.83)
S <

und (3.5.81)), (3.5.82)), (3.5.44)), (3.5.77) schlussfolgern wir, dass die rechte
Seite in (3.5.83)) gleich

< <z€) Faxi (\/WW:—Um—l/?(iT)) ’

- 1=-1 1
(A ke )
R S EL S

Hor

(3.5.84)

ist. Der Ausdruck (3.5.84]) entspricht wiederum

(MR (g) U, (’;)> +a{x} (V k= T2V|kll/21/2(m))

(Vik—1/2-1/2(0) !
H|klk1/121i‘1}é2 0 U X
(Vikg1/21-1/2G71)) 1 k
0 H S

|k+1/2]—1/2

(3.5.85)

nach Lemma[3.5.14] Lemmal[3.5.15 (3.5.54) und Korollar[3.5.7} Der Ausdruck
(13.5.85)) ist nach (3.5.61)) und Lemma [3.5.14] gleich

R +ax(-+1) X
u*MW( k ) ( ) . (3.5.86
< Rk R + avk? — Y2Vji_1/9-12(A7) X (- + 1) S > ( )
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Da nach obiger Argumentation und die linke Seite von gleich
sind, folgt aus der Dichtheit von C§°(R;;C?) in L*(R;;C?) die Relation
(3.5.78).

Der Beweis der Behauptung @ kann durch die Verwendung der Argumen-
tation aus |(a)|in Kombination mit der Erkenntnis ¢VF =% = C&*(R,; C?)
gefithrt werden. Im Wesentlichen bedeutet dies, dass alle Terme, welche mit
dem Parameter a multipliziert werden, entfallen. O

Fir ke {—1/2,1/2,1} und v € (0, |k|] definieren wir die Funktion

2

K{(7) := ‘1 — (Vijoppmrjol (VET = 12)) " Vijoopporyo) (T +1/2)| (3.5.87)

auf R\ {0}.

Lemma 3.5.20 (Lemma 26 in [49] und Lemma IV.3 in [50]). Seien k €
{-1,-1/2,1/2,1} und v € (0, |k]]. Dann gibt es eine Konstante ny y, >0,
sodass

(M) My = (0 a)? diag (K o, K pyaie) (3.5.88)
punktweise auf R\ {0} gilt.

Beweis. Weil die Relation MY, = oMo, gilt, geniigt es die Ungleichung
(3.5.88)) fiir k = 1/2 und k = 1 zu zeigen. Dazu fithren wir eine Fallunterschei-
dung durch. Zunéchst betrachten wir den Fall £ = 1/2. Auflerdem fiihren wir

die Kurzschreibweise V' := Vi5(i\/1/4 —1v2) = v 2(V_12(i\/1/4 — VZ))_l
ein (siehe (3.5.30) fiir die zweite Gleichheit). Fir jedes 7 € R\ {0} gilt die
Ungleichung

K4, 5(7) < 2(1 + (Vo (in/1/4 = 02)) 7| Viy (7 + 1/2)\2),
Daraus folgt durch die Anwendung von (3.5.29))
Vo(m) <201+ (14 72)7'V72)
und
K j(1) <21+ 0'V3r72),
Analog erhalten wir

(M (7)) M o (7) = _V(712;21i:)P1/2(T)
1/2\T 1/2\7) = _V(1_+ ?iT_)F1/2(T) 1+ 21+ 727t
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mit
U((1+1ir)/2)(—ir/2)
L((1—ir)/2)T(ir/2)

Daher gilt fiir alle n € R die Ungleichung

Pyjo(1) =

‘Pl/Q(T)‘ =1.

2 4 2
) . n”? . , , Ar* 4+ Br* +C
det <(M1/2(T)) {)a(7) — 7 ding (K24 (7). VZ(T))) > T2 (14 72)V?

(3.5.89)

mit

A= V21 —n?)?,
B:=V*1 -2 — (14+2V2+ 202V + V2 + (1 + V2 4+ 4Vt
C:=v'V2 -1+ V2 + 2V v V2 0 V2 (1 4+ Vit
Wir erkennen, dass es ein n5 > 0 gibt, sodass fiir alle n € [0, 2n5] die Koeffi-
zienten A, B und C strikt positiv sind und deshalb auch die rechte Seite von

(13.5.89). Da fiir n = 0 beide Eigenwerte von (Mf/Q(T))*M{’/Q(T) positiv sind,
miissen beide Eigenwerte von

( f/2<7'))*Mf/2(7') - 772 diag (KZ1/2<7'>> Kf/2<7'))

fir alle 7 € R\ {0} und n € [0, n5] nichtnegativ sein.

Fiir den verbleibenden Fall £ = 1 zeigen wir, dass der maximale Wert von 73,
sodass gilt, in (2.3.3) gegeben ist. Aufgrund des hohen technischen
Aufwandes wird diese Behauptung nicht an dieser Stelle bewiesen, sondern
im Zusammenhang mit Satz [2.3.2] O]

Hinweis 3.5.21. Seien v € (0,1/2] und 7 € R\ {0}. Wir definieren ny_(7)
als das Kleinere der beiden n € (0, 00) mit

det (((My)(r)) "My (r) — 0P diag (K, (7). K{jo(7) ) = 0. (35.90)
Es ist einfach zu sehen, dass

Y — inf Y 3.5.91
5 7655\{0}7727—(7) ( )

ist. Eine numerische Untersuchung von (3.5.91)) deutet an, dass nj gleich

li{‘r(l) Ny (7) ist. Daher wird vermutet, dass der mazimale Wert von 13, sodass
n
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3 BEWEISE DER RESULTATE

(13.5.88)) gilt, gleich

1 241
Z ( v + 5 + I/QV_l/Q(iT>2
2\ (1 =Vip(in)™)

V2 +1 . 2 4vAV_q o (i7)2 )
- 2 + V2V,1 2 iT 2 — 2
(i ) — e

ist, wobei \/1/4 —v? durch Y abgekiirzt wurde. Diese Vermutung wird in

dieser Arbeit nicht bewiesen.
Das abschlieSende Resultat des Abschnitts ist:

Lemma 3.5.22 (Lemma 28 in [49] und Lemma IV.4 in [50]). Seien k €
{—=1,-1/2,1/2,1} und v € (0,|k|]. Die Ungleichung

v, v * 7: (V. 21kl (iVkZ—p2)~t
(D"8)2 Z (0 yappy)* (Ui diag(H o0~ 5™ ’
(k) /2-1/ (3.5.92)
H(V1/2—I(k)2‘k|—1/2|(i\/7)) 1
1/2=|(k)?1* =1/2] ) k)

gilt mit dem M ok welches in Lemma |3.5.20) eingefiihrt wurde.

Beweis. Sei ¥ € ¢€¥F,
Zuniichst betrachten wir den Fall T2 := k? — 1 < 1/4. Dann benutzen
wir um U, ¥ darzustellen. Durch die Anwendung von , Lem-
ma [3.5.20 sowie der Lemmata [3.5.14] und B.5.18] zusammen mit der Relation
(3.5.61)) erhalten wir

2

_ RY + axf(- +1)
2 Dyk\IJ 2 2 M ( k

(7714-2\19\) H H (7]1+2|k|) Rlv—l—auvk Lol 1/2(1T)Xk( )

(1_ Vijajrzi -1y +1/2)
Vija- lé k21l —1/2)(1T)

Vi +1i/2
(1— L2 (k)2 172 /2) (R'v + avVig_1/2/-12((0)x¢ (- +1))
V1/2 ((ky2iel—1/2) (i)

Vid2 4 -1 /2112070 (Vi 21kl gy (1) 2
= et dlag(H k2K —1/2/~1/2 o et o) IZA

2

)R+ ot +i)

>

Da €* ein determinierender Bereich fiir D" ist, schlussfolgern wir (3.5.92)).

Den Fall k%> — v? > 1/4 kann man analog beweisen, indem man (3.5.79)) und
(3.5.80) anstelle von (3.5.77) und (3.5.78)) verwendet. ]
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3.5 Beweis von Satz[2.3.1| und [2.3.4]

3.5.5 Abschitzungen in den nicht kritischen Kanélen

Weil wir zum Beweis von Satz [2.6.4] eine &hnliche Ungleichung verwenden
wollen, beweisen wir zunéchst ein Lemma, welches eine viel allgemeinere
Situation abdeckt, als fiir die Losung unserer Problemstellung nétig wére.
Aus diesem Resultat schlussfolgern wir anschliefend die zum Beweis der Sétze
[2.3.1} und [2.3.4] benotigten Ungleichungen.

Lemma 3.5.23 (Verallgemeinerung von Lemma 5.1 in [52]). Sei v € R. Fir
alle

ke (Z+(n—1)/2)\ {0} mit

3.5.93
k| > kY :=min{k € Ng+ (n —1)/2: k* > > +1/4} ( )

gilt die Abschdtzung
(D"F)? > K (D%)? (3.5.94)

k)2 +1/4 4(kv)?2 —v?)((kv)? — 1/4)?
g1 PP ([, (GO RP )
((ky)? —1/4)? ((ky)? 4 1/4)?
Beweis. Wie in Lemma [3.5.22| geniigt es (3.5.94)) fiir Funktionen aus ¢** zu
zeigen. Nach (3.4.5)) kénnen wir ¢ € C°(R,; C?) annehmen.
Fiir b € R definieren wir eine Familie der Matrixfunktionen

i (VPEB(TE (12 = K)? 2u(ir + k)
Al(b,T) = < 2(u(—i7 ) ) 24+ b(r2+ (k+ 1/2)2)) , TER

Eine Rechnung, welche (2.6.1]) und (3.5.18]) verwendet, liefert

1Dl =MD" = [ (R M), AL ) (R M)
Deshalb gilt

D0l = (1= DD = [ (R M) (), A7) (B M) () dr.

(3.5.95)
Die Eigenwerte von Ay(b, 7) sind durch

al (b, 7) = V7 + b/d+ K+ 7% £ (4% + 427 + K22 (3.5.96)
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3 BEWEISE DER RESULTATE

gegeben.

Dementsprechend ist die Behauptung gezeigt, wenn fiir die Wahl b :=
1 — Ky gilt: b < 1 und af _(b,7) > 0 fiir alle 7 € R und k, welche
erfiillen. Da nicht von den Vorzeichen von k und 7 abhéngt, konnen
wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit k£, 7 > 0 annehmen. Nun setzen

wir (3.5.96) auf £ € R fort und erhalten fiir £ > 0, welche (3.5.93) erfiillen,
die Ungleichung

k+1 aa; B
s 07—t 07 = [
ko (402 + b%) 5

=(2k+1)b— dse > (2k; + 1)b — V42 + b2

ko /(402 4 02)52 + 4v272

Daraus schlussfolgern wir, dass fiir 7 € R die Funktion k — a (b, 7) auf
[k 00) N (Z + (n — 1)/2) eine wachsende Funktion ist, solange

(2k2 + 1)b — VA2 + 12 > 0,
d. h.,

b= |/ (k) + Ky

gilt. Fiir 7 > 0 erhalten wir

aaz%,— (ba 7—) — 9 <b B 202 )
or VAkD)202 + 40272 + (ky)2b?
202
>or(b— — ).
( kv\/4v? + 62>

Daher gilt fiir

b= V2| (VI+ (k) 2—1)" ( > |vl/ k)2 1 k,z) (3.5.97)

und alle 7 € Ry die Ungleichung (day, /07)(b,7) > 0 und deshalb fiir
k> kY

aj_(b,7) = af, (b,0) =1 +b/4+ (ki) — ki(4° +b*)'/2 (3.5.98)
Die rechte Seite von ([3.5.98)) ist positiv, solange fiir b > 0 gilt

Frb) = (k)% = 1/4)%0% + 2((k2)? + 1/4) %0 + v* — 42(k2)? > 0.
(3.5.99)
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3.5 Beweis von Satz[2.3.1| und [2.3.4]

Wir erkennen, dass f* eine quadratische Funktion mit f¥(0) < 0 und f*(1) =
((k¥)* — v* —1/4)* > 0 ist. Daher hat f” eine eindeutige Nullstelle in (0, 1),
welche mit 1 — K iibereinstimmt. Deshalb ist fiir b > 0 dquivalent
zub > 1— K?. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass diese Bedingung
restriktiver als die Bedingung ist, da nach

VA (VIF ) - 1) <ok
und die Ungleichung
Fr(wl/ky) < v (k) 7216 + % — (k)?) < v*(1/4+v* = (ky)*) < 0
gilt. ]

Korollar 3.5.24 (Lemma 29 in [49] und Lemma IV.5 in [50]). Fir v €
[0, (n —1)/2] gilt die Operatorungleichung

Vni(n+2)2 + 402 —2(n+ 1)v
n(n + 2)

(D"F)? > ( )2(2/1,:1%1%)2 (3.5.100)

fir alle k € (Z+ (n—1)/2)\{—=(n—-1)/2,0,(n —1)/2}.

Beweis. Sei ¢ € C°(Ry;C?) = ¢€»F. Wir wihlen ein j € T, mit »; = k.
Nach ((3.5.44)), (3.5.33)) sowie (3.5.39) und erneut (3.5.44) gilt daher

U Dy = (Wn (A:S:)" €D 5jf,jD°’”f/w> (3.5.101)
J'E€Zn j
- (wn (A:S0) " (AnS )WV (@(Rl ® 01)> W (A:S,)" 6B 5j,,j¢)
JETn J'€Tn Fi
(3.5.102)
= (R' ® o) Uy1). (3.5.103)
Aus dieser Relation folgt
e R U |* = || D). (3.5.104)
Daraus folgt mit Lemma die Behauptung. O

3.5.6 Zum Beweis von Satz [2.3.1]
Nach Lemma |3.5.13| gilt

(W, Hg) > (1 — afag) (i, R'p)
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3 BEWEISE DER RESULTATE

fir alle k € NgU(Nyg—1/2), a € [0, a4) und ¢ € @(ﬁ,@‘) Durch den Ubergang
zur Friedrichs-Fortsetzung und die Verwendung von (3.5.55)) schlussfolgern

wir
Hp > (1 - aVi(0))R' (3.5.105)

fir alle £ € NoU (Nyg — 1/2), @ € [0, ). Die Monotonie der Wurzel fiir
Operatoren, Lemma |3.5.22| und (3.5.105)) impliziert

Vin-3),2(0)
Vin-zy2(in/(n — 1)2/4 —12)’
Viz—n)2(0)

|D”’i(”*1)/2| > 7Y min {1 —

1— UL R U
V<3n>/z<i¢<n—1>2/4—u2>} s
(3.5.106)
Auf der anderen Seite gilt
2(n+2)2 + 402 —2(n + 1
Dk 5 V2P A =2t Dy py (3.5.107)

n(n + 2)
nach Korollar [3.5.24fiir alle k € (Z+ (n—1)/2) \ {—(n—1)/2,0, (n —1)/2}.

Daher gilt nach (3.5.33) und ([3.5.106)) sowie (3.5.107)
ID%| > CY(ALS,) (@u* ) (EB Rl) ( @L[%j)(flnsn) (3.5.108)

JESN JE€ETn JETn
mit
Vin—3)/2(0
C} := min {nZ(l — ' (n-3)/2(0) )7
Vin—s)2(iy/(n — 1)2/4 — 1?)
m(1- Vis-m2(0) ) 2+ 22 + 42 — 2n + 1>y}
! Viseny2(iy/(n — 1)2/4 — 1?) ’ n(n + 2) '
(3.5.109)
Aus (3.5.35)), (3.5.36]) und (3.5.37)) schlussfolgern wir
- (@u,)s)
jein
Daraus folgt mit (3.5.40)) und (3.5.108))
Dyl = Chv— (3.5.110)
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3.6 Beweis von Satz[2.3.2

3.5.7 Zum Beweis von Satz [2.3.4]
Lemma [3.5.22| und Korollar |3.5.18| implizieren
| D-1/25m-1/2) 5

D2 (min{ K (,—3)/2.1, K(S—n)/2,)\}l)\_lul(n_U/QR)\u:t(n—l)/Q — 1.
(3.5.111)

Firke (Z+(n—1)/2)\{—(n—1)/2,0,(n—1)/2} kombinieren wir

mit der Ungleichung
Rl 2 )\f)\(l o )\))\fll)\flR)\ . l*l)

welche aus dem Spektralsatz folgt. Durch eine Rechnung wie im Beweis von

Satz impliziert dies zusammen mit (3.5.111)) die Ungleichung (2.3.7))

mit der Konstanten
Kﬁ = min {(771(1”_1)/2))‘-’((71—3)/2,,\ ) (777(zn_1)/2>/\K(3—n)/2,)\ )

) a1 (VP2 =12+ 22 +1— (n+1)\"
A=A ( n(n—1)"Y(n+2) ) s

3.6 Beweis von Satz [2.3.2]
Zunéchst fithren wir

T =v1—-1v2 (3.6.1)

ein. Der Beweis von Satz liefert mit (3.5.109)) fiir n = 3 eine explizite
untere Schranke auf die optimale Konstante in (2.3.1]), wenn ein expliziter

Ausdruck fiir n§ gefunden werden kann. Deshalb zeigen wir zuerst in drei
Schritten, dass n” (siehe Definition [2.3.3)) der maximale Wert fiir 7} ist, sodass

(3.5.88) fiir |k| = 1 gilt. Im ersten Schritt zeigen wir in Abschnitt [3.6.1] dass
die Abbildung v +— 71" reell-analytisch und monoton fallend auf [0, 1] ist.

Dies verwenden wir um in Abschnitt zu beweisen, dass fiir |k| = 1 der
maximale Wert von ¥, sodass (3.5.88)) gilt, gleich 1" ist, wenn die auf [0, 1]
definierten Funktionen

16vv9 + 402 1764v
co(v) = — (72(5 + 20%) — N + (V9 + 402 — 4v)?

(st o wen )

4(m — 2)2 2(r—2)  1—2Y¥cot(*L
2
(c2(v) + 313612) ) )
= — 3584 256vvV9 + 4v2(1 — (n” 3.6.3
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3 BEWEISE DER RESULTATE

_ 2(ca(v) + 313602)
W)= e

(1—(n")?) — 10240°
(3.6.4)

nichtnegativ sind. In Abschnitt zeigen wir schliellich, dass diese Funk-
tionen nichtnegativ sind. Aus dem dadurch bewiesenen Resultat folgt mit

(3.5.109), dass fir n = 3 die Konstante in (2.3.1)) gleich

min {77”(1 - %), %(m — 81/)} (3.6.5)

gewihlt werden kann. Abschlieflend zeigen wir in Abschnitt dass S”
gleich (3.6.5)) ist.

3.6.1 Eigenschaften von n”
Lemma 3.6.1 (Lemma IV.2 in [50]). Die Abbildung v — 1" (siehe (2.3.3))

ist reell-analytisch und monoton fallend auf [0, 1].

Beweis. Sowohl g(v) := (9 + 4v%)"/2 — 4v als auch

h(v) := 3(1 — 2Y" cot(7Y"/2)) (mit der Konvention zcot z|.—¢ := 1) sind
monoton fallende reell-analytische Funktionen auf [0, 1], welche den Wert 3 in
v = 0 annchmen und einfache Nullstellen bei v = /3/2 haben. Daher folgt
die reelle Analytizitdt von n” aus eben dieser Eigenschaft des Zahlers und
Nenners in und der Kiirzung der auftretenden Nullstellen in Z#hler
und Nenner. Im nachfolgenden Teil des Beweises konnen wir deshalb v €
(0,1) annehmen.

Die Monotonie von v — n” folgt aus der Konvexitéit von g und Konkavitéat
von h zusammen mit der Tatsache, dass beide Funktionen monoton fallen und
in v = v/3/2 verschwinden. In der Tat ist ‘g(u)‘/]u —+/3/2| monoton fallend
und |h(v)|/|v — v/3/2| monoton wachsend. Fiir v, < v, € (0,1)\ {v/3/2} gilt
daher

Die behauptete Konvexitit von g und Konkavitét von h kann durch das Stu-
dieren der zweiten Ableitungen beobachtet werden. Es gilt ndmlich ¢”(v) =
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3.6 Beweis von Satz[2.3.2

36(9 4+ 4v2)732 > 0 und 1" (v) = 3(f1(v) — f2(v)) mit

V2 (XY sin(r Y7 /2) — 72(T¥)2 cos(m Y /2) 4 2 cos(m L /2) sin® (7" /2))
(T¥)3 sin® (7 /2)

=: fi(v) <2
(3.6.6)

und
7YY —sin(7 YY)
LV) = e e )

> 2. (3.6.7)

Um ({3.6.6) zu rechtfertigen, kombinieren wir fiir z € [0, 7/2] die elementaren
Abschétzungen

4 6
2zsinz<222—z—+z—,
3 60
6 8
—4z2%cosz < —422 + 224 — % + %,
22 2 224 456
s ool 15+ )02 54 )
(cos z) sin” z (cosz)( cos( z)) 5 _|_24 P . + )

welche aus der Taylor-Entwicklung von sin z und cos z in z = 0 folgen, um

2zsin z — 422 cos z 4 2(cos z) sin? z < Ez6 - Z—S + Z—lo
45 15 270

16 1 2 16
< 6 (__ >8<_6
+ + z 452

S 5” 15 4-270
(3.6.8)
zu schlussfolgern. Analog erhalten wir fir z € [0, 7/2]
3.3 25 1 ’/T2
s (D) 0 ()T o
sin” z i z 2+ 5~ 19167 (3.6.9)

Durch die Multiplikation von (3.6.6) mit dem Nenner der linken Seite und
der Anwendung der Ungleichungen (3.6.8)) und (3.6.9) schlussfolgern wir die
Giiltigkeit von (3.6.6). Die Ungleichung (3.6.7)) folgt fiir z € [0, 7/2] analog

aus

_ 423 42°
2z —sin(2z2) > EERET und
, 1 — cos(2z 24 225
Sm2z:%<22—§+4—5.
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3.6.2 Die optimale Konstante in ([3.5.88|)

Lemma 3.6.2 (Teil von Lemma IV.3 in [50]). Sei v € [0,1]. Fir |k| =1 ist
der mazimale Wert von 0%, sodass (3.5.88) gilt, gleich ", wenn die Funk-

tionen ¢y, (siche (3.6.2), (3.6.3) und (3.6.4)) auf [0,1] fiir alle k € {2,4,6}

nichtnegativ sind.

Beweis. Aufgrund der Argumentation zu Beginn des Beweises von Lem-
ma [3.5.20, konnen wir uns auf den Fall £ = 1 beschrédnken. Fiir 7 € R

betrachten wir

I'((3—2ir)/4)T((1 + 2ir)/4)

Pi(7) = (3 + 2ir)/4)T((1 — 2i7) /4)

Fiir alle 7 € R gelten
|Pi(7)]| =1 (3.6.10)

und (siehe 5.4.5, 4.35.11, 4.35.16, 4.35.19, 4.28.4 und 4.28.6 in [55])

Py (1) = sech(mr7) — itanh(wT). (3.6.11)
Nach (3.5.29) erhalten wir
2 2(1 + 2ir)

Vo(r+1/2) = Pi(7), Vi(r—i/2) = Pi(7).

1—2ir (1 —2i7)(3 + 2ir)

Daher schlussfolgern wir nach (3.5.76|) fiir 7 € R die Relation

" 41/ —8v(1 —ir)Pi(7)
v * v _ 1+ 47’2 (1 + 217') (3 — 217’)
(1 —2i7)(3 + 2ir) 9+ 472
Die analytische Fortsetzung von zcotz auf z = 0 bezeichnen wir im

nachfolgenden Text mit z cot z, d. h. z cot z|,—o := 1. Die Relationen ({3.5.87)),

(3.6.10) und (3.6.11]) implizieren

KY(7) :(1 Far? (e eor? (70 o
3.6.13

v

g ) (sech(nT) + 27 tanh(wﬂ)) /(1 +472).

— 47" cot (W
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Die Ungleichung ((3.5.88]) ist dquivalent zu der Nichtnegativitat des kleinsten
Eigenwertes von

(MY (7)) My () = (") KY (7)Ice.

Durch die Verwendung von (3.6.12)) und (3.6.13)) finden wir, dass dieser Ei-
genwert durch

Mr) =1 — (1)’ K7 (7)
(5 +47%) = 8v(42 + (1 + 72) (1 + 472)(9 + 47’2))1/2 (3.6.14)
* 1+ 4729)(9 + 472)

gegeben ist. Daher geniigt es die Nichtnegativitat von (3.6.14)) mit n* definiert

in (2.3.3)) zu zeigen. Durch die Verwendung von (3.6.13)) und (2.3.3)) erkennen
wir, dass die rechte Seite von (3.6.14)) fiir 7 = 0 verschwindet, d. h., der Wert

von n¥ kann nicht vergroflert werden.

Wir schlussfolgern durch die Multiplikation von mit (1+472)(9+
47%) und das Umformen des entstehenden Ausdrucks mit (3.6.13), dass es
geniigt die Nichtnegativitdat von

p(r,v) == (1 — (")) (1 +473)(9 + 47%) + 42 (5 + 477)
+47T"(n")*(9 + 47°) (sech(r7) + 27 tanh(r7)) cot(x 1" /2)
4(T")*(0")*(9 + 47%) cot?(r " /2)
—8u (4 + (1 +72)(1 4+ 47%)(9 + 477))

(3.6.15)
1/2
fir alle (7,v) € [0,00) x [0, 1] zu beweisen.
Aus der Positivitéit aller Koeffizienten der Taylor-Reihe in 7 = 0 von
(94 47%)(1 + 27sinh(77)) — (94 (4 + 187 — 97°/2)77) cosh(wT)
schlussfolgern wir, dass
(94 47%) (sech(77) + 27 tanh(n7)) = 9+ (4 + 187 — 97 /2)7°

fiir alle 7 € R gilt. Daher folgt die Nichtnegativitdt von (3.6.15) aus der
Ungleichung

py(m,v) = p_(7,v) (3.6.16)
mit
pi(T,v) = (1= () (1 + 47%)(9 + 472) + 42(5 + 47?)

)
+47"(n")*(9 + (4 + 187 — 97°/2)77) cot(nY”/2)
—4(T")2(n")*(9 + 47°) cot? (7Y /2)
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und
p—(r,v) =8v(4” + (1+7°)(1 +47%)(9 + 472))1/2'
Da fiir z € [0, 1]
2% cot?(mw/2) < zcot(mx/2) < 1

gilt und die Abbildung v +— 7” monoton fallend auf [0,1] ist (siehe Lem-
ma [3.6.1)), folgt n” < n° = 1. Daraus schlussfolgern wir p, (7,) > 0. Daher
ist (3.6.16)) aquivalent zu

(p+(7', 1/))2 — (p_ (7, 1/))2 = co(V)T* + ca(V) T + (V) T8+ (V)T = 0
(3.6.17)
mit

cs(v) = 256(1 — (n")*)".

3.6.3 Die Nichtnegativitit von cy, ¢, und cg

Zuerst zeigen wir Abschétzungen auf die Funktion z +— 2 cot z mit der Kon-
vention z cot z|,—g := 1.

Lemma 3.6.3 (Lemma VIL.1 in [50]).
(a) Fir m € N sei

m o0

) =3 k+1<2 j_wﬂ)”%'

k=1 =1
Dann gelten fir alle v € [0,1] und m € N die Ungleichungen
Fo(v) < TV cot(nYY/2) < Fop1(v). (3.6.18)

(b) Firm € N seien
92m+2 0 (_1)k 92m~+1 o 1

d T, :=
- (2k + 1zmet " T 2% + 1)2m
(3.6.19)

S 1=

k=0 k=0 (

Dann gelten fir alle x € (—1/2,0] und m € N die Ungleichungen

o) () 2 3o R (G on)e (50 3)
(3.6.20)
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3.6 Beweis von Satz [2.3.2

(c) Fiir alle z € [0,1/2) und I,k € N gelten die Ungleichungen

(oo (L) < B (G ) Do P

(3.6.21)

Beweis. Zu [(a)} Durch die Anwendung von (3.6.1]), der Reihendarstellung
4.22.3 in [55] und der geometrischen Reihe erhalten wir

, ﬂ” P — [y - 16m? o
o) = 2 =25 e+ 0 (3 e
m=1 k=1 m

(3.6.22)

Nun setzen wir v := 0 in (3.6.22)) und bekommen
2 4 1
O et dm? — 1

Die Behauptung folgt nun aus der Beobachtung, dass die Terme in der letzten
Reihe in (3.6.22)) alternieren und ihre Betrdge monoton fallen.
Zu[(b)] Nach 4.19.5, 24.8.4 und 24.2.9 in [55] erhalten wir

sec(mx) Z Sppx®™  fiir |z| < 1/2. (3.6.23)
Nach 4.19.3, 25.6.2, 24.2.2 und 25.2.2 in [55] gilt
tan(mz) Zme 1 fiir 2] < 1/2. (3.6.24)

Durch die Anwendung der trigonometrischen Identitét
cot (m(1/2 4 z)/2) = sec(rx) — tan(mz)

schlussfolgern wir

(% +x> cot <—7r(1/22+ a:)) = % + 2_; ((% - TJ>$ + <Sj—1 - %))x%_l.
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Da die Relationen (3.6.23)) und ([3.6.24))

S; T;
?] —T7; <0 und S, — EJ <0 firallejeN (3.6.26)

implizieren, folgt (3.6.21)) mit = € [0,1/2) aus (3.6.25)).

Fiir 2 € (—1/2,0] schlussfolgern wir durch die Verwendung von ((3.6.26])

und (3.6.19)), dass fiir j € N

o0

S; 2% 2k +1)2—1 (3.6.27)
“Hm AT _<,;(_1)k (2k + 1)2j+1‘) <0

gilt. Zusammen mit (3.6.25) und 2% ~! < 0 liefert dies die untere Schranke
(13.6.20)). [

Die Nichtnegativitit von ¢, fiir v € [0,3/5] Sei by(v) die rechte Seite
von ([3.6.2)) aber mit 71%/2 anstelle von 2T cot(7Y”/2). Die Ungleichung

1 —2Y"cot(nY"/2) = 1 — 7/?/2, (3.6.28)

welche aus folgt, impliziert, dass by (v) < co(v) fiir alle v gilt, fiir
welche die rechte Seite von positiv bleibt. Deshalb gilt by (v) < ca(v)
fiir alle v € [0, 3/5]. Daher folgt die Nichtnegativitit von co(v) aus der Nicht-
negativitit von

9(m? — 2)?

sz ) =piv) +a), (3.6.29)

wobel

p1(v) := 2232 + (2560 + 29527 — 25927 + 6487°)1/?
+ (2887 — 2567 — 18907%)v* + 6472° > 0 fiir alle v € [0,3/5]

und

¢ (v) == ((3247% — 1312 — 6487 — 817°)v
+ (8827% — 1287 — 1807°)° + 321°1°) V9 + 4v2.

Um die Nichtnegativitdt von (3.6.29) zu beweisen, ist es daher ausreichend
die Nichtnegativitdt von

pa(v) == pi(v) — ¢ (v)
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zu beweisen, welche in % ein Polynom vom Grad fiinf ist. Die Nichtnegati-
vitét von po fiir v € [0, 3/5] folgt direkt aus der Tatsache, dass

p3(y) == p2(/9/25 — )

ein Polynom mit positiven Koeffizienten ist und daher fiir alle y € [0,9/25]
positiv ist.

Die Nichtnegativitit von ¢, fiir v € [3/5,1] Zunéchst fithren wir die
Substitution v := /1 — (1/2 4+ 2)% mit z € [~1/2,1/2] aus. AuBlerdem defi-
nieren wir

ri(z) == V12 —4x — 42?2 und 7ro(z) = V3 — 4o — 422

Dementsprechend ist die Nichtnegativitét von co(v) fiir v € [0, 1] Aquivalent
zur Nichtnegativitat von

_ 9er(v/1— (1/2+ 2)?)
164/1 — (1/2 + )2

dy(x) -

= r(z) (36(13 — g —42?) — 882::223 + (ri(x) — 2ra())
972(4 — )* 3n(4—m) 3(r—2) 2
x( A(r—2)2 ( 2m—2) 1- 2(1/2 + x) cot (m(1/2 + x)/2)) )>

fir z € [-1/2,1/2]. Nun fithren wir fiir x € [—1/2,1/2] die Funktionen

7T2 7T3 . 57’(’4 271'3
—14(2— <__2>2 (2__)3 <___>4
h(x) + ( )X + 2 m)xt+ 7T 3 r° + 21 3 x

und
I(z) :=2(1/2 + z) cot (7(1/2 + z)/2)

ein. Nach Lemma und (3.6.26]) erhalten wir

1—Il(x) >21—h(x) >0 firze€[0,1/2]. (3.6.30)

Auf der anderen Seite implizieren Lemma [3.6.3|[(b)] (3.6.27) und die Mono-
tonie von y — y cot y auf [0, 7/2], dass

1—1(=1/2) <1—1(z) <1—h(z) <0 fiir z € [~1/2,0] (3.6.31)
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3 BEWEISE DER RESULTATE

gilt. Aus der Kombination von (3.6.30) und (3.6.31]) schlussfolgern wir

Go=n o) < (g + 1)

und daher ist

ro(z)

bo(x) := ri(z) <36(13 — 4o — 4a?) — 882——= + (r1(z) — 2ra(x))

2

r1(z)

(st

3(m—2) 2
N (m—2)z + (2r — Z)22 + (5 — 72)28 + (& — %)x‘l) ))

eine untere Schranke fiir dy(x) fiir alle z € [—1/2,1/2]. Um die Nichtne-
gativitdt von cy(v) fiir v € [3/5,1] zu zeigen, ist es daher ausreichend die
Nichtnegativitiat von by(z) fir x € [—1/2,3/10] zu beweisen, welche wieder-
um #dquivalent zur Nichtnegativitit von

1
92(y) == Z(l — 2y)*(384 — 57" + (307" — 384w — 967 — 327%)y
+ (19272 + 1287 — 6072 + (407 — 1287%)°) oy — 1/2)
fiir y € [0,4/5] ist. Durch die Entwicklung von g, erhalten wir die Darstellung

92(y) = pa(y) V1 — ¥ + ps(y)/13 — 4y (3.6.32)

mit den Polynomen des zehnten Grades py und ps. Wir behaupten, dass
10
paly) = Z vy
k=0

fiir alle y € [0,4/5] positiv ist. Man erhélt némlich eine untere Schranke auf
P4, indem man die positiven Koeffizienten vs, v; und vy durch null ersetzt,
fiir k = 3,4,6,8, 10 (fiir diese ist v}, negativ) den Term vy* von unten durch
(4/5)k2u,y? abschiitzt und vyy von unten durch 4v;/5 (weil v; negativ ist)
abschétzt. Dieses Verfahren fithrt auf die Abschétzung

pa(y) = To +Tay® > 0 fiir y € [0,4/5],

wobei die letzte Abschatzung aus der Positivitdt von vy und vy folgt. Fiir
die Nichtnegativitdt von (3.6.32) auf [0,4/5] ist es daher ausreichend die
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3.6 Beweis von Satz [2.3.2

Positivitat des Polynoms vom Grad 16

_ P —y*) —ps(y)(13 — %)
po(y) == STEEE zijumy
auf diesem Intervall zu zeigen. Nun sei y € [0,4/5]. Man erhélt eine untere
Schranke fiir pg(y), indem man die positiven Koeffizienten w;3 und w5 durch
null ersetzt. Fir alle £ > 7 mit & ¢ {13,15} gilt wx < 0 und deshalb auch
die Abschitzung wiy* > (4/5)* Cw,yS. Fiir k € {1,...,5} gilt wy > 0 und
deshalb auch die Abschiitzung wyy* > wy®. Daraus folgt pg(y) > wo + wey®
mit wy, {EG > 0.

Die Nichtnegativitit von ¢, (v) fiir v € [0,1] Aufgrund der Nichtnega-
tivitdt von cy erhalten wir die untere Schranke

2401
16V< 2241 + 9+4”2 +16v9 1 421 — () )) (3.6.33)

auf (3.6.3)). Nach Lemma ist der letzte Term nichtnegativ und monoton
wachsend. Da die Summe der ersten beiden Terme fiir v € [O, 55/ 128]

nichtnegativ ist, geniigt es die Positivitat von |3.6.33|fiir v € [ 55/128, 1} zZu
zeigen. Wegen Konkavitit gilt die Abschitzung

2401
2240 + ¢ (Zﬁz/,26u64-v11)(V1UJ—]6V) (3.6.34)

(die rechte Seite ist eine lineare Interpolation zwischen den Werten der lin-

ken Seite an den Stellen v = /55/128 und v = 1). Auflerdem gilt wegen
Konkavitét

944
VO + 42 > ;i; (3.6.35)

(die rechte Seite beschreibt die Tangente an die linke Seite im Punkt v = 1).
Setzt man nun (3.6.34) und (3.6.35) in (3.6.33) ein und verwendet 1" <

NV fijr € [ 55/128, 1], so erhilt man die untere Schranke

16y(é%(16+—vqiﬁ)(VﬁT6——16y)+—1§$;%§g2(1——(nv5@q%)ﬂ>

auf (3.6.3]), wobei der letzte Faktor eine fallende lineare Funktion ist, welche
fiir v < 1 positiv ist.
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Die Nichtnegativitit von cg(v) fiir v € [0,1] Aufgrund der Nichtnega-
tivitdt von co gilt die Ungleichung

< 6272v(1 — (n*)?)

ce(v) > e 102402

Die Nichtnegativitéit der rechten Seite ist dquivalent zu
1—(n")? > (8/49)vV412 49, (3.6.36)
wobei nach Lemma beide Seiten monoton wachsen. Daher folgt aus
L—(n'/?)? > (8/49)V13,

dass (3.6.36) fir v € [1/2,1] gilt. Deshalb beschréinken wir uns nun auf
v € [0,1/2]. Durch die Verwendung des expliziten Ausdruck von n” (siche

(2.3.3)) und Abschitzung ((3.6.28]) erkennen wir, dass (3.6.36|) aus
(1280 + 28871 — 727" V42 + 9 > 4417%° — (17647 + 3920)v (3.6.37)

folgt. Diese Ungleichung wiederum folgt aufgrund der Positivitat der linken
Seite fiir v € [0,1/2] aus der Nichtnegativitiat des Polynoms

pr(v):=(1280 + 28871* — T27°v*)? (402 + 9) — (4417°v° — 17647 — 3920)%1°
5

. 2k
= E Aokl

k=0

welche wir abschlielend zeigen wollen. Da a9 > 0 und ag,ag < 0 gelten
die Abschiitzungen agr® > (1/2)%agv* und agr® > (1/2)?agv?*. Durch deren
Anwendung erhalten wir

pr(v) = ap + aov® + (as + (1/2)*as + (1/2)%aq) ",

wobei die rechte Seite positiv ist.

3.6.4 Bestimmung einer unteren Schranke
Aus Relation (3.5.29) schlussfolgern wir die Identitét

n” (1 — %) = 17T—2(\/9 +4v?2 —4v) + (1 — 7w /4)n".

Daraus folgt nach Lemma und der Konkavitdt der Wurzel

n”(l - VZ/%(%)/Q < 1”—2(3(1 +22/9) — ) + (1 — 7/4). (3.6.38)
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Durch den Vergleich der Abschétzung

1 V225 — 8v T 202 s

(VI —8) > Y2 s T (514 ) )+ (1- ]

15( o+ 4v 8y) B B 3( + 5 ) v +( 4)
mit (3.6.38) erkennen wir, dass das Minimum in (3.6.5)) gleich

n”(l _ Vﬁ@)) _ g (3.6.39)

ist.

3.7 Beweis von Korollar 2.3.3

Die explizite Kenntnis der Eigenwerte in der Liicke der massiven Coulomb-
Dirac-Operatoren |20} 73] liefert die Ungleichungen

(DZM)? > M2(1 — 4(n — 1)"22). (3.7.1)
Aus folgt wiederum
(DY) = (1= 4(n—1)*)(D})’
+4(n — 1) 22 (DM TV L M2 - 072 (n - 1)%/4)
> (1-4(n - 1)7%)(D})*.

Aufgrund der Monotonie der Wurzel fiir Operatoren und Satz ([2.3.1)) schluss-

folgern wir ([2.3.4)).
Fiir eine konvexe Kombination aus (2.3.4)) und der Wurzel von (3.7.1))

erhalten wir fiir jedes ¢ € [0, 1] die Ungleichung
DM > /1 —d(n — 1)~ 22 (tCL(—A)2 + (1 — t)M).

Aus der Berechnung von

max inf tCp+ (1 —t)M
X
t€[0,1] pel0,00) ) /p2 + M?

schlussfolgern wir

1— -1 20v
‘DZ/M|/ \/ 1n+OV) v n|DOM|

Zusammen mit der Abschéitzung
DY > (1 - 20) D5,

welche sofort aus der Hardy-Ungleichung folgt (siehe Lemma 1 in [1]), erhal-
ten wir ([2.3.5)).
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3.8 Beweis von Lemma [2.5.1]

Fiir jedes € > 0 existiert ein B. € L>°(R™; CN*"), sodass fiir
V.=V, - B. (3.8.1)
gilt
Vo>0 und  |[(SpVe)" " leny <™.

Nach den Ungleichungen von Holder und Sobolev gibt es ein C), g0, > 0,
sodass fiir alle ¢ € P%_ D (|D4[*/?) gilt

/ (0 6), Ve(u0)dx < e[V gy < Consn]|(=2) Ty
R

(3.8.2)

Nun implizieren (2.3.1) und die Ungleichung (—A)%# < (—A)Y2 4 1 die
Abschétzung

()@= p||* < (C2) 7Dy 20| + [|v))? (3.8.3)

fiir jedes v € [0, (n—1)/2) und v > 0. Fiir v = (n—1)/2 und v > 0 verwenden
wir (2.3.7) mit A :=n/(n+7), a := (K}’f/("ﬂ))(nﬂ)/7 und erhalten

J2) e < DYy 4 (K )T e, (3.8.4)

Aus der Kombination von ({3.8.1]) sowie (3.8.2)) mit (3.8.3)) oder (3.8.4]) schluss-

folgern wir, dass V' eine infinitesimale Formstorung von £%(0) fiir alle (v,v) €

([0, (n—1)/2] x [0,00)) \ {((n—1)/2,0) } ist. Dies zusammen mit im-

pliziert, dass fiir ein —M € R

£,(V)[1+ M+ D] und  £70)[]+ |- [

dquivalente Normen auf P% D (|D%|"/?) sind (siche fiir mehr Details z. B.
den Beweis von Satz X.17 in [5§]).
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3.9 Beweis von Satz [2.5.2]

Durch die Verwendung des Spektralsatzes und Ungleichung ([2.3.1)) erhalten
wir

Rang (F7(V))_ = supdim {X Teilraum von PZ7+©(|DZ|1/2) :

£ (V)] < 0 fiir alle ¢ € X\ {0}}

n

< sup dim {X Teilraum von HY2(R™; CY) : Fiir alle ¢ € X\ {0}

gilt [|(—A)Y4||* — (c;;)‘l/ (1b(x), V (x)1(x) Ydx < 0.}
RTL
= Rang ((—A)"? - (CZ)_IV);
Zusammen mit folgt daraus die Behauptung.

3.10 Beweis von Satz [2.5.3

Fir v < (n — 1)/2 folgt die Behauptung aus Satz in der iiblichen Art
und Weise. Dieses Verfahren funktioniert wie folgt. Zuerst schlussfolgern wir
aus der Integraldarstellung der Summe der v-ten Potenz der Betréige der
negativen Eigenwerte von F” (V') die Ungleichung

Sp (Fu(V))" =1 /OOO Rang (F;(V) +7)_r""dr (3.10.1)
< 7/0“3 Rang (FZ((V+ — T)+)> 1 10.

Durch die Anwendung von (2.5.3)) kénnen wir die rechte Seite von (3.10.1])
durch

(e (g / /O Sp (Vi (x) — ) " dr dx (3.10.2)

abschétzen. Fiir x € R" seien v(x),...,vx(x) die Eigenwerte von V., (x).
Fiir die Berechnung der Spur in der Eigenbasis von V, (x) erhalten wir fir
alle >0

Sp (Vi (x) — T)Z_ = Z (vj(x) — 7’)1 (3.10.3)

J=1

Durch das Einsetzen von (3.10.3)) in (3.10.2)) und die Berechnung der Integrale
im entstehenden Ausdruck erhalten wir (2.5.6]).
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Fir v = (n — 1)/2 folgt die Ungleichung (2.5.6) aus (2.3.7) durch eine

Rechnung, welche sich am Beweis von Satz 1.1 in [29] orientiert. Im Detail
bedeutet dies, dass wir analog zum Beweis von Satz verfahren, aber
Satz anstelle von Satz verwenden. Mit dieser Strategie erhalten
wir die Ungleichung

Rang (F(V) +7)_ < Rang ((—A)2 = () "'a' (Vi + (a7 = 7))
(3.10.4)
fiir alle A € (0,1), 7,a > 0. Nun wihlen wir a := (o7)"! mit ¢ € (0,1) und

schitzen die rechte Seite von (3.10.4)) nach oben mit der Hilfe von ([2.5.3))
durch

OB (1)) M (gryn-D / Sp (Vi (x) — (1 — o))" ax

n

ab. Setzt man dies nun in ([3.10.1) ein und integriert anschliefend in 7, so
erhélt man fir n/(n+7) <A <1

Sp (F,(V))! < 07%71)/2’“()\, 0)/ Sp (V+(x))”+7 dx

n
mit

Cv(znv_l)/ZLT(/\v O‘) - ,YC;\/QAF(R + Z — %)F(l + %) 0-”‘%(1 B
| (K))*T(1+n+7)

Zusammen mit

C(n—l)/Q,LT — min C(n—l)/Q,LT()\ O')
" Ae(m/(n+y)1) " ’
0€(0,1)

—  min (C®-D/2LT ()\, n(l— A))

Xe(n/(ntry),1) T

folgt daraus ([2.5.6)).

3.11 Beweis von Satz 2.6.2

Unter den Annahmen von Teil konstruieren wir in Abschnitt mit
der spektralen Darstellung von Dp" (siche Abschnitt eine Funkti-
on aus P,"{D (| Dy™[*/?) so, dass der Erwartungswert von F,”"(Q) beziiglich
dieser Funktion negativ ist. Nach dem Minimax-Prinzip impliziert dies Be-
hauptung Fiir den Beweis von Teil wenden wir eine Version des
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Birman-Schwinger-Prinzips (siehe Abschnitt in Abschnitt an.
Eine Anwendung des Birman-Schwinger-Prinzips zum Beweis von Teil
wie in Abschnitt B.11.4] liefert keine endliche obere Schranke. Deshalb be-
trachten wir nur beschrinkte () und kénnen dadurch den Beitrag hoher
Energien im Wesentlichen vernachléssigen (siehe Abschnitt . Als Kon-
sequenz erhalten wir durch die Anwendung des Birman-Schwinger-Prinzips
in Abschnitt B.11.6] eine endliche obere Schranke.

3.11.1 Die spektrale Darstellung von D;"

Wir beginnen mit dem Studium der klassischen Losungen der Spektralglei-
chung

" f=\f (3.11.1)
auf der Halbachse R, wobei A € C\ iR, der Spektralparameter ist.

Lemma 3.11.1 (Lemma 2.1 in [52]). Seien M und U die Kummer-Funktio-
nen (siehe Abschnitt 13.2 in [55]). Fir A =1 ist jede klassische Lisung von
(3.11.1) eine Linearkombination der folgenden linear unabhingigen Funktio-
nen auf R, :

(a) Fiir v* # k%> #0 und Y # —k
Orr(r) == rYe " (T(f-@ + T +iv)M(iv + 1,27, 2ir) (_11>
+ (v —iT)M(L +1iv + 1,1+ 27, 2ir) (—KV— T))
und

5;“(7‘) = rle ((H + T +w)U(w + 7,27, 2ir) ( 1‘>
—i
(3.11.2)

+2(1T—V)U(1+iy+T,1+2T,2ir)< g T));
e

(b) Fir Y = —reR,

OV (r) = Yrie ™ (M(T, 27, 2ir) <i> + M(1+7,1+27,2ir) (61>>
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N ‘ : 20T
Oy (r) = rYe" (U(Tv 27, 2ir) (i) +UA+ T, 1427, QiT)( lO )) ;
(3.11.3)

(c) Fiir v* = k? #0

OUF(r) 1= (M(l + il/,Q,QiT)((“_" w)r (_11) - (_’;))
+ (v = )rM(2 +iv, 3, 2ir) (l))

und

U (r) = e (U (1 +iv, 2, 2ir) ((*”v +iv)r (—11) - (—VH»

12— )rU(2 + v, 3, 2ir) (_VF)) :
(3.11.4)

(d) Fiir k=0

. . 1 .1
Q)K}[O(r) = rl”e”"( ), (I)[V]’O(T) = e’ () (3.11.5)

—1 1

Es ist vorteilhaft ZI%” durch eine andere Lésung zu ersetzen:
Firo<Y <1/2

=22 ™I(T + i) ((”I“)y,n

. 20(=27) ..
ey (r) = r(27) ?

) ST ) M(r));
(3.11.6)

fir © >1/2
_22T—lieiﬂ-TP(’I‘ + il/) ~
@I/,I{ — @V,K/ .
v (r) r'(2Y) v (r);
fir Y € iR, und k #0

_22Tli"€</€y_ré);i;TF(T + il/) (&)llyﬁ(r) + %QK}}{(T));
(3.11.7)

O (r) =
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und fiir v? = k% # 0
VK N . im 1 VK
@ (r) = D)@y (r) — (2 + 29+ (1 + ) + 7 + ) O4();
(3.11.8)

wobet Y die Digamma-Funktion und v die Euler-Mascheroni-Konstante ist.
Die obigen Lésungen kinnen eindeutig von R, auf C \ iR, analytisch fort-
gesetzt werden. Fiir ein beliebiges A € C\ iR, ist jede klassische Lisung von
(3.11.1) als Linearkombination von @7 (A-) und ®7;"(\-) gegeben.

Beweis. Auf der einen Seite kann die Giiltigkeit von Lemma[3.11.1] durch eine
Standardrechnung, welche Beziehungen zwischen den Kummer-Funktionen
und ihren Ableitungen (siehe z. B. [55], 13.3.13-15, 13.3.22) verwendet, ge-
priift werden. Auf der anderen Seite ist eine Herleitung der Lésungen lehr-

reicher. Aus diesem Grund geben wir hier fiir k # 0 diese an.
Wir beginnen mit der Suche von Losungen fiir (3.11.1)) mit A = 1 in der Form

f(r)y=rTF(r) (3.11.9)

<;/j/fr_—j __di;/; %) (25;;) ~ 0. (3.11.10)

r

und erhalten

Mit der Einfithrung von

L=y AR 2
. 2 15 2) fiir T 2 & 2 0,
L R YFy — 2 F,
(G ) = }2? 2 (3.11.11)
? E) fir T = —k #£ 0,
schlussfolgern wir, dass (3.11.10]) aquivalent zu
Gy = —G, (3.11.12)
27 2
Gl(r) + =G (r) + (1 + %)GI(T) —0 (3.11.13)

ist. Nun kénnen wir zwei linear unabhéngige Losungen von (3.11.13)), welche
analytisch in C \ iR, sind, bestimmen.
Fiir T # 0 fithren wir die Substitution

Gi(r) = e "w(2ir), 2 1= 2ir (3.11.14)
durch und erhalten

2w”(2) + (2T — 2)w'(2) — (v + Nw(z) =0, 2€C\R_,
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was der Kummer-Gleichung mit den Parametern a := iv + YT und b := 27T
(siehe z. B. [55], 13.2.1) entspricht.
Fiir T = 0 liefert die Substitution

Gi(r) =re "v(2ir),  z:=2ir (3.11.15)
die Gleichung
2"(2) + (2—2)V(2) — (1 +iv)v(z) =0, z€C\R_,

d. h. die Kummer-Gleichung mit den Parametern a := 1+ iv und b := 2.

In beiden Féllen kéonnen die linear unabhéngigen Losungen der Kummer-
Gleichung als M (a, b, z) und U(a, b, z) (siche Abschnitt 13.2 in [55]) gew#hlt

werden. Durch die Riicksubstitutionen in (3.11.14)) (oder (3.11.15)), (3.11.12))
(zusammen mit 13.3.15 und 13.3.22 in [55]), (3.11.11)) und (3.11.9) erhalten

wir (3.11.1)) mit A = 1 analytisch in C\ iR. O

Lemma 3.11.2 (Lemma 2.2 in [52]). Die Losungen ®\; und @7 haben die
folgenden Asymptotiken bei null:

ke () 4 O(rY)  falls 12 # k2 # 0 und K # =T,
Trr () +O0(r™*T)  falls ¥ = —k € Ry,

QY (r) = (_ﬁu) +O(r) falls 12 = K2 £ 0,
r V(1) +0(r) falls k = 0,
(3.11.16)
und
(=T (L) +00T) falls T e R\ {1/2, -k},
PV ) F O ) falls T =1/2 # —k,
r () + 00T falls T = —k € Ry \ {1/2),
5 (r) = 4 r72(;) + O(r'/?Inr) falls T = —k = 1/2,
rr (")) + O(r) falls Y € iR, und k # 0,
r(5Y) = 5:() +OWInr)  falls v* = k* # 0,
\riy (;) +O(r) falls k = 0.
(3.11.17)

Fir Y €[0,1/2) und  # 0 sind @ und 7" reellwertig, fir T € iRy oder
k = 0 sind sie komplex konjugiert zueinander.
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Beweis. Die Asymptotik von @7 folgt direkt aus den Definitionen in Lem-

ma und 13.2.2 in [55].

Fir T € Ry \ (N/2) oder T € iR} und k # 0 folgt die Entwicklung
von @/ aus oder und 13.2.42 in [55]. Fir T € (0,1/2) und
T € iR, sind die Definitionen von und so gewahlt, dass die
Koeffizienten vor r¥ in der Asymptotik von gleich null sind.

Fir T € N/2 oder T = 0 und k # 0 folgt die Entwicklung von &)Z” aus

oder und 13.2.9 in [55]. In ist die Linearkombination
von ®;" und @} so gewihlt, dass gilt.

Da alle Eintrige von invariant unter komplexer Konjugation sind,
folgt fiir A € R, dass der Real- und Imaginérteil jeder Losung von
wieder eine Losung von ist.

Fir T € [0,1/2) und k # 0 sind die Imaginérteile von @ und &}"
Losungen von (3.11.1)) mit A = 1 und daher Linearkombinationen von &%
und ®;;". Nach (3.11.16)) und (3.11.17) sind diese Imaginérteile von der Ord-
nung O(r1~Y) bei null und miissen daher verschwinden. Fiir T € iR, oder
k = 0 gilt analog, dass der Imaginérteil von @}/ + @ und der Realteil
von @ — @ Losungen von (3.11.1) mit A = 1 sind und daher Linear-
kombinationen von ®%;" und ®;;". Nach und miissen diese

Linearkombinationen aber von der Ordnung O(r) bei null sein und daher
gleich der Nullfunktion. Deshalb muss ®[;" = @7 gelten. O

Nun fithren wir eine Losung von (3.11.1]) ein, welche quadratintegrabel
bei unendlich ist.

Lemma 3.11.3 (Lemma 2.3 in [52]). Firx # 0, v € R und A € C\ (RUIR,)
sel

V,K ir 4 )\ I )\
cr(n) = { S S EREA S0 mA =D (3.11.18)
c.”  fir ImA <0,
mit
(i227T(Y +iv)e™ " T'(—27T)
ir T 1/2
PO —T +1iv) fiir T € (0,1/2),
0 fiir ¥ > 1/2, ( |
"= N iRk = T)22D(T + iw)D(—27)e ™ 3.11.19
ik(k — )22 T(T +iv) (' Je fir T iR,
vIRY)I1 -7 +iv)
In2+2y+ Yl +iv)+ = +—  fir T =0,
\ 2 2v
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und
( 9271 ‘F(T + il/) ’2e:|:7r1/e(1:|:1)i7rT iQQTF<T + iy)ei”TF(—2T)
TT2(27) reYIr1-","+iv)
fir T € (0,1/2),
inT—1‘F(T 4 iy>‘2€:|:7rye(1:F1)i7rT
ir Y >1/2,
= TreRY) - feTey
ik(k — 1)22T-ID(T + iu)e”’T(F(T — iy)et™ T or(—27) )
vT'(27) TT(27) L1—=7"+iv)
fiir T € iR,
| (1= )D(0)e*™ + 102 + 29 + (1 +iv) + % + i fiirr T = 0.
(3.11.20)
Dann st
QL (Ar) + (NP (M) firk#0, e C\ (RUIR,),
PLE(N ) i= < B0 () fir k=0, ImA >0, ReX # 0,

@K}IO()\T) fir k=0, Im\ <0,
(3.11.21)

die eindeutige (bis auf einen konstanten Vorfaktor) nicht triviale Lisung von
(3.11.1)), welche ber unendlich quadratintegrabel ist.

Beweis. Fiir r > 1, arg A € (=37/2,7/2), a ¢ —Ng und a — b ¢ Ny gelten
nach 13.7.2 und 13.2.4 in [55] die Asymptotiken:

M (a,b,2i\r)
tima (9 —a
['(b)e=m(2iAr) falls +ReX > 0, Im A > 0,
= (1 —+ O(T_l)) 1—\<b)eI;i()l\)r(_2ia>\>,r.)a—b
falls Im A < 0.
['(a)

Dazu sei noch angemerkt, dass die Félle a € —Ny oder a — b € Ny fiir un-
sere Rechnung nicht relevant sind. Nach 13.7.3 in [55] gilt U(a, b, 2i\r) =
(2iAr)~*(14+O(r™")) fiir alle @, b € C, A € C\ iRy und r > 1. Diese Relatio-
nen erlauben uns die Berechnung der Asymptotik von @}/ (A-) und ®"(\-)
mit A € C\ (RUIR, ) fiir grofe positive Werte des Arguments. Da im
Grenzpunktfall bei unendlich ist (siehe Abschnitt , gibt es nach Satz 1.4
in [82] fiir A € C\ (RUiR,) eine eindeutige (bis auf einen Vorfaktor) Losung
OYr(A;-) von (3.11.1), welche quadratintegrabel bei unendlich ist. Fir die
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Konstruktion einer solchen Losung geniigt es daher eine nicht triviale Line-
arkombination von @7/ (\-) und ®;"(\-) zu finden, sodass der Koeffizient
vor dem Term mit der nicht bei unendlich quadratintegrablen Asymptotik
verschwindet. Die Koeffizienten in der Aussage des Lemmas sind so gewéhlt,
dass diese Bedingung erfiillt ist. ]

Nun bestimmen wir eine Losung von (3.11.1f), welche die Randbedingun-
gen (12.6.4]) oder ([2.6.5)) erfiillt.

Lemma 3.11.4 (Lemma 2.4 in [52]). Fir (v,,0) € M ist jede Lisung von
(3.11.1) mit A € C\ iR, welche die Randbedingungen (2.6.4) (fir T € R,
und Kk # 0) oder (2.6.5)) (fir T € iR, oder k = 0) erfillt, proportional zu

CI)S:';()\; r) = a," (NP (Ar) + by (NP (Ar) (3.11.22)
maut
M cosf  fir Y € Ry und k # 0,
ag"(A) == < ATel fir Y € iR, und k # 0, (3.11.23)
A Well iy g =0,
und
A Tsing fir T e Ry,
inf —cos@ln\  fir Y =0 und 0
Byr(A) = QT R fir T=0 und & 70, (3.11.24)
A te™ fir T € iR, und k # 0,
AV e—if fiir k = 0.

Hier ist der analytische Zweig der Potenzen und des Logarithmus von X durch
die Konvention arg A € (—37/2,m/2) vorgegeben. Fir A € R\ {0} sind beide
Komponenten von ®y reellwertig.

Beweis. Die letzte Aussage von Lemma besagt, dass jede Losung von
(3.11.1)) eine Linearkombination von ®;*(A-) und @/ (\-) ist. Fir T > 1/2
(folglich 6 = 7/2) ist daher die einzige zuldssige Losung ein Vielfaches von
@7 (A\). Ansonsten erhalten wir die Aussage des Lemmas, indem wir die all-

gemeine Losung in (2.6.4) bezichungsweise (2.6.5]) einsetzen und die Asym-

ptotiken (3.11.16)), (3.11.17) und (2.6.2)), (2.6.3) verwenden. O

Lemma 3.11.5 (Lemma 2.5 in [52]). Fir jedes (v, k,0) € M hat der Ope-
rator Dy keine Eigenwerte.
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Beweis. Angenommen A\ € R\ {0} ist ein Eigenwert von D,™. Dann muss die
zugehorige Eigenfunktion eine Linearkombination von @7 (A-) und ®"(\-)
nach Lemma [3.11.1| sein. Aber keine dieser Linearkombination, welche nicht
trivial ist, kann quadratintegrabel sein. Dies kann man durch die Analyse der
Asymptotiken bei unendlich, wie im Beweis von Lemma [3.11.3] sehen. Fiir

A = 0 ist jede Losung von (3.11.1]) eine Linearkombination von (2.6.2)) und
(2.6.3]), welche jeweils nicht quadratintegrabel bei unendlich sind. ]

Lemma 3.11.6 (Lemma 2.6 in [52]). Sei (v, k,0) € M. Fir zwei beliebige

Losungen f = (;,1), g= <g1> von (3.11.1)) hdngt die Funktion
2 2

W[f, g] (r) = fi(r)ga(r) — fa(r)gi(r) (3.11.25)
nicht von r € Ry ab. Auflerdem gelten die Formeln
W[5 (A;-), 2g (A )] =
P (N)ag"(AN) = b (N)  falls k #£0, A e C\ (RUIR,),

WO, @5 < —by(\) falls K =0, Im X\ > 0, Re X # 0,
ag’o()\) falls k =0, Im\ < 0,
(3.11.26)
und
(—2Yk(k+T)  falls T € Ry \ {—x},
=T falls T = —rk e Ry,
W[5, o5 = Qv falls Y =0 und k # 0, (3.11.27)
—25%2Y falls T € iR, und k # 0,
21 falls Kk = 0,

\

mit den Koeffizienten definiert in den Lemmata|3.11.5 und|3.11.J).

Beweis. Die Unabhéngigkeit der Funktion (3.11.25) von r € R, folgt aus
durch eine Standardrechnung. Daher impliziert die Analytizitéit von
@4 und ®F" in C \ iR,, dass die Funktion W[®%, ®;"] konstant in C \
iR, ist. Daher erhilt man die Relation , indem man und
(3.11.22) in (3.11.25)) einsetzt und anschliefend vom entstehenden Ausdruck
den Grenzwert r — 40 unter der Verwendung von Lemma bildet. [

Lemma 3.11.7 (Lemma 2.7 in [52]). Sei (v, k,0) € M. Fir A € C\ (RUIR,)
ist G+ R x (Ry)? — C**2 die Greensche Funktion von Dy, d. h. der
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Integralkern von (Dy"™ — XI)™t, gegeben durch

Gy (N x,y) = 1 (Dg;()\,x)(cbléo“(,\’y»T fiir x <y,
PRI WRR (), o (] | @) (@) fir e > .

(3.11.28)

Beweis. Sei A € C\ (RUIR,) fest aber beliebig. Fiir f € L?(R,;C?) und
x € Ry definieren wir

(A )
WIRET (A ), g5 (As-

Doy (A7) o
W[@gg‘()\;.)@g:g()\;.)]/x ((I)oo (A,y)) f(y);iy. |
3.11.29

(R (N)f) (@) =

] / (@) () dy

+

Da ®5(X; -) € L2((0,2)) und ®%5(); -) € L?((x,00)) gilt, konvergieren
die Integrale auf der rechten Seite von und die Abbildung f +
(Ry"(A\)f) () ist stetig auf L*(Ry; C?). AuBerdem stellen wir fest, dass fiir
alle f € C°(Ry; C?) die Funktionen R,"()\)f im Definitionsbereich von D,
liegen und die Relation

(D™ = DRy (M) f = f

erfiilllen. Nun sei f € L%(R,;C?) beliebig und (fi)ren eine Funktionenfolge
aus C(Ry;C?), welche gegen f in L*(R,;C?) konvergiert. Durch die An-
wendung von auf fr mit anschlieBender Grenzwertbildung k& — oo
erkennen wir Ry"(\) fx = R,"(N)f punktweise in Ry. Auf der anderen

Seite folgt aus der Zugehorigkeit von A zur Resolventenmenge von D", dass
VK VK — L2(R;C? VK —
Ry“ (N fi = (D" = A7 i 58 (D — )

gilt. Daraus folgt (D, — AXI)~'f = Ry"(\) f = fR+ Gy (N y)f(y)dy. O

Lemma 3.11.8 (Lemma 2.8 in [52]). Fir alle (v, k,0) € MM mit k # 0 sind
die Funktionen

(a) cay™() = by™() auf (+R.) + iR,

(b) ¢ ag"(-) = by"(-) auf (R —iR.) \ {0}

stetig und haben keine Nullstellen (siehe die Lemmata|3.11.5 und|3.11.4) fir
die Definitionen).
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Beweis. Mit der Hilfe von (3.11.23)), (3.11.24)) erkennen wir, dass die zu un-
tersuchenden Funktionen in C \ iR analytisch sind. Auflerdem sind diese
nach (3.11.18)), (3.11.26)) und im Inneren von (£R,) + iR, und
(R —iR) \ {0} proportional zu W [®%F(X;-), @5 (A; -)], wobei der Propor-
tionalitédtsfaktor nicht verschwindet. Aber dann konnen die Funktionen in
diesen Gebieten nicht verschwinden, weil sonst &¢'y(A; ) zu ®VF()\; ) propor-
tional sein miisste und daher eine Eigenfunktion von Dy, mit dem Eigenwert
AR

Abschlieflend zeigen wir, dass die Funktionen fiir A € R\ {0} keine Null-
stellen haben. Zunédchst wiederholen wir, dass nach unserer in Lemma
getroffenen Konvention fiir jedes v € C

V- |A]Y falls A > 0,
e ™Al falls A <0,
gilt.

Fiir T > 1/2 muss 6 = 7/2 gelten und die Behauptung folgt sofort.
Nun nehmen wir T € (0,1/2) an. In diesem Fall geniigt es

Tm(e (£1-1)inT . ") #0 und Im(e(il—l)iWTC’j"‘) #0 (3.11.30)

zu zeigen. Diese Relationen folgen aus ([3.11.20)), (3.11.19)) und

[ <122TF(T + iu)eii”TF(—QT)> B _22T’1‘F(T + il/)‘2ei7”’
rRYIN(1 -7 +iv) B 27T2(2Y) ’
wobei die letzte Relation aus den Eigenschaften der Gammafunktion folgt

(sieche 5.5.3 in [55]).
Fiir T = 0 geniigt es die Relationen

Imc", #7n(1F1)/2 und Imc?" #w(1F1)/2 (3.11.31)

zu zeigen, welche aus (3.11.20)), (3.11.19)) und den Relationen (siehe 5.5.3 und
5.4.18 in [55))

['(1 —iv)[(iv)e™ = —ix coth(nv) F im,
1 T
Im <Q{)(1 +iv) + 21/) =5 coth(mv)

folgen.
Fir T € iR, folgt die Behauptung aus den Relationen

|C |7A AF)#iYT und ‘l/n|7é 1q217r1T
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welche aus (3.11.20)), (3.11.19)) und

2 = Y sinh (71'(1/ — iT)) PP = PT sinh <7T(V + iT))
o sinh (7(v +iY))"  ~ sinh (7(v —iY))
(siche 5.4.3 in [55]) impliziert werden. O

Lemma 3.11.9 (Lemma 2.9 in [52]). Seien I und J kompakte Teilmengen
von Ry beziehungsweise R\ {0}. Dann existiert fir jedes x > 0 eine Kon-
stante Cg'y (I, J;x) € Ry, sodass

sup |Gy N2 y)|| e < CHEWL T3 )
(A\y)E(J+i(0,1])x T

gilt.

Beweis. Die Funktionen ®%7 und ®}" sind analytisch in C \ iR, . Nach

(3.11.28)), (3.11.26]), (3.11.27) und den Lemmata [3.11.3} |3.11.4| und |3.11.8

hat daher die Funktion G,"(;z,-) fiir jedes > 0 eine eindeutige steti-
ge Fortsetzung von (J £1i(0,1]) x I auf das Kompaktum (J £ i[0,1]) x 1.
Daraus folgt die Behauptung des Lemmas. O

Lemma 3.11.10 (Lemma 2.10 in [52]). Wir betrachten die Abbildung E,"
R x R? — C*2,

VK 1 VoK . VoK .
Ey (N x,y) = %(Ge’ (A+i0;z,y) — Gy"(A —i0; 2, y)).

Dann gilt
Eyt (A, y) = my (N 2) (@A) (3.11.32)
maut
4 () (2mi WP, @) " (¢ (A — i0) — (A + 10))
my =
T R 00 ) — o ) (@ (3 10)ag () — B (V)
(3.11.33)
fiir K # 0 und
mZ,O()\) — (47T)_1- (31134)

Fir ein beschranktes Intervall T C R\ {0} bezeichnen wir mit Pr(Dy") den
Spektralprojektor von D" auf Z. Fiir alle f € L*(Ry;C?) mit kompaktem
Trager gilt
Py = [ [ B ) dyan (3.11.35)
zJo
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Beweis. Die Formeln (3.11.32)) und ((3.11.33) folgen aus Lemma :3.11.7 Zu-
sammen mit (3.11.26)), (3.11.22) und (3.11.21)). Nach Lemma [3.11.5| hat Dy
keine Eigenwerte. Daher erhalten wir fiir jedes f € L%(R,;C?) mit kompak-
tem Tréger nach der Formel von Stone (siche z. B. Satz 4.3 in [72]) und

Lemma

Pr(DE™)f = lim // Gy ()\+15;-,y)2—'G9’ (A—ls;-,y)f(y) dydi.
7J0 1

e—+0

Nach Lemma [3.11.9] und dem Satz von der majorisierenden Konvergenz
kénnen wir die Integration und die Grenzwertbildung vertauschen und so

(3.11.35)) schlussfolgern. O

Unter der Verwendung der Hilfsfunktionen und Konstanten, welche in den
Lemmata 3.11.3] [3.11.4] [3.11.6] und [3.11.10] eingefiithrt wurden, sind wir nun
in der Lage eine explizite Transformation anzugeben, welche die spektrale
Darstellung von D, liefert.

Satz 3.11.11 (Satz 2.11 in [52]). Sei A der Multiplikationsoperator der un-
abhingigen Variable in L2(R; C,dx). Fiir (v,x,0) € M ist der Operator

U™ L*(Ry; C* dr) — L*(R; C, dx),
R (3.11.36)
vk __ 1213 VK VK (o, T
i o= im0 [ (@05) )y

wohldefiniert und unitdr. Dieser Operator liefert die spektrale Darstellung
von Dy, d. h.

Dy = (U™ AU (3.11.37)

Beweis. Fiir k € N sei &, := (—k, k™) U (k71 k). Fiir f € L*(R;;C?) mit
kompaktem Tréger beobachten wir, dass

. V,K 2 . V,K
1122y = Jim [P, (DF™) f || o, 2y = Jim (F, Pe, (D) e, c2)
[e%) 2
= H\/mZ’”(')/O (@50:9) " Fly) dy

nach Lemma [3.11.5) Satz von Fubini, (3.11.35) und (3.11.32)) gilt. Daher
ist U™ durch (3.11.36) wohldefiniert und isometrisch, d. h. (U, )*U," =

lizmyico)-

L2(R;C)
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Fiir jedes f € ©(Dy") liefert die partielle Integration mit der Hilfe von
Satz 2.6.1] die Relation

R
U™ Dy T = Lﬁiﬁiﬂ(v my" () /1 (B0 () DI () dy)
R
N L;;hgl((') Ve () /I/R (@06 (59) /() dy) =AU f

und folglich (3.11.37)).

Als letzter Schritt ist daher die Surjektivitdt von U,™" zu zeigen. Wir
bezeichnen mit P, den orthogonalen Projektor in L?(R; C) auf das Bild von
U, Wegen ([3.11.38) ist der Operator

(3.11.38)

A USD(DY) = R RC), Ay = Ag

wohldefiniert und selbstadjungiert in P;""L?(R;C). Da fiir jedes g € D(A)
und h € D(A")

(A" Py ghuagc) = (hs Aghiagese)

gilt, schlussfolgern wir die Inklusionen F,""®(A) C D((Ay™)*) = D(A")
und AP"®(A) € Py"L*(R;C), d. h., das Bild von U,"" ist ein reduzierender

Teilraum fiir A. Daher existiert eine messbare Menge 2 C R, sodass
UL (Ry; C?) = Bild (Lp\o(A)) (3.11.39)

gilt (kombiniere z. B. Korollar 4.6 und Satz 4.8 in [72]).
Unser Ziel ist es zu zeigen, dass () eine Lebesgue-Nullmenge ist. Falls
dies nicht der Fall wire, dann existiert ein § > 0, sodass 2 N ([—(5‘1, -l U

[0,6"]) ein positives Lebesgue-Maf hat. Da ®g(+; 1) analytisch in C \ iR
und reellwertig auf R\ {0} ist, hat die Menge

Eo:={x e R\ {0}: (Pgp)i(A1) = 0}
Lebesgue-Maf3 null und daher besitzt wenigstens eine der Mengen

Ei o= {AeR\{0}: £(Pgp)i(X1) >0 nQn([—6 ", —0]u[s,67'])
(3.11.40)
ein positives Lebesgue-Mafl. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit nehmen
wir an, dass =, positives Lebesgue-Maf3 hat. Eine einfache Rechnung ergibt
R

Uyg = Clim [ @505 )90 /mi () dx (3:1141)
— 00 -R ’
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fiir jedes g € L*(R;C). Wihlt man g := 1z, und verwendet my,"(-) > 0 so
erhdlt man

(Uy")1=,),(1) > 0. (3.11.42)

Nach dem Satz von der majorisierenden Konvergenz impliziert (3.11.41]), dass
die Abbildung r — ((Uy")*1=, ),(r) stetig in 7 = 1 ist. Aus (3.11.42) folgt
daher (Uy")*1=, # 0 in L*(R;;C?) . Dies ist aber nicht moglich, da nach
und die Relation 1=, € (U,""L*(Ry; C2))l = ker ((Uy")")

gilt. Dieser Widerspruch impliziert, dass €2 eine Lebesgue-Nullmenge ist und
daher die rechte Seite von (3.11.39) mit L?(R; C) iibereinstimmt. O

3.11.2 Zum Beweis von Satz |2 - 2| Teil -

Wir verwenden vy, := Uy™)*((-) "L k2,1/5 () fiir & € N hinreichend gro8
als Testfunktion. Satz |3.11.11)impliziert ¢, € P’y D (D, ™) C P;"j@ﬂDg’”P/z)
und

(IDg" 1>, | Dy | PPz es i)
1/k
U, (U D (U VUL ) oy = / Ald) = Ink.

1/k2
(3.11.43)
Nach (3.11.41)) gilt auBBerdem

1k p1/k \/m e
W Q) / / 1/k? / 1/k2 u (3.11.44)
x (255 (), Q(r) Z,Z 157)) codpr dA dr.

Nach Lemma [3.11.4] sowie (3.11.16]), (3.11.17) und der Beschréinktheit von
¢/ und @Y auf [1,00) fiir alle A, € Ry (siche Lemma [3.11.1] zusammen
mit 13.7.2 und 13.7.3 in [55]) schlussfolgern wir, dass fiir

By (A1) i= g (Ar) — Ag™(r)
(hier ist A" in (2.6.7) definiert) die Ungleichung
1By (1) | o < C¥5 APt R (3.11.45)

mit einem endlichen C** > 0 gilt. Daraus folgt mit Q = |Q|'/?(sign Q)|Q|*/?
und der Cauchy-Ungleichung die Abschéitzung

‘<‘PSZZ(A;T),Q(r)@gjg’”(ﬂ;m
2 AL (1), | Q)AL (1)) ea + (C"2(02 + 12| Q(r) | orar® 2R,

114



3.11 Beweis von Satz|2.6.2

wobei die rechte Seite in r iiber R, nach (2.6.35) integrierbar ist. Daher
kann die Reihenfolge der Integration in (3.11.44}) nach dem Satz von Fubini
vertauscht werden. Aus der Schwarz-Ungleichung und (3.11.45)) erhalten wir

Re [ (@550, Q@5 ) ot

= Re (|QI*(A5" + By (X)) (sign Q)QI* (Ag™ + By (1)) ) pae e
/ (A5 (1), Q(r) A" (1))

_<fo (50 |@rw et 1

fo <A” Qr)Ay" (r >Cer 2

<CPOR 4 ) [ Q) st 2
0
(3.11.46)

Durch das Einsetzen von (3.11.46]) in (3.11.44]) schlieen wir
(U, QUi) 2(r, 02

L (% o i Y mg ) Y
>3 [T Ao [ Y

1/k2
2 57 (Ay"(r), |Q(r)| Ag™ (r)) edr ) )
— 1)(cvr
( fo <Aunr Q( AVI'{ >(C2d7" + ( )

/k U,k
/HQ [ ”‘”dr(/1 M mit () dA)( —Vmi()\)d)\),

1/k2 1/k2
(3.11.47)

wobei die rechte Seite fiir k& hinreichend grof nach (2.6.35)) und (2.6.9)) positiv
ist. Es folgt aus (3.11.33)), (3.11.34)), (3.11.27) und den Lemmata [3.11.3| und
3.11.4} dass ein h** > 0 existiert, sodass fiir (v, x,0) € My

mg,:‘i()\) 2 hu,n)\72 Re T

fiir alle A > 0 gilt. Dies impliziert

1/k R Ink falls T € iR,
/ Vo™ gy s ] (3.11.48)

1/k2 A falls T € (0,1/2).

T
Nun implizieren (3.11.43), (3.11.47) und (3.11.48), dass die quadratische
Form von F,(Q) berechnet auf 1, negativ fiir k£ hinreichend grofi wird.
Die Existenz des negativen Spektrums von F,""(Q) folgt aus dem Minimax-
Prinzip.
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3 BEWEISE DER RESULTATE

3.11.3 Eine Version des Birman-Schwinger-Prinzips

Seien £ € (0,00] und Py’ := Pjo, ) (Dy") der Spektralprojektor von Dy auf
das Intervall [0, E'). Unter Hypothese [1]ist die quadratische Form

V,K L U,k 2 .
£ Q] = D512 [P o) — (1QIM2 sign Q)IQI uage, o
(3.11.49)

auf Py D (|Dy"|'/?) abgeschlossen und nach unten beschréinkt. Wir definie-
ren

Fyp(Q) = Fyp(Dy™ — Q) Py

als den selbstadjungierten Operator in Py’5L*(R; C?), welcher £%(Q) ent-
spricht (siehe Satz X.17 in [58]).
Fiir 7 > 0 impliziert Hypothese [1} dass der Birman-Schwinger-Operator

Bys(Q,7) = (Dy Py + 71) V2PRQ(Dy Py + w1 V2 Py (3.11.50)

in L*(Ry; C?) beschrinkt ist.
Wir werden die folgende Version des Birman-Schwinger-Prinzips verwen-
den:

Lemma 3.11.12 (Lemma 3.1 in [52]). Die Gleichung
Rang P(_o,—7) (Fy5(Q)) = Rang P o) (By5(Q, 7)) (3.11.51)
gilt fiir jedes T > 0 mit By'p(Q, ) definiert in (3-11.50)).
Beweis. Fiir jedes ¢ € P;’ECD(]D;?’”P/Q), T > 0 gilt
£ (@] + 7Yl @, )
= ((Dy"Pyp+ 71?0, (1= Byp(n)(Dy" Py + 7)) ey
Die Identitat folgt nun aus dem Minimax-Prinzip. O]

Lemma 3.11.13 (Lemma 3.2 in [52]). Fir ¢ > 1 und 7 > 0 gilt die
Abschdtzung
Rang P, 1) (Fy 5(Q))
oo rE - B 42 - 9 (3.11.52)
</ mg™ (X)X 4 7)Y QY7 (r) @y 5 (A ) || o dA dr
o Jo

Fulls das Integral auf der rechten Seite von (3.11.52) mit E := oo endlich
ist, dann ist Hypothese[]] fir Q = Q4 erfillt.
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3.11 Beweis von Satz|2.6.2

Beweis. Fiir ¢ > 1 sei 91? die ¢-te Schatten-von-Neumann-Klasse kompakter
Operatoren. Fiir alle selbstadjungierten, nlchtnegatlven Operatoren A und

B mit A7B7 € M? gilt AB € M und ||AB||3%, < ||A9B9||2, (siehe Anhang
B in [48]). Daraus folgt mit (3.11.41)
1/2 Duﬁpu,n I 1/2PV
HQ+ 0.5+ 7L EH;ﬁzq
< Q0 U (03 A + A
_ HQq/z Loy () (- +7) q/2||m2 (3.11.53)

00 E
:/ w4 7)1 QYA BYE (N 1) |2 dA dr.
0 0

Durch die Abschétzung der rechten Seite von ({3.11.51f) nach oben durch

H(DVRP E+ ]I) 1/2PV§Q+(DV,5P9V,£+T]I> 1/2PVH

— QYA (Dy Py + 7 g

und die Anwendung von (|3.11.53)) schlussfolgern wir (3.11.52)).
Falls das Integral auf der rechten Seite von (3.11.52) mit £ := oo endlich

ist, dann impliziert (3.11.53] m dass P"7 Q.+ 9"; eine kompakte Formstorung
von Dy in PyFL*(R;C?) ist. Nun folgt Hypothese I mit Standardargu-
menten. O]

Pl

3.11.4 Zum Beweis von Satz Teil |(1I)]

Durch die Anwendung von Lemma[3.11.13|und die Grenzwertbildung 7 — +0
n (3.11.52) erhalten wir

Rang P_0) (Fy"(Q))

< [T1Q Ol [ A 050t

Im Fall T € (0,1/2) und 0 € (0,7) \ {m/2} reskalieren wir die Variable
= | cot 8]0\ und erkennen

(3.11.54)

/Oo AT (V)] (A )] d (3.11.55)
0

’ cot 9|(q_2T_1)/(2T)

o0 2
| oo corel ) |
(3.11.56)
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3 BEWEISE DER RESULTATE

wobei
" (1) == sin® @] cot O] > my™ (| cot 6]~/ )

die Ungleichung

=T falls > 1
K e (3.11.57)
<1

‘me’ (M)} s {1 falls p

?

mit einem C** > 0 unabhéngig von 6 (siehe (3.11.33)), (3.11.23)), (3.11.24)),
(3.11.18) und (3.11.30))) erfiillt. Nach Lemma [3.11.4] gilt
V,K 2 V,R 2 : —_ V,K 2
H(IDOZG()\;?“)HCQ < 2cos?f )\QTH@U’ ()x?")”c2 + 2sin%0 A 2T||®M (Ar)HQ.
(3.11.58)

Nach den Lemmata|3.11.1und [3.11.2] existieren fiir T > 0 endliche Konstan-
ten C};" und C7", sodass fiir jedes x € R, gilt

ik 2 ik 227 falls z < 1,
|3 @, < i {1 falls z > 1, 3.115)
”(I)u,ﬁ( )H2 < v 720 falls x < 1, o

v e, S U 1 falls z > 1.

Durch das Einsetzen von (3.11.58)) in (3.11.55) und die Verwendung der
Abschiitzungen und schlussfolgern wir (2.6.10).

Fir T > 0 und 6 = 7/2 betrachten wir zunéchst (3.11.54), fiihren an-
schlieflend die Reskalierung A =: p/r durch und verwenden die Lemmata
13.11.4] und (3.11.33). Als Ergebnis erhalten wir

Rang P(—oo,O) (FQV’R(Q))
<m0 [ e [ 1@ eur ar

wobei das p-Integral nach (3.11.59)) endlich ist.

3.11.5 Abschneiden der hohen Energien

Nun wenden wir uns dem Fall T = 0 zu. In diesem konvergiert das Integral
auf der rechten Seite von (3.11.52)) fiir £/ = co nicht. Um dieses Problem zu

umgehen, benutzen wir:
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3.11 Beweis von Satz|2.6.2

Lemma 3.11.14 (Lemma 3.3 in [52]). Sei [|Q4 oo := [|Q4||Loo(ry c2x2) end-
lich. Fiir jedes T > 0 gilt dann

Rang P o, =) (Fy"(Q)) < Rang P, ) (F 30 (204) )

Beweis. Fiir jedes 1 € Pyt®(|Dy"['/?) sei ¢ := P10, ¥ Y= — 4.
Dann folgt

£7(Q)W] > £57(Q+)[0] + f?“(@gm — 2Re(QY*0, QY )i2r, o)

= £5910, (2Q4)[¥] <H‘D5K|I/2 2“Q1/2¢||L2(R+;<c2))

(3.11.60)

v,k 112 " . .
aus (3.11.49). Da |||Dj |1/2¢HL2(R+;C2) > 2[|Q+[lool[PlI2 @, 2y gilt, ist der
Term in Klammern auf der rechten Seite von (3.11.60) nichtnegativ. Nun
folgt die Behauptung aus dem Minimax-Prinzip. O

3.11.6 Zum Beweis von Satz [2.6.2 Teil [(TII)|
Aus der Kombination von Lemma [3.11.14| mit Lemma [3.11.13| (schicke 7 —

+0 und setze ¢ := 1) erhalten wir

Rang P(—oo,O) (FGV’K(Q))
00 2[1Q+ oo oo . )
</0 HQ+(7’>H@X2/O A my’ (A)Hq)oze()\ér)HCszdf

Durch das Einsetzen der Definitionen (3.11.33)), (3.11.22)), (3.11.23)), (3.11.24)

und das Durchfiihren der Reskalierung A\ =: e'®"?;; kénnen wir das innere

Integral auf der rechten Seite von (3.11.61)) als
2/1Q+lloe . - )
/ A my " (N[ @y (A7) || cadX
0

Qilee 0 " s |2
:/ g () || £ (e Or) + g7 (s )| Lo
0

(3.11.61)

(3.11.62)

mit f*%: Ry — C? und ¢"* : R — C? gegeben durch

[ () = @pt(x) — In(z) Py (), 7" (¢, ) = In(x) ®yr (Cx)

umschreiben. Lemma [3.11.2{ und die Beschrinktheit von ®;" auf [1, 00) und
@’/ auf R, implizieren die Abschéitzungen

|0l < O (e +), [l (&2 < CpInt()
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3 BEWEISE DER RESULTATE

mit endlichen Konstanten C7" und C¢* unabhingig von ¢. AuBerdem im-

plizieren (3.11.33]) und (3.11.31] D die Schranke
mg"™ () < (1 + ()

-1

Durch die Anwendung der obigen Abschétzungen auf die rechte Seite von
(3.11.62) und die Verwendung der Monotonie des Logarithmus schlussfolgern
wir

2/Q oo )
/ At chgg ;7 ||C2dA
0

V,K VR v,k an u
2057 (07 In? (e + 20Q+ o) + €y In*(e 97“>>/0 p(L+ I )

20Q¢ e 0

wobei das Integral auf der rechten Seite durch 7 nach oben abgeschétzt wer-
den kann. Durch das Einsetzen dieser Abschéitzung in (3.11.61f) schlussfolgern

wir (2.6.12).

3.12 Beweis von Satz 2.6.3

Durch die Anwendung einer Version des Birman-Schwinger-Prinzips (siehe
Abschnitt kénnen wir in Abschnitt eine Ungleichung vom Typ
Cwikel-Lieb-Rozenblum beweisen. Mit Standardargumenten (siehe z. B. den
Beweis von Satz 1.1 in [29]) konnen wir daraus in den Abschnitten
und eine Ungleichung vom Typ Lieb-Thirring schlussfolgern.

3.12.1 Anwendung des Birman-Schwinger-Prinzips

Lemma 3.12.1 (Lemma 4.1 in [52]). Fir 7 > 0, ¢ > 1 und die Kombi-
nationen von v,k € R und 0 € [0,7), welche in (2.6.13)) behandelt werden,
existiert eine Konstante k" > 0, sodass

1—q 00
Rang P(foo,fT) (Feyﬁ(Q)) < qT_ 1kljﬁ/ HQ-i- (T) HéngW(;ﬁ(T) dr
0

gilt.

Beweis. Lemma |3.11.13] impliziert, dass

RangP oo, T)(F”’”(Q))
2
Jme ><I>w<'”“>HLm(R+;@z)dr

Hc2><2
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3.12 Beweis von Satz [2.6.3

fiir alle ¢ > 1 gilt. Deshalb miissen wir nur noch die Abschétzung

v/ my"( ; < KV WR 3.12.1
H Mo HLOO(]R+(C2) 0" (r) ( )

fiir alle 7 > 0 mit endlichen &** > 0 und W,"" definiert in (2.6.13) zeigen.

Fall v* = k% # 0 und 6 = 7/2: Nach (3.11.33) und Lemma [3.11.4] gilt

m;5(A) =m75(1) fiir alle A € Ry. Daraus folgt (3.12.1)), da

”q)o 7r/2 HLoo (Ry;C2) ||<DZ}IH('T)HLOO(R+;C? - H(D HLOO (R4+;C2) < 00

fiir alle r > 0 gilt.
Fall k # 0, T € iR, und 6 € [0,7): Eine Rechnung, welche die Formel
5.4.3 in verwendet, ergibt fiir T € R,

=1 und R ()TN 2 1 fir v 20,

wobei die Koeffizienten in (3.11.20), (3.11.19) eingefiihrt wurden. Daher exis-
tiert ein p € (1,00) und ein w € [0, 27), welches nur von x und v abhéngt,
sodass

51gny iw v,k —signv iw
= und 2" =p e

gilt. Durch das Einsetzen dieser Relationen in (3.11.33)) erhalten wir durch die
Anwendung von (3.11.18), (3.11.27)), (3.11.23)) und (3.11.24)) die Ungleichung

1 _ 1
myt(\) = - F L
Amr2V||T] p+ p~t — 2cos (w+ 260 + 2|T|In A)
1 p—pt B 1 p+1

< 5 : — = 5 : .
Arr2|Yv| p+pt—2  4wr?|Yv| p—1
Zusammen mit

I/H .
185537

iy oo = [2Re (O Te @)

Lo (R45C2)

< 2PN || o ey < 00
ergibt dies (3.12.1)).

Fall k =0, v € R und 6 € [0,7): Hier folgt (3.12.1]) sofort aus (3.11.34]),
Lemma [3.11.4] und (3.11.5)).

Fall v* = k* # 0 und 6 € [0,7) \ {m/2}: Die linke Seite von (3.12.1)

stimmt mit Z;"(e'®%) {iberein, wobei Z;" : R, — R definiert ist durch

c_—c D" (Cx) — (InQ)PLr (¢
ooty g =l 9 (€)= (1n)

2)les
CeRy 27(’% + In¢) (<" + In C)} : (3.12.2)
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3 BEWEISE DER RESULTATE

Nach Lemma [3.11.8| gilt die Abschétzung
e — ey < K
2mv(c2, + In ) ("™ +In¢)| ~ 1+’

mit K" € R,. Auf der anderen Seite implizieren Lemma [3.11.2] und die
Beschréanktheit von ®;" und @7 auf (1, 00) die Ungleichung

(3.12.3)

1+1In’z falls ¢

vk _ UK 2
H(I)U (Cx) — (InQ)DYy (Cx)H(Cz < L™t {1 +1In?¢  falls ¢

<ux
< 3.12.4
. ( )

7

mit einem endlichen L*". Durch das Einsetzen von und in
(3.12.2) erhalten wir (3.12.1)).

Fall Y € (0,1/2) und 6 € (0,7) oder Y > 1/2 und 0 = 7/2: Fiir 0 = /2
ist die linke Seite von durch m:”( MNP I Loo(r, c2) gegeben und
die Behauptung offensichtlich. Aus (3.11.33)), (3.11.27) und Lemma

erhalten wir

VK/ . VK 1/(27)
H\/mg HLOO(]I§+ o Zsign(tana)“ tan 6| r), (3.12.5)

wobei Z7" : R, — R definiert ist durch

c_—c OYE(CV N 1) 4 BUF (VD) 1) ||
Z:llj:,ﬁ(x) = sup | +,+|H§HU Si - ) M’fg )H(ﬂ‘ (3126)
S Wi, S F D F D)
Aus (3.11.27)) und (3.11.30)) erhalten wir die Abschétzung
e — ey ] < X
2nW @57, @) ( ¢ F (" CF )|~ 1+¢2

mit einem endlichen X**. Auf der anderen Seite impliziert (3.11.59))

(3.12.7)

HC@?H(CI/@T)I) + @VMR(Cl/ (27) H(c2

<y JCETTT 2T falls ¢ <o, (3.12.8)
h 1+ ¢? falls ¢ > 227,

mit einem endlichen Y. Nun setzen wir (3.12.7) und (3.12.8)) in (3.12.6)
ein und erhalten

ZV,K g X VRY VK {1 —27 27 C }
T () max {1, (z +x )ng—pzrl—l—@

< XYY max{1, 72T}
Dies setzen wir in (3.12.5]) ein und schlussfolgern (|3.12.1]). [
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3.12 Beweis von Satz [2.6.3

3.12.2 Zum Beweis von Satz |2 - 3| Teil @
Sei g € (1,14 7). Aus dem Minimax-Prinzip folgt

Sp (F~(Q)7) = [ 7" Rang P o) (F3(Q) dr
0
g/ 777! Rang P_oo,—r)2) (F;’”((Q+ —T/2)+)>dT
0

ku,n [e] " 0o ) q )
< 3_1/0 Wy (7’)/0 Q) = 7/2)4 || e (7/2) " dr dr
(3.12.9)

Durch den Ubergang zur neuen Integrationsvariablen o := THQ+<T)H(_:21X2 /2
im inneren Integral konnen wir die rechte Seite von (3.12.9) zu

1 o)
2Ty k" <%1/ (1-— U)qay_qda) / HQ+ H;LW;”
q 0 0

umformen. Durch das Minimieren in ¢ € (1,1 4 ) erhalten wir (2.6.14]).

3.12.3 Zum Beweis von Satz [2 - 3| Teil @

Sei g € (1,14+v—27). Aus der Anwendung von Lemma|3.11.13| des Minimax-
Prinzips, (3.11.33]) und Lemma |3.11.4] schlussfolgern wir

Sp (Fy"(@Q)7) = /0 T Rang Poo, ) (Fy"(Q))dT
</C>O 777" Rang P_o, 7/2)<FVH((Q+_T/2)+)>dT

2/|Q+(M)llg2x2
/ / T mg (1)

< (lQess = )" (5) " (L) ar ar

mit " : Ry — R gegeben durch

vy [ 125 O

Durch den Gebrauch von (3.11.59) schliefien wir auf die Existenz von Hy"" €
R, , sodass

(3.12.10)

QZ,/@ < H(I]/,H(<')72T + 1)

gilt. Durch das Einsetzen dieser Ungleichung in ((3.12.10]), anschlielender Be-
rechnung des inneren Integrals sowie der Minimierung des erhaltenen Aus-

drucks iiber ¢ € (1,1 + v — 27T) erhalten wir (2.6.15]).
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3 BEWEISE DER RESULTATE

3.13 Beweis von Satz [2.6.4]
Nach (2.6.30)) gilt fiir o € Ry

FY (aV) > FY (aR(| : |)]LCN)

= (A.S)" ( P e, (ozR]I(CN)> (A.Sy).

JETn

(3.13.1)

Es gentigt daher zu zeigen, dass ein a, € (0, 00) existiert, sodass
Fg:g)(aRﬂcN) kein negatives Spektrum fiir alle j € T,, hat.

Fiir alle j € T, mit > < v° 4 1/4 implizieren die Annahmen |(i)| oder
und Satz Teil oder die Existenz von a; > 0, sodass

Fy’ (aRIex) > 0 (3.13.2)

fir alle o € [0, ;) gilt.
Nach den Annahmen im Satz existieren R; € L*°(Ry,rdr) und Ry €
L*(Ry,r"dr), sodass R = Ry + Ry gilt. Zusétzlich gilt

V,5 1 vV, v,
Forly(aRlen) = 5(Fg;(;.)(2041%1]1@) + Fp (2aRollew) ) (3.13.3)

fir alle j € T,,. Satz 2.5 in [39] impliziert

(Ansn)*( @ |D3r>};j|)“4n8n = (_A)1/2

JETH

> ol 17 = (4 (@) RO ) A,

JETn

mit

Daraus schlussfolgern wir

DY > Ko /(Mew  fiir alle j € T, (3.13.4)

Nun betrachten wir alle j € T, mit »; > v*+1/4. Dann gilt 8,,(j) = 7/2 nach
(2.6.26)). Dies zusammen mit Lemma [3.5.23| (spezielle Notation in diesem

Abschnitt DZ’/kQ = D"* ) und ([3.13.4) impliziert

Dy = VELE/()lew.
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3.14 Beweis von Satz|2.6.5

Da R; € L*(R,rdr) gilt, existiert ein &y > 0, sodass
Fy0 (20R Iew) > 0 (3.13.5)

fir alle a € [0, &p) gilt.
Fir Ry verwenden wir (13.5.94)) und erhalten

Rang P 0 (FV’%j (20RsIcw))
< Rang P ) (| D27 | — 2(K%) " 2aRylen)

/2
< 3 Rang Py (ID22] - 2020 Rallew) (313.)

JE€Tn

= Rang P ey ((—=2)"2 = 2(K2) " aRy (|- |)lex ).
Nach ([2.5.4)) iberschreitet die rechte Seite von (3.13.6]) nicht

CTIL/Z’ANQ%_I(K”) "/2a"7r/ Ry(r)yr"tdr =: (a/é@y)".
0
Daher hat fiir a € [0,&;) und alle j € T, mit % > 1% 4 1/4 der Operator
F‘9 0 (ZaRQ]LCN) kein negatives Spektrum.
In Kombination mit (3.13.5)), (3.13.3]) schliefen wir daraus, dass (3.13.2)

fir alle j € T, gilt, solange a € [0, cr.) mit

a. :=min ({ag, @} Uf{a;: j €T, s <12+ 1/4}) >0

erfiillt ist.

3.14 Beweis von Satz [2.6.5]
Fir ¢ € ngj CD(DZ:E ) beliebig definieren wir

(4)+
Sn) €P ;50 € Py, D(Dy).

J'€%n

Nach Lemma [2.5.1} (2.6.6)), (2.6.31), (2.6.33) und (3.5.33) gilt

(¥, Fo, (1) (Q)Y) falls n = 2,
(1, FV %] 7(Q)v) falls n = 3.

Aus Satz [2.6.2) “ . folgt, dass ein v existiert, sodass die rechte Seite von
(3.14.1)) negativ ist. Mit dem Minimax-Prinzip schlussfolgern wir die Be-
hauptung.

(U, Fg,(V)¥) = { (3.14.1)
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