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Zusammenfassung

Der Ein-Atom-Maser ist ein Instrument, mit dem die Wechselwirkung von
Licht und Materie in ihrer fundamentalsten Form beobachtet werden kann:
Einzelne Rydberg-Atome in einem hochkollimierten Strahl mit scharf defi-
nierter Geschwindigkeit werden in einen Resonator sehr hoher Giite injiziert,
der auf den atomaren Ubergang in einen energetisch wenig tiefer liegenden
Rydberg-Zustand mit auergewdhnlich grofem elektrischen Dipol-Ubergangs-
Matrixelement abgestimmt ist. Durch die Kombination von hoher Resona-
torgiite mit groBem Ubergangs-Matrixelement ist die Bedingung fiir ein stark
gekoppeltes Atom-Feld-System geschaffen. Es kommt daher zum periodischen,
nahezu reversiblen Austausch eines Energiequants zwischen Atom und Feld-
mode. Nach aufeinanderfolgender Wechselwirkung vieler Atome baut sich im
Resonator ein Feld auf, das von der stattfindenden Maser-Tétigkeit zeugt.
Dabei besteht das verstdrkende Medium immer aus einem einzelnen Atom.
Anders als beim ,makroskopischen® Maser spiegelt deshalb das Ein-Atom-
Maser-Feld unmittelbar die Dynamik der wechselwirkenden Atome wider.

Alle Information iiber das Feld erhdlt man indirekt durch Beobachtung
des Energiezustandes der Atome nach Verlassen des Resonators. Ohne weite-
re Mafinahmen ist diese Observable des Feldes jedoch nicht sensitiv auf die
Phaseneigenschaften des Feldes. Es sind nur Aussagen iiber die Photonen-
statistik moglich. Aus diesem Grund wird in der vorliegenden Arbeit sowohl
auf theoretischer als auch auf experimenteller Ebene eine neue Mefmetho-
de entwickelt, die es erlaubt, weitergehende Aussagen zu machen, welche die
Kohirenz-Eigenschaften des Maser-Feldes einschliefen. Dabei spielt die Kopp-
lung des Maser-Resonators an eine externe monochromatische Strahlungsquel-
le eine zentrale Rolle: Ein kurzer Mikrowellenpuls, der einem Feldzustand iiber-
lagert wird, fiihrt zu einer ,, Verschiebung® im Phasenraum und stellt auf diese
Weise eine phasensensitive Observable des Feldes durch Bestimmung der Be-
setzungswahrscheinlichtkeit der atomaren Energieniveaus zur Verfiigung. Die-
ses Mefprinzip besitzt gegeniiber anderen, auf der Kohdrenz der atomaren
Superposition basierenden Methoden den Vorteil gréferer Robustheit gegen
experimentelle Storeinfliisse und den Vorzug sehr allgemeiner Anwendbarkeit.

Das ,Mefipuls“-Verfahren wird durch zwei mogliche Anwendungen zur
Bestimmung des quantenmechanischen Zustandes des Maser-Feldes konkreti-
siert. s handelt sich um ein ,,Rekonstruktionsverfahren“, basierend auf einem
»oet® von Messungen, und ein Schema zur punktweisen Bestimmung einer
Phasenraumfunktion, ndmlich der charakteristischen Funktion der Wigner-
Verteilung.

Auflerdem wird das allgemeine Problem der Wechselwirkung eines Atoms
mit einer Feldmode, die an einen klassischen harmonischen Osrzillator gekop-
pelt ist, unter Beriicksichtigung der Ddmpfungsverluste des Resonators bei
endlicher Temperatur behandelt. Fiir verschiedene Spezialfille werden analy-
tische Loésungen angegeben; insbesondere wird eine relativ allgemeine Drehwel-
lenndherung gefunden. Der an eine externe Strahlungsquelle phasengekoppelte



Maser-Zustand wird ebenfalls untersucht.

Im experimentellen Teil wird der Aufbau und Test eines schwingungs-
geddmpften Ein-Atom-Maser-Experiments beschrieben. Die Funktion des neu-
en Aufbaus wird durch Aufnahme der Resonanzkurve des Ein-Atom-Masers
demonstriert.

Besondere Bedeutung fiir eine stabile Einkopplung in einen Resonator sehr
hoher Giite (und mit entsprechend scharfer Resonanz) besitzt die Schwin-
gungsdimpfung des Aufbaus. Daher wurde auf die konsequente Ddampfung
mechanischer Schwingungen geachtet. Insbesondere ist der gesamte Vakuum-
Bereich auf einem speziell angefertigten Lasertisch mit aktiver Luftkissen-
Dampfung angebracht. Durch verschiedene Mikrowellenexperimente wird ge-
zeigt, daBl die zunichst dominierende inhomogene Verbreiterung der Reso-
nanzkurve des Resonators auf die homogene Linienform mit einer Breite von
wenigen Hertz reduziert werden kann. Auflerdem wird die kohdrente ,, Verschie-
bung* im Phasenraum mit Hilfe der Puls-Methode nachgewiesen.

Abschlieflend werden grundlegende Experimente zur Atom-Feld-Wechsel-
wirkung bei externer Kopplung des Maser-Resonators durchgefiihrt, bei de-
nen die erwarteten Rabi-Oszillationen der atomaren Besetzungsinversion als
Funktion der eingestrahlten Leistung auf unterschiedliche Weise zu beobachten
sind.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Atome im modifizierten Vakuum

Das 1911 aufgrund der Rutherford’schen Streuexperimente aufgestellte Atom-
modell demonstriert besonders dramatisch das tiefgreifende Unvermégen der
klassischen Physik zur adiquaten Beschreibung mikroskopischer Vorginge:
Ahnlich der Planeten im Sonnensystem sollten sich die Elektronen auf be-
schleunigten Bahnen um einen Atomkern bewegen. Die dabei gemiff der Max-
well’schen Elektrodynamik auftretende Strahlungsdampfung wiirde jedoch zum
Sturz der Elektronen in den Kern, und damit zum Kollaps der Materie fiihren.
Weitreichende Anderungen der theoretischen Grundlagen waren erforderlich.

Die in der Folge einsetzende Entwicklung einer neuen Theorie, der Quan-
tenmechanik, war historisch eng verkniipft mit den Fortschritten im Verstind-
nis des Atombaus; das Atom bildete einen ,,Archetyp“, an dem sie sich messen
konnte. Die quantenmechanische Beschreibung des von seiner Umgebung iso-
lierten Wasserstoffatoms lieferte die diskreten Energieniveaus der Elektronen,
wodurch die Spektrallinien in zunichst guter Ubereinstimmung mit der Beob-
achtung erklart wurden.

Was aber das klassische Modell zuviel gehabt hatte, ndmlich die unbe-
schrinkte Dimpfung des Elektrons bis zum Sturz in den Kern, das hatte
das neue Modell zu wenig: Der strahlende Zerfall angeregter Niveaus in den
Grundzustand ohne (unmittelbar erkennbare) duBere Einwirkung, der ja im
Experiment offensichtlich der einzig stabile ist, war nicht erfafit. Elektronische
Uberginge konnten lediglich durch die Einwirkung eines klassisch beschriebe-
nen Lichtfeldes induziert werden. Damit waren keine Aussagen iiber so grund-
legende Eigenschaften wie Zerfallsraten der Anregungszustdnde und die damit
verbundenen spektralen Linienformen méglich. Der spontane Emissionsprozef
und die damit verbundene , natiirliche* Lebensdauer wurde zwar bereits 1917
von Albert Einstein im Rahmen seiner Herleitung der Planck’schen Formel fiir
das Spektrum der Schwarzkdrperstrahlung postuliert [1], er wurde jedoch nicht
theoretisch begriindet, sondern als zusitzliche unverinderbare Eigenschaft des
Atoms alleine und unabhingig von dufleren Einfliissen eingefiihrt.

Ein tieferes Verstindnis der Vorginge bei der Spontanemission lieferten
WeiBlkopf und Wigner 1930 [2], indem sie zeigten, dafl das Atom nicht als los-



8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

gelost von seiner Umgebung betrachtet werden kann. Die bei einer quanten-
mechanischen Behandlung der elektromagnetischen Strahlung schon wegen der
Heisenberg’schen Unbestimmtheitsrelation zwangsldufig auftretenden fluktu-
ierenden Vakuumzustinde des leeren Raumes (auch als ,Quantenrauschen des
Vakuums® bezeichnet) ,induzieren“! elektronische Uberginge in den Grund-
zustand. Damit war gleichzeitig die erste quantenmechanische Reservoirtheorie
geschaffen: Die Anbindung des Atoms an das kontinuierliche Spektrum der Va-
kuummoden des freien Raums entspricht der Kopplung an ein ,, Warmebad*
bei 0 Kelvin mit unendlich vielen Freiheitsgraden. Dadurch erfolgt ein ,, Tem-
peraturangleich®, d. h. Dampfung angeregter Zustinde in den Grundzustand.
Es handelt sich also nicht mehr um die unitdre Dynamik eines abgeschlossenen,
sondern um die irreversible eines offenen dissipativen Systems.

Ein weiterer Effekt der Kopplung des Atoms an das Vakuumfeld ist eine
Verschiebung atomarer Energieniveaus hauptsédchlich infolge einer virtuellen
Emission und Reabsorption von Photonen. Er wurde 1947 von Lamb und
Retherford durch Mikrowellenexperimente am Wasserstoffatom entdeckt [3];
erste Berechnungen erfolgten im gleichen Jahr von Bethe [4]. Heutige Prizisi-
onsmessungen der Lamb-Verschiebung [5] dienen als Test genauer, stérungs-
theoretisch in hoher Ordnung ermittelter Vorhersagen der Quantenelektrody-
namik? [6].

Beide Phinomene zeigen den engen Zusammenhang zwischen Atomphy-
sik und Quantenelektrodynamik. Wihrend die Existenz von Vakuummoden
sich dabei jedoch nur mittelbar — ndmlich in atomaren Eigenschaften — zeigt,
liefert der Casimir-Effekt [7] ihren direkten Nachweis. Er beruht auf der Modi-
fikation des Modenspektrums des unbegrenzten Raums durch einschrinkende
Randbedingungen. So wird die Anzahl der méglichen Moden zwischen zwei
leitenden Platten eines Kondensators mit deren gegenseitiger Anndherung zu-
nehmend reduziert. Die Summe der Nullpunktsenergien aller Moden sowohl
mit, als auch ohne Randbedingungen ist divergent. Dennoch ergibt die Diffe-
renz beider divergenter Energien einen endlichen und wohl definierten Wert,
dessen Gradient auf eine attraktive ,, Quantenkraft“ ohne klassisches Analogon
fiihrt. Der Casimir-Effekt konnte neuerdings experimentell bestétigt werden
[8].

Diese Betrachtung hat uns in das Gebiet der Resonator-Quantenelektro-
dynamik (Resonator-QED) gefiihrt, das die Modifikation der elektromagneti-
schen Zustandsdichte durch leitende oder auch dielektrische Materialien und
die damit verbundenen Effekte zum Thema hat. Nachdem Eigenschaften wie
Spontanemission und Niveauverschiebungen bei Atomen erst durch die An-
bindung an ihre Umgebung verstdndlich werden, erwartet man auch deren
Beeinflussung durch die Verdnderung der umgebenden Modenstruktur. Dieser
Gedanke wurde bereits 1946 in einer kurzen Notiz von Purcell [9] ausgespro-
chen. Das Verhalten von Atomen im Resonator-modifizierten Vakuum &8t

! Aus historischen Griinden spricht man jedoch weiterhin von ,spontanen® Prozessen.

2Weitere Beitriige zur Klirung atomarer Spektren, auf die wir hier aber nicht néher
eingehen wollen, liefern die Feinstruktur-Aufspaltung gemé&fl der relativistischen Theorie des
Elektrons nach Dirac und die Hyperfeinstruktur- Aufspaltung, die eine Wechselwirkung der
Elektronen mit dem Kernspin beriicksichtigt.
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sich in zwei qualitativ unterschiedliche Bereiche einteilen:

i) Schwache Kopplung oder ,perturbative Resonator QED*: Dieser stérungs-
theoretisch erfafibare Fall liegt vor, wenn die elektrischen Dipol-Kopplungs-
konstanten ¢ aller atomaren Uberginge klein sind im Vergleich zur Dimp-
fungskonstanten v des Resonators. Anders ausgedriickt ist dann die Energie-
Speicherzeit in der Kavitit tg = 1/v, nach der die Energie auf 1/e des An-
fangswertes abfillt, klein verglichen mit 7/g, was im reversiblen Fall gerade
die Periodendauer einer Vakuum-Rabi-Oszillation wére. Anschaulich gespro-
chen dissipiert ein emittiertes Photon lange bevor es vom Atom reabsorbiert
werden kann. Damit ist das Verhalten weiterhin irreversibel und dem im frei-
en Raum &hnlich: Das Atom steht in Wechselwirkung mit einer grofien Zahl
von Moden des Resonators, deren adiquate Beschreibung nach wie vor durch
eine — gegeniiber dem leeren Raum allerdings modifizierte — Modendichte er-
folgt. Atomare Zerfallsraten &ndern sich jedoch quantitativ; sie kénnen sowohl
verstdrkt, als auch unterdriickt werden, je nachdem, ob die Modendichte im
Bereich wichtiger Zerfallskandle erhoht oder erniedrigt wird. Beide Effekte
konnten experimentell beobachtet werden [10].

Auflerdem bewirkt die verdnderte Modenstruktur eine Verschiebung ato-
marer Energieniveaus, die sich von dem Krgebnis im freien Raum unterschei-
det [11]. Diese Modifikation der Lamb-Verschiebung konnte kiirzlich im re-
tardierten Regime (in dem van-der-Waals-artige elektrostatische Wechselwir-
kungen keine Rolle spielen) experimentell beobachtet werden. Die geringe Ni-
veauverschiebung von etwa 100 Hz zwischen zwei leitenden Platten wurde bei
Rubidium-Rydberg-Atomen mit Hilfe der Ramsey-Methode nachgewiesen [12].

ii) Starke Kopplung oder ,, nicht-pertubative Resonator QED”:  In diesem Bereich
zeigt sich ein qualitativ neues Verhalten. Im Gegensatz zum Modenkontinuum
des pertubativen Regimes bestehen nur noch duferst scharf definierte Schwin-
gungsformen eines Resonators hoher Giite. Starke Kopplung liegt vor, wenn
die elektrische Dipol-Kopplungskonstante ¢ eines atomaren Ubergangs an ei-
ne (quasi)resonante Mode grof ist im Vergleich zu deren Diampfungsrate . In
diese Mode emittierte Photonen werden dann so lange im Resonator gespei-
chert, daB sie nach einer Rabi-Periode (also nach der Zeit m/g) reabsorbiert
werden kdnnen. Voraussetzung dafiir ist aber, dafl auch die Ddmpfung der be-
teiligten atomaren Zustinde durch andere Zerfallskanile hinreichend gering,
d. h. ihre Lebensdauern grof} verglichen mit der Zeit fiir eine Rabi-Periode ist.
Da die Unterdriickung des Zerfalls durch den Resonator nur in einem begrenz-
ten Frequenzbereich technisch realisiert werden kann, ist man in der Regel
auf Atome angewiesen, die bereits hohe natiirliche Lebensdauern besitzen®.
Es kommt dann zum periodisch oszillierenden, mehr oder weniger gedampf-
ten Austausch eines Photons zwischen Atom und Feld mit der Rabi-Frequenz
Vn+1g/2x. Fiir Zeiten, die kurz gegen Dampfungszeiten von Atom und Feld

3Zirkulare Zustiande [10, 13] bilden hier eine Ausnahme. Fiir sie existiert nur ein Zerfalls-
kanal, dessen resonatorbedingte Unterdriickung eine sehr deutliche Erhéhung der Lebenszeit
bewirken kann.
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sind, kann das System, bestehend aus zwei atomaren Niveaus und einer Mo-
de des Feldes, nun als abgeschlossen betrachtet werden. Das Atom ist dann
von seiner ,natiirlichen Umgebung® entkoppelt. In diesem Regime 148t sich
die unitdire, reversible Dynamik des Jaynes-Cummings-Modells (1963) [14] an-
wenden. Die starke Kopplung spielt bei der Realisierung des Ein-Atom-Masers
[15] eine entscheidende Rolle. Der Betrieb eines Ein-Atom-Masers konnte 1985
erstmals nachgewiesen werden [16].

1.2 Der Ein-Atom-Maser im Uberblick

Angenommen:

Ein Atom sei in einem angeregten Zustand |a) pripariert und wer-
de in einen Resonator injiziert.

Eine Resonatormode befinde sich urspriinglich im Vakuumzustand.
Diese sei resonant mit einem atomaren Ubergang von |a) zu einem
tiefer liegenden Niveau |b).

Das Atom steht fiir die Durchflugszeit 7 in Wechselwirkung mit
der Lichtmode und hinterldfit im Resonator das Feld von maximal
einem Photon.

Noch ehe dieses Feld dissipiert, erreiche den Resonator ein zweites
Atom, prdpariert wie das erste. Die Wechselwirkung erfolgt nun
mit dem Restfeld des ersten Atoms.

Dem zweiten Atom folge ein drittes, das mit dem Feld der ersten
beiden in Kontakt tritt — und so fort.

Was passiert? Im Resonator baut sich das Feld eines Ein-Atom-Masers auf.
Das verstirkende Medium besteht dabei immer aus einem einzigen Atom. Ein
stationdrer Zustand stellt sich ein, sobald ein Gleichgewicht zwischen Pump-
leistung der Atome und Feldddmpfung durch Resonatorverluste erreicht ist.
Das ist die Funktionsweise eines Ein-Atom-Masers —im Prinzip. Wie sieht das
tatsidchliche Experiment aus?

Ein Atomofen sendet einen diinnen Strahl von Atomen aus, die im Hoch-
vakuum durch einen UV-Laser geschwindigkeitsselektiv unter Ausnutzung des
Doppler-Effektes (siehe Abschnitt 6.3) in einen Rydberg-Zustand angeregt
werden (Abb. 1.1). Die selektive Bevolkerung hochliegender Rydberg-Zustinde
ist mit Hilfe schmalbandiger, durchstimmbarer Farbstoff-Laser méglich.

Die Atome durchqueren anschlieBend einen Resonator aus supraleitendem
Material mit einer Mode sehr hoher Giite, die (quasi)resonant ist mit einem
Ubergang zu einem wenig tiefer liegenden Zustand. Die Temperatur des Reso-
nators betrigt etwa 500 mK. Das entspricht bei der verwendeten Ubergangs-
frequenz von 21,5 GHz noch einer mittleren thermischen Photonenzahl von
0,15, d. h. einer dem Vakuumzustand* nahekommenden Anfangsbedingung.

*Die Bezeichnung ,, Vakuumzustand“ bezieht sich nicht auf die Abwesenheit von Gasteil-
chen (ein Vakuum in diesem Sinne wird allerdings ebenfalls vorausgesetzt), sondern auf die
Abwesenheit von Photonen. Gemeint ist also der Grundzustand der Feldmode.
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"Zwei-Niveau-Atome”
63P3/»
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Abbildung 1.1: Prinzip eines Ein-Atom-Masers (siche Text). Die Kopplung des Re-
sonators an einen Mikrowellen-Synthesizer spielt in der vorliegenden Arbeit eine zen-
trale Rolle. Oben links: Im Experiment verwendete Maserniveaus des Isotops 8 Rb.

Wihrend der Durchflugszeit 7 durch den Resonator treten die Atome in
Wechselwirkung mit der resonanten Mode. Sie ,,pumpen® das Feld, das heifit,
sie iibertragen abhingig von 7 mehr oder weniger Energie. Dabei sind drei Ei-
genschaften der verwendeten, sehr hoch angeregten Rydberg-Zustédnde zur ex-
perimentellen Realisierung der starken Atom—Feld-Kopplung besonders wich-
tig:

e Krstens besitzen sie eine hohe Lebensdauer.

o Zweitens fithren die groBen Dipol-Ubergangs-Matrixelemente zwischen
benachbarten Rydberg-Zustinden zu hohen Kopplungskonstanten.

e Drittens liegen die Ubergangsfrequenzen dieser Zustinde im Mikrowel-
lenbereich, in dem supraleitende Resonatoren extrem hoher Giite zur
Verfiigung stehen.

Da Dampfungsprozesse fiir die Zeit 7 keine Rolle spielen, 18t sich die
Wechselwirkung durch die unitdre, reversible Jaynes-Cummings-Dynamik ei-
nes abgeschlossenen Systems beschreiben (siehe Kapitel 2).

Nun besteht der Grundgedanke, der dem Fin-Atom-Maser seinen Namen
gibt, darin, dafl die Wechselwirkung einzelner Atome mit einer Feldmode stu-
diert werden soll. Der Atomstrahl soll deshalb so stark verdiinnt sein, daf sich
zu jeder Zeit hochstens ein Atom im Resonator befindet. Da die Ankunftszei-
ten der Atome Poisson-verteilt sind, lassen sich Mehr-Atom-Ereignisse zwar
nicht vollig vermeiden, sie werden aber sehr selten, wenn die Wechselwirkungs-
zeit kurz im Vergleich zum mittleren zeitlichen Abstand der Atome £ 40y, ist,
wenn also gilt

T L tAtom- (11)
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Wihrend der Zeiten, in denen der Resonator leer steht [was nach Gl.(1.1)
der wahrscheinlichste Fall ist], verursacht die unvermeidliche Dampfung auf-
grund der endlichen Giite @ = Q/y der Mode (Feldfrequenz ©, Diampfungs-
konstante v) eine Relaxation des Feldes hin zum thermischen Zustand. Mochte
man nun eine stimulierte Verstirkung d. h. Masertdtigkeit im Resonator er-
zielen, so muf der zeitliche Abstand zwischen den Atomen kleiner sein als die
Energie-Speicherzeit ty = 1/ der Mode, d. h.

tatom < 1lg. (12)

Damit definiert folgende Ungleichung eine notwendige Bedingung fiir eine
wirkliche Ein-Atom-Maser-Tatigkeit:

T L tatom < tE. (13)

Um sie erfiillen zu kdnnen, spielt der Einsatz von Resonatoren extrem hoher
Giite im Experiment eine zentrale Rolle.

Der stationdre Zustand, gegen den das Feld strebt, ist geprigt durch das
Gleichgewicht von Gewinnen durch den Pumpprozefi und Verlusten durch
die Dampfung. Im Gegensatz zum ,,makroskopischen“ Maser, bei dem das
verstirkende Medium aus einer sehr hohen (makroskopischen) Anzahl von
Atomen besteht, widerspiegelt das Ein-Atom-Maser-Feld die Dynamik ein-
zelner Atome, wie sie im Jaynes-Cummings-Modell in ihrer einfachsten und
grundlegenden Weise beschrieben wird. Dabei treten neue nicht-klassische Fi-
genschaften des Feldes, wie Kollaps und Wiederaufleben der atomaren Inver-
sionsoszillationen [17, 18] und sub-Poisson’sche Photonenzahlverteilung [19],
zu Tage, die beim gewthnlichen Maser wegen Mittelung iiber viele kollektive
Wechselwirkungsprozesse nicht beobachtet werden kénnen.

Der Ein-Atom-Maser — zum Teil in modifizierter Form — ermd&glicht heute
die experimentelle Untersuchung von Fragen, welche hiufig seit der Pionierzeit
der Quantenmechanik kontrovers diskutiert werden:

“Katzen-Zustinde“ [20, 21], vergleichbar mit den 1935 von Erwin Schrédin-
ger einst ironisch als ,,burleske® Entlarvung der Quantentheorie erdachten,
konnten als Zustidnde des Lichtes in Resonatoren préipariert werden [22].

Das Konzept der Komplementaritit [23], das 1927 von Niels Bohr in die
Physik iibertragen wurde, ist ebenfalls einer quantenoptischen Uberpriifung
zugdnglich geworden. Resonatoren kdnnen ndmlich als praktisch stérungsfreie
» Welcher-Weg-Detektoren“ betrachtet werden [24]. Inzwischen wurde durch
ein Atom-Interferenz-Experiment bestitigt, dafl die Komplementaritit auf-
rechterhalten wird, selbst wenn die Messung des Weges keinen entscheidenden
Einfluf hat [25].

Auch die Erzeugung von verschrankten Atompaaren im Sinne des Gedan-
kenexperiments von Einstein, Podolsky und Rosen (1935) [26] ist im Rahmen
der Resonator-QED méglich geworden [27].

Neuerdings wurden mit dem Ein-Atom-Maser die sogenannten “Fangzu-
stinde“ beobachtet, die sich durch ihre dem Fock-Zustand nahekommende
Photonenstatistik auszeichnen [28]. Der Fock-Zustand selbst mit seiner scharf
definierten Anzahl von Photonen konnte ebenfalls im Resonator pripariert und
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nachgewiesen werden [29]. In Lit. [30] wird die QND-Messung eines einzelnen
Photons berichtet.

Das Prinzip des Ein-Atom-Masers konnte inzwischen auch auf den opti-
schen Bereich iibertragen werden [31].

Die Theorie des Masers wurde fiir den Betrieb mit ,ultrakalten“ Atomen
erweitert. Dieser neue Parameterbereich erfordert eine quantenmechanische
Behandlung der atomaren Schwerpunktsbewegung. Der sogenannte ,,Mazer“?
[32, 33] zeichnet sich durch eine zusitzliche Art der induzierten Emission aus,
namlich der bewegungsinduzierten. Der Mazer besitzt Eigenschaften, die als
atomoptisches Analogon zum Fabry-Pérot-Interferometer betrachtet werden
konnen und stellt damit einen Geschwindigkeitsfilter fiir kalte Atome dar [34].

1.3 Zielsetzung und Gliederung der Arbeit

In dieser Arbeit wird der Ein-Atom-Maser mit Kopplung an eine externe,
monochromatische Strahlungsquelle untersucht, und zwar sowohl auf theore-
tischer, als auch auf experimenteller Ebene. Dabei soll eine neue Meimethode
entwickelt werden, welche die phasensensitive Beobachtung des Maser-Feldes
durch Sondierung mit Atomen ermdglicht, ohne auf die Uberlagerungsphase
der beiden atomaren Energiezustinde Bezug zu nehmen. Dadurch wird die
Messung wesentlich robuster gegen experimentelle Stéreinfliisse.

In Kapitel 2 wird eine zusammenfassende Darstellung des Jaynes-Cum-
mings-Modells mit besonderer Betonung der ,dressed state“-Basis gegeben,
auf die in Abschnitt 3.1 ein Uberblick iiber die Theorie des Ein-Atom-Masers
aufbaut. In Abschnitt 3.2 wird eine Starkfeld-Naherung der Jaynes-Cummings-
Dynamik eingefiihrt, mit deren Hilfe ein semiklassisches, physikalisch intuitives
Bild der charakteristischen Phasen-Eigenschaften des Ein-Atom-Maser-Feldes
abgeleitet wird.

Eine theoretische Analyse des Ein-Atom-Masers mit Kopplung an eine ex-
terne Strahlungsquelle folgt in Kapitel 4. In Abschnitt 4.1 bis 4.3 wird die Idee
des ,Mefpulses“ entwickelt, der zu einer ,, Verschiebung® des Feldzustandes im
Phasenraum fiihrt und so eine phasensensitive Observable des Feldes alleine
durch Bestimmung der Besetzungswahrscheinlichtkeit der atomaren Energie-
niveaus zur Verfiigung stellt.

Das vollstindige quantenmechanische Problem wird in Abschnitt 4.4 an-
gegangen: die Wechselwirkung eines Atoms mit einer Feldmode, die an einen
klassischen harmonischen Oszillator gekoppelt ist, unter Beriicksichtigung der
Dampfungsverluste des Resonators bei endlicher Temperatur.

Beim phasengekoppelten Maser, der in Abschnitt 4.5 behandelt wird, baut
sich eine Koh&renz zwischen Maser-Feld und externem Oszillator auf. Der so
entstehende stationdre Zustand stellt bei der Untersuchung von Phaseneigen-
schaften des Ein-Atom-Maser-Feldes einen geeigneten Anfangszustand dar.

SWihrend das Kunstwort Maser die Abkiirzung ist fiir ,microwave amplification by
stimulated emission of radiation“, steht Mazer fiir ,microwave amplification via z-motion
induced emission of radiation“.
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Zwei Anwendungen der Methode des ,Mefipulses® im Hinblick auf die Be-
stimmung des quantenmechanischen Zustandes des Maser-Feldes werden in
Kapitel 5 prisentiert. Es handelt sich um ein ,,Rekonstruktionsverfahren* ba-
sierend auf einem ,Set* von Messungen (Abschnitt 5.2) und ein Schema zur
Punktweisen Bestimmung einer Phasenraumfunktion, nimlich der charakteri-
stischen Funktion der Wigner-Verteilung (Abschnitt 5.3).

Das im Rahmen dieser Arbeit vervollstiandigte schwingungsgedampfte Ein-
Atom-Maser-Experiment wird in Kapitel 6 beschrieben. Alle fiir die Funktion
notwendigen Komponenten werden vorgestellt und getestet. Zum Abschluf}
des Kapitels wird die Funktion des neuen Aufbaus durch Aufnahme der Re-
sonanzkurve des Ein-Atom-Masers demonstriert.

In Kapitel 7 werden verschiedene Experimente mit Einkopplung von Mi-
krowellenstrahlung in den Maser-Resonator durchgefiihrt. Dabei geht esin 7.1
zunichst um die Krage, inwieweit eine stabile Einkopplung in einen Resona-
tor sehr hoher Giite (und entsprechend scharfer Resonanz) und die kohdrente
Superposition eines Mefipulses iiberhaupt technisch realisierbar sind.

Die experimentelle Untersuchung der Atom-keld-Wechselwirkung bei ex-
terner Kopplung des Maser-Resonators folgt schlieflich in Abschnitt 7.2.

In Kapitel 8 werden die Ergebnisse der Arbeit resiimiert und mogliche
weitere Entwicklungen diskutiert.



Kapitel 2

Atom-Feld-Wechselwirkung im
Jaynes-Cummings Modell

Das Jaynes-Cummings-Modell [14] beschreibt ein ungleiches Paar: Zwei Ener-
gieniveaus eines Atoms und eine (dazu quasiresonante) Mode des quantisier-
ten elektromagnetischen Feldes stehen in Wechselwirkung. Das Modell ist be-
reits kompliziert genug, um nicht trivial zu sein und noch einfach genug, um (in
der ,rotating wave“ und ,,Dipol“ -Ndherung, siehe unten) analytische L&sun-
gen zu besitzen. Es beschreibt — reduziert auf die grundsitzlichen Prozesse —
das Wechselspiel von Licht und Materie . Man kann es als einen ,,Archetyp® fiir
die Kopplung zweier Quantensysteme bezeichnen. Weitere kreiheitsgrade wie
die Schwerpunktsbewegung des Atoms oder die Anbindung an die Umgebung
(und damit die Dampfung von Atom und Feld) werden nicht beriicksichtigt.
Im Rahmen der Ein-Atom-Maser-Theorie bildet es die addquate Beschreibung
des Pumpprozesses.

2.1 Der Hamilton-Operator

i) Das Atom:  Es besitzt (nach Voraussetzung) zwei Energieniveaus und ist da-
her in seiner mathematischen Beschreibung einem Spin—%—Teilchen dquivalent.
Die Eigenvektoren des Hamilton-Operators H 4 (wir bezeichnen den energe-
tisch héher liegenden mit |a) und den tiefer liegenden mit |b)) spannen den
Hilbert-Raum des Zwei-Niveau-Systems auf. Wir wdhlen den Nullpunkt der
Energieskala in der Mitte zwischen beiden Niveaus; dann sind die Energie-
Eigenwerte gegeben durch j:%hw und der Hamilton-Operator 148t sich schrei-

ben als
Ha = Lthw(olo - ool). (2.1)

Der ,spin-flip“-Operator o = [b)(a| und sein konjugiert komplexes of gehor-
chen der Antikommutator-Relation (Fermi-Kommutator)

ool +olo =00, =1. (2.2)
Weiter gilt: [of, 0]_ = 0, mit der Pauli’schen Spinmatrix
7. = la)al - 1BY(M]. (2)

15
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Der Ortsoperator des Elektrons in Bezug auf den Schwerpunkt der positi-
ven Ladung des Atoms

F= 30 GG mit i€ {a,b) (2.4)

vereinfacht sich unter der Voraussetzung, dal das Atom kein permanentes
Dipolmoment besitzt (also (a|ef|a) = (b| e|b) = 0, Elektronenladung e ) zu

7= (o4 ot). (2.5)

Dabei wurde das Ubergangs-Matrixelement (al 7%'|b> = r,, = T, als reell vor-
ausgesetzt, was durch geeignete Wahl der Quantisierungsachse moglich ist (sie-

he z.B. [36, 37]).

ii) Die Feldmode: Sie entspricht einem harmonischen Oszillator mit einer Ei-
genfrequenz €2, dessen Hilbert-Raum im Gegensatz zu dem des Atoms abzihl-
bar unendlichdimensional ist und beispielsweise aus den Eigenzustdnden des
Hamilton-Operators

Hp = +hQ(ata + aat), (2.6)

den Fock-Zustinden (Zahlenzustdnden) aufgespannt wird. Die ,,Erzeugungs-“
und ,, Vernichtungsoperatoren® af und @ mit den (ihren Namen erklirenden)
Eigenschaften

>

W = Vi ln-1) 2.1
n) = vn+1|n+1) (2.8)

geniigen der Bose-Kommutator Beziehung;:

—

a

aal —ata=[a,all = 1. (2.9)

Die gewéhlte Schreibweise betont die Analogie zwischen Atom und Feld unter
Vertauschung von Bose- und Fermi-Kommutator.
Das elektrische Feld wird reprisentiert durch den Operator
“, E ... "
E=—iam®R(a+a). (2.10)

V2

Dabei ist @(g) die auf das Resonatorvolumen V normierte (f;, @*(R) PR = 1),
den Maxwell-Gleichungen gehorchende, rdumliche Modenfunktion. Die Kon-
stante

hQ

mit der Einheit einer Feldstirke wird oft als elektrisches Feld pro Photon

bezeichnet; der Krwartungswert von EQ, integriert iiber das Modenvolumen,
wiichst nimlich pro Photon um £2.
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iii) Der Wechselwirkungsterm: Die Wellenldnge von Licht im optischen- und
erst recht im Mikrowellenbereich ist sehr grofl verglichen mit der rdumlichen
Ausdehnung eines Atoms. Man kann deshalb die elektromagnetische Feldstédrke
iiber die Ausdehnung eines Atoms als rdumlich konstant betrachten. Dann ist
die Energie der Ladungsverteilung eines neutralen Atoms im elektromagneti-
schen Feld mafigeblich bestimmt durch die Wechselwirkung des elektrischen
Dipolmomentes ef (7 zeigt von positiver Ladung zum Elektron mit Ladung e)
mit der elektrischen Feldstirke E(R,t) am Ort des Atoms:

E=er E(R,t). (2.12)

Das ist die elektrische Dipol-Ndherung. Hohere elektrische Multipole, die mit
Ableitungen des elektrischen Feldes wechselwirken, sowie die Kopplung an das
magnetische Feld spielen unter den genannten Bedingungen keine Rolle.

Soweit war die Betrachtung klassisch. Eine heuristische Ubertragung in
die Quantenmechanik, wie sie bereits 1952 von Lamb in der semiklassischen
Theorie vorgeschlagen wurde, besteht nun einfach in der Ersetzung von 7 und
E'in Gl. (2.12) durch die entsprechenden Operatoren Gl.(2.5) und (2.10). Der
Ort des Atoms R wird weiterhin klassisch behandelt. Diese sogenannte E-F
-Kopplung stellt eine fiir unsere Zwecke exzellente Niherung dar; man kann
sie auch aus der minimalen Kopplung (/T-ﬁ—Kopplung) nach vergleichsweise
komplizierten Uberlegungen ableiten (siehe z.B. Appendix 5 in Lit. [35]). Unter
Einflihrung der elektrischen Dipol-Kopplungskonstanten

o EFab &

gUf) = 4= 5 W) (2.13)
erhdlt man den Wechselwirkungs-Hamilton-Operator
H,, = hg(R)(o + ol)(a+ al). (2.14)

Die beiden Kombinationen o' und @fo in Gl.(2.14) beschreiben die Vernich-
tung eines Photons bei gleichzeitigem Ubergang des Atoms vom unteren in den
oberen Zustand und umgekehrt, also den Austausch eines Energiequants zwi-
schen Atom und Feld, der fiir kleine Verstimmungen nahezu energieerhaltend
ist.

Die Terme ao und afe! entsprechen dagegen der Vernichtung eines Pho-
tons, wihrend das Atom in den energetisch tiefer liegenden Zustand beférdert
wird, und umgekehrt; sie sind stark nicht-energieerhaltend. Diese antiresonan-
ten Beitrige mitteln sich innerhalb weniger Lichtperioden heraus! (Lit. [36],
Kapitel 13), wihrend die ersten beiden im quasiresonanten Fall iibrigbleiben.
Auf sie kann man sich demnach beschrinken, was der Drehwellenndiherung
(,rotating-wave-approximation) im semiklassischen Fall entspricht (siehe Lit.
[36, 37, 38]).

Wir fassen nun alle Beitrige zusammen und erhalten den ,,Jaynes-Cum-
mings-Hamilton-Operator®

Hic = shw(olo — ooty + 1aQ(ata + aal) + hgB(act + alo).  (2.15)

Atom Feldmode Wechselwirkung

'Sie geben allerdings AnlaB zu einer sehr geringen zusitzlichen Energie-Shift (Bloch-

Siegert-Shift) siehe Lit. [35].
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Einen intuitiven Einblick in das Jaynes-Cummings Modell und eine elegante
Ableitung der aus Gl. (2.15) folgenden Dynamik bekommt man mit Hilfe der
stationdren Zustinde des gekoppelten Systems, die im nichsten Abschnitt
besprochen werden.

2.2 Das Bild der , dressed states”

Die Produktzustinde |j) ® |n) = |j,n), j € {a,b} bilden eine mdgliche
Orthonormalbasis fiir das gekoppelte System aus Atom und Feld, die Eigen-
zustinde des Gesamt-Hamilton-Operators Hjc eine andere; man nennt sie
dressed states®. Gl. (2.15) koppelt (infolge der rotating-wave-Ndherung) fiir
jedes n nur jeweils zwei Zustinde |a,n) und |b,n + 1) miteinander; die ge-
suchten stationidren Losungen sind daher geeignete Linearkombinationen von

beiden:

|n_> = Cn |a7 n> — Sn |b7 n+ 1>

2.16
4) = o la )+ enlbynt 1) (2.16)

Zusammen mit dem Grundzustand |b,0) sind sie vollstindig. Aufgelost nach
den ,bare“ states gilt dann:

a,n) = cnln=)+ sp|nt)

2.17
[b,n+1) = —s,|n—)+cn|nt). ( )

Die Energie-Eigenwerte lauten
EE=hmQn+ 1)+ LR, (2.18)

wobei das £+ sich auf die Vorzeichen in den dressed-state-Symbolen bezieht
und die ,,Quanten-Rabi-Frequenz*

Ru= /82 +4g%(n + 1) (2.19)

mit der Atom-Feld-Verstimmung
§=Q-w (2.20)
gleich der Energiedifferenz zwischen den dressed states ist. IThre Bedeutung fiir
die Dynamik des Systems wird in Abschnitt 2.3 deutlich. Die Koeffizienten ¢,

und s, kann man als Cosinus und Sinus eines Kopplungswinkels ,, betrachten.
Sie sind gegeben durch

2 Auf deutsch: ,bekleidete Zustinde®. Damit soll zum Ausdruck gebracht werden, dafl
Atome nicht mehr ,nackt“ auftreten, sondern ,,umhiillt“ vom Feld. Genauer: Beide Systeme
sind verschrankt.
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@) ,

an -~
[n+) [n+1)
g—h(nﬂ)ﬁ - 2ngdn+1
lbn+]) n-) lan)
I S~
1.0 0

(b) sin’(®,) T

0.5

cosz(en)

2
Ccos (On) 0 Kopplungsstéarke g

Verstimmung 8=Q-w

Abbildung 2.1: Abhdngigkeit verschiedener Parameter der ,dressed states® von
der Atom-Feld-Verstimmung 6. (a) Energiediagramm. Gestrichelte Linie: Hypothe-
tische Situation ohne Wechselwirkung; die Energien der ,bare states“ kreuzen sich.
Durchgezogene Linie: Die Wechselwirkung verursacht eine Aufhebung der FEnergie-
Entartung der dressed states (,anticrossing®). (b) Wahrscheinlichkeiten, in einem
sdressed state® nach Gl.(2.21) die ,bare states” zu finden. Im Einschub ist sie dber
die Kopplungsstdirke aufgetragen. (c) Wahrscheinlichkeit, das Atom nach einer festen
Wechselwirkungszeit im Zustand |b) anzutreffen, wenn die Anfangssituation |a,n)
war [Gl.(2.33)]. Die Enveloppe ist die Amplitude der Rabi- Oszillation.
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Rn+46
c, =cos(f,) = { {
VR, +8)? +4g%(n+ 1)
2.21)
2 1 (
s, =sin(b,) = g- (nt+ 1)
VR, +8) +4g2(n+1).
Fiir den doppelten Kopplungswinkel gelten die Beziehungen
é 2 1
cos(26,) = R und  sin(26,) = %j—) (2.22)

Bevor wir uns im nichsten Abschnitt der Dynamik des Systems zuwenden,
geben wir anhand von Abb. 2.1 eine kurze Interpretation der statischen Situati-
on: Denkt man sich die Wechselwirkung zun&chst ,,ausgeschaltet” ,d. h. ¢ =0,
so erfiillen die Produktzustinde |a,n) und |b,n+ 1) die Eigenwertgleichung

von Ho = Ha+ HF:

Hola,n) = h{iw+ (n+1)Q}]a,n)

2.23
Holbyn+1) = h{-To+(n+1+1)Q}|b,n+1). (223)

Die Energie-Eigenwerte sind in Abb. 2.1 (a) iiber die Verstimmung aufgetragen
(gestrichelte Linien). Sie sind bei Resonanz (4 = 0) entartet.

Bei eingeschalteter Wechselwirkung ist die Energie-Entartung an diesem
Punkt aufgehoben; man spricht von ,,avoided crossing®, einem in der Physik
wohlbekannten Effekt (siehe z. B. die Energiebidnder in Festkérpern). Die stati-
onidren Zustinde sind jetzt eine Superposition der Produktzustinde (Einschub
in Abb. 2.1 (b) und GL.(2.16)).

Bei adiabatischem Durchlaufen der Verstimmung von (unendlich) grofien
negativen Werten kommend entwickelt sich nun z.B. der Zustand |a,n) durch
Beimischung von |b,n 4 1) kontinuierlich in den dressed state |n,+), der im
Resonanzfall aus beiden zu gleichen Teilen aufgebaut ist (siehe (b) und GI.
(2.16)). Durch weitere Erh6hung von § &ndert sich der Charakter des Zu-
standes zunehmend zugunsten von |b,n+ 1). Die adiabatische Entwicklung
entlang der vermiedenen Kreuzung ,zwingt* also den Anfangszustand |a,n)
in den Endzustand |b,n 4+ 1), wobei ein Photon im Resonator deponiert wird.

2.3 Dynamik im Jaynes-Cummings-Modell

Die Integration der Schrddinger-Gleichung birgt das Problem, dafi # ;o nach
Gl.(2.15) explizit zeitabhingig wird, sobald sich das Atom (wie im Ein-Atom-
Maser) durch eine rdumlich verdnderliche Feldmode bewegt. Dann hingt ndm-
lich die Kopplungskonstante gemaf Gl.(2.13) von der Zeit ab. Der Ansatz

[(r))y = 77 Jo KO o)) (2.24)

ist nur dann korrekt, wenn der Hamilton-Operator mit sich selbst zu unter-
schiedlichen Zeiten vertauscht (siche z.B. [39]). Mit der Aufteilung Hjo =
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Ho+ Ho(t) und H, = Ha + Hr gilt
(Mo (tr), Hio(t2)] = [Ho, Hu(t2)] = [Ho, Hu(th)]. (2.25)
Weiter leitet man aus den Kommutator-Relationen GI1.(2.2) und (2.9) ab
[Ho,Houw(t)] = R g(t) o (2.26)

und damit

[Hc (), Hio(ta)] = hé{g(t2) — g(t1)}o-. (2.27)
Die Anwendbarkeit von GI.(2.24) beschrinkt sich also auf zwei Fille, nimlich
e exakte Resonanz § = 0, und

e cine wihrend der Wechselwirkung konstante Kopplung g, wodurch die
Zeitabhangigkeit in H jo entfillt.

Im ersten Fall bleibt im Integral von GI.(2.24) nur noch ¢(t) stehen und man
kann iiber die Beziehung

/OTg(t) dt=gr (2.28)

eine zeitlich gemittelte Rabi-Frequenz einfithren. Man rechnet dann nicht mit
der tatsidchlichen, sondern mit einer konstanten Kopplung, die nach der Zeit 7
gerade denselben “Nettoeffekt* bewirkt. Das ist die Aussage des Pulsflichen-
Theorems.

Der zweite Fall entspricht der Wechselwirkung mit einer Rechteck-Mode,
bei der die Feldamplitude sich sprunghaft von null auf einen konstanten Wert
dndert und genauso pléotzlich wieder abfillt. Es handelt sich um ein véllig
diabatisches Ein- und Ausschalten der Kopplung. Wir behandeln diesen Fall,
da er den ersten fiir § = 0 und bei Ersetzung von g durch g als Spezialfall
enthilt.

Der Anfangszustand sei gegeben durch ein Atom im oberen Maserniveau,
das mit einem Fock-Zustand in Wechselwirkung tritt. Wir rechnen nach Gl.
(2.17) in der Basis der dressed states:

[9(0)) = la,n) = en[n=) + sn |n+). (2.29)

Die Zeitentwicklung nach Gl.(2.24) fiihrt mit Hilfe der Energie-Eigenwerte Gl.
(2.18) auf:

|¢(T)> = e—i(n+1)QT (cne-i-iR,‘,—"T |n_> + Sne—iRQ—"T |n+>) (230)

Man kann jetzt ins urspriingliche Basissystem zuriicktransformieren und erhilt
mit Hilfe von GI.(2.22) nach einigen Umformungen folgendes Ergebnis:

[9(7)) = un(7) |a,n) + va(7) [b,;n+ 1) (2.31)

mit
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Ra . (2.32)

Die gemeinsame Phase ¢ = —(n + 1)Q2 wurde dabei weggelassen, was der
Transformation in ein Wechselwirkungsbild entspricht [36].
Die Wahrscheinlichkeit, das Atom im unteren Niveau (und damit das Feld
im Fock-Zustand mit n+1 Photonen) anzutreffen, ist damit gegeben durch
,sin?(Bar)
(5):
91— cos(R,T)

po=lva(r)|* = (n+1)g

= 2(n+1)g (2.33)

Sie ist in Abb. 2.1 bei konstanter Wechselwirkungszeit gegen die Verstimmung
aufgetragen. Bei Erh6hung von 7 wiirden sich die Maxima entlang der gestri-
chelt eingezeichneten Enveloppe zum Nullpunkt hinbewegen.

Man kann das Ergebnis so interpretieren: Das diabatische Einschalten der
Wechselwirkung bewirkt die Aufspaltung in die dressed states nach Gl.(2.29).
Wihrend der anschlieBenden Wechselwirkung dndert sich nach GI.(2.30) nur
noch die relative Phase, mit der diese sich iiberlagern. Insgesamt verschiebt
sie sich um R, 7. Diese ,Interferenz* zwischen den dressed states spiegelt sich
nach G1.(2.33) als sinusférmige Oszillation zwischen den Zustinden |a,n) und
|b,n + 1) wider. G1.(2.33) 148t sich mit Hilfe von GI.(2.22) schreiben als

m =z [1 — (¢ - 82)2} [1 — COS(RnT):|. (2.34)

Der erste Ausdruck in eckigen Klammern ist die Amplitude der Rabi-Oszilla-
tionen (gestrichelte Linie in Abb. 2.1). Sie ist bestimmt durch die Wahrschein-
lichkeiten fiir die beiden dressed states ¢2 und s2. Kommen sie mit gleichen
Anteilen vor (¢2 = s2, das ist bei Resonanz der Fall), so erreichen die Rabi-
Oszillationen maximale Amplitude. Je mehr ein dressed state gegeniiber dem
anderen dominiert (z.B. bei Verstimmung), desto kleiner werden die Oszilla-
tionen.

Zusammenfassend beschreibt das Jaynes-Cummings-Modell den reversi-
blen, periodischen Austausch eines Photons zwischen Atom und Feld, der al-
lerdings nur bei Resonanz vollstindig ist.

Die im Experiment verwendete Mode hat entlang der Atomstrahlachse
einen sinusférmigen Verlauf, d. h. die Wechselwirkung setzt langsam ein. Bei
Verstimmung ist man dann auf eine numerische Berechnung angewiesen. Man
benétigt dazu eine allgemeinere Anfangsbedingung (zu einem Zeitpunkt t) als

die in GL.(2.29), ndmlich

[9(1)) = Can() [a, m) + i (1) |6, + 1). (2.35)
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Die Losung 48t sich wieder in der dressed-state-Basis berechnen. Man erhilt
fiir die Koeffizienten nach der Zeit §:

Can(t +6) \  [un(d) va(6) Can(t) (2.36)

e (t+8)) = \0n@) 136)) \emmsa (0 |
mit u, und v, aus G1.(2.32). Die Wechselwirkung iiber eine Dauer 7 148t sich
damit durch Aufteilung in kleine Zeitschritte §, innerhalb derer g als konstant
betrachtet werden kann, iterativ berechnen (siehe Lit. [40]). Man kann dann

die Dynamik jedes beliebigen Anfangszustandesin Fock-Darstellung numerisch
ermitteln.



Kapitel 3

Theorie des Ein-Atom-Masers

3.1 Dichtematrix-Formalismus und stationarer Zustand

Der Dichtematrix-Formalismus liefert eine Beschreibung des Knsemblemittels
iiber viele identische Realisierungen eines Ein-Atom-Masers. Er unterscheidet
sich damit von einem individuellen, durch den quantenmechanischen Mefipro-
zefl am Teilsystem der Atome in unvorhersagbarer Weise beeinfluiten Versuch.
Der Rechenweg teilt sich wie in Abschnitt 1.2 dargestellt in eine Pumpphase
und eine Dd&mpfungsphase auf. Von besonderer Bedeutung ist der stationire
Zustand, der sich schlielich einstellt.

Die Grundziige der Ein-Atom-Maser-Theorie werden in Lit. [41, 42] dar-
gestellt; die Statistik der den Maser verlassenden Atome wird in Lit. [43] de-
tailliert behandelt.

3.1.1 Die Pumpphase

Wir beschrinken uns auf den Fall des inkohdrenten Pumpens mit Atomen
im oberen Maserniveau |a) (zum kohirenten Pumpen siehe Lit. [44]). Der
Dichteoperator des Atom-Feld-Systems werde mit R bezeichnet, der des Feldes
mit p. Zur Zeit t=0 vor der Wechselwirkung 138t sich R als direktes Produkt
darstellen:

anm m| ® | anm |a n <a m| (3'1)

Fiir das Feld wurde dabei ein ganz allgemeiner Ansatz in Fock-Darstellung
gemacht.

Die nun einsetzende unitire Zeitentwicklung wihrend des Durchflugs ei-
nes Atoms R(t) = U(r)R(0)UT(r) haben wir in GI.(2.31) bereits fiir jeden
Zustand |a,n) gelost und brauchen das Ergebnis nur noch einzusetzen. Nach
Ausmultiplikation und Indexverschiebung zur Ausklammerung von |n)(m/| er-

gibt das
=3 @ u(mun(r)  fa)dl
+ Pt (0) un(T) vy (1) la) (bl (3:2)

24
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+ ot (0) vaea (7) win () [b){a]
+ Prtm—1(0) vaoa (7) w5 (7) |b><b|}® [n){ml.

Infolge der Wechselwirkung entsteht ein ,verschrinkter Zustand“ (entangled
state) des nun nicht mehr trennbaren Atom-Feld-Systems. Die Koeffizienten
Up, Uy sind im Falle einer Rechteckmode, oder bei Resonanz, durch Gl.(2.32)
gegeben, im allgemeinen miissen sie jedoch numerisch berechnet werden.

Wir fragen nun nach der Wahrscheinlichkeit, das Atom nach Verlassen
des Resonators unter Ignoranz des Feldzustandes im unteren Maserniveau zu
detektieren'. Sie ist durch den Erwartungswert des Projektionsoperators |b)(b|
gegeben

po(r) = Te[R(7) [0)(B]] = Y pun (0) un (7). (3-3)
Das Ergebnis ist anschaulich: Es ist die gewichtete Summe iiber alle bedingten
Wahrscheinlichkeiten, das Atom in |b) zu finden, falls das Feld vorher im Fock-
Zustand |n) gewesen ist.

Nachdem pj lediglich von den Hauptdiagonalelementen des Feldzustandes
vor der Wechselwirkung, d.h. von der Photonenstatistik, abhdngt, enthilt die
Bestimmung der Energie des Atoms keine Information iiber die Schwingungs-
phase des Feldes. Wir werden in Kapitel 4 Moglichkeiten der phasensensitiven
Beobachtung kennenlernen.

In Gleichung (3.3) iiberlagern sich viele Rabi-Oszillationen unterschiedli-
cher Frequenz. Bei nicht zu breiter Photonenstatistik (wie etwa der Poisson-
Verteilung eines kohdrenten Zustandes) fiihrt das nach einer gewissen Zeit zu
einer Interferenzerscheinung, die zur gegenseitigen Kompensation der Oszil-
lationen und zu einer konstanten Gleichbesetzung beider Maserniveaus fiihrt
(,Kollaps®). Die Diskretheit der Summe (und damit die Quantennatur des
Feldes) fiihrt aber zu einem wiederauflebenden Oszillieren (,,Revivals®) nach
konstanten Zeiten [17, 18] . Dabei spiegelt sich die Photonenstatistik in der
Enveloppe der Oszillationen wider (siehe Lit. [45]). Eine andere Interpretation
geben wir in Abschnitt 3.2.2.

Wir fragen jetzt nach dem Feldzustand fiir den Fall, dafl eine Messung
am Atom das Ergebnis |a) geliefert hat. Das Feld wird dann auf den mit der
Messung vertriaglichen Unterraum projiziert. Das ist der durch die Messung
induzierte Kollaps der Wellenfunktion, der aber entsprechend der unvollstindi-
gen Messung nur am Atom ebenfalls nicht vollstindig ist, d.h. im allgemeinen
nicht in einen reinen Zustand erfolgt. Es gilt:

plr) = —-A()p(0) (3.4
Wir haben dabei den (linearen) ,Superoperator® A definiert iiber die Eigen-
schaft

A(r)p(0) = (af B(r) |a). (3-5)

"Wir beschrinken uns auf ideale Detektoren. Beliebige Nachweiswahrscheinlichkeiten wer-
den in Lit. [43] berticksichtigt
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Demnach beschreibt A, angewandt auf den Anfangszustand des Feldes, die
Dynamik und anschlieBende Projektion auf den mit der Messung des Atoms
im oberen Maserzustand vertriglichen Unterraum (siehe auch Lit. [43]).

Der Faktor 1/p, sorgt fiir die Normierung Trgp = 1. Durch die Messung
wurden gewisse Moglichkeiten ausgeschlossen, die verbleibenden werden ent-
sprechend ,,aufgewertet®. Die Information iiber den Feldzustand nimmt durch
die Messung am Atom zu, und zwar um so mehr, je unwahrscheinlicher das
eingetretene Krgebnis war.

Wurde das Atom in Zustand |b) beobachtet, so gilt entsprechend

p(r) = ~B(r)p(0) (3.6)
Db

B(r)p(0) = (bl K2(7) [6). (3.7)

Die explizite Darstellung der Operatoren A und B lautet offensichtlich

A(r)p(0) = a(r)p(0)il(r) (3-8)
B(1)p(0) = o(r)p(0)o() (3.9)
mit
: : sin(Zr
i(r) = cos(%r) + 7% sin(%r) , () = —igal % (3.10)

und dem , Rabi-Frequenz-Operator®

R = /6% + 4g%at. (3.11)

Wir kennen nun die Riickwirkung beider MeBergebnisse am Atom auf das
Maserfeld, kénnen im Einzelfall aber nicht vorhersagen, welches Ereignis ein-
treten wird. Das ist die Undeterminiertheit des quantenmechanischen Mef-
prozesses. Man konnte ein Meflergebnis simulieren, indem man eine Moglich-
keit ,auswiirfelt“ und mit dem Resultat weiterrechnet. Bei jedem detektierten
Atom miifite man wiirfeln. Als Ergebnis erhielte man einen moglichen Weg,
den ein individuelles Ein-Atom-Maser-Experiment einschlagen kdnnte (siehe
Lit. [46, 47]). Fiir eine analytische Rechnung bleibt aber nur die Ignoranz der
durch die Messung am Atom gewonnenen Information, d.h. die Spurbildung
iiber die atomaren Freiheitsgrade (Tra).

p(r) = TraR(r) = (A(r) + B(7))p(0) (3.12)

Diese Schreibweise betont die Tatsache, dafi die so berechnete Dichtematrix
gleich dem mit den Wahrscheinlichkeiten fiir beide moglichen Ausginge der
Messung gewichteten Mittel, und daher gleich dem Scharmittel iiber ein En-
semble identischer Kin-Atom-Maser ist. Die Atome werden als Reservoir be-
handelt, an das das Feld gekoppelt ist und iiber das dann gespurt wird. Dabei
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geht Information iiber das Feld verloren, die Entropie wichst und die Dynamik
wird irreversibel.

Die mittlere Anderung von p durch die Wechselwirkung mit einem Atom
betrigt demnach mit dem ,,Pumpoperator®

M=A+B-1 (3.13)
(1 bezeichnet die Einheitsmatrix):
p(r) = p(0) = dp = M(7)p(0). (3.14)
Unter Einfiihrung der Nomenklatur
(al pln -+ k) = o (3.15)
ergibt das in Komponenten

5p®) = M) b))

n nmirm

= [tn(r) o (7) = 1] PP (0) + vt (7) 03—y () o2 (0). (3.16)

3.1.2 Die Dampfungsphase

Bislang wurde die Ddmpfung vernachlissigt; wir beriicksichtigen sie jedoch
wihrend der Zeiten, in denen sich kein Atom im Resonator aufhilt. (Die Atom-
Feld-Wechselwirkung bei gleichzeitiger Ddmpfung wird in Lit. [48] behandelt,
wir kénnen darauf aber in guter Niherung verzichten.) Das Feld strebt dann
gegen einen thermischen Zustand im Gleichgewicht mit seiner Umgebung (z.B.
den Resonatorwinden). Eine solche Dynamik ist irreversibel, d. h. die Entropie
vergroflert sich und ein reiner Zustand entwickelt sich in ein Gemisch. Sie
gehorcht folgender Mastergleichung (siehe z.B. Lit. [38, 36]):

dp:z
dt 2

(Rn + 1) [ap, a'] + %ﬁm [af, pa] + h.ad. = Lp (3.17)

mit der mittleren Photonenzahl 7, = (e% — 1)71 des thermischen Reser-
voirs, das sich auf der Temperatur T befindet. Die Ddmpfungskonstante ~ ist
mafBgeblich fiir die Geschwindigkeit des Relaxationsvorgangs und hdngt in un-
serem Fall von der Resonatorgiite @) iiber v = Q/Q ab. Weiter wurde in Gl.
(3.17) ein Liouville-Operator £ definiert. In Fock-Darstellung und fiir die k-te
Diagonale lautet GI.(3.17):

PO =y dam/n(n+ k) o2,
k

; k
= (et Dt 5) — Al +1+3) plk) (3.18)

+ o+ 1)y (0 D1+ k) o8 )
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3.1.3 Mastergleichung des Ein-Atom-Masers

Die Ankunftszeiten der Atome sind statistisch unabhingig, und daher Poisson-
verteilt [40]. (Das ist zumindest bei einem hinreichend diinnen Atomstrahl
richtig, bei dem die einzelnen Atome sich gegenseitig nicht behindern.) In
diesem Fall 148t sich die zeitliche Anderung des Ensemblemittelwertes von
p durch die Pumpatome einfach durch Multiplikation von GI.(3.14) mit der
Rate r berechnen, mit der die Atome im Mittel eintreffen. (Eine explizite
Mittelwertbildung mit demselben Ergebnis wird in Lit. [41] durchgefiihrt.)
Zusammen mit GI.(3.17) erhilt man dann zwei Differentialgleichungen:

d

d—'; = rMp fiir den Pumpprozef (3.19)
dp 1 e

il Lp fiir die Ddmpfung (3.20)

Nachdem GI.(3.19) auf der Basis des Jaynes-Cummings-Modells hergeleitet
wurde, gilt sie streng genommen nur im reversiblen Fall ohne Ddmpfung.
Beriicksichtigt man jedoch die spezielle Situation des Ein-Atom-Masers, bei
dem die Pumpphasen sehr kurze (,stroboskopische®) Ereignisse darstellen, so
kann man die Dampfung fiir die Wechselwirkungszeiten in sehr guter Nihe-
rung vernachlissigen. Die gesamte Anderung von p ergibt sich dann einfach
durch Addition beider Beitrige. Die Mastergleichung des FEin-Atom-Masers
lautet damit:

d
d_/; = (rM+L)p (3.21)

Mit Gl. (3.16) und (3.18) 148t sich dieses Ergebnis sofort in Fock-Darstellung
formulieren:

P = {1 vasa (1) vy (7) + vy fn(n + k) } o0,
b {7 a7 us ) = ) = (0 + D0+ 5) = gm0 +1+ ) o)
+ {y@m+ )+ D+ 1R P, (3.22)

Das ist eine iterative Differentialgleichung, die jeweils drei Matrixelemente ent-

lang einer Diagonalen miteinander koppelt. Beim koh&rent gepumpten(siehe
[44]), wie auch beim phasengekoppelten (Abschnitt 4.5) Maser dehnt sich die
Kopplung auf alle direkten Nachbarn aus.

Fiir die Hauptdiagonale mit p%o) = p, und unter Beachtung der Normie-
rungsbedingung |u,|? 4 |v,|? = 1 vereinfacht sich G1.(3.22) zu:

Dn =T { |Un_1|2pn_1 o |v”|2pn}
e g

a b
+ v {(ﬁth + ])[(77 + ])pn+1 - an] + ﬁth[npn—l - (77 + ])pn]} (323)
\_Y_/ T \_:,_/ \_7_/

Diese sechs Terme lassen sich als ,, Wahrscheinlichkeitsfliisse“ iiber drei Niveaus
physikalisch interpretieren (Abb. 3.1):
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Pumpen Dampfen

pn+1
B o T

Abbildung 3.1: Zur Interpretation von GI.(3.23) als ,Wahrscheinlichkeitsfluf“ diber
drei Niwveaus (siehe Text).

e Die zu r proportionalen Terme (a) und (b) beschreiben den nichtlinearen
Pumpvorgang, der zu v proportionale Rest die Dampfung.

e (c) und (d) gelten der Absorption von Photonen aus dem Resonator
durch das Wiarmebad. Sie sind proportional zu Ausdriicken der Form
np,. Absorption findet auch fiir T'= 0K noch statt.

e (e) und (f) hingegen beschreiben die Emission von Photonen aus dem
Wirmebad in den Resonator, was nur fiir eine endliche Temperatur
moglich ist. Die Proportionalitdt zu (n 4+ 1)p, weist neben den indu-
zierten auf die spontanen Emissionsprozesse hin, die auch fiir n = 0

méglich sind und in (c) und (d) fehlen.

3.1.4 Stationare Losung

Im stationdren Zustand sind die Nebendiagonalelemente p%k) mit £ > 0in GIL.
(3.22) allesamt gleich null (Abschnitt 3.2.1). Es ist daher ausreichend, die sta-
tiondre Photonenstatistik zu untersuchen. Zusitzlich zur Bedingung p,, = 0 ist
fiir eine stationire Losung von GI.(3.23) zu fordern, daf ein Gleichgewicht der
Wahrscheinlichkeitsstrome zwischen zwei beliebigen Ebenen in Abb. 3.1 (de-
tailed balance) herrscht. Das bedeutet (a)+ (d)+ (f) = 0 (mit den Vorfaktoren
in Gl.(3.23)) bzw. dasselbe fiir die anderen drei Terme; beide Bedingungen
sind identisch. Das fiihrt auf folgende lterationsformel

ﬁth Nea:|vn—1|2
n = — + _ n—1; 3.24
P {nth 1 namt1) 0 (3-24)

und damit auf die stationdre Photonenstatistik

- nth A]Veavlvl—1|2
n = — + — . 3.25
P poll;[l{nth+1 (g +1) ( )

po ist durch die Normierungsbedingung >°°° ) p, = 1 bestimmt. Weiter wurde
die ,effektive Pumprate“ N.. = r/v eingefiihrt. Die dimensionslose Gréfie
ist gleich der Anzahl von Atomen, die den Resonator im Mittel wihrend der
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Ddmpfungszeit durchqueren. Das sind diejenigen Atome, die wesentlich zum
momentanen Feld beitragen.

Der Ein-Atom-Maser ist ein ergodisches System. Das abgeleitete Knsem-
blemittel ist daher gleich dem Zeitmittel des individuellen Masers. Sténdige
Messungen an den Atomen verhindern das Erreichen des stationdren Zustan-
des. Der Langzeit-Mittelwert des fluktuierenden Feldes (und damit auch aller
Observablen) konvergiert aber, unabhéngig von der Art der Messungen, immer
gegen das Ensemblemittel. Information iiber bedingte Wahrscheinlichkeiten,
also Korrelationen, kénnen im stationdren Zustand allerdings nicht enthalten
sein. Korrelationen entstehen ja gerade durch das kurzfristige Abweichen vom
Langzeitmittel.

Die Atome haben beim Ein-Atom-Maser eine zweifache Aufgabe: Sie bau-
en das Feld auf, das sie gleichzeitig sondieren. lhr Zustand bildet ndmlich
die einzige Observable, die zuginglich ist, ohne das Feld zu zerstdren?. Hinzu
kommt, daf} bislang (aufier einzelner Atome) keine Mikrowellendetektoren exi-
stieren, die auf einzelne Photonen ansprechen. Daher spielt die Verkniipfung
der Atomstatistik mit dem Feld eine entscheidende Rolle. Sie wird im Detail
in Lit. [43] behandelt. Wir wollen uns hier nur auf eine einfache, aber grund-
legende Beziehung beschrinken: Lést man Gl.(3.24) nach |v,—1|*p,—1 auf und
summiert iiber n, so erhilt man nach GI.(3.3) die Wahrscheinlichkeit p,, das
Atom hinter dem Resonator im unteren Niveau zu finden, als:

> n) — N
Dp = Z |Un|2pn = 7< >N ! (326)
n=0

exr

Fiir 0 K bildet demnach N, eine obere Schranke fiir die mittlere Photonenzahl
im Resonator. Sie wird erreicht, wenn alle Atome ein Photon in der Feldmode
zuriicklassen. Diese Bedingung kann jedoch nur annihernd erfiillt werden.

Im Resonanzfall erhilt man |v,_1|? = sin?(y/ng7). Das Argument des Si-
nus entspricht dem Winkel des atomaren Bloch-Vektors, der durch das quan-
tisierte Feld allerdings nicht mehr scharf definiert ist. Man diskutiert nun die
Funktion GI.(3.25) hiufig in Abhingigkeit eines Pumpparameters

O = /N, gr, (3.27)

der diesem Winkel nachempfunden ist. Das Argument des Sinus schreibt man
dann als \/n/N.; ©. Fiir ein festes © ist die auf N, normierte Photonensta-
tistik dann nur noch schwach abhingig von N, und gr.

In Abb. 3.2 wird die Photonenstatistik anhand zweier charakteristischer
Groflen diskutiert, ndmlich

(n) = ann und Q=-—-1= -1 (3.28)

Die in der rechten Gleichung definierte normierte Varianz (Mandel’scher Q-
Parameter) hat einen Wertebereich von -1 bis co. Fiir die Poisson-Verteilung,

?Das Feld wird durch die Detektion der Atome nicht zerstért, wohl aber wird es, wie wir
gesehen haben, beeinflufit d. h. verdndert.
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Mittlere Photonenzahl

Q-Parameter
(2]
1

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Pumpparameter ©
Abbildung 3.2: Qben: Mittlere Photonenzahl des Ein-Atom-Maser-Feldes in Abhdn-
gigkeit vom Pumpparameter © = \/NgygT fiir Noy = 10,20,---,100 und be: 0,15
thermische Photonen (was 500 mK entspricht). Fir © = w/2 erreicht (n) anndhernd
den Wert von Ng;. Man erkennt das fiir den Fin-Atom-Maser typische Auftreten
mehrerer Maserschwellen, die mit grofler werdendem N, zunehmend deutlicher aus-
geprdgt sind. Unten: Normierte Varianz des Feldes fiir dieselben Parameter wie oben.
Die Bereiche mit negativem @Q-Wert entsprechen einer sub-Poisson’schen Photonen-
zahlvertellung. Mit steigendem N, wird @) stdrker negativ. Die Mazima treten vor

den Maserschwellen auf. Ab der zweiten Schwelle entsprechen sie den bistabilen Be-
reichen. Mit zunehmendem N, steigt der )-Wert dort an.

wie sie z.B. der kohdrente Zustand besitzt, ist sie null, negative Werte werden
als sub-Poisson’sche, positive als super-Poisson’sche bezeichnet.

Die Photonenstatistik bei Masertdtigkeit unterscheidet sich von der ther-
mischen dadurch, dafi ihr Maximum bei Werten von n grofier 0 Photonen liegt.
Daher kann man die (erste) Maserschwelle iiber die Bedingung p; = po defi-
nieren. Eingesetzt in G1.(3.24) fiihrt das auf N, sin?(g7) = 1, und fiir nicht zu
kleines N, gilt bei Ersetzung des Sinus durch sein Argument einfach © = 1.
Bei diesem Wert steigt die mittlere Photonenzahl in Abb. 3.2 steil an, wéhrend
der Q-Parameter beim Ubergang von der thermischen in eine Poisson-verteilte
Photonenstatistik (wie beim normalen Maser) stark super-Poissonsche Werte
annimmt.

Die mittlere Photonenzahl erreicht bei © = /2 annihernd den nach GL
(3.26) groftmoglichen Wert, ndmlich N;. Die Atome fiihren hier im Mittel
gerade einen m-Puls aus, d.h. sie geben ein Photon an das Feld ab und verlassen
den Resonator im unteren Maserniveau. Gleichzeitig ist der @)-Wert gleich 0,
wie man es weit oberhalb der Schwelle erwartet.
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Ubersteigt © den Wert von 7/2, so befinden sich die Atome wieder auf
dem Weg in den oberen Maserzustand. Sie sind im Begriff, ein bereits emit-
tiertes Photon zu reabsorbieren. Entsprechend nimmt die Photonenzahl wie-
der ab. Zusidtzlich tritt hier ein zunichst verbliiffender Effekt auf: Der Q-
Parameter nimmt negative Werte an, obgleich die Ankunftszeiten der Ato-
me der Poisson-Statistik gehorchen. Ursache dafiir ist die in diesem Bereich
bestehende Abhingigkeit der Emissionswahrscheinlichkeit von der Photonen-
zahl, die Intensititsschwankungen entgegenwirkt: Ubersteigt die Photonenzahl
kurzfristig den stationdren Wert, so sinkt die Emissionswahrscheinlichkeit fiir
kommende Atome, unterschreitet sie ihn, so steigt sie an. Daraus resultieren
kleinere Intensitdtsfluktuationen als beim kohdrenten Zustand, also negative
Q-Werte, ein typisch ,unklassischer® Bereich.

Dieser Steuermechanismus findet sich in der Atomstatistik wieder: Ist die
Wartezeit zwischen zwei Atomen iiberdurchschnittlich lang, so fillt die Pho-
tonenzahl unter ihren Mittelwert ab, und die Emissionswahrscheinlichkeit fiir
ein endlich doch eintreffendes Atom steigt iiber den stationdren Wert an. Nach
Detektion eines Atoms im unteren Niveau andererseits, wenn die Photonen-
zahl iiber ihrem Mittel liegt, verringert sich die Emissionswahrscheinlichkeit
eines kurz darauf folgenden. Daher sind die Ankunftszeiten im unteren Niveau
regelméBiger, als es einem Poisson-Prozef entspricht (antibunching), wihrend
fiir das obere Niveau das Gegenteil gilt (bunching). Eine quantitative Ableitung
dieser Zusammenhinge findet sich in Lit. [43], Messungen in Lit. [12, 19, 49].

Bei weiterer Erhhung von © durchlduft die mittlere Photonenzahl ein
Minimum, um an der zweiten Maserschwelle erneut anzusteigen. Gleichzeitig
nimmt der )-Parameter grofie positive Werte an. Der Grund dafiir ist das
Entstehen eines zweiten Maximums in der Photonenstatistik. Man erkennt
das mit Hilfe von GI.(3.24), indem man als Bedingung fiir einen Extremwert
fordert p,+1 = p,,. Daraus ergibt sich die implizite Bedingung fiir n

N, sin?(g7v/n) = n. (3.29)

Am einfachsten 16st man sie graphisch. Wegen der oszillierenden Sinus-Funk-
tion besitzt diese Gleichung im allgemeinen viele Losungen, d.h. es existieren
mehrere Maxima in der Photonenstatistik. Bei der zweiten Maserschwelle sind
es zwei: Jenes bei niedrigerer Photonenzahl wird durch Atome erzeugt, die
nur einmal ein Photon an das Feld abgeben, das bei htherer Photonenzahl
hingegen durch solche, die ein Photon emittieren, reabsorbieren und dann ein
zweites Mal emittieren. Dieser Bereich zeigt bistabiles Verhalten: Ein indivi-
dueller Maser arbeitet mit kleinen Fluktuationen (quasi)stabil auf einer der
beiden Intensitdten und fiithrt mit einer verglichen mit der Dampfungszeit des
Resonators grofien Zeitkonstante spontane Spriinge in die andere Intensitét
aus. Beide Maxima fiir sich betrachtet weisen einen negativen (J-Wert auf,
zusammen ist er jedoch stark positiv. Untersuchungen zur Bistabilitit findet
man in Lit. [49, 50, 51].

Im Bereich des starken Anstiegs der mittleren Photonenzahl an der zweiten
Maserschwelle setzt sich das Maximum bei hdherer Photonenzahl schlielich
durch. Dieses Verhalten wiederholt sich quasiperiodisch mit einer Periode in ©
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von etwa 27. Dabei wird die Struktur zunehmend ausgewaschen, und zwar um
so schneller, je kleiner N, gewdhlt ist. Man kann die typischen Eigenschaften
des stationdren Zustandes auch sehr anschaulich mit einem semiklassischen
Modell beschreiben. Siehe dazu Lit. [40].

Ein essentielles Merkmal des Ein-Atom-Masers ist die exakte Kontrolle der
Wechselwirkungszeiten. Sie ist notwendig fiir das Zustandekommen seiner ty-
pischen Eigenschaften. Bei breiter Wechselwirkungszeitverteilung mittelt sich
|vn|? (fiir Resonanz) zu 1/2 und aus Gl1.(3.25) leitet man fiir 7ig, = 0 ab:

Pn = Po% (330)

Das ist eine Poisson-Verteilung mit der mittleren Photonenzahl N../2, wie
beim gewdhnlichen Maser.

3.2 Koharenz im Ein-Atom-Maser

3.2.1 Definition des Spektrums

Der Ein-Atom-Maser ist ein angetriebener Osrzillator, dessen Schwingungsam-
plitude kleine Schwankungen um einen Mittelwert ausfiithrt. Bei Abweichungen
sorgt ein Riickkopplungsmechanismus, fiir eine riicktreibende ,,Kraft“, die eine
Stabilisierung um den Mittelwert bewirkt. (Die Spriinge zwischen zwei qua-
sistabilen Arbeitspunkten in den bistabilen Parameterbereichen bilden eine
Ausnahme.)

Anders verhdlt es sich mit der Phase des Feldes: Sie unterliegt beim in-
kohirent gepumpten Maser einer freien Diffusionsbewegung ohne riicktreiben-
den Mechanismus. (Beim kohdrent gepumpten Maser iibertrigt sich jedoch
die atomare Kohirenz auf das Feld [44].) Der stationdre Zustand, der ja als
Ensemble-Mittel definiert ist, besitzt daher keine ausgezeichnete Phase, sie
mittelt sich zu null. Der einzige Phasen-gleichverteilte reine Zustand ist der
Fock-Zustand; diese Figenschaft geht bereits aus der Komplementaritit zwi-
schen Photonenzahl und Phase hervor (wir gehen hier nicht auf die Proble-
me bei der Definition eines Phasenoperators ein). Folglich ist der stationire
Zustand ein inkohdrentes Gemisch aus Fock-Zustidnden und damit in Fock-
Darstellung diagonal. Kohdrenzen zwischen einzelnen Fock-Zustinden fiihren
zur Brechung der Phasen-Gleichverteilung.

Bei einem mit Kohdrenzen ausgestatteten Anfangszustand erfahren die
Nebendiagonalelemente demnach durch die Dynamik hin zum stationdren Zu-
stand eine Ddmpfung gegen null. Dieses Verhalten spiegelt sich in der Zeitent-
wicklung der mittleren elektrischen Feldstirke wider, die von den Elementen
der ersten Nebendiagonale, und damit von den Koh&renzen zwischen direkt
benachbarten Fock-Zustdanden, bestimmt ist:

(E()) ~ Tr(pal) + h.ad. = Y v+ 1p01 () + h. ad.. (3.31)

In der klassischen Physik ist das Spektrum des Lichtes ein geeignetes Maf}
fiir dessen Kohirenz. Die Ubertragung auf die Quantenmechanik ist jedoch
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wegen der Nicht-Vertauschbarkeit von Operatoren uneindeutig. Ein Uberblick
dazu wird in Lit. [52] gegeben. Eine sinnvolle, sich an die klassische Physik
anlehnende Definition des Intensititsspektrums S(w) ist gegeben durch

S(w) = ‘ /_ Z<E(t)> emivtdy] (3.32)

Allerdings ist die Anwendbarkeit dieses Ausdruckes beschrinkt auf die Ent-
wicklung eines anfinglich phasenbehafteten in den phasengleichverteilten, sta-
tiondren Zustand und hdngt (meist jedoch nur geringfiigig) von der speziellen
Wahl eines Anfangszustandes ab.

Die fehlende Information iiber die Schwingungsphase des Lichtes im stati-
ondren Zustand darf aber nicht verwechselt werden mit einer fehlenden Koh&-
renz der Strahlung, wie im Falle thermischen Lichtes. Das wird mit Hilfe der
Zwei-Zeiten-Amplituden-Korrelationsfunktion im Heisenbergbild

KW (1) =< al(1) a(0) > (3.33)

deutlich. Dabei kann (muf} aber nicht) zum Zeitpunkt 0 bereits der stationire
Zustand (mit (E) = 0) vorliegen; es ist ndmlich keine absolute Feldphase rele-
vant, sondern lediglich die relative Phase der Amplituden zu zwei unterschied-
lichen Zeiten 0 und #. Fiir einen stationiren Anfangszustand besitzt K (#)
die Zeitabhingigkeit von (E(t)) nach G1.(3.31) mit den speziellen Anfangsbe-

dingungen [53]
pD(0) = V41 ppgs. (3.34)

Dabei ist p,, die stationire Photonenstatistik nach GI.(3.25). Das Intensitits-
spektrum wird dann definiert als [36, 53, 55]

S(w) = Re / KO (t)e= s, (3.35)

0

3.2.2 Phasendiffusion semiklassisch

Phasendiffusion und spektrale Eigenschaften des Ein-Atom-Maser-Feldes wa-
ren bereits Thema unterschiedlicher theoretischer Untersuchungen. Sowohl
geniherte analytische [54, 55, 56] als auch numerische [55, 53, 57] Metho-
den wurden dazu entwickelt; die Ergebnisse sind hiufig sehr verschieden von
denen des makroskopischen Masers [55, 57]. Doch worin liegt der physikali-
sche Ursprung dieses unterschiedlichen Verhaltens? Kann man die Ursache
der Phasendiffusion in einem anschaulichen Modell begreifen?

Alle bisherigen Berechnungen basieren auf der Quanten-Mastergleichung
des Ein-Atom-Masers (3.22) bzw. (3.21). Der michtige mathematische Appa-
rat verschleiert dabei ein intuitives Bild, das in der folgenden semiklassischen
Betrachtung zu Tage tritt.

Wir unterscheiden zunichst zwei Beitrdge zur Phasendiffusion: Der erste
wird einfach durch die unvermeidliche Kopplung an die thermische Umgebung
verursacht (Dissipations-Fluktuations-Theorem). Dabei handelt es sich selbst-
verstdndlich nicht um eine einmalige Ein-Atom-Maser-Eigenschaft, von der wir
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uns neue Einsichten erhoffen diirfen. Wir vernachldssigen ihn deshalb zunéchst
vollstindig und konzentrieren uns ganz auf den zweiten Beitrag, der demnach
das typische Verhalten beinhalten mufi: die Wechselwirkung von Resonatorfeld
und Atomen und zwar in folgender Ndherung:

i) N&herungslésung fiir das Jaynes-Cummings-Modell:  Wir gehen von folgender
Situation aus: Das Feld befinde sich in einem koh&renten Anfangszustand

) = ezl i j_; n), (3.36)

wihrend ein erstes Atom den Resonator im oberen Zustand |a) erreiche. Wei-
ter sei die Rate der Atome gerade so gew&hlt, dafl die mittlere Photonenzahl
n = |a|? zeitlich konstant bleibt. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns
auf exakte Resonanz. Dann ist der Hamilton-Operator Gl.(2.15) im mit der
Lichtfrequenz rotierenden Wechselwirkungsbild alleine durch den Wechselwir-
kungsterm gegeben. Die unitdre Dynamik gehorcht somit dem Operator

Usc(T) = exp {—igT(UfLT + UT&)} ) (3.37)
der wie folgt dargestellt werden kann [58]:

Uso(r) = cos(grv/a + 1) |a)(a| + cos(grv/a) [b)(b]
Zsm(gT\/n + ) o) (b| — qm(grf)
n+ 1 VR

16yl (3.38)

Dabei ist 7 = afa der Photonenzahl-Operator und § die gemifi dem Puls-
flichentheorem Gl. (2.28) gemittelte Kopplungskonstante. Der verschriankte
Zustand |9 (7)) des Systems aus Atom und Feld nach der Wechselwirkungszeit
7 1aBt sich daher schreiben als

lv(r)) = UJO () 04>®|a>]
_ ! t
— 5 —a +
~ 1 —z\/ﬁgr o
+<|a>+aﬁﬁ|b>>e - }| ). (3.39)

Das ist die analytische Lésung der Jaynes-Cummings-Wechselwirkung fiir das
gewidhlte Anfangsproblem in Operatorform. Man kann jetzt den kohirenten
Zustand nach GI.(3.36) in Fock-Darstellung einsetzen, wodurch die Wirkung
der Operatoren unmittelbar ausgefiihrt werden kann. Die L&sung ist dann

| >> pIVATIGT

,_n

durch eine unendliche Summe gegeben und der Zusammenhang zu den Ergeb-
nissen in Abschnitt 2.3 liegt auf der Hand.

Wir nutzen aber die Vorteile der iibersichtlichen Operatorschreibweise und
suchen eine einfache Niherungslosung. Dazu beschrinken wir uns auf nicht
zu kleine mittlere Photonenzahlen 7 > 1, wodurch die Photonenstatistik
(Poisson-Verteilung) ein einziges, relativ scharfes Maximum aufweist. Dann
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entwickeln wir die Wurzel im Exponenten der e-Funktion in eine Taylor-Reihe
um 7 bis zum linearen Term
iz Vi

1= 1 RNt —. 3.40
Vi+1=+vn+ -I—Q—__l_ N (3.40)
Die Naherung ist addquat, solange die Wechselwirkungszeit klein ist im Ver-
gleich zur Wiederkehrzeit der Rabi-Oszillationen (Revival-Zeit), d. h. solange
g < 2m/n. Wir werden feststellen, daf sie fiir ein qualitatives Verstindnis
sogar dariiber hinaus noch anwendbar ist.

Nun besteht die Wirkung der Exponentialfunktionen in GI.(3.39) auf den
kohdrenten Zustand nur noch in einer Verschiebung der Schwingungsphase.

Das ist unmittelbar ersichtlich, wenn man |&) in Fock-Darstellung GI.(3.36)
schreibt

VI a) 8T TAT ) = 20 TR, (3a)

Diese Verschiebung der Phase, in der das Feld schwingt, ist entscheidend fiir
das Verstindnis der Phasendiffusion.
Weiter betrachten wir den normierten Erzeugungsoperator af

ﬁl = in Gl.
(3.39). Er taucht in Verbindung mit dem atomaren Grundzustand |b) auf und
ist physikalisch leicht zu interpretieren: Wird das Atom nach der Wechselwir-
kung im unteren Niveau gemessen, so ist ein Photon im Resonator verblieben
und die gesamte Photonenstatistik wird um eins erh6ht: &T\/ﬁlﬁ |n) = |n+1).

Folgende Uberlegung fiihrt uns hier zur gesuchten Niherung: Nachdem
wir oben bereits die Anbindung an die Umgebung und damit die Verluste
durch Dampfung nicht beriicksichtigt haben, vernachldssigen wir nun auch
den Energiegewinn des Pumpeffektes. Beide heben sich ndmlich gegenseitig
auf, abgesehen von geringfiigigen Intensititsfluktuationen, die jedoch fiir das
Spektrum des Masers im Vergleich zur Phasendiffusion unwesentlich sind. Wir
setzen also einen konstanten Betrag |«| der Feldamplitude voraus. Die bista-
bilen Betriebszustiande bilden hier eine Ausnahme, fiir die diese Niherung
nicht anwendbar ist; wir kommen am Knde des Abschnittes darauf zuriick.
Mit der komplexen Amplitude a := /7 e'® und unter Verwendung von Gl.
(3.36) schreiben wir

a1 la e TATY = ¢ HOrad) bl Z Z 0‘62 T
vn+1 n
_7j(¢_|_ Zij’ .7
Roe 2V/AT |ae 2VATT ), (3.42)

Dabei wurde /2 mit 1 gendhert, was fiir die wichtigen Beitrige der Summe

in der Umgebung von n nur eine kleine Abweichung bedeutet. Photonenzah-
len oberhalb von 1 werden dabei aber etwas unterestimiert, darunter liegende
hingegen leicht dberbewertet. Man kann die Ndherung unabhingig vom Ma-
serbetrieb, bei dem sich Gewinne und Verluste die Waage halten, auch als
wotarkfeld-Approximation® interpretieren, bei der es nicht auf ein Photon mehr
oder weniger ankommt. Wichtig ist die zeitabhdngige Phase, die nun vor dem
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kohdrenten Zustand steht. Mathematisch gesprochen wurde die Wirkung des
Operators wie eine Eigenwert-Gleichung gendhert.

Damit haben wir alle nétigen Zutaten. Wir miissen nur noch GI.(3.41) und
(3.42) in (3.39) einsetzen und erhalten die folgende Ndherungslosung fiir die
Jaynes-Cummings Dynamik:

|(r)) ~ % {<|a>—6_i(¢+2\/g+ﬁ)|b>> €+%ﬁgf|ae+%%ﬁ>

+ (|a> + o) |b>) fgla—v—>} (3.43)

Diese Formel ist verglichen mit der exakten Lésung GI.(3.39) relativ einfach,
beinhaltet jedoch die meisten relevanten Aussagen des Modells. Sie ist in Uber-
einstimmung mit einem Resultat, das auf anderem Wege und mit anderer
Motivation (ndmlich der Interpretation des Feldes als quantenmechanischen
MeBapparat) in Lit. [59] abgeleitet wurde. Wir machen einen kleinen Exkurs
iiber das Ziel der semiklassischen Beschreibung der Phasendiffusion hinaus,
und besprechen ein paar typische Eigenschaften, die durch GI.(3.43) enthiillt
werden:

Auffilligstes Merkmal ist die Superposition zweier kohdrenten Zustidnde,
die sich wihrend der Wechselwirkung im Phasenraum auf einem Kreis um den
Ursprung in entgegengesetzter Richtung zueinander bewegen [siehe Abb. 3.3
(a) und (b)]. Ursache dieser symmetrischen Aufspaltung des Feldes in zwei
Komponenten mit verschiedener Phase ist die Energiedifferenz der dressed
states, die gleich der Rabi-Frequenz R, nach GI.(2.19) ist. Jeder der beiden
Feldanteile ist korreliert mit einer atomaren Superposition. Fiir kleine Zeiten
verglichen mit der Revival-Zeit d. h. g7 < 2my/% kann man die atomaren
Zustdnde mit den orthonormalen semiklassischen dressed states

I4) = % (1a) £ = |8)) (3.44)

nahern und erhilt
|'¢(T)>z%{e+%ﬁ§77 =) @ |a e IVART) 4~ 5VAT | 1) @ |0ze_i—2x/§ﬁTT>} (3.45)

Dieser Zustand kann im Sinne des Schrédinger’schen Katzen-Paradoxons [20]
interpretiert werden: die Verschrinkung zweier mikroskopischer Zusténde |+),
von denen jeder mit makroskopisch unterscheidbaren Zustinden korreliert ist.
Das wire fiir grofies || die Feldphase.

Wir bleiben aber beim Ein-Atom-Maser; dort sondieren die Atome die
Strahlung, und nicht umgekehrt. G1.(3.45) demonstriert unmittelbar die Riick-
wirkung der Messung am Atom auf das Feld: Projiziert man das Atom nach der
Wechselwirkung in die Basis |£) (was im Prinzip durch einen /2-Puls eines
klassischen Mikrowellen-Feldes mit Phase ¢ nach der Wechselwirkung und an-
schlieBende zustandsselektive Feldionisation méglich ist [13, 60]), so wird das
Feld in eine der beiden Phasen projiziert. Allerdings mufi man nach jedem de-
tektierten Atom und je nach Ausgang der Messung die Phase der Mikrowelle
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nachstellen, da diese ja in der Basis |+) auftaucht und eine Symmetrieachse
festlegt, beziiglich der die Projektion des Feldzustandes erfolgt. Dadurch wird
das Feld immer wieder in einen kohdrenten Zustand mit fluktuierender Pha-
se gezwungen (,random phase walk“). Die Beobachtung der Phasendynamik
schliefit jedoch die gleichzeitige Beobachtung der Photonenzahl aus. Die in-
tensitdtssensitive Beobachtung ist die Projektion des Atoms in die Basis |a),
|b), bei der wiederum die Information iiber die Feldphase verloren geht (siehe
dazu auch Lit. [60]). Beide sind zueinander komplementir.

Eine weitere bemerkenswerte Erscheinung tritt bei der halben Revival-Zeit
gt = m/n auf: Dann befinden sich Atom und Feld nach Gl.(3.43) namlich nicht
mehr in einem verschrinkten, sondern in einem einfachen Produktzustand.
Messungen an einem Teilsystem haben folglich keine Riickwirkung mehr auf
das andere. Die Aufhebung der Verschrinkung ist allerdings in der exakten
Dynamik GI.(3.39) nicht vollstindig, sondern nur anndhernd realisiert [59].

Das Phinomen von Kollaps und Wiederaufleben der Besetzungsoszillatio-
nen beider Energieniveaus des Atoms bekommt mit Gl.(3.43) eine besonders
anschauliche Interpretation. Die Wahrscheinlichkeit py(7), das Atom im unte-
ren Maserniveau anzutreffen, ist dann ndmlich gegeben durch

por) = (GO = 5 = 5 Re {0 (07 T o ) | (3.46)

Die Enveloppe der Rabi-Oszillationen ist demnach durch den Uberlapp® der
beiden Feldanteile bestimmt. Das Auseinanderlaufen beider Phasen fiihrt zum
Kollaps, ihre Kollisionen, die jeweils nach halben Umliufen im Phasenraum
erfolgen, zu den Revivals. Numerisch wurde dieser Zusammenhang bereits in
Lit. [61] beobachtet.

Nach Auswertung des Skalarproduktes erhilt man aus GI.(3.46) eine die
Revivals enthaltende analytische Form:

po(T) = % - % exp {—27‘7, sin? <%>} cos {7‘7 sin <%> + \/ﬁgr} . (3.47)

Die e-Funktion beschreibt eine in der Revival-Zeit periodische Enveloppe, der
Cosinus die Rabi-Oszillationen. Die lineare Naherung der beiden Sinus-Funk-
tionen fiir kleine Zeiten verglichen mit der Revival-Zeit in GI. (3.47) fiihrt
zuriick zur bekannten ,,Kollaps-Formel“

1. o o
po(T) = % - %e“ﬁg T cos (2\/5577-) . (3.48)
Die Grenzen der Giiltigkeit von GI.(3.43) bestehen darin, da durch die
lineare Ndherung der Wurzelfunktion in GI.(3.41) aus einem in der Revival-
Zeit quasiperiodischen Verhalten ein periodisches gemacht wird. Die Form
der im Phasenraum auseinanderlaufenden Hiigel wird dabei als zeitlich kon-
stant gendhert. In der exakten Lésung zerlaufen die Hiigel aber im Laufe der

Smit ,, Uberlapp® ist anschaulich das I"Jberlappen der beiden Hiigel im Phasenraum ge-
meint. Mathematisch gesprochen handelt es sich um das Skalarprodukt, das wegen der Uber-
vollstdndigkeit kohdrenter Zustinde einen Beitrag liefert.
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Zeit; sie werden in der Winkelverteilung breiter und in der Intensitdtsvertei-
lung gequetscht (siehe Abb. 3.3 (a) und (b) und Ref [61]). Dadurch werden
die Revivals zunehmend breiter und niedriger, bis sie sich iiberlagern und zu
sogenannten ,fractional Revivals® [62] fiihren. Beriicksichtigt man den qua-
dratischen Term in GIl.(3.41), so wird dieser Effekt bereits in erster Ordnung
erfafit.

i) Ubergang zum klassischen Phasenraum: Nach diesem Exkurs kehren wir
zuriick zum Problem der Phasendiffusion. Wir gehen davon aus, dafi wir vom
Zustand der Atome nach Verlassen des Resonators keine Notiz nehmen, spu-
ren also iiber die atomaren Freiheitsgrade. Dann verbleibt das Feld nach der
ersten Wechselwirkung in einer (je nach Wechselwirkungszeit mehr oder we-
niger kohdrenten) Uberlagerung zweier ausgezeichneter Phasen, die beziiglich
des Anfangszustandes |&) nun um den Winkel

qTr
+Ap = L 3.49
AW st (3.49)

versetzt und auf einem zum Ursprung konzentrischen Kreis mit Radius /7 lo-
kalisiert sind [siche Abb. 3.3 (b)]. Im resonanten Fall, den wir hier betrachten,
sind beide Feld-Phasen gleich stark ausgeprigt. Die anschlieBende Wechsel-
wirkung mit einem zweiten Atom teilt jeden der beiden Anteile noch einmal
in zwei Hiigel auf, wobei sich zwei davon wieder beim Ausgangspunkt tref-
fen [siehe Abb. 3.3 (c)]. Die Phase teilt sich also in eine zunehmende Anzahl
von Komponenten. Dieser fortschreitende Prozef [Abb. 3.3 (d)-(f)] ist im Ein-
Atom-Maser (zumindest bei hoher Resonatorgiite und niedriger Temperatur)
die mafigebliche Ursache fiir die Phasendiffusion.

Um eine analytische Ndherung fiir die Zeitabhdngigkeit der mittleren elek-
trischen Feldstirke abzuleiten, dstimieren wir jeden Hiigel nicht mit allen De-
tails seiner Gestalt, sondern einfach durch einen komplexen Feldstirke-Vektor
E;=e'2% (1 =0,41,42- ), der in dessen Mittelpunkt endet. Das entspricht
dem Ubergang von einem quantenmechanischen zum klassischen Phasenraum.
Jede Komponente Ej hat ihr Gewicht, das wir jetzt als Wahrscheinlichkeit in-
terpretieren konnen. In Abb. 3.3 (a) ist Ky natiirlich mit 1 zu gewichten, in
(b) betriigt die Gewichtung beider Anteile 1, in (c) werden Ei, mit jeweils §
und Fy mit % beriicksichtigt.

Damit kommt man schlieflich auf folgenden Zusammenhang: Nach j auf-
einanderfolgenden Atomen ist das Gewicht G; der Komponente £ gegeben
durch die Formel

o <l.{_J> 277 falls [ 4 j geradzahlig und /| < j
— 2
Y 0 sonst.

(3.50)

Um aus den Gewichten nach einer gewissen Anzahl von Atomen auf die Ge-
wichte nach einer bestimmten Zeit zu schlieBen, miissen wir die Ankunftszeit-
Verteilung der Atome beriicksichtigen. Diese sind unkorreliert, also Poisson-
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Abbildung 3.3: Konturlinien der ()-Funktion des Resonatorfeldes nach Spurbildung
tiber das atomare Teilsystem. (a) Die Feldmode ist urspriinglich in einem kohdren-
ten Zustand |a =T). (b)-(f) Fiinf aufeinanderfolgende Atome fihren zur Aufspal-
tung der Phase in viele Komponenten, die bei ganzzahligen Vielfachen der Winkel
Ap = 5 gﬁr+] = 30° auf einem zum Ursprung konzentrischen Kreis im Phasenraum
angeordnet sind. Resonatorverluste sind nicht beriicksichtigt. Die Aufspaltung ist der
grundlegende Mechanismus der Phasendiffusion im FEin-Atom-Maser. Zur Verdeutli-
chung wurde der Aufspaltwinkel gréfier gewdhlt, als typischerweise im Experiment der

Fall.
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verteilt. Daher ist die Wahrscheinlichkeit p;(¢), daBl j Atome in einem Zeitfen-
ster t ankommen, gegeben durch

e (t)?
pi(t) =€ i (3.51)
Hier bezeichnet r wieder die atomare Rate (Atome pro Zeit) und rt demnach
den Mittelwert der Verteilung.
Das Gewicht G(t) fiir die Feldkomponente F; nach der Zeit ¢ ist folglich

Zp; YWij. (3.52)

Schliellich miissen wir noch das gewichtete Mittel iiber alle Feld-Bestandteile

FE; bilden

)_ZEZGZ = -”Z Z “Aw%. (3.53)

l=—00 iI=—y (T) 2
l+] gerade

Mit Hilfe der Substitutionen [ = L(I43), a = (rt/2)e'? und b= (rt/2)e™"4%
koénnen wir die Summation ausfiihren:

J z” -
B0y = LY =S S = e e

7=0]=0

Hier wurde die Cauchy’sche Produkt-Formel angewendet. Durch Riicksubsti-
tution von @ und b kommen wir auf folgendes einfaches Ergebnis:

(E(t) = e~2Pat mit D, = 4rsin® (4\/%) . (3.55)
Der Index a steht fiir den atomaren Anteil. Zusammen mit dem meist um
GroBenordnungen kleineren thermischen Anteil Dy, = v(2n4, + 1)/(4n) [mit
der mittleren thermischen Photonenzahl 7;;, und der Resonator-Dampfungs-
konstanten 7], den wir nach Voraussetzung nicht beriicksichtigt haben, ist
die Gleichung in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus Lit. [54, 55].
Unterschied dazu sind wir aber nicht von der Mastergleichung des Ein- Atom—
Masers ausgegangen, sondern direkt von der elementaren Atom-Feld-Wechsel-
wirkung.
D = D, + Dy, wird als Phasendiffusionskonstante bezeichnet. Das Spek-
trum ist dann gemiB Gl.(3.32) gegeben durch S(w) ~ (w? + (D/2)?)~'. Das

ist eine einfache Lorentz-Linie mit D als voller Breite auf halber Hohe.

iii) Interpretation der Phasendiffusion: Mafigebliche physikalische Ursache der
Phasendiffusion beim Ein-Atom-Maser ist die Aufspaltung, die die Phase durch
jedes Atom erfihrt. Der halbe Aufspaltungswinkel GI.(3.49) steht im Argu-
ment des Sinus in G1.(3.55). Man kann eine ,,Geschwindigkeit im Phasenraum*
definieren, mit der sich die einzelnen Komponenten des Feldes wihrend der
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Abbildung 3.4: Durchgezogene Linie: Phasendiffusionskonstante D = D, + Dyy in
Finheiten der Dimpfungskonstanten 4 als Funktion des Pumpparameters © nach Gl.
(3.55). Die komplizierte Struktur kommt durch die Abhdngigkeit von der mittleren
Photonenzahl (gestrichelte Linie) zustande. D/y nimmt dort thren Mazimalwert von
4Ney (plus den vernachldssigbar kleinen thermischen Beitrag) an, wo die Bedingung
fiir das erste ,Revival® erfillt ist. Wegen des oszillatorischen Verlaufes der mittle-
ren Photonenzahl wird diese Bedingung mehrfach fir unterschiedliche Werte von ©
erfillt. Ein Minimum erreicht die Phasendiffusion beim zweiten ,,Revival“. Auch diese
Bedingung wird mehrfach erfillt. In der semiklassischen Ndherung trdgt dort nur der
thermische Anteil bei. Ursache fiir die Phasendiffusion ist die in Abb. 3.3 dargestellte
Aufspaltung der Feldphase. Im Einschub ist eine vergréflerte Darstellung fiir niedrige
Temperatur gegeben. Bei den Fangzustinden (,trapping states”) des Feldes zeigt die
Phasendiffusionskonstante scharfe Maxima.

Wechselwirkung bewegen: v = (A¢y/n + 1)/7 = §/2. Sie hiingt nur von der
Kopplungsstirke ab. Entsprechend ist die ,, Winkelgeschwindigkeit im Pha-
senraum® A¢/T = g/(2v/n + 1), und damit die Aufspaltung pro Atom um so
grofler, je kleiner die mittlere Photonenzahl ist. Das ist die Ursache fiir die
ni-Abhéngigkeit in Gl.(3.55), die z. B. bei den Fangzustinden des Feldes [28]
besonders dramatische Auswirkungen hat (siehe Einschub in Abb. 3.4).

Fiir A¢ = 7 erreicht die Phasendiffusion ein Maximum. Das ist die Bedin-
gung fiir das erste Revival, bei dem sich die beiden Hiigel auf der gegeniiber-
liegenden Seite im Phasenraum wieder vereinigen. Mit jedem Atom erfdhrt die
Feldphase also einen Sprung um 7. Nachdem aber die Atome keine regelmifi-
gen, sondern Poisson-verteilte Ankunftszeiten besitzen, weist das Scharmit-
tel des Feldes keine Spriinge auf, sondern den schnellstméglichen Zerfall von
(E(t)), und D, nimmt ithr Maximum ein (Abb. 3.4).

Beim zweiten Revival fiir A¢ = 27 treffen sich beide Feldanteile nach
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einer vollstdndigen Drehung um den Ursprung im Phasenraum wieder am
Ausgangspunkt; die Phase bleibt durch die Atome also (auch im Ensemble-
Mittel) effektiv unverindert und D, nimmt entsprechend ein Minimum an
(Abb. 3.4). Dieser Effekt ist im Vergleich zum ,normalen“ Maser vollstdndig
neu. Kr entsteht durch die exakte Kontrolle iiber die Wechselwirkungszeit, die
nur beim Ein-Atom-Maser gegeben ist.

Allerdings geht das quantenmechanisch exakte Ergebnis [53] nicht wie die
Nédherung auf D, = 0 zuriick. Das liegt, abgesehen von dem kleinen Beitrag
durch Dyp, vor allem daran, dal die beiden Feldkomponenten nach einem
Umlauf um den Ursprung in ihrer Winkelverteilung bereits deutlich verbreitert
sind.

SchlieBlich entspricht der Ubergang von den Feldstirke-Verteilungen zu
den klassischen Feldern F; einer Niherung mit scharfer Intensitdt. Daraus
resultiert der einfache exponentielle Zerfall von (F(t)) mit nur einer Zeitkon-
stanten. In der quantenmechanisch exakten Rechnung zeigt sich, daff in den Be-
reichen mit einem einzigen Maximum in der Photonenstatistik der wesentliche
Beitrag zur Phasendiffusion tatsidchlich nur von einer Konstanten herriihrt.
In Bereichen mehrerer Maxima spielen jedoch mehrere Zeitkonstanten eine
Rolle. In unserem semiklassischen Modell ist das zumindest qualitativ leicht
verstindlich: Es liefle sich dann fiir jedes Maximum der Photonenstatistik ein
lokaler Mittelwert und eine zugehorige Phasendiffusionskonstante definieren.
Die elektrische Feldstdrke zerfiele dann als Summe von e-Funktionen, genau
wie in der exakten Rechnung [53].



Kapitel 4

Der Ein-Atom-Maser mit externer
Einkopplung

4.1 Die phasensensitive Beobachtungsebene

Die Rolle der Atome beim Ein-Atom-Maser-Aufbau ist eine zweifache: sie er-
zeugen das Strahlungsfeld, das sie selbst auch detektieren. Der ,normale“ Auf-
bau, bei dem die Atome unmittelbar nach der Wechselwirkung durch zustands-
selektive Feldionisation gemessen werden, ist jedoch nicht phasensensitiv: Wie
man an GL.(3.3) erkennt, ist die Besetzungswahrscheinlichkeit der beiden Ener-
gieniveaus alleine von der Photonenstatistik abhingig; es handelt sich daher
um eine intensitdtssensitive Messung. Mit jedem detektierten Atom wird die
Frage beantwortet, ob ein weiteres Photon im Resonator deponiert wurde,
oder nicht. Information iiber die Phase, in der das Resonatorfeld schwingt,
kann schon deshalb nicht verfiigbar sein, weil kein Referenzfeld existiert, mit
dessen Schwingungsphase ein Vergleich vorgenommen werden kénnte.

Zentrales Thema dieser Arbeit ist die phasensensitive Beobachtung des
Maserfeldes. Um dieses Ziel zu erreichen, gibt es im wesentlichen zwei M&glich-
keiten:

Die erste Moglichkeit ist die bereits anhand von Gl.(3.45) erlduterte Er-
weiterung des Aufbaus durch klassische Mikrowellenfelder. Die Pumpatome
kénnen damit in eine kohirente Uberlagerung beider Energiezustinde pripa-
riert werden, wodurch die Schwingungsphase des Resonatorfeldes an diejenige
der Mikrowelle gekoppelt wird. Ein 7/2-Puls hinter dem Resonator ermdglicht
den phasensensitiven Nachweis [44, 54, 63]. Der Aufbau entspricht der Ramsey-
Methode, wobei allerdings zwischen beiden klassischen Feldern zusidtzlich der
Resonator des Ein-Atom-Masers angebracht ist. Auch beim inkohdrent ge-
pumpten Maser beobachtet man die durch den phasensensitiven Nachweis in-
duzierten Fluktuationen der Phase, die dann jedoch im Langzeitmittel gleich-
verteilt ist [13, 60, 64].

Diese Methode erscheint vom theoretischen Standpunkt aus reizvoll | ist
jedoch in experimenteller Hinsicht problematisch. Die Phaseninformation der
Felder wird ndmlich durch die Schwingung des atomaren Dipols rdumlich
transportiert. Rydberg-Atome sind aber hochempfindlich gegen geringe Stor-

44
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einfliisse. Insbesondere fithrt die hohe Polarisierbarkeit (siche Abschnitt 6.3.2)
zu einer extremen Stark-Verschiebung der beiden Energieniveaus bereits durch
geringe elektrostatische Felder. Nachdem die Polarisierbarkeit beider Niveaus
verschieden grof} ist, 4ndert sich dann auch ihre Energiedifferenz. Im Expe-
riment beobachtet man eine unsymmetrische Verbreiterung der Maserlinie
mit charakteristischem Zackenmuster, die auf elektrische Streufelder an den
Resonator-Koppelléchern zuriickzufiihren ist [49, 51, 65, 40]. Vermutlich ent-
stehen die Streufelder beim Zusammentreffen von makroskopischen einkristal-
linen Dominen verschiedener Kristallorientierung mit unterschiedlicher Aus-
trittsarbeit der Elektronen. Die Dom&nen bilden sich wihrend des (fiir Resona-
toren hoher Giite notwendigen) Temperierens bei etwa 1750°C . Das Aufdamp-
fen von Atomen an den Resonatorsffnungen kénnte ein weiterer Effekt sein. Im
Inneren der Resonatoren hingegen, wo die Wechselwirkung stattfindet, spielen
die Streufelder kaum eine Rolle, da sie mit dem typischen Dominendurchmes-
ser exponentiell abfallen. Nachdem die Streufelder rdumlich stark inhomogen
sind, verstimmt sich aber die Frequenz des schwingenden atomaren Dipols
abhdngig vom Weg der einzelnen Atome innerhalb des Atomstrahldurchmes-
sers. Die Folge davon ist der Verlust der Kohdrenz der atomaren Superposition,
und damit auch der Verlust der Information iiber die Phase der Schwingung
der Felder. Abschitzungen zeigen, dafi der Phasenunterschied verschiedener
Atome um ca. einen Faktor 1000 zu hoch ist [49, 65, 40]. Die Methode scheint
daher héchstens mit zirkularen Zustinden [13] oder mit einem anderen Reso-
natordesign realistisch zu sein.

Die zweite Méglichkeit ist von der Kohirenz der Uberlagerung der atoma-
ren Zustinde ginzlich unabhingig, da sie alleine die Information der Populati-
onsdifferenz beider Energieniveaus (Inversion) nutzt. Sie wurde in Zusammen-
arbeit mit Gunter Antesberger [66] entwickelt. Die grundlegende Idee besteht
darin, das Resonatorfeld mit einer klassischen Mikrowellenstrahlung zu iiber-
lagern, die zusdtzlich in den Resonator eingekoppelt wird. Die anschlieBende
Sondierung mit einem Atom liefert Phaseninformation, die in der Inversion
des Atoms enthalten ist, und zwar auch dann noch, wenn die Kohirenz der
Uberlagerung zerstort ist. Phasensensitive Messungen basieren aber aufgrund
der Natur des Problems zwangsldufig auf dem Vorhandensein irgendeiner Art
von Kohirenz; in diesem Fall ist es die Kohirenz der beiden zu iiberlagern-
den Felder. Auch diese kann, wie wir noch genau untersuchen werden, durch
verschiedene Storeinfliisse verloren gehen. Wir werden aber in dieser Arbeit
sehen, daf sie sich durch geeignete Mafinahmen tatsichlich aufrechterhalten

1aBt.

4.2 Der quantenmechanische Strahlteiler

Wie kann eine Resonatormode, die an eine externe Strahlungsquelle gekoppelt
ist, quantenmechanisch beschrieben werden? Wir beginnen mit dem einfach-
sten Fall: ohne Atome, ohne Felddampfung und in Resonanz.

Das Koppelloch stellt einen Hohlleiter dar, dessen Grenzfrequenz fiir die
Ausbreitung von Mikrowellenstrahlung weit oberhalb der Resonanzfrequenz
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Abbildung 4.1: Die FEinkopplung in einen Resonator kann in Analogie zu einem
quantenmechanischen Strahlteiler betrachtet werden.

der verwendeten Mode liegt. Eine eingestrahlte Mikrowelle fillt dann expo-
nentiell ab. Der am Ende des Koppellochs noch vorhandene Teil wird trans-
mittiert, der bei weitem grofiere Rest hingegen zuriickreflektiert. Dadurch wird
sichergestellt, dafl die Giite des Resonators durch die Koppelgiite nicht maf-
geblich beeintrichtigt ist. Die Mischung des Resonatorfeldes mit der externen
Strahlung kann man sich durch einen Strahlteiler mit Reflexionskoeffizient
r und Transmissionskoeffizient ¢ modelliert vorstellen (siehe Abb. 4.1). Aus
der Energieerhaltung folgt fiir den verlustfreien Strahlteiler die Bedingung
[7]2 + |t]? = 1. AuBerdem soll gelten |r| > [t|.

Die klassische Strahlteiler-Transformation iibertrégt sich in die Quanten-
mechanik unmittelbar fiir die Amplituden koh&renter Zustinde (siehe z. B. Lit.
[67]). Dabei kénnen die zwei Einginge und die zwei Ausginge als insgesamt
vier unabhdngige Moden behandelt werden. Wir schreiben die Modenbezeich-
nung nach Abb. 4.1 als Index an die Zustandsvektoren. Aufierdem rechnen wir
im Wechselwirkungsbild, in dem die Feldfrequenz wegtransformiert ist. Ein-
fallende kohdrente Zustinde |3), und |y), werden dann folgendermafen in
auslaufende kohdrente Zustinde iiberfiihrt

801 @ [v)y = |rB417)1 @ |16 = r7)y (4.1)

Das Minuszeichen beriicksichtigt den Phasensprung um .

Die Mode 1, die dem anfidnglichen Resonatorfeld entspricht, befinde sich in
einem beliebigen Zustand p, den wir mit Hilfe der Glauber-Sudarshan‘schen
P-Funktion schreiben als

p= [ 825081 (12)

Diese Darstellung ist immer méglich, wenn P(3) als Distribution betrachtet
wird. Man kann sie daher fiir Rechnungen ohne Beschrankung der Allgemein-
heit verwenden. Als graphisch darstellbare Funktion existiert P(3) allerdings
nur fiir diejenigen kille, die man sinnvollerweise als , klassische Zustdnde“
bezeichnet, ndmlich inkohirente Gemische kohdrenter Zustinde (siehe dazu
Anhang B).

Der kohidrente Zustand |y), der Mode 2 korrespondiert mit der klassi-
schen Strahlungsquelle. Dann erhdlt man mit Hilfe von GI. (4.1) folgenden
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verschriankten Zustand der beiden auslaufenden Moden
prigr = /dQﬂ P(B) |rB+tyhr idrB + 1y @ |18 = ry)g otB —ry[.  (4.3)

Wir interessieren uns nicht fiir die Mode 2’, sondern nur fiir die dem Resona-
torfeld nach der Einstrahlung entsprechende 1’, die wir durch Spurbildung in
kohdrenten Zustanden |§),, erhalten:

1
pr = ;/dQ(S 28| p119r|6) . (4.4)

Das fiihrt auf ein Integral iiber die )-Funktion eines kohidrenten Zustandes,
das auf 1 normiert ist (Anhang B). Mit Hilfe der Substitution u = r§ und
unter Verwendung des Verschiebungsoperators (sieche Anhang A)

D(a,a*) = e*'=2"4 (4.5)

und dessen Wirkung auf kohdrente Zustinde nach Gl.(A.8) ergibt das

p1r = D(ty) {/d2u le?f

Wir betrachten nun den Grenzfall  — 1 und v — oo, und zwar in der Weise,
dafl £y := a konstant bleibt. In diesem Limes erhalten wir einfach

e tal} DY), (19

prr = D(@)pD!(a). (4.7)

Das ist der um die komplexe Amplitude « im Phasenraum verschobene An-
fangszustand.

Wir wollen dieses Resultat mit folgendem semiklassischen Ansatz verglei-
chen: Der Hamilton-Operator, der die Kopplung des Resonatorfeldes an einen
klassischen Oszillator mit skalierter komplexer Amplitude f (fiir Resonanz und
im Wechselwirkungsbild) beschreibt, ist gegeben durch (siehe z. B. Lit. [68])

H, = h(fa' + fa). (4.8)
Demnach ist der Zeitentwicklungs-Operator
U(t) = emitet = =i+ 0t = Do = —if1) (4.9)
bei ldentifikation von
a=—ift (4.10)

identisch mit dem Verschiebungsoperator Gl.(4.5) und die Dynamik UpUT in
Ubereinstimmung mit G1.(4.7).

Wir kennen nun den Limes, in dem die semiklassische Beschreibung giiltig
ist. Die Bedingungen dafiir sind in den hier beschriebenen Experimenten im-
mer gegeben. Auflerdem ist nach GI.(4.10) die Verschiebungsstrecke o im Pha-
senraum proportional zu Zeitdauer und Amplitude der Einstrahlung.
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4.3 Phaseninformation durch MeBpulse

Die Superposition eines Resonatorfeldes mit einem klassischen Mikrowellen-
puls resultiert nach GI.(4.7) in einer Verschiebung des Resonatorzustandes
im Phasenraum. Die Richtung, in der die Verschiebung erfolgt, ist durch die
relative Phase beider Felder zueinander bestimmt. Daraus ergeben sich neue,
wegen der Phasenabhingigkeit sehr weitreichende Beobachtungsméglichkeiten
des Feldes. Wir wollen diese Zusammenhdnge zunichst anschaulich an einem
Beispiel diskutieren:

Angenommen, man mdchte entscheiden, ob ein Feldzustand eine Phasen-
auszeichnung besitzt, oder ob seine Phase gleichverteilt ist (sieche Abb. 4.2).
Man konnte sich beispielsweise einerseits einen kohdrenten Zustand, und an-
dererseits einen solchen mit identischer Photonenzahlverteilung, aber ohne
Kohirenzen zwischen den einzelnen Fock-Zustinden, und damit auch ohne
bevorzugte Phase vorstellen. Mathematisch geht der zweite aus dem ersten
durch Nullsetzen aller Elemente der Nebendiagonalen der Dichtematrix in
Fock-Darstellung hervor!. Entscheidend ist also Information iiber diese Ne-
bendiagonalelemente.

Die unmittelbare Sondierung mit Atomen liefert, wie bereits diskutiert, kei-
ne Unterscheidungsmdoglichkeit, da die Besetzung beider Energieniveaus (auf
die wir uns aus den in Abschnitt 4.1 genannten Griinden beschrinken) in bei-
den Fillen identisch ist. Die Situation &ndert sich jedoch nach Superposition
eines Mefipulses. In Abb. 4.2 wurde dieser so gewihlt, dafl die Amplitude des
phasenbehafteten Zustandes sich etwa verdoppelt. Die Information iiber die
Nebendiagonalelemente der Zustinde vor der Verschiebung geht nun in die
Photonenstatistiken (d.h. die Hauptdiagonalen) der ,verschobenen® Zustinde
ein. Die unterschiedlichen Photonenstatistiken wiederum machen sich in un-
terschiedlichen Besetzungsinversionen der Atome bemerkbar. Damit stellt die
Inversion der Atome in Kombination mit einem MeBpuls eine phasensensitive
Observable dar.

In Abb. 4.3 sind numerische Beispiele fiir Feldzustdnde vor und nach einem
Mefipuls dargestellt (siehe Bildunterschrift).

Messungen nach der beschriebenen Puls-Methode sollten folgenden Krite-
rien geniigen:

e Lin zu untersuchender Quantenzustand im Resonator muf} reproduzier-
bar erzeugt werden kdnnen. Sollen Phaseneigenschaften dieses Zustandes
untersucht werden, so muf} die Kohirenz zu dem anschliefenden Mefpuls
gegeben sein. Methoden zur kohdrenten Zustandsprdparation werden in
Abschnitt 4.5 besprochen.

e Die Zeitdauer des Mefipulses (wihrend der kein angeregtes Atom den
Resonator durchqueren soll) muf kurz sein im Vergleich zur Energie-
Speicherzeit der Kavitédt, so dafl der Zustand tatsdchlich unter Beibehal-

'Der zweite ist kein reiner, sondern ein gemischter Zustand, d.h. nicht alle im Prinzip
verfiigbare Information ist tatsiachlich vorhanden. Phasengleichverteilte Zustdnde miissen in
der Quantenmechanik aber nicht notwendigerweise Gemische sein, der Fock-Zustand ist ein
reiner Zustand mit vollstindiger Phasensymmetrie.
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Abbildung  4.2:  Pha-
sensensitive  Beobachtung
durch  MefSpulse.  Qben:
Zwer Zustinde mit un-
terschiedlichen  Phasenei-
genschaften  (schematisch
durch die Konturlinien
der  @Q-Funktion darge-
stellt), aber identischer
Photonenstatistik las-
sen sich durch Messung
der  Besetzungsinversion
wechselwirkender — Atome
nicht unterscheiden. Un-
ten:  Die  Superposition
eines klassischen  Feldes

bewirkt eine ,Verschie-
bung tm  Phasenraum?®.
Die Photonenstatisti-

ken der ,verschobenen®
Zustinde  sind  deutlich
unterschiedlich. Sie ent-
halten Information dber
die Phase der Zustdnde
vor der Verschiebung, die
mit Hilfe wvon Atomen
ausgelesen werden kann.

tung seiner Form gem#fB GI.(4.7) im Phasenraum verschoben wird. Das
ist nach G1.(4.10) immer méglich, indem die Feldamplitude f hinreichend
grof} gewihlt wird.

e Das erste Atom, das den Resonator nach dem Puls erreicht, liest In-
formation iiber das Feld aus. Nur wenn die Wartezeit bis zu diesem
Ereignis verglichen mit der Energie-Speicherzeit klein ist, wird die Mes-
sung beriicksichtigt. Anderenfalls wiirde der thermische Zerfall zu einer
Verfdlschung fiihren. Um das Verfahren effizient zu machen, sollte daher

die Rate der Atome hinreichend grof sein.

e Die Wechselwirkungszeit soll ebenfalls klein gegen die Knergie-Speicher-
zeit sein, so daf eine unitdre Atom-Feld-Wechselwirkung angenommen
werden darf. Das ist bei den Ein-Atom-Maser-Experimenten in sehr gu-
ter Naherung der Fall.

Wir leiten jetzt einen analytischen Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit py
ab, das erste wechselwirkende Atom nach dem Mefipuls im unteren Maserni-

veau zu finden. Unter der Voraussetzung, dafi die oben genannten Bedingungen
gegeben sind, kann die Rechnung unter Vernachlissigung der Ddmpfung erfol-
gen. Der Feldzustand vor dem Puls sei reprisentiert durch den Dichteoperator
p, das Atom werde im oberen Maserzustand |a) injiziert. Dann befindet sich
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Abbildung 4.3: Oben: Der stationdre Ein-Atom-Maser-Zustand ist phasensymme-
trisch, der an eine externe Mikrowelle gekoppelte dibernimmt hingegen deren Schwin-
gungsphase (siehe Abschnitt 4.5 beziiglich der Erzeugung phasengekoppelter Zustdnde).
Die Parameter wurden so gewdhlt, daff beide Zustinde dieselbe mittlere Photonenzahl
besitzen. Ihre Photonenstatistiken (Dargestellt in den Abbildungen in der Mitte) sind
daher dhnlich. Jedoch ist die Photonenzahlverteillung mit Finkopplung in diesem Fall
sogar schmdler als ohne. Die zusdtzliche externe FEinstrahlung hat einen dhnlichen
Effekt, wie die Erhéhung von ©, wodurch der Maser in einen sub-Poisson’schen Ar-
beitsbereich gelangt. Es ist bemerkenswert, daff die Mischung mit einem klassischen
Feld zu emer nicht-klassischen Erscheinung fihren kann. Unten: Ein Mikrowellen-
puls bewirkt (wie in Abb. /.2 schematisch dargestellt) eine Verschicbung um a = V12
tm Phasenraum, was zu qualitativ deutlich verschiedenen Photonenstatistiken fiihrt.
Diese enthalten nun Information iiber die Phase des Zustandes vor der Verschiebung.
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das verschrinkte System aus Atom und Feld nach der Wechselwirkungszeit 7
im Zustand

R(a,7) = Use(7) [D(0) p (@) © |a)(a] | Uy (7). (4.11)

Usc ist der Jaynes-Cummings-Zeitentwicklungs-Operator nach G1.(3.37) bzw.
(3.38).

Die Wahrscheinlichkeit p, = (|b)(b|) berechnet sich dann, unter Ausnut-
zung der zyklischen Vertauschbarkeit bei der Spurbildung und des Kommuta-
tors [OA, OR] = 0 fiir beliebige Operatoren der beiden Teilsysteme Atom und
Resonatorfeld alleine, zu

pla,r) = Tr{R(e,7)[b)b]}
= 1 {Usc(r) [D(a) p DY) @ |a)al ] Uhe(r) )] }
=t {D(a) p DI(a)(a| Ul (7) )b Use (7) [a)} - (4.12)

Tr bezeichnet die Spurbildung iiber das Gesamtsystem, wahrend try sich nur
auf die Feld-Freiheitsgrade bezieht. Mit Hilfe von GI1.(3.38) findet man schlief-
lich

po(ov, ) = try {p DY (a) sin?(vVA + 1g7) D(a)}. (4.13)

Die Sondierung mit Atomen erméglicht somit die Bestimmung des im Zustand
p (also vor der Verschiebung durch den Mefipuls) gebildeten Erwartungswertes

p(a,7) = <DT(04) sin2(vfz+1gr)D(a)>

= <sin2 <\/7"1—|— ata +ao* + a2+ 1 gT>> . (4.14)

Im letzten Schritt wurde von der fiir unitire Operatoren UU und Operator-
Funktionen f(O), die als Potenzreihe darstellbar sind, giiltigen Formel

UTF(O)U = f(UTOU) (4.15)

Gebrauch gemacht — und von Gl (A.7). Die Observable p, ohne den MeB-
puls wire lediglich eine Funktion des Photonenzahl-Operators ©: und enthielte
daher keine Information iiber die Feldphase. Erst in Kombination mit dem
MeBpuls kommen Potenzen von a und af vor und die Observable GI.(4.14)
wird phasensensitiv.

Das Wissen iiber einen urspriinglich unbekannten Feldzustand erh&ht sich
durch die Bestimmung eines einzelnen Erwartungswertes nach Gl.(4.14) al-
lerdings nur wenig. Dem zweidimensionalen Hilbertraum des Atoms steht
schlieBlich der hochdimensionale (streng genommen: unendlich-dimensionale)
Hilbertraum des Feldes entgegen. Im Experiment besteht aber die Moglich-
keit, sowohl die Verschiebung a in Betrag und Phase zu variieren, als auch die
Wechselwirkungszeit zu verdndern. Auf diese Weise kénnen verschiedene Feld-
eigenschaften beobachtet und sogar komplette Rekonstruktionen durchgefiihrt
werden. Die mathematischen Zusammenhinge zwischen den Observablen Gl.
(4.14) und dem Feld werden in Kapitel 5 im Detail untersucht.
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4.4 Die vollstandige Problemstellung

Wir betrachten nun die Wechselwirkung eines Atoms mit einer Feldmode, die
zusitzlich an einen klassischen harmonischen Oszillator gekoppelt ist. Aufler-
dem werden die Dampfungsverluste des Resonators bei endlicher Temperatur
beriicksichtigt.

4.4.1 \Verschiedene Darstellungen

Die Problemstellung wird in diesem Abschnitt mathematisch formuliert und
dann durch geeignete Transformationen, die auch in Lit. [69] angewendet wer-
den, auf eine besonders giinstige Form gebracht.

i) Das Schrédinger-Bild  Der unitire Anteil der Dynamik wird im Schrédinger-
Bild durch den Hamilton-Operator

H = Ihwo, + hQala
Atom Feldmode
+ hg®) (aot 4+ alo) + h(a frest + af feiwst) (4.16)
Atom—Feld—WW Feld—Oszillator—WW

bestimmt. Er geht aus dem Jaynes-Cummings-Hamilton-Operator Gl.(2.15)
durch Addition des Wechselwirkungsterms von Feld (im Resonator) und ex-
ternem Oszillator mit Schwingungsfrequenz w; hervor. Das entspricht der phy-
sikalischen Situation, daf} die externe Mikrowelle in die Mode des Resonators
eingekoppelt wird, wie es im experimentellen Aufbau tatsichlich realisiert ist.
Eine andere (bei offenen Resonatoren realisierbare) Situation wire die Be-
strahlung des Atoms, das sich im Resonator befindet, ohne dafl das externe
Feld direkt an die Mode koppelt. Im entsprechenden Wechselwirkungsterm
stiinden dann nicht die Feldamplituden a und af, sondern die Pauli-Matrizen
o und of. Wir sehen aber im folgenden, daf beide Fille durch geeignete Trans-
formationen mathematisch ineinander iiberfiihrt werden kénnen.

o, ist die Pauli’sche Spinmatrix nach Gl.(2.3). Die konstante Nullpunkts-
energie der Feldmode ist fiir die Dynamik irrelevant; sie wurde der Kiirze
wegen weggelassen.

Wir bezeichnen den Dichteoperator des Systems aus Atom und Feld wieder
mit R; er geniigt folgender Mastergleichung

drR _

dt — h
L ist der Liouville-Operator gemif GI.(3.17). Damit ist das Problem formu-
liert.

[H, R] + LR. (4.17)

i) Ein Wechselwirkungsbild  Der Hamilton-Operator Gl.(4.16) ist explizit peri-
odisch zeitabhingig. Periodische Zeitabhidngigkeiten kann man durch unitire
Transformationen eliminieren. Der Ansatz

R=UR"UT, (4.18)
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mit UTU = 1, eingesetzt in Gl.(4.17) und aufgeldst nach %RW ergibt eine
neue Mastergleichung fiir die transformierte Dichtematrix

dRW '
aRz _ [#Y RV + Ute(URYUYU (4.19)
dt h
mit dem transformierten Hamilton-Operator
ho.d
HY = UTHU + 7UT—U (4.20)

dt
Fiir den Spezialfall, dafl U gleich dem Zeitentwicklungs-Operator fiir einen
Teil des Hamilton-Operators (,,ungestdrtes Problem®) ist, entspricht das dem
Wechselwirkungsbild, wie es in der gédngigen Lehrbuchliteratur dargestellt wird.

Wir wihlen

U = etwst(zoa+ila) (4.21)

transformieren also in ein mit der Oszillatorfrequenz rotierendes System. Wir
wollen es der Einfachheit halber auch als das ,, Wechselwirkungsbild“ bezeich-
nen, obgleich es sich streng genommen um eine Verallgemeinerung davon han-
delt. Unter Verwendung der Relationen (die man durch Summendarstellung
des Exponential-Operators Gl.(4.21) erhilt)

UlaU = ae™ ™! UtalU = atervs! (4.22)
Ulo U = g et UlotU = ofetws! (4.23)
fiithrt das auf den neuen Hamilton-Operator
HY = UWHU - hw,(30. + dla)
= 1hAs0. +hARata+ hg) (aot +alo) + ha f* 4 al f)(4.24)
mit den Differenzfrequenzen
Ap=w—ws und Arp =Q — w;. (4.25)

Ohne Atome und fiir Ag = 0 fiihrt G1.(4.24) wieder auf GI.(4.8) — wie es sein
muf.

Der Liouville-Operator ist gegen diese Transformation invariant, da @ und
@t nur gemeinsam auftreten und sich deshalb die Rotation gemif Gl.(4.22)

aufhebt, d.h.
UTL(URYUNYU = LRY. (4.26)
Bei der Berechnung von Erwartungswerten
©0)y=1{rRO} =1t {URYUO} = e {RVUTO U} (4.27)

muB im allgemeinen Fall die Riicktransformation vorgenommen (bzw. der Ope-
rator O transformiert) werden. Bei allen Observablen, die mit U vertauschen,
ist das jedoch nicht notwendig. Das sind nach Gl.(4.21) z. B. alle Funktionen
von #i, 0, oder die Besetzungswahrscheinlichkeiten der Maserniveaus.
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iif) Transformation mit dem Verschiebungsoperator Wir schlieflen eine zweite
unitdre Transformation an, und zwar mit dem Verschiebungsoperator D nach

GL(A.1)
R=DNORYD(). (4.28)

Mit Hilfe der Eigenschaften GI.(A.2) und (A.7) konnen wir jetzt die Master-
gleichung fiir R schreiben als
di i

it~ h [P D ]+ LF - % la'¢ —ac*, ] (4.29)

mit DIHW D = #H + H Rest, Wobei
H=10A40, +hAgata+ hg) (ao' + alo) + hgR) (o7 ¢+ a¢*)  (4.30)
und

Hpest = B{a(ARC + f*) + aT (ArRC+ f)} + Konst. (4.31)

In Konst. sind skalare Konstanten zusammengefafit; sie haben keinen Einfluf}
auf die Dynamik.

Nun kann die Verschiebung ¢ so gewdhlt werden, dafl der letzte Kommu-
tator in Gl.(4.29) sich gerade mit dem Beitrag durch Hp.s: aufhebt, es soll
also gelten

v

. (Hpest, 1] = 0. (4.32)

2 la'c—ac R] +
Das ist fiir beliebiges R der Fall, wenn man die Verschiebung wihlt als

f

(= Py v (4.33)

Dann gehorcht der so transformierte Dichteoperator wieder der Masterglei-
chung

v _ ¢ |#, B| + LR. (4.34)

dt h

Bei Kenntnis der zeitlichen Entwicklung R(¢) muB zur Berechnung physikali-
scher Groflen im allgemeinen Fall zunichst die Riicktransformation erfolgen.
Die Transformation von R(t) nach RY (¢) ist jedoch fiir alle Observablen O 4,
die sich alleine auf das Atom beziehen iiberfliissig. Wegen [0 4, D(¢)] = 0 und
der zyklischen Vertauschbarkeit bei der Spurbildung gilt

(Oa) = Te {R¥()04} = i { RO D) OaD(Q) } = Tr { R(1)O4} . (4.35)

Auffilliges Merkmal der gewdhlten Darstellung ist, dafl die Kopplung des
klassischen Feldes nun nicht mehr wie in GI.(4.16) und (4.24) an die Reso-
natormode erfolgt, sondern nach Gl.(4.30) direkt an das Atom. Die Vorteile
dieser Transformation werden im néchsten Abschnitt deutlich.
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4.4.2 Analytische Losungen

Gl.(4.34) ist in aller Allgemeinheit analytisch vermutlich nicht l&sbar. Immer-
hin ist es aber méglich, verschiedene Spezialfille zu behandeln:

i) Stationare Lésung ohne Atome Der stationire Zustand des extern getriebe-
nen Resonatorfeldes p unter Abwesenheit von Atomen ist nach GI.(4.34) und
(4.30) bestimmt durch die Bedingung

_iAR [izT&, p} +Lp=0, (4.36)
die offensichtlich vom thermischen Zustand
rwsala
e~ kBT
Pth = —  Fas (4.37)

1—6 kT

(mit Bolzmann-Konstante kg und Temperatur T') erfiillt wird. Dann ergibt
aber die Riicktransformation ins Wechselwirkungsbild gemif Gl.(4.28) auf-
gelost nach RW den wverschobenen thermischen Zustand

pin = D(C)punDT (), (4.38)

der fiir den Grenzfall 7" — 0 nach GIL.(A.9) gegen den kohidrenten Zustand |()
konvergiert. Damit wird gleichzeitig der eigentliche Hintergrund der Transfor-
mation nach Gl.(4.28) deutlich: Fiir den Fall, da8 sich vor Beginn der Atom-
Feld-Wechselwirkung im Resonator bereits die stationdre Situation eingestellt
hat, wird das Resonatorfeld so weit wie méglich (d.h. bis auf den thermischen
Zustand) wegtransformiert und durch eine direkte Kopplung an das Atom er-
setzt. Im Phasenraum entspricht das dem ,,Zuriickschieben* in den Ursprung.
Deshalb ist diese Darstellung auch fiir numerische Auswertungen auflerordent-
lich vorteilhaft. Die Dimension des Fock-Raums, der beriicksichtigt wird, kann
ndmlich zu Gunsten der Rechengeschwindigkeit reduziert werden.

Die Feldfrequenz stellt sich, wie man es erwartet, auf die von aufilen auf-
gepriagte ein, ndmlich w,. Die mittlere Photonenzahl im Resonator berechnet
sich zu

(i) = TDQ)paD(C)A] = Trlpn D (C)RD(C)] (4.39)

2
/] + nyp (4.40)

2 _
= + n = -
R TEE

hwg

mit der mittleren thermischen Photonenzahl 74, = (e’“fT'T — 1)_1. Dabei wur-
de von der zyklischen Vertauschbarkeit bei der Spurbildung und einmal mehr
von GL.(A.7) Gebrauch gemacht. Die Lorentz-férmige Abhingigkeit der einge-
strahlten Intensitdt von der Resonator-Feld-Verstimmung spiegelt die Linien-
form der Feldmode wider. Bei Resonanz wird maximal eingekoppelt.

Die stationdre Losung nach G1.(4.38) ist iibrigens der zur Dynamik nach GL.
(4.11) entgegengesetzte Grenzfall. Dort wurde die Dampfung fiir einen kurzen
Mikrowellenpuls vernachlidssigt, wihrend sie hier gerade im Gleichgewicht mit
einer andauernden Einstrahlung steht.
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ii) Resonanz zwischen Kavitdt und externem Feld Fiir Ap = 0 la8t sich der
Hamilton-Operator Gl.(4.30) schreiben als (siehe auch Lit. [70])

A= $hAs0. + gy [o1(a+¢) +a(@ +¢)| = DO HYL D). (4.41)

Das ist der mit dem Verschiebungsoperator (Anhang A) transformierte Jaynes-
Cummings-Hamilton-Operator G1.(2.15) im Wechselwirkungsbild nach GI.(4.18)
und (4.21)

"y = 1hAso.+hgR) (old+ oal). (4.42)

Der Zeitentwicklungs-Operator fiir den unitdren Anteil der Dynamik wird
dann mit Hilfe von GL.(4.15) zu

e~ #PNOHT DOt = pl¢) e=wHiet p(e). (4.43)

Angenommen, der Anfangszustand des Feldes sei der thermische nach Gl.
(4.37). Dann liefert die Dimpfung in der Mastergleichung (4.34) im ersten
Augenblick keinen Beitrag. Es ist weiterhin plausibel anzunehmen, dafl das ex-
tern getriebene Atom (reprisentiert durch p#) das Feld nur langsam veréindern
wird. Wir vernachldssigen daher die Dampfung vollstindig und erhalten fol-
gende unitire zeitliche Entwicklung

R(1) = D) emF5e D(Q) pu DT(0)p™ eFMe D(C), (4.44)
die wir unmittelbar in das Wechselwirkungsbild zuriick transformieren kénnen:
RY (1) = D(OR(H)DY(C) = e~ #¥5cph @ p* ei e (4.45)

Das ist die Dynamik des gew6hnlichen Jaynes-Cummings-Modells! Der exter-
ne Oszillator, der an das Atom koppelt, geht dabei nur noch durch die nach Gl.
(4.38) gednderte Anfangsbedingung des Feldes ein. Wenn Oszillator und Reso-
natormode in Resonanz sind, 1a8t sich demnach die Wirkung des Oszillators
durch ein entsprechendes Feld im Resonator ersetzt denken. Die Vernachlissi-
gung der Ddmpfung im mit dem Verschiebungsoperator transformierten Bild
entspricht also der Vernachldssigung von Dampfung und externer Kopplung
im Wechselwirkungsbild bei gleichzeitiger Modifikation der Anfangsbedingun-
gen. Die Resonatorverluste gehen aber implizit iiber die Transformation mit
(= ﬁ% weiterhin in die Rechnung ein.

In gewisser Weise wurde hier natiirlich ein Zirkelschlul gemacht: Zunéchst
wurde fiir den allgemeinen Fall in das ,,verschobene“ Bild transformiert und
anschlieBend fiir einen Spezialfall wieder zuriick in das Wechselwirkungsbild.
Man hétte auch unmittelbar im Wechselwirkungsbild mit dem station&ren
Anfangszustand pgl beginnen und sowohl Ddmpfung als auch externe Kopp-
lung vernachlissigen kénnen — mit der Begriindung, dafl sich dann ja beide
kompensieren, zumindest fiir nicht zu lange Wechselwirkungszeiten. Die Hin-
und Riicktransformation liefert aber eine zusitzliche, besonders anschauliche
Begriindung fiir diese Niherung.

Es ist wichtig zu betonen, dafl die Riickfiihrung auf das Jaynes-Cummings-
Modell nur fiir Ar = 0 moglich ist. Stimmt die Frequenz des externen Oszilla-
tors nicht mit der des Resonatorfeldes iiberein, so 148t sich das treibende Feld
auch nicht durch ein Feld im Resonator ersetzt denken.
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iii) Eine Drehwellenndherung Das Jaynes-Cummings-Modell ist durch zwei
Frequenzen geprigt, ndmlich die von Atom und Feld. Mit externer Kopplung
kommt eine dritte dazu. In einem geeigneten Wechselwirkungsbild 148t sich
[wie in GI.(4.24) geschehen] eine davon eliminieren — iibrig bleiben zwei, im
Jaynes-Cummings-Modell jedoch nur eine. Der allgemeine Fall mit Kopplung
158t sich daher prinzipiell nicht auf dieses Modell zuriickfiihren. Wir suchen
deshalb nach einer neuen Vorgehensweise, die es erlaubt, eine méglichst allge-
meine analytische Losung fiir die vom Hamilton-Operator G1.(4.30) bestimmte
Dynamik zu finden.
Zunidchst machen wir die Aufteilung

H=Ha+Hr+Hs (4.46)
und wechseln die Basis, in der wir den Hilbertraum der Atome aufspannen:
Ha = 3hAj0,+hgd) (o7 ¢+ 0(*) = ARS? (4.47)
Hr = hAgata (4.48)
H; = hgA) (aot + alo)
= hg(R) [d (sin(2®) 5% —cos?@® ST +5in? O S)
+al (sin(?@)) 5% — cos®© S + sin” O ST)} . (4.49)

Wir setzen ¢ im folgenden als reell voraus, indem wir nach GI.(4.33) die Phase
von f geeignet wihlen. Da diese bisher auf keine andere Weise definiert ist,
wird die Allgemeingiiltigkeit durch jene speziellen Anfangsbedingung nicht
eingeschriankt.

Ha enthilt bereits die Kopplung an den klassischen Oszillator. Die zu-
gehorige Kigenwert-Gleichung

. I}
Halt) = :I:iR |+) (4.50)
mit der semiklassischen Rabi-Frequenz

R = /A% + (200)° (4.51)

definiert die schon in GIl.(3.44) eingefiihrten semiklassischen dressed states.
Fiir den allgemeineren Fall mit Atom-Feld-Verstimmung lauten sie

|[+) = cosOla)+sinO|b) (4.52)
|-) = sin®|a) —cosO|b), (4.53)

wobei der Kopplungswinkel © bestimmt ist durch
tan©® = (R — A4)/(29¢). (4.54)
Die Vollstindigkeitsrelation fiir das System der Atome lautet dann

)+ =) (=] = 1a (4.55)
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AuBlerdem sind die transformierten Pauli’schen Spinmatrizen definiert als
S= 1)+, ST= (= und  §F =G~ =)=, (4.56)

Auf der Suche nach einer Vereinfachung schauen wir uns das Problem im
mit dem ungestdrten Anteil des Hamilton-Operators Ho = Ha + Hp rotie-
renden Wechselwirkungsbild an. Das Vorgehen ist wieder dhnlich wie in Ab-
schnitt 4.4.1 (ii), wobei der transformierte Hamilton-Operator nach GI.(4.20)
nun einfach gegeben ist durch H" = exp{iHot}Hexp{—+Hot}. Das fiihrt
auf (siehe auch Lit. [69])

HY= hg(B) ae AR (sin(2®)Sz —cos’@ Ste®! 15in?@ Se“mt) + h.ad. .(4.57)

Zusétzlich zur Oszillation mit der Differenzfrequenz Ap schwingen die Ter-
me, die die Spinmatrizen S und ST enthalten, noch mit der Rabi-Frequenz
R. Ist diese hinreichend hoch, so erwartet man, daf sich die entsprechenden
Beitrige im Sinne einer Drehwellenndherung (rotating wave approximation)
herausmitteln. Die Argumentation entspricht dem Vorgehen bei der Ableitung
des Jaynes-Cummings-Hamilton-Operators in Gl.(2.15), allerdings diirfen wir
keine ganz so gute Ubereinstimmung erwarten, da die Rabi-Oszillation im
Normalfall wesentlich niederfrequenter sein wird. Vom Hamilton-Operator GI.
(4.49) beriicksichtigen wir also nur den Anteil

Hewa = hRS* + hARala + hg(d) sin(20) 87 (a + al). (4.58)

Er ist diagonal in den dressed states und 148t sich schreiben als

Hrwa = HY | 4)(+H +H™[=)(~], (4.59)
wobei
h
HE = hApitat S {R+gsin(20)(a+ah)}. (4.60)
Dann ist aber der nach GL.(A.7) transformierte Operator
D(xn)HED(£n) = hAgata+ %R — hAR”? (4.61)
mit
n= g sin(20) (4.62)
2AR

der simple harmonische Osrzillator. Aus seiner Eigenwert-Gleichung folgt sofort
diejenige von H*:

D(ENHEDI(En) [n) = K |n) (4.63)
HED (£n) [n) = EED(n) [n) (4.64)

mit den Fock-Zustdnden |n) und den Energie-Eigenwerten

h
E* :hAan:gR—hARnZ. (4.65)
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Damit ist das Eigenwert-Problem fiir Hrwa gelost. Es lautet:
e | DY (dn) n) @ [4)] = EE [ D) [n) @ |4)] - (4.66)

Folglich besitzt der Zeitentwicklungs-Operator die Darstellung
eTRHRIA = RHT L) (4] 4 TR =) (4.67)

Das erkennt man auch explizit mit Hilfe der Summendarstellung der e-Funktion
und unter Beriicksichtigung der Relation

(HE ) +HT =)D"= (HDY [+ R [=)(-1 (4.68)

G1.(4.67) 148t sich wegen der Eigenschaft G1.(4.61) und unter Verwendung von
Gl.(4.15) in eine fiir die Rechnung besonders giinstige Form bringen, ndamlich

iRl = TIE D () SRR D(y) |4) (]
+ ei%tnf(_n) e‘iARaT‘“D(—n) 1=)(—]. (4.69)

Man liest daraus bereits anschaulich die Wirkung auf einen Zustand ab: Er
wird durch die Projektion auf die Zustinde |t) in zwei Anteile gespalten, die
in entgegengesetzter Richtung verschoben, um den Winkel —Agt in der Phase
gedreht und anschliefend zuriickgeschoben werden.

Als Anfangsbedingung wihlen wir fiir die Feldmode das Vakuum |0). Phy-
sikalisch entspricht dies dem koh#renten Zustand |(), der fiir niedrige Tempe-
raturen dem stationdren Zustand des extern getriebenen Resonatorfeldes Gl.
(4.38) nahekommt. Fiir nicht zu lange Wechselwirkungszeit kénnen wir uns
daher wieder auf die unitdre Dynamik unter Vernachldssigung der Dampfung
beschridnken. Das Atom erreiche den Resonator, wie im Experiment iiblich, im
oberen Maserzustand |a). Der Anfangszustand lautet also:

o) = |a) ® |0) = [cos O |+) + sin ©|-)] |0). (4.70)
Dann ist die zeitliche Entwicklung gegeben durch
(1)) = e RRmA o) = cos® e S DY () AR D) |0)]4)
+ sin® ¢3! D (—n)emiBrA8 Dy [0) =) (4.71)

Die Wirkung der Operatoren 148t sich unter Verwendung der Eigenschaften
Gl.(A.8) und (A.9) der Reihe nach ausfiihren, wobei mit den Ket-Vektoren
immer koh&irente Zustinde gemeint sind:

D! (£n) e 2588 D(dy) [0) = DY (dn) e 4R | £ )
= Di(dn) | £ pemidrt)y = =i’ sin(Art) | 4 p(e=iBrt _ 1)), (4.72)

Wir definieren

Blt) = (e = 1) = 5 ZR sin (20) (e71AR! — 1) (4.73)
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und erhalten die gesuchte Dynamik:

[0(t)) = cos©@e™ 5! () [+) + sin @S| = B(1)) |-). (4.74)

Die gemeinsame Phase wurde weggelassen. Dieses Ergebnis kénnen wir mit Gl.
(4.52) und (4.52) wieder in der urspriinglichen Basis des Atoms ausdriicken:

[0(1) = [eos?@e 5 |B(1) +sin? O e F | = 5(1))] |a)
+ Lsin20 [T F|B(1) + €5 - B(1))] |b) (4.75)

Damit 148t sich schlieBlich die im Experiment zugingliche Observable be-
rechnen, ndmlich die Wahrscheinlichkeit p,(t), das Atom im unteren Maser-
niveau zu finden. Nach GI.(4.35) ist die Riicktransformation iiberfliissig. Mit
Hilfe des Uberlapps (8] — ) = e=28 erhilt man

p(t) = (DOb)IP()

. g . sin? (221
= 1sin’20 l] — exp {—%(gt)z sin? 20 ﬁ} cos(Rt)] .(4.76)
2

In Abschnitt 4.4.2 (ii) haben wir gesehen, daf sich das behandelte Problem
fir Ar = 0 auf das Jaynes-Cummings-Modell zuriickfiihren 1a8t. Wir wollen
iiberpriifen, ob diese Eigenschaft in unserer Ndherung Gl.(4.74) als Spezialfall
enthalten ist. Wir wihlen der Einfachheit halber auch A4 = 0. Dann gilt

_ =7 i _
R = 2(yg, 0= n Al;rgoﬂ(t) = —i5 (4.77)
und Gl.(4.74) reduziert sich auf
] U [omicat) _ jat icgt |t
B6) = [ =i ) + g 5] (4.78)

Unter Beriicksichtigung der Wirkung des Verschiebungsoperators auf die ko-
hiarenten Zustdnde

D(Q) | £i%) = F5 (1 £i%)) (4.79)

ergibt die Riicktransformation in das Wechselwirkungsbild aus Abschnitt 4.4.1
(ii)

[¥W () = D(O) [9(1))
Lo i : i .

= o5 [ e = i) 1) + B |14 ig) 1] (480)

Wir vergleichen dieses Ergebnis mit GI.(3.45), die aus dem Jaynes-Cummings-

Modell unter der Voraussetzung grofier Feldamplitude |a| = v/& > 1 und

hinreichend kurzer Wechselwirkungszeit, d.h. gr < 274/, abgeleitet wurde.

Unter diesen Umstidnden kann man dort die zeitliche Entwicklung der koh&dren-
ten Zustdnde bis zum linearen Term nihern und erhilt bei Identifikation von
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Vi = (¢ und 7 =t tatsiichlich Ubereinstimmung mit Gl.(4.80). Die Drehwel-
lenndherung, die wir fiir hohe Rabi-Frequenzen gemacht haben, entspricht bei
Resonanz ebenfalls einer Starkfeld-Niherung. Auflerdem zeigt der Vergleich,
daf sie offensichtlich auf Wechselwirkungszeiten kurz gegen die Revival-Zeit
beschriankt ist.

Die Emissionswahrscheinlichkeit GI.(4.76) geht im Limes A — 0 iiber in

po(t) = sin®20 [1 — exp {—%(gt)2 sin? 2@} COS(Rt):| , (4.81)

was fiir A4 = 0 mit der ,Kollaps-Formel“ Gl.(3.48) iibereinstimmt.

4.5 Der phasengekoppelte Maser

In der Lasertechnik werden manchmal leistungsstarke Laser, um deren Ko-
hirenzeigenschaften zu verbessern, an solche mit niedriger Intensitit, dafiir
aber sehr schmaler Linienbreite gekoppelt. Eine dhnliche Idee 148t sich auf
den Ein-Atom-Maser iibertragen: Im inkohirent gepumpten Fall ist die Pha-
se des Feldes an keine Referenz angekoppelt und im Ensemble folglich gleich
verteilt. Strahlt man jedoch zusdtzlich schwach mit einer externen Quelle ein,
so erwartet man, dafl sich zunichst die Phase beider Felder synchronisiert;
sie werden also kohdrent zueinander. Erst bei stirkerer Einstrahlung wird die
Photonenstatistik deutlich verindert. Auf diese Weise 148t sich also die fiir die
Puls-Mefimethode aus Abschnitt 4.3 bendtigte feste Phasenbeziehung herstel-
len. Der ,phasengesihte“ Feldzustand (seeded state) besitzt dann bei giinstiger
Einstrahlstirke bereits eine deutliche Phasenausprigung, wihrend typische
nicht-klassische Eigenschaften wie die sub-Poisson’sche Photonenzahlvertei-
lung bei geeigneter Wahl der Maserparameter im wesentlichen erhalten blei-
ben. Dadurch stellt sich eine dem ,gequetschten Zustand“ (squeezed state)
dhnliche Situation ein.

Anders als im Abschnitt 4.4.2, wo wir die Dynamik des Systems aus Feld-
mode und Atom untersucht haben, interessieren wir uns nun fiir den Zustand
des Feldes alleine, behandeln also neben dem Wédrmebad auch die Atome als
ein Reservoir.

Zunéchst transformieren wir den Hamilton-Operator G1.(4.16) in das Wech-
selwirkungsbild, in dem wir schon die Mastergleichung (3.21) fiir den Ein-
Atom-Maser abgeleitet haben. Mit

U = e~ s(HatHRr)t _ —Fhwo.+hQala (4.82)

erhilt man

HY = UHU=HY +HY
hg(B) (aote™ + alo %) + h(a fre ARt 4 at f ARY)| (4.83)

wobei die Verstimmungen wie bisher definiert sind als

§=Q—w, Ap=9Q — w;. (4.84)
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Fiir die Zeiten, in denen sich kein Atom im Resonator befindet, gilt dann

dp i _
i —ﬁ[Hs,p]—Fﬁp = (S+L)p. (4.85)

Wir haben hier den ,,Superoperator* S definiert.
Der Poisson’sche Pumpprozefi wird durch G1.(3.19) beschrieben:

— =rMp (4.86)

Wir erinnern uns, dafl dieses Ergebnis aus dem normalen Jaynes-Cummings-
Modell, also ohne Dampfung und externe Kopplung, abgeleitet wurde. Wir
argumentieren nun ebenso, wie bei der Mastergleichung (3.21) fiir den Ein-
Atom-Maser und vernachlissigen beide Effekte fiir die stroboskopischen Wech-
selwirkungen. Dann darf man die Gln. (4.85) und (4.86) addieren und erhilt
die Mastergleichung fiir das Resonatorfeld bei externer Einkopplung und unter
Nichtbeachtung der Endzustinde der Atome:
dp

L= (rM+ S+ 0)p. (4.87)

Ein qualitativer Unterschied zu GI.(3.21) besteht darin, daf sich die Kopplung
in Fock-Darstellung nun nicht mehr auf Matrixelemente nur einer Diagonalen
beschriankt. Zu GI.(3.22) kommt noch der Beitrag von S, der alle direkten
Nachbarn verkniipft:

<n| Sp |m> = Zf* TiAR! (fpnm 1—vn+1 Pn+1, m)
+ Zf 67AR7‘ (V pn m+1 — fpn 1 m) (488)
Von der Hauptdiagonalen ausgehend kénnen damit die Nebendiagonalen be-
volkert werden; das ist der mathematische Grund fiir den Aufbau von Koh&ren-

zen.
Gesucht ist nun der stationdre Zustand, der die Bedingung

erfiillt. Dabei ist man auf numerische Ergebnisse angewiesen. Fiir die mittlere
Photonenzahl 148t sich jedoch eine analytische Niherungsformel ableiten: Die
zeitliche Anderung von (n) ist gegeben durch

;t< ) =tr [ivfep] = tr [i(rM+ 8 + L)) (4.90)

Wir beschrinken uns der Ubersichtlichkeit wegen auf Resonanz? d. h. § =
Ap = 0. Dann lautet der Pumpterm

rMp = r [cos(\/f?, + 1g7)pcos(Vi+ 1gr7)

ot sin(va + 1 g7) ) sin(va + 1 g7)
Vit ik

?Der Fall mit Verstimmung kann jedoch analog behandelt werden.

+ i—1|, (4.91)
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und damit
rir [ Mp]
= rir [p (sinz(MgT) + cos’ (Va4 1g71) — 1) n+4p sin%ﬁgr)}
= r{sin’(vA + 1g7)). (4.92)

Weiter findet man (zum Dampfungsterm siehe z. B. Lit. [38])

i Lol = — () —7a)  wnd e Sp) =i (£(@) — @) (4.93)
Bei Resonanz hat die treibende Kraft f zum Feld die Phase n/2 [siche Gl
(4.33)]. Dann gilt i (f=(a) - f(@a®)) = 2|/]

folgende Gleichgewichtsbedingung zwischen den beiden Pumptermen und der
Dampfung erfiillt:

r{sin?(va + 1g7)) + 2| f|] {a)] = v({n) — nsp). (4.94)

Soweit war die Rechnung exakt. Nun machen wir zwei Naherungen: Fiir ei-
ne scharfe Photonenstatistik mit nur einem Maximum kann man den Mit-
telwert des Sinus als Sinus des Mittelwertes schreiben. Genau wiirde das fiir
einen Fock-Zustand zutreffen. Auflerdem kann man den Erwartungswert der
Feldamplitude (@), wenn die Feldphase bereits gut ausgepriigt ist, mit \/{n)
abschitzen, wie es beim koh&drenten Zustand der Fall ist. Aufgel6st nach der
Feldstarke

(a)|. Im stationdren Fall ist also

_ 2
(ns) = v

die sich im Resonator gemdB Gl.(4.40) ohne thermische Photonen und ohne
Atome einstellt, ergibt das

- e VI Wt

Bei abgeschaltetem externen Feld, also fiir f = 0, ist dies eine implizite Be-
dingung fiir die sich im ,normalen®“ Maserbetrieb einstellende mittlere Photo-
nenzahl. Man kann sie leicht graphisch 16sen (Lit. [40]).

Setzt man in Gl.(4.96) fiir (n) einen Wert ein, der den stationdren iiber-

(4.95)

steigt, so kann man die Stdrke der Einstrahlung berechnen, die notwendig ist,
damit dieser sich einstellt. Der sich daraus ergebende Kurvenverlaufist in Abb.
4.4 dargestellt (durchgezogene Linie). Zusitzlich ist das Resultat aus einer nu-
merischen Rechnung, die in Abb. 4.5 prdsentiert wird, gestrichelt eingezeich-
net. Im Bereich mit nur einem (relevanten) Maximum in der Photonenstatistik
besteht gute Ubereinstimmung. Die leichte Abweichung riihrt hauptsichlich
daher, daB bei miBiger Phasenausprigung die Ungleichung |{(d@)| < y/n, und
nicht wie vorausgesetzt die Gleichung |(a)| = /n giiltig ist.

Es fillt auf, daBl die mittlere Photonenzahl im Resonator mit der exter-
nen KEinkopplung zunichst nur sehr schwach ansteigt. Die Kmissionswahr-
scheinlichkeit fiir die Atome nimmt ndmlich bei Erhhung des Feldes ab. Da-
durch wird der Feldzunahme entgegengesteuert. Ohne diesen Regelmechanis-
mus wiirde sich (ny) zur Photonenzahl ohne externes Feld einfach aufaddieren.
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207 =35
18 4 Neleo
T=500mK
16
14
e 124 . .
\Y] ] <— bistabiler Bereich————

4 T T T

=T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8
<n>=4|f'ly

Abbildung 4.4: Durchgezogene Linie: Mittlere Photonenzahl im Resonator bei exter-
ner Einstrahlung gemdf der Niherung in Gl.(4.96). Im bistabilen Bereich liefert sie
drei Lésungen, von denen zwei mit den beiden Maxima der Photonenstatistik korre-
spondieren. Die dritte ist instabil gegen kleine Fluktuationen, und wird daher nicht
realisiert. Gestrichelte Linie: Resultat einer numerischen Rechnung. Die mit Kreisen
markierten Stellen entsprechen den in Abb. 4.5 dargestellten Feldzustinden. Die mitt-
lere Photonenzahl erhéht sich bei Einkopplung zundchst kaum. Das ist eine Folge des
Regelmechanismus beirm Fin-Atom-Maser.

Der bistabile Bereich zeichnet sich durch zwei Maxima in der Photonen-
statistik aus (Abb. 4.5, unten). Die Situation ist dann Zhnlich der Bistabilitit,
die beim freilaufenden Ein-Atom-Maser fiir gewisse ©-Werte ebenfalls auftritt
(Abschnitt 3.1.4). Die Ndherung liefert dann zwei Lsungen, die diesen beiden
Maxima entsprechen. Die dritte Losung der Nidherung ist instabil und wird
daher nicht realisiert.

Weitere Beispiele fiir phasengekoppelte Zustdnde sind in den Abbildungen
4.3, 5.2 und 5.3 gegeben. Je hoher die mittlere Photonenzahl des Ausgangsfel-
des und je geringer die Rate r der Atome, desto langsamer wird eine Feldphase
durch Phasendiffusion wieder abgebaut (siche Gl.(3.55) und Abschnitt 3.2.2).
Entsprechend nimmt die benétigte relative Einstrahlstdrke zur Ausbildung ei-
ner Vorzugsphase mit wachsender mittlerer Photonenzahl stetig ab.
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Abbildung 4.5: Q-Funktion und Photonenstatistik beim phasengekoppelten Maser.
Wdhrend die Photonenzahlverteilung sich durch die externe Finstrahlung zundchst
kaum dndert, nimmt das Feld bereits die von auflen vorgegebene Phase an. Bei stdrke-
rer Einstrahlung entsteht ein zweites Marimum in der Photonenstatistik. Ein bistabiler
Arbeitsbereich wird erreicht. Maserparameter wie in Abb. J.4.



Kapitel 5

Vermessung von Quantenzustanden
Im Resonator

5.1 Einleitung

Das Konzept des Quantenzustandes gehdrt zu den grundlegenden Axiomen
der Quantenmechanik. Maximales Wissen iiber ein physikalisches Systems ist
gleichbedeutend mit der Kenntnis des Zustandsvektors. Ist das System ab-
geschlossen, so lassen sich damit Vorhersagen iiber alle seine Beobachtungs-
groflen machen, und zwar mit der gréfiten in der Quantenmechanik prinzipiell
zuldssigen Prizision.

Der Quantenzustand selbst ist jedoch keine MeBgrofie, er beinhaltet nim-
lich bereits die potentiellen Ausginge komplementirer Beobachtungen. Der
MefBiprozel manipuliert das System derart, daf§ vorher nichtobjektivierbare
Eigenschaften nach der Messung objektiv existieren; er bewirkt also die Um-
wandlung von Moglichkeiten in Tatsachen. Eine gleichzeitige Verwirklichung
komplementdrer Eigenschaften ist jedoch ausgeschlossen, obgleich sie im Quan-
tenzustand bereits erfafit sind — als Moglichkeiten, nicht als Tatsachen. (Siehe
dazu den Beitrag von P. Mittelstaedt in Lit. [21] und Lit. [71]).

Man kann Quantenzustinde also nicht messen, man kann sie aber aus
einer geeignet gewdhlten Menge (im allgemeinen nicht-vertauschbarer) Mef}-
groflen rekonstruieren. Die Kenntnis jeder einzelnen Mefigrofie enthiillt — so
wie der Schattenwurf eines Gegenstandes — einen speziellen Aspekt. Die Sum-
me aller Aspekte entspricht dem Wissen iiber den Quantenzustand. Jedes Set
von Observablen legt eine Beobachtungsebene fest, indem es zu einer gewissen
Charakterisierung des Zustandes fiihrt. Die vollstindige Beobachtungsebene,
die alle Aspekte einschlieBt, ermdglicht eine komplette Rekonstruktion. (Siehe
auch Lit. [72, 74])

Neben der Wahl geeigneter Observablen ist fiir eine Rekonstruktion auch
die reproduzierbare Priparation eines Zustandes essentiell. Im Gegensatz zur
klassischen Physik kann ein Quantenzustand, dessen Erzeugung nicht wieder-
holt werden kann, auch nicht vermessen werden. In der Praxis hat man es
normalerweise (wie auch beim Ein-Atom-Maser) mit offenen Quantensyste-
men zu tun, bei denen die Reproduzierbarkeit nicht vollstindig ist. Ein Maf

66
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dafiir ist die Entropie. Je niedriger sie ist, desto héher ist die Reproduzierbar-
keit, beim reinen Zustand ist sie null.

Die Vermessung von Quantenzustinden ist neben ihrer prinzipiellen Be-
deutung auch von ganz praktischem Interesse: Mit stetig fortschreitenden
Priparationsméglichkeiten entsteht ein wachsender Bedarf an Verfahren zum
Nachweis quantenmechanischer Lichtfelder. In den letzten Jahren wurde die-
ses Thema daher intensiv diskutiert[67, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82,
83, 84, 85].

Basierend auf der Homodyne-Messung und mit Hilfe der tomographischen
Methode [75] wurde in Lit. [77] der Zustand von ,gequetschtem® laufenden
Licht in Fock-Darstellung rekonstruiert. Alternative Rekonstruktionsmetho-
den im Zusammenhang mit der Homodyne-Messung wurden in Lit. [78, 79,
80, 81] vorgeschlagen.

Verschiedene theoretische Studien zur Rekonstruktion eines Resonatorfel-
des durch Sondierung mit Atomen wurden in Lit. [82] durchgefiihrt. Dort
wird allerdings durchgingig von der Information der Uberlagerungsphase der
atomaren Zustdnde Gebrauch gemacht, was wir aus den in Abschnitt 4.1 ge-
nannten experimentellen Griinden vermeiden wollen.

Schemata zur Bestimmung des Schwingungszustandes von in Fallen gefan-
genen Atomen wurden in Lit. [83] vorgeschlagen. In Lit. [84] konnte erstmals
die Rekonstruktion des Bewegungszustandes eines ?Bet-lons in einer lonenfalle
experimentell demonstriert werden.

In Abschnitt 5.2 stellen wir eine Rekonstruktionsmethode vor, die auf der
Sondierung eines Resonatorfeldes mit Atomen basiert (das ist fiir Resonator-
felder im Mikrowellenbereich die einzige Moglichkeit) und dabei vollstindig
unabhingig von der Kohdrenz der atomaren Zustinde ist [86]. Ahnlich wie in
Lit. [84] fithren wir dabei ,,Verschiebungen“ des Zustandes entlang von Kreisen
im Phasenraum durch.

Eine Alternative zur Rekonstruktion von Quantenzustinden auf der Basis
eines Sets von Messungen stellt die unmittelbare Vermessung einzelner Punk-
te von Phasenraumfunktionen dar [76]. In Lit. [87] wird gezeigt, daB auch die
Wigner-Funktion im Prinzip einer direkten punktweisen Beobachtung zuging-
lich ist.

Wir werden in Abschnitt 5.3 ein Schema vorstellen, das es erlaubt, die
charakteristische Funktion der Wigner-Verteilung durch Sondierung mit Ato-
men unmittelbar zu beobachten [88]. Dabei verzichten wir wieder auf die In-
formation iiber die Uberlagerungsphase der atomaren Zustinde, wodurch die
experimentelle Realisierung erheblich vereinfacht wird. Alternative Vorschlige
zur Messung der charakteristischen Funktion durch die gleichzeitige Kopplung
von Atomen an zwei Moden werden in Lit. [89, 90] diskutiert.

5.2 Zustandsrekonstruktion

5.2.1 Ubergang zur Fock-Darstellung

Ein zu rekonstruierender Lichtzustand der Resonatormode sei reprisentiert
durch seinen Dichteoperator p. Wir schlieen nun an die in Abschnitt 4.3
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beschriebene Pulsmethode an. Ausgangspunkt ist die in Gl.(4.13) gegebene
Wahrscheinlichkeit pp, das nach der Verschiebung des Feldzustandes im Pha-
senraum um die Amplitude o wechselwirkende Atom im unteren Maserniveau
anzutreffen. Das Ziel besteht nun darin, einen geeigneten Zusammenhang zwi-
schen dieser experimentell zugdnglichen Observable und dem Zustand des Fel-
des abzuleiten.

Die Spurbildung fiihren wir in Fock-Basis aus:

o0

(o, T) = Z (n| D(@) p D (@) |n) sin®(vVn + 1g7). (5.1)
n=0
In diese Formel geht die Photonenstatistik des ,,verschobenen® Feldzustan-
des, beziehungsweise anders interpretiert, die Verteilung ,, verschobener“ Fock-
Zustinde im urspriinglichen Feldzustand ein. Wir stellen nun p und D(«) in
der Basis der Zahlenzustédnde dar:

b = Zp;°>|n><n|+{22p£f>|n><n+k|+h.ad.} 6.2
n=0 k=1n=0

o0
D(e) = > dum(a)|n)(m| (5-3)
n,m=0

Die Matrixelemente d,,,, sind in Gl.(A.4) angegeben. Durch Substitution der
Gleichungen (5.2) und (5.3) in Gl (5.1) und mit a = re'? erhalten wir fol-
genden Ausdruck fiir die Emissionswahrscheinlichkeit des Atoms (zur Ver-
einfachung der Nomenklatur unterdriicken wir die Wechselwirkungszeit 7 im
Argument von pp, die wir im Moment als konstant betrachten):

o

p(r0) = 32 sin’(VmATgr) X)(r) pl
n,m=0
+ 2Re Z Z sin?(vVm + 1g7) X (r) plk) eiké - (5.4)
k=1 n,m=0

Wir haben dabei folgende Definition eingefiihrt
i (@) Ay gy (— ) := X (r) 59 (5.5)

mit der reellen Funktion

—r2 r?(n—m)+k(_])k£?n—m (r2)£?n—m+k (T‘Q) Ym S n

A /n!(n.+k)! €

XT(nkg (r) — (n:rlL-!k)! 6_7"2 rk(_1)n—m+k£T—n(r2)£%—m+k(TQ) Vn<m< n+tk
jfn!f:!-l-k)! e_r2 r2(m—n)—k£T—n (rz)E;n;kn_k(TQ) v m 2 n+k.

Die drei unterschiedlichen Fille folgen aus der Fallunterscheidung in GI.(A.4).
Die Observable p, hdngt nach GL(5.4) (im Prinzip) von allen Matrixele-
menten des Anfangszustandes p ab. Man kdnnte eine hinreichende Anzahl
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von Wahrscheinlichkeiten durch Messungen ermitteln, und das entstehende
lineare Gleichungssystem in einem sinnvoll begrenzten Fock-Raum nach den
Unbekannten pﬁf) auflésen. Der praktische Nutzen dieser Methode wire je-
doch gering, da das Gleichungssystem in der Regel so schlecht konditioniert
ist, dafl seine Inversion bei Beriicksichtigung des Rauschens in den Messergeb-
nissen zu meist sinnlosen Ergebnissen fiihren wiirde. Deshalb werden wir im
nichsten Abschnitt Gleichungen ableiten, in denen die einzelnen Diagonalen

der Dichtematrix separiert auftreten.

5.2.2 Separation der Diagonalen

Betrachtet man py(r, ¢) als 27-periodische Funktion des Winkels ¢ bei konstan-
tem Betrag r, so erkennt man, daf es sich um eine Fourier-Summe handelt. Die
Fourier-Amplituden der Schwingungen €**? sind gegeben durch (k' =0,1,--")

1
o

= o [ 7 s(r, 6) =4 4, (5.6)

Mit Hilfe der Fourier-Darstellung des Kronecker-Symbols

1 2 ,
PR By g T .
kk 277/0 € ¢ (5.7)

erhilt man (wir ersetzen &’ wieder durch k)

¢M(r)= 3 sin®(Vm+1gm) X)) o = 3 VP () o). (5.8)
n,m=0 n=0

Im letzten Schritt haben wir die Summe iiber m zusammengefafit als
Y (r) = Z sin(v/m + 1g7) X&) (7). (5.9)
m=0

Kennt man also die Funktion ps(r,¢) auf allen Punkten entlang eines zum
Ursprung konzentrischen Kreises im Phasenraum mit konstantem Radius r
(Abb. 5.1) und berechnet man das diskrete Amplitudenspektrum dieser Funk-
tion, so ist nach GIl.(5.8) jede Fourier-Amplitude ¢®) ausschlieflich abhingig
von der k-ten Diagonale der Dichtematrix in Fock-Darstellung. In der Fourier-
Reprisentation sind damit die einzelnen Diagonalen von p separiert®.

Diese Figenschaft birgt verschiedenartige Anwendungsméglichkeiten. Bei-
spielsweise spiegelt das zeitliche Verhalten der Amplituden q(k)(t) dasjenige
der k-ten Diagonale der Dichtematrix wider. Insbesondere ist dann ¢{!)(£) ein
MaB fiir die zeitliche Entwicklung der mittleren elektrischen Feldstirke Gl.
(3.31), die ebenfalls von der ersten Nebendiagonale bestimmt ist. Dieser Zu-
sammenhang und die Moglichkeit, dadurch das Spektrum des Ein-Atom-Ma-
sers zu messen, wird in Lit. [66] im Detail untersucht. Wir konzentrieren uns
hier jedoch auf die Zustandsrekonstruktion.

!Es ist bemerkenswert, daB dieselbe Separation auch bei den Fourier-Spektren von Pha-
senraumfunktionen wie der P-, Q-, oder Wigner-Funktion entlang konzentrischer Kreise auf-
tritt. Siehe Fufinote auf Seite 76.
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Abbildung 5.1: Verschiebung eines Lichtzu-
standes zu Orten entlang eines Kreises im
Phasenraum durch Mikrowellenpulse gleicher
Amplitude aber unterschiedlicher Phase.
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/

5.2.3 Diskretisierung der Winkel

Integrale wie in Gl.(5.6) stellen eine mathematische Abstraktion dar. In Wirk-
lichkeit kann man die Mefigréfe py nicht kontinuierlich fiir alle Punkte entlang
eines Kreises bestimmen. Man mu#f sich auf eine endliche Anzahl L von Win-

keln
¢ =2rl/L mit I=0,1,---,L—1 (5.10)

beschrianken und Gl.(5.6) durch eine diskrete Fourier-Transformation ersetzen.
Wir bezeichnen sie mit einem zusatzlichen L:

, | L= y
q(Lk '(r) = 7 > po(r ) e (5.11)

(=0

Angewandt auf GlL.(5.4) fiihrt das nun nicht mehr auf das Kronecker-Symbol
Gl.(5.7), sondern auf

L

|
—

k=K, (5.12)

=

{

Il
=}

Dieser Ausdruck verhilt sich ebenfalls wie das Kronecker-Symbol, solange k& —
k' kein ganzzahliges Vielfaches von I ist. Fiir k — k' = £s mit s = 1,2,...
erhilt man allerdings eine ,,1“ anstelle einer ,,0“. Daher fiihrt die diskrete
Fourier-Transformation GI.(5.11) auf GI.(5.8) zuziiglich folgender Restterme

¢Vr) = Py + Y sin?(Vm + 1g7) {Z AT H(al4h)
n,m=0 s=1

+ 3 AL Y ,51;3"““);)5;3"*’“)}.(5.13)

sL—k>0 —sL+k>0

Wir untersuchen nun diesen Ausdruck im Zusammenhang mit einem beschrink-
ten Fock-Raum und nehmen an, daf§ pgf) ~ 0, d.h. vernachldssigbar klein ist,
falls n+ &k > N. Demnach ist N die gréfite beriicksichtigte Photonenzahl. Fiir
eine sinnvolle Wahl von N ist eine gewisse a-priori-Information iiber den Feld-
zustand unvermeidlich. Das Problem ist aber nicht schwerwiegend, da man
sich bei der Rekonstruktion an einen geeigneten Wert herantasten kann, der
bei der Aufnahme der Mefidaten noch nicht exakt festgelegt zu sein braucht.
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Fordern wir die Bedingung L—k > N +1, so liegen alle Matrixelemente von
p in den zusitzlichen Termen von Gl.(5.13) bereits auBerhalb des betrachteten
Raums. Dies gilt fiir alle Fourier-Amplituden, wenn wir fiir k& den grofitmdagli-
chen Wert in dem beschrdnkten Raum wé&hlen, das ist V. Damit ist die dem
N 4+ 1-dimensionalen Fock-Raum angepafite Anzahl L. von Winkeln gegeben
durch

L =2N +1. (5.14)

Oberschwingungen, welche durch die daraus folgende Winkel-Schrittweite nicht
mehr erfafit werden, sind vernachlissigbar, vorausgesetzt, die Wahl von N ist
sinnvoll.

Wir kehren zuriick zu GI.(5.8), nun aber umgeschrieben fiir einen N + 1-
dimensionalen Fock-Raum und I diskrete Winkel:

N-=Lk
¢y =3 Y (1) plb. (5.15)
n=0

Die Summe iiber m, GL(5.9), wird fiir Berechnungen natiirlich ebenfalls abge-
schnitten, und zwar bei einer dem verschobenen Zustand angepafiten héchsten
Photonenzahl M. (M kann man abschiitzen mit M = (crj++/N + 1)?, wobei
die Konstante ¢ in der Gréfenordnung von 3 liegt.)

Gl.(5.15) bildet ein lineares Gleichungssystem fiir die N +1— & Unbekann-

ten pq(lk) der k-ten Diagonale der Dichtematrix. Fiir eine eindeutige Losung
ben&tigt man zumindest ebenso viele Gleichungen. Im Experiment bieten sich
dazu zwei variierbare Parameter an: die Wechselwirkungszeit 7 und der Radi-
us r. Man kann Messungen auf einem Radius mit N 4+ 1 — &k unterschiedlichen
Zeiten 7; sammeln oder fiir ein festes 7 auf N 4+ 1 — k unterschiedlichen Ra-
dien oder jede beliebige Kombination beider M&glichkeiten. Experimentell ist
es zundchst am einfachsten, bei fester Wechselwirkungszeit nur die Radien zu
variieren. Daher fokussieren wir diesen Fall. Fiir jeden Radius werden N+1+k
Winkel bendtigt. Die Bestimmung der Matrixelemente einer k-ten Diagonale
erfordert also (N +1—k)(N +1+k) = (N +1)? — k% Phasenraumpunkte, fiir
die pp bekannt sein muf}. Damit alle Diagonalen rekonstruiert werden kdnnen,

sind das 2N + 1 Winkel [ G1.(5.14) ] auf N 4+ 1 Radien d.h.
(N+ 1)+ N+ N (5.16)

Wahrscheinlichkeiten py, die zu bestimmen sind. Andererseits ist die Zahl der
Unbekannten gleich (N + 1)%, wobei die komplexen Nebendiagonalelemente
doppelt gezdhlt werden.

5.2.4 Fehlerabschatzung und numerische Methode

Wir wenden uns nun dem Problem zu, wie Gl.(5.15) sinnvoll nach den Ma-
(k)

trixelementen py’ aufgeldst werden kann. Der Ubersichtlichkeit halber gehen
wir zundchst zur Matrix-Schreibweise iiber:

G = y® 50 (5.17)
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Dann gilt fiir die Matrixelemente der J x (N + 1 — k) Matrix Y*) mit J >
N + 1 verschiedenen Radien r;: Yﬁ) = yé"“)(rj). Der Vektor *) enthiilt die
Unbekannten p%k), und §*) die Fourier-Amplituden qg-k) = q](:k)(rj). Um die
Nomenklatur zu vereinfachen, unterdriicken wir ab jetzt den Index (k).

Bei der Inversion von Gl.(5.17) kénnen zwei Fille auftreten: Sie kann unter-
bestimmt sein, dann gibt es nichttriviale Lésungen zur homogenen Gleichung
Y p = 0.Y ist dann nicht invertierbar und die Lésung nicht eindeutig. Eindeu-
tig bestimmt ist dann der Vektor p,,;, mit der Zusatzbedingung, die kleinste
Norm |pin| unter allen méglichen Lésungsvektoren zu besitzen. Man definiert
mit ihm die Pseudoinverse Y der Matrix Y iiber die Gleichung [91, 92]

Der zweite Fall tritt ein, wenn GL.(5.17) iiberbestimmt, d.h. J gréfier
als N 4+ 1 ist und die Gleichungen nicht linear abhingig sind. Verrausch-
te Mefldaten sind widerspriichlich. Man erwartet daher bei Beriicksichtigung
von MeBungenauigkeiten, dafl das Gleichungssystem iiberhaupt keine exakte
Losung mehr besitzt und interessiert sich folglich fiir die beste Niherung im
Sinne der Minimierung des Ausdrucks (siehe dazu auch Lit. [81])

V= 1d- Y Bl (5.19)

Der Lésungsvektor ist auch hier durch g, ;, nach GIl.(5.18) gegeben, mit der
Pseudoinversen von Y, die wir in GL.(5.21) explizit angeben werden.

Fiir eine detaillierte Diagnose und Fehlerabschdtzung bietet die Singular-
wert-Zerlegung [91, 92] die geeigneten Hilfsmittel. Sie basiert auf folgender
Darstellung der Matrix Y, die immer méglich ist:

Y=UWVT, (5.20)

U ist eine zeilenorthogonale, W eine diagonale und V eine orthogonale Matrix.
Die eindeutig bestimmten Diagonalelemente W,,,, = w,, sind die Singularwerte.
Die Pseudoinverse Y ist gegeben durch

Y=vwuT, (5.21)

wobei fiir die Matrixelemente von W gilt W,,,, = (1/w,,) dum, falls w, # 0.
Die Kehrwerte von verschwindenden Singularwerten sind gleich null zu setzen.
Damit ist also sowohl das Problem nach G1.(5.18), als auch jenes nach GL.(5.19)
gel6st.

Nun wollen wir experimentelle MeBungenauigkeiten in Betracht ziehen.
Diese treten vorwiegend iiber die gemessenen Wahrscheinlichkeiten py in den
Fourier-Amplituden g7, in GL.(5.11) auf. Deshalb ist es von besonderem Inter-
esse, den von einer Stérung Ad verursachten Fehler Apg, ;, in der Losung des
modifizierten Systems g+ Aq =Y (p+ Ap) zu untersuchen. Er ist gegeben
durch

Ap.. =Y Aqg. (5.22)
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Mit Hilfe des kleinsten nicht verschwindenden und des gréfiten Singularwertes
Wmin UNd Wmax 188t sich der absolute und der relative Fehler abschiatzen zu

[92]

min
und

|Aﬁmin| Wmax |A(i|
|ﬁmin| © Wmin |Pmap(Y) ql

(5.24)

Dabei bedeutet Ppap(Y) die Projektion in den Rang von Y. Der Quotient
Wmax/Wmin, der in G1.(5.24) die bestimmende Grofie ist, wird als Konditions-
zahl bezeichnet. (Das ist nicht die einzige Definition einer Konditionszahl, aber
eine sehr niitzliche.)

Hiufig tritt das Problem schlecht konditionierter Matrizen auf. Winzige
Fehler in g werden dann durch eine riesige Konditionszahl verstarkt, und
fiihren zu enormen Fehlern im Lésungsvektor p. In diesem Fall kann man von
Y zu einer regularisierten Matrix Y8 iibergehen, indem man alle Diagonalele-
mente von W, die einen gewissen Regularisierungs-Parameter iiberschreiten,
gleich 0 setzt. Auf diese Weise erhilt man die Lésung p5 = Y™&q fiir das
regularisierte Gleichungssystem q = Y™ p"°® mit gegeniiber Gl.(5.17) verbes-
serter Kondition. Die Empfindlichkeit gegeniiber Stérungen wird dann nach
Gl.(5.23) und (5.24) reduziert.

Allerdings handelt man sich dabei einen systematischen Fehler ein. Die
Dimension des Lésungsraumes, in dem man den Vektor p sucht, ist gleich der
Anzahl von Matrixelementen W,,,,, die ungleich 0 sind. Durch Regularisierung
reduziert man diese Dimension, und gleichbedeutend damit auch die Zahl freier
Fit-Parameter, die bestimmt werden miissen. Ein mathematisch gesehen iiber-
bestimmtes System wird dabei faktisch zu einem unterbestimmten. Die regu-
larisierte Losung ist die bestmdgliche in dem verbleibenden Raum, in dem die
exakte im allgemeinen jedoch gar nicht mehr enthalten ist. Die Singularwert-
Zerlegung spannt das Problem dabei in einer Basis auf, in der die Dimensionen
entsprechend ihres Beitrags zum Losungsvektor entfernt werden konnen, die
yunwichtigsten“ zuerst. Dabei tendiert der Betrag des Lésungsvektors dazu,
kleiner zu werden. In einem sinnvoll regularisierten Problem besteht nur ei-
ne schwache Abhédngigkeit der Losung von der exakten Zahl vorgenommener
Regularisierungen. Der systematische Fehler kann kontrolliert werden, indem
man mit der Niherungslosung pgrs die Grofe y? nach Gl.(5.19) berechnet.
Mit jeder Regularisierung nimmt sie zu?. Gleichzeitig werden die MeBdaten
glatter angepafit, d.h. ohne die Details des Rauschens zu beriicksichtigen. Das
ist genau der gewiinschte Effekt.

Bei den Ursachen fiir das Rauschen in den Mefidaten ist der statistische
Fehler aufgrund einer endlichen Anzahl von Messungen von grundsitzlicher
Bedeutung. Nimmt man zur Bestimmung jeder Wahrscheinlichkeit p;, eine

2Falls x> durch Regularisierung kleiner wird, liegt das an den Rundungsfehlern in der
numerischen Berechnung.
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Abbildung 5.2: Phasengekoppelter Ein-Atom-Maser-Zustand in Fock-Darstellung.
Die Schwingungsphase ist mit emnem externen Oszillator synchronisiert. Auf diese
Weise ldfit sich eine sub-Poisson’sche Photonenstatistik mit einer definierten Feldpha-

se kombinieren. Die verwendeten Parameter sind: N, = 10, 0 = 3, (n,) = 4|f|*/7* =
6,25, T = 500mK, (n) = 7,4 und Q = —0,42.

Anzahl von 7 Messungen vor, so betrigt die Standardabweichung Ap, =

V(L =p)/Z < 1/(2v/Z). Davon sind die Fourier-Amplituden q](;k) betroffen
mit der Standardabweichung Aqgﬂ) = (1/v/L)Apy < 1/(2V/LZ). In Abschnitt
5.2.5 beriicksichtigen wir den Effekt dieses statistischen Fehlers fiir eine simu-
lierte Rekonstruktion.

5.2.5 Computersimulation

Wir wollen die beschriebene Methode nun anhand einer Computersimulation
unter Beriicksichtigung verrauschter Mefldaten demonstrieren. Der stationire
Zustand des Ein-Atom-Masers ist phasen-gleichverteilt (Abschnitt 3.1.4). In
diesem Fall ist die Emissionswahrscheinlichkeit py(r, ¢) in Gl.(5.4) unabhingig
vom Winkel ¢. AuBerdem gilt dann qj(lo)(r) = pp(r) und q](;k)(r) = 0 fiir alle
k> 0 [GL(5.11)]. Daher reduziert sich Gl.(5.15) wie auch Gl.(5.4) einfach zu

N
po(r) = > YO (r;) plV. (5.25)
n=0

Damit steht eine alternative Methode zur Rekonstruktion der Photonenstati-
stik zur Verfiigung. Im Gegensatz zu Lit. [18], wo die Photonenstatistik durch
Variation der Wechselwirkungszeiten bestimmt wurde, kann man sich auf ver-
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Abbildung 5.3: Derselbe Zustand wie in Abb. 5.2, hier aber in () Darstellung.

schiedene Verschiebungsbetrége r; beschrdnken und 7 konstant auf einen Wert

einstellen, bei dem hohe Zihlraten erzielt werden.

Unser Rekonstruktionsschema entfaltet seine vollen Moéglichkeiten aber
erst bei einem Zustand mit Phasenausprigung. Wir gehen daher von einem
phasengekoppelten Maserzustand aus, wie in Abschnitt 4.5 beschrieben. Als
Maserparameter wihlen wir N, = 10 und ©® = 3. Noch ohne externe Einstrah-
lung stellt sich dann eine mittlere stationire Photonenzahl von (n) = 5,2 und
ein -Wert nach GI.(3.28) von Q = —0, 56 ein. Es handelt sich damit um einen

deutlich sub-Poisson’schen Arbeitsbereich.

Wir wihlen nun die Amplitude f des externen Synthesizers so, daf} sich oh-
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Abbildung 5.4: Abhdngig-
keit der Konditionszahl
Wimaz [ Wmin von der
(skalierten)  Wechselwir-
kungzeit g fiir das Beispiel
der Hauptdiagonalen der
Dichtematrix. Grofie
Wechselwirkungszeiten
verbessern die Kondition
stark.
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Abbildung 5.5: Abschdtzung des statistischen Fehlers nach Gl.(5.22) bei der Rekon-
struktion der Dichtematriz. Die Stérung A§ wurde dabei gleich der Standardabwei-
chung gesetzt, die sich aus einer Anzahl von 2500 Messungen ergibt. Die Konditi-
onszahl wurde durch Regularisierung des Gleichungssystems auf einen Wert in der
Gréfenordnung von 10 bis 100 gebracht.

ne Atome (und bei 0K) die mittlere Photonenzahl (ng) = 4| f|*/v* = 6, 25 ein-
stellen wiirde. Der daraus resultierende stationidre Zustand wurde gemif der
Mastergleichung (4.87) numerisch berechnet. Er weist eine mittlere Photonen-
zahl von (n) = 7,4 und einen noch deutlich negativen Q-Wert von Q = —0,42
auf.

Abb. 5.2 zeigt die Feld-Dichtematrix in Fock-Darstellung; die Nebendia-
gonalen sind bereits deutlich ausgeprigt. Zur Veranschaulichung wurde die

zugehorige Q-Funktion (Anhang B) berechnet. Der Zusammenhang ist gege-
ben durch?

e=lol? [ 2 | 2 & |oz|2”+k :
- = (o) _ T (R) ke
o, )= n +2Re n € (5.26
Qo] ¢) = — ;) P ;gm Ik (5.26)

Sie ist in Abb. 5.3 dargestellt. Man erkennt hier gut die entstandene Vorzugs-
phase.

Fiir die Rekonstruktion beachten wir die Spiegelsymmetrie des Zustandes
Abb. 5.3 im Phasenraum zur reellen Achse. (Die Feldstirke f des externen
Oszillators haben wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit rein imaginir
gewihlt.) GI.(5.26) entnimmt man, daB in diesem Fall alle Matrixelemen-

te pn]‘c rein reell sind. Die Anzahl von Unbekannten reduziert sich dadurch

auf (N 4 1)(N 4 2)/2. Weiter gilt dann nach GL (5.4) py(r, ¢) = pu(r, —9¢).

Die Darstellung hat die Form einer Fourier-Summe. Man beachte die Analogie zu GI.
(5.4).
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Abbildung 5.6: Ergebnis der Rekonstruktion des in Abb. 5.2 dargestellten Zustan-
des. Messungenauigkeiten wurden dabei durch ein Gauf-verteiltes Rauschen mit einer
Standardabweichung von 0,01 beriicksichtigt.

Die entsprechend verschobenen Zustidnde besitzen ndmlich identische Photo-
nenstatistiken. Demnach ist es hinreichend, die Verschiebungen entlang von
Halbkreisen im Phasenraum mit nur positivem (oder nur negativem) Ima-
gindrteil auszufiihren. Dadurch verringert sich die Mindestzahl erforderlicher
Wahrscheinlichkeiten p, nach G1.(5.16) auf (N + 1)? fiir eine gerade, und auf
(N +1)%2+ (N +1)/2 fiir eine ungerade Anzahl I von diskreten Winkeln. (Im
ersten Fall ist nur eine Verschiebung « reell, im zweiten sind es zwei; das ist
der Unterschied.)

In unserem Beispiel sammeln wir Mefidaten fiir 16 Winkel entlang 30 Halb-
kreisen mit Radien, die um eine Schrittgréfie von 0.4 anwachsen. Bei der Wahl
einer geeigneten Dimension N+1 des Fock-Raums ist ein Kompromifl zwischen
dem systematischen Fehler durch die Begrenzung und der mit N wachsenden
Anzahl von Unbekannten zu machen. Wir wdhlen N = 13 als h6chste Photo-
nenzahl.

Nun betrachten wir die in GI.(5.24) definierte Kondition des Gleichungssy-
stems. Sie ist in Abb. 5.4 fiir das Beispiel der Hauptdiagonalen in Abhingig-
keit von der (skalierten) Wechselwirkungszeit g7 aufgetragen. Man erkennt
eine sehr starke, bis zu einem Wert von g7 = 5,5 anndhernd exponentielle
Abhingigkeit. Lange Wechselwirkungszeiten begiinstigen die Rekonstruktion
erheblich. Wir machen einen Kompromif§ zwischen guter Kondition und expe-
rimentell typischerweise gut erreichbaren Parametern und wihlen g7 = 3, 16.
Weiter beriicksichtigen wir den statistischen Fehler bei der Bestimmung von
pp. Fiir jede Wahrscheinlichkeit gehen wir von Z = 2500 Messungen aus, wo-
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Abbildung 5.7: Differenz zwischen erakten und rekonstruierten Matrizelementen der
Dichtematriz.

raus sich ein GauB-verteiles Rauschen mit einer Standardabweichung von 0,01
ergibt, das wir zu jeder ermittelten MeBgréfie p, aufaddieren. Nach Gl.(5.24)
sollte die Konditionszahl die Gréflenordnung von 100 dann nicht stark iiber-
schreiten, um sinnvolle Ergebnisse zu erhalten. Abb. 5.5 zeigt eine individuelle
Fehlerabschdtzung fiir die einzelnen Matrixelemente. Dabei wurde der Fehler
Apin nach GL(5.22) fiir das regularisierte Problem berechnet, indem alle
Komponenten von Aq gleich der in Abschnitt 5.2.4 angegebenen Standardab-
weichung qu(:k) gesetzt wurden.

Das Ergebnis der Rekonstruktion ist in Abb. 5.6 dargestellt. Abb. 5.7
zeigt die Differenz zwischen exakten und rekonstruierten Matrixelementen.
Die Ubereinstimmung ist sehr befriedigend. Einen anschaulichen Eindruck
vermittelt die (Q-Darstellung des rekonstruierten Feldes Abb. 5.8, in der al-
le charakteristischen Eigenschaften qualitativ gut wiedergegeben werden.

5.3 Messung der Wigner'schen charakteristischen Funktion

5.3.1 Definition und Eigenschaften

Die charakteristische Funktion der Wigner-Verteilung (siche auch Anhang B)
148t sich mit Hilfe des Verschiebungsoperators Gl.(A.1) definieren als

C(pu, 1) = TelpD(p)] (5.27)

Sie ist die von der komplexen Variable p und ihrer konjugierten p* im ,rezi-
proken Phasenraum® abhingige (komplexwertige) Fourier-Transformierte der
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Abbildung 5.8: Q-Darstellung des in Abb. 5.6 dargestellten rekonstruierten Resona-
torfeldes. Die charakteristischen Eigenschaften sind in der Rekonstruktion deutlich zu
erkennen.

Wigner-Funktion W(a), d. h.

Cp) = /e#a*-ﬂ*a W (a) d*a. (5.28)

Der Zusammenhang zum Dichteoperator ist gegeben durch die Integraltrans-
formation

p=— [ Clw) D(-p,—) . (5:29)

Driickt man p in Fock-Darstellung aus, so spielen die Matrixelemente d,,,, des
Verschiebungsoperators nach Gl.(A.4) die Rolle einer sogenannten ,Pattern-
Funktion®.

Die charakteristische Funktion stellt aber selbst bereits eine vollwertige
Reprisentation eines Quantenzustandes dar. Besonders eng ist sie iiber ihre
Ableitungen mit den Erwartungswerten der symmetrisch geordneten Momente
von ata verkniipft iiber die Beziehung

(%)n (‘ ai*)m C(H)|M=M:0 = ({a"a™ }oym ) . (5.30)

Die symmetrisch geordneten Produkte kann man dabei folgendermafien allge-
mein definieren:

o () () o

(5.31)

MZM*ZO'
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Beispielsweise gilt demnach: {a'a}sym = 1(ala + aal). Die Méglichkeiten zur
Beobachtung der Phasendiffusion mit Hilfe der charakteristischen Funktion
werden in Lit. [66] untersucht.

5.3.2 Charakteristische Funktion als BeobachtungsgroBe

Wir gehen wieder von der in Abschnitt 4.3 beschriebenen Pulsmethode aus
und schreiben GIl.(4.13) in der Form

pola, T) = % - % Tr {p D'(a) cos(2g7v/n + 1) D(a)}. (5.32)

Dabei reprisentiert p wieder das zu untersuchende Lichtfeld im Resonator.
Nun betrachten wir diese Gleichung fiir grofie Verschiebungsbetrédge, d.h.
|a|? > n = tr{pn}. Wir entwickeln das Argument der Cosinus-Funktion in
eine Taylor-Reihe um die mittlere Photonenzahl ip = tr{pD'(a)aD(a)} des
verschobenen Zustandes, die dann durch |a|? genihert werden kann

A Li—jo2 1 (= |of?)?
297vVn + 1 =2g1 a2+ 14+ = - = +--+]. (5.33
f f [V' S N S SN/ (T (5:33)

Die Photonenstatistik nach der Verschiebung (mit der Breite Anp) geniigt
dann folgender Ungleichung

1< Anp € np. (534)

Unter diesen Umstdnden zeigen die Rabi-Oszillationen in der Besetzungsin-
version der Atome als Funktion der Wechselwirkungszeit einen klaren Kol-
laps, dem mehrere Bereiche des Wiederauflebens (,,Revivals“) mit erneutem
Kollaps folgen. Der erste Term in der Taylor-Entwicklung bestimmt dabei die
Frequenz der Rabi-Osrzillationen, der zweite Term ist verantwortlich fiir die
periodische Wiederkehr von Kollaps und Revivals, wihrend der dritte Term
die Form der Revivals modifiziert. Dieser Zusammenhang wird in Lit. [62]
ausfiihrlich diskutiert. Wir interessieren uns hier lediglich fiir die Enveloppe
der Rabi-Osrillationen vor dem ersten Revival, das bei der skalierten Wech-
selwirkungszeit g7 = 2m\/np auftritt. Daher kénnen wir die Taylor-Reihe
nach dem zweiten Term abbrechen. Wir schreiben wieder in Polarkoordina-
ten & = |ale’?, ziehen mit Hilfe von Gl.(4.15) die Verschiebungsoperatoren in
das Argument des Cosinus und erhalten mit Gl.(A.7) fiir die Inversion I des
Atoms:

Hey7) = pala,7) = pplea,T)
=~ T1‘[pcos{<2 a2+1+—+aTe2¢+ae_"¢)gTH 5.35
Vil s 14 2 (5.35)

= Re {eZiV lal*+1 g7 oy [p exp (z(ln—l +alel® + ae_i¢)gr> ] } .
!
Nun fordern wir noch g7 < 2r|a|/n (7 ist die mittlere Photonenzahl vor
der Verschiebung!). Diese Bedingung ist dhnlich der ohnehin schon gemachten
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Annahme, dafl die Wechselwirkungszeit klein sei, verglichen mit der Revival-
Zeit. Dann konnen wir den Term 7/|a| vernachldssigen, und die Spur in der
letzten Zeile von G1.(5.35) ergibt gemifl GI1.(5.27) gerade die charakteristische
Funktion. Wir erhalten somit ein einfaches Resultat:

I(a,7) = Cp (1) cos <2\/mgr> — Ci(p) sin (2\/mgr> . (5.36)

C'y(p) und Cj(p) bezeichnen den Real- und Imaginirteil von C'(u) = Tr[pD(p)]
an der Stelle

1= igre'® (5.37)

im ,reziproken Phasenraum®. Der Betrag |u| = g7 ist gleich der skalierten
Wechselwirkungszeit, wihrend der Winkel ¢ durch die Phase des externen
Oszillators bestimmt ist. Die im Experiment beobachtete Inversion ist an den
Nullstellen des Sinus gleich dem Real- und an denen des Cosinus gleich dem
Imaginirteil der charakteristischen Funktion. Mit n = 0,1,2,... gilt also:

I = (-1)*C.(p) fiir gr=nn/ <2\/|04|2—|—1> (5.38)
I = (c)™ i) fir gr= (n+ D/ (2\/|04|2+1>. (5.39)

Man kann auf diese Weise beliebige Punkte von C'(u) vermessen.

Nach GI.(5.38) und (5.39) sind Real- und Imaginérteil der charakteristi-
schen Funktion auf einen Wertebereich zwischen -1 und +1 beschrinkt. Dieser
bekannten Eigenschaft wird hier eine physikalische Bedeutung gegeben.

5.3.3 Beispiel ,Schrodingerkatze”

Die Methode zur Messung der charakteristischen Funktion soll nun anhand
einer quantenmechanischen Superposition zweier kohirenter Felder | &+ 3) de-
monstriert werden. Die Resonatormode befinde sich also in folgendem Zustand

1By =N (|8)+]| = B)) mit N2 = (24 27 20F)-1, (5.40)

Man bezeichnet ihn auch als ,,Schrédinger-Katzen-Zustand“ in Anlehnung an
Schrédingers beriihmtes Gedankenexperiment? [20]. Wie wir auf Seite 38 ge-
sehen haben, ist es prinzipiell mdglich, solche Zustinde im Ein-Atom-Maser
(niherungsweise) zu préparieren.

Die charakteristische Funktion fiir G1.(5.40) 148t sich mit Hilfe der Defini-
tion GL.(5.27) analytisch angeben:

C () = N ({31 D) 18) + (=B8] D() | = B) + (Bl D(w) = B) + (=B D(w) |8))
= 2 N2 0P =3 cosf2(uif, — e fBi)] + cosh[2(p B, + )]} (5.41)

Dabei haben wir von GIL.(A.8) Gebrauch gemacht und die komplexen Gréfien
p und 3 in Real- und Imaginérteil aufgespalten.
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Abbildung 5.9: Wigner’sche charakteristische Funktion fiir einen ,Schrédinger-
Katzen-Zustand“ nach GI. (5.40) mit den Amplituden § = +2i. Die Gestalt ist in

diesem Fall identisch mit derjenigen der Wigner-Funktion, die Interpretation der
Gaufl’schen Hiigel und der Oszillationen um den Ursprung jedoch gerade entgegenge-
setzt.

Abbildung 5.10: Wigner’sche charakteristische Funktion fiir ein klassisches Gemisch
zweter kohdrenter Zustinde mit Amplituden = £2i.
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Abbildung 5.11: Vergleich zwischen Inversion der Atome als Funktion der skalierten
Wechselwirkungszeit gt (punktierte Kurve) und einem Schnitt durch die charakteristi-
sche Funktion C'(p = ig7) in Abb. 5.9 entlang der imagindren Achse (durchgezogene
Linie) fiir konstantes a = 10. Die Wechselwirkungszeiten, die der Bedingung Gl
(5.38) geniigen, sind mit Rauten markiert. Eine Wechselwirkungszeit- Verteilung von
Ar/T = 1% fiihrt zu einem schwdcheren Kontrast (markiert mit Kreisen). Die gestri-
chelte Kurve zeigt den entsprechenden Schnitt fiir den Fall des klassischen Gemischs
in Abb. 5.10. Im Finschub ist die Photonenstatistik des verschobenen Katzenzustandes
dargestellt.

Fiir Wigner-Verteilungen, die zum Ursprung punktsymmetrisch sind, ist
die zugehdorige charakteristische Funktion (wie man sich anhand von GI1.(5.28)
klar macht) rein reell, so auch Gl.(5.41). Sie ist in Abb. 5.9 fiir 3 = 2i darge-
stellt. Weiter hat der Katzenzustand G1.(5.40) die Eigenschaft, daf die Matrix-
elemente p,,, in Fock-Darstellung fiir ungerades m allesamt gleich null sind.
In diesem Fall besitzen Wigner- und zugehérige charakteristische Funktion
dieselbe (Gestalt, obgleich umskaliert und in unterschiedlichen Riumen defi-
niert (Gl. (5.104) in Lit. [67]). Die Interpretation ist fiir beide jedoch gerade
entgengesetzt: Wihrend die beiden spiegelsymmetrischen Gaufi’schen Hiigel
der Wigner-Verteilung das klassische Gemisch der beiden Amplituden £4 re-
prasentieren, entstehen diese Hiigel bei der charakteristischen Funktion durch
die Kohdrenz der Uberlagerung. Die Oszillationen um den Ursprung hingegen,
die bei der Wigner-Verteilung bekanntlich die Kohdrenz der Superposition an-
zeigen, entstehen bei der charakteristischen Funktion durch den inkoh#renten
Anteil. Der Fall des klassischen Gemischs ohne definierte Phasenbeziehung ist
in Abb. 5.10 dargestellt. Der Cosinus Hyperbolicus in Gl.(5.41) fillt dann weg.

Nun betrachten wir in Abb. 5.11 die Inversion [ als Funktion der Wech-
selwirkungszeit, die nach Gl.(5.32) fiir den um den konstanten Wert o = 10

“Dem urspriinglichen Gedanken von Schrédinger kommt allerdings der verschrankte
Atom-Feld-Zustand in Gl.(3.45) auf Seite 37 wesentlich niher.
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Abbildung 5.12: Dargestellt ist dasselbe wie in Abb. 5.11, nun jedoch fiir « = 10i.
Das entspricht einem Schnitt durch die charakteristische Funktion in Abb. 5.9 entlang
der reellen Achse.

verschobenen Katzenzustand Gl.(5.40) berechnet wurde (punktierte Kurve).
Die Enveloppe der schnellen Rabi-Oszillationen gibt in sehr guter Niherung
den Schnitt durch die charakteristische Funktion entlang der imaginiren Ach-
se = igT (durchgezogene Linie) wieder, wie von der analytischen Ndherung
Gl.(5.36) vorhergesagt. Der entsprechende Schnitt fiir den Fall des inkoh&ren-
ten Gemischs (Abb. 5.10) ist gestrichelt eingezeichnet. Auch er wird von der
Einhiillenden der Rabi-Oszillationen praktisch perfekt wiedergegeben, die der
Ubersichtlichkeit halber nicht eingezeichnet wurden.

Die mit Rauten markierten Stellen bezeichnen [ fiir die der Bedingung in
Gl.(5.38) geniigenden Wechselwirkungszeiten. Im allgemeinen Fall [fiir kom-
plexwertige Funktion C'(p)] ist diese Bedingung entscheidend. Man erkennt,
daBl die Phase der Rabi-Oszillationen leicht von derjenigen der Ndherung Gl.
(5.36) abweicht. Das ist nicht iiberraschend, da |a| nur miBig groB gew#hlt
wurde. Dennoch wird die entscheidende Eigenschaft, ndmlich das Wiederauf-
leben der Rabi-Oszillationen, das die Kohdrenz der Uberlagerung anzeigt, klar
aufgeldst. Das gilt auch dann noch, wenn man eine Gaufl’sche Geschwindig-
keitsverteilung mit einer normierten Standardabweichung von Ar/7 = 1%
(wie sie im Experiment in etwa erreicht werden kann) zugrunde legt (kreisformi-
ge Markierungen).

Der Einschub in Abb. 5.11 zeigt die Photonenstatistik der verschobenen
Schrédingerkatze. Die Kohidrenz der Uberlagerung erscheint hier als Interfe-
renzmuster (siehe Lit. [95]). So wie die Energiedifferenz zwischen den einzelnen
Photonenzahlen fiir die Revivals in den Inversionsoszillationen (die erst bei
viel grofieren Wechselwirkungszeiten auftreten und in unserer Ndherung nicht
enthalten sind) verantwortlich ist, so entsteht das Wiederaufleben der Oszil-
lationen hier bereits bei kurzen Wechselwirkungszeiten aufgrund der Energie-
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differenz zwischen den einzelnen Maxima in der Photonenstatistik. Im Fall des
statistischen Gemischs sind die Photonenzahlen einfach Poisson-verteilt, und
die Oszillationen zeigen kein entsprechendes ,,Satelliten-Revival®.

Abb. 5.12 zeigt die Situation fiir o« = 107, die einem Schnitt durch die cha-
rakteristische Funktion entlang der reellen Achse entspricht. Die beiden Maxi-
ma in der Photonenstatistik des verschobenen Zustandes (siehe Einschub) ent-
sprechen in diesem Fall den beiden Amplituden £43. lhre Differenzfrequenz ist
fiir die Modulation der Rabi-Oszillationen verantwortlich, wodurch auch hier
der Verlauf der charakteristischen Funktion in sehr guter Ubereinstimmung
widergespiegelt wird. Kohdrente Uberlagerung und Gemisch sind in diesem
Schnitt praktisch ununterscheidbar.



Kapitel 6

Aufbau des Experiments und
vorbereitende Messungen

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde zusammen mit Gunter Antesber-
ger [66] der bereits im Lit. [96] begonnene Aufbau eines neuen, schwingungs-
geddampften Ein-Atom-Maser-Experimentes vervollstindigt.

6.1 Hauptkomponenten des Experiments

6.1.1 Der Ein-Atom-Maser-Aufbau

Der Ein-Atom-Maser besteht im wesentlichen aus einem Atomofen, einem Dia-
gnosetopf und einem Kryostaten. Diese drei Komponenten bilden zusammen
das Hochvakuum-System, das im gekiihlten Zustand mit Hilfe von Turbomo-
lekularpumpen auf einen Enddruck von ca. 2-10~7 mbar gebracht wird.

Im Atomofen befindet sich ein mit Rubidium gefiilltes Edelstahlgefaf, das
im Betrieb elektrisch auf etwa 200°C geheizt wird. Der Rubidiumdampf ent-
weicht {iber eine Diise von 0,3 mm Durchmesser, die separat geheizt werden
kann, um das Kondensieren an der Offnung (und damit deren Verstopfung)
zu verhindern. Da die Austrittswahrscheinlichkeit der Atome aus dem Ofen
proportional zu ihrer Geschwindigkeit ist, weisen sie eine modifizierte Max-
well’sche Geschwindigkeitsverteilung auf [97]. Die wahrscheinlichste Geschwin-
digkeit (Maximum der Verteilung) liegt bei \/3kgT/m und betrigt etwa 380
m/s. Die mittlere Geschwindigkeit ist um den Faktor /37 /8 héher, also ca.
412 m/s. Um das Hochvakuum aufrecht zu erhalten, werden die entwichenen
Atome, abgesehen von einem begrenzten Raumwinkel in Richtung Kryostat,
sofort wieder an einem stickstoffgekiihlten Kupferschild kondensiert .

Ein schrig nach oben laufender Teil des divergenten Atomstrahls gelangt in
den Diagnosetopf (Abb. 6.1). Er dient als Hilfsmittel, um das Laserlicht auf die
Anregungsfrequenz der Atome in den gewiinschten Rydberg-Zustand zu stabi-
lisieren. Da die Laserfrequenz zur Geschwindigkeitsselektion der Atome jedoch
gegeniiber diesem Ubergang verstimmt werden muf (Abschnitt 6.3), geschieht
die Laseranregung im homogenen elektrostatischen kFeld eines Kondensators
unter Ausnutzung des Stark-Effekts. Der Nachweis der Rydberg-Atome er-

86
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Abbildung 6.1: Schema des Ein-Atom-Maser-Aufbaus. Rubidium-Atome in einem
diinnen, hochkollimierten Strahl werden durch einen UV-Laser unter dem Win-
kel ® zur Senkrechten geschwindigkeitsselektiv in einen Rydberg-Zustand angeregt.
Wihrend der Durchflugszeit durch einen mit Piezotranslatoren stimmbaren, supralei-
tenden Resonator hoher Giite findet die Atom-Feld- Wechselwirkung statt. Die TE1o-
Mode ist dabei auf einen atomaren Ubergang zu einem energetisch wenig tiefer lie-
genden Rydberg-Zustand mit aufergewshnlich grofem elektrischen Dipol-Ubergangs-
Matrizelement gestimmt. Zusammen mit der hohen Resonatorgiite ist dann die Be-
dingung fiir ein stark gekoppeltes Atom-Feld-System geschaffen. Der Ubersichtlichkeit
wegen ist die Ankopplung eines externen Synthesizers an den Resonator nicht einge-
zeichnet (siehe dazu Abb. 1.1). Der Zustand der Atome nach Verlassen des Resonators
wird anschliefend durch Tonisation tm sanft ansteigenden, durch zwei Schlitzplatten
greifenden elektrischen Feld bestimmt. Zur Stabilisierung der Laserfrequenz dient die
Diagnosecinheit, zu der ein zweiter Atomstrahl geleitet wird. Dort geschieht die Laser-
anregung tm homogenen elektrostatischen Feld eines Kondensators unter Ausnutzung
des Stark-Fffekts. Die als Referenz dienenden Energieniveaus kénnen dadurch beliebig
verschoben werden. (Das dargestellte Schema ist identisch mit einem zweiten Gar-
chinger Maser-Aufbau.)
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folgt durch lonisation in einem allmdhlich ansteigenden elektrischen Feld. Fiir
den im Experiment verwendeten 63 P/, Zustand des Isotops 85Rb betriigt die
lonisationsfeldstirke nur noch 24,1 V/em. Die dabei freigesetzten Valenzelek-
tronen werden von einem Elektronenvervielfacher (Channeltron) detektiert.

Zentraler Bestandteil des Aufbaus ist der supraleitende Mikrowellenreso-
nator aus Niob (Sprungtemperatur T, = 9,2 K), in dem (nach Kollimation des
Atomstrahls durch ein Peilrohr von 0,3 mm Durchmesser und Laseranregung
in einen Rydberg-Zustand) die Atom-Feld-Wechselwirkung stattfindet. Er be-
findet sich in einem 3He-Verdampfungskryostaten®, in dem mit komplettem
Versuchsaufbau eine Temperatur von 700 mK erreicht wird. Einzelheiten zum
Kryostaten werden in Lit. [96] beschrieben.

Die Abstimmung der Modenfrequenz auf den atomaren Ubergang erfolgt
durch mechanische Deformation des Resonators in der Mitte des Zylinder-
mantels (Abb. 6.1). Der Resonator sitzt dazu in einer Quetschvorrichtung, die
zunichst iiber eine Schraubenzieher-Durchfiihrung von aufien grob, und dann
mit zwei Piezotranslatoren fein bedient wird. Im ideal kreisrunden Zylinder-
Resonator existieren zwei zueinander senkrecht polarisierte, entartete Moden.
Durch Deformation wird einer der Dipolpartner zu hoheren, der andere zu
niedrigeren kFrequenzen verstimmt. Gleichzeitig erfolgt eine Zwangspolarisati-
on: Die Moden richten sich jetzt entlang der Hauptachsen der Deformations-
ellipse aus [98].

Die aus dem Resonator austretenden Atome werden im sanft anwachsenden
elektrischen Feld zwischen zwei geerdeten Schlitzplatten (Abb. 6.1) ionisiert.
Dabei lassen sich beide Maser-Zustinde aufgrund ihrer unterschiedlichen lo-
nisationsenergien voneinander unterscheiden (Abschnitt 6.4).

Ein wichtiger Aspekt bei den in der vorliegenden Arbeit gemachten Unter-
suchungen mit externer Einkopplung in einen Resonator sehr hoher Giite ist
eine starke Dd&mpfung mechanischer Schwingungen. Aus diesem Grund wurde
der gesamte Ein-Atom-Maser-Aufbau auf einen speziell angefertigten, aktiv
schwingungsgedimpften Lasertisch? gestellt. Die Tischplatte wird bei Akti-
vierung der Schwingungsddmpfung durch Druckluft um einen knappen Zenti-
meter angehoben und auf £0,2 mm in der Hohe stabil gehalten.

6.1.2 Das Lasersystem

Zur einstufigen Anregung des oberen Maser-Zustandes (das ist der 6355,
Zustand des Isotops ®*Rb) wird kontinuierlich abstimmbares, schmalbandiges
Laserlicht einer Wellenldnge von etwa 297 nm benétigt.

Zu diesem Zweck wird mit einem Argon-lonenlaser® mit einer Ausgangs-
leistung von ca. 6 W im Multilinien-Betrieb ein Farbstoff-Ringlaser* gepumpt,
der mit dem Farbstoff Rhodamin 6G betrieben wird. In der Ringmode des
Farbstoff-Lasers befindet sich ein nichtlinearer Kristall zur internen Frequenz-
verdopplung einer Wellenlange von 594 nm. Das entstehende UV-Laser-Licht

'Es wird ein kommerzieller Kryostat der Firma Ozford Instruments eingesetzt.
2der Firma Melles Griot

9Modell Innova 300 der Firma Coherent.

*Modell 380D der Firma Spectra- Physics.
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Abbildung 6.2: Hochauflésende Laserspektroskopie an einem Rubidium-Atomstrahl.
Dargestellt ist das Anregungsspektrum von den 5519 in die 63 P-Zustinde. Die acht
beobachteten Linien werden im Termschema Abb. 6.3 erkldrt. Die untere Aufnahme
st eine Vergréferung des Bereichs der , Lupe“.

hat bei der gewiinschten Wellenldnge eine Linienbreite von etwa 2 MHz und
liefert eine Leistung von ca. 6 mW. Es eignet sich damit gut zur selektiven
Anregung der im Experiment verwendeten hochliegenden Rydberg-Zustinde.

Zur Frequenzmessung wurde ein Wellenzahl-Messer (Lambdameter) auf-
gebaut. Ein geringer Teil des Lichtes wird dazu aus der Farbstoff-Laser Ring-
mode ausgekoppelt und mit demjenigen eines frequenzstabilisierten Helium-
Neon-Lasers® gemischt, der als Referenzfrequenz dient. In einem Michelson-
Interferometer wird die Wegstrecke beider interferierender Wege mit einem auf
einem Luftkissen fahrenden Wagen variiert und die Anzahl der Interferenzma-
xima fiir beide Frequenzen gezdhlt. Aus ihrem Verhiltnis wird die unbekannte
Wellenldnge bestimmt. Die Frequenzauflosung dieses Lambdameters ist ledig-
lich durch die auf dem Weg des Wagens zustandekommende Anzahl von In-
terferenzstreifen begrenzt und liegt im verwendeten Wellenldngenbereich bei
300 MHz.

6.2 Laser-Spektroskopie mit Rydberg-Atomen

Rubidium ist ein Alkaliatom. Es besitzt daher ein schwach gebundenes Va-
lenzelektron und im iibrigen nur abgeschlossene Schalen (kugelsymmetrisch
und Drehimpuls null) aus (%-1) kernnahen Rumpfelektronen (Kernladungs-
zahl 7). In grofler Entfernung vom Kern spiirt das Valenzelektron praktisch
ein reines Coulomb-Potential, bei Anniherung an den Kern hingegen eine

5Modell 200 der Firma Coherent.
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Abbildung 6.3: Ausschnitt aus dem Termschema von Rubidium zur Erklirung des
Spektrums in Abb. 6.2 (die Energieniveaus sind nicht mafistabsgetreu).

zunehmende Abweichung von der 1/r-Abhingigkeit. Diesem Umstand wird
in der Quantendefekt-Theorie [99] durch Einfiihrung einer effektiven (nicht
ganzzahligen) Hauptquantenzahl n* Rechnung getragen. Viele Eigenschaften
von Alkali-Rydberg-Zustdnden skalieren mit einfachen Potenzen von n* (siehe

B. [51]). So gilt beispielsweise fiir die Energieniveaus die Rydberg-Formel
(mit Rydberg-Konstante R)

Enl: I

, _7[n*(n, ek (6.1)

Mit den in Lit. [100, 101] experimentell bestimmten Quantendefekten fiir Ru-
bidium lassen sie sich sehr genau berechnen und damit im Experiment die
entsprechenden Spektrallinien auffinden.

In Abb. 6.2 ist das Anregungsspektrum von den 55, /, Grundzusténden in
die 63 P-Rydberg-Zustinde dargestellt. Die Messungen wurden bei der Tem-
peratur des fliissigen Stickstoffs (77 K) durchgefiihrt. Natiirliches Rubidium
kommt in den Isotopen ®Rb (72,1%, Kernspin I = 5/2) und 8"Rb (27,9%,
I=3/2) vor (siehe Lit. [102]; dort findet man auch weitere charakteristische
Eigenschaften von Rubidium). Dem Termschema (Abb. 6.3) entnimmt man
das Zustandekommen der acht beobachteten Linien. Die Hyperfeinstruktur-
Aufspaltung der Grundzustinde ist wesentlich grofler als die Feinstruktur-
Aufspaltung der Rydberg-Zustdnde.

Die Breite der Spektrallinien von ca. 10 MHz kommt hauptsichlich durch
Doppler-Verbreiterung aufgrund nicht perfekt senkrechter Anregung zustande.
Das ungewdhnliche Intensitidtsverhiltnis der Feinstrukturkomponenten beruht

auf relativistischen Effekten, die erst bei Rydberg-Atomen in Erscheinung tre-
ten (siehe z. B. Lit. [103]).
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6.3 Geschwindigkeitsselektion
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Abbildung 6.4: Stark- Verschiebung der in Abb. 6.2 vergrofert dargestellten vier Spek-
trallinien der Rubidium-63 P-Zustinde im homogenen elektrischen Feld. Bei jedem
Spektrum ist die an den Kondensatorplatten anliegende Spannung angegeben. Man
erkennt die quadratische Abhdngigkeit der Frequenzverschiebung von der Feldstdrke.
Auflerdem spalten die j = 3/2-Zustinde in zwei Linien auf.

Die exakte Kontrolle der Wechselwirkungszeit zwischen Atom und Feld
spielt im Ein-Atom-Maser eine zentrale Rolle. Er unterscheidet sich dadurch
stark vom gewdhnlichen Maser, bei dem die Unbestimmtheit dieses Parame-
ters die typischen mikroskopischen Effekte herausmittelt [Abschnitt 3.1.4, Gl.
(3.30)]. Die Wechselwirkungszeit ist gleich der Durchflugszeit der Atome durch
den Resonator; man bendétigt daher eine gute Geschwindigkeitsselektion.

6.3.1 Schiefe Laseranregung

Wir verwenden die Methode der schiefen Anregung. Dabei wird, unter Ausnut-
zung des Doppler-Effektes, nur eine gewisse Geschwindigkeitsklasse der Atome
angeregt, wihrend alle anderen das Experiment im Grundzustand passieren.
Der Laser wird dazu unter einem Winkel ¢ zur Orthogonalen auf den Atom-
strahl gerichtet, und zwar so, da die Atome sich der parallelen Komponente
des Lichtes entgegenbewegen (Abb. 6.1). Sie ,,sehen* daher eine blauverstimm-
te Lichtfrequenz. Verstimmt man nun den Laser gegeniiber der Resonanz v
bei ruhendem Atom (bzw. bei senkrechter Anregung) um den Wert Av ins
Rote, so erfiillen nur diejenigen Atome die Resonanzbedingung, die eine Ge-
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Abbildung 6.5: Bestimmung der Polarisierbarkeiten fiir die im E-Feld aufgespalte-
nen 3°Rb 63 P3/s-Zustinde aus der Messung in Abb. 6.4. Das Ergebnis ist im Bild
eingetragen.

schwindigkeit

c 1
Vg sin ¢

v =

Av (6.2)

besitzen (nichtrelativistischer Doppler-Effekt).

Die Schirfe des selektierten Geschwindigkeitsintervalls wird bestimmt durch
die Divergenz des Atomstrahls, die Durchflugverbreiterung der Atome, die Li-
nienbreite des Lasers und durch die Grofie des Winkels ¢. Je gréfer er gewdhlt
wird, desto stdrker mufl der Laser zur Selektion einer gewissen Geschwindig-
keit verstimmt werden. Daher wird die Selektivitdt mit zunehmendem Winkel
besser. Die Rate der angeregten Atome nimmt natiirlich entsprechend ab. Im
Experiment wurde ein Winkel von etwa 12° gew&hlt. Die relative Auflésung
der Wechselwirkungszeit A7/7 148t sich mit Flugzeitmessungen bestimmen;
sie liegt im Prozentbereich [40].

6.3.2 Stark-Verschiebung des Spektrums

Zur definierten Rotverstimmung um einen Wert Av nach GI.(6.2) benétigt
man eine Referenz, auf die man den Lasers stabilisieren kann. Dazu dient der
Diagnosetopf . Dort wird das Spektrum unter Ausnutzung des Stark-Effektes
im homogenen elektrostatischen Feld eines Plattenkondensators (Abb. 6.1) zu
niedrigeren Frequenzen hin verschoben. Die Messung des Stark-verschobenen
Spektrums der in Abb. 6.2 vergrofiert dargestellten vier Linien wird in Abb.
6.4 prasentiert. Die Niedrigdrehimpuls-Zustinde zeigen einen in niedrigster
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Abbildung 6.6: (a): Die ersten vier Spektrallinien der Rubidium-63P-Zustdnde (s.
Abb. 6.2, unten) bei senkrechter Anregung in der Diagnoseeinheit (scharfe Resonan-
zen) und bei schrdger Anregung (unter einem Winkel von 12° zur Senkrechten) im
Kryostaten (Doppler-verbreiterte Linien). Bei den verbreiterten Linien wird propor-
tional zur Frequenz nur eine gewisse Geschwindigkeitsklasse angeregt. (b): Das un-
verbreiterte Spektrum wird zusdtzlich durch den Stark-Effekt verschoben. Die %5 Rb
63Ps/2, |mj| = 1/2-Linie kann jetzt als Frequenzreferenz fiir den Laser dienen. Sie
wurde hier zum Mazimum der verbreiterten Linie hingeschoben. Die |m;| = 3/2-Linie
wird durch lineare Polarisierung des Lasers parallel zum E-Feld unterdriickt.

Ordnung quadratischen Stark-Effekt [104, 105, 106] der Form
Av = —1aF? (6.3)

mit der Polarisierbarkeit a und der elektrischen Feldstérke F. Die Py/y-Zustén-
de spalten zusétzlich auf in |m;| = 1/2 mit etwas kleinerer, und |m;| = 3/2
mit etwas gréferer Polarisierbarkeit.

In Abb. 6.5 wurde die Stark-Verschiebung fiir den 63 P3/,-Zustand von 8 Rb
gegen das Quadrat der elektrischen Feldstirke aufgetragen und die enorm hohe
Polarisierbarkeit des Rydberg-Zustandes bestimmt.

Nimmt man am Kryostaten das durch die schrige Anregung Doppler-
verbreiterte, und gleichzeitig dazu am Diagnosetopf das unverbreiterte und
nicht Stark-verschobene Spektrum auf, so ergibt sich die in Abb. 6.6 (a) dar-
gestellte Situation. Proportional zur Frequenz dndert sich nach GI.(6.2) beim
Doppler-verbreiterten Spektrum auch die Geschwindigkeit der angeregten Ato-
me.

Nun kann man das Spektrum, das am Diagnosetopf aufgenommen wird,
durch Einschalten der Plattenspannung an beliebige Stelle (allerdings nur nach
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Abbildung 6.7: Bei langsamer Verdnderung der Plattenspannung Usiarr in der
Diagnosecinheit folgt die Laserfrequenz der verursachten Frequenzverschiebung. Da-
durch stimmt sich die Laserfrequenz tber die im Kryostaten aufgenommene Doppler-
verbreiterte Linte. Auf diese Weise ldfit sich eine exakt kontrollierte Variation der
Wechselwirkungszeit durchfiihren.

»links*) verschieben und die Frequenz des Lasers auf eine geeignete Spektral-
linie stabilisieren. In Abb. 6.6 (b) wurde beispielsweise die starke **Rb 63P; -
Linie mit einer Plattenspannung von Usg;yrr = £410mV gerade zum Maximum
der Doppler-verbreiterten Linie geschoben. Die Aufspaltung in |m;| = 3/2 und
|m;| = 1/2 wurde durch lineare Polarisierung des Laserlichtes parallel zur E-
Feld Richtung mit einem A/4-Plédttchen verhindert. Dann gilt die Auswahlregel
Amj = 0, und die |m;| = 3/2 Linie wird vom 55 ,-Zustand aus nicht ange-
regt. Man erkennt sie in der Abbildung nur noch andeutungsweise.

Die Stabilisierung des Lasers auf eine Spektrallinie geschieht dadurch, dafl
seine Frequenz stindig computergesteuert zwischen zwei Werten hin- und her-
springt, deren Differenz klein ist verglichen mit der Breite der Linien am Dia-
gnosetopf. Aus der Differenzzihlrate wird ein Fehlersignal berechnet, das die
Laserfrequenz in der Regel fiir mehrere Stunden bei maximaler Zdhlrate sta-
bilisiert. Man kann sogar durch langsames Verdndern der Spannung Usg;,1 an
den Kondensatorplatten die Referenzlinie zeitlich bewegen, wihrend die Sta-
bilisierung dieser Verdnderung folgt. Dadurch 148t sich ein exakt kontrollierter
Frequenz-Scan und gleichbedeutend damit ein Scan iiber die Wechselwirkungs-

zeiten durchfithren (Abb. 6.7).

6.4 Zustandsselektive Feldionisation

Der Nachweis der Rydberg-Zustinde nach der Wechselwirkung erfolgt durch
Feldionisation und Detektion der freigesetzten Elektronen durch Channeltrons.
Die Tunnelrate hdngt dabei — unter der Voraussetzung eines adiabatischen
Ionisationspfades — so empfindlich von der Feldstirke ab, daf sich eine kriti-
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sche Feldstdrke angeben 1d8t, bei der die lonisation fast sprunghaft einsetzt
[104, 106]. Durch Anlegen eines dufleren Feldes wird das Potential asymme-
trisch verkippt, wodurch ein Sattelpunkt entsteht. Eine einfache Analyse ergibt
fiir den kritischen Wert Ep,, bei dem die Energie des Elektrons mit dem Sat-
telpunkt zusammenfillt, das Elektron also im klassischen Sinne ungebunden
ist, folgenden Ausdruck [106]:

8
Ep = 317410 [V /em]. (6.4)
Er ist bereits in recht guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Er-
gebnissen [106, 104] . Fiir das obere Maserniveau (also den 63 /- Zustand)
ergibt das eine Feldstirke von 24,1 V/cm, fiir das untere Maserniveau (das ist
der 61Ds/,- Zustand) hingegen 25,3 V/cm.

Der Aufbau zur zustandsselektiven Feldionisation ist folgender (siehe Abb.
6.1): Zwei geerdete Schlitzplatten befinden sich innerhalb zweier Kondensator-
platten, die symmetrisch auf einer Spannung von +Uj,, (GréBenordnung 100
V) liegen. Die Atome erfahren ein durch die Schlitze greifendes, in Atom-
strahlrichtung sanft anwachsendes elektrisches Feld. Der Feldanstieg muf} hin-
reichend langsam erfolgen, um einen adiabatischen lonisationspfad zu gewihr-
leisten. Nur dann ist ein eindeutiger Riickschlufl von der lonisationsenergie
auf den Zustand vor der lonisation méglich. Im Bereich zwischen Channel-
tron 1 und 2 haben die Schlitze einen konstanten Abstand, wodurch das Feld
hier nur duflerst schwach ansteigt. Bei geeigneter Spannung an den Kondensa-
torplatten ionisiert der energetisch hoherliegende zweier zu unterscheidender
Zustdnde am Anfang dieses Bereichs, und das frei werdende Elektron wird am
Channeltron 1 nachgewiesen. Der tieferliegende Zustand wird hingegen erst
im Bereich etwas h6herer Feldstdrke bei Channeltron 2 ionisiert und folglich
von diesem detektiert.

Am ,'Trichter* der Channeltrons liegt eine Spannung von ca. +200 V,
am Ende des spiralf6rmigen Fortsatzes sind es etwa +3 kV. Ein einzelnes
eintreffendes Elektron wird durch Sekundé&relektronenemission lawinenartig
verstirkt und der Strompuls elektronisch weiterverarbeitet. Der kleine Kriim-
mungsradius vermeidet ein ,,FElektronenecho®“ durch riickbeschleunigte lonen.

Der Ohm’sche Widerstand der Channeltrons liegt bei Raumtemperatur bei
ca. 600 MS2. Er sollte durch Abkiihlung nicht mehr als etwa zwei GroBlenord-
nungen steigen, da anderenfalls mangels nachgelieferter Elektronen ein Sitti-
gungseffekt eintritt. Deshalb werden die Channeltrons leicht geheizt.

Um die Zustandsselektivitdt zu testen, kann man sich die Tatsache zunutze
machen, daf} die jeweils drei Zustdnde (n 4 2)S, (n+ 1)P und nD durch Feld-
ionisation praktisch nicht zu unterscheiden sind, da ihre Ionisationspfade bei
sehr dhnlichen Feldstirken enden [106]. Man kann demnach den unteren Ma-
serzustand 6105y durch den 62P3/, -Zustand ersetzen, der durch einstufige
Laseranregung (Auswahlregel Al = £1) direkt erzeugbar ist.

In Abb. 6.8 ist die Zdhlrate beider Channeltrons iiber die Plattenspannung
Uion des Kondensators aufgetragen. VFiir den 63/F%,-Zustand (obere Abbil-
dung) steigt die Zihlrate an Channeltron 2 bei etwa 65 V steil an. Die lonisa-
tionsfeldstirke ist dort erreicht. Sobald die Atome aber bei weiterer Erh6hung
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der Spannung bereits an Channeltron 1 — bei der niedrigeren Feldstirke —
ionisiert werden (ab ca. 75 V), steigt dessen Zihlrate, wihrend die von Chan-
neltron 2 entsprechend abfillt, da die Atome dort ja bereits ionisiert eintreffen.

Dasselbe lonisationsspektrum ist in der unteren Abbildung fiir den 62F5/9-
Zustand dargestellt. Die lonisation erfolgt nun insgesamt bei etwas h&herer
Plattenspannung. Bei konstanter Spannung von 80,5 V (gestrichelte Linie)
lassen sich beide Zustdnde unterscheiden. Die beiden Maser-Niveaus mit einer
Energiedifferenz von gerade 3,8 meV kénnen also zustandsselektiv detektiert
werden.

6.5 Magnetfeldkompensation

Magnetische Felder miissen aus zwei Griinden sorgféltig kompensiert werden:
Erstens fithren im Resonator eingefrorene magnetische Flufischlduche zu nor-
malleitenden Gebieten, welche die Giite stark reduzieren, und zweitens ver-
ursacht der Zeeman-Effekt eine Abweichung vom Modell des Zwei-Niveau-
Atoms, die zur Aufspaltung der Resonanzkurve des Ein-Atom-Masers fiihrt.

Zur Kompensation dienen drei Spulenpaare in Helmholtz-Konfiguration
(Abstand = Radius), die mit Prizisionsstromgebern® betrieben werden. Ein
erster Abgleich von anfinglichen Werten um 500 mG bis unter etwa 30 mG
geschieht mit einer Forster-Sonde.

Anschlieflend erfolgt eine wesentlich empfindlichere Methode: Die Beob-

“Modell Digistant 6426 der Firma burster



6.5. MAGNETFELDKOMPENSATION 97

achtung der Prizessionsbewegung der magnetischen Momente einzelner Atome
im Feld. Dazu ist es notwendig, die Hyperfeinstruktur-Aufspaltung des 5P;/,-
Zustandes auflésen zu kénnen. Zu diesem Zweck wurde mit einem Diodenlaser
eine Polarisationsspektroskopie (Lit. [107]) an einer Rubidium-Zelle aufgebaut,
mit deren Hilfe die dreifache Aufspaltung beobachtet werden kann. Die Laser-
frequenz wird iiber einen Riickkopplungsmechanismus, der die Stromstirke
des Diodenlasers regelt, auf den Ubergang

55]/2,fﬂ:3 — 51{'3/2,1”24 (65)

im Infraroten bei 780 nm stabilisiert.

Kurz vor dem Resonator werden die Atome durch optisches Pumpen mag-
netisch ausgerichtet. Dazu wird zirkular polarisiertes Licht auf diesem Uber-
gang eingestrahlt. Die Anregung erfolgt also mit der Auswahlregel Amp = £1
(je nach Drehsinn des Lichtes), wihrend der Zerfall zuriick in den Grundzu-
stand isotrop ist, d. h. Amy = 0,41. Dabei ist der Ubergang in den Grundzu-
stand 5S;/, mit /" = 2 nicht moglich (Auswahlregel AI" = 0,41), so daf aus
dem PumpprozeB keine Atome verlorengehen. Der Ubergang ist gesiittigt und
es werden wihrend der Wechselwirkung sogar mehrere hundert Pumpzyklen
durchlaufen. Unmittelbar nach Durchqueren des Laserstrahls liegt daher der
Grundzustand 5S;/,, I° = 3 praktisch nur noch mit der extremalen magne-
tischen Quantenzahl mrp = 43 (bzw. mpr = —3 bei entgegengesetzt zirkular
polarisiertem Lichtes) vor. Der Drehimpuls des Atoms ist also in Laserstrahl-
richtung ausgerichtet.

So pripariert fiihrt nun der Erwartungswert des Gesamt-Spins eine Prizes-
sionsbewegung auf einem Kegelmantel um das verbleibende Restmagnetfeld
aus. Die Wahrscheinlichkeit, den Spin nach einer Zeit ¢ wieder in seiner ur-
spriinglichen Richtung zu finden, also mit der magnetischen Quantenzahl mp =
+3, ist gegeben durch

Prp=ta(t) = 1 —sin® a sin®(wt) (6.6)

mit dem Winkel a zwischen Magnetfeld und Laserstrahlrichtung und der
Larmor-Frequenz w = gp% (SI-System). Die Konstante gp ist dabei der
Landé-Faktor der Hyperfeinstruktur (hier 1/3).

Am Ende der Mefistrecke erfolgt die Anregung in einen Rydberg-Zustand
mit parallel zum Diodenlaser eingestrahltem, ebenfalls zirkular polarisierten
Laserlicht. Die Anregungswahrscheinlichkeit ist nun aber abhingig von der
mp-Quantenzahl (Lit. [49, 108]). Bei oT-polarisiertem Licht und der Anre-
gung in einen Py ,-Zustand erhoht sie sich mit wachsendem mp. Man beob-
achtete daher in Abhdngigkeit von der Stromstirke in den Helmholz-Spulen
ein oszillatorisches Verhalten der Zdhlrate, mit der die Rydberg-Zustinde de-
tektiert werden. Jede Osrillation entspricht einer vollstindigen Rotation des
Spins. Verwendet man einen Atomstrahl mit breiter thermischer Geschwindig-
keitsverteilung der Rydberg-Zustinde (also mit senkrechter Laseranregung),
so mitteln sich die Oszillationen hoherer Ordnung weitgehend heraus. Da-
durch 148t sich die nullte Ordnung (bei der der Gesamt-Spin zeitlich konstant
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bleibt) von den héheren Ordnungen (bei denen der Gesamt-Spin fiir die mittle-
re Wechselwirkungszeit eine ganzzahlige Anzahl von Umdrehungen ausfiihrt)
unterscheiden. Mit diesem Verfahren kann das Magnetfeld (wie in Lit. [40, 49]
im Detail ausgefiihrt wird) auf wenige mG kompensiert werden.

6.6 Die Resonanzkurve des Ein-Atom-Masers

Die Funktionsfihigkeit aller beim Betrieb des Ein-Atom-Masers beteiligten
Komponenten wird durch Aufnahme der Resonanzkurve iiberpriift. Dabei wird
die Resonanzfrequenz der Feldmode unter Einsatz der Piezotranslatoren lang-
sam iiber die Resonanzfrequenz des Maseriibergangs hinweg gestimmt. Gleich-
zeitig wird zur Bestimmung der Emissionswahrscheinlichkeit die Zihlrate der
Atome aufgenommen, die den Resonator im oberen bzw. im unteren Maserni-
veau verlassen. Wichtige Parameter des Experiments sind in folgender Tabelle
zusammengestellt:

Verwendeter Maseriibergang: ®°Rb 63FP3/5 — 6105/,

Ubergangsfrequenz: 21,45602 GHz

Lebensdauer 63P (61D): 488us (244 us)

Polarisierbarkeit 63P (61D): 1300 MHz/(V /cm)? (270 MHz/(V /cm)?)
Kopplungskonstante g: 40410 krad/s

Wechselwirkungszeit: 50 ps

Resonatorgiite: 1-10°

Temperatur des Resonators: 0,7 K

Detektoreffizienz: 0,4 +£0,1

In Abb. 6.9 sind Ein-Atom-Maser-Resonanzkurven fiir verschiedene Zihl-
raten der Atome dargestellt. Die Umbesetzung in den unteren Maserzustand
erfolgt nur in einem gewissen Frequenzintervall in der Umgebung der Atom-
Feld-Resonanz. In Abb. (a) bei geringer Zihlrate ist die Linienbreite sehr nied-
rig. Es handelt sich um die schirfste Resonanzkurve, die im Experiment fiir
diesen Ubergang bisher beobachtet wurde. Sie liegt nahe am theoretisch er-
warteten Limit [49]. Dieses Ergebnis 1i8it auf gute Kompensation des Mag-
netfeldes sowie scharfe Geschwindigkeitsselektion der Atome schliefen. Mit
zunehmender Zihlrate [Abb. (b) und (c)] erkennt man deutlich eine Leistungs-
verbreiterung der Resonanzkurve. Dabei verschiebt sich die linke Flanke hin
zu niedrigeren Krequenzen, wodurch die Kurve eine unsymmetrische Gestalt
annimmt. Die Details dieses charakteristischen Verhaltens sind inzwischen im
Zusammenhang mit den an den Resonatordffnungen auftretenden elektrosta-
tischen Streufeldern (Abschnitt 4.1) gut verstanden. Sie werden in Lit. [49]
ausfiihrlich behandelt. Siehe auch Lit. [40, 51, 65] und Abschnitt 7.2.
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Abbildung 6.9: Resonanzkurve des Ein-Atom-Masers bei verschiedenen Zdhlraten
der Atome. Die Wahrscheinlichkeit py, die Atome nach der Wechselwirkung im un-
teren Maserniveau zu detektieren, ist gegen die Resonanzfrequenz der Feldmode auf-
getragen. Die Linienbreite bei kleiner Zihlrate in (a) ist dufierst gering, wdihrend sich
mit zunehmender Zihlrate [ (b) und (c)] deutlich eine Leistungsverbreiterung bemerk-
bar macht. Die unsymmetrische Verbreiterung des niederfrequenten Randes riihrt von
schwachen elektrischen Streufeldern an den Resonator-Koppelléchern her.



Kapitel 7

Messungen mit externer Einstrahlung

7.1 Mikrowellen-Experimente

7.1.1 Der Resonator

Jeder reale Resonator ist verlustbehafted. Ein geeignetes Maf fiir die Reso-
natorverluste ist der Giite- oder Qualitdtsfaktor Q (kurz: die Giite). Er ist
definiert als:

Wi(t)
@=1% —dW(t)/dt (7.1)
mit
Qy = ResonanzKreisfrequenz fiir den ungeddampften Fall
W(t) = im Resonator gespeicherte Energie zur Zeit t
—dW(t)/dt = Verlustleistung durch Resonatorverluste.
Nach GL.(7.1) klingt die Energie im Resonator exponentiell ab:
20
W(t)=W(0)e @ " (7.2)

Man faBt die Grofie Qy/Q = v zu einer Ddmpfungskonstanten zusammen. Be-
achtet man noch die durch die Ddmpfung verursachte geringfiigige Verschie-
bung der Resonanz zu dem kleineren Wert €24 & Qo (1 — %) (siehe Lit. [109]),

so folgt fiir die Zeitabhingigkeit des elektrischen Feldes wegen |F/(t)| ~ /W(t):
BE(t) = £(0) e ="~ 4 Kk, (7.3)

Dann ist die spektrale Intensititsverteilung (Betragsquadrat der Fourier-Trans-
formierten) eine um € zentrierte Lorentz-Linie mit v = AQ als voller Breite
auf halber Héhe. Es gilt also einfach (mit v = Q/27):

971 141

Q —_ E —_ E. (7.4)

Fiir die beobachtete Gesamtgiite (),.s sind mehrere Verlustmechanismen
(mit Verlustleistungen P;) verantwortlich, denen man getrennte Giitefaktoren

100
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@); zuordnen kann. Dann gilt:

1 LY P 1
Qges_QO W - 7 Qz

(7.5)

Die in Garching hergestellten geschlossenen zylindrischen Niob-Resonatoren
weisen extrem hohe Giiten von bis zu 3-10'° auf. Bei Temperaturen unterhalb
etwa 1K ist der die Giite begrenzende Faktor ein temperaturunabhingiger
Restwiderstand der Resonatoroberfliche, der stark von der Prdparation der
Oberfliche und von deren Reinheit abhingig ist [98, 110, 111]. Hinzu kommen
die Koppelgiiten durch die an den Stirnflichen der Resonatoren abgestrahlte
Leistung.

Fiir die in der vorliegenden Arbeit ausgefiihrten Experimente mit externer
Einkopplung soll jedoch — um eine konstante Einkopplung iiberhaupt technisch
realisieren zu kénnen — die homogene Linienbreite des Resonators einen gewis-
sen Wert nicht unterschreiten. Zu diesem Zweck wurde ein neuer Resonator
angefertigt, dessen Koppelgiite auf 5-10” ausgelegt ist, so daf die Gesamtgiite
koppelgiitebegrenzt ist [66]. Alle vorgestellten Experimente wurden mit diesem
Resonator durchgefiihrt.

7.1.2  Schwingungsdampfung

Bei bisherigen Ein-Atom-Maser Aufbauten haben sich mechanische Schwin-
gungen auf das Experiment iibertragen, die insbesondere von den Drehschie-
berpumpen ausgehen, welche zur Erzeugung des Vorvakuums fiir die Turbo-
molekularpumpen dienen. Diese Schwingungen machen sich in einer deutlichen
inhomogenen Verbreiterung der Resonanzfrequenz des Maser-Resonators auf
ca. 2 kHz bemerkbar [40].

Bei den Experimenten mit externer Einkopplung sind jedoch zwei Bedin-
gungen zu erfiillen:

e Erstens ist es zur Phasenkopplung des Maserfeldes (Abschnitt 4.5) not-
wendig, die inhomogene Verbreiterung der Resonanz klein zu halten im
Vergleich zur homogenen Linienbreite der Resonatormode. Nur dann er-
folgt die Einstrahlung mit konstanter Stirke, so dafl sich ein stationdrer
Zustand einstellt.

o Zweitens mufl die Kohdrenz zwischen Resonatormode und externem Syn-
thesizer bei der Puls-Methode nach Abschnitt 4.3 zum Zeitpunkt der
Superposition des Mefipulses noch gegeben sein. Nur dann erfolgt die
Verschiebung des Zustandes im Phasenraum (Abb. 4.2) tatsichlich in
die beabsichtigte und nicht in eine willkiirliche Richtung.

Der hohe Anspruch, den beide Bedingungen an die Schwingungsddmpfung des
Aufbaus stellen, wird durch folgende Abschitzung deutlich: Die Verformung
des Resonators an den Punkten, an denen die Piezotranslatoren ansetzen, um
einen einzigen Nanometer bewirkt nach Lit. [96] bereits eine Verschiebung der
Resonanz um ca. 160 Hz. Andererseits betrigt die homogene Linienbreite bei
der hdchsten vorgesehenen Giite von 5+ 10? gerade noch etwa 4 Hz.



102 KAPITEL 7. MESSUNGEN MIT EXTERNER EINSTRAHLUNG

Mikrowellen- ®
Synthesizer i ——
jils o
Speicher-
oszilloskop
Verstarker
+ Filter
MW-
Diode

Abbildung 7.1: Aufbau zur Mikrowellen-Diagnose des Maser-Resonators. Der Reso-
nator wird durch den Synthesizer mit Energie ,geladen”. Anschliefend wird das vom
Resonator abgestrahlte Signal mit einer um etwa 2 kHz verstimmten Mikrowellen-
strahlung tberlagert. So entsteht ein an der Mikrowellen-Diode gemessenes, mit der
Differenzfrequenz oszillierendes ,Beat-Signal “.

Beim Aufbau des Experimentes wurde daher auf eine konsequente Damp-
fung aller mafgeblichen Schwingungsquellen geachtet:

e Die Drehschieberpumpen befinden sich auf Kunststoff-Puffern in einem
Schallschutzgehduse zur akustischen Isolation. Die Verbindung des An-
saugstutzens der Pumpen erfolgt iiber vakuumtaugliche Gummischldu-
che, in denen die Schwingungen bereits deutlich gedimpft werden, zu-
nichst zu massiven, am Boden fest verankerten Vierkantrohren, die die
Vibrationen abfiihren, und dann erst zum eigentlichen Versuchsaufbau.

e Von den drei im Experiment integrierten Turbomolekularpumpen wird
im eingekiihlten Zustand nur noch eine benétigt (der Kryostat wirkt
dann selbst als Sorbtionspumpe). Diese ist zur Vermeidung hochfrequen-
ter Schwingungen, die sich iiber das Lager iibertragen, mit magnetischer
Lageraufhdngung ausgeriistet.

e Die Entkopplung von Gebiudeschwingungen jeder Art (verursacht durch
Trittschall, Maschinen in Nachbarlabors, Aufziige und dhnliches) erfolgt
schlieBllich dadurch, dafi der gesamte Vakuumbereich (Atomofen, Dia-
gnosetopf und Kryostat) auf einem speziell angefertigten Lasertisch an-
gebracht ist. Dieser Tisch kann durch Druckluft angehoben werden, so
dafl die Platte auf einem aktiv hdhenstabilisierten Luftpolster gelagert
ist.

Der Test der Schwingungsdimpfung erfolgt mit dem in Abb. 7.1 skizzierten
Aufbau: Ein Mikrowellen-Synthesizer! wird auf die Resonanzfrequenz der Ka-
vitdt gestimmt. Die Linienbreite dieses Synthesizers betrigt, wie mit Hilfe ei-
nes Spektrum-Analysators nachgewiesen wurde, nur etwa ein Herz. Uber einen

"Modell 68063B der Firma Wiltron
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Abbildung 7.2: , Beat-Signal“ nach der in Abb. 7.1 dargestellten Methode. Die Mes-
sung in (a) wurde ohne aktive Luftkissen-Schwingungsddmpfung durchgefiihrt. Das
entsprechende Intensititsspektrum in (b) ist deutlich inhomogen verbreitert. Mit akti-
ver Schwingungsddmpfung in (c¢) reduziert sich das Spektrum auf die homogene Lini-

enform (d).

Zirkulator wird der Resonator mit Energie ,,geladen®. Die Einkopplung erfolgt
iiber einen Mikrowellen-Hohlleiter am Koppelloch, das sich an der Stirnfliche
des Zylinder-Resonators befindet. AnschlieBend wird der Synthesizer um etwa
2 kHz verstimmt. Die exponentiell abfallende, aus dem Koppelloch entweichen-
de Strahlung iiberlagert sich jetzt mit dem Signal des Synthesizers, das wegen
der Verstimmung nun nicht mehr eingekoppelt, sondern an der Resonatortftf-
nung reflektiert wird. Am Ausgang 3 des Zirkulators liegt also eine elektrische
Feldstirke mit folgender Zeitabhiingigkeit an (Synthesizer mit Kreisfrequenz
Q;, Resonator €4):

E(t) = F; St L o= 3ttt (7.6)

Die anschlieende Detektion durch eine Mikrowellen-Diode liefert ein zur In-
tensitidt proportionales Signal:

I~ |E@)|* = |Es|*> + |ERres|? €™ + 2| Ey| - | FRes| e~ 3t cos[(Q — Q)+ ¢](7.7)

Der erste Term ist lediglich ein Gleichspannungsanteil, der zweite ist wegen
der geringen Amplitude der Strahlung aus dem Resonator sehr schwach und
zeitlich nur langsam veridnderlich (,,Fast-Gleichspannung®). Von Interesse ist
der mit der Differenzfrequenz (ca. 2 kHz) oszillierende dritte Term, der mit
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Abbildung 7.3: Die Schwingungsdimpfung des Ein-Atom-Maser-Aufbaus ermdglicht
die unmittelbare Aufnahme der Resonanzlinie des Resonators mit einem Spektrum-
Analysator.

Filtern einfach zu separieren ist. Die Enveloppe der Schwingung fillt mit der
halben Ddmpfungskonstanten ab.

In Abb. 7.2 (a) ist ein so aufgenommenes Schwebungssignal (,,Beat-Signal“)
dargestellt. Aus dem Abfall der Einhiillenden wurde der Giitefaktor bestimmt.
Er liegt mit 2,5 - 10° genau in der gewiinschten GréBenordnung. Der Laser-
tisch wurde bei dieser Messung nicht durch Druckluft angehoben (,,Schwin-
gungsdidmpfung inaktiv®). Das Intensitdtsspektrum (Betragsquadrat der Four-
ier-Transformierten) in Abb. (b) zeigt eine deutlich inhomogene Verbreiterung
von ca. 400 Hz. Obgleich dieses Ergebnis im Vergleich zu Aufbauten, bei de-
nen keine Vorkehrungen zur Schwingungsdampfung durchgefiihrt wurden [40],
bereits erheblich verbessert ist, dominiert die inhomogene Verbreiterung noch
stark gegeniiber der homogenen Linienform.

Die entsprechende Situation mit aktiviertem Luftkissen des lasertisches
ist in Abb. 7.2 (c) und (d) dargestellt. Aus dem Abfall des Beat-Signals ergibt
sich mit Q = 2,4 - 10 eine Linienbreite von 8,9 Hz, wihrend die Breite des
Intensitdtsspektrums gerade noch um ein Herz dariiber liegt. Die inhomogene
Verbreiterung wird damit fiir Giiten dieser Gréfenordnung durch die aktive
Schwingungsddmpfung praktisch eliminiert.

Durch die Schwingungsisolation ist es nun moglich, die Linienform der
Resonatormode mit einem Spektrum-Analysator? direkt aufzunehmen (Abb.
7.3). Dabei fihrt die Frequenz eines Synthesizers langsam iiber die Resonanz-
frequenz, wihrend das vom Resonator zuriickkommende Signal aufgezeichnet
wird. Im Bereich der Resonanz koppelt die Mikrowelle in den Resonator ein;
das reflektierte Signal nimmt entsprechend ab. Die Linienbreite, die auf diese
unmittelbare Weise gemessen wird, stimmt mit derjenigen iiberein, die sich

2Spectrum Analyzer Modell SNA-33 mit Synthesizer TG-23 der Firma Wandel & Gol-
termann
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Abbildung 7.4: FEine Sequenz unmittelbar hintereinander aufgenommener ,Beat-
Signale zeigt anhand der Anfangsamplitude die Schwankungen der eingekoppelten
Intensitdt. Auch hier erkennt man den Unterschied zwischen inaktiver und aktiver
Schwingungsddmpfung. Im zweiten Fall sind praktisch keine Intensititsfluktuationen
mehr zu erkennen.

aus dem exponentiellen Abfall bei der Beat-Messung ergibt. Es findet keine
feststellbare inhomogene Verbreiterung statt. Im dargestellten Fall ist die Giite
allerdings nach mehrfacher Beliiftung des Vakuumsystems etwas reduziert.

In Abb. 7.4 wurden mehrere Beat-Messungen nacheinander ausgefiihrt, um
anhand der Anfangsamplitude des Interferenz-Signals zu iiberpriifen, wie stark
die Schwankungen der eingekoppelten Intensitit sind. Bereits ohne Aktivie-
rung der Luftdimpfung (obere Abbildung) sind sie gering. Bei Aufbauten ohne
Mafinahmen zur Schwingungsdampfung wird bei solchen Messungen die Reso-
nanz nur hin und wieder zufillig getroffen. Bei aktiver Luftkissen-Dampfung
erkennt man kaum noch Unterschiede in der Gréfle der Beat-Pulse (untere

Abbildung).

7.1.3 Verschiebung im Phasenraum

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt die hohe Leistungsfihigkeit der Schwin-
gungsdimpfung demonstriert wurde, soll nun ein Experiment vorgestellt wer-
den, bei dem die Kohdrenz zwischen Resonatormode und externem Synthesizer
getestet wird. Sie stellt bei der Puls-Methode nach Abschnitt 4.3 eine wichtige
Voraussetzung dar.

Wir betrachten den Aufbau nach Abb. 7.5: Der Synthesizer 1 wird auf Re-
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Abbildung 7.5: Aufbau bei der ,Puls-Methode®. Der Resonator wird zundchst von
Synthesizer 1 tber Mikrowellen-Schalter 1 mit Energie geladen. Dann wird nach ei-
ner gewissen Wartezeit, wihrend der Resonator und Synthesizer 1 frei schwingen, ein
zweiter Puls diber Schalter 2 in den Resonator gegeben. Je nach der am Phasenschieber
eingestellten Phase kommt es im Resonator zu konstruktiver oder destruktiver Interfe-
renz. Nach der Mischung mit dem um etwa 2 kHz verstimmten Signal aus Synthesizer
2 wird das ,,Beat-Signal“ an der Mikrowellen-Diode detektiert. Im Fzperiment kann so
die Zeit bestimmt werden, innerhalb der sich beide Oszillatoren kohdrent zueinander
entwickeln.

sonanz mit der Feldmode gestimmt. Dann wird fiir kurze Zeit der Mikrowellen-
Schalter 1 (ein ,,Pin-Switch® mit Schaltzeiten um 250 ns) geschlossen, so daf
der Resonator iiber den Zirkulator mit Energie geladen wird. Sobald Schalter 1
wieder geschlossen ist, strahlt der Resonator ein Signal ab, das nun hinter dem
Ausgang 3 des Zirkulators mit der Mikrowellenstrahlung von Synthesizer 2,
die um etwa 2 kHz gegeniiber der Resonanzfrequenz verstimmt ist, iiberlagert
wird. Dadurch entsteht wieder das bekannte exponentiell gedimpfte Schwe-
bungssignal, das sich mit einer Mikrowellen-Diode detektieren und mit einem
Speicheroszilloskop aufzeichnen 138t.

Nach einer einstellbaren Wartezeit (ehe jedoch das Feld im Resonator ab-
geklungen ist) wird nun ein zweiter Mikrowellenpuls in den Resonator einge-
strahlt, und zwar durch Schlielen von Schalter 2. Die Phase des zweiten Pulses
relativ zum ersten kann mit einem Phasenschieber beliebig gewihlt werden.
Im Resonator wird also das noch vorhandene Feld vom ersten Puls mit demje-
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Abbildung 7.6: Puls-Experimente nach der in Abb. 7.5 dargestellten Methode. Einem
ersten Mikrowellenpuls wird ein zweiter tiberlagert. In der linken Spalte ist die Phase
des zweiten Pulses so gewdhlt, daf§ sich beide konstruktiv superponieren; in der rech-
ten Spalte hingegen erfolgt die Uberlagerung destruktiv. Das Ezperiment wurde fiir
unterschiedliche Wartezeiten bis zum zweiten Puls durchgefiihrt. Die Kohdrenzzet
zwischen Synthesizer und Resonator liegt hier oberhalb von 10 ms.
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nigen des zweiten superponiert. Die zentrale Fragestellung besteht nun darin,
ob sich beide Felder mit reproduzierbarer Phasenbeziehung iiberlagern, die
Kohidrenz also aufrechterhalten wird, oder aber ob die Phase, in der die Felder
zusammentreffen, zufillig und nicht reproduzierbar ist.

Dazu betrachten wir die Messungen in Abb. 7.6. In (a) sehen wir eine
Situation, in welcher der zweite Puls sich mit dem ersten konstruktiv iiber-
lagert. Die Amplitude des Beat-Signals nimmt dementsprechend nach dem
zweiten Puls zu. Durch Variation der Phase des zweiten Pulses mit Hilfe des
Phasenschiebers um 7 verdndert sich das Bild nun wie in (b) dargestellt. Bei-
de Pulse interferieren nun destruktiv miteinander. Der zweite Puls 16scht den
ersten aus.” Im Phasenraum entspricht der erste Fall [Abb. (a)] einer radialen
Verschiebung des Feld-Zustandes nach aufien (vom Ursprung weg), wihrend
im zweiten Fall die Verschiebung zum Ursprung zuriick erfolgt.

In den Abbildungen 7.6 (c)-(f) werden analoge Messungen mit lingeren
Wartezeiten bis zum zweiten Puls prdsentiert. Auch bei Verzdgerungen von
reichlich 10 ms [Abb. (e) und (f)] ist die Kohédrenz noch gegeben. Synthesizer
und Resonator schwingen also nach 250 Millionen Perioden noch mit fester
Phasenbeziehung zueinander!

7.2 Ein-Atom-Maser-Betrieb mit externer Kopplung

Im Gegensatz zu den Experimenten in Abschnitt 7.1 werden nun Messungen
vorgestellt, bei denen das Feld im Resonator mit Hilfe von Atomen sondiert
wird. Entsprechend der enormen Empfindlichkeit der verwendeten Rydberg-
Zustdnde auf Mikrowellenstrahlung werden die auftretenden Feldstidrken dabei
um GroBlenordnungen kleiner gewéhlt.

Der Mikrowellen-Hohlleiter, der die Verbindung von aufien zum Resona-
tor im Kryostaten herstellt, ist mit einer Kupferklappe ausgeriistet, welche
auf die Temperatur des fliissigen Heliums (4,2 K) gekiihlt wird und iiber eine
Schraubenzieher-Durchfiihrung von aufierhalb bedient werden kann. Im ge-
schlossenen Zustand wird so die Einkopplung thermischer Strahlung durch
diesen Hohlleiter verhindert. Es zeigt sich, dafl die geschlossene Klappe geeig-
net ist, als gekihlter Attenuator die gewiinschten sehr schwachen Intensititen
im Resonator zu erzeugen. Eine entsprechend starke Abschwichung im war-
men Zustand auflerhalb des Kryostaten wiirde zu einem von der thermischen
Strahlung dominierten Feld fiihren.

In Abb. 7.7 wird die Resonanzkurve des Ein-Atom-Masers bei abgeschalte-
tem (obere Darstellung) und bei eingeschaltetem (untere Darstellung) Synthe-
sizer miteinander verglichen. Die Synthesizer-Frequenz betrigt 21,45604 GHz.
Seine Ausgangsleistung von 20,3 dBm wird zun&dchst mit einem Attenuator
um 70 dB abgeschwécht, dann folgt die Abschwichung durch die geschlossene
Kupferklappe.

®Das experimentelle Vorgehen ist dabei gerade andersherum: Zuerst wird mit Phasen-
schieber und Attenuator die Bedingung fiir destruktive Interferenz gesucht; anschlieBend
kann alleine durch Betitigung des Phasenschiebers zwischen konstruktiver [Abb. (a)] und
destruktiver [Abb. (b)] Interferenz gewechselt werden.
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Abbildung 7.7: Resonanzkurve des Ein-Atom-Masers bei abgeschaltetem (obere Ab-
bildung) und bei eingeschaltetem (untere Darstellung) Synthesizer. Im Bereich der
Synthesizer-Frequenz von 21,45605 GHz erfolgt ein scharfer Einbruch. Dabei handelt
es sich nicht um einen Mikrowellen-lonisations-Effekt.

Man erkennt einen scharfen Einbruch im Bereich der Synthesizer-Frequenz.
Dort erfolgt praktisch keine Umbesetzung in das untere Maser-Niveau. Dabei
bleibt die Gesamtzihlrate der Atome (abgesehen von einer geringen Asym-
metrie in der Nachweiswahrscheinlichkeit fiir beide Zustdnde) konstant. Eine
lonisation durch die Mikrowellenstrahlung ist damit ausgeschlossen. Dieser Ef-
fekt kann im Experiment ebenfalls beobachtet werden — jedoch erst bei deutlich
starkerer Intensitit.

AufBlerhalb eines schmalen Frequenzbereichs, in dem die externe Strahlung
in den Resonator einkoppelt, bleibt die Resonanzkurve gegeniiber dem Fall
ohne Einstrahlung praktisch unverindert. Demnach spielt eine Beeinflussung
der Atome durch Strahlung auflerhalb des Resonators (z. B. im Bereich des
Einkoppel-Hohlleiters) keine Rolle.
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Abbildung 7.8: Emissionswahrscheinlichkeit p, der Atome als Funktion der in den
Resonator eingekoppelten Intensitit. Atome, Resonator und Synthesizer sind in Reso-
nanz. In der Messung [Abb. (a)] erkennt man deutliche Rabi-Oszillationen. Durch das
reine Jaynes-Cummings-Modell [durchgezogene Linie in Abb. (b)] lift sie sich aller-
dings nicht vollstindig erkldren. Die Berticksichtigung schwacher elektrischer Streufel-
der im Bereich der Koppellicher des Resonators, die mit einer Abfall-Léinge l in der
Gréfenordnung der Domdnendurchmesser der einkristallinen Bereiche auf der Reso-
natoroberfliche exponentiell abfallen (gestrichelte und punktierte Kurve), ergibt hin-
gegen bereits eine qualitativ gute Ubereinstimmung mit der Messung. (ns) = 4|f1%/~
st die ber Resonanz und 0 K vom Synthesizer tm Resonator erzeugte mittlere Photo-
nenzahl.

Die Tiefe des Einbruchs in Abb. 7.7 ist zundchst verbliiffend. Die Emissi-
onswahrscheinlichkeit fiir die Atome geht nahezu auf Null zuriick. Nach dem
reinen Jaynes-Cummings-Modell wiirde man hingegen bei Resonanz gemif Gl.
(3.48) Rabi-Oszillationen um den Wert 1/2 erwarten. Eine AC-Stark-Verschie-
bung der Resonanzfrequenz aufgrund der dispersiven Kopplung eines dritten
Niveaus [112] (das wire der um 50 MHz gegeniiber dem Maser-Ubergang ver-
stimmte 61D3/2—Zustand) kénnte zu einer so starken Atom-Feld-Verstimmung
fiihren, dafl keine Umbesetzungen der atomaren Niveaus mehr zustande kom-
men. Dieser Effekt 148t sich zur Erklirung jedoch ausschliefien, er kann ndmlich
auf maximal 10 Hz pro Photon abgeschitzt werden [49]. Ein deutlich ausge-
priagter ,,Dip“ wird hingegen bereits bei Feldern beobachtet, die — wie sich
durch Messung der Gesamtddmpfung abschitzen 188t — aus einigen 10 Photo-
nen bestehen und folglich zu keiner relevanten Verstimmung fiihren.

Um das Zustandekommen des Einbruchs im Detail zu untersuchen, wurde
in Abb. 7.8 (a) die Emissionswahrscheinlichkeit p, als Funktion der eingestrahl-
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ten Intensitdt aufgenommen. Atome, Kavitdt und Synthesizer sind dabei in Re-
sonanz. Die Giite des Resonators betrigt hier 2,2-10%; dann ist bei einer Z&hl-
rate von 270 s~! das durch die Atome aufgebaute Feld im Vergleich zur einge-
strahlten Leistung noch gering. Man erwartet daher im Wesentlichen die Wech-
selwirkung mit einem ,verschobenen“ thermischen Zustand nach GI. (4.38).
Der entsprechende Verlauf der Emissionswahrscheinlichkeit p; ist in Abb. 7.8
(b) als durchgezogene Linie in Abhingigkeit von der durch den Synthesizer
erzeugten mittleren Photonenzahl (n,) = 4|f|*/v dargestellt. Die Temperatur
betrigt 0,7 K, die skalierte Wechselwirkungszeit g7 ist gleich 1,8. In Uberein-
stimmung mit der Theorie erkennt man im Experiment [Abb. (a)] deutlich die
Rabi-Oszillationen in der Besetzungswahrscheinlichkeit. Zusétzlich beobachtet
man jedoch einen Zerfall der Funktion gegen Null. Um diesen Kffekt zu verste-
hen, miissen die elektrostatischen Streufelder an den Resonator-Koppelléchern
(Abschnitt 4.1) in Betracht gezogen werden:

Durch den quadratischen Stark-Effekt verstimmen sich die beiden Maser-
Niveaus der Atome zu niedrigeren Frequenzen, und zwar der P-Zustand stirker
als der D-Zustand. Dadurch kommt es zu einer Rotverstimmung des Maser-
Ubergangs von ca. —500 MHz/(V/cm)?. Die elektrische Streufeld-Stirke im
Bereich der Koppellécher wird in Lit. [49, 51] auf etwa 300 mV /cm abgeschitzt.
Das fiithrt in der Ein- und der Austrittséffnung zu einer betrdchtlichen Ver-
schiebung der Resonanz in der Gréfenordnung von —50 MHz. Entlang der
Atomstrahlachse zur Resonatormitte hin erwartet man eine schnelle Abnah-
me der elektrischen Feldstirke, da die Atome dort —im Vergleich zur typischen
Grofle der einkristallinen Dom&nen — weit vom Resonatorrand entfernt sind.
Wir gehen von der einfachen und plausiblen N&herung eines exponentiellen

Abfalls der Form

~|8

ES“-(;Z‘) = E() e~ (78)
mit einer Abfallkonstanten [ in der Gréfienordnung des typischen Domianen-
durchmessers aus. Die Gesamtverstimmung ¢ nach GI.(2.20) wird dann orts-
abhdngig. Sie ist gegeben durch

5(z) = Q= (w =27 500 MHz/(V/em)? | Eg(x)[?). (7.9)
Auflerdem gilt fiir die Kopplungskonstante g wegen des in Atomstrahlrichtung

Sinus-formigen Verlaufs der TE;3;-Mode mit Linge L:

T Z

9(z) = 59 sin(7 7). (7.10)

Man erhilt also fiir die Aufspaltung der ,,dressed states® um die Rabi-Frequenz
nach GL.(2.19)

) = \/82(2) +4g2(2) (n + 1). (7.11)

Durch die Ortsabhingigkeit der Atom-Feld-Verstimmung ist nun die Re-
sonanzbedingung nicht mehr fiir die gesamte Wechselwirkungszeit erfiillt. Das
Pulsflichen-Theorem GI.(2.28) 148t sich folglich nicht anwenden. Man kann
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Abbildung 7.9: Energien der dressed states nach GI.(7.11) fir Resonanz (d. h. Q=
w) als Funktion des Ortes entlang der Durchflugachse der Atome durch den Reso-
nator. Punktiert: Ohne Streufelder und fir n = 100 Photonen. Die dressed states
sind vor Eintritt in den Resonator energetisch entartet. Gestrichelt: mit Streufeldern
(1 = 1,4 mm) und fiir n=0 Photonen. Durchgezogen: mit Streufeldern und fir n = 100
Photonen. Hohe Photonenzahlen treiben die dressed-state-Energien auseinander und
fiihren dadurch zu einem zunehmend adiabatischen Verlauf der Wechselwirkung.

aber die Emissionswahrscheinlichkeit nach der im Zusammenhang mit Gl.
(2.36) dargestellten Methode numerisch bestimmen.

Das Resultat einer solchen Rechnung ist in Abb. 7.8 (b) fiir zwei verschiede-
ne Abfall-Langen [ des elektrischen Streufeldes dargestellt (gestrichelte Linie:
I = 1,4 mm, punktierte Linie: [ = 1,7 mm). Trotz der relativ einfachen An-
nahmen besteht bereits eine gute qualitative Ubereinstimmung mit der Mes-
sung. Ein vollstindig quantitatives Ubereinstimmen ist nicht zu erwarten, da
die Details des Verlaufs der Streufelder, deren Inhomogenitit im Bereich des
Atomstrahls, die Verteilung der Wechselwirkungszeiten sowie der Pumpeffekt
der Atome hier nicht beriicksichtigt sind. Es ist jedoch nicht beabsichtigt, das
Experiment in allen Details zu modellieren, sondern das grundsitzliche Ver-
halten zu verstehen.

Es mag zunichst iiberraschend erscheinen, dafi die Amplitude der Rabi-
Oszillationen durch die Streufelder zunimmt [sieche Abb. 7.8 (b)]. Der Grund
dafiir ist die effektive Verkiirzung der Wechselwirkungszeit durch die starke
Verstimmung am Anfang und am Ende des Resonators. Die Betriebsparameter
sind dadurch weiter vom ,,Kollaps“-Bereich entfernt.

Da die Anzahl von Rabi-Oszillationen als Funktion der Intensitit von der
Abfall-Konstanten [ des elektrischen Streufeldes (und auch von den Details
dessen Verlaufs [49]) nur schwach abhingig ist, laBt sich mit Hilfe der Messung
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in Abb. 7.8 eine recht gute Kalibrierung der durch die Einstrahlung erzeugten
mittleren Photonenzahl (ng) durchfiihren.

Ein physikalisch anschauliches Verstdndnis der Vorginge, die zur Verdnde-
rung der Emissionswahrscheinlichkeit fithren, [&8t sich mit Hilfe von Abb. 7.9
gewinnen. Dort sind die dressed-state-Energien nach GL.(7.11) (fiir / = 1,4 mm)
als Funktion des Ortes dargestellt, wie sie von den Atomen bei der Durchque-
rung des Resonators durchlaufen werden.

Der Sinus-férmige Verlauf bei Resonanz und ohne Streufelder (also fiir
§(z) = 0) ist fir n = 100 Photonen punktiert eingezeichnet. Die Energie-
Entartung vor Eintritt in den Resonator wird erst durch die Kopplung auf-
gehoben. Ein Anfangszustand |a,n) spaltet dann zu gleichen Teilen in die
dressed states |n+) und |n—) auf, deren Interferenz — wie wir anhand von Gl.
(2.34) diskutiert haben — zu den Rabi-Oszillationen fiihrt.

Anders ist das Verhalten hingegen mit Streufeldern. Die dressed-state-
Energien sind aufgrund der Verstimmung im Bereich der Koppellécher an
keinem Ort entartet. (durchgezogene Linie fiir n = 100, gestrichelte fiir n = 0
Photonen im Resonator). Ob sich ein Anfangszustand |a,n) nun gemif dem
Adiabatensatz (siehe z. B. Lit. [113, 114]) entlang des Energiepfades in den
dressed state |n—) und anschlieiend zuriick nach |a,n) entwickelt, oder ob es
zu diabatischen Umbesetzungen kommt, hdngt zum einen von der Geschwin-
digkeit ab, mit der die Knergie durchlaufen wird, und zum anderen von der
Grofle der Energie-Aufspaltung zwischen den dressed states. Letztere wird aber
durch die Anzahl n der Photonen im Resonator bestimmt. Grofles n ,,dringt®
die dressed state Energien auseinander (durchgezogene Linie: n = 100) und
bewirkt dadurch ein zunehmend adiabatisches Durchlaufen des Resonators. Im
Endeffekt bleibt der Zustand nach Verlassen des Resonators dann unverdndert.
Die Atome werden folglich mit zunehmender Photonenzahl — in Ubereinstim-
mung mit dem Mefergebnis Abb. 7.8 — vorwiegend im oberen Maser-Niveau
beobachtet. Im Inneren (dort, wo die durchgezogene Linie sich an die punk-
tierte schmiegt) ist der Einflul der Streufelder zwar vernachlissigbar klein;
die Aufspaltung in die dressed states ist jedoch stark verschieden vom Fall
ohne Streufelder. Die Streufelder beeinflussen n&mlich mafigeblich die An-
fangsbedingungen, unter denen dann im praktisch streufeldfreien Innenraum
die Wechselwirkung stattfindet.

Fiir kleine Photonenzahlen (gestrichelte Kurve: n = 0) kommen sich die
dressed states so nahe, dafl zunehmend diabatische Umbesetzungen erfolgen.
Entsprechend beobachtet man Rabi-Osrzillationen als ,, Interferenz-Erscheinung*
zwischen den dressed states.

Beim Stimmen der Modenfrequenz iiber diejenige des Synthesizers, wie
in Abb. 7.7, erfolgt die Einkopplung der Intensitit gemifi Gl.(4.40) mit ei-
nem Lorentz-Profil. Man erwartet daher die in Abb. 7.10 fiir verschiedene
Einstrahlstdrken numerisch berechnete, verzerrte Darstellung der in Abb. 7.8
beobachteten Rabi-Osrzillationen. Dabei wurde wieder die Wechselwirkung mit
dem ,verschobenen“ thermischen Zustand nach G1.(4.38) zugrunde gelegt. Die
Parameter sind: T = 0,7 K, g7 =1,8, [=1,7 und Q=2,2 -108. Die in den Bildern
angegebenen Werte von (ns) = 4|f|*/v bezeichnen wieder die bei Resonanz
und 0 K durch den Synthesizer erzeugte mittlere Photonenzahl im Resonator.
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Abbildung 7.10: Numerisch berechneter Verlauf des Einbruchs in der Resonanzlinie
fiir unterschiedliche Einkoppelstirken. Die Sub-Struktur ist eine verzerrte Abbildung
der Rabi-Oszillationen. Bei schwacher Einstrahlung [Abb. (a)] reduziert sich die Brei-
te nahezu auf die Linienbreite des Resonators von 100 Hz. Mit Erhéhung der einge-
strahlten Leistung [Abb. (b) - (d)] nimmt die Breite deutlich zu. Auferdem wird eine
zunehmende Anzahl von Rabi-Oszillationen sichtbar.

In Abb. 7.7 kann die feine Sub-Struktur in dem scharfen Einbruch we-
gen der noch zu groflen Frequenz-Schrittweite nicht aufgelést werden. Des-
halb wurde in Abb. 7.11 dieser Bereich stark vergréfert aufgenommen. Durch
Verringerung der Intensitit reduziert sich dabei die Linienbreite nochmals er-
heblich. In der oberen Darstellung bei einer Einstrahlung mit 10,3 dBm (und
der Abschwichung wie bisher) betrigt sie noch 500 Hz. Die Situation ent-
spricht in etwa derjenigen in Abb. 7.10 (c). Man erkennt jetzt die durch die
Rabi-Oszillationen erzeugte Sub-Struktur zumindest partiell.

In Abb. 7.11 unten erfolgt die Einstrahlung nur noch mit —10 dBm. Dabei
wird die homogene Linienbreite des Resonators von 100 Hz nahezu erreicht —
in Ubereinstimmung mit der Berechnung in Abb. 7.10 (a).

Die Frequenzdnderung von 100 Hz entspricht dem minimalen Hub der Pie-
zotranslatoren von unter einem Nanometer. Entsprechend hoch ist die mecha-
nische Stabilitdt des Aufbaus in Bezug auf Vibrationen und Erschiitterungen.



7.2. EIN-ATOM-MASER-BETRIEB MIT EXTERNER KOPPLUNG 115

0.8

0.7
0.6
0.5

0.4+ 500 Hz

Py

0.3 4
0.2+

o1t O MENENENENE.. SEN— ——— —

0.8

0.7
0.6

0.5
150 Hz

0.4

Py

0.3 4

0.2+

0.1 4+ —————————r —————————r —————————r —
39 40 a1 42 43

Frequenz [kHz]-21,456 GHz

Abbildung 7.11: Stark vergréferter Ausschnitt der Resonanzkurve des Ein-Atom-
Masers in der Umgebung der Synthesizer-Frequenz. Die obere Messung entspricht
in etwa der Situation in Abb. 7.10 (c¢). Die Einstrahlung erfolgt mit 10,3 dBm (und
mehrfacher Abschwdchung, siche Text). Man erkennt die durch die Rabi-Oszillationen
erzeugte Sub-Struktur zumindest partiell. Bei der unteren Messung wurde die Fin-
strahlung nochmals stark reduziert auf nur noch -10 dBm. Dabei verringert sich die
Breite, wie in der Theorickurve Abb. 7.10 (a) vorhergesagt, nahezu auf die homogene
Linienbreite des Resonators.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde der Ein-Atom-Maser mit Kopplung an eine externe,
monochromatische Strahlungsquelle untersucht, und zwar sowohl auf theore-
tischer als auch auf experimenteller Ebene. Zentrales Thema sind dabei die
Kohidrenz-Eigenschaften des Maser-Feldes und deren Beobachtbarkeit.

In Kapitel 2 wurde eine zusammenfassende Darstellung des Jaynes-Cum-
mings-Modells mit besonderer Betonung der ,dressed state“-Basis gegeben,
auf die in Abschnitt 3.1 ein Uberblick iiber die Theorie des Ein-Atom-Masers
aufbaute. In Abschnitt 3.2 wurde eine Starkfeld-N&herung der Jaynes-Cum-
mings-Dynamik eingefiihrt, mit deren Hilfe ein semiklassisches, physikalisch
intuitives Bild der charakteristischen Phasen-Eigenschaften des Ein-Atom-Ma-
ser-Feldes abgeleitet wurde.

Eine theoretische Analyse des Ein-Atom-Masers mit Kopplung an eine ex-
terne Strahlungsquelle folgte in Kapitel 4. In Abschnitt 4.1 bis 4.3 wurde die
Idee des ,Mefipulses” entwickelt, der zu einer ,, Verschiebung“ des Feldzustan-
des im Phasenraum fiihrt und so eine phasensensitive Observable des Feldes
durch Bestimmung der Besetzungswahrscheinlichtkeit der atomaren Energie-
niveaus liefert. Dieses Mefiprinzip besitzt gegeniiber anderen Methoden, die
auf der Kohdrenz der atomaren Superposition basieren, den Vorteil gréferer
Robustheit gegeniiber experimentellen Storeinfliissen.

Das vollstindige quantenmechanische Problem wurde in Abschnitt 4.4 an-
gegangen: die Wechselwirkung eines Atoms mit einer Feldmode, die an einen
klassischen harmonischen Oszillator gekoppelt ist, unter Beriicksichtigung der
Ddmpfungsverluste des Resonators bei endlicher Temperatur. Obwohl eine
analytische Losung des allgemeinsten Falls nicht gefunden werden konnte, wur-
den immerhin verschiedene Spezialfille explizit gelost. Insbesondere wurde mit
Hilfe einer Drehwellenndherung eine relativ allgemeine analytische Lésung an-
gegeben. Jedoch ist diese grundlegende Problemstellung vom theoretischen
Standpunkt aus sicherlich noch nicht erschépfend behandelt und daher wei-
terhin interessant.

Beim phasengekoppelten Maser, der in Abschnitt 4.5 behandelt wurde,
baut sich eine Kohirenz zwischen Maser-Feld und externem Oszillator auf.
Mit Hilfe der dort abgeleiteten Mastergleichung 148t sich der stationidre Feld-
zustand numerisch berechnen, wihrend fiir die sich einstellende mittlere Pho-
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tonenzahl ein einfacher analytischer Ndherungsausdruck angegeben werden
konnte. Der stationdre Zustand zeichnet sich (bei geeigneter Parameterwahl)
dhnlich einem ,gequetschten® Zustand durch eine sub-Poisson’sche Photonen-
zahlverteilung bei verhéltnismédBig gut definierter Schwingungsphase aus. Fiir
die Untersuchung von Phaseneigenschaften des Ein-Atom-Maser-Feldes stellt
er einen geeigneten Anfangszustand dar.

Zwei detailliert ausgearbeitete Anwendungen der Methode des ,,MeBpul-
ses“ im Hinblick auf die Bestimmung des quantenmechanischen Zustandes
des Maser-Feldes wurden in Kapitel 5 prisentiert. Es handelt sich um ein
»Rekonstruktionsverfahren“ basierend auf einem ,Set* von Messungen (Ab-
schnitt 5.2) und ein Schema zur punktweisen Bestimmung einer Phasenraum-
funktion, ndmlich der charakteristischen Funktion der Wigner-Verteilung (Ab-
schnitt 5.3).

Die erste Methode liefert bei einem geeigneten Set von Messungen be-
reits den (in einem begrenzten Fock-Raum) vollstindigen Feldzustand. Vor-
aussetzung ist allerdings eine hinreichende Menge von Mefidaten, die mit der
mittleren Photonenzahl des Feldes aufgrund der zunehmenden Anzahl von
Unbekannten stetig anwéchst. Die Kondition der entstehenden Gleichungssys-
teme als Maf fiir die zu erwartende Empfindlichkeit gegen Meflungenauigkei-
ten spielt eine entscheidende Rolle. Noch detailliertere Untersuchungen ihrer
Abhingigkeit von der Wahl der verwendeten Parameter (das sind insbesondere
die Wechselwirkungszeit und die Radien, auf denen die Verschiebung erfolgt)
sind daher von Interesse.

Bei der zweiten Methode besteht der Vorteil eines unmittelbaren Zusam-
menhangs zwischen Mefigr68e und Phasenraumfunktion. Die Messung einzel-
ner Observablen liefert bereits eine physikalische Aussage iiber die zugehorigen
Phasenraumpunkte. Damit ist die Bestimmung des kompletten Feldzustandes
nicht obligatorisch. Man kann sich folglich auf die Untersuchung begrenzter
Phasenraum-Bereiche besonderen Interesses konzentrieren, wodurch sich die
Mefzeit, wihrend der alle Parameter des Experimentes konstant gehalten
werden miissen, entsprechend reduziert. Ein hoher Anspruch ist im Kxperi-
ment allerdings an die Selektion der Wechselwirkungszeiten zu stellen, da die
Auflésung der schnellen Rabi-Oszillationen entscheidend ist.

Die Anwendungsmoglichkeiten der MeBpuls-Methode beim Ein-Atom-Ma-
ser sind damit sicherlich lingst nicht ausgeschopft. In Lit. [115] wurde kiirz-
lich die auf diesem Prinzip basierende Vermessung eines verschrinkten Zwei-
Moden-Feldes vorgeschlagen. Moglicherweise eignet sich das Verfahren sogar
zu einem 'Test der Bell’schen Ungleichungen anhand eines Kriteriums der
Wigner’schen charakteristischen Funktion [116]. Unterschiedliche Spezialisie-
rungen auf die gezielte Untersuchung bestimmter physikalischer Grofien wie
z. B. der Phasendiffusion [66] sind ebenfalls méglich.

Das im Rahmen dieser Arbeit vervollstdndigte schwingungsgeddampfte Ein-
Atom-Maser-Experiment wurde in Kapitel 6 beschrieben. Alle fiir die Funk-
tion notwendigen Komponenten wurden erfolgreich aufgebaut und getestet.
Die im Zusammenhang mit der Geschwindigkeitsselektion verwendete Stark-
Verschiebung stellt eine wertvolle Weiterentwicklung dar, die es nun ermdglicht,
beliebige Wechselwirkungszeiten zu selektieren und diese kontinuierlich zu va-
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rileren. Zum Abschlufl des Kapitels wurde die Funktion des neuen Aufbaus
durch Aufnahme der Resonanzkurve des Ein-Atom-Masers demonstriert.

In Kapitel 7 wurden schliefilich verschiedene Experimente mit Kinkopp-
lung von Mikrowellenstrahlung in den Maser-Resonator durchgefiihrt. Dabei
ging es in 7.1 zundchst um die Frage, inwieweit eine stabile Kinkopplung
in einen Resonator sehr hoher Giite (und entsprechend scharfer Resonanz)
iiberhaupt technisch realisierbar ist. Durch konsequente Dampfung mechani-
scher Schwingungen konnte die inhomogene Verbreiterung der Resonanzkurve
um viele Gréfenordnungen reduziert werden, so dafi diese bei Giiten in der
GréBenordnung von 2 - 102 praktisch keine Rolle mehr spielt. Die kohdrente
,» Verschiebung® im Phasenraum mit Hilfe der Puls-Methode wurde ebenfalls
nachgewiesen.

Die Atom-Feld-Wechselwirkung bei externer Kopplung des Maser-Resona-
tors wurde in Abschnitt 7.2 experimentell untersucht. Dabei konnten die er-
warteten Rabi-Oszillationen der atomaren Besetzungsinversion als Funktion
der eingestrahlten Leistung auf unterschiedliche Weise beobachtet werden. Die
Details der gemessenen Kurvenverliufe wurden im Zusammenhang mit einer
ortsabhingigen Atom-Feld-Verstimmung aufgeklirt, die im Experiment durch
leichte elektrische Streufelder zustande kommt.

Der Ein-Atom-Maser-Betrieb mit Kopplung an eine externe Strahlungs-
quelle stellt damit eine realistische Alternative mit einem breiten — sich in
der Zukunft voraussichtlich weiter vergroflernden — Anwendungspotential dar.
Allerdings ist der Resonator bislang nicht aktiv auf eine Referenzfrequenz sta-
bilisiert. Es handelt sich um einen zwar ausgesprochen stabil, jedoch nach wie
vor fret, schwingenden Oszillator, bei dem eine geringe Drift der Resonanzfre-
quenz um wenige Hertz aufgrund von Relaxationserscheinungen des Materials
und der Piezotranslatoren innerhalb von einigen Minuten beobachtet wird. Da
jedoch die Methode der Mefipulse bereits empfindlich auf so geringe Verdnde-
rungen reagiert, wire eine aktive Stabilisierung von groflem Nutzen und fiir
aufwendigere Mefiverfahren wie beispielsweise die Rekonstruktion von Quan-
tenzustinden, bei denen lingere Mefzeiten bené6tigt werden, voraussichtlich
sogar unverzichtbar. Zu diesem Zweck kénnte man eine in der Frequenz hinrei-
chend weit entfernte Resonatormode verwenden, in die man eine leicht modu-
lierte Mikrowellenstrahlung einkoppelt, um die Linienform aufzunehmen (wie
in Abb. 7.3). Ein auf die Piezotranslatoren riickwirkender Regelkreis wiirde
die Frequenz auf dem gewiinschten Wert stabilisieren, wihrend gleichzeitig
in der Maser-Mode das eigentliche Experiment durchgefiihrt werden kénnte.
Falls sich dabei stérende Einfliisse bemerkbar machen sollten (in Lit. [30] wird
von einer Leck-Rate in die Maser-Mode berichtet), kénnte man die Stabilisie-
rung alternativ auch mit der Maser-Mode selbst vornehmen. Die sensitivste
Moglichkeit wére es dann — wihrend kurzer Unterbrechungen des Versuchs —
mit der Puls-Methode die Bedingung fiir destruktive Interferenz zu iiberpriifen
und gegebenenfalls wiederherzustellen. All das kdnnte in einem Computerpro-
gramm automatisiert werden. Die gekiihlte Kupferklappe wire durch einen
ansteuerbaren Attenuator zu ersetzen.

Weitere Optionen fiir die Zukunft kénnten darin bestehen, den Resona-
tor mit Elektroden auszustatten, die es erlauben, den atomaren Ubergang
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unter Ausnutzung des Stark-Effekts so weit gegeniiber der Resonanz zu ver-
stimmen, dafl sich die Wechselwirkung wihrend des Durchflugs der Atome
durch den Resonator beliebig ein- und auszuschalten 148t [117]. Man kénnte
dann im Inneren des Resonators kohirente Uberlagerungen der beiden Maser-
Niveaus praparieren, die dort keinen Streufeldern ausgesetzt wiren: Im Reso-
nator wiirde man ein klassisches Feld erzeugen und eine definierte Wechsel-
wirkungszeit (z. B. einen 7/2-Rabi-Puls) einstellen. Anschliefend kénnte das
klassische Feld durch einen zweiten Puls ausgeldscht, und die Wechselwirkung
nochmals fiir eine definierte Zeit eingeschaltet werden. Auf diese Weise wire
auch eine Ramsey-Anordnung innerhalb eines Resonators denkbar.

Ich verbleibe mit der zuversichtlichen Hoffnung, daf§ mit der vorliegenden
Arbeit zusammen mit Lit. [66] die Grundlagen fiir eine neue Art von Ein-
Atom-Maser-Experimenten geschaffen werden konnten.



Anhang A

Der Verschiebungsoperator

Der Verschiebungsoperator (displacement operator) D ist in der Quantenop-
tik von zentraler Bedeutung. Er spielt auch bei der Definition von Quasi-
wahrscheinlichkeiten (Anhang B) eine entscheidende Rolle. Wir stellen seine
wichtigsten Eigenschaften zusammen: D ist definiert als

D(a,a*) = ~i'=o"d, (A.1)

mit komplexem Parameter a. Wegen des antihermiteschen Exponenten (Oc&T —
a*d)t = —(aa' — a*a) ist D unitér, d.h.

D'D=DD' =1 bzw. D' = Dt (A.2)

mit dem Einheitsoperator 1. Die inverse Operation ist gleich der Verschiebung
in entgegengesetzter Richtung

D™ (a) = D(-a). (A.3)

Die Matrixelemente (n| D(a) |m) = dpp, (@) in Fock-Darstellung mit o = r '
sind analytisch gegeben durch den Ausdruck [118, 119]

m! —%7‘2 n—m pi(n—m)¢d pn—m (,.2
do(0) = V2 e r ln=m)é Lr=m(p2) falls n. > m (A.4)
dr.. (—a) falls n < m

mit den verallgemeinerten Laguerre-Polynomen

£r(z) = i(_nv(m*”)%. (A.5)

— m—v
Dann gilt nach GIn. (A.2) und (A.3) fiir die Matrixelemente
drn (@) = dpp (— ) (A.6)

Fiir die Transformation des Erzeugungs- und Vernichtungsoperators findet
man

DiaD(a)=a+a und  Di(a)alD(a) =at + o*. (A7)
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Der Verschiebungsoperator wirkt auf kohdrente Zustinde |3) folgendermafBen
(,Im* bezeichnet den Imaginirteil)

D(a) |8) = e™E) o 4 ). (A8)

Die Amplitude § wird demnach im Phasenraum um den Parameter « verscho-
ben. Insbesondere gilt dann auch

@) = D(a) [0). (A-9)

Kohirente Zustidnde sind verschobene Vakuumzustinde.



Anhang B

Der quantenmechanische Phasenraum

Die Darstellung der Dynamik eines physikalischen Systems im Phasenraum,
der durch einen Satz konjugierter Variablenpaare (im eindimensionalen Fall
z. B. x und p) aufgespannt wird, ist in der klassischen Physik ein wohlbekanntes
und bewihrtes Hilfsmittel. Eine Ubertragung in die Quantenmechanik scheint
im ersten Augenblick jedoch nicht nur iiberfliissig, sondern sogar ausgeschlos-
sen zu sein: Erstens ist ein Quantenzustand bereits in der Darstellung nur
einer der konjugierten Variablenpaare (z. B. nur des Ortes oder nur des Im-
pulses) eindeutig festgelegt, und zweitens verbietet die Nicht-Vertauschbarkeit
eine gleichzeitige scharfe Bestimmung beider Variablen im Phasenraum.

Gliicklicherweise gibt es aber Moglichkeiten, dieses in der klassischen Me-
chanik so erfolgreiche Konzept in die moderne Physik zu iibertragen. Aller-
dings ist die Definition von quantenmechanischen Phasenraumverteilungen
nicht eindeutig; es existieren verschiedene sinnvolle Alternativen mit unter-
schiedlichen ,nicht-klassischen* KEigenschaften. Die Interpretation als Wahr-
scheinlichkeitsverteilung im strengen Sinne wie in der klassischen Beschreibung
ist dann nicht mehr moglich. Aulerdem wird ein System sogar bei vollsténdi-
ger Kenntnis im Allgemeinen nicht mehr durch einen Punkt, sondern durch
eine der Unbestimmtheitsrelation geniigende Verteilung reprisentiert. Diese
Verteilung enthélt (bei reinen Zusténden) genau wie die Wellenfunktion die
komplette quantenmechanisch zugingliche Information und stellt damit eine
gleichwertige physikalische Beschreibung dar. Die Quantenmechanik im Pha-
senraum ist aber oftmals anschaulicher und intuitiver.

Die sogenannten ,s-parametrisierten Verteilungen® stellen eine ganze Schar
von Phasenraumfunktionen dar. Man kann sie allgemein mit Hilfe der ,s-
parametrisierten charakteristischen Funktion® [D(u) ist wieder der von der
komplexen Variable p abhingige Verschiebungsoperator aus Anhang A]

C i, 5) = TelpD ()] eI (B.1)

definieren als deren zweidimensionale Fourier-Transformierte (siehe z. B. Lit.

[120]):
V(e,a*,s) = % /C’(,u,,u*, s) e TR g2y (B.2)

122
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Eine andere niitzliche Darstellung ist die Entwicklung in einer Summe iiber
die Photonenstatistik verschobener Zustinde [93]:

Via,a%,s) = — nzz%(—l) WW DY (a)pD(a) |n). (B.3)
Eine weitere, die Quanten-Tomographie begriindende Form wird in Lit. [75]
abgeleitet. Der Zusammenhang zum Dichteoperator ist gegeben durch die In-

tegraltransformation
1 * *x\ —Ls|ul?
p= ;/C(#,u ,8) D(—p, —p) e 21 P, (B.4)
Von besonderer praktischer Bedeutung sind folgende drei Spezialfille:

i) s = +1: Die Glauber-Sudarshan’sche P-Funktion

Sie wurde urspriinglich definiert als diejenige Funktion P(«), mit der sich der
Dichteoperator in ,,Pseudo-Diagonaldarstellung® mit koh#irenten Zustinden!
entwickeln 148t

p:/ la)(a] Pa, a®) d%a (B.5)

und ist die schmalste der ,s-parametrisierten Verteilungen. Als ,normale®
Funktion existiert sie nur fiir Zustidnde, die als Gemisch kohdrenter Zustdnde
(ohne Koh&renzen) darstellbar sind. Solche Zustinde kénnen sinnvollerweise
als ,klassische Zustinde“ bezeichnet werden. Der kohidrente Zustand selbst
bildet die Grenze: seine P-Funktion ist offensichtlich eine §-Funktion. Fiir
»hicht-klassische®* Zustdnde wird P zunehmend singuldr. Sie ist aber weiter-
hin im Sinne einer Distribution anwendbar. Analog einer klassischen Phasen-
raumverteilung lassen sich mit ihr Mittelwerte berechnen. Wegen der Nicht-
Vertauschbarkeit gilt das aber nur fiir normal geordnete Operatoren (alle at
stehen links, alle @ rechts).

ii) s = 0: Die Wigner-Funktion

Sie wurde bereits 1932 eingefiihrt und ist daher der , Klassiker“ unter den
Phasenraum-Funktionen. Urspriinglich wurde sie in den Koordinaten z und p
formuliert als

W(z,p) = %/6_2%% +<¢lple = Q) dC. (B.6)

Man erhilt die Wigner-Verteilung auch durch Mittelung der P-Funktion iiber
eine GauB-Glocke [67]; es handelt sich also um eine ,,verschwommene P-Funk-
tion“. Sie ist entsprechend breiter und existiert fiir jede (physikalische) Dichte-
matrix. Nach Gl.(B.3) ist die Wigner-Funktion auch einfach als alternierende
Summe iiber die Photonenstatistik verschobener Zustinde darstellbar. Wie

'Wegen der Ubervollstindigkeit kohirenter Zustinde handelt es sich nicht tatséchlich um
eine Diagonaldarstellung. Nur deshalb ist die Anwendbarkeit so relativ allgemein.
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bei einer klassischen Verteilungsfunktion ergibt das Integral iiber den Ort die
Wahrscheinlichkeitsverteilung des Impulses und umgekehrt. Aulerdem lassen
sich mit W(z, p) ebenfalls Mittelwerte berechnen, ndmlich fiir symmetrisch
geordnete Operatoren (siehe z. B. Lit. [120]). Der charakteristische Unterschied
zur klassischen Physik: Wigner-Funktionen kdnnen negative Werte annehmen.
»Negativititen® sind sichere Indikatoren fiir nicht-klassische Zustinde.

iii) s = -1: Die Q-Funktion

Sie ist gegeben durch die Diagonal-Matrixelemente des Dichteoperators in
koh&renten Zustdnden:

Q(o,0%) = = (al p o). (B.7)

Es handelt sich um die breiteste der s-parametrisierten Verteilungen. Man kann
sie auch als Mittelung der Wigner-Funktion {iber eine Gau-Glocke darstellen
[67]. Mit Q(a, a*) lassen sich schlieBlich Mittelwerte fiir antinormal geordnete
Operatoren berechnen.

Andere, als die auf kohdrenten Zustdnden basierenden s-parametrisierten
Phasenraumfunktionen sind ebenfalls denkbar, sie besitzen aber bislang kaum
praktische Bedeutung.
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