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Abstract

Die vorliegende Arbeit behandelt Themen der Dynamik und der Statistik
kosmischer Strukturen. Ihr vorrangiges Ziel ist es, dem Leser Werkzeuge an
die Hand zu geben, um die Bildung groffiraumiger Strukturen im Universum
sowohl analytisch als auch deskriptiv behandeln zu kénnen.

Im dynamischen Teil erweitere ich die bekannte Zel’dovich-Approximation,
welche die Strukturbildung im schwach nichtlinearen Bereich beschreibt, auf
den allgemeinrelativistischen Fall. Dazu werden die Einsteingleichungen im
Lagrangebild mit Cartans Coframes als alleinigen dynamischen Variablen ab-
geleitet, sowie analog zum Newtonschen Fall eine allgemeine Losung fiir die
Koeffizienten der Coframes im Storungsschema erster Ordnung bestimmt. Ich
gebe eine saubere Definition der relativistischen Zel’dovich-Approximation,
welche jede Feldgrofie streng als ein Funktional der linearisierten Losung
ansieht und so aufler bei den Coframes keine Vernachlédssigungen hoher-
er Ordnungen vornimmt. Diese Nédherung, obwohl als Extrapolation einer
Storungslosung gewonnen, kann nichtpertubativ angewendet werden und stellt
damit ein probates Werkzeug zur Analyse nichtlinearer Modelle dar. Als
Beispiel wird die Approximation fiir ein Universum mit flachem FLRW-
Hintergrund angegeben. Weiterhin werden die entsprechenden Gleichungen
mit dem elektrischen und magnetischen Teil des Weyltensors formuliert.

Im statistischen Teil stelle ich das in seiner Rohfassung von Alexander
Rabus und Jens Schmalzing geschriebene und von mir weiterentwickelte
Programm CHIPMINK vor, mit dessen Hilfe die Verteilung von Punkten
im dreidimensionalen Raum quantitativ erfasst und analysiert werden kann.
Dazu werden die partiellen Minkowskifunktionale der einzelnen Punkte eines
Datensatzes berechnet und zu den globalen Funktionalen aufsummiert. Die
Berechnung der Minkowskifunktionale ist schon bei kleinen Datenmengen
statistisch robust, das Programm eignet sich daher im besonderen Mafle zum
Vergleich beobachteter und simulierter Daten — etwa zur Bewertung des einer
Simulation zugrunde liegenden physikalischen Modelles. In der vorliegenden
Arbeit wird es auf die in den Rotverschiebungskatalogen 2dFGRS und SDSS
beobachtete Galaxienverteilung angewendet. Im Fall des SDSS werden die
berechneten Minkowskifunktionale mit denjenigen fiir den simulierten Kata-
log LasDamas verglichen.
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Verwendete Abkiirzungen

Verwendete Abkiirzungen

Teil 1: Zur Dynamik kosmischer Strukturen

e ENS/LNS: Euler-Newton-System zur Beschreibung nichtrotierenden,
selbstgravitierenden Staubs bzw. Lagrange-Newton-System in mitbe-
wegten (Lagrangeschen) Koordinaten

e LES: Lagrange-Einstein-System zur Beschreibung nichtrotierenden, selbst-
gravitierenden Staubs bei Einsteinscher Gravitation

e NZA /RZA: Newtonsche bzw. Relativistische Zel’dovich-Approximation
zur Beschreibung der Strukturbildung im schwach nichtlinearen Bereich

e FLRW: Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-Losung der Einstein-
gleichungen fiir eine homogene, isotrope Expansion des Universums

Teil 2: Zur Statistik kosmischer Strukturen

e CfA: Durch das Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics erstell-
ter Rotverschiebungskatalog von etwa 18000 Galaxien

o 2dFGRS: Rotverschiebungskatalog 2 degree Field Galaxy Redshift Sur-
vey des Anglo-Australian Observatory mit etwa 232000 Galaxien
- NGP/SGP: Northern bzw. Southern Galactic Plane

e SDSS: Rotverschiebungskatalog Sloan Digital Sky Survey der Alfred
P. Sloan Foundation mit etwa 1,8 Millionen Galaxien
- DR4plus/DRT7: Datensétze der Data Releases 4plus bzw. 7
- LRG: Der Luminous Red Galary-Datensatz des DR7

e ACDM: Lambda Cold Dark Matter-Modell, Standardmodell der Big-
Bang-Kosmologie mit dunkler Energie und kalter dunkler Materie



Kapitel 1

Beobachtung und Simulation kos-
mischer Strukturen

[Between the wind] and Unsurpassed lie one
billion four-continent world-systems,

A great third-order thousand [world-system].
Multiplying that by the factors of one billion
[Yields| Infinite Links, Continuums, Oceans.

Buddhist Cosmology Teachings{ﬂ

Immer gréfer, immer genauer — mit besser werdender Technik sind Ob-
jekte im Universum so prézise beobachtbar wie noch nie. So wurden in
den letzten Jahren einige bemerkenswerte groffraumige Strukturen entdeckt
(EINASTO et al. [2011]; SyLos LABINI [2011]; PARK et al. [2012]; CLO-
WES et al. [2013]; KEENAN, BARGER und COWIE |[2013]; WHITBOURN und
SHANKS |[2014]). Bereits im Juni 2003 wurden nach mehrjahriger Messung
durch das Anglo-Australische Observatorium die Daten des Galaxienkata-
logs 2dFGRS veroffentlicht, welcher die Spektren von fast 250000 Objekten
im Universum umfasst (COLLESS |[1999]; COLLESS et al. |[2001]; COLLESS
et al. |[2003]). Nahezu zeitgleich ging 2002 der Sloan Digital Sky Survey
mit der Veroffentlichung des Early Data Release in die entscheidende Pha-
se (STOUGHTON et al. |[2002]). Im folgenden Jahrzehnt stellte die SDSS-
Kollaboration der Physikergemeinde immer gréflere Datensétze fiir ihre For-
schung zur Verfiigung, 2003-2005 die Data Releases 1-3 des SDSS-I sowie
bis 2008 diejenigen des SDSS-II bis einschlieflich Data Release 7, das iiber
eine Million Objekte beinhaltet und damit genaue dreidimensionale Karten
grofer Teile des Universums ermoglicht (ABAZAJIAN et al. [2009])). Seitdem
sind drei weitere Datensétze herausgegeben worden, aktuell 2014 das Data
Release 10 (AHN et al. [2014[). Mit Erscheinen des vollen Katalogs DR 12
im Januar 2015 schlieft die dritte Generation SDSS-III des Grofiprojektes
ab und geht in die finale Phase IV iiber, die 2020 enden soll. Bis heute sind
hunderte Artikel erschienen, welche die Daten des SDSS zur Untersuchung

I Miindliche Uberlieferung, als The Encompassment of All Knowledge von Kongtrul Lodrd
Tayé gesammelt und 1862 veréffentlicht, iibersetzt in KONGTRUL |(1995) S. 61
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der Sternentstehung bis hin zur Verteilung der Galaxien im Universum nut-
zen.

Immer grofler, immer schneller — Hand in Hand einhergehend mit den ge-
nauer werdenden Beobachtungen sind bei steigender Prozessorleistung mo-
derner Computernetzwerke Berechnungen der Entwicklung des Universums
in einem Umfang moglich, wie sie noch vor wenigen Jahrzehnten als vollig
utopisch erschienen. So stehen am Ende einer Reihe von Simulationen, wel-
che die Strukturbildung im Universum prozessieren (DOROSHKEVICH et al.
11997]; COLE et al. |[1998]), die durch das Virgo-Konsortium am Max-Planck-
Institut fiir Astrophysik in Garching durchgefithrten Simulationen, die so
genannten Millennium Runs I und II (SPRINGEL et al. [2005]; BOYLAN-
KOLCHIN et al. [2009]). Im Millennium Run I wird die rdumliche und zeit-
liche Entwicklung mit 21603, d.h. etwa zehn Milliarden Teilchen wihrend
eines Rotverschiebungsintervalles von z = 127 bis z = 0 in einem Wiirfel mit
einer Kantenlénge von zwei Milliarden Lichtjahren simuliertE] Aus der vollen
Simulation lassen sich Galaxienkataloge mit typischerweise etwa 2-107 Gala-
xien extrahieren, hierzu und zu weiteren Details des Millennium Runs siehe
SPRINGEL et al. |(2005)| sowie CROTON et al. |(2006). Auf demselben Code
fiir gravitative Entwicklung basieren die Simulationen des LasDamas-Teams
um Cameron McBride, die 2009 verdffentlicht wurden ]

Es bietet sich an, zusétzliche wertvolle Riickschliisse auf Strukturentste-
hungsprozesse im Universum zu ziehen, indem diese beiden Karten des Uni-
versums — die vermessene und die simulierte — miteinander verglichen werden.
Verdeutlicht wird dies in Abbildung [I.I] Zu sehen sind die in den Katalo-
gen 2dFGRS, CfA2 und SDSS zusammengetragene beobachtete Verteilung
von Galaxien (linker und oberer Sektor) sowie die in der ersten Millennium-
Simulation gewonnene Verteilung (rechter und unterer Sektor)[]] Dabei stim-
men gegeniiberliegende Sektoren im Rotverschiebungsintervall iiberein, so

2 Die 2008 durchgefithrte Simulation Millennium II  enthielt ebensoviele
Teilchen, allerdings in einem Wiirfel, dessen Kantenlinge um den Fak-
tor fiinf kleiner war als bei Millennium I. Die Datenbanken der Si-
mulationen finden sich auf der Homepage des Max-Planck-Instituts fiir
Astrophysik unter http://www.mpa-garching.mpg.de/millennium/ sowie
http://www.mpa-garching.mpg.de/galform/millennium-II/ (Stand April 2013).

3 Die von der LasDamas-Kollaboration erstellten Mock-Kataloge sind unter

http://lss.phy.vanderbilt.edu/lasdamas/mocks.html frei zugénglich.

Der in dieser Arbeit nicht besprochene Rotverschiebungskatalog des Harvard Smithso-

nian Center for Astrophysics (CfA) besteht aus den Daten zu einigen Tausend Galaxien,

die wihrend zweier Phasen (1977-1982 sowie 1985-1995) vermessen wurden, siehe dazu

HUCHRA et al.|(1990); HuCHRA, GELLER und CORWIN (1995), Er ist damit einer ersten

Rotverschiebungskataloge iiberhaupt. Zur Entdeckung der ,,CfA2 Great Wall“ in den

Daten der zweiten Phase siche RAMELLA, GELLER und HUCHRA |(1992).



Abbildung 1.1: Beobachtete und simulierte groffiraumige Struktur im Univer-
sum, Abbildung aus SPRINGEL, FRENK und WHITE |(2006),, Seite 28.

dass die Ahnlichkeit der Strukturen deutlich hervortritt.

Um letztendlich die Giite des den Simulationen zugrunde liegenden physi-
kalischen Modells beurteilen zu kénnen, braucht es zuverlassige und struktur-
empfindliche Deskriptoren zur Analyse der Verteilungen, vgl. die aktuellen

Arbeiten von NADATHUR |(2013)| und NADATHUR und HOTCHKISS |(2014)|.

Die vorliegende Arbeit behandelt nun zwei der bei dem beschriebenen
Vorgehen auftretenden Fragen. Zum Einen stoft die Newtonsche Betrach-
tungsweise der Strukturbildung durch immer genauer werdende Beobach-
tung des Universums und deutlich umfangreicher werdende Datenmengen an
ihre Grenzen. Relativistische Modelle wurden in den letzten beiden Jahr-
zehnten zwar vorgestellt, aber nicht mit letzter Konsequenz durchgefiihrt

(CROUDACE et al. SALOPEK, STEWART und CROUDACE [1994]; Ka-
SAI Russ et al. ELvis und TSAGAS . Daher wird sich
der erste Teil der Arbeit mit dem Ziel befassen, eine volle Lagrangesche
Storungsrechnung fiir die relativistische Kosmologie zu erarbeiten. Insbeson-
dere wird die aus der Newtonschen Kosmologie wohlbekannte Zel’dovich-

Naherung (ZEL’DOVICH |[1970][1]; ZEL'DOVICH [[1970][2]; ARNOL'D, SHAN-
DARIN und ZEL’'DOVICH [[1982]; BUCHERT |[1992]) auf den relativistischen
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Fall erweitert.

Die hier formulierte relativistische Zel’dovich-Approximation kann dazu
beitragen, eine Grundlage fiir allgemeinere nichtlineare — sowohl storungs-
theoretisch als auch nicht stérungstheoretisch behandelte — Modelle zu bil-
den, indem sie die bisherigen Studien zur relativistischen Stérungstheorie
sowie zu exakten Losungen fiir Modelle mit hoher Symmetrie ergédnzt. Die
dargelegte Néherung bietet nicht nur die Moglichkeit zu Anwendungen in
der relativistischen Kosmologie, sondern ldsst sich in zukiinftigen Arbeiten
mit Entwicklungsgleichungen fiir rdumlich gemittelte Gréflen kombinieren,
siehe z.B. BUCHERT |(2000)(2)| und BUucHERT |(2001). Mit dieser Vorgehens-
weise lieflen sich zum Beispiel nichtperturbative Modelle definieren, die in
der Lage sind, das Riickreaktionsproblem (,,backreaction problem*) der rela-
tivistischen Kosmologie oder auch das Problem der dunklen Energie zu be-
handeln (siehe BUCHERT |[2006|[1|; BUCHERT |[2008]; BUCHERT |[2011]; BU-
CHERT und CARFORA ([2002]; BUCHERT und RASANEN [[2012]; CLARKSON
et al. [2011]; ErrLis [2011]; KoLB ([2011]; RASANEN |[2011], und Referenzen
darin). Diese realistischen Modelle 6ffnen zudem die Tiir zum Verstandnis
anderer Anwendungen wie den nichtlinearen Anteilen an Gravitationswellen-
strahlung oder der Lichtausbreitung und Lingenmessung in realitdtsnahen
inhomogenen Modellen unseres Universums, die nicht innerhalb des Rahmens
verstanden werden konnen, den die Newtonsche Kosmologie oder die streng
linearisierte relativistische Behandlung vorgeben.

Ein gerade im Hinblick auf den Vergleich beobachteter und simulierter
Strukturen wertvoller Aspekt der hier entwickelten relativistischen Zel’dovich-
Approximation ist, dass Simulationen zur Strukturbildung wie die Millenni-
um Runs bisher oftmals mit durch die Newtonsche Zel’dovich-Approximation
vorgegebenen Anfangsbedingungen gestartet werden, siche dazu SPRINGEL
et al. |(2005)| und SPRINGEL |(2005). Gerade im Hinblick auf die Genauigkeit
zukiinftiger Simulationen gegeniiber immer priziser werdenden Beobachtun-
gen scheint es wichtig, dass diese mit den entsprechenden relativistischen
Anfangsbedingungen initiiert werden.

Auf der anderen Seite konnen Erkenntnisse der Integralgeometrie da-
zu benutzt werden, mehrdimensionale Strukturen durch einen klar definier-
ten Satz an morphologischen, d.h. geometrischen und topologischen, Maflen
vollstéindig festzulegen, den so genannten Minkowski-Funktionalen (MECKE
und WAGNER|[1991; MECKE, BUCHERT und WAGNER|[1994]; MECKE [2000];
KERSCHER [[2000]). Auf diese Weise kann das Mafl der Abweichung beob-
achteter zu simulierten Daten quantitativ erfasst werden. Im zweiten Teil
der vorliegenden Arbeit wird daher das Konzept der Strukturanalyse mittels



Minkowski-Funktionalen besprochen und der Programmcode CHIPMINK
(,Code for High-speed Investigation of Partial Minkowski Functionals“) vor-
gestellt, mit dessen Hilfe sich die Funktionale beliebiger Punkt-Datensétze
bestimmen lassen. Der Code wird anschlielend auf die Galaxienkataloge 2dF-
GRS und SDSS sowie simulierte Daten angewendet. In einem Ausblick auf
eine Anwendung in der Polymerphysik wird die Universalitéit der Vorgehens-
weise verdeutlicht, siche HOTTER |(2003).

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt:

Kapitel 2| befasst sich mit der Dynamik kosmischer Strukturen. Nachdem
in die Grundlagen sowie der aktuelle Forschungsstand zum behandelten
Thema vorgestellt wurden, wird in Kapitel der Ubergang vom Eulerbild
in das Lagrangebild fiir den Fall Newtonscher Gravitation vollzogen. Da-
durch wird das Lagrange-Newton-System zur Beschreibung nichtrotierenden,
selbstgravitierenden Staubs formuliert. Dieses Gleichungssystem wird sowohl
in tensorieller Schreibweise als auch in der Sprache der Differentialformen
angegeben. Eine alternative Formulierung mit dem Gezeitentensor wird auf-
gestellt und diskutiert. SchlieBllich wird, ausgehend von der Lagrangeschen
Storungsrechnung erster Ordnung, die Newtonsche Zel’dovich-Néaherung re-
produziert, was als Basis fiir die relativistische Erweiterung dienen wird.

In Kapitel wird — ganz analog zu — das Lagrange-Einstein-System
zur Beschreibung nichtrotierenden, selbstgravitierenden Staubs fiir den Fall
Einsteinscher Gravitation abgeleitet. Dazu wird zunéchst ein Raum-Zeit-
Split in mitbewegten Koordinaten durchgefiihrt, was die bekannten Gleichun-
gen von Arnowitt, Deser und Misner liefert. Danach wird durch Einfithren von
Cartans Methode der Coframes der Ubergang zum Lagrange-Einstein-System
vollzogen. Dieses System von Entwicklungs- und Bedingungsgleichungen fiir
die Coframes als einziger dynamischer Variable wird schliellich mit Hilfe des
Weyltensors formuliert. Aufgrund der formalen Analogie zu den Gleichun-
gen aus Kapitel wird der geometrische Limes exakter Basisformen mit
dem Newtonschen Grenzfall identifiziert. Damit wird eine Methode zur Kon-
struktion von Losungen in der relativistischen Kosmologie aus bekannten
analytischen oder approximativen Losungen der Newtonschen Kosmologie
angegeben.

Ausgehend von den erarbeiteten Gleichungen wird in das allgemeine
Schema der Storungsrechnung erster Ordnung fiir den relativistischen Fall
aufgestellt. Zusétzlich zu Ausdriicken fiir den elektrischen und magnetischen
Teil des Weyltensors wird dabei eine allgemeine Losung fiir den in der rela-
tivistischen Kosmologie hiufig verwendeten Spurteil erster Ordnung gegeben.
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In [2.5]schliefllich wird die relativistische Erweiterung der Zel’dovich-Néhe-
rung vorgestellt. Streng analog zur Newtonschen Definition werden ausschlief3-
lich die Komponenten der Coframes als alleinige dynamische Variable linea-
risiert, wohingegen die restlichen Feldvariablen als Funktionale der Coframes
mit voller Konsequenz durch diese ausgedriickt werden. Es entsteht so ein
natiirlicher Ubergang vom linearen in den leicht nichtlinearen Bereich der
Strukturbildung. Nach einer funktionalen Berechnung der Feldvariablen wird
die Ndaherung auf den Fall eines flachen FLRW-Hintergrunds angewendet.

Im Kapitel 2.6]wird das Lagrange-Einstein-System mit Differentialformen
beschrieben. Die alternative Formulierung mit den ebenfalls in Differential-
formen ausgedriickten Teilen des Weyltensors zeigt schliefSlich sehr deutlich
die formale Analogie zur Newtonschen Betrachtungsweise, wo der Gezeiten-
tensor die Rolle des elektrischen Teils des Weyltensors iibernimmt.

Kapitel [3] befasst sich mit der Statistik kosmischer Strukturen.Nach ei-
ner kurzen Einleitung werden in die mathematischen Grundlagen zur
Strukturanalyse mit Hilfe eines Satzes morphologischer Mafle, der Minkow-
skifunktionale gelegt. Ausgehend von ihrem Ursprung in der Integralgeome-
trie werden die wesentlichen Eigenschaften der Minkowskifunktionale — Addi-
tivitdt, Bewegungsinvarianz und bedingte Stetigkeit — besprochen, bevor sie
mit dem Konzept der Parallelkérper anhand von Beispielen in zwei bzw. drei
Dimensionen mit bekannten geometrischen sowie topologischen Groflen in
Verbindung gebracht werden. Dank ihrer einfachen Interpretierbarkeit und
dadurch, dass die Minkowskifunktionale nach dem Satz von Hadwiger eine
Struktur morphologisch eindeutig bestimmen, sind sie méchtige Werkzeuge
bei der Analyse ausgedehnter Strukturen.

In wird beschrieben, wie die Minkowskifunktionale grundsétzlich be-
stimmt und wie diese Berechnungen im Speziellen in einem Computerpro-
gramm umgesetzt werden konnen. Hierzu wird zunéchst unter Verwendung
des Germ-Grain-Modells aus einem Punktdatensatz, wie er etwa bei der Un-
tersuchung von Rotverschiebungskatalogen vorliegt, eine ausgedehnte Struk-
tur gebildet. Dabei wird jeder Punkt mit einer Kugel versehen, deren Radius
als diagnostischer Parameter bei der Strukturuntersuchung dient. Aufgrund
ihrer Additivitat konnen fiir eine Struktur, die aus konvexen Kérpern gebildet
wird, drei der vier Minkowskifunktionale durch Summieren lokaler Beitrége
bestimmt werden, der so genannten partiellen Minkowskifunktionale. Das
hier verwendete Prinzip der Implementierung beruht auf der Erstellung von
Nachbarlisten zu den einzelnen Punkten des betrachteten Datensatzes und
der anschliefenden Berechnung der jeweiligen lokalen Beitrdge. Eine Son-
derrolle nimmt dabei das Strukturvolumen ein, das anders bestimmt werden



muss. Entgegen dem iiblichen Vorgehen mittels einer einfachen Monte-Carlo-
Integration wird hier eine Methode eingefiihrt, die analog zu den iibrigen
Funktionalen auf dem Summieren lokaler Beitrdge beruht. Ausfiihrlich be-
sprochen wird zudem die wichtige Frage nach der Behandlung der Rénder
der Beobachtungsmaske. Dieser wird durch die Wahl einer reduzierten Maske
Rechnung getragen. Der Abschnitt wird abgeschlossen durch die graphische
Darstellung der Ergebnisse eines ersten Programmdurchlaufs.

Nachdem die Prinzipien der Berechnung gekldrt wurden, werden in
die Minkowskifunktionale im Fall des Rotverschiebungskatalogs 2dFGRS be-
stimmt und graphisch dargestellt. Es wird besprochen, wie die erstellten Gra-
phen Aufschliisse auf die Struktur des untersuchten Datensatzes zulassen. Ei-
ne Diskrepanz zwischen den Minkowskifunktionalen fiir die Datensétze der
nordlichen (NGP) und der siidlichen (SGP) galaktischen Ebene wird deut-
lich zu erkennen sein. Besonderer Wert wird hier allerdings auf die Datenaus-
wahl und -aufbereitung gelegt, denn der vorgelegte Programmcode benétigt
Volumen-limitierte Datensétze. Ein solcher wird Schritt fiir Schritt aus den
Rohdaten des 2dFGRS extrahiert, wobei zusétzlich ein Parameter eingefiihrt
wird, der die Giite der Rotverschiebungsmessung in eine bestimmte Raum-
richtung widerspiegelt und lokale Vollstindigkeit genannt wird.

Ahnlich werden im Abschnitt die Minkowskifunktionale fiir das Data
Release 4plus des Rotverschiebungskatalogs SDSS berechnet sowie die Fr-
gebnisse der Analyse des LRG-Samples (Luminous Red Galazy) aus dem Da-
ta Release 7 gegeben, die in Zusammenarbeit mit Alexander Wiegand und
Thomas Buchert durchgefiihrt wurde. Insbesondere werden in diesem Zu-
sammenhang auch die Minkowskifunktionale fiir entsprechende Datensétze
des LasDamas Mock-Katalogs bestimmt und mit den Ergebnissen des SDSS-
Runs verglichen. Hier werden sich signifikante Abweichungen zwischen der
beobachteten und der simulierten Galaxienverteilung zeigen. Knapp wer-
den die Fragen behandelt, ob die beobachteten Abweichungen bereits in
den Zwei-Punkt-Korrelationsfunktionen der Datensédtze beobachtet werden
kénnen und ob Nicht-Gausssche Anteile im Prozess der Galaxienverteilung
gefunden werden kénnen.

Der Anhang der Arbeit gliedert sich wie der Hauptteil in einen dyna-
mischen und einen statistischen Teil. Wéhrend in Anhang [A] zunéchst eine
Einfithrung in das Konzept der Differentialformen gegeben wird und anschlie-
Bend alternative Formulierungen der gewéhlten Metrik ausgehend von den
Cartanschen Strukturgleichungen besprochen werden, sind die drei Abschnit-
te von Anhang [B] dem Programmcode CHIPMINK gewidmet, mit dem die
Minkowskifunktionale im Statistikteil berechnet wurden. Dieses Programm
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wird mit der vorliegenden Arbeit den Lesern zur Verfiigung gestellt, weswegen
in Anhang neben der ReadMe-Datei auch Ausziige aus dem Programm
gelistet werden. In Anhang wird ein Run fiir den Rotverschiebungska-
talog 2dFGRS exemplarisch durchgefiihrt und in Anhang abschlieflend
eine Anwendung des entwickelten Programmcodes in der Polymerphysik be-
schrieben.



Kapitel 2

Zur Dynamik kosmischer Struk-
turen

The heavens |[...] and below are destroyed by fire.

Space alone remains, a vacuity containing nothing at all.
Again formation occurs, and again abiding, and finally
destruction by fire.

Buddhist Cosmology Teachings{ﬂ

Zur Behandlung der Entstehung grofirdumiger Strukturen im Universum
wird zunéchst die bekannte Lagrangesche Stérungsrechnung in der Newton-
schen Kosmologie besprochen, die seit den 1980er Jahren erfolgreich auf die-
sem Gebiet angewandt wird. Dabei wird das besondere Augenmerk auf der
Zel’dovich-Approximation liegen, die die Strukturbildung bis in den schwach
nichtlinearen Bereich hinein beschreibt. Danach werden in analoger Weise die
relativistischen Gleichungen in Lagrangescher Form aufgestellt und mit Hilfe
der Storungsgleichungen erster Ordnung schliellich eine saubere Definition
der relativistischen Zel’dovich-Approximation angegeben. Diese Naherung,
obwohl durch Extrapolation einer Storungslésung gewonnen, kann nichtper-
turbativ angewendet werden und stellt damit ein probates Werkzeug zur
Analyse nichtlinearer Modelle dar. So konnen Fragestellungen wie die Struk-
turbildung auf groflen Skalen, Riickwirkungsprobleme und die Propagation
von Licht in einem inhomogenen Universum behandelt werden. Viele der Er-
gebnisse dieses Teils der vorliegenden Arbeit sind publiziert in BUCHERT und
OSTERMANN ((2012)|

2.1 Grundlagen und Vorgehensweise

In den letzten beiden Jahrzehnten genossen zwei schon lange bekannte Kon-
zepte verstiarkte Aufmerksamkeit in der relativistischen Kosmologie. Das eine
ist die aus der Fluiddynamik bekannte Lagrangesche Betrachtungsweise, die
bereits in der Newtonschen Kosmologie mit grolem Erfolg angewandt wurde
(BERTSCHINGER |[1992]; BERTSCHINGER und JAIN [1994]; BOUCHET |[1996;

® KONGTRUL |(1995)} S. 61.
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BUCHERT [1993|; BUCHERT [[1995]; MATARRESE und TERRANOVA |[1996][1],
und Referenzen darin). Zum anderen erfihrt der von Hermann Weyl ein-
gefithrte konforme Kriimmungstensor, oder einfach Weyltensor, zunehmend
Beachtung, da er bei einer Reihe von Problemen der relativistischen Kos-
mologie sowie der Quantengravitation eine wichtige Rolle zu spielen scheint
(BERTSCHINGER und HAMILTON |[1994]; BERTSCHINGER und JAIN |[1994];
ELL1s und DUNSBY |[1997]; KOFMAN und POGOSYAN [[1995]).

Der Ubergang vom Eulerbild zum Lagrangebild, der aus der Fluiddyna-
mik wohlbekannt ist, stellt einen Koordinatenwechsel von Fulerkoordinaten
zu neuen unabhéingigen Koordinaten, den Lagrangekoordinaten dar. Er wird
Newtonsch vollzogen durch die Transformation

- = —

7=f(X,t) mit X=f(X t) (2.1)

Die Lagrangekoordinaten X sind mitbewegte, zeitlich konstante Koordina-
ten, die zum Anfangszeitpunkt ¢, mit den Eulerkoordinaten Z {ibereinstim-
men. Die Beschreibung der den Teilchen zugeordneten Groflen durch Fel-
der wird ersetzt durch die lokale Beschreibung der Eigenschaften eines be-
stimmten Teilchens. Die drei Komponenten fl()? ,1) der Deformation, die
die Abweichung des beobachteten Teilchens von seiner Position am Anfangs-
zeitpunkt beschreiben, sind im Lagrangebild die einzigen unabhéngigen Va-
riablen[f| Eine elementare Einfiihrung in dieses Gebiet findet sich bei EH-
LERS und BUCHERT |(1997), Damit kann in der Newtonschen Kosmologie fiir
den Fall rotationsfreien, selbstgravitierenden Staubs ein Gleichungssystem
angegeben werden, das nur noch Entwicklungsgleichungen fiir die Kompo-
nenten der Deformation enthdlt (EHLERS und BUCHERT |[1997]; BUCHERT,
KERSCHER und SICKA [2000]). Die Bedingungsgleichungen miissen nur zur
Anfangszeit gelost werden. Dieses System dient als Grundlage fiir eine La-
grangesche Storungsrechnung, die die Strukturbildung im Universum auf
grofien Skalen sehr gut beschreibt (RUEDE und STRAUMANN [1997]; Bu-
CHERT, KERSCHER und SICKA |[2000).

Durch immer genauer werdende Beobachtung des Universums und immer
umfangreicher werdende Datenmengen st6f3t die Newtonsche Betrachtungs-
weise jedoch an ihre Grenzen, da relativistische Effekte vernachldssigt wer-
den. In den letzten Jahren wurden Versuche gemacht, dieses System auf den
Fall relativistischer Kosmologie zu erweitern (MATARRESE, PANTANO und

6 Das gilt, solange sich die Trajektorien f nicht schneiden. In dem Fall sich schneiden-
der Trajektorien miissen die Eulerschen Geschwindigkeiten als unabhéngige Variablen
dazugenommen werden. Die Berechnungen finden dann im Phasenraum statt.
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SAEZ |[1994][1]; MATARRESE, PANTANO und SAEZ |[1994]2]; MATARRESE
und TERRANOVA [[1996][2]). Der Ubergang von Euler- zu Lagrangekoordina-
ten findet hier statt, indem die sechs unabhéngigen Variablen der rdumlichen
Metrik] ersetzt werden durch

95 (X, t) = Sapn® (X, t)nbj (X,1) (2.2)

An die Stelle der Deformationskomponenten als einzige unabhéngige Varia-
blen im Newtonschen Fall treten allgemeinrelativistisch die raumlichen Kom-
ponenten von Cartans Coframes, die Triaden oder , Dreibeine® n% EI Die La-
grangesche Metrik G;;(X) ist mit der Anfangsmetrik zum Zeitpunkt ¢, tiber
die Coframes zum Angangszeitpunkt n% (X, ty) = n%(X) verbunden durch

Gii(X) = gi(X, to) = 6ap(X)7°;(X) (2.3)
So entsteht ein relativistisches Gleichungssystem zur Beschreibung nichtro-
tierenden, selbstgravitierenden Staubs, das auch in der Sprache der Diffe-
rentialformen formuliert werden kann. Dem Ubergang von Newtonscher zu
allgemeinrelativistischer Theorie entspricht dann der Ubergang exakter zu
nichtexakten Basen. Aufgrund der formalen Analogie eines Teiles des relati-
vistischen Gleichungssystems mit dem Newtonschen System wird aulerdem
ein geometrischer Grenzwert exakter Basisformen als Newtonscher Grenzfall
nahegelegt, der duflerst leicht durchzufiihren ist.

Motiviert wird die Erweiterung des Systems zum Einen durch die M6glich-
keit, sowohl analytische als auch approximative Losungen der Newtonschen
Kosmologie durch formale Umkehrung des geometrischen Grenzwerts auf
einfache Weise auf den allgemeinrelativistischen Fall iibertragen zu kénnen.
Zum anderen bilden die Gleichungen die Grundlage fiir eine relativistische
Lagrangesche Storungsrechnung, vgl. DAUTCOURT ((1997), In der Lagran-
geschen Storungsrechnung wird die Deformations-Einsform als alleinige dy-
namische Variable den Stérungen ausgesetzt’| So kann die in der Newton-
schen Kosmologie duferst erfolgreiche Zel’dovich-Approximation (BUCHERT
[1992]; BUCHERT |[1993]; BUCHERT und EHLERS |[1997]; EHLERS und Bu-

" Fiir Lagrangesche, mitbewegte Koordinaten hat die vierdimensionale Metrik die einfache

Form Mggg = —1, Mgg; = 0 und (4)gij = (3)gij = g;;. Die vier weiteren Freiheitsgra-
de wurden bei dieser Wahl der Koordinaten fixiert durch die Festsetzung der Lapse-
Funktion N = 1 und des Shift-Vektors N* = 0. Fiir Details siche MISNER, THORNE und
WHEELER |(1973).

Fiir eine allgemeine Einfiihrung zu diesem Thema siehe ELLIS und VAN ELST [(1999),
und Referenzen darin.

Zu einer allgemeinen Storungstheorie in der relativistischen Kosmologie siehe MUKHA-
NOov, FELDMAN und BRANDENBERGER |(1992).
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CHERT [1997]) auf den relativistischen Fall erweitert werden. Diese wird an-
gewandt, um nichtlineare Anteile in der Strukturbildung zu beschreiben. Re-
lativistische Analoga zur Zel’dovich-Approximation (ZEL’DOVICH |[1970][1];
ZEL'DOVICH [1970][2]; ZEL'DOVICH [[1978]; SHANDARIN und ZEL'DOVICH
11989]; SAHNI und COLES |[1995]) fiir die Beschreibung der Strukturbildung
im schwach nichtlinearen Bereich wurden bereits vorgeschlagen, zuerst von
KAsA1|(1995); fiir eine Verallgemeinerung auf Storungslosungen zweiter Ord-
nung siehe RUsS et al. (1996) sowie Russ et al. |(1997). Diese Werke werden
ebenso in die Betrachtung einbezogen wie auch diejenigen von Matarrese und
seinen Mitautoren zur Stérungsrechnung erster bzw. hoherer Ordnung (MA-
TARRESE, PANTANO und SAEZ|[1994][1]; MATARRESE, PANTANO und SAEZ
11994](2]; MATARRESE und TERRANOVA |[1996](2]; MATARRESE, MOLLER-
ACH und BRUNTI |[1998]), welche die relativistischen Verallgemeinerungen der
Newtonschen Gleichungen in Lagrangescher Form diskutieren, sowie ELLIS
und TSAGAS [(2002), die entsprechend dem Ansatz von Zel’dovich eine voll
kovariante Beschreibung der pekuliaren Bewegung eingefiihrt haben.

In der vorliegenden Arbeit wird der Lagrangesche Standpunkt mit voller
Konsequenz im Rahmen der Einsteinschen Gleichungen umgesetzt werden,
wobei der Formalismus so nah wie moglich am Newtonschen Analogon gehal-
ten wird. Diese Vorgehensweise hat drei entscheidende Vorteile. Zum Ersten
gelingt es damit, eine in Form und Vorgehensweise natiirliche Erweiterung
der Naherung von Zel’dovich herzuleiten, die allgemeiner ist als diejenige, die
von KASAT |(1995) vorgeschlagen wurde. Die Gleichungen beinhalten so z.B.
eine quadratische Form der Metrik, nichttriviale Ndherungen fiir den Ricci-
Tensor, den Kriimmungsskalar und den elektrischen und magnetischen Teil
des Weyltensors, sowie nichtlineare Anteile, die als Gravitationswellenanteile
interpretiert werden konnen. Zum Zweiten beinhalten die vorgestellten all-
gemeinrelativistischen Lagrangeschen Gleichungen das bekannte Lagrange-
Newton-System als klar definierten geometrischen Grenzfall und bieten eine
Alternative zu dem Satz an Gleichungen, der von MATARRESE und TER-
RANOVA ((1996)(2) dazu hergeleitet wurde, indem hier lediglich eine einzige
dynamische Feldvariable betrachtet wird. Zum Dritten kann auf diese Weise
eine Reihe von wichtigen kinematischen und dynamischen Gréflen kovariant
dargestellt werden, ganz im Sinne von ELLIS und TSAGAS [(2002)l In der
vorliegenden Arbeit werden auflerdem eine Reihe niitzlicher Details zu den
abgeleiteten Gleichungen und insbesondere zum elektrischen und magneti-
schen Teil des Weyltensors betrachtet, die in weiteren Arbeiten von Thomas
Buchert und seinen Mitarbeitern aufgegriffen werden, so z.B. in BUCHERT,
NAYET und WIEGAND [(2013).
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Anhand einer Zusammenfassung der hauptsichlich von Buchert durch-
gefiithrten Untersuchung fiir den Newtonschen Fall (BUCHERT [1989]; Bu-
CHERT |[1992]; BUCHERT |[[1993]; BUCHERT [1995]; EHLERS und BUCHERT
[1997|) wird gezeigt, was die relativistischen Analoga sind zu sowohl dem
Lagrangeschen Deformationsgradienten, der im Newtonschen Fall die einzige
dynamische Feldvariable darstellt, als auch zu den einzig durch ihn ausge-
driickten Entwicklungsgleichungen. Die Losung erster Ordnung fiir Stérun-
gen vor einem flachen FLRW-Hintergrund, die dann wie spéter beschrieben
in den schwach nichtlinearen Bereich fortgesetzt wird, beruht ebenfalls auf
dem Verstéandnis des Newtonschen Grenzfalles.

Die Untersuchung wird hier zunéchst auf den Fall des Materiemodells
,nichtrotierender Staub® (irrotational dust) beschrénkt. Prinzipiell ist das
Vorgehen bei anderen Materietypen aber dasselbe, siehe dazu z.B. ADLER
und BUCHERT |(1999). Fiir dieses Modell werden klar definierte Antworten
auf die oben aufgeworfenen Fragen prisentiert und die enge Verwandtschaft
zwischen den Newtonschen und den allgemeinrelativistischen Gleichungen
aufgezeigt. Das erlaubt es, auf direktem Wege Wissen iiber erstgenannten
Fall auf zweiteren zu iibertragen. Der Erfolg der entsprechenden Newton-
schen Naherung deutet zudem darauf hin, dass nun auch die relativistische
Zel’dovich-Naherung ein vielversprechendes Modell darstellen kann.

Damit sind wir — was eine der Hauptmotivationen fiir die vorliegende Ar-
beit war — fiir einen Paradigmenwechsel in der relativistischen Kosmologie
gut geriistet, den die Notwendigkeit realistischer inhomogener Modelle mogli-
cherweise mit sich bringt. Kriimmungseffekte konnen einen der Schliissel fiir
das Verstédndnis und die préazise Definition kosmologischer Parameter in der
néheren Zukunft darstellen. So sollte sich zum Beispiel die rdumlich gemittel-
te skalare Kriitmmung zeitlich anders entwickeln als ein homogenes Modell mit
konstanter Kriitmmung, was ausgehend von einer kleinen Kriimmung, wie sie
in den Beobachtungen des Kosmischen Mikrowellenhintergrundes zu sehen
ist, zu einer effektiven negativen Kriimmung im spéten Universum fiihren
kann, siche dazu BUCHERT |(2011); BUCHERT und CARFORA |(2008); BU-
CHERT und RASANEN|(2012); RASANEN |(2006); ELLIS und BUCHERT |(2005).
Auch die Interpretation kosmologischer Parameter und ihrer Abhéngigkeit
von Kriimmungseffekten beim Vergleich von gemittelten Grofien in inhomo-
genen Geometrien mit solchen im Friedmann-Raum stellt in diesem Zusam-
menhang ein weiteres aktuelles und interessantes Forschungsgebiet dar (Bu-
CHERT und CARFORA [[2003]; LARENA et al. [2009]). Zuletzt ist anzumer-
ken, dass das Anwenden von Newtonschen Kosmologien bei jedem Modell
zur Strukturentstehung und -entwicklung periodische Randbedingungen er-
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fordert (BUCHERT, KERSCHER und SI1CKA [2000[)), welche im relativistischen
Fall nicht zwingend erforderlich sind (BuCHERT [[2000][1]; BUCHERT |[2008];
BUCHERT |[2011])).

2.2 Die Newtonsche Gravitation im Lagran-
gebild

Zur Beschreibung der Kinematik der Kontinua gibt es grundsétzlich zwei
gleichberechtigte Betrachtungsweisen. Im Fulerschen (rdumlichen) Bild sind
die den Teilchen zugeordneten Eigenschaften, wie etwa Dichte und Geschwin-
digkeit, als Funktionen des Ortes und der Zeit gegeben. Der Beobachter sitzt
im Punkt Z. Er misst die zeitliche Veréinderung einer Feldfunktion in diesem
fixierten Punkt. Dagegen ist der Beobachter im Lagrangeschen (materiellen)
Bild fest mit einem Teilchen X verbunden. Er misst die zeitliche Anderung
der Eigenschaften dieses bestimmten Teilchens. Diese sind jetzt gegeben als
Funktionen von Teilchenkennung X und Zeit t. Lagrangesche Koordinaten
sind also mitbewegte Koordinaten. Der Wechsel zwischen den Bildern ist bei
Kenntnis der Transformationen # = f(X,¢) und X = h(Z, ¢) moglich. Allei-
nige dynamische Variablen im Lagrangebild sind die Komponenten f#(X, t)
des Deformationsfelds[/]

In diesem Abschnitt wird zunichst der Ubergang von Eulerschen zu La-
grangeschen Koordinaten fiir rotationsfreien, selbstgravitierenden Staub voll-
zogen. Das System von Gleichungen, das die Feldfunktionen Dichte p, Ge-
schwindigkeit ¢ und Beschleunigung ¢ der Staubpartikel im Fall von New-
tonscher Gravitation beschreibt, wird als Euler-Newton-System bezeichnet.
Das durch den Koordinatenwechsel entstehende System von Entwicklungs-
gleichungen fiir den Deformationsgradienten heiffit Lagrange-Newton-System.
Es wird hier sowohl in Tensorschreibweise als auch in der Sprache der Diffe-
rentialformen angegeben und untersucht. Darauf folgend wird eine alternative
Formulierung mithilfe des Gezeitentensors, bzw. der Gezeitenform, abgelei-
tet. Diese erweist sich als duflert kompakt und elegant.

Im zweiten Teil dieses Abschnittes wird die Newtonsche Zel’dovich-Néhe-
rung mit Hilfe der ersten Ordnung der allgemeinen Lagrangeschen Stérungs-
rechnung hergeleitet. So wird die Logik deutlich, der ich spéter bei der Be-
handlung der Einsteinschen Gravitationsgleichungen folgen werde.

10 f(X,t) ist die Trajektorie des Teilchens mit dem Label X. Sie wird auch Deformation
genannt, da sie die Abweichung der Teilchenposition zur Zeit ¢ von der urspiinglichen
Position bei ¢y beschreibt.
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2.2.1 Das Lagrange-Newton-System

Im Rahmen der Newtonschen Gravitation bilden die Gleichungen, die nicht-
rotierenden, selbstgravitierenden Staub beschreiben, ein geschlossenes Sy-
stem. Im Eulerbild heiit dieses das Fuler-Newton-System (ENS) und besteht
aus den Eulerschen Entwicklungsgleichungen

o7 = —(F-V)T+7
Op = =V -(p0)

sowie den linearen Newtonschen Feldgleichungen fiir die Gravitation

—

Vxg =0
V-g = AN—4nGp

Mit p wird wie iiblich die Dichte des Staubs bezeichnet, mit G die Gravita-
tionskonstante und zuletzt mit A die kosmologische Konstante. Als Lagran-
gesche oder materielle Ableitung sei definiert

d
) =—==0,+7-V 2.8
(=S =0+ (28)
Der zweite Term der rechten Seite wird konvektive Ableitung genannt. Er ent-
spricht der zeitlichen Anderung, die ein mit einem Staubteilchen verbundener
Beobachter feststellt, und ist deswegen im Allgemeinen auch bei stationéren

FeldgroBlen von Null verschieden.

Wird in den beiden Eulergleichungen (2.4) und (2.5) die Lagrangesche
Ableitung eingefiihrt, dann wird das ENS in Indexnotation] ]| zu

v o= ¢ (2.9)

po= —pv'; (2.10)
5mkeijmg{k =0 (2.11)
)

g, = AN—4nGp (2.12

Dabei ist € der total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor, definiert durch:
a) €123 = 1 und b) €;;; wechselt das Vorzeichen unter der Vertauschung von

1 Uber doppelt auftretende Indizes i, j, k, ... = 1,2, 3 wird summiert. Um die Gleichungen
iibersichtlicher zu gestalten, werden auch in den Abschnitten iiber Newton-Gravitation
oben und unten stehende Indizes formal unterschieden. Gehoben und gesenkt werden
sie mit 6 bzw. §;;.
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jeweils zwei IndizesH Diese acht Gleichungen stellen ein vollstandiges Sy-
stem von Gleichungen fiir die sieben gesuchten Variablen p, v* und ¢* dar.
Das ENS ist also formal iiberbestimmt. Uber die Einfithrung eines Potentials
g = —V® reduzieren sich die vier Feldgleichungen jedoch auf eine Poisson-
gleichung, und das System ist auch formal nicht mehr iiberbestimmt.

Nun wird der Ubergang durchgefiihrt vom Eulerbild zum Lagrangebild,
d.h. zu mit dem Staub mitbewegten Koordinaten. Dann stellt das Feld der
Trajektorien Z = f| (X,t) die einzige dynamische Variable dar, wobei X die
Lagrangeschen mitbewegten Koordinaten sind, die zum Anfangszeitpunkt
mit den Eulerschen Koordinaten iibereinstimmen. Das Feld f ()Z' ,t) misst die
Abweichung der Position eines Teilchens zu einem Zeitpunkt ¢ von der Positi-
on, die das Teilchen zum Anfangszeitpunkt hatte, und wird daher als Defor-
mationsfeld bezeichnet. Als Deformationsgradient oder Deformationstensor
wird die partielle Ableitung fi| ; des Deformationsfeldes nach Lagrangeko-
ordinaten bezeichnet [ Er beschreibt die Volumendeformation von Fliissig-
keitselementen. Deformationsfeld und -tensor sind die fundamentalen Groflen
bei der Betrachtung des Systems Staub im Lagrangebild.

Die Umkehrtransformation, d.h. der Ubergang von Lagrangeschen zu Eu-
lerschen Koordinaten, sei X = fz(f, t). Durch diese Definition von f und £
folgt sofort

FUX ) = vi(R(Z,1),1) (2.13)

Bei Gleichsetzen von trager und schwerer Masse ist Gleichung ([2.9)) identisch
erfiillt, es gilt
FH(X ) = g'(h(Z,1),1) (2.14)
Die im folgenden auftretende Jacobi-Determinante der Transformation von
Euler- zu Lagrangekoordinaten ist die Funktionaldeterminante

oft £ 1)

J = det(fi;) = ST XX gk 0 (2.15)

Sie ist total antisymmetrisch in den Argumenten f!, f?, 2. Bei der hier ve-
wendeten Wahl der X ist weiterhin Jy(X) = 1, da Euler- und Lagrangekoor-
dinaten am Anfangszeitpunkt ja gerade iibereinstimmen sollenE

12 Genauer ist €;;5 wie hier definiert eine Tensordichte, was im Newtonschen Fall aber keine
Rolle spielt. Zur Klirung der Begriffe Tensor und Tensordichte sei auf den Abschnitt
verwiesen, der den relativistischen Fall behandelt.

13 Partielle Ableitung nach Lagrangeschen Koordinaten wird durch einen senkrechten
Strich gekennzeichnet. Ein Komma dagegen bedeutet partielle Ableitung nach Euler-
schen Koordinaten.

14 Im Relativistischen ist das nicht linger der Fall.
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Nun lisst sich der Gradient der Umkehrtransformation h’ ; als Funkti-
on des Deformationstensors bestimmen. Mit dessen Hilfe kann eine allge-
meine Regel zur Transformation von Vektorgradienten angegeben werden,
d.h. zur Transformation partieller Ableitungen nach Eulerkoordinaten zu sol-
chen nach Lagrangekoordinaten. Es ist

1 .
€€ ™ o S (2.16)

hhj:ﬁ

Die Transformation eines Tensors der Form #* ; von Euler- nach Lagrange-
koordinaten hat dann die allgemeine Form

i 1 i
th = ﬁejklj(t fE (2.17)
mit der Funktionaldeterminante
T 5 1) = ™ (2.18)

Insbesondere gilt fiir die Divergenz der Geschwindigkeit
V== (2.19)

Damit wird die Kontinuitétsgleichung (2.10) zu 0 = Jp + Jp = (Jp). Sie
ldsst sich exakt integrieren und ist erfiillt fiir

p
_r 2.20
=7 (2.20)

wobei p()? ) das Dichtefeld zum Anfangszeitpunkt ist.

Als Gleichungen fiir die neuen unabhiingigen Variablen f* bleiben also
nur die Newtonschen Gravitationsgleichungen, die Rotationsgleichung
und die Divergenzgleichung . Dieses durch den Ubergang in mitbewegte
Koordinaten entstehende System von Gleichungen wird Lagrange-Newton-
System (LNS) genannt und nimmt folgende Form an, siehe insbesondere
BUCHERT ((1992); BUCHERT |(1993),,

T ) =0 (2.21)
T2 ) +eyel. = AJ —4nGp (2.22)

wobei die Feldgleichungen des Eulerbildes zu Lagrangeschen Entwicklungs-
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gleichungen fiir das Deformationsfeld werden '] Hier steht 7 analog zur Jaco-
bideterminante fiir die Funktionaldeterminante der in den Klammern
angegebenen Groflen. Dabei wurde die Umkehrbarkeit der Transformation
vorausgesetzt, d.h. J # 0. Wie schon das ENS ist auch dieses System for-
mal iiberbestimmt, es beinhaltet vier Gleichungen fiir die drei unabhéngigen
Variablen f°.

Das Lagrange-Newton-Cartan-System

Nun soll das Lagrange-Newton-System mit Hilfe von Differentialformen an-
gegeben werden. Eine Einfithrung der hier benotigten Begriffe in der Sprache
der Differentialformen findet sich in Anhang[A] Dieser Formalismus ist nicht
nur sehr elegant, sondern vereinfacht einige Rechnungen auch erheblich. Die
insgesamt vier Gleichungen des LNS konnen geschrieben werden als, siche
EHLERS und BUCHERT |(1997),

oydff Adf?
Lo afindpndf = (A—4raP) @ 92.24
§€z‘jkf f f— —777>f ()

0 (2.23)

Dieses System von Gleichungen sei als Lagrange-Newton-Cartan-System (LN-
CS) bezeichnet. Der etwas umsténdliche Name ist mit Blick auf die néchsten
Kapitel so gewihlt, denn die exakten Formen df* sind nur der Spezialfall
fiir einen Euklidschen Raum in einem allgemeineren Cartan-Formalismus, in
dem die Basis-Einsformen im Allgemeinen nicht exakt sind. Der Fall exakter
Basisformen d f* wird gerade den Newtonschen Grenzfall definieren.

Formulierung mit dem Gezeitentensor

Eine alternative, sehr elegante Darstellung des Lagrange-Newton-Systems
kann mit Hilfe des Newtonschen Gezeitentensors &;; gegeben werden. Zunéchst
wird der Gradient der Eulerschen Gleichung gebildet, was zu folgender
Gleichung fiihrt,

(vig) = —vigt",; + gij (2.25)

Dabei ist es iiblich, den Geschwindigkeitsgradienten v; ; durch
1
Uz‘,j = 505” + O'ij + wij (226)

in seinen antisymmetrischen (Rotationstensor w;;) und seinen symmetrischen

15 7Zu alternativen Formulierungen sowie weiteren Details siehe neben den folgenden Ab-
schnitten auch EHLERS und BUCHERT |(1997).
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Teil aufzuspalten, letzteren wiederum in Spurteil (Expansionsrate ) und
spurfreien Teil (Scherungstensor o;;). Werden und die Quellen mithilfe
des ENS in obige Gleichung eingesetzt, so entsteht ein System von Entwick-
lungsgleichungen fiir die einzelnen Teile, ndmlich

: 1
0 = —592 +2(w* —0%) + A —4nGp (2.27)
(wig)” = _gewij + wiko™; — wiro®; (2.28)
. 2 2
(O'ij) = —gegij - O'iko-kj - wikwkj + g (O'2 — w2) 5ij + 8(”) (229)

Gleichung ist bekannt als Raychaudhuri-Gleichung und ist dquivalent
zur Divergenzgleichung des ENS, die Helmholtzsche Transportglei-
chung ist dquivalent zur Rotationsgleichung @ , beides unter der
Voraussetzung, dass die Eulersche Gleichung v = ¢* giltlﬂ In Lagrangesche
Koordinaten transformiert ergeben sie gerade das vollstdndige LNS
und (2.22)). In wurde der Gezeitentensor &;; eingefiihrt. Er stellt den
spurfreien Teil des Beschleunigungsgradienten g; ; dar, also

1
—gkvkéij (230)

Eij = Yij — 3

Eine alternative Beschreibung des LNS ergibt sich nun bei genauerer Be-
trachtung des Gezeitentensors. Werden nédmlich sein antisymmetrischer Teil
Elij) = gy, und seine Spur &% = g’ik — (A —4nGp) gebildet, so wird deutlich,
dass die Bedingung fiir deren Verschwinden dquivalent ist zur Giiltigkeit von

(2.11]) und (2.12) und damit zunéchst des ENS.
Im Lagrangebild nimmt der Gezeitentensor die Form
i 1 Giock ey L PO i
&= sremd (F ' 1) = 5 (A —4nG2) o (2.31)

an. Es gilt daher das zum Lagrange-Newton-System &dquivalente Gleichungs-
system, siche EHLERS und BUCHERT |(2009),

=0 <= (221 und EF =0 <= (2.22) (2.32)

Nun kann an dieser Stelle wieder zur Schreibweise mit Differentialformen
iibergegangen werden. Dazu werden neue Einsformen eingefiihrt, indem der
Gezeitentensor ([2.30]) als deren Komponentenmatrix aufgefasst wird. Die so

16 T Fall nichtrotierenden Staubs ist natiirlich w;; = 0.
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entstehenden Gezeitenformen sind definiert als
E'=¢&da? (2.33)

Bei dieser Definition wird dz* und nicht dX* verwendet, da 52 zunéchst eine
GroBe im Eulerbild darstellt. Wird nun der Lagrangesche Ausdruck (2.31)
fiir Sij eingesetzt, ergibt sich mit fi| ;d f7 = df fiir die Gezeitenformen

g =df - % (A — 47Gp) df (2.34)

Das zum Lagrange-Newton-Cartan-System &dquivalente System von Glei-
chungen fiir die Gezeitenform lautet damit, siche BUCHERT und OSTER-
MANN |(2012), und Referenzen darin,

5, € NdfT = 0 (2.35)
eRE NAfIAdfF = 0 (2.36)

2.2.2 Die Zel’dovich-Approximation

In diesem Abschnitt soll die logische Struktur der Zel’dovich-Approximation
innerhalb der Newtonschen Kosmologie knapp wiedergegeben werden. Auf-
bauend auf dieser Logik wird die Vorgehensweise im allgemeinrelativistischen
Fall sehr dhnlich sein, was zu einer klaren und vielversprechenden Defini-
tion der relativistischen Zel’dovich-Approximation fithren wird. Dazu wird
insbesondere Zel’dovichs urspriingliche Idee der Extrapolation zu Storun-
gen hoherer als erster Ordnung betrachtet. Fiir eine kompakte, sehr schéne
Ubersicht iiber die wesentlichen Gleichungen, aber auch die verschiedenen
Zuginge zur Lagrangeschen Storungsrechnung siehe BUCHERT |(2006)(2).

Zunéchst wird das Storungsschema erster Ordnung bestimmt, indem das
Lagrange-Newton-System, d.h. Gleichungen und ([2.22)), fiir das Defor-
mationsfeld als einziger dynamischer Variable linearisiert werden. Dazu wird
angenommen, dass das Deformationsfeld f die Uberlagerung einer homo-
genen und isotropen Hintergrunddeformation fi;(X,¢) = a(t)X mit cinem
inhomogenen Deformationsfeld ﬁ()? ,t) sei, d.h.

FX, 1) =a®)X + p(X, 1) (2.37)

Wie iiblich wurde hier vorausgesetzt, dass zur Anfangszeit a(ty) = 1 und
P(X,ty) = 0.

Manchmal ist es zur Beschreibung von Bewegungen in einem mit dem
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Hintergrund bewegten Koordinatensystem ¢ zudem niitzlich, das skalierte
Deformationsfeld einzufiihren,

—

7=F(X,t) =

—

1 .
LR (2.38)

Analog kann das skalierte Stérungsfeld P(X,t) = 5(X,t)/a(t) definiert wer-
den, womit das Deformationsfeld die Form f(X,t) = a(t)[X + P(X,t)] an-
nimmt. Diese zweite Definition werde ich im relativistischen Fall benutzen. In
diesem Abschnitt werden die resultierenden Gleichungen und ihre Losungen
fiir beide Fille angegeben.

Die homogene und isotrope Hintergrunddeformation fiir sich 16st das
Lagrange-Newton-System. Integriert ergibt sich die Friedmann-Gleichung

a>  8rtGpy+ A k
H=—-_-="""""= " _ 2.39
a? 3 a? ( )

mit der homogenen Hintergrunddichte py = pra=2 und einer Integrations-

konstanten k, die im Folgenden gleich Null gesetzt wird.

Das zu l6sende Gleichungssystem wird in erster Ordnung zu
Vo X p— EVO Xp = 0 (240)
- a . 1 .
Vo-p+ 25—/\ Vo-p = —ﬁémG (p— pu) (2.41)

Dabei wird mit V, die Ableitung nach Lagrangeschen Koordinaten bezeich-
net. Der Quellterm in kann mit Hilfe der Feldgleichungen (2.6) und
(2.7), ausgewertet zum Zeitpunkt ¢y, durch die Divergenz der anfénglichen
Storung der Feldstérke ﬁ(to) ausgedriickt werden. Weiter werde das Storungs-
feld p'in einen longitudinalen Beitrag p* und einen transversalen Beitrag p”
aufgespaltet. Die fiir den transversalen (divergenzfreien) Teil resultierenden
Gleichungen sind dann

pr - SpT =0 (2.42)
und der longitudinale (rotationsfreie) Teil gehorcht der Gleichung
5 a N )
P2 - A)p~ = pord (to) (2.43)

Eine detaillierte Herleitung sowie die allgemeine Losung zu diesen Gleichun-
gen findet sich in BUCHERT|(1992). An dieser Stelle sei auch auf EHLERS und
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BUCHERT |(1997) verwiesen, wo sich die allgemeine Gleichung und Losungs-
ansétze fiir Stérungen beliebiger Ordnung finden.

Die bekannte Zel’dovich-Approximation wird nun als Spezialfall der allge-
meinen Losung gefunden, indem die Pekuliargeschwindigkeit (X, t) und die
Pekuliarbeschleunigung @(X, t) durch die so genannte , slaving condition*

— —

(X, 6) = d(X, )t bei  t=t (2.44)

eingeschrinkt werden. Im hier verwendeten Fall verschwindender Anfangs-
storung bedeutet diese Einschriankung

i=p=aP und &=+ Hi=p=2iP+aP (2.45)

Die Einschrinkung ([2.44)) gilt dann fiir alle Zeiten ¢. Zur Anfangszeit to sind
also folgende Bedingungen gegeben,

PT(X to) = pT (X, to)to =0 (2.46)
ﬁL(X,t(]> = ﬁL(X,to) to (247)

Unter dieser Einschrankung wird die allgemeine Losung (12.38] [2.37) zur
bekannten Zel’dovich-Naherung. Im Fall eines flachen Hintergrundes (k = 0
und A = 0) lautet diese

—

S o t
NIAR(X 1) = X + g

<_>§ . 1] H(X o) t (2.48)

to

Fiir einen anderen, allgemeinen Hintergrund, der einen Term konstanter
Kriimmung sowie die kosmologische Konstante enthélt, siche BILDHAUER,
BUCHERT und KASA1|(1992),

Wie im Abschnitt iiber die Definition der relativistischen Ndherung
ausfithrlicher besprochen wird, schlug Zel’dovich an dieser Stelle die Extrapo-
lation dieses Deformationsfeldes in den inhomogenen Bereich vor. Die nicht-
linear entwickelte Dichte kann dann gemé&f3

NZA pu(t) . = Nza Y
p= LK) /AT (2.49)

—

exakt berechnet werden, d.h. sie ist anfanglich gegeben durch p(X) und ent-
wickelt sich durch Geschwindigkeitsstérungen, wobei die Transformationsde-

terminante Jp(X,t) = det(F *;) fiir das mitbewegte Deformationsfeld 1)
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bestimmt wird. Zel’dovichs Ansatz war, dass dieser Ausdruck fiir die Dichte
auf der einen Seite, wenn er im Bezug zum Hintergrund linearisiert wird,
mit der linearisierten Losung fiir die Dichte in mitbewegten Eulerschen Ko-
ordinaten ¢ gerade iibereinstimmt. Auf der anderen Seite ist er in seiner
nichtlinearen Form dazu in der Lage, ein Kontinuum zu beschreiben, wel-
ches in einer endlichen Zeit Kaustiken entwickelt, &hnlich der geradlinigen
Bewegung eines trigen Kontinuums, vgl. ZEL'DOVICH und MYSHKIS |(1973).
Eine weiterfithrende Diskussion, diesen Extrapolationsansatz betreffend, fin-
det sich z.B. in BUCHERT |(1989).

Wird nun das Stérungsfeld relativ zum Hintergrund betrachtet, dann wer-
den die Gleichungen ([2.42)), (2.43)) mit ﬁ: aP + aP und ;5’: aP +2aP +aP
zu

PT 4 2HPT = 0§ (2.50)
=, s, - 1 - =
PL 4 2HPY — 4nGpy Pt = EW(X) (2.51)

—

wobei W(X) = PL(X,ty) +2HPL(X ty) das pekuliare Beschleunigungsfeld
zum Anfangszeitpunkt darstellt. Eine alternative Formulierung zu (2.51)) ist
1 - o

PE 42l PE 432 P — —W(X) (2.52)
a a

Die Einschrénkungen (2.46) und (2.47) nehmen dann folgende Form an,

PT(X ty) = —3PT(X tg)to =0 (2.53)

—

P(X ty) = —3P*(X t) o (2.54)

Die Zel'dovich-Approximation selber é&ndert ihre Form durch den Ubergang
von p(X,t) zu P(X,t) wegen P(X,t)) = p(X,t) nicht, was auch durch
explizites Losen der obigen Gleichungen gezeigt werden kann, also

£\ 3
(i) -
to

. . 3
NAR(X ) =X + =

5 PE(X o) to (2.55)

Zusammenfassung

An dieser Stelle sei knapp die logische Struktur der Herleitung der Zel’dovich-
Néherung zusammengefasst, wie sie in BUCHERT und OSTERMANN (2012)
gegeben ist. Erstens, das grundlegende System an Gleichungen lasst sich
darstellen als geschlossenes Gleichungssystem fiir eine einzige dynamische
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Variable, das Deformationsfeld bzw. den Deformationsgradienten. Zweitens,
das sich zeitlich entwickelnde Deformationsfeld wird aufgeteilt in eine Hinter-
grunddeformation, den so genannten ,, Hubble flow*, sowie ein Abweichungs-
feld, welches die zeitliche Entwicklung der anfénglichen Storungen beinhaltet.
Drittens, das Deformationsfeld, und nur dieses Feld, wird linearisiert, im Ge-
gensatz zur Eulerschen Stérungsrechnung, wo auch die Dichteschwankungen
linearisiert werden. Viertens, dynamische und kinematische Gréflen wie das
Dichtefeld werden als Funktionale des (linearisierten) Deformationsfeldes ex-
akt aus diesem berechnet und stellen so nichtlineare Gréflen dar, die in den
schwach nichtlinearen Bereich extrapoliert sind, d.h. bis zu einem Bereich,
in dem die Riicktransformation aus dem Lagrangebild in das Eulerbild nicht
mehr moglich ist (,,Shell Crossing®).

Zuletzt ist erwdhnenswert, dass die Einschrinkung der Anfangsdaten wie
bei Zel’dovich nicht notwendig ist, so dass die hier zusammengefassten Ideen
gleichfalls als Rezept zur Extrapolation der allgemeinen Losung der ersten
Ordnung Stérungsrechnung verstanden werden kénnen, z.B. ist das Funk-
tional, welches Wirbelzustéande beschreibt, durch Cauchys exaktes Integral
gegeben (BUCHERT ([1992])),

fo]]
Il
&l

(X, t0) (2.56)

2.3 Die Einsteingleichungen im Lagrangebild

In diesem Abschnitt wird das Coframe-Feld eingefiihrt, das die Erweiterung
des Lagrangeschen Deformationsgradienten der Newtonschen Kosmologie auf
den relativistischen Fall darstellt. Wie dort wird es auch hier die einzige dyna-
mische Variable in einem Satz an Entwicklungs- und Bedingungsgleichungen
sein.

Im allgemeinrelativistischen Fall stellt der Deformationsgradient aller-
dings nicht ldnger eine exakte Basis dar, d.h. anstelle von dz® = fa'Z.dX ¢ wird
eine nichtexakte Basis n* = 1%dX" betrachtet['] Dabei wird die Grofie 1%
als Cartansches Coframe-Feld, kurz Coframe, bezeichnet. Sie beschreibt die

17In der vorliegenden Arbeit werden lateinische Buchstaben a, b, c, ... benutzt, um Indizes
in der Nichtkoordinaten-Basis zu zéhlen, 7, j, k, ... stehen entsprechend fiir zur Koor-
dinatenbasis gehorende Indizes in drei Dimensionen. Die zur Lagrangeschen 3-Metrik
gehorende kovariante Ableitung wird mit || bezeichnet, wihrend die entsprechende par-
tielle Ableitung durch | ausgedriickt wird. Griechische Buchstaben &, A, p, ...werden wie
iiblich im vierdimensionalen Fall verwendet, zusammen mit ; fiir die kovariante sowie ,
fiir die partielle Ableitung.
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Transformation von der Koordinaten- in die Nichtkoordinatenbasis. Wo fiir
die Beschreibung des Newtonschen Deformationsfeldes noch drei Gleichun-
gen ausreichten, hat das Coframe-Feld neun Komponenten. Es miissen also,
ausgehend von den Einsteingleichungen, beim Ubergang in Lagrangesche mit-
bewegte Koordinaten neun Entwicklungsgleichungen gefunden werden. Wie
weiterhin gezeigt wird, ist der Newtonsche Grenzfall der relativistischen Glei-
chungen gerade der geometrische Grenzwert exakter Basis—EinsformenEg]

Die Beschreibung der Allgemeinen Relativitdtstheorie durch Coframes
oder ihre Inversen, den Triaden (dreidimensional) bzw. Tetraden (vierdimen-
sional), wird hdufig im Zusammenhang mit Quantengravitation, schwarzen
Lochern und Gravitationswellen eingesetzt. Sie wurde schon 1928 als ,,fern-
parallele Theorie der Gravitation® von Albert Einstein in die Physik ein-
gefiihrt, siche dazu EINSTEIN |(1928). Thre mathematische Grundlagen legte
Elie Cartan in den frithen Zwanzigerjahren (CARTAN [1923]; CARTAN ([1924];
CARTAN [[1925]). Beriithmt ist der Briefwechsel zwischen Einstein und Car-
tan iiber diese Theorie in den Jahren von 1929 bis 1932, zu finden in DE-
VEVER |(1979). Die fernparallele Theorie der Gravitation arbeitet in Nicht-
Koordinatenbasen und wird heute , Teleparallel Gravity“ oder ,Tetrad Gra-
vity“ genannt, siehe dazu ANDRADE, GUILLEN und PEREIRA [(2000); ITIN
(2001); LusaNNA und Russo ((2002), und Referenzen darin. In ihrem Rah-
men lassen sich Abweichungen von der Riemannschen Geometrie wie Nicht-
metrizitit, g,... 7 0, oder Torsion leichter beriicksichtigen als in Einsteins
Formulierung in Koordinatenbasen; zu einem solchen kosmologischen Modell
sieche z.B. PUETZFELD |(2002)(1), PUETZFELD |(2002)(2)| sowie PUETZFELD
und TRESGUERRES (2001). Zu Fragen von Integrabilitdt und Bedingungsglei-
chungen in der Kosmologie siche CLAYTON (1997) und MAcCALLUM |(1998).

Zu einem weiteren ausgesprochen interessanten Konzept fiihrt die Be-
trachtung des von Hermann Weyl eingefithrten und nach ihm benannten
konformen Kriimmungstensors. Seit PENROSE |(1979) den Weyltensor mit
der gravitativen Entropie in Verbindung gebracht hat, wachst das Interesse
an dessen Rolle in der Kosmologie. Der Weyltensor ist der spurfreie Teil des
Riemannschen Kriimmungstensors,

1

CHA =R\ 26 [H[KRV]M *3

o 0"\ R (2.57)

K

und hat die gleichen Symmetrieeigenschaften wie dieser, siche dazu MISNER,
THORNE und WHEELER |(1973). Er kann mit obiger Formel aus den Losun-

18 Eine kurze Einleitung zu Differentialformen findet sich im Anhang |[A] ausfiihrlicher
z.B. in STRAUMANN |(1984).
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gen der Einsteinschen Feldgleichungen fiir den metrischen Tensor berechnet

werden. Der Weyltensor selbst hat zehn unabhéngige Komponenten, er kann
durch

E. = 9,0 \uu® und H,, = @emupC’“)‘wupua (2.58)
in einen elektrischen Teil F,, und einen magnetischen Teil H,, aufgespaltet
werden, die symmetrisch und spurfrei sind und daher jeweils fiinf unabhéngi-
ge Komponenten haben. Die beiden Teile hdngen, anders als der Weylten-
sor selbst, iiber die Vierer-Geschwindigkeit der Materie u* vom gewéhlten
Bezugssystem ab. In Analogie zur Elektrodynamik sind der elektrische und
der magnetische Teil durch eine Koordinatentransformation miteinander ver-
bunden. Ein System von Entwicklungs- und Bedingungsgleichungen fiir die
beiden Teile, das den Einsteingleichungen dquivalent ist, wird z.B. in BERT-
SCHINGER und HAMILTON (1994 )| sowie ELLIS und DUNSBY |(1997)| gegeben.
Der elektrische Teil repréasentiert die Gezeitenkréfte der Gravitation, sein
Newtonsches Analogon ist der Gezeitentensor, siche dazu EHLERS und BuU-
CHERT |(2009). Der magnetische Teil hat kein Analogon in der Newtonschen
Theorie und gibt u.a. den Beitrag rotierender Materie zur Raumgeometrie
wieder (FODOR, MARKLUND und PERJES |[1999]).

Die Vermutung von Penrose, dass der Weyltensor und das Konzept einer
Entropie der Gravitation verkniipft sind, ist ein aktuelles Forschungsgebiet
und wird griindlich untersucht (BARROW und HERVIK [[2002]; RUDJORD,
GRroN und HERVIK |[2008]). Penrose schlug vor, den Weyltensor als Maf}
fiir die Inhomogenitét in den verschiedenen Modellen fiir das Universum zu
verwenden. Ob der Weyltensor selbst als ,,Entropie der Gravitation® in der
Entwicklung des Universums bezeichnet werden kann, oder ob seine Invari-

ante R
aBy
p?= =P 2.59
RWR,, (2:59)
wegen der steigenden Entropie ein Entropie-dhnliches Verhalten zeigt, ist
noch nicht geklirt. Insbesondere kann der Weyltensor mit dem Ubergang von
Gleichgewichtszustinden zu Nicht-Gleichgewichtszustinden in Verbindung
gebracht werden (HERRERA |[2003]). Zu einer anderen moglichen Definition
einer Entropie, welche die Gravitation einschliet, der Informationsentropie,

siche HOSOYA, BUCHERT und MORITA |(2004).
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2.3.1 Das Lagrange-Einstein-System (LES)

In diesem Abschnitt soll der Raum-Zeit-Split in mitbewegten Koordinaten,
sogenannten Gauss-Normalkoordinaten, beschrieben werden. Ganz analog
zum Newtonschen Fall wird hier synonym die Bezeichnung Lagrangekoordi-
naten verwendet. Dieser (34-1)-Split fithrt zu einer dreidimensionalen Formu-
lierung der urspriinglich vierdimensionalen Einsteingleichungen, deren einzi-
ge dynamische Variablen die beschriebenen Coframes sind.

Der Raum-Zeit-Split

Es werde eine Foliation der Raumzeit in Hyperflichen senkrecht zum Fluss
betrachtet mit der 3-Metrik g;; und mit dem mitbewegten und synchronen
Linienelement

Wg = a2+ PgdX' © dXI (2.60)

in dem die X* als (Lagrangesche) mitbewegte Koordinaten entlang der Flus-
slinien (Geodéten) konstant sind. Es ist u# = (1,0) .

Den Ausgangspunkt der Untersuchung bilden die Einsteingleichungen in
vier Dimensionen?]

1
@R, — 5(‘” g YR+ AYg,, = 87GYT,, (2.61)

mit dem Energie-Impuls-Tensor fiir nichtrotierenden Staub (4)T;w = pu,ly.
Dabei ist wie iiblich G die Gravitationskonstante, A die kosmologische Kon-
stante und p die Dichte. Die Vierer-Geschwindigkeit u* ist normalisiert zu
u*u, = —1. Durch Einsetzen der Kontraktion von ([2.61), WR = 8rGp+4A,
entsteht folgende alternative Formulierung der Einsteingleichungen,

1
(4)RW = 81Gp (uuuy + 5(4)gw> + A(4)gW (2.62)

In Lagrangekoordinaten ist die Vierer-Geschwindigkeit u, = (—1,0,0,0)
und der metrische Tensor nimmt die einfache Form ®gy = —1, Wgy; = 0
und Wg,; = ®g = g;; an.

Allgemein wird der Raum-Zeit-Split durch Anwenden der Gauss-Codazzi-
Gleichungen vollzogen, die den vierdimensionalen Riemanntensor in einen

19 Die Ableitung nach der Eigenzeit wird als % = u”a% geschrieben, in drei Dimensionen
kurz als " .

20Tn diesem Abschnitt werden vierdimensionale GroBen mit einem vorgestellten (9 ge-
kennzeichnet, wihrend dreidimensionale Groéflen kein Label tragen. Vierdimensionale
Groflen, bei denen keine Verwechslungsgefahr besteht, tragen kein Label, so etwa u.
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von der dreidimensionalen rdumlichen, d.h. inneren Kriimmung abhingigen
Term sowie weitere Terme spalten, die die d&uflere Kriimmung wiedergeben
(ARNOWITT, DESER und MISNER ([1962]; ELLIS [1971|; MISNER, THORNE
und WHEELER |[1973|; ELLIS [2009]). Diese Prozedur vereinfacht sich stark
beim Verwenden von von Gauss-Normalkoordinaten, so dass der Split ele-
mentar durchgefiihrt werden kann, zu Details sieche OSTERMANN |(2003),.

In der gewahlten Foliation ist die &uflere Kriimmung wie iiblich beschrie-
ben durch die Zeitableitung der rdumlichen 3-Metrik,

1.
=9ij (2.63)

’Ci]’:—z

Im Folgenden wird diese symmetrische Grofle durch den allgemeineren Ex-
pansionstensor ersetzt, der vierdimensional durch ©, = u*,, definiert ist. Es
ist leicht zu sehen, dass sein symmetrischer Anteil gerade das Negative der
duBeren Kriimmung ist, @(i 5 = —K;;. So kann die duflere Kriimmung in den
Gleichungen durch den Expansionstensor ersetzt werden, wahrend gleichzei-
tig die Symmetriebedingung @[i =0 als zusétzliche Gleichung auftritt.

Im mitbewegten Bezugssystem nehmen die Einsteingleichungen dann die
von ARNOWITT, DESER und MISNER |(1962)| eingefithrte und als ADM-
Gleichungen bekannte Form an, siehe dazu auch MISNER, THORNE und
WHEELER |(1973)|. Diese bestehen aus den Entwicklungsgleichungen

o+60 =0 (2.64)
O, + 00, = (4rGo+A)d';— R, (2.65)

wobei R ; der Riccitensor beziiglich der 3-Metrik ist und mit ¢ das Dichtefeld
fiir Staub bezeichnet ist, komplettiert von den Bedingungsgleichungen

©,—6, =0 (2.66)
R+ 0% —-08e!, = 167Go+2A (2.67)
0%, — Oy, = 0 (2.68)

Die beiden letzten Gleichungen stellen die Hamiltonbedingung bzw. die Im-
pulsbedingungen dar. Im (3+1)-Split kommutiert das Heben und Senken von
Indizes nicht mehr mit der Zeitableitung, es kann aber mit Hilfe der Defini-
tion des Expansionstensors eine Relation dafiir gefunden werden. So gilt fiir
jeden Tensor T%; die Beziehung

Tz’j - (gileE‘) = gszk; + 2®ikaj (2.69)
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Auf dieselbe Weise kommutieren auch kovariante Ableitung und Zeitablei-
tung nicht. Um damit umgehen zu koénnen, habe ich folgende niitzliche Be-
ziehung hergeleitet,

), = @ikHl + @iluk - 9im9kz||m (2.70)

Damit kann der Riccitensor, oder préziser, seine zeitliche Ableitung, durch
den Expansionstensor ausgedriickt werden. Es ist

5 Ok k Ik
Rij = ©%im + i — O 1 — O (2.71)
So kann (2.65) geschrieben werden als

O, + 00’ + 00, +20",0", +200',6", (2.72)

J
=o'l veli —ol —o i2rGp+ ) O, - 4nGpods,

3l ll7 J Ik kl|j
Es ist deutlich zu sehen, dass diese Gleichung trotz ihrer schwer zu lesenden
Form den entscheidenden Vorteil hat, abgesehen von der exakt integrierbaren
Quelle p ausschlieBlich aus Termen zu bestehen, die aus dem Expansionsten-
sor und seinen zeitlichen und rédumlichen Ableitungen aufgebaut sind. Eine
einfachere Formulierung kann gegeben werden, nachdem im néchsten Ab-
schnitt der Weyltensor eingefiihrt wurde.

An dieser Stelle sei bereits angemerkt, dass die Spur des Expansionsten-
sors durch © = J/J ausgedriickt werden kann so dass die Kontinuitéts-
gleichung auch im relativistischen Fall durch Integration gelost werden
kann. Das exakte Integral wird zu

J
= p— 2.73
P PJ ( )

Eine interessante Folge der Impulsbedingungen 1} ist gklel =0, wo-
durch mit (2.69)) die Entwicklung des Kriimmungsskalars durch Expansions-
und Riccitensor beschrieben werden kann,

R = —20"R', (2.74)

21 J ist dabei wie im Newtonschen Fall die Jacobideterminante der Transformation in
mitbewegte Koordinaten, zu Details siehe den folgenden Abschnitt.
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Cartans Coframes

Durch das Einfithren von Cartans Coframes n®, die eine Nichtkoordinaten-
Basis im dreidimensionalen Raum bilden, kann der rdumliche Teil der allge-
meinen vierdimensionalen Metrik , d.h. die 3-Metrik ®g, als quadrati-
sche Form dieser Basis geschrieben werden,

g =6,n"@n" (2.75)

Nichtkoordinaten-Indizes werden mit 6, gesenkt und mit §° gehoben. Durch
diese Wahl ist festgelegt, dass alle Informationen {iber die Anfangsdaten im
Anfangs-Coframe liegen miissen, d.h. n%(t) = 1% P Ausgedriickt in Tensor-
schreibweise ist die 3-Metrik dann

9ij = abnainbj (2.76)

Um die Determinante der Transformation von der Koordinaten- in die
Nichtkoordinaten-Basis durch die Coframes ausdriicken zu konnen, sei wie
iiblich die total antisymmetrische Levi-Civita-Tensordichte definiert durch
ihre Eigenschafteni) ¢, ; ;. = (—1)”, wobei P das Vorzeichen der Permutation
(1,2,3) — (i1ipis) ist und ii) € ;.
Die Transformationsdeterminante ist damit

= 0, falls zwei Indizes iibereinstimmen.

J = —€4pe€ lnambkncl (2.77)

Weiterhin muss an dieser Stelle betont werden, dass entgegen dem Newton-
schen Fall bei der hier verwendeten Wahl der Metrik (2.75)) die Determinante
zum Anfangszeitpunkt ungleich Eins ist, J # 1

Die (inverse) orthonormale Basis wird durch das Dreibein (Triade, Fra-
me) e, = ¢,/0/0X" beschrieben, das wiederum wie folgt durch die Coframes

22Eine andere Wahl wiire eine ganz allgemeine orthogonale, aber nicht mehr orthonor-
male Anfangsmetrik G, anstelle von J,;. Diese kann die Anfangsdaten beinhalten und
wiirde sehr einfache Anfangs-Coframes erlauben, nimlich “n%(ty) = §%. Dieser Fall
wire niher am Newtonschen Analogon, die entstehenden Gleichungen werden dann aber
schnell uniibersichtlich wegen der haufig auftretenden raumlichen Ableitungen von G ;.
CHANDRASEKHAR |(1983)| diskutiert Situationen, in denen diese Wahl sinnvoll sein kann.
In Anhang@betrachte ich den Fall G, # ¢, genauer. Dort werden einerseits Ausdriicke
fiir den Expansionstensor in der jeweiligen Schreibweise angegeben und andererseits —
ausgehend von den Cartanschen Strukturgleichungen — detailliert die Auswirkungen der
Wahl auf die Form der kovarianten Ableitung analysiert.

23 Allgemein, fiir G, anstelle von d,,, gilt J = \/detg;;/detG;; = /g/G und damit

o

J=1
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ausgedriickt werden kann,

. . ) 1 .
ea’n“j = 5;- — e, = geabcemlnbkncl (2.78)
Die inverse Metrik g% nimmt, ausgedriickt durch Cartans Coframes, folgende
Form an,
- o 1 o
gz] — 5abeaz€bj — Tﬂéacébdezklejmn aknblncmndn (279)

Selbst wenn an dieser Stelle die Abhéngigkeit der Transformationsdetermi-
nante J von den Coframes ignoriert wird, ist der Ausdruck fiir die inverse
Metrik vierter Ordnung in den Coframes. Ausblickend auf das Ziel, in der
relativistischen Zel’dovich-Approximation die Feldgrofien exakt durch das (li-
nearisierte) Coframe anzugeben, deutet bereits dieser Term auf die Schwie-
rigkeit des Unterfangens hin.

Die beiden ersten wichtigen Beziehungen fiir die Coframes kénnen ange-
geben werden, indem das Verschwinden der kovarianten Ableitung der Metrik
Gijue =0 betrachtet wird. Insbesondere gilt dann g Grapi = 0 und es ist

ey =0 und e % = 26, 1% (2.80)

Fiir letztere Relation wurde a = verwendet, was direkt aus der

ll]
Symmetrie der Zusammenhangskoeffizienten (Christoffelsymbole) folgt.

Bei der verwendeten Wahl der Koordinaten gilt J = ,/detg; = /9.
An dieser Stelle muss in Betracht gezogen werden, dass die Determinante J
kein Skalar ist, sondern eine skalare Dichte, d.h. ihre kovariante und partielle
Ableitung stimmen nicht iiberein. Wihrend die kovariante Ableitung geméafl

(12.80)) Verschwindetﬂ

J 1

mkl, _a b ¢ _ k. a o
J == ﬁGabce n m||zn k77 1= ea n klli = O (281)
ist die partielle Ableitung nach den rdumlichen Komponenten verschieden
von Null,
Jji .
7' = ey =T # 0 (2.82)

Wird die total antisymmetrische Levi-Civita-Tensordichte mit J multipli-
ziert, so entsteht der Tensor, der das dreidimensionale invariante Volumen-

24 Ein weiteres Argument dafiir ist, dass J = /det g;; eine Funktion rein der Metrik ist
und deren kovariante Ableitung verschwindet.
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element beschreibt,
il _ L

Dadurch, dass mit den Coframes eine orthonormale Nichtkoordinaten-Basis
verwendet wird, gilt fiir die entsprechenden Groéflien mit lateinischen Buch-
staben einfach €, = €.

Nachdem nun die grundlegenden Begriffe geklart sind, sollen die ADM-
Gleichungen - in einer Form geschrieben werden, in der sie aus-
schliefllich die Coframes als dynamische Variablen beinhalten. Die duflere
Kriimmung ist

1. .
Kij = =50 (i'm’; +1'a0';) (2.84)

und der Expansionstensor, der in der Form ©° ; dem Newtonschen Fall am
néchsten kommt, wird zu

.a i i-a 1 ikl - a c
O,; = da?) ﬂ?bj , bzw. O =e/n% = ﬁfabce ") jnbkn l (2.85)

So ist die Symmetriebedingung ([2.66]), ausgedriickt durch Coframes,
Opij) = i’y = 0 (2.86)

In diesem Bild sind die Bedingungsgleichungen ([2.66)) zu drei Entwicklungs-
gleichungen fiir das Coframe-Feld geworden. Wéhrend die ADM-Gleichungen
lediglich sechs Entwicklungsgleichungen fiir die sechs Komponenten des (dort
symmetrischen) Expansionstensors beinhalteten, stehen nun die vollen neun
Entwicklungsgleichungen zur Verfiigung, die zum Bestimmen der neun Kom-
ponenten des Coframe-Feldes ben6tigt werden.

Da die Spur des Expansionstensors nach als © = J /J geschrieben
werden kann, ist die Kontinuitatsgleichung p = —Op exakt zu 16sen, so dass —
wie behauptet — die Coframes als alleinige dynamische Variablen iibrig sind.
Durch Integration wird die Massendichte zu

. J
(pJj=0 = p=p5 (2.87)

Um auch die restlichen Gleichungen des Systems (2.64) bis (2.68) um-
schreiben zu konnen, muss der Riemannsche Kriimmungstensor in drei Di-

mensionen durch Coframes ausgedriickt werden. Dazu sei er wie iiblich durch
die Kommutationsrelation der zweiten kovarianten Ableitung eines Tensors
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definiert, in diesem Fall der Coframes selber, d.h. Ry, 0, = 0% 0 — 0% -
Damit wird der Riemanntensor zu

Rigi; = Oab (0% — 1%01) 7' (2.88)

und schlieB3lich zu
i a ||k a k
R 0 = an (0" = 1y, ") (2.89)

Der Riccitensor entsteht durch Kontraktion, R,; = sz-kj, und liest sich als

a |k a |k
Rij = da(n k” i =M k||iH )n’; (2.90)
AuBlerdem kann als alternative Formulierung das etwas elegantere

1

Ry = geabcﬁklm (% s = 15000) 00 (2.91)

angegeben werden. In diesem Term werden die storenden gehobenen kovari-
anten Ableitungen vermieden. Durch (2.78) sowie die Identitéten

’L) Eiklej'kl = 2(52]
i) €Mepn = 0F ot —oF &
iii)  €*lejn = 0' 0% 8, + 67,08 8 + 6 ok et,

- 5ij5kn5lm o 5im6kj5ln o 5in5km5lj

geht (2.91)) in (2.90]) iber. Der Riccitensor mit gemischten Indizes im (341)-
Split ist dann

i a ||kl a |||k ab _ i
R = 8 (0" = )0y = 6% i (en' g — ) (2.92)

In der zweiten Form wird der Riccitensor allein durch Dreibeine ausgedriickt,
was im Fall der relativistischen Zel’dovich-Approximation die Berechnung
erleichtern wird. Durch weitere Kontraktion wird fiir den Kriimmungsskalar
R = R¥,_ folgende Form gefunden,

a ||k||l a ||l||k a
R = 04 (77 k” I Ui k” H )77bz =0 beal(ebknk”l - ebk||lHk> (2.93)

Damit werden die ADM-Entwicklungsgleichungen ([2.65)) zu

1 ikl -a c ikl -a - c 7o 7 %
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und die urspriinglichen Bedingungsgleichungen zu

Sasiin’y = 0 (2.95)
€apce ™ = 167G T+ 20T — JR (2.96)
( €abct ’Lk’lna mEn l)“z = (Eabc Zklnaznbkn Z)Hj (297)

Die erste dieser Gleichungen, , entsteht durch die zeitliche Ableitung
der Symmetriebedingung fiir den Expansionstensorﬁ wahrend aus der
Hamiltonbedingung folgt. Die dritten Gleichungen, , sind die Impulsbe-
dingungen, hier zur besseren Lesbarkeit noch mit der kovarianten Ableitung
ausgedriickt. Aus dem gleichen Grund tritt bei den Entwicklungsgleichungen
der Riccitensor noch auf der rechten Seite auf. Wie vorher gezeigt, ist
es prinzipiell moglich, auch diese Gleichungen ausschlieflich in Coframe-Form
zu schreiben, wie z.B. in E In ist das exemplarisch ausgefiihrt.
Da nun alle Gleichungen als Entwicklungsgleichungen fiir das Coframe-Feld
anzusehen sind, liegt an dieser Stelle ein iiberbestimmtes Gleichungssystem
mit 13 Entwicklungsgleichungen fiir die neun Komponenten des Coframe-
Felds vor.

Indem die Gleichungen (2.94)) in ihren Spurteil sowie einen spurfreien
Teil getrennt werden, kann obiges System in eine etwas kompaktere Form
gebracht werden. Der Spurteil nimmt mit der Hamiltonbedingung die Form

1 o
S Cance 0" = N — 4w G (2.98)

an, was die bekannte Raychaudhurigleichung ist. Der spurfreie Teil auf der
anderen Seite wird zu

1 3 a 1 m a (2
5 (Cance™ iy = S ™ i)

. 1 mkl -a - c St 7
- (Cane™ iy = Semee™ il ) = =J7,(2.99)

wo 7 der spurfreie Teil des Riccitensors ist und sich aus (2.92) und (2.93)) be-
stimmen lésst. Eine alternative, im Hinblick auf die relativistische Zel’dovich-

%> Der Grund dafiir, hier die zeitliche Ableitung zu bilden, liegt in der dann formalen
Analogie zu aus dem Newtonschen Fall begriindet.

26 Ziel an dieser Stelle war es ja, sicher zu stellen, dass sich wirklich alle Gleichungen
prinzipiell durch die Coframes ausdriicken lassen. Auch auf die kovariante Ableitung
trifft dies natiirlich zu, da sowohl die kovariante als auch die kontravariante Metrik
durch Coframes ausgedriickt wurden.
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Approximation interessante Formulierung von ([2.94) ist

q 1 m . b ¢ jpo a
7% + =™ (77 1 — 0 w‘ﬁ) — (47?G— + A)n
2J J
1 a m C C
= 3(5 P€peq™ (77 RlimT =1 k:||m||i77dl> (2.100)

Im Gegensatz zu den vorher angegebenen Gleichungen ist hier der Riccitensor
in Coframes ausgedriickt. So entsteht eine Gleichung, die ausschliefSlich die
Coframes sowie deren zeitliche und (kovariante) rdumliche Ableitung enthélt.

Zusammenfassung: Das Lagrange-Einstein-System (LES)

Als Lagrange-FEinstein-System seien die 13 Entwicklungsgleichungen fiir die
neun Komponenten des Coframe-Felds bezeichnet, welche aus den ADM-
Gleichungen fiir das Materiemodell ,, nichtrotierender Staub® durch den Uber-
gang von der Koordinatenbasis zur Nichtkoordinatenbasis hergeleitet werden
konnen,

i) 5abﬁa[i77b = 0

1 o
i) a0 = AS — An G

i11) (eabce’ nm kncl)w = (Eabceiklﬁainbkncl)“j
iv) €abc€ mklnamh kn 1= 167TGjpo + 2AJ - JR

1 2 a 1 m a K3
0) 5 (o™il sy = S ™ i)

% a 1 m a - ) 7
(€™ = e ™0, ) = =7,

Dieses Lagrange-Einstein-System ist ein System an Gleichungen, das als ein-
zige dynamische Variable das Coframe-Feld enthélt. Auch der Riccitensor
und -skalar sowie die kovariante Ableitung konnen prinzipiell mit Hilfe der
in diesem Abschnitt abgeleiteten Gleichungen durch das Coframe-Feld be-
schrieben werden. Im Fall von Riccitensor und -skalar sind das die Gleichun-

gen ) und (2.93)), fiir die kovariante Ableitung erlauben (2.76]) und (2.79)

die Berechnung der Zusammenhangskoeffizienten.
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2.3.2 Die Formulierung mit dem Weyltensor

Wie schon im Newtonschen Fall fiir das Lagrange-Newton-System ([2.21),
(2:22) ist es moglich, fiir das Lagrange-Einstein-System (2.101)-(2.105)) ei-
ne Formulierung mit Hilfe des ,, Gezeitentensors® anzugeben. Um diesen auf
den relativistischen Fall zu verallgemeinern, wird hier der Weyltensor ein-
gefiihrt, der als spurfreier Teil des Riemannschen Kriimmungstensors defi-
niert ist. Weiterhin lésst sich der Weyltensor in zwei Teile aufspalten, die als
elektrischer und magnetischer Teil bezeichnet werden. Dabei spielt der elek-
trische Teil des Weyltensors die Rolle des verallgemeinerten Gezeitentensors,
wihrend der magnetische Teil kein Gegenstiick in der Newtonschen Theo-
rie hat und gravitomagnetische Effekte wie Gravitationswellen beschreibt.
AufBlerdem ist es moglich, fiir die Teile des Weyltensors ein System von Glei-
chungen anzugeben, das eine starke Analogie zu den aus der Elektrodyna-
mik bekannten Maxwell-Gleichungen aufweist und daher als Maxwell-artig
bezeichnet wird.

Der Weyltensor als spurfreier Teil des Kriimmungstensors ist nur in vier
oder mehr Dimensionen von Null verschieden "] Er ist
1

Oy =R = 281 R 4 o

[t cv] (4
o0 YR (2.106)
und besitzt wie der Riemanntensor zehn unabhéngige Komponenten, so dass
er wie dieser die gesamte Information des Systems triagt. Der Weyltensor
erfiillt durch seine Definition neben der Spurfreiheit iiber beliebige zwei Indi-
zes auflerdem alle Symmetrieeigenschaften des Kriitmmungstensors. Er kann
gemaf

E, = C’W,Au”u’\ and H, = *C’WVAu“uA (2.107)

irreduzibel in einen elektrischen (F,,) und einen magnetischen (H,,) Teil
aufgespaltet werden, die beide spurfreie symmetrische Tensoren sind und da-
mit jeweils fiinf unabhéngige Komponenten besitzen. Hier wird durch den
Hodgeschen Sternoperator * das Duale des Weyltensors bezeichnet, siehe da-
zu allgemein im Anhang iiber Differentialformen. Die Definition des
magnetischen Teils ist allerdings nicht eindeutig, da auch andere Formen des
magnetischen Teils zusammen mit dem angegebenen elektrischen Teil den

Weyltensor eindeutig reproduzierenEg]

2"Da er vier Indizes besitzt, sind in drei oder weniger Dimensionen notwendigerweise min-
destens zwei gleich, so dass der Tensor wegen seiner Spurfreiheit identisch verschwindet.
28 Eine von der hier gegebenen abweichende Definition fiir den magnetischen Teil benut-
zen z.B. BERTSCHINGER und HAMILTON |(1994). Die in diesem Abschnitt entwickelten
Gleichungen sind jedoch in beiden Féllen dieselben. Dennoch besteht die Moglichkeit,
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Im (3+41)-Split auf Fluss-orthogonale Hyperflichen gilt fiir den elektri-
schen ebenso wie fiir den magnetischen Teil E,, = H,, = 0. Die projizierten
rdumlichen Teile des Weyltensors nehmen folgende Form anﬂ

J

, . , 1 .

i i i k )
B = —@j—@k@j—§(47TGp—A>5j (2.108)
H', = =0, (2.109)

J
wobei nach dem letzten Abschnitt die Dichte durch das exakte Integral p = %‘]
gegeben istm Im letzten Schritt wurden bereits die Einsteingleichungen be-
nutzt, so dass die beiden Tensoren nicht mehr spurfrei symmetrisch sind,
sondern die ADM-Gleichungen gerade dadurch reproduzieren, dass Spurfrei-
heit und Symmetrie gefordert werden. Mit Hilfe der Coframes ausgedriickt
nehmen Eij und H ij schlieflich folgende Form an,

7 1 ikla b _c 1 15‘]0 ()
Ej = —égabcg i — §<47TG7 — A)(Sj (2.110)

Hi, = — <5abgi’€lﬁajnbk>w (2.111)

Der elektrische Teil des Weyltensors fiithrt auf eine direkte Verallgemeinerung
der Newtonschen Gleichungen (12.32)) durch

EF =0 < (2.96) (2.113)

wohingegen der magnetische Teil die Impulsbedingungen reproduziert,

H* =0 < (2.95) (2.115)

Die Forderung der Spurfreiheit resultiert hier wieder in der Symme-
triebedingung fiir die zeitliche Ableitung des Expansionstensors, ist also zu
aquivalent. An dieser Stelle lédsst sich durch die Bedingungen an den
elektrischen Teil des Weyltensors der ,,elektrische“ Teil des LES, d.h. der Teil

dass eine andere Form des magnetischen Teils zu auf den ersten Blick einfacheren Glei-
chungen fiihren kénnte. Der elektrische Teil dagegen wird dadurch eindeutig festgelegt,
dass er die Verallgemeinerung des Newtonschen Gezeitentensors sein soll.

29 Obwohl die betrachteten Teile stets projizierte vierdimensionale Gréfien sind, wird in
der vorliegenden Arbeit auf das vorgestellte (4 verzichtet, da der Weyltensor in drei
Dimensionen identisch verschwindet und damit keine Gefahr der Verwechslung besteht.

30In diesem Abschnitt wird der invariante Tensor €**! anstelle von €*! benutzt, siche
(12.83)).
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mit dem Newtonschen Grenzfall LNS, vollstéindig reproduzieren, wiahrend der
magnetische Teil lediglich auf einen Teil der Gleichungen des restlichen ,,ma-
gnetischen“ Teils des LES fiihrt. Insgesamt konnen auf diese Weise sieben
Gleichungen reproduziert werden. Fiir zukiinftige Forschung wére es vor al-
lem interessant zu testen, ob alternative Formulierungen des magnetischen
Teils des Weyltensors hier zu anderen Ergebnissen fithren. Insbesondere die
Bedingung an den Spurteil des magnetischen Teils (2.115) sollte zu (minde-
stens) einer weiteren Gleichung fithren.

Um die Bedeutung der Teile des Weyltensors zu verdeutlichen, sollen sie
nun mit in der Kosmologie geldufigen Groéflen in Verbindung gesetzt wer-
den. Zunéchst kann der elektrische Teil durch den in der Kosmologie héufig

verwendeten spurfreien symmetrischen Teil des Geschwindigkeitsgradienten

1, v (4
§u;ﬂ()

dreidimensionale Projektion ist 0'; = ©'; — 104", wobei der Spurteil © die
Expansionsrate darstellt. Damit ist

ausgedriickt werden, den Scherungstensor (4)qu = Uy — G- Seine

J

i i i 1 i
E, = —6¢'— (@ RO — g@lk@kldj) (2.116)
20 i 1 i
= —d'; - 560 i (0 kakj - galkakl 5;‘) (2.117)

Eine #hnliche Beziehung kann fiir den magnetischen Teil bei Betrachtung
seiner kovarianten Rotation gegeben werden. Diese nimmt folgende Form an,
mkl k k

Gim€ ij||z = ®ij“ Ik — © illillk (2.118)
Zusammen mit (2.71)) erlaubt das, den magnetischen Teil des Weyltensors
mit dem dreidimensionalen Riccitensor in Verbindung zu setzen,

mkl _ 7 2
29mae"" Hyp = — iy + O35 = Oy (2.119)

Wiihrend der Expansionstensor, der in den Ausdriicken fiir E*; und H'; vor-
kommt, die dulere Kriimmung beschreibt, beinhaltet der magnetische Teil
des Weyltensors zusétzlich einen von der inneren Kriimmung des dreidimen-
sionalen Raums abhéngigen Term. In beiden Féllen beschreiben die Teile des
Weylt.ensors die zeitliche Entwicklung der géngigen Groflen, namentlich dij
und R';. Beide Beziehungen enthalten auflerdem Zusatzterme, die vom Ex-
pansionstensor abhéngen. Im Abschnitt iiber die relativistische Lagrangesche
Storungsrechnung wird zu sehen sein, dass im Storungsschema erster Ord-
nung diese zusitzlichen Terme wegfallen, so dass dort die Relationen sehr
einfach werden.
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Um schliellich auch die noch fehlenden Gleichungen des ADM-
Systems durch den Weyltensor ausdriicken zu kénnen, wird im folgenden Ab-
schnitt ein vollstédndiges System an Entwicklungsgleichungen fiir seine beiden
Teile hergeleitet.

Die Maxwell-artigen Gleichungen fiir den Weyltensor

Die projizierten Teile des Weyltensors, sein elektrischer und magnetischer
Teil ([2.107), geniigen einem System von Entwicklungsgleichungen, das for-
mal den Maxwellgleichungen sehr dhnlich ist, sieche z.B. BERTSCHINGER und
HAMILTON |(1994). Der Weyltensor spielt hier die Rolle des elektromagneti-
schen Feldtensors. Es wird ausgegangen von den vierdimensionalen Bianchi-
Identitéiten fiir den Fall rotationsfreien Staubs, u# = (1,0) and ut, =0+

1

Cul/n)\;u = 8nG (pul/u[)\)ﬁf] + gp;[f‘ig)\}u (2120)

Nun wird der Weyltensor durch seine Teile (2.107)) ersetzt, die den gesamten
Tensor durch

Clwn)\ = (guyaﬂgn)\'yé - 5ﬂyalg5,i>\75) UOJU’YEB(S (2121)
+ (g,uuaﬁgn)\'y& + gﬂl/aﬁgn)\'yé) UQU’YH’Bé ,

identisch reproduzieren. Hier gilt g,,,,5 = 9,09, — 9,59, und der Tensor des
LUK

definiert. Durch Transfomation in mitbewegte (Lagrangesche) Koordinaten
entstehen — mit \/~Wg = /g = J und ¢, u" = ¢, fir das raumliche
invariante Volumenelement — Gleichungen fiir die zeitliche Entwicklung der
beiden Teile des Weyltensors[]

invarianten Volumenelements wird analog zu ([2.83) als € €

. . . . J 1

) 7 k k ml i ikl o 0 g 7
By + 30", BY — 08B0 — M H = —anG (0" — 200
ri i i i AnG J o g

31 Vergleiche die Ausdriicke bei MAARTENS und BASSETT |(1998); fiir den Zusammenhang
mit den Bianchi-Identitéten siche LESAME, ELLIS und DUNSBY |(1996).
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Deren kovariante Divergenz beziiglich den Lagrangeschen Koordinaten liest
sich als

i 87G J |
Eki”k:_gikEk @mlHln = iju

H’z“k + g™, E' =0 (2.123)

Diese Divergenzgleichungen sind dquivalent zu den antisymmetrischen Teilen
der Entwicklungsgleichungen (|2.122), so dass fiir das Maxwell-artige System
lediglich deren symmetrische Teile in Betracht gezogen werden miissen, d.h.

o

. J 1
E Ek k El mkl H 2

Hij T @(ikaj) — ONH', 9, + gm(igmklEj)k:Hl =0 (2.124)

Dieses System von Gleichungen ist natiirlich identisch erfiillt, wenn die im
vorigen Abschnitt gefundenen Ausdriicke fiir die Teile des Weyltensors ein-
gesetzt und die ADM-Gleichungen angewendet werden. Gleichung ist
die zu aquivalente Gleichung, die zum Abschliefen des Systems im
letzten Abschnitt gesucht wurde.

Die Hierarchie der Gleichungen

Mit den Ausdriicken des vorangegangenen Abschnittes lédsst sich nun ein

abgeschlossenes hierarchisches System an Gleichungen aufstellen, beginnend
mit der Dichte[”]

p = —0p (2.125)

0 = —%@2 —ohol, —4nGp + A (2.126)
o', = —;@O'ij - (Jikakj - éalkakl 5ij> — E; (2.127)
B, = 0B~ 3(o' B — ok 01) — dnGpo'; + <M Hyy (2.129)
i, = —6; - 3(o' 1 - %a’f,Hlkaij) o (2.129)

In diesem System an Gleichungen wird die zeitlichen Ableitungen der Gréfen
p, O, O'ij, Eij, sowie H ij in ihrer wechselseitigen Abhéngigkeit schon darge-

stellt. Alternativ zur Gleichung (2.129) kann auch Gleichung (2.123)) in der

32 Ein #hnliches System, allerdings unter der Einschrinkung divH = 0 findet sich in LESA-
ME, ELLIS und DUNSBY [(1996), zum analogen System im Newtonschen Grenzfall siehe
EHLERS |(1961), TRUMPER |(1965)| und ELLIS |(1971)L
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Form

kg (ki ik y Lo Ik si
zum Abschluss des Systems benutzt werden. Das unterstreicht noch einmal
die Sonderstellung des magnetischen Teils des Weyltensors als kriimmungs-
abhéngiger Grofe.

2.3.3 Der Newtonsche Grenzfall

In diesem Abschnitt wird aufgezeigt, wie der Newtonsche Grenzfall als geo-
metrischer Limes exakter, d.h. integrabler Formen definiert werden kann. Es
entsteht dann wie erwartet das Lagrange-Newton-System als Newtonscher
Grenzfall des Lagrange-Einstein-Systems.

Der Ubergang allgemeiner nichtintegrabler Coframes n% zu solchen der
speziellen Newtonschen (integrablen) Form geschieht durch

nt  — Nyt = “ (2.131)
Er transformiert das LES-Subsystem , direkt auf die Gleichun-
gen des LNS und . Besonders einfach ist das bei Benutzung von
Differentialformen zu sehen. Es gilt aulerdem wie erwartet, dass der elektri-
sche Teil des Weyltensors zum (negativen) Gezeitentensor des Newtonschen
Bildes wird, d.h. E* I —Eij. Das rdumliche Linienelement nimmt nach dem

Ubergang zu exakten Formen die wohlbekannte Newtonsche Form
g = Ng,,dX' ® dX7 = 6,9 f",dX"dX’ (2.132)

eines in mitbewegte Lagrangesche Koordinaten transformierten Eulerschen
Linienelements an. Die zu den Coframes orthonormalen Basisvektoren (Fra-
mes) im Newtonschen Grenzfall sollen mit h,’ = Ve ! bezeichnet werden. Sie
erfiillen die Orthonormierungsbedingung f4 ;hq = 0'; und nehmen folgende
Form an,
i 1 4 c

ha = Weabc6 klfb|kf 1t (2133)
In diesem Grenzfall vereinfachen sich die symmetrischen Zusammenhangsko-
effizienten zu Termen, die Trégheitskréfte beschreiben, ndmlich

) i ra 1 mmn ra c
VD = by Pl = g™ P 7 0 (2.134)

Obwohl die Zusammenhangskoeffizienten im Newtonschen Fall nicht ver-
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schwinden, da im Lagrangebild der Newtonschen Theorie krummlinige Ko-
ordinaten gewéhlt sind, kann leicht gezeigt werden, dass der Riccitensor

wie gefordert verschwindet, d.h. NRij = 0. Dazu werden die Relationen
“‘klhai = —f“‘khai = —f“llhai i benutzt, woraus
VR,; = Nrkz‘j|k - Nrkkilj + NrkklNFlij - NrkilNFljk =0 (2.135)

resultiert. Aus (2.134)) folgt auBerdem sofort, dass die beziiglich der krumm-
linigen Koordinaten kovariante Ableitung der Deformationsform im Newton-
schen Fall verschwindet,

Nnaillj - Nnailj - Nrkianak =0 (2.136)

Da aber, wie im vorigen Abschnitt gezeigt, die kovariante Ableitung und die
Ableitung nach der Zeit nicht kommutieren, verschwindet auch Nﬁ“iHj nicht,

N, ; fa 7 kb
n“iuj = fa\z] - fa|khb / |ij (2.137)
und es kann gezeigt werden, dass der magnetische Teil des Weyltensors im
Fall von nichtrotierendem Staub kein Newtonsches Analogon besitzt, sondern
im geometrischen Limes stets verschwindet,

, 1
NHZ-

imn ra [ £b b k rc
5= =570 [ (P = e fn) = 0 (2.138)

|3

Das Bilden dieses geometrischen Grenzwertes ist streng rdumlich, d.h. es
beinhaltet nicht den iiblichen Ubergang ¢ — co. Das liegt daran, dass ein
mitbewegter Beobachter im dreidimensionalen Raum die Lichtkegelstruktur
nicht wahrnimmt. Ein ,, Minkowskischer Grenzwert“, ein Grenzwert also, der
sowohl den geometrischen Grenzwert als auch den Ubergang ¢ — oo bein-
haltet, ist fiir mitbewegt-synchrone Schnitte der Raumzeit wohldefiniert. Er
fithrt in einer Post-Newtonschen Formulierung zur Eulerschen Form der New-
tongleichungen, wihrend er in der vorliegenden Formulierung zur entspre-
chenden Lagrangeschen Form der Gleichungen fiihrt, siehe dazu auch EH-
LERS [(1997)| sowie EHLERS und BUCHERT |(2009).
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2.4 Das Storungsschema erster Ordnung

Nun wird ein Stérungsschema erster Ordnung fiir das Lagrange-Einstein-
System aufgestellt )] Prinzipiell kann das Schema zu einem allgemeinen La-
grangeschen Storungsschema beliebiger Ordnung in den Coframes ausgebaut
werden. Zur Storungsrechnung erster bzw. hoherer Ordnung siehe auch MA-
TARRESE, PANTANO und SAEZ (1994)(1)| sowie MATARRESE, MOLLERACH
und BRUNI |(1998), fiir eine Verallgemeinerung auf Storungslosungen zweiter
Ordnung siehe RUss et al. |(1996) sowie RUSS et al. |(1997). Matarrese und
seine Mitautoren (MATARRESE, PANTANO und SAEZ|[1994][2]; MATARRESE
und TERRANOVA ([1996][2]) schlieBlich diskutieren die relativistische Verallge-
meinerung der Newtonschen Gleichungen in Lagrangescher Form. An dieser
Stelle allerdings sollen ausschlieBlich die linearisierten Gleichungen behan-
delt werden, da das ausgegebene Ziel ist, mit Hilfe einer allgemeinen Losung
der Gleichungen erster Ordnung eine relativistische Verallgemeinerung der
bekannten Zel’dovich-Nédherung zu finden.

2.4.1 Das LES in erster Ordnung

Fiir das Storungsschema erster Ordnung wird hier eine flache homogene und
isotrope Hintergrundmetrik mit einer beliebigen Anfangsstorung P%(X, tg) =
103%()( ) gewéhlt. Bei dieser Wahl der Koordinaten nehmen Cartans Coframes
die Form

0 = a(t) [0% + P5(X, 1)] (2.139)

an, wobei a(t) der Skalenfaktor ist und P%(X,t) ein zeitlich verdnderli-
ches, raumlich inhomogenes Abweichungsfeld (Stérung). In dieser Storung
P%(X,t) werden die Gleichungen linearisiert | Mit 7% werde das ,abwei-
chende® (pekuliare) Coframe bezeichnet,

n% = -n% =04+ PYX,t) (2.140)

ISEIN

Wie iiblich wird festgelegt, dass zu einem Anfangszeitpunkt ¢y der Skalenfak-
tor a(ty) = 1 ist. AuBerdem darf die anfangliche Stérung nicht verschwinden,

d.h. Pe(X) # 0f

33 Hier sei an die Beschrinkung auf das Materiemodell ,rotationsfreier Staub“ erinnert.
Ein Lagrangescher storungstheoretischer Zugang, der auch Wirbelzustdnde in Betracht
zieht, findet sich in ASADA und KASA1|(1999).

31 Zur besseren Lesbarkeit soll hier nicht die eigentlich angebrachte Notation (V) P% (X ¢)
verwendet werden. Eine Gefahr der Verwechslung besteht nicht.

3% Die Anfangsstérung kann nicht einfach gleich Null gesetzt werden, da das die Anfangs-
metrik flach machen wiirde und sdmtliche Entwicklung der Metrik auf diese Weise un-
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So ist auch der anfangliche 3-Riccitensor von Null verschieden. Es sei dar-
an erinnert, dass im allgemeinen Fall eines homogenen und isotropen Hinter-
grundes in einem mit —6k/a? konstant gekriimmten Raum die nullte Ord-
nung von (2.94) einen Riccitensor #RY; = —2K§7. liefert, siche z.B. KASAI
(1995), wohingegen die Wahl (2.139)) auf “R’, =0 fﬁhrtﬂ

In den hier abgeleiteten Gleichungen tritt die Stérung wie schon die Cofra-
mes im Lagrange-Einstein-System nur summiert iiber die Nichtkoordinaten-
Indizes auf, so dass der folgende im Rest des Abschnittes verwendete Tensor
definiert werden kannﬂ

P, =6,/P% und P =P, =4,P% (2.141)
Damit nimmt die rdumliche Metrik in erster Ordnung die Form
Mg, =d® (6 + P+ Py) (2.142)

an, und die Transformationsdeterminante vom Ubergang aus der Koordinaten-
zur Nichtkoordinaten-Basis wird zu

Wr=a*(1+P) und OJ=(1+P)#£0 (2.143)

An dieser Stelle sei daran erinnert, dass das Ziel dieses Abschnittes strikte
Linearisierung ist und daher nicht mit der in 2.5 gegebenen Definition der re-
lativistischen Zel’dovich-Approximation verwechselt werden darf. Diese wird
ja genau dadurch charakterisiert sein, dass eine spezielle Losung der linea-
risierten Gleichungen in die ezakten Funktionale fiir die Feldgréfien wie die
Metrik eingesetzt wird.

Die symmetrischen Zusammenhangskoeffizienten in erster Ordnung sind

WOy = Plyy + Py — Py (2.144)

Speziell gilt (VTk, = P‘ ;- Nun sollen die Gleichungen des Lagrange-Einstein-
Systems ([2.101f)-(2.105)) im Stérungsschema beschrieben werden. Eine einfa-

terdriickt wiirde, siehe dazu auch MATARRESE und TERRANOVA |(1996)(2)| sowie Russ
et al. |(1996)!

36 Da durch passend gewiihlte Anfangsstérungen (R’ ; # 01) jeder gewiinschte Raum be-
schrieben werden kann, stellt das keine Einschrinkung der Allgemeinheit dar.

37 Zunichst nur als Abkiirzung eingefiihrt, um die Lesbarkeit der Gleichungen zu erleich-
tern, erfiillen beide Indizes die Kriterien von Tensorindizes — strikt im Schema erster
Ordnung —, so dass Pij tatsédchlich als echter Tensor bezeichnet werden kann.
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che Rechnung bis hin zu erster Ordnung liefert fiir die Symmetriebedingung
einen Ausdruck, der sich hinsichtlich der Zeit integrieren lésst,

Pig=0 = By =Hy (2.145)

Die ersten drei Entwicklungsgleichungen des Langrange-Einstein-Systems wer-
den hier zu einer Bedingung an die Anfangsstorung.

Als néchstes kénnen kompakte Ausdriicke fiir die kovariante Ableitung
der Coframes und ihrer zeitlichen Ableitung in erster Ordnung angegeben
werden,

1)5i, a _ i |4 i
Do = a(Pyy + Py’ — Pa'py)

DRt Pt ol ¢ Pt )

Hiermit nehmen die Impulsbedingungen (2.103)) in erster Ordnung eine ein-
fache Form an und koénnen ebenfalls integriert werden,

Auch diese Gleichungen des Langrange-Einstein-Systems werden hier zu Be-
dingungen an die Anfangsstorung.

Die Annahme, dass die Hamiltonbedingung (2.104)) fiir den homogenen
Hintergrund, d.h. fiir verschwindende Storungen, giiltig ist, fithrt auf

3H? = 8nGoy + A (2.147)

wo o = omo/a® die homogene Hintergrunddichte darstellt. Die Hamiltonbe-
dingung im Storungsschema erster Ordnung wird damit zu

: 1
HP + 47nGoyP = —Z(l)R (2.148)

Weiter sollen nun Riccitensor und Kriimmungsskalar in erster Ordnung
bestimmt werden. Da — wie mit gezeigt — die symmetrischen Zusam-
menhangskoeffizienten von erster und hoherer Ordnung sind, d.h. (OT%,, = 0,
sind die Produktterme in der Definition des Riccitensors von mindestens
zweiter Ordnung und konnen hier vernachléssigt werden. Aus den beiden
iibrig bleibenden Termen WR;; = T+, — Tk - ergibt sich

(1) _ _ plk S |k S |k s ¥ >
Ry = Py = s+ (P + P+ Bl —2By) - (2149)
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Hierzu wurden die beiden Bedingungsgleichungen (2.145) und ([2.146|) be-
nutzt, um die meisten der auftretenden Terme durch das Storungsfeld zum

Anfangszeitpunkt auszudriicken. Damit héngt der Kriimmungsskalar in er-
ster Ordnung offensichtlich nur von der Anfangsstorung ab, es gilt

4 ki 4

o o ok |l

a? a?
In dieser Form wird besonders deutlich, dass durch die geeignete Wahl der
anfianglichen Storung jeder konstant gekriimmte Raum dargestellt werden

kann. Die Hamiltonbedingung in erster Ordnung ist dann

. 1 -
HP + 47GoyP = — P* !

=P (2.151)

Nun koénnen die sechs Entwicklungsgleichungen (2.102)) und (2.105) des
Lagrange-Einstein-Systems behandelt werden. Die homogenen Gleichungen

reduzieren sich auf die Spur und fithren, mit (2.147)), auf Friedmanns Volu-

menexpansionsgesetz

3% = —4rGoy + A (2.152)
a

wo o5 = opo/a® wieder die homogene Hintergrunddichte ist. Die Gleichungen
erster Ordnung werden so zu

P+ 3HP, + HP§' ; + ArGoy Po'; = —R', (2.153)
und mit Hilfe der Hamiltonbedingung (2.148)) ergibt sich

7 i = i i (1)1
Pl +3HP; — SHPS' ; — ——onP¥'; = )7t (2.154)
womit M7, = WRT, —1WRE. der spurfreie Teil des 3-Riccitensors bezeichnet
wird. Die Raychaudhurigleichung im Storungsschema erster Ordnung nimmt
die folgende Form an,

P+2HP — 47GoyP =0 (2.155)

Eine andere niitzliche Form der skalaren Gleichung ebenfalls in erster
Ordnung entsteht, wenn im Spurteil von ‘j der Term 3HP mit Hil-
fe der Hamiltonbedingung anstelle des Kriimmungsskalars verwendet wird.
Denn weil die skalare Kriimmung in erster Ordnung (YR nur vom anféinglichen
Storungsfeld abhéngt, kann er ersetzt werden, indem die Gleichung zum An-
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fangszeitpunkt ¢ = ¢y betrachtet wird. Die alternative Spurgleichung ist dann

P+3HP = %(P(to) +3H(to)P(ty)) (2.156)

Es sei angemerkt, dass diese Gleichung zur Raychaudhurigleichung
dquivalent ist, obwohl durch die partikuldre Lésung der nun inhomogenen
Gleichung ein zusétzlicher dritter Term in der allgemeinen Losung auftritt.
Dieser Term fiihrt, wie spéter gezeigt wird, zu einer sehr iiberzeugenden Form
der Coframes, wie sie auch im Newtonschen Fall auftritt. Nach Auffassung
des Verfassers muss daher als natiirliche Wahl fiir die Spurgleichung
betrachtet werden, selbst wenn die bekanntere Gleichung darstellt.
Coframes, die mit Hilfe von bestimmt werden, liegen zunéchst in einer
anderen Form vor, konnen aber ebenfalls leicht auf die mit Hilfe von ([2.156|)
bestimmte Form gebracht werden.

Schlielich nimmt der spurfreie Teil der Entwicklungsgleichungen
folgende elegante Form an,

I, + 341", = =7, (2.157)
wo als II'; = P'; — 1 P4, der spurfreie Teil des Storungfeldes bezeichnet
wird. Dieser letzte Satz an Gleichungen steht in engem Zusammenhang zum
Thema Gravitationswellen, siche dazu auch MATARRESE und TERRANOVA
(1996)(2), die allerdings einen Faktor 2 statt hier 3 in ihrer Gleichung ha-
ben. Nach Meinung des Verfassers ist eine weitere Forschung auf dem Gebiet
der Gravitationswellen ausgehend von der hier gegebenen und der entspre-
chenden Gleichung im Rahmen der Zel’dovich-Approximation von groflem
Interesse.

Die Gleichung nimmt eine klarere Form an, wenn der spurfreie Teil des
Riccitensors (1)Tij mit und durch das Stoérungsfeld ausge-
driickt und — analog zum Vorgehen zur Ableitung der alternativen Form der
Spurgleichung — die Gleichung zur Anfangszeit in Betracht gezogen wird.
Dies resultiert in

1

—C (2.158)

ij

. . 1 |k
Il + 3HIL; + @(Hw —1I0;") =
wobei C eine von der Anfangsstorung abhidngende Konstante ist,

C. — ﬂij(to) + 3H(t0)1;[ij(t0) +10;(to) — Hij“‘“‘k(to)

)

Damit sind sechs der neun Gleichungen bestimmt, die die Entwicklung des
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Storungsfeldes in erster Ordnung beschreiben. Als die noch ausstehenden drei
Gleichungen kénnen identifiziert werden, die auch auftreten, wenn
als Satz von neun Gleichungen aufgefasst und ihr antisymmetrischer
Teil betrachtet wird.

2.4.2 Der Weyltensor in erster Ordnung

Der Vollsténdigkeit halber sollen auch die beiden Teile des Weyltensors in
erster Ordnung bestimmt werden. Der elektrische Teil wird hier zu

. L ie. ,
WE, =B, — P -2l P+ TPy (2.159)

WO HEij der homogene elektrische Teil ist,

"E', = —%5@ — %(47erH — A&,

J J

(2.160)

Dabei reproduziert der letztere, homogene Anteil gerade wieder die Fried-
manngleichung des vorigen Abschnittes, wohingegen der Storungsteil in er-
ster Ordnung wie gewohnt das (Gezeiten-)Subsystem der ADM-Gleichungen

wiedergibt,
WEk =0 «— ([@2.149) (2.161)
WE,;; =0 < ([@2145) (2.162)

Der magnetische Teil des Weyltensors dagegen hat wegen der in ihm auf-
tretenden rdumlichen Ableitung keinen homogenen Anteil, 7H ij = 0. Er

nimmt mit (2.145)) folgende Form an,

) 1 ..,
Wyt — _Z¢klp 2.163
j a€ k|l ( )

Die Bedingung der Spurfreiheit ergibt (2.145) und die Symmetriebedingung
reproduziert wie gewohnt die Impulsconstraints,

WHF =0 «— ([2.145) (2.164)
WH, ;=0 < (2.140) (2.165)

In erster Ordnung werden die Beziehungen zwischen den beiden Teilen
des Weyltensors sowie dem Scherungstensor und dem Riccitensor noch ein-
mal wesentlich vereinfacht. Unter Verwendung des Scherungstensors in erster
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Ordnung, .
1) i _ pi 5 i
Wo'; = Py = S P&, (2.166)

nimmt (2.116)) als spurfreie Gleichung folgende Form an,

Vi (1) i
WE', =-Wg' —2H (2.167)
Ebenso wird ([2.130)) zu
1 .
mkl 1 1 1

2.4.3 Die allgemeine Losung fiir den Spurteil

In diesem Abschnitt wird die allgemeine Losung fiir die Spurgleichung
entwickelt. Die homogene Friedmanngleichung bestimmt den Skalen-
faktor a(t). Mit diesem kann die Zeitableitung von den rdumlichen Funktio-
nen separiert werden, indem folgender Ansatz aufgestellt wird,

PY(X, 1) ="Q%(X) + qi(t) Q" (X) + 2(1)* Q" (X) (2.169)

wo die beiden Zeitfunktionen ¢;/5(t) die Losungen der homogenen Differen-
tialgleichung

NN a

Q+25q+ <35 —A) (q+1)=0 (2.170)
sind. Der erste Teil des Ansatzes spiegelt das nichtverschwindende Storungs-
feld zum Anfangszeitpunkt wider, das durch die hier verwendete Wahl der

Koordinaten ebenso in Betracht gezogen werden muss wie seine zeitlichen
ersten und zweiten Ableitungen. Mit dem Ansatz und seinen Zeitableitungen

PY=¢.'Q% +¢Q%  sowie  P%=q'Q% + Q%

sind die rdumlichen Funktionen, ausgedriickt durch die Anfangswerte der
Zeitableitungen der Stérungen,

e Ga(to)Poto) — da(to) P4(to)
Ve o) tte) — s )Tt 2
2na _ G1(to)P5(to) — Gi(to) P(to)
@ = i lto)nto) — i (to)ia(to) (2:172)

sowie

°Q% = Pi(to) — q1(to) Q% — 2(to) *Q% (2.173)
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Die ,,abweichenden®“ Coframes in erster Ordnung lassen sich damit schreiben
als

Wi =% + (a(t) — a1(t0))' Q% + (a(t) — a2(t0))*Q% (2.174)

wobei mit 7% = §% 4+ P%(ty) die Coframes zur Anfangszeit bezeichnet wer-
den. Wenn statt der Spurgleichung die alternative (inhomogene) Glei-
chung gelost wird, tritt automatisch diese Form der Coframes auf,
da dort drei Losungen fiir die Anfangsdaten P%(to), P%(to) und P%(ty) zur
Verfiigung stehen. Im Beispiel im nédchsten Abschnitt wird das deutlich, wenn

dort (2.156)) explizit gelost wird.

SchlieBlich seien die Pekuliargrofien u®, (Pekuliargeschwindigkeit) und w?
(Pekuliarbeschleunigung) definiert durch

n% = Hn% 4+ u" mit ut, =a P“i
a .. .
0% = —n% 4w’ mit  w=aP% 4 2aP
a

Ihre Beziehungen zu den rdumlichen Funktionen Q)¢ schreiben sich als

wt— (2H + 2)ur, =  HE_DB1ge (2.175)
42 q2

W — <2H + 2)@ = gL NBapna (2.176)
0 q1

so dass nun die Coframes erster Ordnung durch die pekuliaren Gréflen aus-
gedriickt werden konnen. Damit ist die Grundlage fiir eine relativistische
Verallgemeinerung der Zel'dovich-Naherung gelegt. Im néchsten Abschnitt
wird die allgemeine Losung fiir Storungen erster Ordnung geméfl Zel’dovichs
urspriinglicher Vorgehensweise eingeschrankt und damit seine Naherung auf
den relativistischen Fall ibertragen.

2.5 Relativistische Zel’dovich-Approximation

Zunéchst scheint ein Kommentar zur Wahl des hier verwendeten Ausdrucks
»Relativistische Zel’dovich-Approximation® (RZA) angebracht, um von vorn-
herein Konfusionen zu vermeiden, die durch abweichende Definitionen in an-
deren Arbeiten zu diesem Thema auftreten kénnen.

KASAT|(1995) und weitere Autoren regten an, das relativistische Defor-
mationsfeld analog zum Lagrangeschen Deformationsgradienten des Newton-
schen Trajektorienfelds (2.55) zu benutzen [ Wihrend das Dichtefeld von

38 Siehe auch CROUDACE et al. [(1994), sowie ELLIS und TSAGAS |(2002), die entsprechend
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diesen Autoren durch das exakte Integral mit Hilfe des relativistischen
Deformationsfeldes berechnet wird, ganz im Einklang mit dem Newtonschen
Fall , werden von ihnen jedoch fiir die rdumliche Metrik, den rdumlichen
Riccitensor sowie Kriimmungsskalar und die anderen Feldgrofien weiterhin
diejenigen des strikt linearisierten Schemas verwendet.

Um nun zu verdeutlichen, inwieweit der vom Verfasser vertretene Stand-
punkt vom eben beschriebenen abweicht, sei an Zel’dovichs urspriingliche Ex-
trapolationsidee erinnert, die seiner Néherung zugrunde liegt (ZEL’'DOVICH
[1970|[1]; ZeL'DOVICH ([1970][2]; ZEL’'DOVICH |[1978]), und an ihre Verbin-
dung zur exakten Definition dieser Approximation im Rahmen der Lagran-
geschen Storungstheorie, wie sie in BUCHERT |(1989)| und BUCHERT |(1992)
fiir den Newtonschen Fall hergestellt wird. Zel’dovich benutzte in der Tat
das exakte Integral fiir das Dichtefeld im Lagrangebild der Fluidbewegung,
das im Kontext trdger Kontinua wohluntersucht war, und glich die Koeffi-
zientenfunktionen in diesem Integral so an, dass dessen Linearisierung auf
einer homogen-isotropen Hintergrundkosmologie gerade dem Ergebnis der
Eulerschen linearen Storungstheorie entsprach, siehe dazu ZEL’DOVICH und
MyYsHKIS |(1973)l Er betrachtete dazu lediglich die anwachsende Mode der
Losung, die asymptotisch die Parallelitédtsbedingung stiitzt. Wahrend
Zel'dovich die exakte Losung fiir ein triges Kontinuum mit der linearisier-
ten Losung gravitativer Instabilitdt kombinierte, zeigten DOROSHKEVICH,
RYABENKII und SHANDARIN [(1973), dass dieser Ansatz fiir das Traktorien-
feld auch selbstkonsistent der Divergenzgleichung fiir die pekuliare Feldstérke
genlgt.

2.5.1 Voriiberlegung und Definition

Es ist nun naheliegend, Zel’dovichs Extrapolationsidee direkt auf die Be-
wegung eines selbstgravitierenden Mediums im Rahmen der relativistischen
Lagrangeschen Betrachtungsweise anzuwenden. Eine Konsequenz der hier ge-
gebenen Definition der Relativistischen Zel’dovich-Approximation wird sein,
dass alle Feldvariablen ohne Linearisierung als Funktional der linearisierten
Coframes bestimmt werden, wie das im Newtonschen Fall von BUCHERT
(1989)| durchgefiihrt wurde. Nach Auffassung des Verfassers reflektiert dieser
Zugang am besten Zel'dovichs urspriingliche Idee. Wiirden dagegen die ein-
zelnen Funktionale linearisiert, wie etwa die Metrik, die ja ein quadratisches

dem Ansatz von Zel’dovich eine voll kovariante Beschreibung der pekuliaren Bewegung
eingefithrt haben. Zur relativistischen ,Zel’dovich-Approximation® in sphérisch sym-
metrischen Modellen siche MORITA, NAKAMURA und KASAT1|(1998)(1)| sowie MORITA,
NAKAMURA und KASA1|(1998)(2)L
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Funktional des Deformationsfeldes ist, wiirde das lediglich die wohlbekann-
ten Resultate der linearisierten Einsteingleichungen reproduzieren.

Innerhalb einer vollstandigen Lagrangeschen Storungstheorie 16st das Tra-
jektorienfeld das volle Lagrange-Newton-System , bis zur
ersten Ordnung, wobei es wichtig ist zu unterstreichen, dass dieses letztere
System den Deformationsgradienten f“| ; als einzige dynamische Feldvariable
enthélt. Dieser Umstand erlaubt, die Losung erster Ordnung des Lagrange-
Newton-Systems als Input fiir andere Felder zu betrachten, die, wie im Falle
des Dichteintegrals, lediglich funktionale Definitionen sind und fiir jedes ge-
gebene Trajektorienfeld ausgewertet werden kénnen.

Geméf dieser Bemerkung war als eines der Ziele der vorliegenden Ar-
beit ausgegeben, die Einsteinschen Gleichungen fiir eine einzige Feldvariable,
die nichtintegrablen Deformationskoeffizienten 7%, zu formulieren. Die aus
der linearisierten Theorie gewonnenen Losungen dienen nun als Input fiir
alle von den Deformationskoeffizienten abhéngigen Funktionale. Damit wird
u.a. sicher gestellt, dass Absténde richtig gemessen werden, indem die zweite
Ordnung der Metrik in den Stérungen nicht vernachlissigt wird. Ahnliche
Uberlegungen gelten fiir andere Feldgrofen.

Definiton: . Relativistische Zel’dovich-Approximation“ (RZA)

Wir betrachten zunéchst die neun Funktionen in den Coframe-Koeffizienten
als alleinige Variablen im vollstidndigen Satz an ADM-Gleichungen fiir das
Materiemodell ,rotationsfreier Staub“ in einer fluss-orthogonalen Foliation
der Raumzeit, (2.101))-(2.105). Dann betrachten wir die allgemeine Lésung
tiir diese Koeffizienten im Stérungsschema erster Ordnung. Die Approxima-
tion ,RZA“ besteht nun im exakten Bestimmen jeder anderen Feldgrifie als
ein Funktional der linearisierten Lésung, ohne jegliche weitere Ndherung oder
Vernachléssigung hoherer Ordnungen.

Zur Umsetzung dieser Definition soll im Folgenden eine Einschrankung
der Losung erster Ordnung hergeleitet werden, die der Newtonschen Form
der Zel’dovich-N&herung entspricht. Dazu wird die allgemeine Losung der
Gleichungen erster Ordnung zundchst auf den skalaren (Spur-)Teil
beschrénkt. Diese wird der Bedingung

2Q(X) =0 (2.177)

unterworfen, d.h. es wird lediglich die anwachsende Mode in Betracht gezo-

gen, wahrend die fallende Mode vernachléssigt wird. Damit liefert (2.176)
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folgende Zel’dovich-Beschrankung fiir die pekuliaren Felder,

we, = <2H + 2)@ (2.178)
Q1

Ausgedriickt durch die Anfangsbedingungen fiir das Storungsfeld mit Hilfe
von ([2.172)) ist der entsprechende Ausdruck

PZ(X, to) _ (_?1(150)

g (2.179)

Mit dieser Einschriankung nimmt die rdumliche Funktion zur wachsenden

Mode die Form 1
IQ‘Z X)= —— P“i X, t 2.180
( ) ¢ (tO) ( 0) ( )

an, und fiir die ,,abweichenden“ Coframes tritt folgender Ausdruck auf,@
REAfe (X, 1) = 6% + P%UX, to) + &(t) PUX, to) (2.181)
mit der nur von der Zeit abhdngenden Funktion

£(t) = % (2.182)

Bis auf den Term, der aufgrund der nichtverschwindenden Anfangsstérung
auftritt, ist dieser Ausdruck wohlbekannt aus Abschnitt tiber New-
tonsche Dynamik. Der entsprechende Ausdruck fiir das Abweichungsfeld p*
nimmt wegen P%(X,to) = p%(X, to) — H(to) p%(X, to) hier die folgende Form
an,

REAG (X, to) = 6% + (1 — H(to)) p" (X, to) + (1) p%(X, to)  (2.183)

Weiterhin wird an dieser Stelle vorgeschlagen, den hier aufgezeigten Weg
zur extrapolierenden Niaherung RZA auf die allgemeine Losung der Stérungs-
rechnung erster Ordnung inklusive des spurfreien Teils auszudehnen, wobei
letzterer wie im letzten Abschnitt beschrieben nach Auffassung des Verfassers
zu einer nichtlinearen Approximation fiir Gravitationswellen fiihren kann, sie-
he dazu auch MATARRESE und TERRANOVA ((1996)(2).

39 An dieser Stelle sollte daran erinnert werden, dass die ,,abweichenden“ Coframes durch
n%(X,t) = a(t) n% (X, t) definiert worden waren.
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2.5.2 Die funktionale Berechnung der Feldvariablen

Als Konsequenz obiger Definition sollen hier einige der relevanten Felder,
wie Metrik, Dichte und kinematische Variablen, als Funktionale der RZA-
Coframes dargestellt werden. Da a(t) und £(t) die einzigen zeitabhéngigen
Groflen sind, bieten sich fiir diesen Abschnitt folgende Kurzschreibweisen an,

P%=P%X,t)) und  P%= P%YX,t) (2.184)
Wie in der Definition beschrieben, wird das RZA-Coframefeld
X 1) = a®) (i + €(8) ) (2.185)

in die exakten Ausdriicke fiir die Feldgréfien eingesetzt, wobei % = 0% + P4
das Coframefeld zum Anfangszeitpunkt beschreibt. Die Symmetriebedingung

(2.101)) wird damit z.B. direkt auf
(2HE +€) (P + 0P} PYy) = 0 (2.186)

extrapoliert. Die dreidimensionale rdumliche Metrik wird so zu folgender
(quadratischer) RZA-Metrik,

RZA g = a0, [0 + (0% PY + 41 P) + PP (2.187)

Die meisten der iibrigen Felder nehmen allerdings keine einfach zu lesende
Form an, da sie hoherer Ordnung sind. Um nun auch diese Felder angemessen
kurz darstellen zu kénnen, werden zunéchst — gewissermafien als Verallgemei-
nerung der skalaren Invarianten — die folgenden Groflen festgelegt,

7 1 7 a i 1 % a
(O)Ij = 6 €abc kl?? ﬂ?bk?? [ (O)Jj = 6 kl?? Ubkﬂz
7 1 i a 7 1 ) a 1 ikl eca Db oc
Iy = Seaee™ Pyl 5 T3 = eae™ Pyl + S eae™ i Pl
- 1 . 1 1 : o
(2)[zj = §€abc ZklPaPkn L (Q)sz = § ZklPaPkn l geabcﬁlklﬁajpbkpcl
7 ikl pa T 5¢ ) 1 i a c
G, = G Cabet Mpephop s Gl = et M PP P

Natiirlich gilt IZ = )Jij und ¢ I Jl Die beiden Sets (")_Vj und (”)Jij
stimmen auBerdem paarweise in 1hrer Spur iiberein, die ihrerseits einfach
die Funktionaldeterminante der jeweiligen Groéflen darstellt. Der Nutzen die-
ser Definitionen wird sofort deutlich, wenn die Transformationsdeterminan-

te von der Koordinaten- zur Nichtkoordinaten-Basis in der relativistischen
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Zel’dovich-Approximation ausgedriickt werden soll. Sie ist némlich@
RIAT = @P(Jy+ &, + €T, + 8 T5) =a® Y €, (2.188)

wobei als J, = )% die jeweilige Spur der oben eingefiihrten GroBen bezeich-
net wird. Im homogenen Fall, d.h. fiir verschwindende anfiangliche Stérungen,
gilt J, = 1, wihrend sich 2], 2], f], auf die bekannten skalaren Invarian-
ten fiir P%(ty) reduzieren.

Damit kann die nichtlinear entwickelte Dichte mit Hilfe ihres exakten
Integrals bestimmt werden, sie nimmt die Form
J
RZAJ

RZAQ: pJ _ QH(t)
RZAJ on (to)

6(X) (2.189)

an, wobei F74J = det(P4A7%) = J, + &J, + €2J, + €3J, = S €™, fiir das
,abweichende“ Coframefeld (2.181]) berechnet wird und .J die Determinante
der Transformation zur Anfangszeit ist.

Die orthonormale Vektorbasis, das ,, Frame®, ist dann im RZA-Bild

i 1 1 ikl (ob oc ob e Sb e
e, = o |orZA] €apec™ (nbkn |+ 26" PG+ fQPkaz) (2.190)

so dass die Orthonormalititsbedingung fiir die % und e, nun

RZAezRZA a'_3 Zf J

a n;=295" e (2.191)
lautet, was wie erwartet zur Spur #%4e F B24pe = 3 fijhrt.
Mit den RZA-Coframes und ihren zeitlichen Ableitungen
Ridpe = a (8% + P% 4 £P?) (2.192)
RZAje = Huf + alP% = ad% + aP% + %P‘;
Rz — gn + 2aEP% + af P% = 6% + 4P + %Pi

40 Sofern nicht anders angegeben, erstrecken sich durch das Summenzeichen angegebene
Summationen in diesem Abschnitt immer von n = 0 bis 3.
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werden die im Lagrange-Einstein-System vorkommenden Ausdriicke zu@

; 1 ikl a Zgn(n)(]z
) 9.7 Cabe€ el =3 ZTJnJ (2.193)
Z’l) 5 7 Cabe€ lklna TIkaI 1 — =3H - L + § . —Z 5 J
2J Send, & S,
1 nJi 1€ n (3(mgi (i
010) o€ = g 28 1E pne (8T )
27 Sénd, o 2¢ S énd,

mit der jeweiligen Spur

. 1 A a
i) e G = 3

2J abc ‘
1 iklea & > néJ,
it) 5.7 Cabe® e*nin’n’, = 3H + ¢ e,
1 ko £ Snend,
i) 5.7 Cabet et = 3H + ¢ e,

Mit Hilfe dieser Gleichungen gilt aulerdem

1 - b Zgn n z Z Sn n z]
—Cape€ TN 3 2H 2.194
2 T e, (££>Z£"n (2.194)
mit der Spur
1 ikl=a b N > n&"Jy
Jabc6 nznknl_3a+<2H + )Zé‘n
sowie
1 2 a Zgn(n 5 ann JZ + (n)[z
o s = ?’HQ'zf—wst so
-2 —1)&m .
(1€ Xnln - 1T (2.195)
2¢? > & In

mit der Spur

§ Yne, _}_ES_Q‘Zn(n—l)f”Jn
£ Y, 28 28"y

1 ikl -a
Zeabc kl77 77bk:77 I — 3H2 +2H-

4 Da sich dieser Abschnitt ausschlieflich mit Berechnungen zu den RZA-Coframes
RZApa = (8% + P% + £P%) beschiftigt, werden die vorangestellten Label ,RZA“ auf
den folgenden beiden Seiten weggelassen, wo es der besseren Lesbarkeit dient.
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Der RZA-Expansionstensor wird damit zu

hZ4gi = 3H . Zzin + % : —Z;:inj ! (2.196)
und seine Spur, die Expansionsrate ist hier
nI 2 2 3
RZA@_3H+5 2ng"l, 3H+§ §J1 + 28705 + 367 J3 (2.197)

& X, § RZAJ

Schliellich seien noch Ausdriicke fiir die beiden Teile des Weyltensors in der
RZA angegeben. Der elektrische Teil ist

6J

RZAEW:_39.L_(§+2H§>.L__(4WG ~A),
T e T\ T e, T
(2.198)
und seine Beziehung zum Scherungstensor nimmt die folgende Form an
RZApi _ _ RZAgi _ oppRZA i _ 2§ ) > n&"Jy .RZA i
j j T3¢ e, J
_ RZAO_ik RZAO_ICj + 1RZA k RZA l 51 (2199)

anstelle der einfacheren Form (2.167)) im Storungsschema erster Ordnung.
Schlieflich ist der magnetische Teil

1

€ Py + 6 (P4 PY, 4+ EP% P
——€
a 2.,

wobei || hier die kovariante Ableitung beziiglich der RZA-Metrik ([2.187)) dar-
stellt.

RZA . — (2.200)

Mit Hilfe der oben eingefiithrten Grofien ist es nun auch méglich, die Ent-
wicklungsgleichungen ([2.100)) in der RZA auszudriicken. Sie werden zu

RZAja <3H- > ng It +§ > n gk )RZA a (2.201)

>80 & &

+ (3H+§ %”é w2y, (4nG
2a

_ b kmn 5S¢ RZA, d
= 7za70" €beat (Pcmn[z'nk]+5Pm||[iuk1> U

RZA a
RZAJ+A> i
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2.5.3 Die RZA fiir einen flachen FLRW-Hintergrund

In diesem Abschnitt wird eine allgemeine Losung fiir die Spurentwicklungs-
gleichung im Fall eines flachen FLRW-Hintergrunds hergeleitet. So
soll zum Einen noch einmal explizit gezeigt werden, dass die Losungen der
beiden Spurgleichungen und gleichbedeutend sind, zum An-
deren soll damit die Rolle verdeutlicht werden, welche der inhomogene An-
teil der Gleichung in Bezug auf die Anfangsdaten des Storungsfeldes spielt.
Anschlielend wird die allgemeine Losung erster Ordnung auf die relativisti-
sche Zel’dovich-Approximation eingeschrénkt und einige der oben diskutier-
ten Grofen fiir diese bestimmte Wahl des Modells angegeben.

Allgemeine Losung fiir den Spurteil erster Ordnung

Die homogene Friedmanngleichung, eingeschrénkt auf einen Einstein-de Sitter-
Hintergrund, legt den Skalenfaktor fest auf

2
a(t) = (i)3 (2.202)
to

Zum Losen der inhomogenen Gleichung wird nach Raum- und Zeit-
funktionen separiert. Da die Gleichung linear und von zweiter Ordnung ist,
kann die allgemeine Losung als Superposition der beiden Losungen der ho-
mogenen Gleichung und einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung
geschrieben werden. Es bietet sich also folgender Ansatz an,

P(X, 1) = qi(t) 'Q"(X) + g2(t) *Q"(X) + gp(1) PQ"(X) (2.203)

Die Zeitfunktionen g, (t), n = 1, 2 geniigen der homogenen Gleichung, wihrend
q¢p(t) eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung darstellt,

2
Gnt 30n =0 (2.204)
L2 t\"5 /. 2.
it 70 = (1) (lto) + —d(to)) (2.205)
0 0

Fiir die Zeitfunktionen kann nun den Ansatz

a0 a(t) = (i)"” o) = (t )p (2.206)

to to

aufgestellt werden. So resultieren die Exponenten in
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2
ni=0, ng=-1, p:§
Damit wird das Stérungsfeld beschrieben durch

£\ t\3
P = QU0 + () PQuX) + (7)) r@ux) (2207)
0 0
Nun sollen mit Hilfe dieses Ausdruckes die rdaumlichen Anteile /2Q% und PQ%
als Funktionen der Anfangsbedingungen P% = P4%(X,ty), P% = P%X, to)
und P% = P%(X, 1) des Storungsfeldes bestimmt Werde. Es sind

3 . .

Qe = —§P‘Zit§—2PC;(t0)to+P‘§
3 .. 1.

200 = SPY2 4 Pt

Qz 5 O+5 3 Y0
9 .. 9 .

PQY = P24 Z Pt

QZ 10 (A 0+5 7 0

Die allgemeine Losung zu (2.204]), (2.205)) ist damit, geschrieben in der Form
der ,,abweichenden®“ Coframes,

1 /7t\-1 9 /t\3 :
pe — ga 4 pa 4 9 —<—) —<—) _1lPey, (2.208

3[2/7t\1 3/t\3 .
i ) (=) —1| P
T3 {5(%) +5<t0) ] P

Einschriankung auf die RZA

Zunachst wird Zel’dovichs Einschrankung fiir den flachen FLRW-Hintergrund
in den beiden Formen ([2.178)), (2.179) bestimmt, d.h. sowohl ausgedriickt
durch die pekuliaren Grolen als auch durch die Anfangsstérungen. Die an-
wachsende Mode in ist q(t) = (t/to)*?, also tritt mit Hilfe des Ska-
lenfaktors folgende erste Bedingung auf,

u’;(to) = w(to) to (2.209)

42 Auch in diesem und dem néchsten Abschnitt bezeichnet die Kurzschreibweise P% wieder
die Anfangsstorung, d.h. P% = P%(X,t). Das Gleiche gilt fiir ihre zeitlichen Ableitun-
gen, die zum Anfangszeitpunkt ausgewertet werden. Die einzigen zeitabhéngigen Grofien
sind a(t) und £(t).
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oder, beschrieben durch die Anfangsbedingungen des Storungsfeldes, die al-

ternative Bedingung

. 1.
Pty = —3 P (2.210)

Nun wird die allgemeine Losung erster Ordnung ([2.208)) obiger Zel’dovich-

Einschriankung unterworfen, was in

&) =3 [(5)3 - 1] o (2.211)

resultiert. Insbesondere ist € = (t/to)~("/*) = 3t/2 - 4. Damit nehmen die
yabweichenden“ Coframes die Form

3[/t\3 :

Rz — g4 P | () = 1| Pt (2.212)
2 [\t

an. Abgesehen von dem Term, der aufgrund der nichtverschwindenden An-

fangsstorung auftritt, ist diese Form wohlbekannt aus der Newtonschen Theo-

rie, siehe dazu auch den entsprechenden Abschnitt [2.2.2]

Im Folgenden sollen wieder £ und die (”)Jij aus Abschnitt iiber die
relativistische Zel’dovich-Approximation Verwendung finden, um die Glei-
chungen kurz zu halten. Mit 1% = 6% + P% werden schliellich die Coframes
zu

a t % oa Ha
oAy, = (%) (% +£P%) (2.213)
Damit nimmt die Metrik folgende Form an,
N o g . . o
"2, = <%> O (1% + € PY + €11% P, + €2 P4 PY) (2.214)

und die Transformationsdeterminante wird zu
1\ o
RZA n
J= (—) e, 2.215
- ; (2.215)

wo wieder J, = (J&  Wie im allgemeinen Fall kann die nichtlinear entwickel-
te Dichte mit Hilfe ihres exakten Integrals berechnet werden,

5. t) oo J

T RZAJ or(to) RZAJ

wo f7A] = det("#A7%) fiir das ,abweichende Coframefeld (2.212) bestimmt
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wird. Fiir die Expansionsratd™| folgt

RZAG _ 2(%)_1 i (%yé : % (2.217)

Im Fall des FLRW-Hintergrundes nimmt der RZA-Expansionstensor die Form

RZA@ij — 2(1) _1M + < t )_é . M (2.218)

an. Schliellich werden die Ausdriicke fiir die Teile des Weyltensors in diesem
speziellen RZA-Modell angegeben. Zunéchst gilt mit den zeitlichen Ableitun-
gen von ¢ insbesondere

O NI N O

Der elektrische Teil ist damit

RzAGi _ _g<3>—22n£"<n>ﬂj B (3)—3 &y AnG pl
J 3\t doend, to >érl, 3 RzAJ I
(2.219)
und fiir den magnetischen Teil findet sich
RZApgi ENT ik PkJ'Hl + 5ab(P£3‘Pbk +€Pajpbk)uz
Yy == () e (2.220)
to >,

wobei || die kovariante Ableitung beziiglich der speziellen RZA-Metrik (2.214))
darstellt.

2.6 In der Sprache der Differentialformen

Eine sehr elegante und kompakte Darstellung des Lagrange-Einstein-Systems

(2.101))-(2.105)) sowie dessen Formulierung mit den Teilen des Weyltensors
(2.112))-(2.115)) lasst sich bei Verwendung von Differentialformen erreichen.

Eine knappe Einfithrung zu Differentialformen findet sich in Anhang[A.]

2.6.1 Die Cartanschen Strukturgleichungen

In der Nicht-Koordinatenbasis {n®} werden dreidimensionale Riemannsche
Raume durch die ,,Metrik“ d,, beschrieben. Wie im Anhang gezeigt wird,

43 Hier und im Folgenden erstreckt sich die Summe stets iitber n =0...3.
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ist der affine Zusammenhang %, in dieser Basis nicht symmetrisch in den
unteren Indizes. Neben den Zusammenhangsformen w®, = 7,1 kénnen die
Torsions- und die Kriimmungs-Zweiform, T und €%, als

1
2

T = -T%n" An° und QY = -RY M An° (2.221)
definiert werden. Dabei sind 7%, = v%,. — v, — 20, der Torsionstensor und
R%, , der Riemanntensor in Nichtkoordinaten-Basis, sieche dazu auch NAKA-

HARA |(1990), Kap. 7.8.

Die Berechnungen in den letzten Abschnitten wurden fiir verschwindende
Torsion angestellt. Bei nichtverschwindendem Torsionstensor werden die Aus-
driicke komplizierter. Sie kénnen dann nicht mehr einfach aus den Groéfien der
Einsteinschen Relativitatstheorie in der Koordinatenbasis durch Transforma-
tion hergeleitet werden, sondern miissen iiber die allgemeinen Ausdriicke der
Differentialgeometrie definiert werden.

Die Geometrie dreidimensionaler Hyperflichen wird im Allgemeinen be-
schrieben durch die Cartan-Strukturgleichungen

Wy twy, = 0 (2.222)
dn® +w'yAn® = T° (2.223)
dw” + W' AW = QY (2.224)

Dabei wird als Nullte Cartan-Strukturgleichung bezeichnet. Sie ist die
Bedingung dafiir, dass der affine Zusammenhang metrisch ist@ Zusammen
mit der Ersten Cartangleichung reproduziert sie den affinen Zusam-
menhang 7%,., wihrend die Zweite Strukturgleichung den Riemann-
tensor RY, ,; festlegt. Die Cartan-Strukturgleichungen lassen sich somit als
Definition eben dieser 7%, und R%,, an den Anfang der Uberlegungen stel-
len und daraus die geometrischen Eigenschaften des Raumes bestimmenﬁ

Die Cartangleichungen ([2.222))-([2.224]) gelten im Fall eines nichtverschwin-
denden Torsionstensors 7% . # 0. Im folgenden soll aber stets, wenn nicht

anders angegeben, der torsionsfreie Fall 7% = 0 betrachtet werden. Hier gilt

441n Anhang finden sich Berechnungen zum schon bei der Einfithrung der Coframes
erwihnten Fall Gy, # d4p. Durch die alternative Form der Nullten Cartangleichung
dndern sich sowohl die tensoriellen Ausdriicke fiir die Feldgroflen als auch derjenige der
kovarianten Ableitung.

45 Andersherum kann aber auch gezeigt werden, dass die Strukturgleichungen ebenso bei
der Transformation von den bekannten Ausdriicken in der Koordinatenbasis eines me-
trischen Raums zur Nichtkoordinaten-Basis gelten.
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wie im letzten Abschnitt
Cabc - P)/a[bc] (2225)

Eine noch einfachere Form nehmen die Strukturgleichungen nach der
Einfithrung der totalen duflere Ableitung D® einer tensorwertigen p-Form
® vom Typ (1,1) an, siche STRAUMANN |(1984), Kap. 5.8. Diese besitzt die
Komponenten

(D®)*, = dP + w”, A D¢ — wy A D, (2.226)

Die totale duBlere Ableitung D® ist dann eine (p+1)-Form vom Typ (1,1).
Allgemein werden fiir tensorwertige Formen vom Typ (r,s) r Terme der obi-
gen Form addiert und s Terme subtrahiert[™| Fiir den Spezialfall einer ten-
sorwertigen Nullform geht die totale &uflere Ableitung iiber in die kovariante
Ableitung, (D®)*, = ®, .n°. Diese hat die Komponenten

Dy = DY+ 77 @Y — 70 (2.227)

Insbesondere kann jeder Tensor aufgefasst werden als Komponentenmatrix
einer Nullform. Die Nullte Strukturgleichung (2.222)) vereinfacht sich mit
dieser Definition wegen

Déay = 5bcwca - 5acwcb = —Wy, — Wap (2228)
zu der sehr kompakten Gleichung]™|
Dby, =0 (2.229)
Die torsionsfreie Erste Strukturgleichung (2.223]) lautet mit derselben Defi-
nition
Dn*=0 (2.230)

Die Zweite Strukturgleichung lésst sich nicht in einer solch einfachen Form
schreiben, da die Zusammenhangsformen w®, nicht tensorwertig sind.

Die Analogie der Kriimmungs-Zweiform in Cartan-Schreibweise zum Rie-
manntensor in der Differentialgeometrie wird besonders deutlich, wenn sie

46 Der Beweis, dass D® allgemein eine tensorwertige (p+1)-Form ist, wird hier nicht aus-
gefiihrt. Siehe dazu Kapitel 5.8 in STRAUMANN |(1984).

4"Wie in den vorangegangenen Abschnitten sind hier orthonormale Basen gewihlt. Fiir
allgemeinere Basen, d.h. fiir d,, — Ggyp ist an dieser Stelle sehr schon zu sehen, dass
(2.229) nichts anderes ist als die Bedingung Gy = 0 fiir einen metrischen Raum.
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analog zum Riemanntensor R%, ,to = (V.V4— V4V,.)t, definiert wird als
DDt, = — (dw®, + w. Aw€) t, = —Q%1, (2.231)

Hier ist t, eine vektorwertige Null- oder Einsform. Die Antisymmetrisierung
erfolgt dabei automatisch durch das duflere Produkt, das durch zweimali-
ges Anwenden der totalen dufleren Ableitung entsteht. Diese Definition ist
natiirlich der Zweiten Strukturgleichung Aquivalent und gibt die bekannte
Form des Riemanntensors in der Nichtkoordinatenbasis wieder. Wird sie also
auf eine Differentialform angewendet, so kann immer die einfachere Schreib-
weise mit DD(.) verwendet werden. Insbesondere ist, wie gleich zu sehen sein
wird, DDn® = 0 die erste Bianchi-Identitéit, mit Torsion DDn* = DT*.

Die Bianchi-Identititen

Die totale &ulere Ableitung der Ersten und Zweiten Strukturgleichung resul-
tieren in den Bianchi-Identititen ¢* R’ ;,; = 0 und ™R )
driickt im Cartan-Formalismus. Dass nach dem (341)-Split iiberhaupt drei-
dimensionale Bianchi-Identitdten der obigen Form gelten, muss bei dem in

= 0, ausge-

dieser Arbeit verwendeten Zugang strenggenommen erst noch gezeigt werden.
Das ist aber recht einfach moglich, indem die fiir die Reduktion von 4 R’ Kl
auf @R usw. hergeleiteten Formeln in die vierdimensionalen Bianchi-
Identitédten eingesetzt werden. Aufgrund der Symmetrie des Expansionsten-
sors verschwinden die entstehenden Zusatzterme, und es entstehen Bianchi-
Identitaten der vertrauten Form. Werden die (dreidimensionalen) Cartan-
gleichungen als Definitionen benutzt, ist klar ersichtlich, dass obige Bianchi-
Identitaten gelten miissen.

Die totalen dufleren Ableitungen der Cartan-Strukturgleichungen ([2.223))
und ([2.224]) nehmen fiir verschwindende Torsion folgende einfache Form an,
vgl. NAKAHARA |(1990)) S. 246,

DDn* = 0 (1. Bianchi-Identitét) (2.232)
DQY =0 (2. Bianchi-Identitat) (2.233)

Eine dquivalente Schreibweise der Ersten Bianchi-Identitéat ist
QAN =0 (2.234)

Im Fall eines nichtverschwindenden Torsionstensors werden die beiden Bianchi-

Identitaten zu
DDn* =DT* und DQY =0 (2.235)
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2.6.2 Die Newtonschen Gleichungen

Vor dem Ubergang zu den relativistischen Gleichungen sei an die Form des
Lagrange-Newton-Cartan-Systems (2.23] [2.24]) erinnert, d.h. des LNS in der
Sprache der Differentialformen,

SapdfEAdfe = 0 (2.236)
%eabcdf“ AdfPadfe = <A — 47TG£> d’f (2.237)

Nachdem die Gezeitenform
.. 1
E'=df* — 3 (A — 4nGp)d f* (2.238)

eingefiihrt worden war, war es moglich, die alternative Form (2.35)), (2.36))
anzugeben,

SapE NdfP = 0 (2.239)
€€ NAfPAdfC = 0 (2.240)

2.6.3 Die Einsteinschen Gleichungen

Die weiter vorne eingefiihrten Cartanschen Coframes n* = 7% dX*® wer-
den auch Deformations-Einsformen genannt und bilden iiber die Cartan-
schen Strukturgleichungen eine Nichtkoordinaten-Basis des dreidimensiona-
len Raumes. Die in dieser Arbeit benutzte Metrik ist, ausgedriickt durch die
Deformationsformen

g = d,n" ©n' (2.241)

Die Nichtkoordinaten-Indizes a, b, ... werden gehoben und gesenkt durch §?
bzw. d,,. Die Expansions-Einsform ist definiert durch die Paralleltransport-
Gleichung (Fermi-Transport),

0 =0%n" =7 =" dX" (2.242)

Die Zusammenhangs-Einsform w? = v%,n° und die Kriimmungs-Zweiform
Q% = R%..n° A n° als geometrischen Groflen werden von den Cartanschen

Strukturgleichungen ([2.222))-([2.224)) festgelegt und sind daher prinzipiell durch
die Deformations-Einsform als einziger Variable ausdriickbar.

Das invariante Volumenelement eines metrischen Raumes kann mit Hil-
fe des Hodgeschen Dualitdtsoperators (Sternoperators) beschrieben werden
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durch

x1= geilimdx“ Adz” Ada® = \/gda' Ada® A da? (2.243)

d.h. im hier betrachteten Fall ist
AP AD = JdXAdX2AAXE = Jd*X (2.244)

Die einzig durch die Deformations-Einsform ausgedriickten Gleichungen des

Lagrange-Einstein-Systems ([2.101))-(2.105) nehmen damit folgende Form an,

Sa® Am® = 0 (2.245)
€ AMP AR = (=87Gp+20JT)d*X (2.246)
€ DN AN = (2.247)

sowie

1
il A AT+ e A A = (A5G + M) 8, = TR, X (2.248)

wobei der 3-Riccitensor durch die Kriimmungs-Zweiform (und dadurch prin-
zipiell ebenfalls durch die Deformations-Einsform) ausgedriickt werden kann,

R*m* An® An¢ = 0"Q%, An¢ — 6%, A’ (2.249)

Mit Hilfe des Dualitéatsoperators sind konnen nun auflerdem Einsformen
fir die Teile des Weyltensors eingefiihrt werden. Der elektrische (Gezeiten-)
und der magnetische Teil sind

1
E" = i — 2 (A~ 4nGp)n" (2.250)
H* = *(5,,Dn°An?)n’ (2.251)

Die Gegenstiicke zu den Gleichungen ([2.112)-(2.115)) sind dann in der Sprache

der Differentialformen

SaE AR’ = 0 (2.252)
cacB°ANP AR = 0 (2.253)
SapH A" = 0 (2.254)
e H AP AT = 0 (2.255)

An dieser Stelle sollen die Gezeitengleichungen genauer betrachtet wer-
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den, d.h. das durch den elektrischen Teil des Weyltensors beschreibbare Un-
tersystem der Einsteinschen Gleichungen, ([2.245)) und ([2.246)). Diese reduzie-
ren sich fiir den Fall exakter, d.h. integrabler, Deformations-Einsformen

n® = n%dX"* = fi.dx* (2.256)

direkt auf die aus der Newtonschen Theorie bekannten Gleichungen (|2.236))
und . Bei Anwendung des so definierten geometrischen Grenzwerts
auf die magnetische Einsform (2.251)) verschwindet diese identisch, da die
Expansions-Einsform ©% = 0 sich auf den Newtonschen Geschwindigkeits-
gradienten V@ = f“lkka = v“vbnb reduziert. Durch die Symmetrie der
partiellen Ableitungen ist dann

VH® = 6,6y " =0 (2.257)

2.7 Zusammenfassung

Die Rekapitulation der Definition und Herleitung der Newtonschen Zel’dovich-
Néherung in Abschnitt erlaubte es, das Verfahren konsistent und ef-
fektiv auf den allgemeinrelativistischen Fall zu iibertragen. Ausgehend vom
Lagrange-Newton-System, in dem die Komponenten des Abweichungsfeldes
die alleinigen dynamischen Variablen darstellen, wurde hier Schritt fiir Schritt
die allgemeine Losung der Storungsrechnung erster Ordnung abgeleitet und
auf die Zel’dovich-Nédherung eingeschrankt.

Im Zuge der relativistischen Verallgemeinerung wurden in[2.3|zunéchst die
Einsteingleichungen in Lagrangeschen mitbewegten Koordinaten aufgestellt.
Ausgehend von diesen so genannten ADM-Gleichungen wurde das Lagrange-

Einstein-System (2.101])-(2.105]) entwickelt, in welchem einzig die Komponen-

ten von Cartans Coframes als dynamische Variablen auftreten. Es wurde die
alternative Formulierung — mit dem elektrischen und magneti-
schen Teil des Weyltensors ebenso diskutiert wie der Newtonschen Grenzfall
exakt integrierbarer Coframes. Ebenso noch in diesem Abschnitt wurde mit

(2.125))-(2.129)) ein abgeschlossenes hierarchisches System an Entwicklungs-

gleichungen fiir die kosmologischen Feldvariablen angegeben.

In Abschnitt leitete ich das Stérungsschema erster Ordnung sowohl
fiir das Lagrange-Einstein-System des vorhergehenden Abschnittes als auch
fiir die beiden Teile des Weyltensors ab. Ausgehend von einer allgemeinen
Losung fiir den Spurteil des Lagrange-Einstein-Systems in erster Ordnung

ergab sich mit (2.174)) den Ausdruck fiir die Coframes, der im folgenden Ab-
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schnitt die Definition der relativistischen Zel’dovich-Néherung erlaubte.

Nun konnte ich in Abschnitt [2.5]eine relativistische Erweiterung der gefei-
erten Zel’dovich-Ndherung sauber definieren, denn nach meiner Auffassung
besteht die , Approximation ,RZA‘ [...] nun im exakten Bestimmen jeder
anderen Feldgrofie als ein Funktional der linearisierten Ldsung, ohne jegli-
che weitere Naherung oder Vernachléssigung hoherer Ordnungen®, siehe Ab-
schnitt 2.5.1] Mit Hilfe der entsprechend der Definition gebildeten Coframes
und wurden nichtlineare Ausdriicke fiir die Feldvariablen an-
gegeben und die Nidherung auf den Fall eines flachen FLRW-Hintergrundes
angewendet.

Der Abschnitt [2.6] schlieBlich verdeutlichte die Analogie der Newtonschen
und relativistischen Betrachtungsweise noch einmal, indem beide Gleichungs-
systeme in der Sprache der Differentialformen ausgedriickt wurden.



Kapitel 3

Zur Statistik kosmischer Struk-
turen

Results concordant with the causes are of a type similar
to the same outcome and omnipresent [causes].
Freedom results are cessations attained through
appreciative discernment.

Buddhist Cosmology Teachings@

Durch das Untersuchen morphologischer Eigenschaften sowohl von Dich-
tefeldern als auch von Punktmengen lassen sich viele interessante Einblicke
in den Bildungsprozess von Strukturen gewinnen. Dabei erstrecken sich die
Skalen, auf denen Beobachtungen angestellt werden, von der Grofle einzel-
ner Nervenzellen in der Biologie bis hin zu einigen hundert Mpc im Fall
grofirdumiger Strukturen im Universum. Zur morphologischen Analyse sol-
cher Datenséitze werden zunéchst die Minkowskifunktionale besprochen, die
seit den 1990er Jahren auf vielen Gebieten erfolgreich angewandt werden. Da-
bei wird der Hauptaugenmerk auf der Implementierung dieser vier skalaren
MafBle mit Hilfe des Germ-Grain-Modells liegen. Mit dem daraus entwickel-
ten Programmcode werden anschlieend die Galaxienkataloge 2dFGRS und
SDSS analysiert. Beim Vergleich des SDSS-Datensatzes DR7 mit den LasDa-
mas Mock-Katalogen auf strukturelle Ubereinstimmung hin finden sich signi-
fikante Abweichungen der beobachteten Daten von den ACDM-Simulationen.
Als weitere Anwendung des Codes wird der SDSS DR7 auf Nicht-Gausssche
Anteile in den grofiriumigen Fluktuationen in der Galaxienverteilung hin un-
tersucht. Die Ergebnisse dieses Teils der vorliegenden Arbeit sind publiziert
in WIEGAND, BUCHERT und OSTERMANN ((2014).

3.1 Grundlagen und Vorgehensweise

Durch immer detailliertere Beobachtung der Galaxienverteilung auf immer
groferen Skalen konnten in den letzten Jahren einige neue grofirdumige Struk-
turen entdeckt werden (EINASTO et al. |[2011]; SyLos LABINI |[2011]; PARK

48 KoNGTRUL |(1995), S. 71.
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et al. [2012]; CLOWES et al. [2013]; KEENAN, BARGER und COWIE |[2013];
WHITBOURN und SHANKS |[2014]). Um diese Beobachtung zu stiitzen, sind
robuste statistische Werkzeuge notig (vgl. NADATHUR |[2013]; NADATHUR
und HoTcHKISS |[2014), und die Referenzen darin).

Die Integralgeometrie bietet zu diesen Analysen einen mathematischen
Rahmen und liefert die notwendigen Werkzeuge. Denn nach dem Satz von
HADWIGER|(1957) geniigen vier skalare Mafle, die so genannten ,, Minkowski-
funktionale“, um eine Struktur im dreidimensionalen Raum morphologisch
vollstéindig zu bestimmen{™)]

Sei R die Klasse der Untermengen von E?, die aus einer endlichen Vereini-
gung geschlossener beschrinkter konvexer Untermengen von E?, im Folgen-
den Korper genannt, gebildet werden kann. Jedes additive, bewegungsinva-
riante und bedingt stetige Funktional F auf Untermengen A C E¢ A € R,
ist dann eine Linearkombination der d + 1 Minkowskifunktionale,

F(A) = caValA) (3.1)

Der Satz von Hadwiger besagt also, dass d + 1 mathematische Mafle be-
stimmt werden miissen, um die Struktur einer Punktmenge in d Dimensionen
vollstdndig morphologisch zu analysieren. Im hier betrachteten Anwendungs-
fall dreidimensionaler Punktmengen bedeutet dies das Berechnen von vier
Minkowskifunktionalen.

(1) (2) (3)

001-Q -

Abbildung 3.1: Zu sehen sind die Eigenschaften der Minkowskifunktionale:
(1) Additivitét, (2) Bewegungsinvarianz, (3) Bedingte Stetigkeit.

49Tm Folgenden wird eine kurze Zusammenfassung der mathematischen Grundlagen zur
Einfiihrung und Interpretation der Minkowskifunktionale sowie einiger Anwendungen
gegeben. Dem Leser werden als Referenz insbesondere HADWIGER |(1957)| sowie im Hin-
blick auf die Anwendung auf Galaxienkataloge speziell MECKE, BUCHERT und WAGNER
(1994) und MECKE und WAGNER |(1991 )| empfohlen.
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Wie dem Satz auflerdem zu entnehmen ist, haben die Minkowskifunktio-
nale drei wesentliche Eigenschaften, siehe Abbildung die spéater bei der
Berechnung von Nutzen sein werden "]

1. Additivitat.

Werden je zwei Korper A und B vereinigt, A, B € R, so gilt

Vo(AUB) =V, (A)+ V,(B) = V(AN B) (3.2)

2. Bewegungsinvarianz

Der Wert eines Funktionals V,(A) ist unabhéngig von der Lage des
jeweiligen Korpers im Raum, d. h. von Ort und Ausrichtung. Fiir alle
Translationen und Drehungen ¢ gilt

Va(gA) = Va(4) (3.3)

3. Bedingte Stetigkeit

Fiir eine Folge konvexer Korper A,, € R mit A, — A € R fiir grofe n,
gilt
Va(A,) — Vo (A) (3.4)

Eine explizite Darstellung der Minkowskifunktionale sowie ihre Deutung
in drei oder weniger Dimensionen liefert der aus der Berechnung von z.B.
Triagheitsmomenten wohlbekannte Satz von Steiner (vgl. WEIL |[2000], S. 99;
sowie MANGOLDT und KNOPP [1990], S. 418 zu den Trégheitsmomenten),
mit dessen Hilfe sich das Volumen eines zu einem kompakten konvexen Kérper
K in einem Abstand e parallelen Korpers K, bestimmen lédsst. Der ebenfalls
konvexe Korper K, bestehe also aus allen Punkten innerhalb eines Abstandes
von hochstens € zu K, sein Volumen ist dann durch eine Linearkombination
der Quermafintegrale W, (K),a =0,...,d gegebenf_rl

d

Vi) =3 (1) Wt (35

a=0

50 Zu Details siche HADWIGER |(1957), eine graphische Darstellung #hnlich der hier gege-
benen findet sich bei KERSCHER et al. (1997).

51 Die von Minkowski urspriinglich eingefiihrten Quermafintegrale W, (K) im Satz von
Steiner unterscheiden sich dabei lediglich um einen Vorfaktor von den im Satz von
Hadwiger verwendeten Minkowskifunktionalen, siche dazu Tabelle[3.2]in Abschnitt
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Abbildung 3.2: Parallelkorper in zwei und drei Dimensionen. Links eine Linie,
deren Parallelkorper fiir d = 2 ein abgerundetes Rechteck ist, in der Mitte
ein entsprechendes Quadrat. Rechts fiir d = 3 die Ecke eines Wiirfels.

Das Konzept der Parallelkérper wird in Abbildung veranschaulicht.
Der Parallelkorper einer Linie der Lange ¢ setzt sich aus zwei Rechtecken der
Breite € und zwei Halbkreisen mit entsprechendem Radius zusammen. Er hat
das (zweidimensionale) Volumen

Ve Linie = 2 - le + 2 - g62 = 0" + 20e! + 7e?
Fiir den Parallelkorper des Quadrats gilt entsprechend in zwei Dimensionen
Ve Quadrat = £ +4 - le + 4 - 262 = (20 + 4le' + 7é?

Im dreidimensionalen Fall des Wiirfels mit Kantenlénge ¢ setzt sich der Par-
allelkorper zusammen aus dem Wiirfel selbst, sechs Quadern mit quadrati-
scher Grundfliche und Hohe e, drei Kreiszylindern sowie einer Kugel (acht
Oktanten an den Ecken des Wiirfels) mit Radius e,

Ve Wiirfel = B4+6-1Pe+12- 2562 + 8- %WEB = 036% + 6% + 3nle® + 4%63
Am Beispiel des Wiirfels lédsst sich in drei Dimensionen bereits die geometri-
sche Deutung der ersten beiden Minkowskifunktionale veranschaulichen. W}
ist hier das Volumen des Wiirfels, W, seine Oberfliche. Zu den Minkowski-
funktionalen gehoren neben diesen einfachen geometrischen Gréfien auch die
integrale mittlere Kriimmung einer Struktur sowie ihre Eulercharakteristik,
eine aus der Topologie bekannte Grofle, die den Zusammenhang einer Struk-
tur beschreibt.
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Die folgenden Uberlegungen sollen auf den dreidimensionalen Fall be-
schrinkt werden, der alle in dieser Arbeit betrachteten Anwendungen ab-
deckt. K und K, seien nun also kompakte konvexe Koérper in E?, deren re-
gelmiBige Rinder 0K und 0K, zweidimensionale Fliichen, 0K, 0K, € C?. Der
Korper K besitze aulerdem die Hauptkriimmungsradien R; und R,. Dann
ist nach MECKE, BUCHERT und WAGNER |(1994)| seine Oberflache gegeben

durch
oK S2

Die Kriimmungsradien fiir K, sind R; + ¢ und R, + €, so dass sich die Ober-
fldche entsprechend zu

F. = / (Ri+€)(Ry + €)do = F + 2He + Gé (3.7)
S2

berechnet. Dabei ist H die mittlere integrale Kriimmung und G die mittlere
Gaufische Kriitmmung von 0K, die iiber G(K') = 4mx(K) mit der Eulercha-
rakteristik zusammenhéngt,

1 1 1 1
H=- — + — | df und G:/ d 3.8
2/8K (Rl Rz) / o iRy / (38)

Wird nun das Volumen V(K,) berechnet, so ergibt sich wegen y(K) =1
und G(K) = 4 fiir einen einzelnen konvexen Kérper folgende dreidimensio-
nale Form der Steinerschen Formel (3.5) (MECKE, BUCHERT und WAGNER
[1994)),

‘ 4
V.=V + / Fudd = Ve + Fet + He® + ?”63 (3.9)
0

In drei oder weniger Dimensionen erlauben die Minkowskifunktionale also
eine einfache geometrische Interpretation, die in Tabelle [3.1] dargestellt wird.

d 1 2 3
Wo Lénge Flache Volumen
W1 Eulercharakteristik Umfang Oberfléche
Ws - Eulercharakteristik Integrale mittlere Kriimmung
W3 - - Eulercharakteristik

Tabelle 3.1: Geometrische Deutung der Funktionale in d Dimensionen

In der Vergangenheit wurde zunéchst die FEulercharakteristik bzw. der
damit verwandte Genus genutzt, um die Topologie von Dichtefeldern sowie
Punktmengen zu analysieren (MELOTT|[1990], und Referenzen darin). Heute
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werden die vier Minkowskifunktionale neben weiteren seit vielen Jahren ge-
briuchlichen Methoden wie den Zwei-Punkt-Korrelationsfunktionen (PEE-
BLES |[1980; DAvis und PEEBLES [[1983]; BAHCALL und SONEIRA [1983])
mit groffem Erfolg in der statistischen Physik eingesetzt, siche dazu MECKE
und WAGNER |(1991)| sowie die Lecture Notes von KERSCHER |(2000) und
MECKE |(2000). Thr grofler Vorteil besteht vor allem darin, dass sie deutlich
mehr Informationen beinhalten und damit bessere Diskriminatoren darstel-
len als z.B. die erwéhnte Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion (MARTINEZ et al.
11990|; BUCHERT und MARTINEZ |[1993]).

Bisher wurden lediglich konvexe Korper betrachtet. Die gegebenen Be-
ziehungen lassen sich aber auf den Fall solcher Strukturen verallgemeinern,
die bei der Vereinigung konvexer Kérper entstehen, sieche dazu MECKE, BU-
CHERT und WAGNER |(1994). Wie im vorhergehenden Absatz erwéhnt, spielt
gerade die Eulercharakteristik in der statistischen und Astrophysik eine wich-
tige Rolle, in Abbildung ist sie daher fiir eine Struktur dargestellt, wie
sie aus der Vereinigung dreier konvexer Korper, hier Kugeln, entsteht. All-
gemein gilt: Schneiden sich zwei Kérper A und B nicht, AN B = @, ist die
Eulercharakteristik der enstehenden Struktur x(A U B) = 2. Sobald sich A
und B aber schneiden, AN B # &, gilt x(AU B) = 1. So berechnet sich fiir
eine Struktur, die aus zwei konvexen Korpern A und B gebildet wird, die
Eulercharakteristik zu

X(AU B) = x(A) + x(B) = x(AN B) (3.10)

fiir drei Korper wird die Beziehung schon zu

X(Ky U Ky U K3) = 23:)(([(2-) =) XK N KG) + x (K1 N KN Ks) (3.11)

i=1 i<j

(1) (2) (3)

Abbildung 3.3: Die Eulercharakteristik fiir drei verschiedene Strukturen. So
ist x = 3 (links), y = 0 (Mitte) und x = 1 (rechts).
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Die Minkowskifunktionale komplexer Strukturen sind somit globale Mafe,
die wegen ihrer Additivitét effektiv aus lokalen Beitrdgen aufsummiert wer-
den konnen. Sie sind dariiber hinaus numerisch robust (MECKE, BUCHERT
und WAGNER |[1994]) und gehoren damit zu den effektivsten Werkzeugen,
wenn es darum geht, vermessene Strukturen mit Simulationen zu vergleichen
und so unser Versténdnis von der Strukturbildung im Universum zu testen.

Das Einsatzgebiet der Strukturanalyse mit Hilfe der Minkowskifunktio-
nale reicht von der Untersuchung von Nervenzellen (BEISBART et al. |[2006]),
von Polymerschmelzen in der Festkorperphysik (HUTTER |[2003]), bis hin zur
Analyse von Strukturen im Universum (KERSCHER et al. |[1997]; SCHMAL-
ZING und BUCHERT |[1997]; SCHMALZING und DIAFERIO [2000]; SCHMAL-
ZING et al.|[1999]} KERSCHER et al.|[2001][1]; KERSCHER et al. |[2001}[2]} NA-
KAGAMI et al. |[2004]; HIKAGE et al. [[2003]) und des kosmischen Mikrowel-
lenhintergrundes (SCHMALZING und GORSKI |[1998]; Novikov, FELDMAN
und SHANDARIN [1999]; NOVIKOV, SCHMALZING und MUKHANOV [[2000];
SCHMALZING, TAKADA und FUTAMASE |[2000]; HIKAGE, KOMATSU und
MATSUBARA |[2006]; HIKAGE und MATSUBARA |[2012]). Gerade auf Gebie-
ten, in welchen die Dichtekontraste gering sind, kommen Minkowskifunk-
tionale zum Einsatz. Als Beispiel hierzu kann das Auffinden filamentartiger
Strukturen dienen, wie sie etwa in Arbeiten iiber die im vorherigen Kapi-
tel beschriebene Zel’dovich-Néherung vorhergesagt (ARNOL’D, SHANDARIN
und ZEL’'DOVICH [1982]; DOROSHKEVICH et al. [1997]) und in N-Kérper-
Simulationen bestétigt wurden (MELOTT und SHANDARIN |[1990]; JENKINS
et al. |[1998]).

Das Hauptaugenmerk dieses Teils der vorliegenden Arbeit richtet sich
daher auf das Entwickeln und Bereitstellen eines Werkzeuges zur Analy-
se grofiriumiger Strukturen im Universum und den damit einhergehenden
Vergleich mit géngigen Simulationen. Obwohl sich fiir eine Weiterentwick-
lung der Theorie der Minkowskifunktionale zahlreiche interessante Themen-
bereiche anbieten, etwa die Verallgemeinerung auf vektor- und tensorwertige
Minkowskifunktionale (wie in BEISBART und BUCHERT |[1998]; BEISBART,
VALDARNINI und BUCHERT |[2001]; BEISBART et al. [2002]), ist das nicht
Ziel dieser Arbeit. So wird im néchsten Abschnitt nach dem Besprechen des
Germ-Grain-Modells ziigig auf die Berechnung der Funktionale bei gegebe-
nen Datenmengen iibergeleitet. Mit einem Programmcode CHIPMINK zur
morphologischen Analyse von Punktmengen wird ein entsprechendes Werk-
zeug eingefiihrt, die Umsetzung sowie Anwendung erldutert sowie dem Leser
auf der der gedruckten Version dieser Arbeit beiliegenden CD zur Verfiigung
gestellt.



76 3. Zur Statistik kosmischer Strukturen

3.2 Die Implementierung der Minkowskifunk-
tionale

Die meisten der géngigen Anwendungen, in welchen Strukturen analysiert
werden sollen, beruhen auf der beobachteten oder simulierten Verteilung
von Punkten, iiblicherweise im dreidimensionalen Raum. Derartige Struktu-
ren konnen mit Hilfe des im Folgenden vorgestellten Programmcodes CHIP-
MINK (Code for High-speed Investigation of Partial Minkowski Functionals)
untersucht werden. Die dabei umgesetzte, von MECKE, BUCHERT und WAG-
NER ((1994) vorgeschlagene Methode zur Implementierung der Minkowski-
funktionale ist schon fiir kleine Datensétze numerisch stabil, denn sie basiert
auf der Additivitdt der Funktionale. Dadurch lassen sich sowohl lokale als
auch globale Informationen iiber die Morphologie der aus der betrachteten
Punktmenge entstehenden Strukturen gewinnen.

3.2.1 Das Germ-Grain-Modell

Die im vorhergehenden Abschnitt vorgestellten Minkowskifunktionale sind
fiir ausgedehnte Korper definiert. Um sie zur Analyse von Punktmengen,
wie sie z.B. in Galaxienkatalogen vorliegen, nutzen zu kénnen, muss aus den
vorhandenen Punkten eine Struktur gewonnen werden. Die beiden iiblichen
Methoden hierfiir sind die Konstruktion von ., excursion sets“ wie Isodichte-
konturen®? und das Verwenden von Germ-Grain-Modellen.

Germ-Grain-Modelle verallgemeinern in natiirlicher Weise die klassischen
Booleschen Kornmodelle, bei denen den strukturbildenden Samen ein Poisson-
Prozess zugrunde liegt, auf eine grofierer Klasse von Punktprozessen (HA-
NISCH [1981]; STOYAN, KENDALL und MECKE [[1987]; HEINRICH |[1992]).
Das im Folgenden vorgestellte Germ-Grain-Modell wurde zusammen mit den
Minkowskifunktionalen von MECKE, BUCHERT und WAGNER |(1994)|in die
Kosmologie eingefiihrt, siche auch BUCHERT |(1995) und SCHMALZING, KER-
SCHER und BUCHERT |(1995)| fiir ein Tutorial. In den folgenden Jahren wurde

52Das Untersuchen von geglitteten Isodichtekonturen ist bei der Berechnung von Min-
kowskifunktionalen eine gebrauchliche Vorgehensweise und wurde zur Analyse von Ga-
laxienkatalogen und Simulationsdaten angewandt von z.B. PLATZODER und BUCHERT
(1996); SCHMALZING und BUCHERT |(1997); SAHNI, SATHYAPRAKASH und SHANDARIN
(1998); SATHYAPRAKASH, SAHNI und SHANDARIN |(1998); SCHMALZING et al. |(1999);
HIKAGE et al. |(2003); NAKAGAMI et al. [(2004); CHOI et al. |(2013); BLAKE, JAMES
und POOLE [(2014)| Hierbei wird die Punktverteilung in ein kontinuierliches Dichtefeld
»geglattet* und ein Dichteschwellwert festgelegt. Die Flidchen, an denen das Feld diesen
Wert aufweist, bilden dann die Oberfliche der zu untersuchenden Struktur.
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es vor allem von Martin Kerscher weiterentwickelt und zur Analyse von Ga-
laxienkatalogen eingesetzt (KERSCHER et al. [[1997]; KERSCHER et al.
KERSCHER et al. [1998]; KERSCHER [1999]; KERSCHER et al. [2001][1]; KER-
SCHER et al. |[2001][2]). Bisher wurden Germ-Grain-Modelle hauptséchlich
dazu benutzt, verschiedene Datensitze miteinander zu vergleichen. Durch
die vollstéindige morphologische Beschreibung etwa der Galaxienverteilung in
einem gegebenen Datensatz gilt: Unterscheiden sich die Minkowskifunktio-
nale zweier Datensétze, stellen diese morphologisch verschiedene Strukturen
dar (KERSCHER et al. [1998]). In WIEGAND, BUCHERT und OSTERMANN
werden die Eigenschaften des Germ-Grain-Modells auflerdem dazu
benutzt, Informationen {iber die statistischen Eigenschaften der den unter-
suchten Datensétzen zugrunde liegenden Punktprozesse zu extrahieren, siche

auch Abschnitt 3.4.4]

Betrachtet wird zunéchst eine Menge von N Punkten {xi,...,xy} im
d-dimensionalen Euklidschen Raum, die z.B. eine Verteilung von Galaxien
darstellen kann. Jeder dieser Punkte z; wird mit einem Korn (,,grain®), hier

einer Kugel
B.(x))={z cE ||| x—x; |[<7} (3.12)

mit Radius r ,,verziert“ und bildet so den Samen (,,germ*) fiir die entstehende
Struktur. So entstehen durch Vereinigung der Kugeln komplexe Strukturen

A =B (x) (3.13)

die mit zunehmendem Kugelradius stéirker zusammenhéngen, siehe Abbil-

dung 3.4

(1) (2)

Abbildung 3.4: Germ-Grain-Modell. Fiir steigenden Radius r der um die
Punkte {x1,...,xy} gelegten Kugeln bilden sich komplexe Strukturen A,.

Diese Strukturen A, sollen auf ihre geometrischen und topologischen Ei-
genschaften hin untersucht werden, wobei der Radius r als diagnostischer
Parameter dient. Er definiert zu jedem Punkt x; eine Nachbarschaft, welche
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aus denjenigen Punkten x; besteht, deren Kugeln bei gegebenem Radius die
Kugel um x; schneiden. Die Zahl an Nachbarn variiert umso stérker, je in-
homogener die Punkte einer solchen Menge im Raum verteilt sind [

Da das Hauptaugenmerk der vorliegenden Arbeit in der Analyse beob-
achteter oder simulierter raumlicher Strukturen wie der Verteilung von Gala-
xien im Universum liegt, beschrinken sich die Uberlegungen in den folgenden
Abschnitten stets auf den dreidimensionalen Fall. In Tabelle kénnen nun
die Beziehungen zwischen den eingefiihrten Funktionalen wiedergegeben wer-

den P

I W, V., D,

0 % Wo Vo V/(%Fr3N)
1 F 3Wy 6V1 F/(47r?N)
2 H 3Ws 3rVa H/(4wrN)
3 G =4ny 3Ws 47V3 x/N

Tabelle 3.2: Zusammenhang der Minkowskifunktionale V,, mit den Querma-
Bintegralen W), aus dem Satz von Steiner fiir d = 3. Angegeben sind auflerdem
die reduzierten Minkowskifunktionale ®,,.

Zusiatzlich zu den V, und W, wurden in der Tabelle die reduzierten Minkow-
skifunktionale ®,(n) verwendet,
Vi (A) 4 4

.(n) = 7y Wit p=p_r

Al ; (3.14)

Dabei ist N die Anzahl der Datenpunkte, um die Kugeln gelegt werden, p
ihre Anzahl pro Volumeneinheit und V,(B,) das entsprechende Minkowski-
funktional einer einzelnen dieser Kugeln zum jeweiligen Radius. Insbesondere
ist die verwendete Variable n dimensionslos und bezieht die Dichteverteilung
mit ein. Das wird im Abschnitt angewendet, in welchem die Minkowski-
funktionale zu Datensétzen des Galaxienkatalogs 2dFGRS bestimmt werden.
Dort liegen Datensétze der nérdlichen sowie der siidlichen galaktischen Ebe-
ne vor, die entsprechend der Beobachtung leicht voneinander abweichende
Galaxiendichten aufweisen 7]

53 Fiir jeden Radius entsteht auf diese Weise eine Zahl an Clustern, wobei all diejenigen
Punkte als zugehorig zu einem Cluster bezeichnet werden, die durch eine Kette sich
schneidender Kugeln verbunden sind.

54 Die ersten drei Minkowskifunktionale stellen dabei geometrische GréBen dar, wihrend
die Eulercharakteristik eine topologische Grofe ist.

55 Natiirlich kénnen auch die reduzierten Minkowskifunktionale als Funktion des Kugelra-
dius aufgefasst und entsprechend dargestellt werden, siehe Abbildung
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Abgesehen vom Volumen sind im Germ-Grain-Modell die globalen Min-
kowskifunktionale auf der Oberfliche der Struktur lokalisiert und kénnen mit
Hilfe der so genannten Zerlegungsformel bestimmt werden (vgl. SCHMALZING
[1999]; SCHMALZING und DIAFERIO [2000]),

N N N
,o 1 1 y
Vin(4,) =D V0 +5 R += A (3.15)
i=1 ij=1 i,j,k=1

Hier gilt m = 1,2,3, V,,(f) bezeichnet den Beitrag der Kugel um x;, Vr,(fj)
und V%% sind die Beitrédge der Schnitte aus zwei bzw. drei Kugeln wie
z.B. die freie Oberfliche der Kugel um x;. Mit zunehmendem Radius verrin-
gert sich der Prozentsatz an freier Oberflache. Selbst die Schnittkreise, die
beim Schneiden zweier Kugeln entstehen, verschwinden teilweise im Inneren
der Struktur, wenn eine dritte Kugel beteiligt ist. Im folgenden Abschnitt
werden die sogenannten partiellen Minkowskifunktionale angewendet, um
Gestalt und Zusammenhang der Strukturen A, fiir verschiedene Radien r zu
bestimmen. Die Berechnung des Strukturvolumens Vj wird im iibernéchsten
Abschnitt beschrieben.

Im Vergleich zur Strukturuntersuchung mittels Isodichtekonturen offen-
baren sich einige wesentliche Vorteile des Germ-Grain-Modells:

1. Es lésst sicht robust und recht unkompliziert implementieren.

2. Es bietet ein analytisches Versténdnis vom Zusammenhang der durch-
schnittlichen Minkowskifunktionaldichten mit den Korrelationsfunktio-

nen, siehe Abschnitt [3.4.4]

3. Da sich die globalen Minkowskifunktionale aus lokalen Beitrégen zu-
sammensetzen, ist es moglich, aus der urspriinglichen Punktmenge Da-
tensdtze mit bestimmten Parametern zu filtern. So lassen sich Eigen-
schaften einzelner Teile der Struktur gezielt iiberpriifen (PLATZODER
und BUCHERT |[1996]).

Sowohl die niitzlichen Verbindungen zwischen den Minkowskifunktional-
dichten und den Korrelationsfunktionen als auch die Anwendung der Min-
kowskifunktionale bei Bildanalyseverfahren wurden in SCHMALZING |(1999)
besprochen, ein aktuelleres Beispiel findet sich etwa bei MANTZ, JACOBS
und MECKE |(2008).
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3.2.2 Die partiellen Minkowskifunktionale

Die Berechnung der Minkowskifunktionale im in dieser Arbeit vorgestell-
ten Programmcode basiert auf dem Zerlegungssatz (MECKE, BUCHERT und
WAGNER |[1994]) in der Form

- 1 g 1 )
W (x5 1) = W (r) — 5 > W) + 3 > W) (3.16)
i j<k,ki

Hier beschreiben bei gegebenem Kugelradius r die partiellen Minkowskifunk-
tionale WP (x;;r) mit m = 1,2, 3 alle Beitréige einer einzelnen Kugel zu den
globalen Funktionalen W,,(A,)F" Diese sind dann

Win(Ap) =Y WE™ (xi;7) (3.17)

i=1

Der Beitrag der unbedeckten Oberfliche einer Kugel mit Radius » um den
Punkt x; wird mit W, (r) bezeichnet, wihrend Wi )(T) den Beitrag des frei-
liegenden Schnittkreisbogens zweier Kugeln um die Punkte x;,x; darstellt.
Wik (r) ist demnach der Beitrag der freiliegenden Schnittpunkte der drei
Kugeln um x;,x;,x;. Die Faktoren 1/2 bzw. 1/3 treten dadurch auf, dass
sich jeweils zwei, resp. drei Kugeln die Schnittkreise und -punkte teilen. Gibt
es keine Schnitte mit anderen Kugeln, sind die entsprechenden Beitréige Null.

Schnitte mit Kugeln um andere Punkte treten lediglich bis zu einem
Mittelpunktsabstand des doppelten Kugelradius auf, weswegen die parti-
ellen Minkowskifunktionale die lokale Morphologie in einer wohldefinierten
Nachbarschaft gut wiedergeben. Die Minkowskifunktionale im Code CHIP-
MINK werden durch Summieren der partiellen Minkowskifunktionale im
Germ-Grain-Modell bestimmt. Dazu werden zunéchst zu den einzelnen Punk-
ten des Datensatzes Nachbarlisten erstellt, die jeweils diejenigen Punkte in
einem geringeren Abstand als den doppelten maximalen Radius bei Berech-
nung der Minkowskifunktionale enthalten. Auf diese Weise konnen auch grofie
Mengen an Daten in vergleichsweise kurzer Zeit bewéltigt werden.

Zur Berechnung der drei partiellen Minkowskifunktionale WP (x;; r) wird
die Struktur A, in lokale Strukturen A,; aufgeteilt, die um die einzelnen
Punkte des Datensatzes herum durch Schneiden mit benachbarten Kugeln

56 Bs wird der lateinische Index m verwendet, da der Zerlegungssatz lediglich die Funktio-
nale 1,2, 3 beschreibt. Die Berechnung des Strukturvolumens W wird zu einem spéteren
Zeitpunkt besprochen. Zum Zusammenhang der hier verwendeten W,,, mit den Minkow-
skifunktionalen in der Form V,,, siehe Tabelle
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entstehen. Die freiliegende Oberflache dieser lokalen Strukturen besteht so-
mit aus stiickweise aneinandergesetzten Segmenten von Kugeloberflichen mit
Kriimmungsradius r. An der Schnittfliche zweier Kugeln B, (x;)N B, (x;) tref-
fen sich diese Segmente an einem freiliegenden Kreisbogen A;; der Lénge /;;.
Drei sich schneidende Kugeln B,.(x;) N B,.(x;) N B,(x;) haben einen gemein-
samen Knotenpunkt, einen so genannten Vertex. Vertizes von vier oder mehr
sich schneidenden Kugeln treten nur selten auf, und haben vernachléssigbares
Gewicht.

Fiir jeden Punkt des Datensatzes ist mit steigendem Radius die um ihn
herum liegende Kugel zumindest teilweise von benachbarten Kugeln bedeckt.
Die partiellen Minkowkifunktionale fiir diesen Punkt ergeben sich aus Addi-
tion der Funktionale von unbedeckter Oberfliche, Bogenlédnge der Schnitt-
flachen und Beitrdgen der Vertizes. Dabei ist sicher zu stellen, dass diese
Beitriage bei der abschlieBenden Summation iiber alle Punkte nicht doppelt
gezahlt werden.

Wie aus Abbildung [3.5] ersichtlich wird, sind beim Schnitt zweier Kugeln
mit Radius r die Schnittkreislange und der Anteil an unbedeckter Oberfliche
(einer Kugel) gegeben durchE]

li; =2my\[r2 —d  sowie Ay = 2mr® +wrd = 7nr(2r + dy) (3.18)

Anhand des rechten Teils der Abbildung lasst sich die Lage der Schnitt-
punkte dreier Kugeln gut verdeutlichen. Da sie von allen Kugelmittelpunk-
ten denselben Abstand besitzen, liegen die beiden Vertizes auf derjenigen
Flachennormalen zu der aus den drei Mittelpunkten aufgespannten Fléche,
die durch den Umkreismittelpunkt lauft. Der Vertex positiver Flachennormale
wird Nordpol genannt, der andere Sﬁdpolﬁ

Bei der Betrachtung der unbedeckten Fliche beim Schnitt dreier Kugeln
zeigt eine einfache Uberlegung, dass zuniichst die bedeckten Oberfléichen der
beiden Schnitte einzeln von der Kugeloberfliche der betrachteten Kugel abzu-
ziehen sind, dann aber die doppelt abgezogene Fliche wieder addiert werden
miissen. Die zuviel abgezogene Fléache ist gerade das Kugelzweieck, dessen
beide Ecken die Vertizes des Dreifachschnittes sind.

5TDa der Abstand d;; im Intervall |0; 27| liegt, ist der Anteil an unbedeckter Fliche wie
erwartet aus dem Bereich |27r2; 4772], d.h. mindestens die Hilfte der Kugeloberfliiche
ist unbedeckt.

58 Da der Abstand eines Kugelmittelpunktes zum Nordpol gerade r betrigt, lisst sich des-
sen Hohe iiber der Ebene leicht durch zweifache Anwendung des Satzes von Pythagoras
bestimmen.
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'//

Abbildung 3.5: Schnitt von zwei bzw. drei Kugeln. Links verdeutlicht der
Schnitt von zwei Kugeln die entsprechende Berechnung von Schnittkreis und
nicht verdeckter Fliache, rechts die Draufsicht auf die Ebene, die beim Schnitt
von drei Kugeln durch die Kugelmittelpunkte aufgespannt wird.

Der Anteil an unbedeckter Oberfliche S; von dB; trigt zu den partiel-
len Minkowskifunktionalen wie folgt bei (MECKE, BUCHERT und WAGNER
11994])):

1

i 1 i i
W) =38, Wl =8, W)

1

Hierzu kommen die Beitrége der Bogenléngen ¢;; der Schnitte zweier Kugeln,
1

g . diil:
Wi(r) = —aiilyy . WiP(r) = i
2 ( ) 6 J=] 3 ( ) I ’}”2 — (d”/2)2

(3.20)

Dabei ist a;; der Winkel zwischen den Normalen von B, (x;) und B, (x;) ent-
lang der Bogen und d;; = ||x; —x;||< 2r der Abstand benachbarter Punkte. Zu
WP*(x;;r), der Oberflache, tragen die Bogen nichts bei. Dementsprechend
liefert ein unbedeckter Vertex auch nur einen Beitrag zur lokalen Eulercha-
rakteristik W3™ (x;; 7). Dieser berechnet sich aus dem Raumwinkel, den die
drei Flachennormalen am Vertex aufspannen, nach der Formel von 1'Huilier
durch (MECKE, BUCHERT und WAGNER |[1994]))

3 iik 2 a1 + oo + ag a1+ oo — Qg3
{tan (ZW3EJ )ﬂ = tan (f tan | —————

X tan (W) tan (_&1 +j2 i a3) (3.21)
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mit den Winkeln

() bl g oy el gyl
sin =-——— , sin =——, sin|l—)="—"——
2 2r 2 2r 2 2r
(3.22)
Die partiellen Minkowskifunktionale sind schlieflich
WP (xir) = W () (3.23a)
par oy _ ) 1 (i)
WPt xisr) = WRU() — 5 3 WeY () (3.23D)
J#
. 1 .
ar . — (4) (U z]k
WP (x;;r) = Wi (7’)—§ZW3 +— > ZW3 ) (3.23¢)
J#i j<k k#i k=1

Die Summationen erstrecken sich hierbei stets nur iiber die Anzahl N; der
zu x; benachbarten Punkte, d.h. iiber alle {j € {1,..., N}||x; — x;||< 2r}.

Die globalen Minkowskifunktionale und ihre Dichten sind dann

N

N
1
Wi (A) = Z WPHE(x;7r) Wy, = NV Z WP (x;;7) (3.24)
i=1

=1

mit der Summation iiber die Anzahl N an Punkten in der Katalogmaske mit
dem Volumen V, bzw. ausgedriickt durch die v,,, vgl. Tabelle [3.2]

A (3.25)
U1 = 2w1 ; U1 = 7TUJ2 ; U3 = 47rw3 .

3.2.3 Die Behandlung der Rinder

Die Familie der Minkowskifunktionale erlaubt eine vollstéandige Behandlung
der Maskenrénder geméfl der Formel

._\

w%%VAmD Z()urzﬁﬁ (3.26)

v=0

Hier sind V,, die Minkowskifunktionale und v, ihre mittleren Dichten, D be-
zeichnet die Rénder, d.h. die Geometrie der Katalogmaske (siche den Review
KERSCHER [2000], und die Referenzen darin; fiir ein Beispiel s. KERSCHER,
SCHMALZING und BUCHERT |[1996]; fiir eine Anwendung auf Galaxienkata-
loge KERSCHER et al. [1997]). Zur Korrektur der Rdnder benétigt man nach
dieser Formel den vollen Satz an Funktionalen, einzelne Funktionale lassen
sich nicht individuell korrigieren.



84 3. Zur Statistik kosmischer Strukturen

Um derartige Randkorrekturen oder kiinstliche Annahmen wie periodi-
sche Randbedingungen zu vermeiden, werden bei der Berechnung im Code
CHIPMINK nur solche Punkte verwendet, die vom Rand der Maske einen Ab-
stand von mehr als dem doppelten aktuellen Kugelradius haben (s. Abb. .
So ist fiir jeden gewéhlten Punkt die Beriicksichtigung aller méglichen Schnit-
te gewdhrleistet. Dabei geschieht das Einriicken sukzessive mit steigendem
Radius, es wird also immer die maximal mogliche Anzahl an Punkten in die
Berechnung einbezogen.

Abbildung 3.6: Zur Berechnung der partiellen Minkowskifunktionale. Vom
Maskenrand aus wird um den doppelten Kugelradius eingeriickt. So werden
Randbedingungen vermieden.

Das Ignorieren eines Teiles der Punkte bei der Berechnung der globalen
Minkowskifunktionale hat einen Einfluss auf die Genauigkeit, mit der diese
bestimmt werden kénnen, fiir eine detaillierte Analyse am Beispiel des CfA2-
Rotverschiebungskatalogs siche SCHMALZING und DIAFERIO (2000). Bei der
Grofle und der breiten Himmelsabdeckung des SDSS, auf den der hier vorge-
stellte Programmcode zugeschnitten ist, spielt der Effekt keine Rolle.

Die Volumendichten der Minkowskifunktionale werden dann zu

N

1

o > XDu, (Xi) Vi (i1, 7) (3.27)
=1

wobei die charakteristische Funktion xp,, (x;) priift, ob sich der betrachtete
Punkt im um den doppelten Radius verkleinerten Fenster befindet

1 falls x; € Do,

3.28
0 sonst ( )

XD, (%) = {
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Nach SCHMALZING und DIAFERIO |(2000)|stellen die hier angegebenen v,
Minus-Schétzer dar, geben also nur dann Ergebnisse, die frei von systemati-
schen Fehlern sind, wenn sie auf stationidre Punktprozesse angewendet werden
(vgl. KERSCHER |[1999]). Bei der Berechnung der Minkowskifunktionale fiir
Galaxienkataloge werden daher Volumen-limitierte Datensétze benutzt.

Es ist klar, dass bei dieser Vorgehensweise nicht ldnger die Minkowski-
funktionale der Struktur A, bestimmt werden, sondern die von A, N D, d.h.

S TWE i) # WA (329)

" jedr

wobei J, = {j € {1,...,N} | d(x;, D) > 2r} die Teilmenge aller Indizes ist,
fiir die sich der Punkt in in der reduzierten Maske D,, befindet, sowie N, die
Anzahl dieser Punkte.

Allerdings fallt hier eine Begebenheit ins Auge, die diskutiert werden
muss. Wie in Abbildung [3.7] verdeutlicht wird, spielt es zundchst durchaus
eine Rolle, ob das verkleinerte Maskenfenster als abgeschlossen betrachtet
wird.

Abbildung 3.7: Zur Behandlung der Rédnder. Anhand dieser Abbildung wird
deutlich, dass z.B. der freie Volumenanteil fiir den betrachteten Punkt ver-
schieden ist, je nachdem, ob die Kugel ganz (links) oder nur deren in der
verkleinerten Maske befindliche Anteil (rechts) in Betracht gezogen wird.

Eine entsprechende Uberlegung ist am einfachsten bei Betrachtung des
freien Volumens der Kugel um den gegebenen Punkt. Das gesamte, also
auch auflerhalb der verkleinerten Maske liegende Schnittvolumen mit an-
deren Punkten unterscheidet sich von demjenigen, das sich innerhalb der
Maske befindet. So stimmen auch die Anteile am gesamten bzw. innerhalb
der Maske liegenden Kugelvolumen nicht iiberein. Analog gilt das natiirlich
auch fiir die lokalen Beitrdge der partiellen Minkowskifunktionale, wie sie
vorigen Abschnitt besprochen wurden.
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Fiir groe Masken wie sie in modernen Galaxienkatalogen vorliegen, gilt
aber
> W (xj31) & Win(A, N D) (3.30)
jeJ
Durch das Benutzen der Formeln aus Abschnitt B.2.2] ist in CHIPMINK
der in Abb. B.7 links zu sehende Fall realisiert. Auch auflerhalb der ver-
kleinerten Maske liegende Beitrage zu den partiellen Minkowskifunktionalen
innerhalb der Maske befindlicher Punkte werden gezéhlt. Ausfiihrliche Tests
haben keinerlei Hinweise auf hierdurch auftretende Fehler geliefert.

3.2.4 Die Berechnung des Strukturvolumens

Da das Volumen einer Struktur nicht auf ihrer Oberflache lokalisiert ist, kann
es nicht auf dieselbe Art berechnet werden wie die iibrigen Minkowskifunk-
tionale. Die gidngige Methode ist hier eine Monte-Carlo-Integration. Trotz-
dem wurde hier aus zwei Griinden das im Folgenden vorgestellte alternative
Verfahren zur Bestimmung des Strukturvolumens Vj benutzt: Zum Einen er-
schien dem Verfasser die verwendete Methode als der einfachste Weg, den
Code zur spéiteren Parallelisierung geeignet zu halten, zum Zweiten ist die
Analogie zum Aufsummieren partieller Minowskifunktionale hier gegeben.

Zunéichst werden in die Maske der zu analysierenden Punktmenge in ei-
nem Poisson-Prozess eine in der gleichen Gréflenordnung zur Zahl der be-
obachteten Galaxien liegende Anzahl zufillig verteilter Punkte {y,...,yxn}
geworfen. Analog zur Berechnung der anderen Funktionale werden beim Be-
stimmen des Strukturvolumens nur diejenigen Punkte einbezogen, die von
der Maske einen Abstand von mindestens dem doppelten Radius r haben,
also innerhalb der Maske Ds, liegen. Zu diesen werden dann die Nachbarli-
sten bestehend aus beobachteten Punkten erstellt, siehe dazu Abb. 3.8

In einem weiteren Poisson-Prozess werden M zufillig verteilte Punkte in
die Kugeln B(y,;,r) um die Punkte y, geworfen und so jeweils der Bruch-
teil des von den Nachbarn eingenommenen Volumens zum freien Volumen
bestimmt, was einer Monte-Carlo-Integration entspricht,

vo(yi, ) = % > oAy (3.31)

wobei A;; priift, ob der geringste Abstand zu einem Element der Nachbarliste
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Abbildung 3.8: Zur Volumenberechnung von A,. Zu einem innerhalb der
Katalogmaske zuféllig generierten Punkt y (rot) wird die Nachbarliste be-
stimmt, bestehend aus Punkten des tatsichlichen Datensatzes (blau). Durch
eine Monte-Carlo-Integration wird der Volumenanteil der Nachbarn inner-
halb der Kugel um den generierten Punkt y bestimmt.

kleiner ist als der gerade betrachtete Radius r,

<
Ay = { b falls [ | < 7 (3.32)

0 sonst

Nachdem auf diese Art auch fiir das Strukturvolumen partielle Funktio-
nale — genauer: Funktionaldichten — definiert wurden, werden diese summiert
und mit der Anzahl N ausgewihlter Punkte normiert[””] So ergibt sich das
relative Volumen der Struktur zu

N/
1 T

wo = Vo = 5 ZUO(}%J’) (3.33)
=1

und bei Multiplikation mit dem Maskenvolumen das globale Strukturvolu-
men Vj bzw. Wo@ Als Konsistenzpriifung wurden bei allen Tests des Codes
Monte-Carlo-Integrationen fiir die Strukturvolumen verwendet und die Fr-
gebnisse verglichen. In keinem Fall traten signifikante Abweichungen auf.

59Der Index 7 bei der Punktanzahl N zeigt an, dass die betrachtete Punktmenge durch
das Verkleinern der Maske um das Doppelte des aktuellen Kugelradius definiert ist.

50 Nur die letzten beiden Schritte werden von dem Code CHIPMINK ausgefiihrt. Sowohl
das erste Werfen von Zufallspunkten in die Katalogmaske als auch — wie im Fall der
anderen Minkowskifunktionale — das Erstellen der Nachbarlisten sind in der Datenauf-
bereitung durchzufithren. Daher ist es empfehlenswert, im ersten Schritt Zufallspunkte
tatsdchlich in die gesamte Katalogmaske zu werfen und fiir sie alle Nachbarlisten zu
erstellen, um diese Schritte beim Verwenden anderer Samples oder dem Benutzen ver-
schiedener maximaler Kugelradien nicht zwingend wiederholen zu miissen.
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3.2.5 Minkowskifunktionale eines Poisson-Prozesses

Fiir einen durch einen Poisson-Prozess entstandene Punktverteilung sind ana-
lytische Ausdriicke fiir die Minkowskifunktionale bekannt (s. dazu MECKE
und WAGNER |[1991])). So kann ein solcher Prozess sowohl als Testlauf fiir
den Programmcode als auch zum Verdeutlichen der entstehenden Graphen
dienen. In Abbildung sind die analytisch bestimmten Minkowskifunktio-
naldichten fiir eine Punktmenge von 24000 zuféllig im Einheitswiirfel [0,1]
verteilten Punkten dargestellt (gestrichelte Linie). Dort werden auflerdem
die mit Hilfe des Codes berechneten Minkowskifunktionale zu diesen 24000
Punkten geplottet. Wie erwartet zeigt sich eine nahezu perfekte Ubereinstim-
mung der simulierten mit den theoretischen Graphen. Als eine Konsequenz
der Additivitat der Minkowskifunktionale sind die hier mit angegebenen sta-
tistischen Fehler in der Berechnung kleiner als die verwendeten Symbole. Die
README-Datei des hierzu geschriebenen Programmcodes sowie ein Listing
des Hauptprogrammteils finden sich in Anhang sowie B.1.2]

1.2
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Abbildung 3.9: Aufgetragen sind die Minkowskifunktionaldichten vy bis vs
fiir einen Datensatz von 24000 zufillig verteilten Punkten. Die gestrichelte
Linie stellt die analytisch berechneten Kurvenverlaufe dar.
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3.3 Der 2 degree Field Galaxy Redshift Sur-
vey (2dFGRS)

Nachdem im Juni 2003 der Final Data Release des bis dahin gréfiten Gala-
xienkatalogs 2dFGRS (,,2 degree Field Galaxy Redshift Survey*) erschien,
lag es nahe, das zur Berechnung der Minkowski-Funktionale geschriebene
Programm an diesem zu testen. Der Umgang mit den Daten und Ergebnisse
dieser Testlaufe werden im Folgenden knapp vorgestellt, das detaillierte Vor-
gehen sowie einige der bei der Durchfiithrung erstellten Dateien finden sich in

Anhang [B.2.1]f]

Im Final Data Release des 2dF-Galaxienkatalogs, der bis 2003 vom Anglo-
Australischen Observatorium? zusammengestellt wurde, finden sich Daten
zu insgesamt 221414 Galaxien, deren Spektren mit einem Giiteparameter
von (Q > 3 vermessen werden konnten, siehe dazu Abbildung sowie
die Ubersichtsartikel von Colless und dem 2dFGRS-Team (COLLESS [1999];
COLLESS et al.|[2001]; COLLESS et al. |[2003]). Zum Messen der Spektren wur-
de ein 4-Meter-Teleskop verwendet, das durch seine Multifaser-Bauweise bis
zu 400 Spektren in einem 2°-Bereich des Himmels gleichzeitig erfassen konnte,
siche dazu vor allem LEWIS et al. |(2002)| und COLLESS et al. |(2001), Beob-
achtet wurden zwei Streifen, je einer auf der nordlichen und der siidlichen
Himmelshalbkugel, im Folgenden NGP und SGP genannt bzw. Northern re-
sp. Southern Galactic Plane. Hinzu kamen zufillig verteilte Beobachtungs-
punkte um den siidlichen Streifen herum.

Gleichzeitig mit dem Sammeln von Daten wurden zum Testen verschiede-
ner kosmologischer Modelle Spielzeugkataloge (,,mock catalogues®) simuliert,
anhand derer die beobachteten Galaxienverteilungen mit den durch die je-
weiligen Modelle vorhergesagten verglichen werden kénnen, siche dazu COLE
et al. |(1998),

61 Da dem 2dF-Katalog im Hinblick auf die Analyse grofriumiger Strukturen jedoch inzwi-
schen durch den Katalog des SDSS der Rang abgelaufen wurde, verzichteten wir darauf,
ein vom Verfasser dieser Arbeit gemeinsam mit Jens Schmalzing und Claus Beisbart
zur Analyse des 2dFGRS geschriebenes Paper [, Minkowski Functionals of the 2dF“| zur
Veroffentlichung einzureichen. Auch sonst gibt es hier zu nur sehr spérlich Literatur
(EINASTO et al. [2007]; SAAR et al. |[2007]). Zu den Minkowskifunktionalen des SDSS
siehe den néchsten Abschnitt

62 Heute: ,, Australian Astronomical Observatory*

63 Bilder des 2dFGRS mit freundlicher Genehmigung der 2dF-Kollaboration, zu finden
unter http://www2.aao.gov.au/2dFGRS/.
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Abbildung 3.10: Karte der Galaxienverteilung beim 2dFGRS, die auf Basis
der gemessenen Rotverschiebungen erstellt wurde. Mit freundlicher Geneh-
migung der 2dF-Kollaboration.

3.3.1 Die Datenauswahl und -aufbereitung

Wie in den vorangegangenen Abschnitten beschrieben, hangt die Analyse von
Punktdatenmengen mit Hilfe von Minkowskifunktionalen stark von der Ho-
mogenitit des Samples ab. Da jedoch die Rotverschiebungen des Galaxienka-
talogs 2dFGRS, auf den der Code hier angewendet wird, diese Voraussetzung
nicht erfiillen, muss nicht nur jede Galaxie korrekt gewichtet, sondern ins-
besondere eine globale Homogenitiat des Datensatzes gewéhrleistet werden.
Dazu miissen Volumen-limitierte Samples erstellt werden, anhand derer die
Minkowskifunktionale bestimmt werden, sieche Abbildung @

Zunichst werden alle Galaxien verworfen, deren scheinbare Helligkeit m
nicht innerhalb eines bestimmten Intervalls [muyin, Mmax] liegt. Hier sind die
Grenzen My, = 15.0 und my., = 18.8 festgelegt, was eine sehr konser-
vative Wahl darstellt, da insbesondere der Maximalwert der scheinbaren
Helligkeit deutlich unter der im 2dFGRS angewandten Grenze liegt "] Auf
diese Weise beinhaltet das verwendete Magnituden-limitierte Sample in der
nordlichen Region (NGP) noch 75350 von urspriinglich 135879 Galaxien,
in der siidlichen (SGP) noch 94179 von 190824 Galaxien. Die im Siiden

64 Die Aufbereitung der 2dFGRS-Daten wurde zu einem groien Teil von Dr. Claus Beisbart
iibernommen.

65 Die Grenze fiir den 2dFGRS, unter der nicht mehr beobachtet wird, liegt deutlich hoher,
variiert aber leicht mit der Beobachtungsrichtung. Fiir die Beobachtungsbénder im NGP
und SGP wére ein Wert von bis zu muya.x = 19.1 moglich gewesen.
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Rotverschiebung 2—dim. Katalog

Magnituden—limitiertes Sample—= Lokale Vollstidndigkeit

Volumen-limitiertes Sample—— Nachbarschaft
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Abbildung 3.11: Diese Graphik zeigt das Vorgehen bei sowohl der Vorberei-
tung der Daten des 2dFGRS als auch die Berechnung bis hin zu den globalen
Minkowskifunktionalen.

zufillig verteilten Beobachtungspunkte des 2dFGRS koénnen ignoriert wer-
den, da sie sich aufgrund ihrer geringen Ausdehnung nicht fiir eine Analyse
durch CHIPMINK eignen. Bei der entstehenden Liste von Positionen am
Himmel kann angenommen werden, dass es sich um einen statistisch wohl-
definierten, Magnituden-limitierten Datensatz des iibergeordneten Katalogs
(,Parent Catalogue*) handelt.

Anschliefend werden von diesen rund 170000 Galaxien des Magnituden-
limitierten Samples alle Galaxien verworfen, die bei der Messung ihrer Rot-
verschiebung durch das 2dFGRS-Team einen Giiteparameter von () < 3 zu-
gewiesen bekamen. Genauer gesagt gilt in diesem Fall eine Galaxie schon als
Leut®, wenn es mindestens eine Rotverschiebungsmessung fiir sie gab, die den
Giiteparameter () > 3 tragt. Damit ist die Datenaufbereitung an dieser Stel-
le der vorliegenden Arbeit weniger streng als die durch das 2dFGRS-Team
zur Verfiigung gestellte Software, die hier rigidere Vollstandigkeits-Schnitte
durchfiihrt. Das wird allerdings im néchsten Schritt ausgeglichen, indem jeder
Galaxie eine lokale Vollstindigkeit A zugewiesen und der verwendete Daten-
satz bei der Berechnung entsprechend ausgediinnt wird.

Dazu wird am Himmel ein Kreis mit einem Radius von 1200” um die
jeweilige Galaxie herum betrachtet. Als lokale Vollsténdigkeit einer Galaxie
wird der Anteil von Nachbargalaxien mit gemessener Rotverschiebung an
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Abbildung 3.12: Verteilung der lokalen Vollstandigkeit fiir die Galaxien des
Volumen-limitierten Datensatzes sowohl des SGP als auch des NGP.

den insgesamt in diesem Bereich im Parent Catalogue aufgefithrten Galaxien

deﬁniertﬂ 4 Gal. mit
al. mit z

A= # Gal.

Dabei wird die ausgewéhlte Galaxie selbst nicht in die Berechnung mit einbe-
zogen. Der Radius von 1200 Bogensekunden bzw. 20 Bogenminuten wurde so
gewdhlt, da innerhalb dieses Radius jede vermessene Galaxie Nachbarn be-
sitzt und damit die Existenz der lokalen Vollstdndigkeit gewihrleistet istﬂ
Diese erlaubt es spéter, die Volumen-limitierten Samples so auszudiinnen,
dass der Datensatz auf die beobachtete Raumrichtung bezogen homogen ist.
In der vorliegenden Arbeit wurden Werte von A = 0.75 — 0.85 benutzt.

Abbildung gibt die Verteilung der lokalen Vollstédndigkeit sowohl im
NGP als auch im SGP wieder. An dieser Stelle sei angemerkt, dass die lokale

(3.34)

Vollstandigkeit der Galaxien im 2dF-Katalog im Allgemeinen sehr hoch liegt,
was die Qualitét der hierzu durchgefithrten Messungen zum Ausdruck bringt.

Durch das Einfithren der lokalen Vollstédndigkeit als neuer Grofle ist es
wichtig, auf eventuell auftretende Effekte zu achten, die zu Fehlern fiithren

66 An dieser Stelle sei bemerkt, dass es sich bei der lokalen Vollstéindigkeit um eine GroBe
handelt, die aus einer Projektion auf die Himmelskugel entsteht. Sie macht also per
Definition keine Aussage tiber rdumliche Verteilungen, sondern lediglich iiber die Giite
der Beobachtung in einer bestimmten Raumrichtung.

67 Natiirlich darf die Bedeutung der lokalen Vollstindigkeit nicht iiberbewertet werden.
Da sie aus der Betrachtung teilweise nur weniger Nachbarn gebildet wurde, ist sie
jedoch fiir die mit dieser Arbeit verfolgten Zwecke deutlich besser geeignet als die
Feld-Vollstindigkeit ( ,field completeness®), die das 2dFGRS-Team benutzt, weil sie aus-
schliefllich von der Nachbarschaft der einzelnen Galaxien abhéngt.
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konnten. Das Hauptproblem ist hier, dass die lokale Vollstédndigkeit einer
Galaxie iiber deren Position auf der Himmelskugel und den umliegenden
Bereich als zweidimensionale Gréle definiert ist[®¥] Demgegeniiber wird die
Nachbarschaft einer Galaxie des Magnituden-limitierten Samples iiber ei-
ne Kugel mit gegebenem Radius im mitbewegten System der Galaxie be-
stimmt. Andere moglicherweise in die Betrachtung einzubeziehende Effekte
beinhalten z.B. die Abhéngigkeit der Anzahl an beobachteten Galaxien von
der Rotverschiebung. Diesem Effekt ist allerdings durch das Abschneiden
der Rotverschiebungen nach unten gut beizukommen. Zudem sind sowohl
die Rotverschiebung als auch die Vollstédndigkeit Funktionen der Magnitu-
de. Wihrend hohere Rotverschiebungen mit grofierer scheinbarer Helligkeit
korrespondieren, sind hellere Galaxien einfacher zu beobachten, vergréfiern
also die Vollstandigkeit. Prinzipiell konnen diese Vorbehalte unabhéngig von
der Berechnung der Minkowskifunktionale untersucht werden. Dazu miisste
lediglich die lokale Vollsténdigkeit ohne und unter Einbeziehen der hier ge-
nannten Effekte bestimmt und verglichen werden. Auf diesen Schritt soll
jedoch aufgrund der bereits oben erwidhnten Sonderstellung des 2dFGRS als
(hier) reinem Testkatalog in der vorliegenden Arbeit verzichtet werden.

Im letzten Schritt der Datenaufbereitung werden aus den guten Galaxien
Volumen-limitierte Datensétze gebildet. Da die scheinbare Helligkeit m der
Galaxien im Magnituden-limitierten Sample sowohl nach oben als auch nach
unten begrenzt wurde, muss dasselbe auch fiir die gemessene Rotverschie-
bung z getan werden, d.h. 2z € [2pin, Zmax). Zum Konstruieren der Volumen-
limitierten Datensétze wird auflerdem jeder Galaxie eine absolute Helligkeit
M zugewiesen, die geméf3

M =m — 25 —5log(dy(z)/Mpc) — (k +€)(2) (3.35)

aus der scheinbaren Helligkeit und der Rotverschiebung berechnet wird. In
der Formel treten zudem dy,(z), die der Leuchtkraft einer Galaxie zugeordnete
Distanz als Funktion der Rotverschiebung, sowie die bekannten Rotverschie-
bungsabhéngigen Korrekturen k& und e auf (NORBERG et al. [2002]). Alles
in allem bestehen die verwendeten Volumen-limitierten Datensétze nun aus
allen guten Galaxien, die sowohl die Bedingung znin < 2z < zZmax als auch
Mpin < M < My erfiilllen, wobei M, und M, so gewahlt wurden,
dass die Galaxien im urspriinglich geforderten Bereich der scheinbaren Hel-
ligkeit liegen. Damit ergeben sich schliellich die in Tabelle |3.3| wiedergege-
benen 2dFGRS-Datensiitze, die auflerdem in Abbildung graphisch im

68 Das entspricht riumlich einem Kegel mit gegebenem Offnungswinkel.
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Abbildung 3.13: Die Volumen-limitierten Samples des 2dFGRS.

z-M-Raum dargestellt sind. Ein Volumen-limitiertes Sample aus einem kom-
pletten Rotverschiebungskatalog kann als homogen selektiert angenommen
werden und ist daher gut geeignet fiir die Analyse mit Hilfe von Minkowski-
funktionalen.

SGP NGP
# der Galaxien 190824 135879
GroBtmogliche Magnitude (M) 19.151 18.895
Groite verwendete Magnitude (M) 18.8 18.8
# der Galaxien im Magnitudenbereich 94179 73350
# guter Galaxien 61508 52235
# guter Galaxien mit n-Typ 55948 47321
Rotverschiebungsbereich (z) [0.05,0.1] [0.05,0.1]
Magnitudenbereich (M) [-22.1,-20.15]  [-22.1,-20.15]
# ausgewdhlter Galaxien 10428 10777

Tabelle 3.3: Statistik der verwendeten 2dFGRS-Datensatze

Es ist anzumerken, dass die soeben wiedergegebenen Uberlegungen nicht
ohne einige Annahmen durchzufiithren sind. So ist insbesondere die Zuwei-
sung absoluter Helligkeiten {iber die in der Gleichung auftretenden Grofien
abhéngig vom zugrunde gelegten kosmologischen Modell. Bei der hier verwen-
deten Berechnung von dj, als Funktion von z wurde ein Friedmann-Lemaitre-
Modell gewéhlt mit €2, = 0.35, Q5 = 0.65 und Qi = 0 sowie einer Hubble-
konstanten von ho = 0.6/

69 Dem Verfasser ist bewusst, dass die verwendeten Werte durch die lange Geschichte
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Abbildung 3.14: Distanz der vermessenen Galaxien zum Maskenrand des
2dFGRS.

Zudem werden die vom 2dF-Team vorgeschlagenen (k + e)-Korrekturen
verwendet. Diese hidngen vom Galaxientyp (,n-Typ“) ab, zu Details siehe
MaDGWICK et al. (2002). Beziiglich des Galaxientyps wird wie folgt vor-
gegangen: Liegen zu einer Galaxie mehrere Rotverschiebungsmessungen mit
einem Giiteparameter von ) > 3 vor, zu denen jeweils der n-Typ bestimmt
werden konnte, wird iiber diese Werte gemittelt. Jeder der etwa fiinf Pro-
zent an guten Galaxien, fiir die iiberhaupt keine entsprechende Messung
durchgefiihrt werden konnte, werden die von NORBERG et al. (2002) vor-
geschlagenen mittleren (k + e)-Korrekturen zugewiesen. Die minimale und
die maximale absolute Helligkeit berechnen sich damit zu

Mmin > max [mmin —25-95 log(zmin) - (k + 6) (Zmina 77)} (336)
n

Max < mnin [mmax — 25— 510g(zmax> - (k + e)(zmam 77)} (337)

Als die letzten beiden zur Berechnung der Minkowskifunktionale nétigen
Eigenschaften werden sowohl die Koordinaten der betrachteten Galaxien als
auch ihr Abstand zur Beobachtungsmaske des 2dFGRS bestimmt, siche Ab-
bildung Es wird deutlich, dass die maximalen Kugelradien sinnvoller-
weise nicht mehr als 3 bis 4 Mpc betragen kénnen, da sonst durch das Re-
duzieren des Maskenvolumens zu viele Galaxien verloren gehen. Der Grund

hierfiir ist die doch 16chrige Maske des 2dFGRS.

Die partiellen Minkowskifunktionale einer beliebigen Galaxie des Volumen-

der vorliegenden Arbeit veraltet sind und nicht mit den durch genauere Beobachtung
verbesserten Abschétzungen konsistent sind, wie sie heute verwendet werden.
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limitierten Datensatzes héngen im Germ-Grain-Modell von der Verteilung
ihrer Nachbarn innerhalb einer Kugel vom doppelten Kugelradius 2r ab. Ga-
laxien mit einer zu geringen lokalen Vollsténdigkeit werden daher aufgrund
zu grofler Rechenungenauigkeit verworfen. Zur Berechnung wird fiir jede der
iibrigen Galaxien eine Liste der Nachbarn im mitbewegten Koordinatensy-
stem erstellt. Liegt die lokale Vollstandigkeit dagegen oberhalb des Schwell-
wertes A, ist die Anzahl an Nachbarn vor der Berechnung der partiellen
Funktionale zuféllig auszudiinnen.m

3.3.2 Die Minkowskifunktionale des 2dFGRS

Das nullte Minkowskifunktional, die Strukturvolumendichte vy, wird wie in
Abschnitt besprochen berechnet. Fiir jeden der geworfenen Poisson-
punkte wird die groitmogliche Kugel bestimmt, die noch in die Katalogmaske
passt. Alle Galaxien des Volumen-limitierten Datensatzes, die sich innerhalb
dieser Kugel befinden, werden in die Nachbarliste des jeweiligen Testpunk-
tes aufgenommen. Zusétzlich wird jedem Testpunkt wie im letzten Abschnitt
beschrieben eine lokale Vollstindigkeit zugewiesen.

Bei der Interpretation der Minkowskifunktionale ist es oft von Vorteil,
diese mittels Division durch das Volumen der Katalogmaske zu normieren.
Dieses wird daher mit Hilfe einer Monte-Carlo-Integration bestimmt. Da-
bei wird zunéchst iiber die Teile der Einheitskugel integriert, die die NGP-
bzw. SGP-Regionen beinhalten. Die jeweiligen Werte der Raumwinkelfunkti-
on, welche die verwendete Katalogmaske beschreibt, resultieren mittels einer
auf 10° Punkten basierenden Monte-Carlo-Simulation in etwa 0.2255 sr fiir
die NGP-Region sowie 0.3338 st im Falle der SGP-Region [T Auf diese Weise
berechnet sich das Maskenvolumen unter Verwendung der aus der Rotver-
schiebung bestimmten minimalen und maximalen Radien, 7, und 7.y, zu
etwa 3.01 x 107 Mpc? fiir die NGP-Region sowie 4.45 x 107 Mpc?® fiir die SGP-

Region[™]
Die Abbildungen zeigen die Minkowski-Funktionale eines Volumen-
limitierten Samples des 2dFGRS sgp7 mit lokaler Vollstandigkeit von 0.75 bis

0Das mehrfache Durchfiihren der Berechnungen fiir das gleiche, aber jeweils anders
(zufillig) ausgediinnte Sample zeigt sehr deutlich, dass die Berechnungen hier stabil
sind.

"L An dieser Stelle muss angemerkt werden, dass sich der ermittelte Wert auf die geplante
Katalogmaske des 2dFGRS bezieht. Tatséchlich wurden einige Bereiche aber gar nicht
oder nur unzureichend beobachtet. Gerade um solche Effekte zu kompensieren, wurde
die lokale Vollstéandigkeit eingefiihrt.

"2 Hier wird die Einheit Mpc verwendet, nicht wie teilweise iiblich Mpc/hg. Wann immer
benotigt, wird der Wert von hg auf 0.6 festgelegt.
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0.85. Je groBer diese gewiahlt wird, desto strenger sind die Auswahlkriterien
an die Galaxien und desto kleiner ist dementsprechend die Zahl der verwende-
ten Punkte. Die Radien fiir das Kornmodell sind hier bis 4 Mpc gewéhlt, was
die Zahl der ausgewihlten Galaxien schon auf etwa ein Fiinftel einschrénkt,
nachdem wie beschrieben vom Rand der Maske aus um den doppelten Radius
eingeriickt wird. Tabelle zeigt die Statistik des Volumen-limitierten Da-
tensatzes fiir die maximalen Radien 3 Mpc und 4 Mpc bei den verwendeten
lokalen Vollstandigkeiten.

SGP NGP
# an Galaxien im Volumen-lim. Sample 10428 10777
max. Radius 3 Mpc 3 Mpc
# an Galaxien gewé#hlt fiir A = 0.75 3620 4276
# an Galaxien gewahlt fiir A = 0.80 3444 3930
# an Galaxien gewéhlt fiir A = 0.85 3050 3275
max. Radius 4 Mpc 4 Mpc
# an Galaxien gewéhlt fiir A = 0.75 2096 2533
# an Galaxien gewéhlt fiir A = 0.80 1984 2300
# an Galaxien gew#hlt fiir A = 0.85 1763 1870

Tabelle 3.4: Statistik der verwendeten 2dFGRS-Datensatze

Die oberen vier Diagramme in Abbildung[3.15]stellen die Minkowskifunk-
tionaldichten der SGP-Region dar. Hier sieht man deutlich die Auswirkungen
der lokalen Vollsténdigkeit. Bei gleichem Maskenvolumen weisen die Samp-
les mit zunehmender Vollstédndigkeit eine geringere Galaxiendichte auf. Der
Graph fiir die Volumendichte vg liegt demnach bei diesen Samples auch hoher,
da sich die Kugeln spiter schneiden und der Graph demnach linger der r3-
Abhéngigkeit des Kugelvolumens folgt. Die restlichen Graphen lassen sich
analog interpretieren.

Die unteren vier Diagramme zeigen die entsprechenden reduzierten Min-
kowskifunktionale aus fiir sowohl die SGP- als auch die NGP-Region
als Funktion des Kugelradius. Hier ist zu erkennen, dass die Graphen, die
den NGP-Datensatz darstellen, systematisch unter denjenigen des SGP lie-
gen. Das weist darauf hin, dass sich die Kugeln im NGP bei etwas kleineren
Radien zu schneiden beginnen als diejenigen im SGP. Dieser Effekt kann auf
eine etwas ausgepragtere Struktur in der noérdlichen Hemisphére hinweisen.
Da die Beobachtungsskalen im 2dFGRS — auch durch die Einschréankung auf
ein reduziertes Beobachtungsfenster — nicht sehr grof3 sind, kénnen lokale In-
homogenitiaten wie Strukturen von einigen Mpc Ausdehnung diesen Effekt
auslosen.



98

3. Zur Statistik kosmischer Strukturen

v0 for 2dF sgp data v1 for 2dF sgp data
0-25 T T T T T T T T T T T T T
sgp lc=0.76 —— sgp lc=0.75 ———
02 | sgp Ic=0.80 0.02 sgp 1c=0.80 E
’ sgp c=0.85 -------- sgp lc=0.85 --------
L 0.015 S
, 015 _ ]
> >
01 0.01 : B
0.05 0.005 B
0 I ,,_+»"”TJ/ I I I I 0 I I
0o 05 1 15 2 25 3 35 0O 05 1 15 2 25 3 35 4
r r
v2 for 2dF sgp data v3 for 2dF sgp data
0.003
T T sgple=0.75 —— 00014 F T T T ggpie=075
0.0025 sgp Ic=0.80 0.0012 k£ sgp 1c=0.80 |
sgp Ic=0.85 ) T sgp 1c=0.85 --------
0.002 _— 0.001 - B
Q' 0.0015 | @  0.0008 |- 4
0.0006 - B
0.001 - -
0.0004 ™ b
0.0005 - 0.0002 |- T .
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 _
0 05 1 15 2 25 3 35 0 05 1 15 2 25 3 35 4
r r
Phi0 for 2dF data Phi1 for 2dF data
1-2 T T T T T T T 1-2 T T T T T T T
11k sgp lc=0.75 —— sgp Ic=0.75 ———
) sgp Ic=0.80 1k sgp Ic=0.80 i
1F sgp c=0.85 -------- sgp lc=0.85 --------
L ngp lc=0.75 ngp lc=0.75
o 09 gD 16=0.80 —— - - 08r 1gp [c=0.80 —— -~ 7
£ 08f ng;ylp:@5~~ £ ngp’
0.7 0.6 |
06 0.4 |
0.5
04 1 1 1 1 1 1 1 02 1 1 1 1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3 35 0 05 1 15 2 25 3 35 4
r r
Phi2 for 2dF data Phi3 for 2dF data
12 T T T T T T T 12 T T T T T T T
sgp 1c=0.75 —— sgp lc=0.76 ———
L sgp Ic=0.80 T — sgp 1c=0.80 7
sgp c=0.85 -------- 08 | : sgp c=0.85 -------- i
08 ngp lc=0.75 ’ ngp lc=0.75
N lc=0.80 ———~— ®» 06 [ ngp lc=0.80 ———— 4
£ 06 : £ 04 L “plc=0.85~~
0.4 02 |
0.2 o0+
O 1 1 1 1 1 1 1 _02 1 1 1 1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3 35 0 05 1 15 2 25 3 35 4

r

r

Abbildung 3.15: Obere vier: Die globalen Minkowskifunktionaldichten vy bis
vz fiir das SGP-Subsample des 2dFGRS mit einem Kugelradius von bis zu
4 Mpc. Untere vier: Die reduzierten Minkowskifunktionale fiir verschiedene
2dFGRS-Subsamples mit einem Kugelradius von bis zu 4 Mpc als Funktion
des Radius 7.
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3.4 Der Sloan Digital Sky Survey (SDSS)

Der Datenerfassung im Sloan Digital Sky Survey (SDSS) ging bisher in drei
Phasen vonstatten. Dabei wurde von 2002 mit Veroffentlichung des Early
Data Release (STOUGHTON et al. [2002]) iiber das First Data Release (ABA-
ZAJIAN et al. [2003]) bis zum Ende der zweiten Phase, SDSS-II, etwa ein
Viertel des Himmels abgedeckt und dabei 930000 Galaxien erfasst, sieche Ab-
bildung|[3.16] Diese zweite Phase wurde Oktober 2008 mit dem Data Release
7 abgeschlossen (ABAZAJIAN et al. [2009]). Inzwischen ist der SDSS-III bei
Data Release 10 angelangt, das im April 2014 veroffentlicht wurde (AHN et
al. [2014])).

Abbildung 3.16: Spektroskopische Himmelsabdeckung beim SDSS Data Re-
lease 4plus. Mit freundlicher Genehmigung der SDSS-Kollaboration.

Im Laufe des letzten Jahrzehnts sind eine Vielzahl an Artikeln erschie-
nen, die mit den durch die SDSS-Kollaboration zur Verfiigung gestellten Da-
ten arbeiten, so untersuchten z.B. DOROSHKEVICH et al. |(2004) die Gala-
xienverteilung auf grofien Skalen, GOTT et al. (2005)| erstellen eine Karte
des Universums. Auch Untersuchungen mit Hilfe der Minkowskifunktionale
bzw. verwandter Methoden wie dem Genus wurden bereits angestellt, vor
allem von Hikage und Mitarbeitern (HIKAGE et al. [2002]; HIKAGE et al.
[2003]; HIKAGE, KOMATSU und MATSUBARA |[2006]; GOTT et al. [2008]).
Zu den technischen Aspekten der SDSS-Datenerfassung wie dem photome-
trischen System oder dem 2,5-Meter-Teleskop siehe z.B. FUKUGITA et al.
(1996); GUNN et al.|(1998); YORK und DIE SDSS-KOLLABORATION |(2000);
sowie GUNN et al. |(2006).

3 Abbildung mit freundlicher Genehmigung der SDSS-Kollaboration, zu finden auf dem
SDSS-Sky Server http://www.sdss.org.
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3.4.1 Die Minkowskifunktionale des DR4plus

Hier wird zunéchst das 2006 veroffentlichte Data Release 4plus verwendet
(ADELMAN-McCARTHY und DIE SDSS-KOLLABORATION [[2006]). Alle zur
Berechnung vorliegenden Daten wurden von Chiaki Hikage nach Wiinschen
des Verfassers aufbereitet und zur Verfiigung gestellt. Die Berechnung der glo-
balen Minkowskifunktionale geht damit analog zu der des 2dFGRS vonstat-
ten, mit der einzigen Ausnahme, dass aufgrund der Qualitiat der spektrosko-
pischen Messungen im SDSS auf die Zuweisung einer lokalen Vollstdndigkeit
fiir jede einzelne Galaxie verzichtet werden kann. Die Abbildungen [3.17] und
3.18| zeigen die verwendeten Volumen-limitierten Datensétze des SDSS.

volume-limited sample: xy-plane volume-limiled sample: xz-plane
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Abbildung 3.17: Projektion des verwendeten Volumen-limitierten Samples
aus dem SDSS DR4plus auf die zy-Ebene (links) und die zz-Ebene (rechts).

Die Berechnung der globalen Minkowskifunktionale erfolgt wieder mit-
tels des bereits in Kapitel verwendeten Verfahrens. Auch hier wird bei
der Aufbereitung der Daten fiir jede Galaxie der Abstand zum néchsten Loch
in der Katalogmaske bestimmt, so dass diese wie beschrieben reduziert wer-
den kann, siche Abb. rechts. Es zeigt sich deutlich, wie sich die Zahl
der verwendbaren Galaxien mit zunehmendem maximalen Kugelradius stark
verringert. Da die Galaxien zur Bestimmung der Nachbarlisten eine Kugel
von hochstens etwa 8 Mpc/h bis zum néchsten Loch erlauben, sind die Ra-
dien fiir das Germ-Grain-Modell hier auf 2 Mpc/h bis 4 Mpc/h festgelegt.

Die Zahl der jeweils im Volumen-limitierten Datensatz verwendeten Ga-
laxien sowie dessen Maskenvolumen in Abhéngigkeit des maximalen Kugel-
radius sind der nachfolgenden Tabelle zu entnehmen.

In den zum SDSS DR4plus erstellten Abbildungen [3.19] sind sowohl die
globalen als auch die reduzierten Minkowski-Funktionale eines Volumen-
limitierten Datensatzes fiir maximale Radien von 3 Mpc/h und 4 Mpc/h
dargestellt. Wie anhand der zumeist doch gut aufeinanderliegenden Graphen
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Abbildung 3.18: Links: Schnitt durch das hier verwendete Volumen-limitierte

Subsample aus dem SDSS DR4plus. Rechts: Abstand der Galaxien zur Maske
des Volumen-limitierten Datensatzes.

zu sehen ist, ist die Berechnung ausgesprochen stabil gegeniiber der klei-
ner werdenden Zahl an Galaxien. Zum Vergleich sind zwei weitere Graphen
fiir die Minkowskifunktionaldichten aufgetragen, wie sie aus Zufallsprozessen
entstehen. Neben einem einfachen Poisson-Prozess wurde ein doppelstufiger
Prozess gewéhlt, der bereits Struktur zeigt: in einem ersten Schritt werden
zufillig Punkte in die Katalogmaske geworfen und in einem zweiten Schritt
dann zufillig Punkte in einen Bereich innerhalb eines bestimmten Radius um
diese Punkte, so dass die Gesamtdichte derjenigen des beobachteten Samp-
les entspricht. Weil zwei Poisson-Prozesse geschachtelt werden, wird dieser
Prozess hier ,, Double Poisson* genannt. Wie erwartet sieht man gut, wie die
beobachteten Daten eine deutlichere Struktur aufweisen. Ihre Graphen lie-
gen in allen Diagrammen unter denjenigen der beiden Zufallsprozesse, d.h. die
Kugeln schneiden sich friither. Zu einem Vergleich mit den Minkowskifunktio-
nalen eines fritheren Datensatzes des SDSS siche HIKAGE et al. |(2003), die
zur Berechnung allerdings Isodichtekonturen verwenden und daher auch in
den Diagrammen eine andere Darstellungsform wéhlen.

# Galaxien Rotverschiebung z  abs. Magnitude M,

Gesamt 52078 [0.0436142,0.1] [21,-20]

# Galaxien Volumen max. Kugelradius
vsample40 22738 4.578 - 10%(Mpc/h)? 2Mpc/h
vsample60 9207 1.864 - 10°(Mpc/h)? 3Mpc/h
vsample80 2768 0.600 - 105(Mpc/h)? 4 Mpc/h

Tabelle 3.5: Statistik der Volumen-limitierten Subsamples des SDSS.
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Abbildung 3.19: Zu sehen sind die globalen (oben) sowie die reduzier-
ten (unten) Minkowskifunktionale eines Volumen-limitierten SDSS-DR4plus-
Subsamples mit einem Kugelradius von bis zu 4 Mpc/h.
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3.4.2 Die Datenaufbereitung zum DR7

In den folgenden Abschnitten werden Minkowskifunktionale sowohl des SDSS-
Galaxienkatalogs als auch des LasDamas-Mock-Katalogs berechnet und ver-
glichen. Der verwendete ,Luminous Red Galaxy“-Datensatz ist ein Teil des
Data Release 7 (ABAZAJIAN et al. [2009]; KAZIN et al. [2010]; XU et al.
[2013]). Zu diesem Data Release existiert ein Mock-Katalog, der von der
LasDamas-Kollaboration aus ACDM-Simulationen extrahiert wurde (Mc-
BRIDE et al. [2009]; MCBRIDE et al. [2011]) [

Die Datenaufbereitung sowie die Berechnung der Minkowskifunktionale
wurden dabei von Alexander Wiegand in Zusammenarbeit mit Thomas Bu-
chert mit dem vom Verfasser zur Verfiigung gestellten Code durchgefiihrt. Die
Ergebnisse und Interpretationen sind in WIEGAND, BUCHERT und OSTER-
MANN ((2014)| veroffentlicht.

Der verwendete Datensatz LRG wird aus dem SDSS-DR7 extrahiert, in-
dem folgende Kriterien angewendet werden (KAZIN et al. |[2010]):

(i) Die betrachtete Galaxie hat ein SDSS-Spektrum.

(ii) Sie ist nicht in der Néhe heller Sterne.

(iii) Sie hat eine Sektorvollstindigkeit von mindestens 60%]™]

(iv) Die gemessene Rotverschiebung liegt im Intervall z € [0.16, 0.47].
(v) Die korrigierte m-Magnitude liegt im Intervall M € [—23.1, —21.2].

Nach dieser Auswahl beinhaltet der LRG-Datensatz noch 105831 Galaxien.
Zur Berechnung der Minkowskifunktionale wird diese Zahl weiter beschrankt
auf den zusammenhédngenden Bereich des SDSS in der nérdlichen Hemispére.
Als Bereich wird hier eine Rektaszension im Bereich ra € [132°,235°] gewihlt
sowie eine Deklination dec € [—1°,60°].

Analog zur Betrachtungsweise im Fall des 2dFGRS werden Volumen-
limitierte Samples erstellt. Nachdem der im LRG zur Verfiigung gestellte
Datensatz in bestimmten Bereichen bereits , quasi-Volumen-limitiert® ist,
d.h. Volumen-limitiert bis zu einer Rotverschiebung von » = 0.36 bei ei-
ner Magnitude heller als M, = —21.2 bzw. bis r = 0.44 bei M, = —21.8
(KAzIN et al. [2010]), werden hier folgende Samples ausgewéhlt:

" Die Mock-Kataloge, die hier fiir die Analyse der Minkowskifunktionale verwendet wer-
den, sind frei zugéinglich unter http://1lss.phy.vanderbilt.edu/lasdamas. Dort fin-
den sich auflerdem viele weitere Informationen zu den durchgefiihrten Simulationen.

> Die Sektorvollstindigkeit (,sector completeness “) im Rahmen des SDSS wird analog zu
der im vorhergehenden Abschnitt fiir den 2dFGRS eingefiihrten lokalen Vollstéindigkeit
definiert, zu Details siche ZEHAVI et al. |(2005)| und KAZIN et al. |(2010).
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e Das dunkle Sample (,dim sample“), das Galaxien mit Magnituden bis
M, = —21.2 und Rotverschiebungen im Bereich z € [0.16,0.35] in
Betracht zieht, beinhaltet 41375 Galaxien.

e Das helle Sample (,bright sample®), das Galaxien mit Magnituden bis
M, = —21.8 und Rotverschiebungen im Bereich z € [0.16,0.44] in
Betracht zieht, beinhaltet 22386 Galaxien.
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Abbildung 3.20: Hier ist ein Schnitt durch das hier verwendete dunkle Sample
aus dem SDSS DR7 zu sehen. Erstellt von Alexander Wiegand fiir WIEGAND,
BUCHERT und OSTERMANN |(2014).

Zum Vergleich der beobachteten Strukturen mit Modellen der Struktur-
bildung werden zudem die Minkowskifunktionale fiir Mock-Kataloge berech-
net, die von der LasDamas-Kollaboration fiir den SDSS Data Release 7 zur
Verfiigung gestellt wurden. Den hierfiir angestellten Simulationen liegt ein
ACDM-Modell mit Q, = 0.75 zugrunde, durchgefiihrt wurden sie fiir 12803
Teilchen in einer Box der Kantenlinge 2.4 h~! Gpc. Ausgehend von dieser
Simulation wurden von der LasDamas-Kollaboration Mock-Datenséitze ge-
bildet, die dem SDSS LRG-Sample entsprechen (zu Details sieche MCBRIDE
et al. [[2009]; MCBRIDE et al. [2011]) ] Diese werden denselben Auswahlkri-
terien unterworfen wie beim Bilden der beiden SDSS-Datensétze beschrieben.

6 Interessant an diesen Simulationen im Hinblick auf den ersten Teil der vorliegenden Ar-
beit ist, dass die LasDamas-Simulationen nicht wie bis dahin iiblich mit der Zel’dovich-
Niherung gestartet wurden, sondern mit Lésungen der Lagrangeschen Stérungsrechnung
zweiter Ordnung. Auch hieran sieht man die Notwendigkeit der Formulierung einer re-
lativistischen Zel’dovich-Approximation.



3.4 Der Sloan Digital Sky Survey (SDSS) 105

1000

500

Abbildung 3.21: Zu sehen ist die Galaxienverteilung im hellen Sample in
der ausgewéhlten Maske fiir den SDSS LRG-Datensatz (links) sowie den
LasDamas-Katalog (rechts). Erstellt von Alexander Wiegand fiir WIEGAND,
BUCHERT und OSTERMANN |(2014).

So entstehen auch hier sowohl ein dunkles Sample, das 46710 Galaxien bein-
haltet, als auch ein helles Sample mit 22181 Galaxien. Abbildung [3.21] zeigt
die Verteilung der Galaxien im hellen Sample im Vergleich mit dem entspre-
chenden Datensatz des LasDamas-Mock-Katalogs. Hierzu wurden mithilfe
der Distanz-Rotverschiebungs-Beziehung des ACDM-Modells mit 2y = 0.75
alle Rotverschiebungen in mitbewegte Entfernungen umgewandeltm

3.4.3 Die Minkowskifunktionale des DR7

Die Abbildungen und auf den néchsten Seiten zeigen die Ergebnisse
der Berechnungen fiir die beobachteten sowie simulierten Daten im Vergleich.
Da die Minkowskifunktionale abhéngig von der Galaxiendichte sind, wurden
die beobachteten und simulierten Datensétze auf dieselbe Dichte gebracht.
Dazu wurden durch zufillige Auswahl von jeweils 80% der Punkte aus dem
dunklen und dem hellen Sample je 244 verschiedene Subsamples kreiert. Diese
haben eine Galaxiendichte von py = 7.7 x 10~° h3Mpc ™ im Fall des dunklen
Samples und py = 2.1 x 107° A*Mpc ™ im Fall des hellen Samples. Aus den
160 verwendeten Mock-Datensétzen wurden durch Auswahl von etwa 80%
der Punkte ebenfalls jeweils 244 Subsamples der entsprechenden Dichte ge-

""Die Ausdehnung des dunklen Samples betrigt dabei 507 h~'Mpc, die des hellen Samp-
les 730 h~'Mpc. Der grote Wiirfel, den das dunkle Sample beinhalten kann, hat eine
Kantenlinge von 452 h~'Mpec.
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Abbildung 3.22: Die vier Graphen zeigen die fiir das dunkle Sample berechne-
ten Minkowskifunktionaldichten im Vergleich mit denjenigen der Datensétze
des LasDamas-Katalogs. Die Fehler bei den LasDamas-Daten entstehen da-
durch, dass iiber 160 verschiedene Samples gemittelt wird. Erstellt von Alex-
ander Wiegand fiir WIEGAND, BUCHERT und OSTERMANN |(2014).

bildet [

Zur Berechnung der Minkowskifunktionale der beiden SDSS-Datensétze
wird dann jeweils der Mittelwert der Funktionale aller 244 Subsamples ge-
bildet. Bei den LasDamas-Katalogen wird zunéchst zu jedem einzelnen der
160 Mock-Datenséitze der Mittelwert der Ergebnisse der 244 Subsamples ge-
bildet, danach zum Darstellen in den Graphen in einem weiteren Schritt der
Mittelwert aus allen 160 Mock-Datensétzen.

Fiir das dunkle Sample konnte bei Schritten von AR = 1 h~'Mpc ein ma-
ximaler Kugelradius von Ry.. = 40 h~!Mpc gewihlt werden. Ein groBerer
Radius bringt keine neuen Erkenntnisse, da die Beobachtungsmaske ab einem
Kugelradius von etwa 30 h~*Mpc gesiittigt ist, d.h. die entstehende Struktur
das ganze zur Verfiigung stehende Volumen ausfiillt.

Wie in Abb. zu sehen ist, erweisen sich die Minkowskifunktionaldich-
ten als erwartet robust, die 1o- und 2o-Fehlerbander sind kaum zu erkennen.
Diese wurden aus der Varianz der in den jeweils 244 Subsamples ermittelten

"8 Da die Mock-Datensétze leicht unterschiedliche Dichten aufweisen, variiert der Prozent-
satz der ausgewahlten Punkte hier etwas, so dass eine durchgehend identische Dichte
gewahrleistet werden kann.
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Ergebnisse iiber alle 160 Mock-Datensétze bestimmt. Die zum Vergleich mit
der , jackknife“-Methode fiir das Heruntersamplen auf 80% der Datensétze
ermittelten Fehler liegen in derselben Groflenordnung. Auch die von Pro-
grammcode ausgegebenen und direkt aus den Fluktuationen der partiellen
Minkowskifunktionale bestimmten Fehler liegen in dieser GroBenordnung.

Um 1lo- und 20-Fehlerbénder deutlicher darstellen und die Ergebnisse ver-
gleichbar machen zu kénnen, wird in Abb. der Mittelwert der Ergebnisse
fiir die 160 Mock-Kataloge von den Graphen abgezogen. So zeigt sich, dass die
Minkowskifunktionale der beobachteten Galaxienverteilung sowohl fiir das
dunkle als auch fiir das helle Sample signifikant von der simulierten Vertei-
lung abweichen und fiir v, bis v3 teilweise deutlich auflerhalb der Fehlerbéander
liegen. Die Mock-Kataloge scheinen die tatsdchliche Verteilung der Galaxien
hier nicht vollstindig wiedergeben zu kénnen. Um bestimmen zu konnen, wie
signifikant diese Abweichungen sind, findet sich eine von Alexander Wiegand
durchgefiihrte detaillierte Analyse mit Hilfe der y?-Werte in WIEGAND, BU-
CHERT und OSTERMANN |(2014). Auffallend ist aber, dass die Abweichungen
im Fall des hellen Samples weniger stark ausfallen. Hier handelt es sich um
ein deutlich grofleres Maskenvolumen bei geringerer Galaxiendichte. So fiillt
die entstehende Struktur die Maske erst bei deutlich héheren Kugelradien
aus, was einen maximalen Radius von Ry« = 60 h~!Mpc erlaubt. Gleichzei-
tig fithrt die geringere Anzahl an Galaxien zu geringerer Prézision bei der
Berechnung der Funktionale und damit zu gréofieren Fehlern.

3.4.4 Nicht-Gausssche Anteile im DR7

Betrachtet man die Graphen in Abbildung ist es nicht ersichtlich, ob
die Abweichungen zwischen beobachteter und simulierter Struktur sich be-
reits in den Zwei-Punkt-Korrelationsfunktionen zeigen, oder ob sie auf Nicht-
Gausssche Anteile in der Galaxienverteilung zuriickzufiihren sind.

Es ist demnach sinnvoll, eine Methode zu nutzen, die es erlaubt, aus den
als Funktion der Dichte ermittelten Minkowskifunktionalen die N-Punkt-
Korrelationsfunktionen zu extrahieren. Dies wurde von Alexander Wiegand
in WIEGAND, BUCHERT und OSTERMANN |(2014) detailliert durchgefiihrt,
hier soll lediglich eine kurze Zusammenfassung gegeben werden, um einer-
seits die erzielten Ergebnisse besser einordnen zu kénnen und andererseits
die Vorteile des hier vorgestellten Codes weiter zu verdeutlichen.

Die Minkowskifunktionaldichten eines Punktprozesses hingen wie folgt
mit den Korrelationsfunktionen zusammen (SCHMALZING |[1999]; SCHMAL-
ZING et al. [1999]; eine ausfiihrliche Herleitung findet sich im Anhang von
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Abbildung 3.23: Dieselben Ergebnisse wie Abb. aber dargestellt als
Abweichungen der LRG-Minkowskifunktionaldichten von den Ergebnissen
der LasDamas-Datensétze, d.h. nach Subtraktion des entsprechenden Durch-
schnittswertes. So werden die Fehlerbereiche deutlicher. Die dunklen Regio-
nen sind dabei die 2-o-Fehlerbénder, die hellen Regionen 1-o-Fehlerbénder.
Obere vier Graphen: Ergebnisse fiir das dunkle Sample. Untere vier Gra-
phen: Ergebnisse fiir das helle Sample. Erstellt von Alexander Wiegand fiir
WIEGAND, BUCHERT und OSTERMANN |(2014).
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WIEGAND, BUCHERT und OSTERMANN ([2014])),

(vo) = 1— e=PoVo
(v1) = Povﬂffpovo

R T _
(v2) = <p0V2 — gﬂgva e~V

(vs) = (POV?, - gpgvva + %PSV?) e Ve (3.38)
Im Falle eines zugrunde liegenden Poisson-Prozesses sind die Vu die Min-
kowskifunktionale V,,(B) der Kugeln mit Radius r, die wir im Germ-Grain-
Modell nutzen, um aus der Punktmenge ausgedehnte Strukturen zu schaf-
fen (MECKE und WAGNER [[1991]). Im Fall sonstiger, anders entstandener
Verteilungen spiegeln die VM die Beitrige der Korrelationsfunktionen &, 1,
n € N wider, es gilt nach Invertieren des obigen Gleichungssystems und einer
Taylorentwicklung von V# um pg

S
Vi=> —=(—po)" (3.39)
mit den Koeffizienten
b, = / €n1(0,%1, ..., X)) V(BN By, N...N B,,) dPzy ... d°x,
D

D ist wie gewohnt die Katalogmaske, die Integrale laufen iiber alle Punkte,
d.h. @iber die Mittelpunkte der Kugeln. Da die V,,(BN B, N...N B,, ) keinen
Beitrag leisten, wenn die Kugelmittelpunkte einen Abstand von mehr als 2r
besitzen, verschwinden die entsprechenden Koeffizienten.

Wenn der Verteilung ein Gauss-Poisson-Prozess zugrunde liegt, sind alle

Korrelationsfunktionen &, = 0 fiir n > 3, und (3.39)) vereinfacht sich zu
(vgl. MECKE, BUCHERT und WAGNER |[1994])

V, = V.(B) — 2mp0 /0 V(1) &(r)rdr (3.40)

Gerade fir die Eulercharakteristik nimmt (3.40)) fiir den Fall eines Gauss-

Poisson-Prozesses die einfache Form

2r
Vi=1- 27r,00/ & (r)ridr (3.41)
0
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Abbildung 3.24: Relative Abweichung der Integrale der Zwei-Punkt-
Korrelationsfunktionen der Beobachtungsdaten des hellen Samples (rot) von
denen eines entsprechenden LasDamas Mock-Samples (blau). Dargestellt sind
die Koeffizienten ¢4 = by /VZ(B) mit lo-Fehlerbalken. Die gestrichelte Li-
nie entspricht der theoretischen Vorhersage eines Power Spectrums mit dem
Planck-Parameter €2, = 0.32. Erstellt von Alexander Wiegand fiir WIE-
GAND, BUCHERT und OSTERMANN |(2014)|

an. Hier sieht man, dass Nicht-Gausssche Anteile in der Verteilung der Punk-
te sichtbar werden, wenn aus den Minkowskifunktionalen Korrelationsfunk-
tionen von dritter oder héherer Ordnung bestimmt werden kénnen. Dazu
muss allerdings die Abhéngigkeit der durchschnittlichen Minkowskifunktio-
naldichten (v,) von der Galaxiendichte py, bekannt sein. Das kann der in
dieser Arbeit vorgestellte Programmcode leisten, indem die Minkowskifunk-
tionale zuféllig ausgewihlter Subsamples mit sukzessive geringer werdender
Galaxiendichte berechnet werden. Auf diese Art werden in WIEGAND, BU-
CHERT und OSTERMANN ((2014)| die Koeffizienten b/, ; fir n < 2 berechnet,
siehe Abbildung [3.24] und so Nicht-Gausssche Anteile in der Galaxienvertei-
lung nachgewiesen. Zu weiteren Abbildungen und Details der Berechnungen
siehe Abschnitt 5 der zitierten Arbeit.
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3.5 Zusammenfassung

Zunéchst wurde in Abschnitt [3.1] die Strukturanalyse mit Hilfe der so genann-
ten Minkowskifunktionale grundlegend zusammengefasst. Ausgehend von ih-
rer Definition anhand des Satzes von Hadwiger wurden die wesentlichen
Eigenschaften der Minkowskifunktionale — Additivitéit, Bewegungsinvarianz
und bedingte Stetigkeit — besprochen, bevor mit dem Konzept der Paral-
lelkérper und dem damit verbundenen Satz von Steiner ihre geometrische
Interpretation in bis zu drei Dimensionen erarbeitet und in Tabelle dar-
gestellt wurde. Dank ihrer einfachen Interpretierbarkeit und dadurch, dass
die Minkowskifunktionale eine Struktur morphologisch eindeutig bestimmen,
sind sie méchtige Werkzeuge bei der Analyse ausgedehnter Strukturen.

In Abschnitt iber die Implementierung der Minkowskifunktionale
im Programmcode CHIPMINK wurde zunéchst das Germ-Grain-Modell als
Moglichkeit vorgestellt, aus einem Punktdatensatz, wie er etwa bei der Ana-
lyse von Rotverschiebungskatalogen vorliegt, eine ausgedehnte Struktur zu
bilden. Hier wird jeder Punkt mit einer Kugel versehen, deren Radius als
diagnostischer Parameter bei der Strukturuntersuchung dient. Anschlieend
wurde die Bestimmung der globalen Minkowskifunktionale iiber die Summa-
tion von partiellen Funktionalen diskutiert, worauf die vom Verfasser dieser
Arbeit im Programmcode CHIPMINK umgesetzte Berechnung basiert, siehe
dazu auch die Anhénge [B.1.1] und [B.1.2] Wie sowohl aus dem Hauptteil als
auch aus dem Listing im Anhang ersichtlich ist, nimmt das Strukturvolumen
bei der Implementierung eine Sonderstellung ein, zur Berechnung siehe Ab-
bildung Der Abschnitt wurde abgeschlossen durch die graphische Dar-
stellung der Ergebnisse eines ersten Programmdurchlaufs, siche Abbildung
Die Struktur einer vorgegebenen Punktmenge kann nun effektiv quanti-
tativ erfasst werden.

Zunéchst wurde der erstellte Programmecode in Abschnitt [3.3] auf die Da-
ten des Rotverschiebungskatalogs 2dFGRS angewendet. Dabei wurde das
besondere Augenmerk auf den Weg von der Aufbereitung der Daten bis hin
zur letztendlichen Bestimmung der globalen Minkowskifunktionale des ver-
wendeten Samples gelegt, zu Details siche Abbildung[3.11] Insbesondere mus-
ste fiir die Anwendbarkeit der partiellen Minkowskifunktionale ein Volumen-
limitierter Datensatz, d.h. sowohl Rotverschiebungs- als auch Magnituden-
limitiert, aus den Rohdaten extrahiert werden. Da nicht alle Himmelsregio-
nen mit gleicher Giite beobachtet werden kann, wurde vor der Berechnung
der Funktionale das bereits Volumen-limitierte Sample gemé&f einer speziell
zu diesem Zweck eingefiihrten ,lokalen Vollstdandigkeit® ausgediinnt, die die
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Qualitdt der Rotverschiebungsmessung widerspiegelt. Tabelle zeigt die
Statistik der so ausgewédhlten Galaxien, Abbildung gibt die Ergebnisse
des Programmdurchlaufs fiir die angegebenen Datenséitze wieder. Deutlich
zu erkennen ist eine Diskrepanz zwischen den Minkowskifunktionalen fiir
die Datensétze der nordlichen (NGP) und der siidlichen (SGP) galaktischen
Ebene. Diese kann ihren Ursprung in der der unterschiedlichen Dichte der
verwendeten Datensétze oder dem Vorhandensein ausgedehnter Strukturen
haben.

Schliellich wurden in Abschnitt die Minkowskifunktionale fiir ver-
schiedene Datensitze des Sloan Digital Sky Survey (SDSS) berechnet. Dabei
wurden zunéchst die noch vom Verfasser selbst durchgefiihrten Programm-
durchléufe fiir das Data Release 4plus wiedergegeben. Die Statistik der fiir
den Datensatz ausgewihlten Galaxien ist in Tabelle[3.5]zu finden, die entspre-
chenden Ergebnisse ist in Abbildung dargestellt. Anschliefend wurden
die Datenaufbereitung sowie die Ergebnisse der Berechnung fiir das LRG-
Sample (Luminous Red Galaxy) des Data Release 7 besprochen und mit den
fiir den LasDamas-Mock-Katalog bestimmten Minkowskifunktionalen vergli-
chen. Diese wurden von Alexander Wiegand in Zusammenarbeit mit Tho-
mas Buchert mit dem vom Verfasser dieser Arbeit zur Verfiigung gestellten
Programmcode durchgefiihrt, ein gemeinsamer Artikel WIEGAND, BUCHERT
und OSTERMANN |(2014)| zu diesem Thema ist erschienen. In den Abbildun-
gen und wird ein signifikanter Unterschied der Minkowskifunktio-
nale der beobachteten und der simulierten Strukturen deutlich. Hier scheint
der LasDamas-Katalog die tatséchliche Galaxienverteilung nicht voll repro-
duzieren zu konnen. Eine detaillierte Analyse der Abweichungen findet sich
ebenso in WIEGAND, BUCHERT und OSTERMANN (2014 )|wie die Behandlung
der Fragen, ob die beobachteten Abweichungen bereits in den Zwei-Punkt-
Korrelationsfunktionen der Datensétze beobachtet werden kénnen und ob
Nicht-Gausssche Anteile in der Verteilung der Galaxien gefunden werden
konnen.



Kapitel 4

Diskussion und Ausblick

There are a variety of units for measuring space and time [...]
The phenomenology system presents units of form and time,
and components of words.

Buddhist Cosmology Teachings@

Wie zu Beginn beschrieben, braucht es zuverléssige und strukturempfind-
liche Deskriptoren zur Analyse der Galaxienverteilung im Universum. Nur so
kénnen sowohl die Giite der Beobachtungen als auch der den Simulationen
zugrunde liegenden physikalischen Modelle beurteilt werden.

In den beiden Kapiteln zur Dynamik und Statistik grofSraumiger Struktu-
ren habe ich einerseits mit den Minkowskifunktionalen solche Deskriptoren in
ein Computerprogramm umgesetzt und andererseits mit der relativistischen
Zel’dovich-Approximation ein Werkzeug entwickelt, kiinftige Simulationen
realistischer starten zu kénnen.

In Kapitel [2] ist es gelungen, eine relativistische Verallgemeinerung der
bekannten Newtonschen Zel’dovich-Approximation sauber zu definieren. Die
gingigen kosmologischen Feldgroflien wurden in dieser Naherung sowohl all-
gemein angegeben als auch auf den speziellen Fall eines Universums mit fla-
chem FLRW-Hintergrund bezogen. Eine ebenfalls bedeutende Rolle in diesem
Kapitel fillt dem Weyltensor zu, indem sich die wesentlichen Gleichungen
in alternativer Form mit Hilfe seines elektrischen und magnetischen Teils
ausdriicken lassen. Durch die Analogie der allgemeinrelativistischen zu den
Newtonschen Gleichungen, die auf diese Weise besonders deutlich wird, las-
sen sich einerseits der Newtonsche Grenzfall exakt integrierbarer Coframes
definieren und andererseits Newtonsche Losungen einfach auf den relativisti-
schen Fall verallgemeinern. Die hier formulierte relativistische Zel’dovich-
Approximation kann damit meiner Auffassung nach dazu beitragen, eine
Grundlage fiir allgemeinere nichtlineare — sowohl perturbativ als auch nicht-
perturbativ behandelte — Modelle zu bilden, indem sie die bisherigen Studien
zur relativistischen Stérungstheorie sowie zu exakten Losungen fiir Modelle
mit hoher Symmetrie ergénzt.

7 KONGTRUL |(1995), S. 69.
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Die dargelegte Naherung bietet nicht nur die Moéglichkeit zu Anwendun-
gen in der relativistischen Kosmologie, sondern lésst sich in zukiinftigen Ar-
beiten mit Entwicklungsgleichungen fiir rdumlich gemittelte Gréflen kombi-
nieren, eine Nachfolgearbeit zu BUCHERT und OSTERMANN |(2012) ist mit
BUCHERT, NAYET und WIEGAND |(2013)| bereits erschienen, ein dritter Teil
ist im Entstehen. Mit dieser Vorgehensweise lieen sich nichtperturbative
Modelle definieren, die in der Lage sind, das Riickreaktionsproblem der re-
lativistischen Kosmologie oder auch das Problem der dunklen Energie zu
behandeln. Diese realistischen Modelle 6ffnen zudem die Tiir zum Verstand-
nis von Anwendungen wie den nichtlinearen Anteilen an Gravitationswellen-
strahlung.

Mit dem Programmcode CHIPMINK wurde in Kapitel 3| ein Werkzeug
entwickelt, getestet und angewendet, das es zukiinftigen Anwendern erlaubt,
die dreidimensionale rdumliche Verteilung von Punkten zu untersuchen und
morphologisch zu bestimmen. Wie am hier gewéhlten Thema der Galaxien-
kataloge ersichtlich wird, ist das gewéhlte Verfahren gut dazu geeignet, auch
kleine Punktmengen zuverléssig zu analysieren. Im Vergleich der Minkowski-
funktionale zum Data Release 7 des Sloan Digital Sky Survey mit denjenigen
der LasDamas Mock-Kataloge wird zudem deutlich, dass die betrachtete Si-
mulation die beobachtete Galaxienverteilung im Universum basierend auf
dem verwendeten Modell nicht voll wiedergeben kann. Die Abweichungen
sind signifikant, die Funktionale des SDSS LRG 7 liegen zum Teil aulerhalb
der 3o-Fehlerbander der simulierten Daten. Eine detaillierte Analyse hierzu
findet sich ebenso in WIEGAND, BUCHERT und OSTERMANN |(2014) wie die
Behandlung der Frage nach Nicht-Gaussschen Anteilen im Entstehungspro-
zess der Galaxienverteilung. Die LasDamas-Simulationen wurden dabei nicht
wie vorher {iblich mit der (Newtonschen) Zel’dovich-Ndherung gestartet, son-
dern bereits mit einer Losung der Lagrangeschen Stérungsrechnung zweiter
Ordnung. Eventuell ist gerade hier ein vielversprechendes Anwendungsgebiet
fiir die im ersten Teil vorgestellte relativistische Zel’dovich-Approximation
zu finden.

Zudem ist eine Anpassung des Programmcodes auf zweidimensionale Ver-
teilungen einfach durchzufiihren, so dass sich das Anwendungsfeld noch wei-
ter auf z.B. die ganz aktuell vom ESA-Satelliten PLANCK erstellte neue Karte
der Temperaturschwankungen in der kosmischen Hintergrundstrahlung ")

80 Allein im Mirz 2013 sind iiber 30 Fachartikel der PLANCK-Kollaboration zu den aktu-
ellen Beobachtungen veréffentlicht worden, siehe dazu ADE et al. |(2013) sowie
www.sciops.esa.int/index.php?project=PLANCK&page=Planck Published Papers.



Anhang A

Anhang: Differentialformen

Im Hauptteil wird sowohl bei der Einfiihrung der Coframes in Abschnitt
als auch bei der Angabe der Cartanschen Strukturgleichungen in Abschnitt
auf die spezielle Form der Metrik hingewiesen, i.e. g = §_,n*®@n".
Diese Wahl bedingt, dass die gesamte Information iiber die Hintergrundme-
trik im Anfangs-Coframe liegt, n%(ty) = n%.

Nun ist es auch moglich, das Anfangs-Coframe mit “n%(to) = §% einfach
zu halten, indem die alternative Form der Metrik ®g = G_,n* @ n° ver-
wendet wird. Diese Wahl hat insbesondere eine Auswirkung auf die Nullte
Strukturgleichung, die dann eine zu der im Hauptteil gegebenen Cartanglei-
chung alternative Form annimmt. Die Nullte Strukturgleichung definiert —
wie in den folgenden Abschnitten detailliert erdrtert — die kovariante Ablei-
tung im betrachteten metrischen Raum. So ist es nach Auffassung des Ver-
fassers wichtig, diese Wahl der Metrik genauer zu betrachten und die Form
der kovarianten Ableitung sowie die Zusammenhénge mit den tensoriellen
Feldgroflen zu diskutieren.

A.1 Einfiihrung

Dieser erste Abschnitt gibt eine knappe Einfithrung zu Differentialformen,
die sich an die Darstellung in den beiden Biichern STRAUMANN |(1984) und
NAKAHARA [(1990)| anlehnt.

Eine Differentialform ® vom Grad r, kurz r—Form, ist ein total antisymme-
trischer Tensor vom Typ (0, 7).

Dabei ist @ die iibliche, koordinatenfreie Darstellung. Eine koordinaten-
abhingige Darstellung der Komponenten von ® in der Basis {dz’} kann
angegeben werden, indem das dufere Produkt von r Basis-Einsformen dz*
als ihr total antisymmetrisches Tensorprodukt

dz" Adz A ... Ada' = Z sgn(P)dr'*® ®@ dz'?® @ ... @ dz'P™  (A.1)
Pes;,

definiert wird. Dabei erstreckt sich die Summe iiber alle Permutationen P
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der Indizes, und es gilt

san(P) = +1 fiir gerade Permutationen (iq4s...3,) (A2)
—1 fiir ungerade Permutationen (i1is...3,)
So ist z.B.
dz' Ada! = d2’ @ da? — d2? ® da’ (A.3)

Aus obiger Definition des dufleren Produkts folgt sofort, dass bei je zwei
gleichen Indizes dz’* A dz A ... A dz' = 0 gilt. AuBerdem ist

dz Adz” A ... Adz' = sgn(P)da'?® A dz'P® A LA dx'Po (A.4)

Nun koénnen Differentialformen koordinatenabhéngig durch ihre Kompo-
nenten dargestellt werden, indem sie in einer Basis {dz'} entwickelt sind. Es
gilt fiir eine r-Form

d = (Dilig...iwdxil N dxi2 VANRVAN dx” (A5)

Durch das duflere Produkt der Basisformen ist natiirlich auch ®;;, ;.

total antisymmetrisch zu verstehen. Wenn z.B. ein Tensor 7;; in seinen sym-
metrischen Teil S;; und seinen antisymmetrischen Teil A;; gespaltet ist,

1 : 1
Sij = Tup = 5 (Ty +Tia)  sowie Ay =Ty =5 (Ty —Tu)  (A6)
dann gilt fiir die beiden Teile
Sydz' Adz? =0 und A da’ Ada! = Tyda’ A da? (A7)

Fiir den antisymmetrischen Teil eines Tensors T;; und fiir dessen Spurteil
gelten die Aquivalenzen

T, =0 = e Thda! Ada? Adat =0 (A.9)

Die erste Gleichung folgt direkt aus (A.7))
T= T[Z-j]d:vi Ada? = Tijd:vi A da?

da die {dz'} eine Basis bilden. Dann miissen die Komponenten von T' ver-
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schwinden, damit T' = 0 gilt. Zum Beweisen der zweiten Gleichung wird

eijkTildxl Adz? Adat = eijkejleildxl Ada? A da?
= 2T%d2' Ada? Ada?
berechnet. Von (A.8) und (A.9) wird im Hauptteil einige Male Gebrauch

gemacht. Die Definition des &ufleren Produkts kann nun auf allgemeine Dif-
ferentialformen erweitert werden.

Seien ® = @;,;, ; da" Ada? A Adz'” und ¥ =V 5, o da? Adz?? AL Adads
Differentialformen vom Grad r bzw. ¢. Dann ist ihr dufferes Produkt eine
(r + ¢)~Form mit

PAY =, 5 V5, dz A Ade Ada?t A LA dade (A.10)

Aus dieser Definition folgt sofort eine weitere sehr gebréauchliche Relation,
es ist ndmlich mit den Bezeichnungen wie in der Definition

OAY = (-1)""T AP (A.11)

Nachdem das duflere Produkt zweier Formen eingefiihrt ist, kann eine wei-
tere Operation fiir Differentialformen definiert werden, namlich deren &uflere
Ableitung.

Sei @ = ®y,4,. ;. drt Ad22 A... Adz" eine Differentialform vom Grad r. Dann

ist ihre dguflere Ableitung d® eine (r 4+ 1)-Form mit den Komponenten

do = (%q)iliz...ir) dz? Adzt Adz2 AL Adat (A.12)
X

Aus dieser Definition kann wegen der Symmetrie der partiellen Ableitun-
gen 0;0, = 0;0; sofort abgelesen werden, dass

dd® =0 (A.13)

Eine weitere wichtige Relation, die aus der Definition der &ufleren Ablei-
tung folgt, ist die Produktregel

Ad(@AV)=dP AV + (—1)" D AdY (A.14)

Dabei ist wie iiblich r» der Grad von ®. Das ist leicht zu beweisen, indem
die d&uflere Ableitung von (A.10)) gebildet und die Produktregel der partiellen
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Ableitung fiir die Komponenten angewandt wird, d.h.
O (Pirioeis Virjog) = OrPirigein) Viigoogo + Pirigiv Ok Vo i
Durch die Permutation im zweiten Term
dz"Adz A Az Adz AL Ad2? = (—1)"d2 A Adz AdzFAdzT AL Ad e

gilt dann nach Einsetzen der Definition fiir die dulere Ableitung (A.14)).

Abschlieflend soll der Dualitéatsoperator eingefithrt werden. Dazu wird der
Levi-Civita-Tensor benotigt. Dieser total antisymmetrische Tensor €;,i,. i,
auf einer Mannigfaltigkeit der Dimension n ist definiert als

+1 fiir gerade Permutationen (iis...i,)

€iris.in = 4 —1 fiir ungerade Permutationen (iqis...i,) (A.15)
0 sonst
Es gilt
iyig..i 1
T = Civiain (A.16)

wobei g = det(g;;) die Determinante der Metrik auf der Mannigfaltigkeit ist.

Sei ® = ®;;, 5, dz Adx2 A ... Adz™ eine r-Form, n die Dimension der be-
trachteten Mannigfaltigkeit und g = det(g;;) die Determinante ihrer Metrik.
Dann ist der Dualititsoperator, oder Hodgesche Sternoperator, definiert als

*« ® = —V|g|(1> gitizein Cdatt Adat AL Ada't (AT

(n _ ,r,)' i1i2---i'r i7»+1ir+2...ln
Insbesondere ist 1 das invariante Volumenelement wegen

*x1 = —J?’eili%indﬂl Adx®? A .. A da
n!

= | gldz' Adz? A ... Ada” (A.18)
Mit den Bezeichnungen aus der Definition gilt aulerdem
wx® = (—1)'" P (A.19)

fiir Riemannsche Rdaume. Alles bisher in diesem Anhang Gesagte bezog sich
auf die Komponentendarstellung der Differentialformen in der Koordinaten-
basis {dz'}. Ebensogut kénnen die Differentialformen aber auch in einer
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Nicht-Koordinatenbasis von Basis-Einsformen {n®} entwickelt werden. Dann
gilt

D =Dg5.0,n” AN A AT (A.20)
Alle Formeln und Definitionen des Anhangs bleiben auch fiir diesen Fall
giiltig. Damit sind die fiir das Verstédndnis des Hauptteils der vorliegenden
Arbeit wichtigsten Eigenschaften von Differentialformen angegeben. Eine gu-

te Ubersicht iiber weitere, hier nicht beschriebene Operationen, wie die Inte-
gration von Formen, bietet z.B. das Buch von NAKAHARA [(1990).

A.2 Zu Cartans Strukturgleichungen

Die Geometrie dreidimensionaler Hyperflichen wird beschrieben durch die
Cartan-Strukturgleichungen (vgl. NAKAHARA |[1990], S. 245)

dn*+o%An® = T° (A.22)
d(.:)ab + (:Jac /\ (-:’Cb — Qab (A23)

Dabei wird auch als Nullte Strukturgleichung bezeichnet. Sie ist
die Bedingung dafiir, dass der affine Zusammenhang metrisch ist. Zusammen
mit der Ersten Cartangleichung reproduziert sie diesen vollsténdig,
wahrend die Zweite Strukturgleichung die Form des Riemanntensor
R’ festlegt. Die Groflen auf der rechten Seite sind die Metrik-Nullform G,
die Torsions-Einsform T, und die Kriimmungs-Zweiform

QY = SR An’ (A.24)

N | —

AuBlerdem sei w” definiert als

ﬁacb’r’c (A25)

€

a
b

Hier wird die Tilde benutzt, um im Folgenden verschiedene Ausdriicke un-
terscheiden zu konnen, die jeweils die erste Strukturgleichung erfiillen. Diese
ist ndmlich

(anc +3%m5n) AXF AdX =0 (A.26)

und damit

N + Vet =0 = 3% = —ele)ny (A.27)
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Wegen
Ua[kuz] = ﬁa[km (A.28)

hat diese Gleichung mehrere Losungen, die wie folgt definiert werden kénnen ']

Vo = —eckeblﬂauk und ‘o = —eckeblﬁaluk (A.29)

= +€bk€cl7iak||l (A.30)

2

la k_1 a
Vb = TE €Mk und

=2l

Sowohl Vorzeichen als auch Art der Ableitung werden durch die Nullte Struk-
turgleichung festgelegt. Die jeweils zweiten Ausdriicke sind Tensoren, deswe-
gen konnen sie ganz einfach in die Koordinatenbasis transformiert werden.
Das funktioniert bei den ersten Ausdriicken auch, obwohl hier keine Tensoren
vorliegen, weil die Indizes a und b frei sind. Es ist

Vo = —@Jn“ku und Yo = _eainakul (A.31)

Zum besseren Verstandnis und fiir eine einfachere Schreibweise seien auf3er-
dem die Strukturkonstanten

Caur = Gabnamb[knl} = Gabn“mb[km (A.32)

definiert als Losungen der Ersten Cartangleichung. Damit gilt insbesonde-
re ), = Vigr) = Yiguw- Die Nullte Strukturgleichung kann nun bestimmen,
welcher der beiden Ausdriicke im folgenden {ibernommen werden soll. Sie ist

dG,, = @y + @y = G aN” + Goe¥aan” (A.33)

Es ist zu priifen, welcher der vorangegangenen Ausdriicke diese Bedingung
erfiillt. Die Erste Cartangleichung ist fiir ¢, erfiillt, es gilt

Gac’_ycdbnd + Gbcﬁ/cdand - = (Gaceblncl“k + Gbcealncl”k) ka
== dGab

Fiir die einfachen %, resultiert die Strukturgleichung in

GV’ + G’ = — (Gaceblncl\ kT Gbcealncl\ p) dX*
= dGab - eakeblgk”dem

Sie wird also in diesem zweiten Fall nicht erfiillt. Diese Strukturgleichung legt

auflerdem das Vorzeichen in (A.29) fest, das durch die vorherige Rechnung

81 Zu diesen so genannten Ricci-Rotationskoeffizienten siehe z.B. auch CHANDRASEKHAR
(1979); EDGAR |(1980)!
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noch nicht bestimmt war, weil die beiden Ausdriicke mit positivem Vorzei-
chen die Gleichung nicht erfiillen kénnen.

Durch die Strukturgleichung (A.23)) soll nun die Form des Kriimmungs-
tensors bestimmt werden. Zunéchst zeigt sich direkt in Nichtkoordinatenbasis

R%a = abje = Voena T 7 eV b — V4V b — 27 67 e (A.34)

Die Rechnung in der Koordinatenbasis ist aus der Strukturgleichung

Ry = 26ai7?bj (7acb77€[Z|k] + 7w T VY T 50 )
= 2(Vup + 7 5 )

und damit wegen der Antisymmetrie in den hinteren beiden Indizes

R =7 151k = Vagipn + 7 7% — ¥ kw7 (A.35)

An dieser Stelle ist festzuhalten, dass der aus der Strukturgleichung ge-
wonnene Ausdruck nur kovariante Ableitungen enthélt und die eigentliche
Form des Kriimmungstensors darstellt. Bemerkenswert ist auflerdem, dass
hier kein zusétzlicher, von den Strukturkonstanten abhéngiger Term auftritt,
wie das fiir den Ausdruck in Nichtkoordinatenbasis der Fall war, und dass
hier zunéichst die allgemeinen 7, statt den Christoffelsymbolen zu verwen-
den sind. Die iibliche Form des Riemanntensors wird im ndchsten Abschnitt
hergeleitet.

Weiter gestiitzt wird diese Form des Kriimmungstensors durch die intui-
tive Definition der Raumkriimmung als Kommutationsrelation fiir die kova-
riante Ableitung. Aus

ViV, = Vi V] n% = R’y (A.36)
ergibt sich nach einfacher Rechnung

7 _ 1,4 L ia
R = e 1w = €M jjun
_ 1,0 _ i,.a o, a ) a
= (ea’?juk)w (eanﬂ”)\\k Ca |17 i1k T Ca &7 5]
=1 ~1 ~1 ~m ~1 ~m
= Yk Y kit Y mY k5 T Y km Y
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Der Expansionstensor

Zunéchst sei der Expansionstensor definiert als
@Zj = ea’l,',']aj — _éalnaj (A.37)

Rein als Funktion der 7% nimmt er die Form

7 1 ikl -a c
S} j = Z abct kln jnbknl <A38>

an. Es ist mithilfe der Definition der Jacobideterminante J leicht zu sehen,
dass

Auf der anderen Seite zeigt sich, indem an die Definition der ~%,, und 5,
erinnert wird, dass hier

a Jl — a =]l
'7klk = —eakn kil = _7| und 7klk = _eak77 KL = _7‘ (A.40)

gilt. Bei riumlicher Ableitung der ©%, und zeitlicher Ableitung der beiden
letzten Ausdriicke wird erkennbar, dass

@kku = _Vkug = _%)/klk (A-41)

Diese einfache Verbindung gilt natiirlich zunéchst nur fiir die Spur, allgemein
tritt ein zusétzlicher Term auf, i.e.

i . 1 imn (,-a ca c
O =7+ 7 Cabe€ (7 mnbku + 7 knbm\l) U (A.42)

Es ist leicht zu sehen, dass der zweite Term fiir die Spur, ¢ = k, verschwindet,
da dann der Ausdruck in Klammern symmetrisch in ¢ und m ist, und wegen
der Antisymmetrie von €™" wegfillt.

Die kovariante Ableitung des Expansionstensors ist
Ok =V km©" + €, 1% (A.43)

Vertauschung in den beiden unteren Indizes und Summation iiber ¢ und j
ergibt die Impulsconstraints in einer Form, die ausschlieBlich von den 7,
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und dem Expansionstensor abhéngt, ndmlich

y 1, . .

Die linke Seite ist schon in einer Form, die zeitlich integriert werden kann,
fiir die rechte Seite muss das noch gewéhrleistet werden.

Zudem ist bemerkenswert, dass allgemein

Viki = Fikz’ (A.45)
und damit auch

O, = 1", (A.46)
Die kovariante Ableitung

Nachdem im vorhergehenden Abschnitt die kovariante Ableitung eingefiihrt
wurde, soll nun untersucht werden, wie die Vertauschungsrelation von Zeit-
ableitung mit kovarianter Ableitung aussieht. Es gelten

ﬁak||z = ﬁak|z - szmaj
(Uak;uz)' = ﬁaku - F%kﬁ“j - F]Maj
und damit
W% — (%) = T un’ (A.47)

Hier kann die duflere Kriimmung verwendet werden, d.h.

1. 0
K;; = _§gij = =Gy (ﬂ?bj) (A.48)
Damit ist
Uik = Kkl\i - Kik|l - Kz‘l|k (A-49)
und schliefilich
Fjlknaj = Gabebi (Kkl|i - Kik|l - Kil\k - 2Kimrn;k) (A.50)

Betrachtungen fiir Gab‘i =0

Yo = _eainakHl = Yitk = —Gabn“mbkuz A5l
Yo = _eaznaku = Yitk = —Gabn“mbku A.52

~—~
~— ~—
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Durch die kovariante Ableitung der Triade
nakw = n“ku - Fjlwaj
héngen die beiden Ausdriicke einfach iiber
Y=+ T, (A.53)

zusammen. AuBerdem wird sofort ersichtlich, dass wegen (A.51)) bzw. (A.52)
und der Symmetrie der Metrik

Vit T Veti = —Yae W0 Yy + Yy = 0 (A.54)

gilt. Mithilfe dieser Relation kénnen die Christoffelsymbole als Funktion der
Y bestimmt werden zu

Uite = Yoy + Yeiw) — Viaw) (A.55)

Damit ist es nun auch moglich, die I';;, aus (A.53)) zu eliminieren. Es ergibt
sich
Yitke = Yatk] T Ve  Viik) (A.56)

Die iibliche kovariante Ableitung kann aufgrund der hier gefundenen Vorzei-
chen fiir die 7%, und 4, nicht verallgemeinert werden, auch nicht fiir den
Spezialfall der Metrik, denn es gilt

Gijtk — YV ki9mj — ¥ kjGim = Gijik — (’_iji +7 ikj) = Gijik 7 Gij|k
und
Yijie = YV kiImj — V'kj9im = Yijik — (iji +7 ikj) = 29551k 7 Yijllk

Mittels (A.55) wird nun die kovariante Ableitung der Triade durch par-
tielle Ableitungen ausgedriickt. Es gilt

% = Nwy + G?G ey (nclnd[k\i} + Ucmd[zm) (A.57)
Es war anhand der Ersten Strukturgleichung schon zu sehen, dass sich die-
ser Ausdruck in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil

spaltet. Aus (A.56) kann die zu (A.55)) analoge Relation hergeleitet werden,

Yiawy + Ve + Ve = 0 (A.58)
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Als Rechenhilfe ergibt sich noch die Moglichkeit, die kovarianten Ablei-
tungen von 7% und e’ ineinander umzurechnen, denn

Gabebjgijnk: =0 = = —Wajﬁbiebjnk (A.59)

Das sollte insbesondere fiir die Berechnung der Impulsconstraints von Vorteil
sein. Nun soll die explizite Form der Christoffelsymbole, ausgedriickt durch
die Triade 1%, angegeben werden. Diese ist

Fiuf = eaina(uk) + GabGCdeciedj (anb[ju] + 77az77b[j|k]) (A.60)

Mit Hilfe der Relation (|A.53|) kann der Riemanntensor ((A.35) nun in seiner
iiblichen Darstellung mit den Christoffelsymbolen angegeben werden. Es zeigt
sich wie erwartet, dass

Rijkl = Filj\k - Fikj|l + Fikmrwfj - Fizmr% (A.61)

Bemerkenswert, aber richtig, ist hier, dass sich im hinteren Teil durch das
Auflésen der kovarianten Ableitung das Vorzeichen umgedreht hat. Was in

Ausdruck (A.35) noch nach falschem Vorzeichen aussah, ist dadurch gerecht-
fertigt.

Betrachtungen fiir Gab‘i # 0

Zunichst sei angemerkt, dass Tensoren nur als Ganzes transformiert werden
diirfen, nicht aber teilweise. So ist insbesondere

eciGabHi 7 G (A.62)

ab||c

denn GabHi = Gab” # 0, aber G

Wieder gelten an dieser Stelle die Beziehungen (A.51)) und (A.52)). Durch die
kovariante Ableitung der Triade

iy i,k _
ablle = €a € €c Yij|k = 0.

N =% — szw“j
héngen die beiden Ausdriicke einfach iiber
T =7uw+ T (A.63)

zusammen. AuBerdem ist sofort zu sehen, dass wegen der Symmetrie der
Metrik

Vit  Veti = Gabun“mbk = Ykl (A.64)
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gilt. Mithilfe dieser Relation konnen die Christoffelsymbole als Funktion der
Y, Destimmt werden. Sie sind

1 a a a
Ly = Vi) T Vigak) — Vi) T B) (Gab|i77 k:77bl - Gab|k77 7;77bl - Gab\ln MZ) (A.65)

Damit kann nun auch I';, aus (A.63)) eliminiert werden. So ergibt sich

= 1 a a a
Yite = Yaie] T Vigir) + Vipar T B (Gab|i77 o’ — G b ' — G apun w1%) (A.66)

Nun wird die kovariante Ableitung der Triade durch partielle Ableitungen
ausgedriickt. Es gilt

Uaknz = Ua[km - 5ab§cdebi (ﬁc(kﬁdz)\i - Uc(kﬁdm)) (A.67)

Es ist bemerkenswert, dass sich der gefundene Ausdruck automatisch in einen
symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil spaltet. Dadurch gilt so-
fort

Ua[kuz} = Ua[km (A.68)
und die Strukturkonstanten konnen definiert werden als
Coup = Gabﬁamb[knz} = Gabﬁamb[km (A.69)

Es ist also Cy, = Vi) = Vitk)- In die vorangegangenen Relationen eingesetzt
ergibt sich wieder die zu (A.55)) analoge Relation

Yiary + Viea) — Ve = 0 (A.70)

Durch das Verschwinden der kovarianten Ableitung der Metrik gilt fiir die
e auBerdem die Antisymmetriebedingung

Vit + Yeri = 0 (A.71)

Nun ist die explizite Form der Christoffelsymbole, ausgedriickt durch die
Coframes n%,

Filk = eaina(km - eaina(kHl) (A.72)

beziehungsweise

Fim = eaina(kﬂ) - GabGCdeciedj (Wakﬁb[zm + Uazﬁb[km) (A.73)



Anhang B

Anhang: Das Programm CHIP-
MINK

Bei dem hier vorgestellten Programmcode handelt es sich um die Weiterent-
wicklung eines Programmes, das in erster Version 1998 von Jens Schmalzing
und Andreas Rabus geschrieben wurde, siche RABUS |(1998). Im Zuge der
vollstandigen Uberarbeitung wurden die Routinen zur Datenverarbeitung
und insbesondere der Teil zur Berechnung des Strukturvolumens als Null-
tem Minkowskifunktional neu eingefiigt. Auch grofie Teile der Berechnung
der iibrigen drei Funktionale wurden neu umgesetzt und effektiver geschrie-
ben. Im Folgenden soll der Programmcode CHIPMINK vorgestellt werden.
CHIPMINK setzt exakt die Vorgehensweise zur Berechnung der Minkowski-
funktionale um, die im Abschnitt der vorliegenden Arbeit besprochen
wurde.

B.1 Ein Werkzeug zur Strukturuntersuchung

In diesem Anhang wird zunéchst in die dem Programm beigefiigte
README-Datei aufgefiihrt, die dem Leser einen einfachen Einstieg in das
Kompilieren und Bedienen des Programmcodes CHIPMINK bietet. Insbe-
sondere wird hier Schritt fiir Schritt ein erster Testlauf zu einem Poisson-
Prozess durchgefiihrt, um den Benutzer mit der Struktur des Programms
und seinen Ausgabedateien vertraut zu machen.

Im folgenden Abschnitt wird der Hauptteil des Programmcodes,
die Datei main.chipmink.c gelistet, um die Logik, nach der das Programm
die Berechnung der Minkowskifunktionale umsetzt, weiter zu verdeutlichen.
Auf das Listing der beiden Module, welche die tatséchliche Berechnung bein-
halten, der ,, Rechenknechte” minkowski.c und geometry.c, wird aus Platz-
griinden verzichtet. Sie sind wie der restliche Code und die Dateien zu den
Testlédufen auf der beiliegenden CD zu finden.
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B.1.1 Das CHIPMINK-ReadMe

0) About CHIPMINK

1) Installing CHIPMINK
2) Running a test job
3) Computing in detail

0) About CHIPMINK

CHIPMINK is a new, completely revised version of a code used to compute
the Minkowski functionals (MFs) of point data sets, which was
originally written by Jens Schmalzing and Andreas Rabus in 1998,
rewritten in 2006/2007 and updated since then by Matthias Ostermann.
CHIPMINK (Code for High-speed Investigation of Partial Minkowski
Functionals) calculates the partial MFs of a given point data set by
means of the germ-grain model, then adds them up and determines the
global densities (global MFs normalized by the density of the point
sample) .

1) Installing CHIPMINK

The code consists of four independent modules which are contained in the
g-zipped tar-archive ’chipmink.tar.gz’. The file expands upon the
following hierarchy of directories:

./chipmink/
./chipmink/dat/
./chipmink/res/
./chipmink/src/
./chipmink/src/nbr/
./chipmink/src/mfs/
./chipmink/src/spp/
./chipmink/src/dpp/

The source codes of the modules can be found in the directory ’chipmink/

src/’. The module ’src/nbr/’ determines a list of neighbours, i.e.
points in a distance up to a given maximal radius, for any given
point data set (in the following just called ’neighborlist’); ’src/

mfs/’ reads the neighbourlists and calculates the four MFs and puts
them into the output file. The third and fourth, additional modules °’
src/spp/’ and ’src/dpp/’ throw randomly distributed points into the
unit cube (’spp’ for a single Poisson process, resp. ’dpp’ for a
double Poisson process) and thus provide data which is required for
the volume computation as well as for test runs. Information in more
detail can be found below.

To compile and 1link the CHIPMINK modules, use the shell script ’install’
in the main directory ’chipmink’. To execute the script, type in

sh install

on your shell. If needed, you can also compile and link the modules
separately using the makefile in the respective directory.

With the shell script ’clean’ you can now clear the source directories.
It will remove unnecessary files like ".o0" etc. For this operation,
type "sh clean" in your shell. If you want to remove the executable
files as well, use the script ’tidy’.
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2) Running a test job

The script ’run’ in the main directory runs a test job. The aim is first
of all to make sure that the codes were compiled correctly, and
secondly in order to demonstrate how to use CHIPMINK. To start the
test job, type

sh run

in your shell. The job should be completed within five to ten minutes. It
consists of the following steps:

- The script first creates a temporary directory in the data section ’/
dat/tmp/’ and generates a hierarchy of directories into which the
neighbourlists will be written. (It is highly recommended to use the
shell script ’makedirectorytree’ to create those hierarchies in your
own data directories for MF calculation as well.) Next, it creates a
directory in the jobs section into which the results will be written,

i.e. ’/jobs/test/’, and copies the executables into that directory.
The test run calculates MFs for two data sets, namely a random set
without structure generated by a single Poisson process (spp) and and

a second one with structure, generated by a double Poisson process (

dpp) .

- The executable ’spoisson’ generates a point data set ’spoisson.dat’ via
a single Poisson process, containing 2000 randomly distributed
points in the unit cube [0;1] and a further 4000 points ’randata.dat’
in the same mask. The parameter sets for these processes are
documented in the respective ’*.txt’ files in the directory ’jobs/
test/spp’, containing the results.

- Accordingly, the double Poisson executable ’dpoisson’ generates a point
data set ’dpoisson.dat’ via a double Poisson process, containing
about 2000 points in the unit cube [0;1] distributed with a certain
structure. The parameter sets for this process are documented in the
respective ’*.txt’ files in the directory ’jobs/test/dpp’.

- The executable ’neighbours’ determines the neighbourlists (radius 2R)
for the two point samples and writes them into the hierarchy of
directories in the data section. A documentation file is written into

the directory ’jobs/test/spp(dpp)’ here as well.

- The main executable ’chipmink’ reads the neighbourlists created by °’

neighbours’. It first computes the MFs v1-v3. Next, it throws 100.000
Poisson points into the neighbourhood (radius R) of each point of

the random data sample and calculates the fraction of those within
the structure for each selected radius r. The resulting MFs as well
as the list of parameters are written into the output file ’chipmink.
res’. The files ’points_sl.txt’ and ’nbr_sl.txt’ contain the list of
the points used and their neighbourlists.

In order to visualize the resulting data, there are gnuplot macros in the
jobs directory. To execute them, please type in ’gnuplot spp.gp’ in
the spp directory for the single Poisson process (resp. ’gnuplot dpp.
gp’ in the dpp directory). Gnuplot should create the two files ’test.
eps’ (point data plotted with lines) and ’test_e.eps’ (plotted with
standard deviations).
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NOTE: If you want to view the list of parameters which can be chosen for
the different modules, just type in "-7" when executing the
respective module.

3) Computing in detail

In the germ-grain model all Minkowski Functionals - apart from the volume
- are localized on the surface of the structure. They can therefore
be calculated by adding up partial MFs. These can be determined by
the local intersection of the spheres. The statistical weight of
intersections of more than three spheres is identical to zero,
therefore we only take into account intersection circles of two
spheres and intersection points of three spheres (triple points).

[Since we avoid boundary effects by neglecting points near the
boundary (i.e. twice the maximal radius) we don’t have to
determine any other intersection parameters.]

All in all, for a given point of the data set we calculate

a) the uncovered surface area of the sphere around that point,

b) the intersection circles of the sphere around that point with those
of the neighbouring points,

c) the triple points of the intersection with the spheres around any
two neighbours.

After determining the arc length (uncovered segment of the intersection
circle) and the area portion of the intersection circles, we are now
able to calculate the partial MFs by

a) v_1 = A/(4*xpi*R"2), where A is the uncovered surface area of the
sphere of radius R,

b) v_2 = A/(3xpi*R) + l*alpha/(6*pi), where l*alpha is the uncovered
portion of the arc length segment,

c) v_3 = A/(4*pi*R"2) + dxR/(4*pixrho) + epsilon/(4xpi), where rho is
the radius of the intersection circle of two spheres and d is the
distance of their centers; epsilon, which is called spherical
excess, is calculated via the formula of 1’Huilier and denotes the
contribution of the triple points to the partial Euler
characteristic v_3.

Since the volume of the structure is not localized on the surface of the
structure we cannot calculate it in a similar way. We therefore throw
randomly distributed points into the mask which was used for the
given point data set. Next, we determine the neighbourlists which
consist of "real" points (i.e. those of the given point data set!)
for these random points. Now, in a second Poisson process, we throw N
random points into the points’ neighbourhoods and determine whether
the random point is covered by a sphere around any of the "real"
neighbours or not. Thus we calculate the fraction of volume covered
by spheres around "real" points in that area. Hence, we defined a
partial MF for the volume similar to v_1 to v_3. We add up v_O and
normalize it by the overall volume of the observation mask to get the
global volume of the structure. (NOTE: 0Of course, we have to take
into account neglecting points near the boundary again, so we
actually have to normalize by the volume of the new, smaller mask!)
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B.1.2 Der Hauptprogrammteil main.chipmink.c

An dieser Stelle soll der Hauptprogrammteil main.chipmink.c gelistet wer-
den, da sich die Logik des Codes hier besonders gut erschliefft. Insbeson-
dere ldasst die Funktion minkowski die partiellen Minkowskifunktionale zu
jedem ausgewihlten Punkt berechnen und addiert diese zu den globalen
Funktionalen auf, vgl. dazu auch RABUS |(1998). Die Berechnung selber
geschieht in den Modulen minkowski.c und geometry.c, sieche die der ge-
druckten Ausgabe dieser Arbeit beigelegte CD. Dabei stellt minkowski.c die
Additions- und Speicherroutinen der Funktionale sowie die analytisch berech-
neten Funktionale fiir einen Poisson-Prozess zur Verfiigung, in geometry.c
werden die partiellen Minkowskifunktionale der betrachteten Punktmenge
errechnet und an den Hauptteil {ibergeben. Da aber insbesondere der Pro-
grammteil geometry.c {iber 1000 Zeilen lang ist, wird hier auf ein Listing
verzichtet.

/* --- Matthias Ostermann --- last updated 06/10/2013 --- %/

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <unistd.h>
#include <string.h>
#include <math.h>

#include <assert.h>

© 00 N O U R W N =

#undef TIME
#undef SHUTUP

= e
N o= O

#include "main.h"
#include "org.h"
#include "geometry.h"

== e
[SLE N

#include "minkowski.h"

=
S CN

#include "points.h"
#include "mneighbour.h"

==
©

/* definitions of constants */
#define pi 3.141592653589793238462643
#define epsilon 1e-10

#define infinity 666

NONON NN
= W N = O

/* declarations */
void Leave (int);
void minkowski (int,parlist*,RAD*,MFS*,COORDS*,NBRS*);
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int main(int argc, char xargvl[])

34 Ao

35 int i;

36 parlist par; /* the parameter list */

37 RAD rad; /* number and list of radii in the Boolean Grain Model */

38 MFS v; /* minkowski functional stuff */
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39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97

vo

COORDS crds; /* galaxy coordinate stuff x*/
NBRS nbr; /* neighbourlist related stuff x/
FILE *pfile; /* output file for points */

char *pname=(charx*)NULL;

pname=(char*)malloc (100*xsizeof (char)); /* allocate space */
Default (&par); /* default values */

Argument (argc,argv ,&par); /* evaluate command line */
initminkowski (&par ,&rad ,&v); /* initialize list of radii etc. */

/* main loop for n=par.length samples x*/
for (i=0;i<par.length;i++) {
sprintf (pname,"%s/points_s’d.txt",par.rpath,i+1);
createfile(pfile ,pname); /* output file for the selected galaxies */

initcoordinates (&crds,par.nin); /* init the array of points */
initcount (&nbr); /* init the counting of points and neighbours */

emptyminkowski (&rad,&v); /* empty Minkowski functional stuff x/
minkowski (i+1,&par ,&rad,&v,&crds ,&nbr); /* calculate global Mfs x/
storefunctionals (&par ,&rad,&v); /* store the resulting functionals */

printpoints (pfile,pname ,&crds);
freecoordinates (&crds,par.nin);
};

outputfunctionals (&par ,&crds ,&rad ,&v); /* output Minkowski functionals

free (pname) ; /* tidy up */
freeminkowski (&v,&rad);

Leave (0); /* exit the auntie */

id minkowski(int j,parlist*par,RAD*rad,MFS*v,CO0RDS*crds,NBRS*nbr){

K m e o */
/* main routine for calculating global Minkowski functionals of an */
/* array of points. Main loop first reads a new list of neighbours */
/* then calculates the partial Mfs for these neighbours. Mf_0 is */
/* read from a file where it has been calculated beforehand. */
Y T it it e */

int i,k,muse; int*use; double r,theta,phi,*z,**xdelta;

FILE *infile; char *inname=(charx*)NULL; /* input file for neighbours */
FILE *nfile; char *nname=(char*)NULL; /* output file for neighbours x*/
DEFTIME;

inname=(char*)malloc (100*sizeof (char)); /* allocate space */
nname=(char*)malloc (100*sizeof (char)); /* allocate space */
sprintf (nname, "Y%s/nbrs_s%d.txt",par->rpath,j);

createfile(nfile ,nname);

delta=dmatrix (0,NMOP0-1,0,2);z=dvector (0,2);

#ifndef SHUTUP

*/
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99 fprintf (stdout,"v1i-3 s%d: ",j); fflush(stdout);

100 #endif

101 STARTTIME;

102 for(i=0; i<par->nin; i++){

103

104 STARTTIME;

105 #ifndef SHUTUP

106 if (1%250==0)1{

107 fprintf (stdout,"%d(%d) -- ",i,par->nin); fflush(stdout);
108 };

109 #endif

110 i_to_filename (i,par->path,inname);

111

112 if (infile=fopen(inname,"r")){

113 if (neighbourlist (infile ,nbr,par,2*rad->r[rad->n]) > 0){
114 printneighbours(nfile ,nname, inname ,nbr,crds,par);
115

116 calculatepartial(rad,v,nbr); /* calculate the three partial Mfs */
117 addpartial (i,par,rad,v,crds); /* add partial to global Mfs */
118 updatecount (nbr);

119 updatecoordinates (nbr,crds);

120

121 freeneighbour (nbr);

122 };

123 fclose(infile);

124

125 };

126

127 STEPTIME ("point %d",i);

128 };

120 STOPTIME;

130 #ifndef SHUTUP

131 fprintf (stdout,"done.\n"); fflush(stdout);

132 #endif

133

134 /* throw local Monte Carlo points and */

135 /* calculate the volume of the structure */

136

137 /* throw N directions and distances for the N random points */
138 for (i=0; i<NMOPO;i++){

139 phi=2*pi*randl (par); theta=acos(2*randl (par)-1);

140 spherical (z,theta,phi);

141 r=rad->r[rad->n]*pow(randl(par) ,1./3.);

142 for(k=0;k<3;k++) deltalil[k]l=r*z[k];

143 };

144

145 /* randomly select some of the poisson points */

146 use=ivector (0,par->nmopo-1);

147 muse=uselist (par ,&use[0]);

148

149 #ifndef SHUTUP

150 fprintf (stdout,"v0 s%d: ",j); fflush(stdout);

151 #endif

152 STARTTIME;

153 for(i=0; i<par->nmopo; i++){

154

155 STARTTIME;

156 #ifndef SHUTUP

157 if (1%250==0)1{

158 fprintf (stdout,"%d(%d) -- ",i,par->nmopo); fflush(stdout);
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159 };

160 #endif

161 if (use[i]){

162 i_to_filename (i,par->mpath,inname);

163

164 if (infile=fopen(inname,"r")){

165 if (neighbourlist (infile ,nbr,par,2*rad->r[rad->n]) > 0){
166 calculatepartial_vO(rad,v,nbr ,&delta[0]);
167 addpartial_vO(par,rad,v); /* add partial vO to global vO0 */
168 freeneighbour (nbr) ;

169 crds->snmc++;

170 };

171 fclose(infile);

172 crds->tnmc++;

173

174 };

175

176 STEPTIME("point hd" i)

177 };

178 };

179 STOPTIME;

180 #ifndef SHUTUP

181 fprintf (stdout ,"done.\n"); fflush(stdout);

182 #endif

184 printstatistics(nfile ,nname,crds,nbr,par);

185

186 cleanminkowski (par,rad,v,crds); /* tidy up */

187 free_ivector (use,0,par->nmopo-1);

188 free_dmatrix (&delta[0] ,0,NMOP0-1,0,2); free_dvector(z,0,2);
189 free ((char*)nname) ;

190 free ((char*) inname) ;

191

192

193 return;

194

195 }

196

197 /Koo o o oo

199

200 void Leave (int value){

201

202 /K ST —————— - */
203 /* if something is wrong exit this way... */
204 /K S o ——o———————o— */
205

206 exit(value);

207}

B.2 Ein exemplarischer Run fiir den 2dFGRS

Um einen Einblick auch in die Abldufe des Programms zu erhalten, sind
hier in (B.2.1)) und (B.2.2)) fiir einen Durchlauf des 2dF-Galaxienkatalogs die
entsprechenden Ausgabedateien aufgefiihrt. Am Ende des Abschnittes findet
sich aulerdem das Script fiir die Sun Grid Engine (sge), die in den meisten
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Rechnernetzen z.B. an Universititen verwendet wird. Das mag dem Leser ei-
ne Hilfe dabei sein, eine Reihe von Durchldufen gleichzeitig im Rechnernetz
zu starten.

B.2.1 Durchfiihrung

Vorbereitend sind zu jedem Punkt des Datensatzes Nachbarlisten zu erstel-
len, z.B. mit Hilfe eines kd-Baumes, siehe dazu RABUS |(1998). Im hier be-
trachteten Fall liegen die Nachbarlisten zu jedem Punkt als eigene Datei vor,
die in der Form gal 00.txt etc. nummeriert sind. Die Dateien sind zudem
in einer Ordnerstruktur hierarchisch geordnet, so dass die Galaxie mit der
Nummer 3476 z.B. unter ./dat/points/0/0/3/4/gal _76.txt zu finden ist.

Zunichst werden also diese Dateien eingelesen und damit eine Liste der
zur Berechnung der Minkowskifunktionale verwendeten Punkte aufgestellt
sowie in der entsprechenden Datei points.txt gespeichert. Diese sieht fol-
gendermaflen aus:

./points_s1.txt

Pmfs were calculated for 1984 galaxies:

galaxy x_gal y_gal z_gal distance
0 32.434 72.237 -440.449 447.511
1 39.236 84.260 -447.458 457.010
2 40.301 79.430 -431.181 440.285
3 51.904 100.196 -450.200 464.127

[.. die uebrigen Galaxien ..]

1981 127.799 84.256 -410.991 438.572
1982 132.527 89.375 -428.093 456.962
1983 127.168 84.473 -406.876 434.575

dmin= 259.456, dmax= 478.343.

Gleichzeitig schreibt das Programm eine erste Statistik der verwendeten Da-
ten in das File neighbour.txt. Hier ist insbesondere ersichtlich, wie die Da-
tenmenge sich durch das Einriicken um den doppelten maximalen Kugelra-
dius vom Rand der Maske weg verringert.

# options

# -n number of files to read (actual 10428)

# -p path to the galaxy input files (actual ./dat/sgp7)

# -P path to the galaxy output files (actual ./dat/points)
# -1 local completeness (actual 0.8)

# -d highest distance of neighbors (actual 8)

# -u fraction of files to use (actual 1)

# -o documentation file (actual neighbour.txt)
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# -b minimal distance to border (actual 8)

# -c 1 celestial, 0 cartesian coordinates (actual 1)

# -X,y,z Random Number Generator seeds (actual 13181 16703 66)
Total number of galaxy files: = 10428

Total number of galaxies used: = 1984

Die Nachbarlisten zu den jeweiligen Punkten finden sich in nbrs.txt,

./nbrs_s1.txt
./dat/points/0/0/0/0/gal_00.txt (1. file read):

The total number of galaxies is 3, the number of selected galaxies is 3.

row x_gal y_gal z_gal distance
0 32.434 72.237 -440.449 0.000
1 -0.241 -2.162 2.625 3.409
2 1.872 -1.577 -3.926 4.627

./dat/points/0/0/0/0/gal_01.txt (2. file read):

The total number of galaxies is 13, the number of selected galaxies is 13.

row x_gal y_gal z_gal distance
3 39.236 84.260 -447.458 0.000
4 -1.079 0.827 -1.488 2.016
5 -1.133 -0.270 -2.668 2.912
6 -0.086 -0.739 -3.392 3.473
7 -2.087 3.059 -1.387 3.954
8 -3.428 -0.885 1.775 3.961
9 -1.920 0.946 -3.814 4.373
10 -2.380 2.752 -2.586 4.463
11 -3.467 2.117 -3.038 5.073
12 -3.141 -1.030 -4.378 5.486
13 -4.119 3.070 -2.518 5.721
14 -6.428 1.077 -1.088 6.608
15 -3.218 2.993 -5.321 6.902

./dat/points/0/0/0/0/gal_02.txt (3. file read):

The total number of galaxies is 5, the number of selected galaxies is 5.

row x_gal y_gal z_gal distance
16 40.301 79.430 -431.181 0.000
17 -0.471 1.020 -0.000 1.124
18 2.563 -3.979 3.221 5.725
19 1.625 7.011 -1.174 7.292
20 -0.060 6.681 -4.028 7.801

./dat/points/0/0/0/0/gal_03.txt (4. file read):
The total number of galaxies is 2, the number of selected galaxies is 2.
row x_gal y_gal z_gal distance

21 51.904 100.196 -450.200 0.000
22 -1.911 -4.650 5.118 7.174
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[.. alle weiteren Nachbarlisten ..]

Read 1984 files.
Selected 18545 galaxies of 18545.

Nachdem zur Berechnung des Volumens eine Reihe von Poisson-Punkten

geworfen wurden, werden schlielich die vier Minkowskifunktionale fiir stei-

genden Kugelradius in die Datei chipmink.res geschrieben. Dort finden sich

auch die fiir einen Poisson-Prozess gleicher Dichte analytisch berechneten

Werte sowie die Varianzen zu den vier Funktionalen

# options

#

H OH HE H OH HE O HH K HE R HHE R HEHE R HEHR

-n
-N
P
-P
-r
-0
-v
-1
-s
=T
-t

number of neighbour files to read

number of random files to read
input files
input files
files

output file

path to the galaxy
path to the random
path to the output
global functionals

volume of galaxy catalogue sample
lowest radius of balls
stepwidth of Boolean radii

do not
number
number
number

output theoretical values
of points in subsample

of steps for radius

of subsamples

fraction of random points to use
depth of catalogue (<0 if n.a.)
output point sample to stdout
partial functionals output file
assume binary input

Random Number Generator seeds

Vo
+0.

Vi
0000000000e+00
+4.8656898657e-06
+3.9093406593e-05
+1.3196581197e-04
+3.1270146520e-04
+6.0918498168e-04
+1.0482264957e-03
+1.6555647131e-03
+2.4554090354e-03
+3.4726221001e-03
+4.7269536020e-03
+6.2331257631e-03
+8.0109310134e-03
+1.0064734432e-02
+1.2419423077e-02

+0
+2
+9
+2
+3
+5

+8.
+1.
.4344734171e-03
.7931778498e-03
+2.
+2.

+1
+1

+3

+3.
+3.

V2

.0000000000e+00
.3372981332e-05
.3255292771e-05
.0913966773e-04
.7026073980e-04
.7492270842e-04

2209767248e-04
1097815939e-03

1838078056e-03
6037092535e-03

.0490013819e-03

5145385949e-03
9991449522e-03

(actual
(actual
(actual
(actual

1984)
3276)

(actual .)

(actual
(actual
(actual
(actual
(actual
(actual
(actual
(actual
(actual
(actual
(actual

0)
0.1)
false)
100)
40)

1)

1)

-1)
false)

(actual )

(actual
(actual

+0.
.4875028373e-04
+2.
+4.
.8543300132e-04
+7.
+8.
.8828094685e-04

+1

+5

+9

+1.
+1.
.3247623317e-03
.4216486855e-03
+1.
+1.
+1.

+1
+1

ascii)

V3
0000000000e+00

9621066877e-04
4207988465e-04

2388477114e-04
5888890783e-04

1078654165e-03
2194393470e-03

5089744921e-03
5842440210e-03
6518245744e-03

./dat/points)
./dat/random)

chipmink.res)
1.77714e+06)

+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
.7316219851e-04
+9.
+8.
+8.
+8.
+7.
+7.

+9

5626 31281 342)

1164011369e-03
1147130429e-03
1065540098e-03
0969882045e-03
0817953950e-03
0627044387e-03
0416376242e-03
0133352097e-03

3379513797e-04
9816346782e-04
5770098405e-04
1427645513e-04
6667732693e-04
1842357621e-04

82 Fiir das Listing dieser Datei wurde zugunsten der besseren Lesbarkeit auf die Ausgabe
der analytischen Werte und der Varianzen sowie auf das Linebreaking verzichtet. Wich-
tig im Rahmen der vorliegenden Arbeit sind ja zunéchst die ersten fiinf Spalten, die den
aktuellen Kugelradius sowie die vier fiir die Punktmenge berechneten Minkowskifunk-
tionale beinhalten.
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+2

+6

+1
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+1.
+2.
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+3.
+3.
+4 .
+4.
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9587793040e-02
0727903236e-01
1520257937e-01
2335756410e-01
3173710012e-01

.4033774115e-01
.4916453297e-01
+1.
+1.
+1.

5819981380e-01
6743428877e-01
7684879121e-01

+4
+5.
+5.
+6.
+6.
+7.
+7.
+8.
+8.
+9.
+9.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1
+1.
+1
+1
+1
+1
+1.
+1.
+1.

.4983013493e-03

0063120695e-03
5243502133e-03
0499484249e-03
5796333929e-03
1100964402e-03
6382957185e-03
1687908031e-03
6978319354e-03
2257061759e-03
7480123973e-03
0263984124e-02
0775118159e-02
1279472094e-02
1771077253e-02
2253108246e-02
2710567166e-02

.3159683725e-02

3599499196e-02

.4030179398e-02
.4448898486e-02
.4851811727e-02
.5240335327e-02

5614439598e-02
5973583211e-02
6314844259e-02

+1

+1

+1

.7101396089e-03
+1.
+1.
.8333472180e-03
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
.9168176993e-03
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.

7553233846e-03
7973828630e-03

8593271535e-03
8784664189e-03
8905921715e-03
9034441520e-03
9138779049e-03
9182405210e-03

9122800003e-03
9050995881e-03
8958588112e-03
8748601669e-03
8525748756e-03
8233277211e-03
7981241998e-03
7743548730e-03
7498582786e-03
7225593054e-03
6899719809e-03
6572744213e-03
6241410027e-03
5900421983e-03
5506122889e-03

+6.
+6.
+5.
.4904286791e-04
+5.
.6537366823e-04
+4.
+4 .
+3.
+3.
+3.
+2.
+2.
+2.
+2.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+1.
+9.
+8.
+7.
+6.
+4.

+5

+4

6938509856e-04
2136011162e-04
8197171904e-04

0515767977e-04

3212989709e-04
0214838601e-04
8392604293e-04
5042460193e-04
2375636441e-04
9762119147e-04
7565423576e-04
5254897280e-04
1896187334e-04
9311697331e-04
7302029675e-04
6179724126e-04
5166885162e-04
3318346516e-04
1780349945e-04
9163198992e-05
6323344023e-05
7771936601e-05
3947622164e-05
8423142281e-05

Diese tabellarische Form eignet sich gut zum graphischen Darstellen der
Funktionale z.B. mit Hilfe von Gnuplot. Einige Ergebnisse kénnen aber schon
direkt abgelesen werden. Wie erwartet néhert sich z.B. das Volumen der im
Germ-Grain-Modell entstehenden Struktur bei steigendem Kugelradius dem
Gesamtvolumen der Maske an.

Als Hilfestellung fiir den Leser und der Vollstéindigkeit halber sei hier noch

wie bereits angekiindigt das bei diesem Run verwendete sge-Skript gelistet.

chipmink#!/bin/sh

#$ -cwd

#$ -1 vf=2048M
#$ -j y

#$ -N sgp70_1c80

PROGRAM1="/home/osterman/minkowski/chipmink_2dF/src/nbr/neighbours"
PROGRAM2="/home/osterman/minkowski/chipmink_2dF/src/nbr_r/rneighbours"

PROGRAM3="/home/osterman/minkowski/chipmink_2dF/src/mfs/chipmink"

FLAGS1="-1.8 -x772 -y9 -z93 -p./dat/sgp7 -P./dat/points"
FLAGS2="-1.8 -x772 -y47 -z229 -p./dat/sgp_pp7 -P./dat/random"

FLAGS3="-v2320769.

-s.1

-c40 -x762 -y66 -z12 -p./dat/points

DATA1="/home/osterman/minkowski/chipmink_2dF/dat/sgp7n.tar.gz"
DATA2="/home/osterman/minkowski/chipmink_2dF/dat/sgp_pp7.tar.gz"
DATA3="/home/osterman/minkowski/chipmink_2dF/dat/makedirectorytree"

# make sure that /data/$USER/ exists
! -e /data/$USER/ 1;
mkdir /data/$USER/

if [

then

-P./dat/random

-r."
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fi
# create a local directory for this job only
if [ ! -e /data/$USER/job$JOB_ID/ 1; then
mkdir /data/$USER/job$JOB_ID/
else

# this should never happen
echo "Clean up /data/$USER/ directory on $HOSTNAME"\
| mail -s "SGE-error" $USER
exit 1
fi
# create a local data directory for this job only
if [ ! -e /data/$USER/job$JOB_ID/dat ]; then
mkdir /data/$USER/job$JOB_ID/dat
fi
# create a local data directory for this job only
if [ ! -e /data/$USER/job$JOB_ID/dat/points ]; then
mkdir /data/$USER/job$JOB_ID/dat/points
fi
# create a local data directory for this job only
if [ ! -e /data/$USER/job$JOB_ID/dat/random ]; then
mkdir /data/$USER/job$JOB_ID/dat/random
fi

# create a local copy of the program and start the job
PROG1=‘basename $PROGRAM1 ¢
PROG2=‘basename $PROGRAM2 ¢
PROG3=‘basename $PROGRAMS3 ¢
DAT1=‘basename $DATAL ¢
DAT2=‘basename $DATA2 ¢
DAT3=‘basename $DATA3 ¢
OLDDIR=‘pwd *
cp $DATA1 /data/$USER/job$JOB_ID/dat/$DAT1
cp $DATA2 /data/$USER/job$JOB_ID/dat/$DAT2
cp $DATA3 /data/$USER/job$JOB_ID/dat/points/$DAT3
cp $DATA3 /data/$USER/job$JOB_ID/dat/random/$DAT3
cp $PROGRAM1 /data/$USER/job$JOB_ID/$PROG1
cp $PROGRAM2 /data/$USER/job$JOB_ID/$PROG2
cp $PROGRAM3 /data/$USER/job$JOB_ID/$PROG3
cd /data/$USER/job$JOB_ID/dat/random
sh $DAT3
cd /data/$USER/job$JOB_ID/dat
tar -xvzf $DAT2
cd /data/$USER/job$JOB_ID
./$PR0OG2 $FLAGS2 > $PROG2.stdout 2>$PROG2.stderr
cd /data/$USER/job$JOB_ID/dat
rm -r sgp_pp7
cd /data/$USER/job$JOB_ID/dat/points
sh $DAT3
cd /data/$USER/job$JOB_ID/dat
tar -xvzf $DAT1
cd /data/$USER/job$JOB_ID
./$PROG1 $FLAGS1 > $PROG1.stdout 2>$PROG1.stderr
cd /data/$USER/job$JOB_ID/dat
rm -r sgp7

cd /data/$USER/job$JOB_ID
./$PROG3 $FLAGS3 > $PROG3.stdout 2>$PROG3.stderr

# copy all output files back to your home directory
# and clean up
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rm $PROG1 $PROG2 $PROG3
rm -r /data/$USER/job$JOB_ID/dat
cd /data/$USER/
cp -R /data/$USER/job$JOB_ID/ $OLDDIR && rm -r /data/$USER/job$JOB_ID/

B.2.2 Ergebnisse

Als Ergénzung zu den im Hauptteil, Abschnitt [3.3] gezeigten Graphen seien
hier noch die fiir den exemplarischen Run bei einem Kugelradius von bis zu 3

Mpc erhaltenen sowohl globalen als auch reduzierten Minkowskifunktionale

dargestellt.
SGP NGP
# an Galaxien im Volumen-lim. Sample 10428 10777
max. Kugelradius 3 Mpc 3 Mpc
# an Galaxien gewéhlt fiir A = 0.75 3620 4276
# an Galaxien gewéhlt fiir A = 0.80 3444 3930
# an Galaxien gewéhlt fiir A = 0.85 3050 3275

Tabelle B.1: Statistik der verwendeten 2dFGRS-Datensatze

v0 for 2dF data v1 for 2dF data
0.2 T T T T
sgp lc=0.75 —— sgp Ic=0.75 ——
sgp lc=0.80 0.02 sgp lc=0.80 -
0.15 - sgp 1c=0.85 ------- R sgp 1c=0.85 -------
ngp 1c=0.75 0.015 F ngp 1c=0.75 S
ngp Ic=0.80 . ngp Ic=0.80 )
=4 0.1 F ngp Ic=0.85 E S ngp Ic=0.85 o
0.01 | A
L P
005 - i ) 0.005 |- C E
0 L ) I I 0 I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
r r
v2 for 2dF data v3 for 2dF data
0.004 T gy 0.002 T T obs
sgp lc=0.75 ——— | sgp 1c=0.75 ———
0.0035 sgp 1c=0.80 sgp 1c=0.80
0.003 sgp :c=8gg """" E 0.0015 | sgp :c:?)gg """" —
ngp Ic=0./ e ngp Ic=0.
0.0025 ngp Ic=0.80 — ngp lc=0.80
g 0.002 Qgp,ls=&85*** = Q< 0.001 |-+ ngp 1c=0.85 g
0.0015 LTI B
0.001 R 0.0005 |- S b
0.0005 - .~ E
0 . I I I 0 I I I I I
15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

Abbildung B.1: Die vier globalen Minkowskifunktionale fiir verschiedene
2dFGRS-Subsamples mit einem Radius von bis zu 3 Mpc und lokaler
Vollstandigkeit (c = 0.75 — 0.85.
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B.3 Anwendung in der Polymerphysik

In einer der ersten Anwendungen des neu gestalteten Programmcodes zur Be-
rechnung der Minkowskifunktionale beliebiger dreidimensionaler Punktmen-
gen stellten Jens Schmalzing und ich ihn Dr. Markus Hiitter zur Verfiigung,
der zu diesem Zeitpunkt an der ETH Ziirich an Untersuchungen zur Hetero-
genitéit und dem Zusammenhang kolloidaler (gallertartiger) Teilchensysteme
arbeitete.

Auf seine Anfrage hin bestimmten wir die Minkowskifunktionale zu ver-
schiedenen Testdatensétzen, die er mit Hilfe dynamischer Simulationen er-
stellt hatte. Ziel der Untersuchung sollte sein, die Auswirkungen verschie-
dener Parameter wie der Geschwindigkeit der Koagulation (Verfestigung)
oder des von den Teilchen eingenommen Volumenanteils auf die entstehen-
den Strukturen zu bestimmen.

Schon in den ersten Testlaufen zeigte sich, dass die Minkowskifunktionale
hier als Deskriptoren sehr gut geeignet waren. Anderungen der Parameter
fithrten zu deutlich verschiedenen Graphen aller vier Funktionale und mach-
ten damit die Unterschiede der in der Simulation entstandenen Strukturen
deutlich. Besonders der Einfluss des Volumenanteils scheint markant, der ent-
sprechende Graph mit Volumenanteil 20% weicht deutlicher als die beiden
anderen von einer homogenen Verteilung ab. Abnehmender Volumenanteil
und/oder die Existenz einer Energiebarriere scheinen demnach die Entwick-
lung heterogener Strukturen zu unterstiitzen. Letztendlich miindete die Ver-
wendung unseres Programmcodes in der Verdffentlichung HUTTER |(2003)
durch Dr. Hiitter.

Die oberen vier Graphen in Abbildung zeigen die globalen normierten
Minkowskifunktionale zur Koagulation eines kolloidalen Polymers mit einer
Volumenfraktion 40% und langsamer Koagulation, d.h. mit Energiebarriere.
Zum Vergleich sind jeweils auch die Funktionale eines einfachen Poisson-
Prozesses gleicher Dichte aufgetragen. In den unteren vier Graphen sind
die Minkowski-Funktionale fiir drei simulierte Gel-Datensétze zu sehen. Gel
407 hat die Volumenfraktion 40% und schnelle Koagulation (keine Energieb-
arriere), Gel 425 hat die Volumenfraktion 40% und langsame Koagulation
(Energiebarriere), Gel 426 schliefllich die Volumenfraktion 20% und schnelle
Koagulation (keine Energiebarriere).
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v0 for Markus gel425 data v1 for Markus gel425 data
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Abbildung B.2: Oben: Normierte Minkowskifunktionale zur Koagulation ei-
nes kolloidalen Polymers mit einer Volumenfraktion 40% und langsamer Ko-
agulation (d.h. mit Energiebarriere). Unten: Minkowski-Funktionale fiir drei
simulierte Gel-Datensitze.
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