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Überblick

In dieser Arbeit wird ein schnelles Strahlungsmodell im sichtbaren Spektralbereich er-
stellt. Ausgehend vom von einem meteorologischen Modell berechneten Zustand der
Atmosphäre ergibt dieses Strahlungsmodell die Strahldichte am oberen Rand der At-
mosphäre, die ein Satellit messen würde, wenn die Atmosphäre tatsächlich so aussehen
würde (synthetisches Satellitenbild). Der Vergleich mit einem tatsächlichen Satelliten-
bild gibt Hinweise über mögliche Fehler des meteorologischen Modells. Mehrere For-
schungsrichtungen werden in dieser Arbeit untersucht. Das Endprogramm (pastat) ba-
siert weitgehend auf Look-Up Tables. Eine Erweiterung der Eddington-Approximation
bis auf die dritte Ordnung wird verwendet, um die azimutal gemittelte Strahldichte zu
berechnen. Ein Ansatz mit 16 statistisch bestimmten Parametern bringt die notwendige
azimutale Abhängigkeit.

Das Genauigkeitskriterium für das zu erstellende Strahlungsmodell ist ein relativer Feh-
ler der Re�ektivität unter 10 % oder ein absoluter Fehler unter 0.02. Die Erfolgsrate
von pastat hängt stark vom Sonnenzenitwinkel ab. Der mittlere relative Fehler von
pastat ist eine Gröÿenordnung höher als der von den meisten vorhandenen schnellen
Strahlungsmodellen im Infraroten. Im Sichtbaren bringt der Mehrfachstreuterm der
Strahlungstransportgleichung nämlich eine erhebliche zusätzliche Erschwernis im Ver-
gleich zum Infraroten. Jedoch wird das Erfolgskriterium in fast allen Fällen von pastat
eingehalten. Somit erlaubt dieses Verfahren, Modellfehler auf 10 % Genauigkeit zu de-
tektieren. pastat ist das erste schnelle Strahlungsmodell im sichtbaren Spektralbereich
für wolkige Atmosphären.
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Kapitel 1

Einleitung

Klimamodelle und meteorologische Modelle (GCM �General Circulation Model�, NWP
�Numerical Weather Prediction�) sollen überprüft werden, indem ihre Ergebnisse der
Realität gegenübergestellt werden. Dazu gibt es zwei Wege: entweder leitet man die
zu überprüfenden atmosphärischen Gröÿen aus Messungen ab, um sie dann mit ihren
Werten aus dem Modell zu vergleichen, oder man berechnet aus den Ergebnissen des
Modells, was an welcher Stelle gemessen würde, wenn die Atmosphäre so wie die Ergeb-
nisse des Modells wäre und man vergleicht es mit tatsächlichen Messungen. Zur Messung
der Zusammensetzung der Atmosphäre (Spurengase, Aerosole, �üssige Tröpfchen oder
Eiskristalle) werden die Werte der Variablen (Konzentrationen, Flüssigwassergehalt,
Eisgehalt,...) aus technischen Gründen weitaus indirekt aus Satellitenbildern berechnet
(aus Strahldichtewerten). Die Werte der einzelnen Variablen werden anhand von Algo-
rithmen gewonnen, was für den Zweck der Prüfung von Modellergebnissen zu ungenau
ist und generell a-priori Annahmen erfordert. Deshalb wird häu�g der zweite Weg ver-
folgt: es ist vorteilhaft, anhand von Modellergebnissen (Werten für alle Variablen) die
Strahldichten zu berechnen, die in so einer Atmosphäre gemessen würden und sie dann
mit einem tatsächlichen Satellitenbild zum Zeitpunkt der Vorhersage zu vergleichen.

Das Ziel dieser Doktorarbeit ist, ein hinreichend genaues schnelles Strahlungsmodul im
sichtbaren Spektralbereich zu erstellen. Dieses Modul soll insbesondere dazu dienen,
aus Modellergebnissen (insbesondere von COSMO[40], Consortium for Small-scale Mo-
deling) ein entsprechendes Satellitenbild im Sichtbaren zu simulieren, das zur Prüfung
des Modells mit dem tatsächlichen Satellitenbild verglichen wird.

Ähnliche Produkte gibt es schon im infraroten Spektralbereich. Diese basieren grund-
sätzlich auf zwei verschiedenen Methoden: Regressionsschemata (die vertikale Abhän-
gigkeit der Variablen wird durch eine analytische Funktion genähert) und Look-Up
Tables (die Werte der Variablen werden für eine Kombination von Situationen tabel-
liert und dann für die jeweilige Situation aus einer Interpolation gewonnen). RTTOV
(Radiative Transfer for TOVS) (Eyre, 1991)[10] gehört zur ersten Methode und wurde
ursprünglich zur Simulation von Bildern aus dem Messsystem TOVS (TIROS Operatio-
nal Vertical Sounder) entwickelt. Optran (Optical Path Transmittance) (McMillin et al.,
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 8

2005)[20] gehört ebenfalls zur ersten Kategorie und wurde für das NCEP Satellitenda-
tenassimilitionssystem entwickelt; bei Optran werden die Transmissionsfunktionen von
absorbierenden Gasen in Niveaus der integrierten Gasmenge entlang des optischen Wegs
statt in festen Druckniveaus berechnet. Gastropod (Sherlock et al., 2003)[30] verwendet
auch die erste Methode aber sein Gitter entspricht festen Druckniveaus, er wurde für
das Sensor AIRS (Atmospheric Infrared Sounder) implementiert. SARTA (Stand-alone
AIRS Radiative Transfer Algorithm) (Strow et al., 2003)[34] wurde ebenfalls für AIRS
entwickelt und ist auch ein Regressionsmodel. FASRAD (Fast Radiance) und FASAA
(Fast Absorption Approximation ) (Dubuisson et al., 2004)[9] sind auch Regressionsmo-
delle, sie wurden für IRR (Infrared Imaging Radiometer) entwickelt. RTMIPAS (Ra-
diative Transfer model for MIPAS) (Bormann et al., 2004)[2] verwendet eine lineare
Regression zur Berechnung der e�ektiven optischen Dicken der einzelnen Schichten, es
wurde für MIPAS (Michelson Interferometer for Passive Atmospheric Sounding) imple-
mentiert. OSS (Optimal Spectral Sampling) (Moncet et al., 2004)[24] aber verwendet
die zweite Methode (Look-Up-Tables). FIRTM-AD (Fast Infrared Radiative Transfer
Model - Adding-Doubling) (Zhang et al., 2007)[38], verwendet die Adding-Doubling
Prozedur (die Re�ektion und Transmission einer doppelten Schicht werden anhand von
den Re�ektionen und Transmissionen ihrer beiden Teilschichten berechnet, indem auf-
einander folgende Re�ektionen und Transmissionen zwischen ihnen betrachtet werden)
und Look-Up-Tables für die Bodenre�ektion, die Transmissionen und die Emissivität; es
ist eine Erweiterung von FIRTM1 (Wei et al., 2004)[35], FIRTM2 (Niu et al., 2007)[26]
und CHARTS (Code for High resolution Accelerated Radiative Transfer and Scatte-
ring) (Moncet und Clough, 1997)[23]. Die Ergebnisse dieser schnellen Verfahren sind
in der Regel hinreichend genau (absoluter Fehler kleiner als das thermische Rauschen
des Sensors, mit dem die Strahldichte verglichen wird) und anhand von langsameren
genauen Modellen validiert (R. Saunders et al., 2007)[29].

Im Sichtbaren spielt Streuung an Spurengasen, Aerosolen, Wassertropfen sowie Eiskris-
talle eine wesentliche Rolle und die Mehrfachstreuung macht eine numerische Behand-
lung schwierig und aufwändig. In diesem Spektralbereich gab es bisher kein schnelles
Strahlungsmodell für bewölkte Atmosphären. Für klare Atmosphären ist das schnelle
Strahlungsmodell 6S (Kotchenova et al., 2006[13]) vorhanden, das auf dem SOS (Suc-
cessive Order of Scattering) Verfahren basiert. Im SOS-Verfahren wird die Strahldichte
numerisch für jede Schicht durch Iterationen berechnet (für einmal, zwei mal, drei mal,
etc..., gestreute Photonen).

Ein in dieser Arbeit entwickeltes Modul basiert auf Look-Up-Tables und wurde pastat
genannt. Parallel dazu wurden zwei analytische Näherungsmodelle entwickelt, die eine
Erweiterung der sogenannten Eddington-Approximation aus der Astronomie (Mihalas,
1970)[22] sind und jeweils EddingtonPLUS und EddingtonFIT genannt wurden. Diese
drei Modelle werden in Kapitel 4 miteinander und mit DISORT (Discrete Ordinate
Radiative Transfer) (Stamnes et al. 1988)[33] verglichen.

Jedes Modul wird als �hinreichend genau� bezeichnet, wenn sein relativer Fehler unter
10 % liegt. Der Fehler muss nämlich mindestens eine Gröÿenordnung kleiner als der Wert
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sein, damit Fehler von COSMO, die eine Änderung der Strahldichte am oberen Rand der
Atmosphäre der Gröÿenordnung der Strahldichte bewirken, sichtbar sind. Bei geringen
Strahldichten kann zwar der relative Fehler groÿ, der absolute Fehler aber trotzdem
sehr gering sein. Deshalb gilt jedes einzelne Modul als erfolgreich, wenn der relative
Fehler kleiner/gleich 10 % oder der auf die Re�ektivität (De�nition in Abschnitt 2.2)
bezogene absolute Fehler kleiner/gleich 0.02 ist. Dabei werden sehr groÿe Werte (über
85°) des Satellitenzenitwinkels sowie des Sonnenzenitwinkels (was nur kurze Zeiträumen
morgens und abends betri�t) nicht berücksichtigt. Der geostationäre Satellit Meteosat
betrachtet Deuschland unter etwa 60°. Der Sonnenzenitwinkel beträgt in Deutschland
etwa 60°, Bilder mit einem Sonnenzenitwinkel gröÿer als 85° werden nicht ausgewertet.
Ein in dieser Arbeit erstelltes Modul wird als �schnell genug� bezeichnet, wenn seine
Rechenzeit für eine ganze COSMO-Szene (etwa 400*400 Pixel) weniger als eine Minute
beträgt. Das Modell COSMO erzeugt nämlich jede 15 Minuten eine neue Szene und
die Simulation des entsprechenden Satellitenbildes muss immer vor der Erzeugung der
nächsten Szene fertig sein.

Diese Arbeit enthält zuerst die Grundlagen, die für die Beschreibung der eingeführten
Modelle notwendig sind (Kapitel 2). Es werden ebenfalls schon vorhandene Verfahren
zur Lösung der Strahlungstransportgleichung vorgestellt. In Kapitel 3 werden drei neue
Lösungsverfahren (EddingtonPLUS, EddingtonFIT und pastat) vorgeschlagen. Es wird
erklärt, worauf diese Verfahren basieren und wie diese die Strahldichte am oberen Rand
der Atmosphäre berechnen. Kapitel 4 enthält die Qualitätstests, wobei die drei Modelle
anhand vom oben genannten Erfolgskriterium verglichen werden. Es erfolgt eine Dis-
kussion der durch diese Modelle eingeführten neuen Möglichkeiten und über die Genau-
igkeit und den Rechenaufwand von pastat im Licht der schon vorhandenen Verfahren.
In Kapitel 5 werden alle Ergebnisse zusammengefasst (Schluss und Ausblick).



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden zuerst Strahlungsgröÿen de�niert und erläutert. Dann folgt
eine Vorstellung der Strahlungstransportgleichung. Schon vorhandene Lösungen, die für
diese Arbeit relevant sind, sowie dazu verwendete Methoden und Näherungen werden
zusammengefasst.

Folgende De�nitionen von Strahlungsgröÿen sind hauptsächlich adaptiert von �Radia-
tive Transfer� (Chandrasekhar, 1950)[5] und �Radiation in the Atmosphere, A Course
in Theoretical Meteorology� (Zdunkowski et al., 2007)[37].
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2.1 Strahlung

Strahlung ist die Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen durch ein Medium. Die
Wellen werden durch ihre Wellenlänge (λ) gekennzeichnet und entsprechen einer be-
stimmten Energie�uÿdichte.

In der Atmosphäre der Erde wird zwischen direkter (nicht gestreuter) und di�user
(mindestens einmal gestreuter) Strahlung unterschieden.

2.2 Strahldichte und Re�ektivität

Die Strahldichte ist eine Gröÿe für die Menge Strahlung, die an einem Punkt für eine
bestimmte Wellenlänge in eine bestimmte Richtung �ieÿt. Sie ist gleich der Leistung
im elementaren Wellenlängenintervall [λ, λ+ dλ] in die durch den Zenitwinkel θ und
den Azimutwinkel ϕ gegebene Richtung innerhalb des Raumwinkelelements dΩ, die
von der zur Einfallsrichtung senkrechten Projektion des Flächenelements empfangen
wird, dividiert durch diese Projektion, das Raumwinkelelement und das elementare
Wellenlängenintervall:

Iλ (θ, ϕ) =
d4E

dt cos θdAdλdΩ
(2.1)

Dabei sind Iλ (θ, ϕ) die Strahldichte in die Richtung (θ, ϕ) bei der Wellenlänge λ (ab
jetzt I (θ, ϕ) geschrieben), dt das Zeitintervallelement, dA das Flächenelement, dλ das
elementare Wellenlängenintervall, dΩ das Raumwinkelelement und d4E die Strahlungs-
energie im spektralen Bereich [λ, λ+ dλ] in die Richtung (θ, ϕ) innerhalb des Raum-
winkels dΩ, die in der Zeit dt durch die Projektion von dA �ieÿt.

Die Strahldichte wird im Sichtbaren üblicherweise in Wm−2 sr−1 nm−1 gegeben. Abbil-
dung 2.1 macht die in der De�nition der Strahldichte verwendeten Begri�e deutlicher.

Statt der Strahldichte in den oberen Halbraum am oberen Rand der Atmophäre wird
oft die Re�ektivität verwendet, derer Verhältnis zur Strahldichte von Gleichung (2.2)
gegeben ist:

R (zTOA, θ, ϕ) = π
I (zTOA, θ, ϕ)

M0 cos (θ0)
(2.2)

wobei zTOA die geometrische Höhe des oberen Rands der Atmosphäre (der Index �TOA�
steht für �Top of Atmosphere�), R (zTOA, θ, ϕ) die Re�ektivität am oberen Rand der
Atmosphäre in die Richtung (θ, ϕ), I (zTOA, θ, ϕ) die Strahldichte am oberen Rand der
Atmosphäre in die Richtung (θ, ϕ), M0 die direkte einfallende Strahlungs�ussdichte am
oberen Rand der Atmosphäre (siehe Abschnitt 2.3) und θ0 der Sonnenzenitwinkel (siehe
Abbildung 2.5) sind. Die Re�ektivität ist dimensionslos.
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Abbildung 2.1:
Darstellung zur De�nition der Strahldichte in die Richtung (θ, ϕ). In blau werden auf
das Flächenelement dA unter dem Zenitwinkel θ innerhalb des Raumwinkelelements dΩ
einfallende Strahlen dargestellt. Die rote Linie ist die Projektion von dA auf die Ebene
senkrecht zur Richtung der einfallenden Strahlen.

2.3 Strahlungs�ussdichte

Die Strahlungs�ussdichte ist eine Gröÿe für die Menge Strahlung, die für eine bestimmte
Wellenlänge durch eine Einheits�äche �ieÿt. Sie ist gleich der Leistung im elementaren
Wellenlängenintervall [λ, λ+ dλ], die durch das Flächenelement �ieÿt, dividiert durch
das Flächenelement und das elementare Wellenlängenintervall:

Mλ =
d3E

dtdAdλ
(2.3)

Dabei sindMλ die Strahlungs�ussdichte bei der Wellenlänge λ (ab jetztM geschrieben)
und d3E die Strahlungsenergie im spektralen Bereich [λ, λ+ dλ], die in der Zeit dt durch
die dA �ieÿt.

Die Strahlungs�ussdichte wird im Sichtbaren üblicherweise in Wm−2 nm−1 gegeben.
Abbildung 2.2 macht die in der De�nition der Strahlungs�ussdichte verwendeten Be-
gri�e deutlicher.

Es besteht folgende Beziehung zwischen der Strahldichte und der Strahlungs�ussdichte:

M =

ˆ
Ω

I (θ, ϕ) cos θdΩ (2.4)
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Abbildung 2.2:
Darstellung zur De�nition der Strahlungs�ussdichte. In blau werden auf das Flächen-
element dA unter mehreren Zenitwinkeln θ innerhalb des Raumwinkelelements dΩ ein-
fallende Strahlen dargestellt.

wobei Ω der volle Raumwinkel ist.

Das Raumwinkelelement dΩ wird in Kugelkoordinaten sin θdθdϕ geschrieben, so be-
rechnet sich die Strahlungs�ussdichte in den oberen Halbraum in diesem Koordinaten-
system:

M =

ˆ 2π

0

ˆ π
2

0

I (θ, ϕ) cos θ sin θdθdϕ (2.5)

2.4 Optische Dicke

Der Extinktionskoe�zient für die Wellenlänge λ (βe (λ)) gibt an, wie viel die Strahl-
dichte auf einer Strecke (durch Absorption und Streuung) abgeschwächt wird. Es gilt
das Bouguer-Lambert-Beer Gesetz:

dI = −βe (λ) Ids (2.6)

Dabei sind ds die von der Welle durchzogene Strecke und dI die Änderung der Strahl-
dichte auf der Strecke ds.

Die optische Dicke einer horizontal homogenen Schicht (s1, s2) eines Mediums für die
Wellenlänge λ ist:
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Abbildung 2.3:
Darstellung zur De�nition der optischen Dicke. In blau wird ein Strahl dargestellt, des-
sen Richtung einen Winkel mit der Vertikale von θ macht, der auf dem Weg abge-
schwächt wird. I (s′) und I (s′ + ds′) sind die entsprechenden Strahldichten jeweils in
den Niveaus s′ und s′ + ds′. ds ist der elementare Weg, den der Strahl zwischen den
Niveaus s′ und s′ + ds′ zurücklegt und ds′ ist seine Projektion auf die Vertikale.

τλ =

ˆ s2

s1

βe (λ, s′) ds′ (2.7)

Dabei sind τλ die optische Dicke für die Wellenlänge λ, ab jetzt τ geschrieben, s′ die
laufende Koordinate auf der vertikalen Achse, ds′ ein Streckenelement auf der vertikalen
Achse, s1 und s2 die Koordinaten jeweils des oberen und unteren Rands der Schicht
(s1, s2) und βe (λ, s′) der Extinktionskoe�zient für die Wellenlänge λ am Ort der Ko-
ordinate s′ (ab jetzt wird der λ nicht mehr geschrieben).

Die optische Dicke hat keine Dimension.

Abbildung 2.3 macht die in der De�nition der optischen Dicke verwendeten Begri�e
deutlicher.

Die integrierte Form des Bouguer-Lambert-Beer Gesetzes innerhalb der horizontal ho-
mogenen Schicht (s1, s2) lautet:

I (s) = I (s1) exp

(
−
ˆ s′

s1

βe (λ, s′) ds

)
(2.8)

Da ds′ = ds cos θ, wird sie auch folgendermaÿen geschrieben:

I (s) = I (s1) exp

(
−
ˆ s′

s1

βe (λ, s′)

cos θ
ds′

)
(2.9)

und für die ganze Schicht (s1, s2):
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I (s2) = I (s1) exp
(
− τ

cos θ

)
(2.10)

Ab jetzt wird die optische Dicke (τ) als vertikale Koordinate (statt der geometrischen
Höhe z) verwendet. Es gilt:

dτ = −βe (z) dz (2.11)

und integriert:

τ = −
ˆ z

zTOA

βe (z′) dz′ (2.12)

wobei dτ ein Element der optischen Dicke, dz ein Element der geometrischen Höhe und
βe (z) der Extinktionskoe�zient in der Höhe z sind.

Die optische Dicke als vertikale Koordinate ist positiv nach unten (umgekehrte Richtung
als die geometrische Höhe). Sie ist gleich null am oberen Rand der Atmosphäre und
gleich der totalen optischen Dicke der Atmosphäre am Boden.

2.5 Einfachstreualbedo

Der Extinktionskoe�zient (βe) ist die Summe des Absorptionskoe�zients (βa) und des
Streukoe�zients (βs). Die Einfachstreualbedo gibt den relativen Anteil der Streuung
an der Extinktion an:

ω0 =
βs
βe

(2.13)

Diese Gröÿe ist dimensionslos.

2.6 Phasenfunktion

Die Phasenfunktion gibt die drei-dimensionale Richtungsverteilung der Streuung an.
Ihre Einheit ist der sr−1. Sie ist in der Regel rotationssymetrisch. Sie ist so normiert,
dass:

ˆ 2π

0

ˆ π

0

p (ψ) dψdφ = 4π (2.14)

wobei p (ψ) (manchmal auch p (cosψ) geschrieben) der Wert der Phasenfunktion für
den Streuwinkel ψ (siehe Abbildung 2.4) und φ der lokale Azimutwinkel (für die Rota-
tion um die Achse der Phasenfunktion) sind. Oft wird die Phasenfunktion als Funktion
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Abbildung 2.4:
Darstellungen zur De�nition der Phasenfunktion, des Streuwinkels und des lokalen Azi-
mutwinkels. Die Ausbreitung eines Strahls (in blau) wird von oben angezeigt. Der Schnitt
der Phasenfunktion mit der horizontalen Ebene, die die Achse der Phasenfunktion ent-
hält, wird rot dargestellt.

von der Einfallsrichtung (θ′, ϕ′) und der Streurichtung (θ, ϕ) gegeben (wobei diese Win-
kel spherische Koordinaten des globalen Koordinatensystems sind). Man schreibt dann
p (θ, ϕ, θ′, ϕ′). Der Streuwinkel lässt sich aus θ, ϕ, θ′ und ϕ′anhand von

cosψ = cos θ cos θ′ +
√

1− cos2 θ′
√

1− cos2 θ cos (ϕ− ϕ′) (2.15)

�nden.

Die azimutal gemittelte Phasenfunktion gibt die zwei-dimensionale Richtungsverteilung
der Streuung in der Ebene an. Sie ist so normiert, dass:

ˆ π

0

p (ψ) dψ = 2 (2.16)

wobei p (ψ) der Wert der azimutal gemittelten Phasenfunktion für den Streuwinkel ψ
ist.

2.7 Asymetrieparameter

Der Asymetrieparameter gibt an, wie viel in den Vorwärts- und den Rückwärtsbereich
gestreut wird. Er wird de�niert durch:
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g =

´ 1

−1
p (cosψ) cosψd (cosψ)´ 1

−1
p (cosψ) d (cosψ)

=
1

2

ˆ 1

−1

p (cosψ) cosψd (cosψ) (2.17)

wobei g der Asymetrieparameter ist. Diese Gröÿe ist das mit der Phasenfunktion ge-
wichtete Mittel des Cosinus des Streuwinkels. Sie be�ndet sich immer zwischen -1 und
1. g = 0 bedeutet, dass so viel nach vorne wie nach hinten gestreut wird. g = 1 be-
deutet, dass alles nach vorne gestreut wird. In der Theorie bedeutet g = −1, dass alles
nach hinten gestreut wird, aber dieser Fall tritt in der Atmosphäre der Erde nicht auf.
Der Asymetrieparameter ist dimensionslos.

2.8 Strahlungstransportgleichung

Die Strahlungstransportgleichung (STG) in einer horizontal homogenen Atmosphäre
(plan-parallele Näherung) für di�use Strahlung (Gleichung 2.53 in Zdunkowski et al.,
2007)[37] beschreibt die Variation der 3-dimensionalen di�usen Strahldichte mit der
Höhe in der Atmosphäre der Erde für die meisten Anwendungen (für nicht zu groÿe
Zenitwinkel und für eine horizontal homogene Bewölkung) hinreichend gut:

µ
dI

dτ
(τ, µ, ϕ) = I (τ, µ, ϕ)− ω0 (τ)

4π

´ 2π

0

´ 1

−1
p (τ, µ, ϕ, µ′, ϕ′) I (τ, µ′, ϕ′) dµ′dϕ′

−ω0 (τ)

4π
M0 exp

(
− τ
µ0

)
p (τ, µ, ϕ,−µ0, ϕ0)

(2.18)

Dabei sind τ die senkrechte optische Dicke zwischen dem oberen Rand der Atmosphä-
re und der laufenden geometrischen Höhe, als vertikale Variable verwendet (statt der
geometrischen Höhe), µ der Cosinus des Zenitwinkels (positiv für aufwärts gerichtete
Strahlung), ϕ der Azimutwinkel, I (τ, µ, ϕ) die di�use Strahldichte im Niveau mit der
optischen Dicke τ in die Richtung (µ, ϕ), ω0 (τ) die Einfachstreualbedo der Atmosphäre
als Funktion der optischen Dicke, p (τ, µ, ϕ, µ′, ϕ′) die Phasenfunktion der Atmosphäre
als Funktion der optischen Dicke, der Einfallsrichtung (µ′, ϕ′) und der Streurichtung
(µ, ϕ), M0 die von der Sonne am oberen Rand der Atmosphäre einfallende Strahlungs-
�ussdichte, µ0 der Cosinus vom Sonnenzenitwinkel (positiv obwohl für abwärts gerich-
tete Strahlung) und ϕ0 der Sonnenazimutwinkel.

Der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung steht für die Abnahme der Strahl-
dichte durch Absorption und Streuung (Extinktionsterm). Der zweite bzw. dritte Term
stehen für die Zunahme der Strahldichte durch die Mehrfachstreuung (Mehrfachstreu-
term) bzw. durch die Einfachstreuung (Einfachstreuterm).

Aus der dreidimensionalen STG lässt sich die azimutal gemittelte STG ableiten. Die
Strahldichte und die Phasenfunktion werden dazu jeweils in eine Fourier Cosinus-Reihe
entwickelt. Sie werden geschrieben als die Summe von Produkten von nur vom Cosi-
nus des Zenitwinkels abhängigen Termen und Cosinus-Funktionen vom Azimutwinkel
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(cos [m (ϕ− ϕ0)] für die Strahldichte und cos [m (ϕ− ϕ′)] für die Phasenfunktion, wo-
bei m, der Index der Summe, eine null oder positive ganze Zahl ist). Zur azimutalen
Mittelung wird die STG durch 2π dividiert und über eine Periode des Azimutwin-
kels (von 0 bis 2π) integriert. So verschwinden alle Terme der Entwicklungen, die mit
cos [m (ϕ− ϕ0)] bzw. cos [m (ϕ− ϕ′)] (mit m 6= 0) multipliziert werden (da der ande-
re Teil all dieser Terme nur von µ abhängt und der durchschnittliche Wert all dieser
Cosinus-Funktionen über eine ϕ-Periode 0 ist). Bei jeder Entwicklung bleibt nur noch
der erste Term (m = 0) und die resultierende Gleichung ist die azimutal gemittelte
STG.

Die azimutal gemittelte Strahlungstransportgleichung für di�use Strahlung in einer ho-
rizontal homogenen Atmosphäre (Gleichung 2.81 in Zdunkowski et al., 2007)[37] lautet:

µ
dI

dτ
(τ, µ) = I (τ, µ)− ω0 (τ)

2

´ 1

−1
p (τ, µ, µ′) I (τ, µ′) dµ′

−ω0 (τ)

4π
M0 exp

(
− τ
µ0

)
p (τ, µ,−µ0)

(2.19)

wobei I (τ, µ) diesmal die azimutal gemittelte Strahldichte und p (τ, µ, µ′) die azimu-
tal gemittelte Phasenfunktion der Atmosphäre als Funktion der optischen Dicke, der
Einfallsrichtung (µ′) und der Streurichtung (µ) sind.

2.9 Entwicklung der Phasenfunktion anhand von den
Legendre-Polynomen

Legendre-Polynome vom Grad n sind folgendermaÿen de�niert:

Pn (x) = (2nn!)−1 dn

dxn
(
x2 − 1

)n
(2.20)

wobei n eine null oder positive ganze Zahl ist.

Die zugeordneten Legendre-Polynome der Ordnungm vom Grad n sind folgendermaÿen
de�niert:

Pm
n (x) =

(
1− x2

)m/2 dm

dxm
Pn (x) (2.21)

Für die numerische Behandlung der Phasenfunktion kann diese in einer Reihenentwick-
lung geschrieben werden. Chandrasekhar (1950)[5] hat für den Fall der Streuung an
kugelförmigen oder zufällig orientierten Teilchen folgenden Ansatz verö�entlicht:

p (cosψ) =
N∑
n=0

(2n+ 1) ξnPn (cosψ) (2.22)
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Abbildung 2.5:
De�nitionen der Satellitenzenitwinkel (θ), Satellitenazimutwinkel (ϕ), Sonnenzenitwin-
kel (θ0) und Sonnenazimutwinkel (ϕ0).
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Dabei ist ξn der n-te Koe�zient der Entwicklung und Pn (cosψ) ist das n-te Legendre-
Polynom von der Variable cosψ.
Die Koe�zienten der Entwicklung ξn (auch als Moment bezeichnet) lassen sich aus
Orthogonalitätsbedingungen bestimmen:

ξn =
1

2

ˆ 1

−1

p (cosψ)Pn (cosψ) d (cosψ) (2.23)

Insbesondere gilt: ξ0 = 1, ξ1 = g.

2.10 Delta-M-Approximation

Die Delta-Approximation wurde von Potter (1970)[27] eingeführt. Wenn die Phasen-
funktion einen ausgeprägten Vorwärts-Peak aufweist (deutlich stärkere Vorwärts- als
Seitwärts- und Rückwärtsstreuung), muss ihre Darstellung durch Legendre-Polynome
besonders viele Koe�zienten enthalten, was die Rechenzeit entsprechend erhöht. Es
lohnt sich daher, näherungsweise einen wesentlichen Teil der nach vorne gestreuten
Strahlung als nicht gestreut anzunehmen. Durch das �Abschneiden� des Vorwärtspeaks
kann die Phasenfunktion durch wesentlich weniger Legendre-Terme genähert werden.
Wenn die Phasenfunktion in einem kleinen Winkelbereich (0° bis 10°) modi�ziert wird,
wird die Verteilung der totalen Strahldichte kaum verändert. Durch diese Näherung
ändern sich die angenommenen optischen Eigenschaften der Atmosphäre, so dass die
optische Dicke, die Koe�zienten der Legendre-Entwicklung der Phasenfunktion, der
Streukoe�zient, der Extinktionskoe�zient sowie die Einfachstreualbedo in jeder Atmo-
sphärenschicht modi�ziert werden müssen.
Die Delta-M-Approximation (Wiscombe, 1977)[36] ist ein Spezialfall der Delta - Ap-
proximation. In diesem Fall wird der Vorwärtspeak der Phasenfunktion abgeschnitten,
in dem nur die ersten M Terme ihrer Legendre-Entwicklung berücksichtigt und alle an-
deren auf null gesetzt werden. Sei f der Legendre-Koe�zient des (M + 1)-ten Termes
der Entwicklung (f = ξM), dann lassen sich die M Koe�zienten der Delta-skalierten
Phasenfunktion wie folgt schreiben:

ξ
′

i =
ξi − f
1− f

(2.24)

mit i = 0 ..M − 1.
Die Delta-skalierte optische Dicke einer Atmosphärenschicht lautet:

∆τ
′
= (1− ω0f) ∆τ (2.25)

Die Delta-skalierte Einfachstreualbedo lautet:

ω
′

0 =
1− f

1− ω0f
ω0 (2.26)
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2.11 Rayleigh-Approximation

In der Rayleigh-Approximation besteht die Atmosphäre nur aus Partikeln, die kleiner
als der Zehntel aller betrachteten Wellenlängen der einfallenden Strahlung sind. Eine
solche ideale Atmosphäre wird �Rayleigh-Atmosphäre� genannt. Im sichtbaren Spek-
tralbereich entspricht sie einer Atmosphäre, die nur Moleküle enthält und keine Aero-
sole, Wassertröpfchen oder Eiskristalle. In einer Rayleigh-Atmosphäre �ndet Rayleigh-
Streuung statt, derer Theorie auf der Annahme d� λ basiert (wo d der Diameter der
Teilchen in der Atmosphäre ist).
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2.12 Lösungen der Strahlungstransportgleichung

2.12.1 Eddington Zwei-Strom

Zwei-Strom-Verfahren (Meador und Weaver, 1980)[21] sind sehr schnelle Strahlungs-
transportmodelle, die die di�usen Strahlungs�ussdichten aufwärts (M+ (τ)) und ab-
wärts (M− (τ)) berechnen. Sie sind dagegen ungeeignet, um Strahldichten zu berechnen.
Eddington Zwei-Strom (Shettle und Weinman, 1970)[31] ist ein Zwei-Strom-Verfahren,
das auf der Eddington-Approximation basiert. Die Eddington-Approximation (Miha-
las, 1970)[22] ist eine Annäherung des zenitalen Verlaufs der azimutal gemittelten
Strahldichte in einer plan-parallelen Atmosphäre. Sie ist ein Spezialfall der Zwei-Strom-
Approximation und wird zur Herleitung des Eddington Zwei-Strom-Verfahrens (Zdun-
kowski, 2007)[37] verwendet.

Die Strahldichte wird wie folgt genähert:

I (τ, µ) = I0 (τ) + µI1 (τ) (2.27)

wobei I0 (τ) und I1 (τ) zwei Funktionen allein der optischen Dicke sind.

Zur Herleitung von Eddington Zwei-Strom wird die Eddington-Approximation in die
azimutal gemittelte STG (Gleichung 2.19) eingesetzt. Es entstehen zwei Gleichungen
für jeweils I0 (τ) und I1 (τ):

dI0

dτ
(τ) = (1− ω0g) I1 (τ) +

3

4π
ω0gµ0M0 exp

(
− τ

µ0

)
(2.28)

dI1

dτ
(τ) = 3 (1− ω0) I0 (τ)− 3

4π
ω0M0 exp

(
− τ

µ0

)
(2.29)

Die Beziehungen zwischen den Strahlungs�ussdichten M+ (τ) und M− (τ) und der azi-
mutal gemittelten Strahldichte folgen von Gleichung (2.5):

M+ (τ) = 2π

ˆ 1

0

µI (τ, µ) dµ (2.30)

M− (τ) = 2π

ˆ 1

0

µI (τ,−µ) dµ (2.31)

Aus Gleichungen (2.30) und (2.31) lassen sich zwei Beziehungen zwischen I0 (τ), I1 (τ),
M+ (τ) und M− (τ) ableiten, die in Gleichungen (2.28) und (2.29) eingesetzt zwei Glei-
chungen für die di�usen Strahlungs�ussdichten aufwärts und abwärts liefern:
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dM+

dτ
(τ) =

[
(1− ω0) +

3

4
(1− ω0g)

]
M+ (τ) +

[
(1− ω0)−

3

4
(1− ω0g)

]
M− (τ)

+

[
3

4
gµ0 − 1

2

]
ω0M0 exp

(
−
τ

µ0

)
(2.32)

und

dM−

dτ
(τ) =

[
− (1− ω0) +

3

4
(1− ω0g)

]
M+ (τ) +

[
− (1− ω0)−

3

4
(1− ω0g)

]
M− (τ)

+

[
3

4
gµ0 + 1

2

]
ω0M0 exp

(
−
τ

µ0

)
(2.33)

Dazu kommt eine Gleichung für die direkte Strahlungs�ussdichte Mdir (τ) (immer nach
unten):

Mdir (τ) = M0 exp

(
− τ

µ0

)
(2.34)

Man schreibt:

α1 = (1− ω0) + 3
4

(1− ω0g)

α2 = − (1− ω0) + 3
4

(1− ω0g)

α3 =
[

3
4
gµ0 − 1

2

]
ω0

α4 =
[

3
4
gµ0 + 1

2

]
ω0

A =

[
α2

α1 − λ
exp (λτi)−

α2

α1 + λ
exp (−λτi)

]−1

λ =
√
α2

1 − α2
2

α5 =

(
α1− 1

µ0

)
α3−α2α4(

1
µ0

)2
−λ2

α6 =
α2α3−

(
α1+ 1

µ0

)
α4(

1
µ0

)2
−λ2

Die Lösung des Gleichungssystems (Strahlungs�ussdichten aus einer Schicht ∆τi =
τi − τi−1 als Funktion von den auf diese Schicht einfallenden Strahlungs�ussdichten)
lautet:  M+ (τi−1)

M− (τi)
Mdir (τi)

 =

 a11 a12 a13

a12 a11 a23

0 0 a33

 M+ (τi)
M− (τi−1)
Mdir (τi−1)

 (2.35)
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mit

a11 = A 2λ
α2

a12 = A [exp (λ∆τi)− exp (−λ∆τi)]

a13 = α5

[
1− exp

(
−∆τi

µ0

)
A 2λ
α2

]
− α6A [exp (λ∆τi)− exp (−λ∆τi)]

a23 = −α5 exp
(
−∆τi

µ0

)
A [exp (λ∆τi)− exp (−λ∆τi)] + α6

[
exp

(
−∆τi

µ0

)
− A 2λ

α2

]
a33 = exp

(
−∆τi

µ0

)
Eddington Zwei-Strom ist Teil von libRadtran (Mayer und Kylling, 2005)[19], einer
Sammlung von Programmen zur Strahlungsberechnung in der Atmosphäre der Erde.
Es wurde unter dem Namen �Rodents� implementiert.

2.12.2 Diskrete-Ordinaten Methoden

Die Diskreten-Ordinaten Methoden (Chandrasekhar, 1950)[5] werden in manchen ein-
dimensionalen Strahlungstransportmodellen verwendet. Sie ergeben die Strahldichte in
jedem Niveau in jede Richtung. DISORT ist eine Implementierung dieser Methoden.
Sie wurde von Stamnes et al. (1988)[33] verö�entlicht.

Bei DISORT werden die Variablen µ und ϕ getrennt, indem die Strahldichte und die
Phasenfunktion in eine Fourier Cosinus-Reihe entwickelt werden:

I (τ, µ, ϕ) =
2N−1∑
m=0

Im (τ, µ) cos [m (ϕ− ϕ0)] (2.36)

p (τ, µ, ϕ, µ′, ϕ′) =
2N−1∑
m=0

pm (τ, µ, µ′) cos [m (ϕ− ϕ′)] (2.37)

Die Funktionen pm (τ, µ, µ′) (m = 0 .. 2N − 1) werden in Legendre-Reihen entwickelt:

pm (τ, µ, µ′) = (2− δ0,m)

[
2N−1∑
l=m

ξml P
m
l (µ)Pm

l (µ′)

]
(2.38)

wobei Pm
l (x) das zugeordnete Legendre-Polynom der Ordnung m vom Grad l ist und

ξml folgendermaÿen geschrieben wird:

ξml = ξl
(l −m)!

(l +m)!
(2.39)

Dabei sind ξl (l = m.. 2N − 1) die Koe�zienten der Legendre-Entwicklung, die aus
Orthogonalitätsbedingungen bestimmt werden:
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ξl =
2l + 1

2

ˆ 1

−1

pm (cosψ)Pl (cosψ) d (cosψ) (2.40)

Die 2N Komponenten der Strahldichte und der Phasenfunktion (jetzt nur noch vom
Zenitwinkel abhängig) sind jeweils: Im (τ, µ) und pm (τ, µ, µ′), wobei m eine ganze Zahl
zwischen 0 und 2N − 1 ist. Die Komponenten werden in die azimutal gemittelte STG
eingesetzt, was zu 2N Di�erentialgleichungen für die 2N Funktionen Im (τ, µ) führt. 2N ,
die Anzahl der Terme der Fourier Cosinus-Reihen der Strahldichte und der Phasenfunk-
tion, wird auch als Anzahl der Ströme bezeichnet. Der Spezialfall N = 1 entspricht dem
Zwei-Strom-Verfahren (Meador und Weaver, 1980)[21]. DISORT ist in der Hinsicht eine
Verallgemeinerung des Zwei-Strom-Verfahrens.

DISORT kann bei der Berechnung der di�usen Strahldichte die Delta-M-Approximation
verwenden. Die Einfachstreukorrektur von Nakajima und Tanaka (1988)[25] (siehe Un-
terabschnitt 2.12.3) wird in diesem Fall eingesetzt, um danach eine exakte Berück-
sichtigung der Einfachstreuung trotz modi�zierter (Delta-skalierter) Phasenfunktion zu
gewährleisten.

DISORT ist auch Teil von libRadtran[19] und die zu diesem Zeitpunkt neueste Version
wurde dort unter dem Namen �CDISORT� implementiert. DISORT ist ausführlich vali-
diert (Dickerson et al., 1997)[6] (Matthijsen et al., 1998)[15] und wurde in dieser Studie
verwendet, um Referenzwerte der Strahldichte zu berechnen.

2.12.3 Einfachstreukorrektur von Nakajima und Tanaka

Die von Nakajima und Tanaka (1988)[25] entwickelte Einfachstreukorrektur ist ein
Verfahren, das die Strahldichteverteilung, wie sie eine Delta-skalierte Strahlungstrans-
portrechnung liefert, korrigiert, indem eine exakte Berücksichtigung der Einfachstreu-
ung statt�ndet (ohne Delta-M-Approximation). Stamnes et al. (2000)[32] haben es für
DISORT[33] beschrieben. Das Verfahren ist in zwei Unterverfahren geteilt, die von den
Autoren TMS und IMS genannt wurden. Die Lösung der Strahlungstransportgleichung
verwendet die Delta-skalierte Phasenfunktion p′. TMS korrigiert die Einfachstreuung,
so dass diese mit der richtigen Phasenfunktion p berechnet wird. IMS korrigiert die
Zweifachstreuung oder sogar höhere Ordnungen der Streuung im Bereich der Sonne, so
dass auch diese mit der richtigen Phasenfunktion p berechnet werden.

Die Strahlungstransportgleichung für plan-parallele Atmosphären ohne den Mehrfach-
streuterm heiÿt:

µ
dIES
dτ

(τ, µ, ϕ) = IES (τ, µ, ϕ)− ω0 (τ)

4π
M0 exp

(
− τ

µ0

)
p (τ, µ, ϕ,−µ0, ϕ0) (2.41)

Dabei bezieht sich der Index �ES� auf die Einfachstreuung.
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Die Lösung für die Strahldichte in den oberen Halbraum (µ > 0) am oberen Rand der
Atmosphäre lautet (wobei die Bodenre�ektion auf null gesetzt wird und die Integration
Schicht für Schicht statt�ndet):

IES (τTOA, µ, ϕ) =
M0

4π
(

1 + µ
µ0

) ∑L
n=1 ω0 (τn) p (τn, µ, ϕ,−µ0, ϕ0) ·[

exp

(
−τn−1 − τTOA

µ
− τn−1

µ0

)
− exp

(
−τn − τTOA

µ
− τn
µ0

)]
(2.42)

Dabei ist 0 die Nummer des obersten Niveaus und L die des untersten. τn ist die optische
Dicke im n-ten Niveau. τTOA ist die optische Dicke am oberen Rand der Atmosphäre
(gleich null). τ0 ist gleich τTOA.

Das Verfahren TMS addiert der Strahldichte den Term ∆IIC, der die Subtraktion der
mit der Delta-M-Approximation berechneten Lösung IES (τTOA, µ, ϕ) und die Addition
der ohne die Delta-M-Approximation berechneten Lösung enthält:

∆IIC = − M0

4π
(

1 + µ
µ0

) ∑L
n=1 ω

′
0

(
τ
′
n

)
p′
(
τ
′
n, µ, ϕ,−µ0, ϕ0

)
·[

exp

(
−
τ
′
n−1 − τ

′

TOA

µ
−
τ
′
n−1

µ0

)
− exp

(
−τ

′
n − τ

′

TOA

µ
− τ

′
n

µ0

)]
+

M0

4π
(

1 + µ
µ0

) ∑L
n=1 ω0 (τn) p (τn, µ, ϕ,−µ0, ϕ0) ·[

exp

(
−τn−1 − τTOA

µ
− τn−1

µ0

)
− exp

(
−τn − τTOA

µ
− τn
µ0

)]
(2.43)

wobei gestrichene Terme auf einen mit der Delta-M Appriximation berechneten Wert
hindeuten. Die Beziehungen zwischen diesen Werten und den unskalierten werden von
den Gleichungen (2.24) bis (2.26) gegeben.

Die TMS-Methode ergibt sehr gute Ergebnisse, auÿer für Richtungen im Bereich der
Sonne, das heiÿt für (−µ, ϕ) ' (µ0, ϕ0). Zur Verbesserung der Lösung in diesem Bereich
wurde das IMS-Verfahren eingeführt.

Die IMS-Methode ist für diese Arbeit nicht von Belang, weil das schnelle Strahlungs-
modell zur Simulation von Satellitenbildern nur von der Erde nach oben re�ektierte
Strahldichten berechnen muss. Der Ansatz von der IMS-Methode sowie ihre Herlei-
tung be�nden sich im Appendix A von �DISORT, a General-Purpose Fortran Program
for Discrete-Ordinate-Method Radiative Transfer in Scattering and Emitting Layered
Media: Documentation of Methodology� (Stamnes et al., 2000)[32].



Kapitel 3

Methoden

In diesem Kapitel werden die drei in dieser Arbeit entwickelten Verfahren (Edding-
tonPLUS, EddingtonFIT und pastat) beschrieben. Notwendige Herleitungen werden
dargelegt und Vorbereitungen geschildert. Die Prinzipien und die Durchführung dieser
Verfahren werden erläutert. Schlieÿlich folgen Beispiele von Ergebnissen dieser Modelle.

27
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3.1 Überblick

Abbildung 3.1 ist eine schematische Darstellung der vier hier beschriebenen untersuch-
ten Wege zur Gewinnung der Strahldichte am oberen Rand der Atmosphäre.

Eine Forschungsrichtung war der Ausgang aus Eddington Zwei-Strom (Shettle und
Weinman, 1970)[31]. Zwei-Strom-Verfahren (Meador und Weaver, 1980)[21] sind be-
sonders schnell, eignen sich aber nur zur Berechnung von Strahlungs�ussdichten, nicht
von Strahldichten. Es stellte sich die Frage, ob es möglich ist, eine Erweiterung von
Eddington Zwei-Strom zu entwickeln, die immer noch schnell genug, gleichzeitig aber
hinreichend genau bei der Berechnung von Strahldichten sein kann. Dementsprechend
wurde die Eddington-Approximation (Gleichung 2.27) bis auf die 3. Ordnung erweitert:

I (τ, µ) = I0 (τ) + µI1 (τ) + µ2I2 (τ) + µ3I3 (τ) (3.1)

wobei I2 (τ) und I3 (τ) ebenfalls zwei Funktionen allein der optischen Dicke sind.

Die so erweiterte Eddington-Approximation wurde in die azimutal gemittelte STG für
di�use Strahlung in einer horizontal homogenen Atmosphäre (Gleichung 2.19) einge-
setzt. Das lieferte vier Di�erentialgleichungen für die vier Funktionen I0 (τ), I1 (τ), I2 (τ)
und I3 (τ). Die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix des Gleichungssystems wur-
den untersucht. Es ist nicht möglich, vier linear unabhängige Eigenvektoren für die vier
Eigenwerte zu �nden. Das System hat keine Lösung (siehe Anhang 1 für mehr Details),
so dass die Ableitung eines Vier-Strom-Verfahrens nach dem Modell von Eddington
Zwei-Strom nicht möglich ist. Zwei Funktionen (I2 (τ) und I3 (τ)) mussten deshalb para-
metrisiert werden. Dafür wurden hier zwei Wege untersucht. Im ersten (Weg 1) wurden
diese beiden Funktionen konstant über die ganze Atmosphäre gehalten und statistisch
bestimmt. Das Gleichungssystem reduzierte sich auf zwei Gleichungen für I0 (τ) und
I1 (τ), die die Konstanten I2 und I3 enthalten. Seine Lösung war möglich und ergab
eine erweiterte Form des Eddington Zwei-Strom-Verfahrens. Im zweiten (Weg 2) wurde
hingegen entschlossen, ein klassisches Eddington Zwei-Strom aufzurufen, um die di�u-
sen Strahlungs�ussdichten nach obenM+ (τ) und untenM− (τ) zu berechnen. Die Kon-
stanten I2 und I3 wurden in diesem Fall nur am oberen Rand der Atmosphäre de�niert
und statistisch bestimmt. Die beiden Beziehungen zwischen den Strahlungs�ussdich-
ten M+ (τ) und M− (τ) und den Funktionen der erweiterten Eddington-Approximation
I0 (τ), I1 (τ), I2 und I3 erlaubten es, nach dem Zwei-Strom-Verfahren I0 (τTOA) und
I1 (τTOA) am oberen Rand der Atmosphäre abzuleiten. Beide Wege liefern durch Glei-
chung (3.1) eine Annäherung der azimutal gemittelten Strahldichte. Zur Korrektur der
azimutalen Abhängigkeit der Strahldichte musste noch ein Ansatz entwickelt werden,
der die Funktionen I0 (τ) bis I3 (τ) auch mit den Zenit- und Azimutwinkeln variieren
lässt. Die Einfachstreukorrektur von Nakajima und Tanaka (1988)[25] ermöglichte eine
zweite Korrektur des Strahldichteverlaufs. Dabei war nur die TMS-Methode und nicht
IMS relevant: IMS wird nur für die Richtungen in der Nähe von der der Sonne benutzt,
hier wollen wir aber nur die Strahldichte in alle Richtungen nach oben berechnen.
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Alternativ dazu wurde die Berechnung der Strahldichte am oberen Rand der Atmo-
sphäre anhand von Look-Up Tables untersucht. Bei der Verwendung einer reinen Ta-
belle (Weg 3) müssen die Werte der Strahldichte in jede Richtung (für jeden Zenit-
und Azimutwinkel) für jede Kombination von gewählten Variablen gespeichert werden.
Die Anzahl der pro Kombination zu tabellierenden Parameter mit dieser Methode ist
gleich dem Produkt der zu einer guten Darstellung des Verlaufs der Strahldichte nöti-
gen Azimut- und Zenitwinkel, das heiÿt etwa 100 Parameter. Eine weitere untersuchte
Alternative (Weg 4) besteht darin, die Werte von I0 (τTOA), I1 (τTOA), I2 (τTOA) und
I3 (τTOA) (statt der Strahldichte für jeden Azimut- und Zenitwinkel) zu tabellieren. Da-
zu sind nur vier Parameter pro Kombination nötig. Die Methode liefert allerdings nur
die azimutal gemittelte Strahldichte. Zur azimutalen Abhängigkeit sind weitere Para-
meter notwendig, allerdings immer noch weniger als wenn die Strahldichte für jeden
Azimut- und Zenitwinkel tabelliert wird. Deshalb wurde dieser Weg bevorzugt, da die
Ergebnisse damit schon sehr gut waren.

3.1.1 Bezeichnung der einzelnen Verfahren

Entsprechend der untersuchten Wege 1, 2 und 4 wurden Verfahren entwickelt.

3.1.1.1 EddingtonPLUS und seine Teilverfahren

Das gesamte Verfahren EddingtonPLUS besteht aus drei Schritten. Die Teilverfahren
von EddingtonPLUS enthalten nur einen oder zwei dieser Schritte.

Im Teilverfahren EddingtonPLUS** werden I2 (τ) und I3 (τ) über die Atmosphäre
konstant gehalten, statistisch bestimmt und in das erweiterte Eddington Zwei-Strom-
Verfahren eingesetzt (Weg 1). Es liefert die azimutal gemittelte Strahldichte am oberen
Rand der Atmosphäre als Funktion vom Zenitwinkel.

Im Teilverfahren EddingtonPLUS* wird noch dazu die Einfachstreukorrektur von Na-
kajima und Tanaka (1988)[25] (nur TMS) angewendet. Es liefert einen vorläu�gen Ver-
lauf der Strahldichte am oberen Rand der Atmosphäre als Funktion von Azimut- und
Zenitwinkel.

Im Verfahren EddingtonPLUS wird noch dazu die azimutale Korrektur der Strahldichte
angewendet, die die Funktionen I0 (τ) bis I3 (τ) auch mit den Zenit- und Azimutwinkeln
variieren lässt. Es liefert die Strahldichte am oberen Rand der Atmosphäre als Funktion
von Azimut- und Zenitwinkel.

3.1.1.2 EddingtonFIT und seine Teilverfahren

Das gesamte Verfahren EddingtonFIT besteht ebenfalls aus drei Schritten. Die Teilver-
fahren von EddingtonFIT enthalten nur einen oder zwei dieser Schritte.

Im Teilverfahren EddingtonFIT** wird ein klassisches Eddington Zwei-Strom-Verfahren
(Shettle und Weinman, 1970)[31] aufgerufen, um die Strahlungs�ussdichten nach oben
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Abbildung 3.1:
Darstellung von Weg 1 (oben), Weg 2 (2. von oben), Weg 3 (3. von oben) und Weg 4
(unten) zur Gewinnung der Strahldichte am oberen Rand der Atmosphäre.
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und unten in der Atmosphäre zu berechnen. I2 (τ) und I3 (τ) werden nur am obe-
ren Rand der Atmosphäre de�niert und statistisch bestimmt. Anhand der Beziehung
zwischen den Strahlungs�ussdichten und den Funktionen der erweiterten Eddington-
Approximation werden die beiden anderen Funktionen am oberen Rand der Atmo-
sphäre (Weg 2) und somit die azimutal gemittelte Strahldichte am oberen Rand der
Atmosphäre als Funktion vom Zenitwinkel abgeleitet.

Im Teilverfahren EddingtonFIT* wird noch dazu die Einfachstreukorrektur von Naka-
jima und Tanaka (nur TMS) angewendet.

Im Verfahren EddingtonFIT wird noch dazu die azimutale Korrektur der Strahldichte
angewendet. Es liefert die Strahldichte am oberen Rand der Atmosphäre als Funktion
von Azimut- und Zenitwinkel.

3.1.1.3 pastat und seine Teilverfahren

Das gesamte Verfahren pastat besteht auch aus drei Schritten. Die Teilverfahren von
pastat enthalten nur einen oder zwei dieser Schritte.

Im Teilverfahren pastat** werden die vier Funktionen der erweiterten Eddington - Ap-
proximation nur am oberen Rand der Atmosphäre de�niert und statistisch bestimmt.
Aus der erweiterten Eddington-Approximation erhält man sofort die azimutal gemit-
telte Strahldichte als Funktion vom Zenitwinkel (Weg 4).

Im Teilverfahren pastat* wird noch dazu die Einfachstreukorrektur von Nakajima und
Tanaka (nur TMS) angewendet.

Im Verfahren pastat wird darüber hinaus die azimutale Korrektur der Strahldichte
angewendet. Es liefert die Strahldichte am oberen Rand der Atmosphäre als Funktion
von Azimut- und Zenitwinkel.
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Abbildung 3.2:
Re�ektivität bei TOA für eine Wellenlänge von 500 nm, einen Sonnenzenitwinkel
von 60°, einen Sonnenazimutwinkel von 0°, eine Bodenalbedo von 0.2, eine Rayleigh-
Atmosphäre mit einer Wasserwolke (optische Dicke: 1.2, E�ektivradius der Tröpfchen:
10 µm) als Funktion des Satellitenazimutwinkels für einen konstanten Satellitenzenit-
winkel von 60 Grad, berechnet mit DISORT.

3.1.2 Azimutale Korrektur

3.1.2.1 Ansatz für die azimutal abhängige Korrektur der Strahldichte

Die Verfahren EddingtonPLUS**, EddingtonFIT** und pastat** ergeben nur die azi-
mutal gemittelte Strahldichte am oberen Rand der Atmosphäre, die aus den vier Funk-
tionen I0 (τ), I1 (τ), I2 (τ) und I3 (τ) von Gleichung (3.1) für τ = τTOA rekonstruiert
wird. Zur Einführung der azimutalen Abhängigkeit lieÿ ich die Parameter I0 (τTOA),
I1 (τTOA), I2 (τTOA) und I3 (τTOA) mit den Azimut- und Zenitwinkeln variieren.

Abbildung 3.2 zeigt ein Beispiel von azimutalem Verlauf der Strahldichte am oberen
Rand der Atmosphäre simuliert mit DISORT (Stamnes et al., 1988)[33]. Dieser Verlauf
ist ähnlich wie die Überlagerung von Cosinus-Funktionen des Azimutwinkels (insbeson-
dere zwei Funktionen mit Perioden 2π und π). Es erscheint demzufolge als sinnvoll,
einen Korrekturterm für Ik (τTOA) (k = 0..3) zu wählen, der ebenfalls eine Summe von
Cosinus-Funktionen des Azimutwinkels enthält. Es hat sich gezeigt, dass ein Korrek-
turterm mit vier Cosinus-Funktionen mit Perioden 2π, π, 2π

3
und π

2
deutlich bessere

Ergebnisse liefert als ein Korrekturterm mit nur zwei Cosinus-Funktionen.
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Gleichzeitig steigt die azimutale Variabilität der Strahldichte mit den Sonnen- und Sa-
tellitenzenitwinkeln. Wenn einer von diesen Winkeln gleich null ist (Sonne oder Satellit
im Zenit), ist die Strahldichte azimutal unabhängig. Die empirisch bestimmten Vor-
faktoren

√
1− µ2

0 und
√

1− µ2 entsprechen dieser Voraussetzung. Daher wurde die
Azimutalabhängigkeit der vier Funktionen der erweiterten Eddington-Approximation
am oberen Rand der Atmosphäre Ik (τTOA) (k = 0..3) wie folgt parametrisiert:

IAzk,k (τTOA, µ, ϕ) = Ik (τTOA)
[
1 +

√
1− µ2

√
1− µ2

0 (ck,1 cos (ϕ− ϕ0)

+ck,2 cos (2 (ϕ− ϕ0)) + ck,3 cos (3 (ϕ− ϕ0))
+ck,4 cos (4 (ϕ− ϕ0)))]

(3.2)

(k = 0, 1, 2 oder 3)

wobei IAzk,k (τTOA, µ, ϕ) die azimutal korrigierte Funktion Ik (τTOA) am oberen Rand
der Atmosphäre als Funktion von Azimut- und Zenitwinkel ist.

Für diese Parametrisierung sind 16 Koe�zienten zu bestimmen: ck,1, ck,2, ck,3 und ck,4
(k = 0..3).

3.1.2.2 Bestimmung der 16 Konstanten des Ansatzes

Nach umfangreichen DISORT-Simulationen wurde festgestellt, dass die Re�ektivität
am oberen Rand der Atmosphäre hauptsächlich von sechs Variablen abhängt: λ (Wel-
lenlänge), θ0 (Sonnenzenitwinkel), A (Bodenalbedo), τwater (totaler optischen Dicke der
Wasserwolke), τice (totaler optischen Dicke der Eiswolke) und Re� (E�ektivradius der
Wassertröpfchen in der Wolke). Durch die Kenntnis dieser sechs Variablen lässt sich die
Re�ektivität in jede Richtung gut schätzen. Folgendermaÿen wurde entschlossen, eine
Tabellierung der notwendigen statistisch zu bestimmenden Parameter für jede Kombi-
nation dieser Variablen durchzuführen.

Zur Bestimmung der Koe�zienten von Gleichung (3.2) wurde die Methode der kleinsten
quadratischen Abweichungen verwendet. Bei jeder Kombination (siehe Tabelle 3.1) von
λ, θ0, A, τwater, τice und Re� wurde der Fehler∑

i

∑
j

[
Iexakt (τTOA, µi, ϕj)−

∑3
k=0 µ

kIAzk,k (τTOA, µi, ϕj)
]2

=
∑

i

∑
j

[
Iexakt (τTOA, µi, ϕj)−

∑3
k=0 µ

kIk (τTOA)

·
[
1 +

√
1− µ2

i

√
1− µ2

0 (ck,1 cos (ϕj − ϕ0) + ck,2 cos (2 (ϕj − ϕ0))

+ck,3 cos (3 (ϕj − ϕ0)) + ck,4 cos (4 (ϕj − ϕ0)))]]2

(3.3)

minimiert. Die Summen erstrecken sich jeweils über 46 äquidistante Werte vom Cosinus
des Zenitwinkels für 0.1 ≤ µi ≤ 1 und 15 äquidistante Werte vom Azimutwinkel für
0° ≤ ϕj ≤ 360°. Iexakt (τTOA, µi, ϕj) ist die von DISORT ohne die Einfachstreukorrektur
von Nakajima und Tanaka (1988)[25] berechnete Strahldichte am oberen Rand der
Atmosphäre in die Richtung (µi, ϕj). Somit wurden die optimalen Werte für die 16



KAPITEL 3. METHODEN 34

Tabelle 3.1:
Werte von λ, θ0, A, τwater, τice und Re�, für die die Parameter der in dieser Arbeit
entwickelten Verfahren tabelliert wurden.

Konstanten ck,1, ck,2, ck,3 und ck,4 (k = 0..3) bei gegebenen λ, θ0, A, τwater, τice und Re�

bekannt.
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3.2 EddingtonPLUS

EddingtonPLUS ist ähnlich wie Eddington Zwei-Strom (Shettle undWeinman, 1970)[31],
basiert aber auf der erweiterten Eddington-Approximation (Gleichung 3.1) für die
Strahldichte. Diese wird zur Herleitung des erweiterten Zwei-Strom-Verfahrens, das
in EddingtonPLUS verwendet wird, ebenfalls in die azimutal gemittelte STG (Glei-
chung 2.19) eingesetzt. Es entstehen vier Gleichungen für jeweils I0 (τ), I1 (τ), I2 (τ)
und I3 (τ). Das Gleichungssystem hat keine Lösung (siehe Anhang 1). I2 (τ) und I3 (τ)
wurden deshalb als konstant über die ganze Atmosphäre betrachtet, für mehrere Werte
von λ, θ0, A, τwater, τice und Re� statistisch bestimmt und in einer Look-Up Table gespei-
chert. Durch diese Vereinfachung reduziert sich das System auf zwei Gleichungen für
jeweils I0 (τ) und I1 (τ) (bzw. M+ (τ) und M− (τ)). Die Lösung dieses Systems ergibt
das erweiterte Eddington Zwei-Strom-Verfahren für EddingtonPLUS.

Wenn EddingtonPLUS aufgerufen wird, wird zuerst dieses erweiterte Eddington Zwei-
Strom-Verfahren aufgerufen. Mit der Lösung sowie den zwei für die laufenden Werte
von λ, θ0, A, τwater, τice und Re� interpolierten Konstanten I2 und I3 wird die azimutal
gemittelte Strahldichte berechnet (Gleichung 3.1). Die Koe�zienten ck,1, ck,2, ck,3 und
ck,4 (k = 0..3) aus Gleichung (3.2) werden ebenfalls für die laufenden Werte von λ, θ0,
A, τwater, τice und Re� interpoliert. Gleichung (3.2) korrigiert dann die Lösung, damit die
azimutale Abhängigkeit der Strahldichte am oberen Rand der Atmosphäre wiedergege-
ben wird. Zum Schluÿ erfolgt eine weitere Korrektur durch die Einfachstreukorrektur
von Nakajima und Tanaka (1988)[25].

3.2.1 Ableitung des erweiterten Zwei-Strom-Verfahrens

Diese Ableitung ähnelt der Herleitung von Eddington Zwei-Strom (W. Zdunkowski et
al., 2007)[37]. Die hier zusätzlich auftauchenden Terme sind fett geschrieben.

Es wird wieder von der in Abschnitt 3.1 erwähnten erweiterten Eddington-Approximation
ausgegangen:

I (τ, µ) = I0 (τ) + µI1 (τ) +µ2I2 (τ ) + µ3I3 (τ ) (3.4)

Gleichung (3.4) wird dann in die azimutal gemittelte STG eingesetzt (Gleichung 2.19),
die hier noch mal geschrieben wird:

µ
dI

dτ
(τ, µ) = I (τ, µ)− ω0 (τ)

2

´ 1

−1
p (µ, µ′) I (τ, µ′) dµ′

−ω0 (τ)

4π
M0 exp

(
− τ

µ0

)
p (µ,−µ0)

(3.5)

Das ergibt:
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µ
d

dτ
[I0 (τ) + µI1 (τ) +µ2I2 (τ ) + µ3I3 (τ )]

= I (τ) + µI1 (τ) +µ2I2 (τ ) + µ3I3 (τ )

−ω0 (τ)

2

´ 1

−1
p (µ, µ′) [I0 (τ) + µ′I1 (τ) +µ′2I2 (τ ) + µ′3I3 (τ )] dµ′

−ω0 (τ)

4π
M0 exp

(
− τ

µ0

)
p (µ,−µ0)

(3.6)

Die Phasenfunktion p (µ, µ′) lässt sich in folgende Legendre-Reihe zerlegen:

p (µ, µ′) =
+∞∑
k=0

(2k + 1) ξkPk (cosψ) (3.7)

wobei Pk (x) das Legendre Polynom k-ten Grads, ψ der Streuwinkel und ξk das k-te
Moment der Phasenfunktion sind.

Das Integral in der 3. Zeile von Gleichung (3.6) lässt sich anhand von

ˆ 1

−1

Pn (x)Pm (x) dx =

(
2

2m+ 1

)
δm,n (3.8)

und

Pn (cosψ) = Pn (µ)Pn (µ′) (3.9)

vereinfachen. Der Klarheit halber seien hier die vier ersten Legendre Polynomen gege-
ben:

P0 (x) = 1 (3.10)

P1 (x) = x (3.11)

P2 (x) =
1

2

(
3x2 − 1

)
(3.12)

P3 (x) =
1

2

(
5x3 − 3x

)
(3.13)

I0 (τ) + µ′I1 (τ) +µ′2I2 (τ ) + µ′3I3 (τ ) kann als Funktion von diesen Legendre Poly-
nomen geschrieben werden.

I0 (τ) = 1 · I0 (τ) = P0 (µ′) I0 (τ)

µ′I1 (τ) = P1 (µ′) I1 (τ)

µ′2I2 (τ ) =
[
2
3

(
3
2
µ′2 − 1

2

)
+ 1

3

]
I2 (τ ) =

[
2
3
P2 (µ′) + 1

3
P0 (µ′)

]
I2 (τ )
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µ′3I3 (τ ) =
[
2
5

(
5
2
µ′3 − 3

2
µ′
)

+ 3
5
µ′
]
I3 (τ ) =

[
2
5
P3 (µ′) + 3

5
P1 (µ′)

]
I3 (τ )

Mit Gleichung (3.9) kann die Legendre-Reihe der Phasenfunktion auch geschrieben
werden als:

p (µ, µ′) =
+∞∑
k=0

(2k + 1) ξkPn (µ)Pn (µ′) (3.14)

Dementsprechend kann man das Integral in der 3. Zeile von Gleichung (3.6) folgender-
maÿen schreiben:

´ 1

−1
p (µ, µ′) [I0 (τ) + µ′I1 (τ) +µ′2I2 (τ ) + µ′3I3 (τ )] dµ′

=
´ 1

−1

∑+∞
k=0 (2k + 1) ξkPk (µ)Pk (µ′) [P0 (µ′) I0 (τ) + P1 (µ′) I1 (τ)

+
[
2
3
P2 (µ′) + 1

3
P0 (µ′)

]
I2 (τ ) +

[
2
5
P3 (µ′) + 3

5
P1 (µ′)

]
I3 (τ )

]
dµ′

(3.15)

Gleichung (3.8) wird nun überall in Gleichung (3.15) angewendet, wo´ 1

−1
Pn (µ′)Pm (µ′) dµ′ auftaucht:

´ 1

−1

∑+∞
k=0 (2k + 1) ξkPk (µ)Pk (µ′) [P0 (µ′) I0 (τ) + P1 (µ′) I1 (τ)

+
[
2
3
P2 (µ′) + 1

3
P0 (µ′)

]
I2 (τ ) +

[
2
5
P3 (µ′) + 3

5
P1 (µ′)

]
I3 (τ )

]
dµ′

= ξ0P0 (µ) I0 (τ)
´ 1

−1
P0 (µ′)P0 (µ′) dµ′

+
∑+∞

k=1 (2k + 1) ξkPk (µ) I0 (τ)
´ 1

−1
Pk (µ′)P0 (µ′) dµ′

+ξ0P0 (µ) I1 (τ)
´ 1

−1
P0 (µ′)P1 (µ′) dµ′

+3ξ1P1 (µ) I1 (τ)
´ 1

−1
P1 (µ′)P1 (µ′) dµ′

+
∑+∞

k=2 (2k + 1) ξkPk (µ) I1 (τ)
´ 1

−1
Pk (µ′)P1 (µ′) dµ′

+ξ0P0 (µ) I2 (τ )
´ 1
−1
P0 (µ′)

(
2
3
P2 (µ′) + 1

3
P0 (µ′)

)
dµ′

+3ξ1P1 (µ) I2 (τ )
´ 1
−1
P1 (µ′)

(
2
3
P2 (µ′) + 1

3
P0 (µ′)

)
dµ′

+5ξ2P2 (µ) I2 (τ )
´ 1
−1
P2 (µ′)

(
2
3
P2 (µ′) + 1

3
P0 (µ′)

)
dµ′

+
∑+∞
k=3 (2k + 1) ξkPk (µ) I2 (τ )

´ 1
−1
Pk (µ′)

(
2
3
P2 (µ′) + 1

3
P0 (µ′)

)
dµ′

+ξ0P0 (µ) I3 (τ )
´ 1
−1
P0 (µ′)

(
2
5
P3 (µ′) + 3

5
P1 (µ′)

)
dµ′

+3ξ1P1 (µ) I3 (τ )
´ 1
−1
P1 (µ′)

(
2
5
P3 (µ′) + 3

5
P1 (µ′)

)
dµ′

+5ξ2P2 (µ) I3 (τ )
´ 1
−1
P2 (µ′)

(
2
5
P3 (µ′) + 3

5
P1 (µ′)

)
dµ′

+7ξ3P3 (µ) I3 (τ )
´ 1
−1
P3 (µ′)

(
2
5
P3 (µ′) + 3

5
P1 (µ′)

)
dµ′

+
∑+∞
k=4 (2k + 1) ξkPk (µ) I3 (τ )

´ 1
−1
Pk (µ′)

(
2
5
P3 (µ′) + 3

5
P1 (µ′)

)
dµ′

= 2ξ0P0 (µ) I0 (τ) + 2ξ1P1 (µ) I1 (τ) +2
3

(ξ0P0 (µ) + 2ξ2P2 (µ)) I2 (τ )
+2

5
(3ξ1P1 (µ) + 2ξ3P3 (µ)) I3 (τ )

(3.16)

wobei gilt ξ0 = 1 und ξ1 = g. Mit den Gleichungen (3.10) bis (3.13) erreicht man
schlieÿlich:
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´ 1

−1
p (µ, µ′) [I0 (τ) + µ′I1 (τ) + µ′2I2 (τ ) + µ′3I3 (τ )] dµ′

= 2I0 (τ) + 2gµI1 (τ) +2
3

(1 + ξ2 (3µ2 − 1)) I2 (τ )
+2

5
(3gµ+ ξ3 (5µ3 − 3µ)) I3 (τ )

(3.17)

Die azimutal gemittelte STGmit dem Ansatz der erweiterten Eddington-Approximation
(Gleichung 3.6) lautet dann:

µ
d

dτ
[I0 (τ) + µI1 (τ) +µ2I2 (τ ) + µ3I3 (τ )]

= I0 (τ) + µI1 (τ) +µ2I2 (τ ) + µ3I3 (τ )

−ω0

[
I0 (τ) + gµI1 (τ) +

1

3
(1 + ξ2 (3µ2 − 1)) I2 (τ )

+
1

5
(3gµ+ ξ3 (5µ3 − 3µ)) I3 (τ )

]
− ω0

4π
M0 exp

(
− τ

µ0

)
p (µ,−µ0)

(3.18)

Integriert man Gleichung (3.18) über µ von -1 bis 1, erhält man folgende Di�erential-
gleichung:

dI1

dτ
(τ) +

3

5

dI3

dτ
(τ ) = 3 (1− ω0) I0 (τ) + (1 − ω0) I2 (τ )

− 3

4π
ω0M0 exp

(
− τ

µ0

) (3.19)

Multipliziert man Gleichung (3.18) mit µ, µ2 bzw. µ3 und integriert man über µ von -1
bis 1, erhält man folgende drei Di�erentialgleichungen:

dI0

dτ
(τ) +

3

5

dI2

dτ
(τ ) = (1− ω0g) I1 (τ) +

3

5
(1 − ω0g) I3 (τ )

+
3

4π
ω0gµ0M0 exp

(
− τ

µ0

) (3.20)

dI1

dτ
(τ ) +

5

7

dI3

dτ
(τ ) =

5

3
(1 − ω0) I0 (τ ) +

[
1 − ω0

(
5

9
+

4

9
ξ2

)]
I2 (τ )

−
5

12π
ω0

[
1 + ξ2

(
3µ2

0 − 1
)]
M0 exp

(
−
τ

µ0

)
(3.21)

dI0

dτ
(τ ) +

5

7

dI2

dτ
(τ ) = (1 − ω0g) I1 (τ ) +

[
5

7
− ω0

(
3

5
g +

4

35
ξ3

)]
I3 (τ )

+
ω0

4π

[
3gµ0 + ξ3

(
5µ3

0 − 3µ0

)]
M0 exp

(
−
τ

µ0

)
(3.22)
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Im Eddington Zwei-Strom-Verfahren (Shettle und Weinman, 1970)[31] werden M+ (τ)
und M− (τ) berechnet, deren Beziehungen mit der azimutal gemittelten Strahldichte
wie folgt lauten:

M+ (τ) = 2π

ˆ 1

0

µI (τ, µ) dµ (3.23)

M− (τ) = 2π

ˆ 1

0

µI (τ,−µ) dµ (3.24)

Die erweiterte Eddington-Approximation (Gleichung 3.4) wird in Gleichungen (3.23)
und (3.24) eingesetzt. Das liefert zwei Beziehungen zwischen M+ (τ), M− (τ) und den
vier Funktionen I0 (τ), I1 (τ), I2 (τ ) und I3 (τ ). Nach I0 (τ) und I1 (τ) aufgelöst ergibt
sich:

I0 (τ) =
M+ (τ) +M− (τ)−πI2 (τ )

2π
(3.25)

I1 (τ) =
3

4π

(
M+ (τ)−M− (τ)−

4π

5
I3 (τ )

)
(3.26)

Gleichungen (3.25) und (3.26) eingesetzt in Gleichungen (3.19), (3.20), (3.21) und (3.22)
liefert:

dM+

dτ
(τ)− dM−

dτ
(τ) = 2 (1− ω0)M+ (τ) + 2 (1− ω0)M− (τ)

−
2π

3
(1 − ω0) I2 (τ )− ω0M0 exp

(
− τ

µ0

) (3.27)

dM+

dτ
(τ) +

dM−
dτ

(τ) +
π

5

dI2

dτ
(τ )

=
3

2
(1− ω0g)M+ (τ)− 3

2
(1− ω0g)M− (τ) +

3

2
ω0gµ0M0 exp

(
− τ

µ0

) (3.28)

dM+

dτ
(τ ) −

dM−

dτ
(τ ) +

16π

105

dI3

dτ
(τ )

=
10

9
(1 − ω0)M+ (τ ) +

10

9
(1 − ω0)M− (τ )

+

[
2π

9
+

10π

27
ω0 −

16π

27
ω0ξ2

]
I2 (τ )

−
5

9
ω0

[
ξ2
(
3µ2

0 − 1
)

+ 1
]
M0 exp

(
−
τ

µ0

)
(3.29)
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dM+

dτ
(τ ) +

dM−

dτ
(τ ) +

3π

7

dI2

dτ
(τ )

=
3

2
(1 − ω0g)M+ (τ ) −

3

2
(1 − ω0g)M− (τ )

+
8π

35
(1 − ω0ξ3) I3 (τ )

+
1

2
ω0

[
3gµ0 + ξ3

(
5µ3

0 − 3µ0

)]
M0 exp

(
−
τ

µ0

) (3.30)

Umformen der Terme ergibt:

dM+

dτ
(τ) =

[
(1− ω0) +

3

4
(1− ω0g)

]
M+ (τ) +

[
(1− ω0)− 3

4
(1− ω0g)

]
M− (τ)

+

[
3

4
gµ0 −

7

32
ξ3
(
5µ3

0 − 3µ0

)
−1

2

]
ω0M0 exp

(
− τ

µ0

)
−
π

3
(1 − ω0) I2 (τ ) −

π

10
(1 − ω0ξ3) I3 (τ )

(3.31)

dM−
dτ

(τ) =

[
− (1− ω0) +

3

4
(1− ω0g)

]
M+ (τ) +

[
− (1− ω0)− 3

4
(1− ω0g)

]
M− (τ)

+

[
3

4
gµ0 −

7

32
ξ3
(
5µ3

0 − 3µ0

)
+

1

2

]
ω0M0 exp

(
− τ

µ0

)
+
π

3
(1 − ω0) I2 (τ ) −

π

10
(1 − ω0ξ3) I3 (τ )

(3.32)

dI2

dτ
(τ ) = (1 − ω0ξ3) I3 (τ ) +

35

16π
ξ3
(
5µ3

0 − 3µ0

)
ω0M0 exp

(
−
τ

µ0

)
(3.33)

dI3

dτ
(τ ) = −

35

6π
(1 − ω0)M+ (τ ) −

35

6π
(1 − ω0)M− (τ )

+

(
35

6
−

35ω0

18
−

35

9
ω0ξ2

)
I2 (τ )

+
105

16π

[
1 −

5

9

(
ξ2
(
3µ2

0 − 1
)

+ 1
)]
ω0M0 exp

(
−
τ

µ0

) (3.34)

Wie schon erwähnt, hat dieses Gleichungssystem keine Lösung. In dieser Arbeit wurde
die Möglichkeit genutzt, I2 (τ) und I3 (τ) zu parametrisieren, um dennoch eine Lösung
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des Strahlungstransports zu ermöglichen. Es zeigte sich, dass der Verlauf von I2 (τ)
und I3 (τ) stark von den Pro�len der Streu- und Absorptionskoe�zienten abhängt. Ein
einfacher analytischer Zusammenhang konnte nicht gefunden werden: weitere Parameter
wie zum Beispiel die Einfachstreualbedo oder deren Vertikalpro�l wären erforderlich,
um die Abhängigkeit zu beschreiben. Um die Anzahl der Parameter niedrig zu halten,
wurden I2 und I3 als konstant (unabhängig von τ) angenommen. Weitere Parameter
würden die Tabellen stark vergröÿern und die Parametrisierung unpraktikabel machen.
Mit dieser Annahme verschwinden die beiden Di�erentialgleichungen für I2 (τ) und
I3 (τ) (Gleichungen 3.33 und 3.34). Es bleiben nur noch Gleichungen (3.31) und (3.32).

In Matrixform heiÿt das Gleichungssystem (zusammen mit der De�nition der direkten

Strahlungs�ussdichte Mdir (τ) = M0 exp
(
− τ
µ0

)
) nun: dM+

dτ
(τ)

dM−
dτ

(τ)

 =

(
α1 −α2

α2 −α1

)(
M+ (τ)
M− (τ)

)
+

(
α3

α4

)
Mdir (τ)

+

(
α7

α8

) (3.35)

mit

α1 = (1− ω0) +
3

4
(1− ω0g)

α2 = − (1− ω0) +
3

4
(1− ω0g)

α3 =

[
3

4
gµ0 −

7

32
ξ3
(
5µ3

0 − 3µ0

)
−1

2

]
ω0

α4 =

[
3

4
gµ0 −

7

32
ξ3
(
5µ3

0 − 3µ0

)
+

1

2

]
ω0

α7 = −
π

3
(1 − ω0) I2 (τ ) −

π

10
(1 − ω0ξ3) I3 (τ )

α8 =
π

3
(1 − ω0) I2 (τ ) −

π

10
(1 − ω0ξ3) I3 (τ )

Die Lösung des homogenen Systems erfolgt wie bei der Herleitung von Eddington Zwei-
Strom (W. Zdunkowski et al., 2007)[1].

Die allgemeine Lösung des homogenen Systems lautet:

M+,h (τ) = C1 exp (λτ) + C2 exp (−λτ) (3.36)

M−,h (τ) = C1
α2

α1 + λ
exp (λτ) + C2

α2

α1 − λ
exp (−λτ) (3.37)

mit λ =
√
α2

1 − α2
2; C1 und C2 sind dabei Konstanten.
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Jetzt wird eine spezielle Lösung für das inhomogene System bestimmt. Es wird da-
von ausgegangen, dass diese Lösung die selbe Form hat wie der inhomogene Term in
Gleichung (3.35):

M+,p (τ) = α5M0 exp

(
− τ

µ0

)
+α9 (3.38)

M−,p (τ) = α6M0 exp

(
− τ

µ0

)
+α10 (3.39)

Werden diese Ansätze in das inhomogene System (Gleichung 3.35) eingesetzt, so erhält
man zwei Systeme für jeweils α5, α6 und α9, α10:( 1

µ0
+ α1 −α2

α2
1
µ0
− α1

)(
α5

α6

)
+

(
α3

α4

)
=

(
0
0

)
(3.40)

(
α1 −α2

α2 −α1

)(
α9

α10

)
+

(
α7

α8

)
=

(
0
0

)
(3.41)

Die Lösungen lauten:

α5 =

(
α1 − 1

µ0

)
α3 − α2α4(

1
µ0

)2

− λ2

(3.42)

α6 =
α2α3 −

(
α1 + 1

µ0

)
α4(

1
µ0

)2

− λ2

(3.43)

α9 =
α1α7 − α2α8

−λ2
(3.44)

α10 =
α2α7 − α1α8

−λ2
(3.45)

Die allgemeine Lösung des inhomogenen Systems (Gleichung 3.35) ist die Summe der
allgemeinen Lösung des homogenen Systems und der speziellen Lösung des inhomogenen
Systems:

M+ (τ) = C1 exp (λτ) + C2 exp (−λτ) +α5M0 exp

(
− τ

µ0

)
+α9 (3.46)

M− (τ) = C1
α2

α1 + λ
exp (λτ) + C2

α2

α1 − λ
exp (−λτ)

+α6M0 exp

(
− τ

µ0

)
+α10

(3.47)
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Abbildung 3.3:
Darstellung der Strahlungs�ussdichten Mdir, M− und M+ am unteren und oberen Rand
einer atmosphärischen Schicht zwischen den Niveaus der optischen Dicken τi−1 und τi.

Schreiben wir jetzt aus Gleichungen (3.46) und (3.47) die einfallenden di�usen Fluss-
dichten jeweils am unteren und oberen Rand einer homogenen Schicht4τi (siehe Abbil-
dung 3.3 zur graphischen Darstellung der einzelnen vorhandenen Strahlungs�ussdich-
ten):

M+ (τi) = C1 exp (λτi) + C2 exp (−λτi) +α5Mdir (τi−1) exp

(
−∆τi
µ0

)
+α9 (3.48)

M− (τi−1) = C1
α2

α1 + λ
exp (λτi−1) + C2

α2

α1 − λ
exp (−λτi−1) +α6Mdir (τi−1) +α10

(3.49)

mit Mdir (τi−1) = M0 exp

(
−τi−1

µ0

)
.

Gleichungen (3.48) und (3.49) müssen nach C1 und C2 aufgelöst werden, um die Inte-
grationskonstanten zu bestimmen. Das Ergebnis ist:

C1 = β11M+ (τi) + β12M− (τi−1) + β13Mdir (τi−1) +β14 (3.50)

C2 = β21M+ (τi) + β22M− (τi−1) + β23Mdir (τi−1) +β24 (3.51)

mit
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β11 = A
α2

α1 − λ
exp (−λτi−1)

β12 = −A exp (−λτi)
β21 = −A α2

α1 + λ
exp (λτi−1)

β22 = A exp (λτi)

β13 = −β11α5 exp
(
−∆τi

µ0

)
− β12α6

β23 = −β21α5 exp
(
−∆τi

µ0

)
− β22α6

β14 = −β11α9 − β12α10

β24 = −β21α9 − β22α10

A =

[
α2

α1 − λ
exp (λτi)−

α2

α1 + λ
exp (−λτi)

]−1

Aus Gleichungen (3.46) und (3.47) werden die di�usen Flussdichten aus der Schicht
4τi jeweils am oberen und unteren Rand abgeleitet:

M+ (τi−1) = C1γ11 +C2γ21 +α5Mdir (τi−1) +α9 (3.52)

M− (τi) = C1γ12 +C2γ22 +α6Mdir (τi−1) exp

(
−∆τi
µ0

)
+α10 (3.53)

mit

γ11 = exp (λτi−1)

γ12 =
α2

α1 + λ
exp (λτi)

γ21 = exp (−λτi−1)

γ22 =
α2

α1 − λ
exp (−λτi)

Aus der De�nition von Mdir (τ) (Gleichung 2.34) folgt:

Mdir (τi) = M0 exp
(
− τi
µ0

)
sowie Mdir (τi−1) = M0 exp

(
− τi−1

µ0

)
.

Aus diesen beiden Gleichungen leitet man ab:

Mdir (τi) = Mdir (τi−1) exp

(
−∆τi
µ0

)
(3.54)

Setzt man Gleichungen (3.50) und (3.51) in Gleichungen (3.52) und (3.53) ein, erhält
man mit Gleichung (3.54) in Matrixform:

 M+ (τi−1)
M− (τi)
Mdir (τi)

 =

 a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34




M+ (τi)
M− (τi−1)
Mdir (τi−1)

1

 (3.55)
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mit

a11 = β11γ11 + β21γ21

a12 = β12γ11 + β22γ21

a13 = β13γ11 + β23γ21 +α5

a14 = β14γ11 + β24γ21 + α9

a21 = β11γ12 + β21γ22

a22 = β12γ12 + β22γ22

a23 = β13γ12 + β23γ22 +α6a33

a24 = β14γ12 + β24γ22 + α10

a31 = a32 = a34= 0

a33 = exp
(
−∆τi

µ0

)
Aus den De�nitionen der βij, γij und aij folgt:

a11 = a22 =
2Aλ

α2

a12 = a21 = A [exp (λ∆τi)− exp (−λ∆τi)]

a13 = −2Aλα5

α2
exp

(
−∆τi

µ0

)
− Aα6 (exp (λ∆τi)− exp (−λ∆τi)) +α5

a14 = −2Aλα9

α2
−Aα10 (exp (λ∆τi) − exp (−λ∆τi)) + α9

a23 = −Aα5 exp
(
−∆τi

µ0

)
(exp (λ∆τi)− exp (−λ∆τi))− 2Aλα6

α2
+α6 exp

(
−∆τi

µ0

)
a24 = −Aα9 (exp (λ∆τi) − exp (−λ∆τi)) − 2Aλα10

α2
+ α10

a31 = a32 = a34= 0

a33 = exp
(
−∆τi

µ0

)
Aus Gleichung (3.55) wird:

 M+ (τi−1)
M− (τi)
Mdir (τi)

 =

 a11 a12 a13 a14

a12 a11 a23 a24

0 0 a33 0




M+ (τi)
M− (τi−1)
Mdir (τi−1)

1

 (3.56)

3.2.2 Parametrisierung von I2 (τ) und I3 (τ)

Da das Gleichungssystem (3.31), (3.32), (3.33) und (3.34) keine Lösung hat, wurden
I2 (τ) und I3 (τ) parametrisiert. Wie in Unterabschnitt 3.2.1 erklärt, wurden I2 und I3

als konstant angenommen. Die am oberen Rand der Atmosphäre einfallenden Flussdich-
tenM− (τTOA) = 0 undMdir (τTOA) = M0 sowie die Bodenre�ektionM+ (τBoden) (wobei
τBoden die optische Dicke am Boden ist) wurden als Randbedingungen verwendet, so
dass ein System von drei Gleichungen für drei Variablen mit drei Randbedingungen
übrig blieb.
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Für alle möglichen Werte-Kombinationen der in Tabelle 3.1 gelisteten Gröÿen (λ, τwater,
θ0, A, τice und Re�) wurden die optimalen Werte für I2 und I3 folgendermaÿen ermit-
telt. Ein Satz von 25 Werten für I2 und I3 wurde in der Nähe vom geschätzten Werte-
Paar gewählt, wo die Ergebnisse vom erweiterten Zwei-Strom-Verfahren am Nähes-
ten von denen von DISORT (Stamnes et al., 1988)[33] ohne die Einfachstreukorrektur
von Nakajima und Tanaka (1988)[25] waren. Für all diese Werte von I2 und I3 wurde
χ2 (I2, I3) =

∑
i

(
Īexakt (τTOA, µi)− ĪerwEdd (τTOA, µi, I2, I3)

)2
berechnet (wobei die Sum-

me sich über 41 äquidistante Werte vom Zenitwinkel für 0.2 ≤ µi ≤ 1 erstreckt). Dabei
ist Īexakt (τTOA, µi) die azimutal gemittelte, mit DISORT ohne Einfachstreukorrektur
berechnete Strahldichte. ĪerwEdd (τTOA, µi, I2, I3) ist das Ergebnis des oben beschriebe-
nen erweiterten Eddington Zwei-Strom-Verfahrens mit den jeweiligen Konstanten für
I2 und I3 (azimutal unabhängig).

Die für alle Kombinationen von λ, τwater, θ0, A, τice und Re� erhaltenen Funktionen
χ2 = f (I2, I3) waren fast genaue elliptische Paraboloide, die ein Minimum beim für die
jeweilige Kombination optimalen Werte-Paar (I2, I3) aufwiesen. Als Fit für χ2 wurde
aber die allgemeinere Funktion f (x, y) = ax2 + by2 + cxy+ dx+ ey+ g gewählt. Durch
eine quadratische Regression mit zwei Variablen wurden die Koe�zienten der für die
jeweilige Kombination von λ, τwater, θ0, A, τice und Re� besten Funktion bestimmt. Die
Werte der optimalen Konstanten wurden de�niert als das Werte-Paar, für das die Ab-
leitung dieser Funktion gleich null ist: das entspricht einem Minimum der Näherung
von χ2 = f (I2, I3), also ist die Lösung von EddingtonPLUS** bei der jeweiligen Kom-
bination von λ, τwater, θ0, A, τice und Re� für diese Werte von I2 und I3 am nähesten
an der exakten Lösung.

3.2.3 Bestimmung der azimutal gemittelten Strahldichte

Die wie in Unterabschnitt 3.2.2 beschrieben berechneten Werte von I2 und I3 sind
für alle Kombinationen von λ, θ0, A, τwater, τice und Re� (siehe Tabelle 3.1) tabelliert.
Beim Aufruf von EddingtonPLUS werden die aktuellen Werte für I2 und I3 aus dieser
Tabelle für die laufenden Werte von λ, θ0, A, τwater, τice und Re� durch eine lineare
Interpolation mit sechs Variablen gewonnen. Diese beiden Parameter werden in das
erweiterte Eddington Zwei-Strom-Verfahren eingesetzt, das die Strahlungs�ussdichten
M+ (τ) undM− (τ) in jedem Niveau der Atmosphäre und insbesondere am oberen Rand
der Atmosphäre berechnet, wobei die Delta-M-Approximation verwendet wird. Aus
Gleichungen (3.25) und (3.26) werden danach I0 (τTOA) und I1 (τTOA) aus M+ (τTOA),
M− (τTOA), I2 und I3 abgeleitet. Gleichung (3.1) ergibt aus I0 (τTOA), I1 (τTOA), I2 und
I3 die azimutal gemittelte Strahldichte am oberen Rand der Atmosphäre.

3.2.4 Bestimmung der azimutal abhängigen Strahldichte

Sie erfolgt wie in Unterabschnitt 3.1.2 beschrieben. Die Parameter I0 (τTOA), I1 (τTOA),
I2 und I3 werden anhand von Gleichung (3.2) durch IAzk,0 (τTOA, µ, ϕ), IAzk,1 (τTOA, µ, ϕ),
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IAzk,2 (µ, ϕ) und IAzk,3 (µ, ϕ) ersetzt, um die azimutale Abhängigkeit zu berücksichti-
gen. Die Koe�zienten ck,l (k = 0..3 und l = 1..4) von Gleichung (3.2) sind für jede
Kombination von λ, θ0, A, τwater, τice und Re� tabelliert. Die aktuellen Werte dieser
Koe�zienten werden aus dieser Tabelle für die laufenden Werte von λ, θ0, A, τwater, τice
und Re� durch eine lineare Interpolation mit sechs Variablen gewonnen. Gleichung (3.1)
mit IAzk,0 (τTOA, µ, ϕ), IAzk,1 (τTOA, µ, ϕ), IAzk,2 (µ, ϕ) und IAzk,3 (µ, ϕ) ergibt danach die
azimutal abhängige Strahldichte am oberen Rand der Atmosphäre:

I (τTOA, µ, ϕ) = IAzk,0 (τTOA, µ, ϕ) + µIAzk,1 (τTOA, µ, ϕ)
+µ2IAzk,2 (µ, ϕ) + µ3IAzk,3 (µ, ϕ)

(3.57)

Da die Parameter von EddingtonPLUS anhand von DISORT (Stamnes et al., 1988)[33]
ohne die Einfachstreukorrektur von Nakajima und Tanaka (1988)[25] bestimmt wur-
den, liefert das dargestellte erweiterte Eddington Zwei-Strom-Verfahren mit azimutaler
Korrektur die noch zu korrigierende Strahldichte. Die Einfachstreukorrektur (nur TMS)
kann deshalb noch verwendet werden, um eine exakte Berücksichtigung der Einfach-
streuung und somit einen sehr genauen Strahldichteverlauf zu gewährleisten. Somit ist
das Verfahren EddingtonPLUS vollständig.
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3.3 EddingtonFIT

Beim Verfahren EddingtonFIT wird wie bei EddingtonPLUS (siehe Abschnitt 3.2) die
erweiterte Eddington-Approximation (Gleichung 3.1) verwendet. Allerdings wurden da-
bei I2 (τ) und I3 (τ) durch einen Fit nur am oberen Rand der Atmosphäre für alle in
Tabelle 3.1 aufgelisteten Kombinationen von λ, θ0, A, τwater, τice und Re� statistisch
bestimmt und in einer Look-Up Table gespeichert. Wohingegen bei EddingtonPLUS
I2 (τ) und I3 (τ) in der ganzen atmosphärischen Säule bestimmt waren.

Wenn EddingtonFIT aufgerufen wird, werden zuerst M+ (τ) und M− (τ) durch ein
reines Eddington Zwei-Strom-Verfahren (Shettle und Weinman, 1970)[31] berechnet.
Bei EddingtonPLUS fand hingegen das in Unterabschnitt 3.2.1 hergeleitete erweiterte
Eddington Zwei-Strom-Verfahren Anwendung. Bei EddingtonFIT werden anhand von
Gleichungen (3.25) und (3.26) nach dem Zwei-Strom-Verfahren I0 (τTOA) und I1 (τTOA)
berechnet und durch die erweiterte Eddington-Approximation die azimutal gemittelte
Strahldichte gewonnen. Die Korrektur der azimutalen Abhängigkeit der Strahldichte
erfolgt durch Gleichung (3.2). Zum Schluÿ erfolgt eine weitere Verfeinerung des Strahl-
dichteverlaufs durch die Einfachstreukorrektur von Nakajima und Tanaka (1988)[25].

3.3.1 Parametrisierung von I2 (τTOA) und I3 (τTOA)

Zur statistischen Bestimmung der zwei Funktionen I2 (τ) und I3 (τ) von Gleichung
(3.1) am oberen Rand der Atmosphäre wurde die Methode der kleinsten quadratischen
Abweichungen verwendet. Bei allen Kombinationen von λ, θ0, A, τwater, τice und Re�

(siehe Tabelle 3.1) wurde bei aus dem reinen Eddington Zwei-Strom-Verfahren (Shettle
und Weinman, 1970)[31] bekannten Strahlungs�ussdichten M+ (τTOA) und M− (τTOA)
der Fehler

∑
i

[
Īexakt (τTOA, µi)−

3∑
k=0

µki Ik (τTOA)

]2

(3.58)

minimiert (wobei die Summe sich über 46 äquidistante Werte vom Zenitwinkel für
0.1 ≤ µi ≤ 1 erstreckt). Wenn Gleichungen (3.25) und (3.26) in Gleichung (3.58)
eingesetzt werden, lässt sich dieser Fehler folgendermaÿen schreiben:

∑
i

[
Īexakt (τTOA, µi)−

M+ (τTOA) +M− (τTOA)− πI2

2π

−µi
[

3 (M+ (τ)−M− (τ))

4π
+

3

5
I3

]
− µ2

i I2 − µ3
i I3

]2 (3.59)

Damit der Fehler ein Minimum hat, müssen die Ableitungen von Gleichung (3.59) nach
I2 (τTOA) und I3 (τTOA) gleich null sein. Diese Bedingungen ergeben ein Gleichungs-
system für I2 (τTOA) und I3 (τTOA), in dem die Strahlungs�ussdichten sowie Mittel-
werte (über alle Richtungen für 0.1 ≤ µ ≤ 1) von Īexakt (τTOA, µ), µĪexakt (τTOA, µ),
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µ2Īexakt (τTOA, µ), µ3Īexakt (τTOA, µ) und von Potenzen von µ enthalten sind. Die Lö-
sung entspricht den Werten von I2 (τTOA)und I3 (τTOA), für die Gleichung (3.1) die ex-
akte azimutal gemittelte Strahldichte am oberen Rand der Atmosphäre bei bekannten
Strahlungs�ussdichten am besten nähert.

3.3.2 Bestimmung der azimutal gemittelten Strahldichte

I2 (τTOA) und I3 (τTOA) sind bei EddingtonFIT nur am oberen Rand der Atmosphäre
de�niert, im Gegensatz zu EddingtonPLUS, wo I2 und I3 Konstanten sind, die für die
ganze Atmosphäre gelten. In Unterabschnitt 3.3.1 wurde erklärt, wie die Werte von
I2 (τTOA) und I3 (τTOA) für alle Kombinationen von λ, θ0, A, τwater, τice und Re� (siehe
Tabelle 3.1) tabelliert wurden. Beim Aufruf von EddingtonFIT werden die aktuellen
Werte für I2 (τTOA) und I3 (τTOA) aus dieser Tabelle für die laufenden Werte von λ, θ0,
A, τwater, τice und Re� durch eine lineare Interpolation mit sechs Variablen gewonnen.
Ein reiner Eddington Zwei-Strom-Verfahren (Shettle und Weinman, 1970)[31] liefert
die Strahlungs�ussdichten M+ (τ) und M− (τ) in jedem Niveau der Atmosphäre und
insbesondere am oberen Rand der Atmosphäre, wobei die Delta-M-Approximation ver-
wendet wird. Gleichungen (3.25) und (3.26) am oberen Rand der Atmosphäre ergeben
die Parameter I0 (τTOA) und I1 (τTOA). Aus der erweiterten Eddington-Approximation
(Gleichung 3.1) wird bei jetzt bekannten I0 (τTOA), I1 (τTOA), I2 (τTOA) und I3 (τTOA)
die azimutal gemittelte Strahldichte am oberen Rand der Atmopshäre gewonnen.

3.3.3 Bestimmung der azimutal abhängigen Strahldichte

Sie erfolgt wie in Unterabschnitt 3.1.2 beschrieben. Analog zu EddingtinPLUS werden
hier die Parameter I0 (τTOA), I1 (τTOA), I2 (τTOA) und I3 (τTOA) anhand von Gleichung
(3.2) durch IAzk,0 (τTOA, µ, ϕ), IAzk,1 (τTOA, µ, ϕ), IAzk,2 (τTOA, µ, ϕ) und IAzk,3 (τTOA, µ, ϕ)
ersetzt. So werden sie auch Funktionen des azimutalen Winkels. Die Koe�zienten ck,l
(k = 0..3 und l = 1..4) von Gleichung (3.2) sind ebenfalls für jede Kombination von λ,
θ0, A, τwater, τice und Re� tabelliert. Die selbe Methode wie bei EddingtonPLUS wird
verwendet, um die aktuellen Werte dieser Koe�zienten für die laufenden Werte von
λ, θ0, A, τwater, τice und Re� zu gewinnen: eine lineare Interpolation mit sechs Varia-
blen. Gleichung (3.1) mit IAzk,0 (τTOA, µ, ϕ), IAzk,1 (τTOA, µ, ϕ), IAzk,2 (τTOA, µ, ϕ) und
IAzk,3 (τTOA, µ, ϕ) ergibt danach die azimutal abhängige Strahldichte am oberen Rand
der Atmosphäre:

I (τTOA, µ, ϕ) = IAzk,0 (τTOA, µ, ϕ) + µIAzk,1 (τTOA, µ, ϕ)
+µ2IAzk,2 (τTOA, µ, ϕ) + µ3IAzk,3 (τTOA, µ, ϕ)

(3.60)

Bei EddingtonFIT wird wie bei EddingtonPLUS aus dem selben Grund noch dazu die
Einfachstreukorrektur von Nakajima und Tanaka (1988)[25] (nur TMS) verwendet.
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3.4 pastat

Beim Verfahren pastat wird wie bei EddingtonPLUS und EddingtonFIT die erweiter-
te Eddington-Approximation (Gleichung 3.1) verwendet. Allerdings wurden bei pastat
nicht nur I2 (τ) und I3 (τ), sondern alle vier von der optischen Dicke abhängigen Funk-
tionen aus Gleichung (3.1) durch einen Fit am oberen Rand der Atmosphäre für alle
sich aus Tabelle 3.1 ergebenden Wertekombinationen von λ, θ0, A, τwater, τice und Re�

statistisch bestimmt und in einer Look-Up Table gespeichert.

Wenn pastat aufgerufen wird, werden zuerst I0 (τTOA), I1 (τTOA), I2 (τTOA) und I3 (τTOA)
als Funktion von λ, θ0, A, τwater, τice und Re� durch eine lineare Interpolation der
tabellierten Werte berechnet. Anhand von Gleichung (3.1) wird daraus die azimutal
gemittelte Strahldichte gewonnen. Die azimutale Abhängigkeit der Strahldichte ergibt
sich aus Gleichung (3.2), indem I0 (τTOA), I1 (τTOA), I2 (τTOA) und I3 (τTOA) mit einem
Term multipliziert werden, der mit dem Azimutwinkel variiert.

3.4.1 Parametrisierung von Ik (τTOA)

Zur statistischen Bestimmung von I0 (τTOA), I1 (τTOA), I2 (τTOA) und I3 (τTOA) von Glei-
chung (3.1) am oberen Rand der Atmosphäre wurde die Methode der kleinsten quadra-
tischen Abweichungen verwendet. Bei allen Kombinationen von λ, θ0, A, τwater, τice und
Re� (siehe Tabelle 3.1) wurde der Fehler

∑
i

[
Īexakt (τTOA, µi)−

3∑
k=0

µki Ik (τTOA)

]2

(3.61)

minimiert (wobei die Summe sich über 46 äquidistante Werte vom Zenitwinkel für
0.1 ≤ µi ≤ 1 erstreckt).

Damit der Fehler ein Minimum hat, müssen die Ableitungen von Gleichung (3.61) nach
I0 (τTOA), I1 (τTOA), I2 (τTOA) und I3 (τTOA) gleich null sein. Diese Bedingungen ergeben
ein Gleichungssystem für I0 (τTOA), I1 (τTOA), I2 (τTOA) und I3 (τTOA), in dem Mittel-
werte (über alle Richtungen für 0.1 ≤ µ ≤ 1) von Īexakt (τTOA, µ), µĪexakt (τTOA, µ),
µ2Īexakt (τTOA, µ), µ3Īexakt (τTOA, µ) und von Potenzen von µ enthalten sind. Die Lö-
sung entspricht den Werten von I0 (τTOA), I1 (τTOA), I2 (τTOA) und I3 (τTOA), für die
die erweiterte Eddington-Approximation am oberen Rand der Atmosphäre die exakte
azimutal gemittelte Strahldichte am besten nähert.

3.4.2 Bestimmung der azimutal gemittelten Strahldichte

Im Falle von pastat wurden die vier Parameter I0 (τTOA), I1 (τTOA), I2 (τTOA) und
I3 (τTOA) für alle Kombinationen von λ, θ0, A, τwater, τice und Re� (siehe Tabelle 3.1)
gespeichert. Beim Aufruf von pastat werden die aktuellen Werte von diesen Parame-
tern aus der Tabelle für die laufenden Werte von λ, θ0, A, τwater, τice und Re� durch
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eine lineare Interpolation mit sechs Variablen ermittelt. Aus der erweiterten Eddington-
Approximation (Gleichung 3.1) am oberen Rand der Atmosphäre wird direkt die azi-
mutal gemittelte Strahldichte gewonnen.

3.4.3 Bestimmung der azimutal abhängigen Strahldichte

Sie erfolgt wie in Unterabschnitt 3.1.2 beschrieben. Analog zu EddingtinPLUS und Ed-
dingtonFIT werden die Parameter I0 (τTOA), I1 (τTOA), I2 (τTOA) und I3 (τTOA) anhand
von Gleichung (3.2) durch IAzk,0 (τTOA, µ, ϕ), IAzk,1 (τTOA, µ, ϕ), IAzk,2 (τTOA, µ, ϕ) und
IAzk,3 (τTOA, µ, ϕ) ersetzt. Die Koe�zienten ck,l (k = 0..3 und l = 1..4) von Gleichung
(3.2), die für jede Kombination von λ, θ0, A, τwater, τice und Re� tabelliert sind, werden
durch lineare Interpolation mit sechs Variablen für die laufenden Werte von λ, θ0, A,
τwater, τice und Re� gewonnen. Gleichung (3.1) mit IAzk,0 (τTOA, µ, ϕ), IAzk,1 (τTOA, µ, ϕ),
IAzk,2 (τTOA, µ, ϕ) und IAzk,3 (τTOA, µ, ϕ) ergibt danach die azimutal abhängige Strahl-
dichte am oberen Rand der Atmosphäre:

I (τTOA, µ, ϕ) = IAzk,0 (τTOA, µ, ϕ) + µIAzk,1 (τTOA, µ, ϕ)
+µ2IAzk,2 (τTOA, µ, ϕ) + µ3IAzk,3 (τTOA, µ, ϕ)

(3.62)

Die Einfachstreukorrektur von Nakajima und Tanaka (1988)[25] (nur TMS) wird dann
angewendet, um die Einfachstreuung ohne Delta-M-Approximation zu berücksichtigen
und einen sehr genauen Strahldichteverlauf zu bekommen. Dazu wurde bei der Bestim-
mung der Parameter von pastat DISORT (Stamnes et al., 1988)[33] ohne Einfachstreu-
korrektur verwendet.
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3.5 Beispiele

Im Folgenden soll anhand von drei atmosphärischen Zuständen die Fähigkeit der ent-
wickelten Verfahren, den Strahldichteverlauf am oberen Rand der Atmosphäre zu be-
rechnen, verdeutlicht werden. Dazu wird im Folgenden die normierte Strahldichte, also
die Re�ektivität, betrachtet (siehe Gleichung 2.2). Die drei betrachteten Atmosphären
zeichnen sich aus durch die verschiedenen Werte der optischen Dicke ihrer Wasserwolke
(die sich zwischen 2 und 4 km über den Meeresspiegel be�ndet). In der ersten Atmo-
sphäre ist mit τwater = 0.16 die Wolke sehr dünn und durchsichtig. In der zweiten ist mit
τwater = 1.2 die Wolke halb durchsichtig, so dass die Mehrfachstreuung eine wesentliche
Rolle spielt. In der dritten ist mit τwater = 15 die Wolke dicht und undurchsichtig.

Abbildungen 3.4 bis 3.6 zeigen ein Beispiel von Verlauf der Re�ektivität am oberen Rand
der Atmosphäre als Funktion vom Zenitwinkel bzw. vom Azimutwinkel für Eddington-
PLUS, EddingtonFIT und pastat sowie den Vergleich mit DISORT (Stamnes et al.,
1988)[33] und dem Eddington Zwei-Strom-Verfahren (Shettle und Weinman, 1970)[31]
für eine Atmosphäre mit einer halb durchsichtigen Wasserwolke (optischer Dicke von
1.2). Abbildung 3.4 zeigt, dass EddingtonPLUS eine wesentliche Verbesserung vergli-
chen mit Zwei-Strom darstellt, jedoch werden 5 % relativer Fehler häu�g überschritten.
Allerdings sorgt die Einfachstreukorrektur von Nakajima und Tanaka (1988)[25] für ei-
ne gute Berücksichtigung der kleinen Strukturen. EddingtonFIT (siehe Abbildung 3.5)
und pastat mit Einfachstreukorrektur (siehe Abbildung 3.6) berücksichtigen auch gut
die kleinen Strukturen und für dieses Beispiel ist der relative Fehler von diesen Verfah-
ren durchschnittlich niedriger als der von EddingtonPLUS. pastat ist hier am nähesten
bei der exakten Lösung.

Abbildungen 3.7 bis 3.9 zeigen ein anderes Beispiel (diesmal für eine optisch sehr dünne
Wasserwolke mit einer optischen Dicke von 0.16 statt 1.2). Die Ergebnisse von Edding-
tonPLUS werden noch schlechter, wobei 10 % relativer Fehler manchmal überschritten
werden. EddingtonFIT weist weniger Abstand zur exakten Lösung auf. pastat ist wieder
das Verfahren, dessen relativer Fehler im Durchschnitt am niedrigsten ist.

Ein letztes Beispiel zeigen Abbildungen 3.10 bis 3.12. Diesmal ist die Wasserwolke viel
dichter, die optische Dicke beträgt 15. Diese Abbildungen zeigen, dass für diesen Fall
alle drei Verfahren ausreichend gute Ergebnisse liefern (der relative Fehler ist nämlich
immer unter 10 %). Jedoch ist der Abstand zur exakten Lösung bei EddingtonPLUS
noch einmal gröÿer als bei den anderen zwei Verfahren.

Aus diesen drei Beispielen ergibt sich, dass die von EddingtonPLUS berechnete Re�ekti-
vität tendentiell gröÿere Fehler aufweist. pastat hat dabei immer die besten Ergebnisse.
Alle drei in dieser Arbeit entwickelten Verfahren sind eine wesentliche Verbesserung in
Bezug zum reinen Eddington Zwei-Strom-Verfahren, jedoch ist schon EddingtonPLUS
in manchen Fällen am festgelegten Erfolgskriterium (relativer Fehler kleiner/gleich 10 %
oder absoluter Fehler kleiner/gleich 0.02) gescheitert. Die Einfachstreukorrektur von
Nakajima und Tanaka ist sehr hilfreich, wenn der azimutale Verlauf der Strahldichte
starke Schwankungen aufweist.
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Abbildung 3.4:
Re�ektivität bei TOA für λ = 500 nm, θ0 = 60 °, ϕ0 = 0 ° A = 0 .1 , eine Rayleigh-
Atmosphäre mit einer Wasserwolke (τ = 1 .2 , Reff = 10 µm) als Funktion des Ze-
nitwinkels für einen konstanten Azimutwinkel ϕ − ϕ0 = 0 ° (oben) bzw. als Funktion
des Azimutwinkels für einen konstanten Zenitwinkel von 60° (unten), berechnet mit
DISORT, Eddington Zwei-Strom (Eddington Two-Stream) und EddingtonPLUS.
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Abbildung 3.5:
Ähnlich wie Abbildung 3.4 aber berechnet mit DISORT, Eddington Zwei-Strom (Edding-
ton Two-Stream) und EddingtonFIT.
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Abbildung 3.6:
Ähnlich wie Abbildung 3.4 aber berechnet mit DISORT, Eddington Zwei-Strom (Edding-
ton Two-Stream) und pastat.
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Abbildung 3.7:
Re�ektivität bei TOA für λ = 500 nm, θ0 = 60 °, ϕ0 = 0 ° A = 0 .1 , eine Rayleigh-
Atmosphäre mit einer Wasserwolke (τ = 0 .16 , Reff = 10 µm) als Funktion des Ze-
nitwinkels für einen konstanten Azimutwinkel ϕ − ϕ0 = 0 ° (oben) bzw. als Funktion
des Azimutwinkels für einen konstanten Zenitwinkel von 60° (unten), berechnet mit
DISORT, Eddington Zwei-Strom (Eddington Two-Stream) und EddingtonPLUS.



KAPITEL 3. METHODEN 57

Abbildung 3.8:
Ähnlich wie Abbildung 3.7 aber berechnet mit DISORT, Eddington Zwei-Strom (Edding-
ton Two-Stream) und EddingtonFIT.
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Abbildung 3.9:
Ähnlich wie Abbildung 3.7 aber berechnet mit DISORT, Eddington Zwei-Strom (Edding-
ton Two-Stream) und pastat.
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Abbildung 3.10:
Re�ektivität bei TOA für λ = 500 nm, θ0 = 60 °, ϕ0 = 0 ° A = 0 .1 , eine Rayleigh-
Atmosphäre mit einer Wasserwolke (τ = 15 , Reff = 10 µm) als Funktion des Ze-
nitwinkels für einen konstanten Azimutwinkel ϕ − ϕ0 = 0 ° (oben) bzw. als Funktion
des Azimutwinkels für einen konstanten Zenitwinkel von 60° (unten), berechnet mit
DISORT, Eddington Zwei-Strom (Eddington Two-Stream) und EddingtonPLUS.



KAPITEL 3. METHODEN 60

Abbildung 3.11:
Ähnlich wie Abbildung 3.10 aber berechnet mit DISORT, Eddington Zwei-Strom (Ed-
dington Two-Stream) und EddingtonFIT.
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Abbildung 3.12:
Ähnlich wie Abbildung 3.10 aber berechnet mit DISORT, Eddington Zwei-Strom (Ed-
dington Two-Stream) und pastat.



Kapitel 4

Ergebnisse

Im folgenden Kapitel werden die entwickelten Verfahren EddingtonPLUS, Eddington-
FIT und pastat systematisch validiert. Als Gutemaÿ wird die selbe De�nition der Er-
folgsrate verwendet wie bisher: der relative Fehler der Re�ektivität muss kleiner/gleich
10 % oder der absolute Fehler kleiner/gleich 0.02 sein. Diese De�nition ermöglicht die
Erkennung von Fehlern bei COSMO[40], die eine Änderung der Strahldichte am obe-
ren Rand der Atmosphäre der Gröÿenordnung der Strahldichte bewirken. Als Referenz
dient DISORT (Stamnes et al., 1988)[33]. Als Kriterium für den Rechenaufwand dient
die Minute für eine ganze COSMO-Szene (etwa 400*400 Pixel): somit ist gewährleistet,
dass das entsprechende zu simulierende Satellitenbild vor der Erzeugung der nächsten
Szene vorhanden ist, wenn COSMO läuft.

Es werden zuerst Punkt-Szenen verwendet, um die Erfolgsraten von EddingtonPLUS**,
EddingtonFIT** und pastat** bei der Annäherung der azimutal gemittelten Strahl-
dichte am oberen Rand der Atmosphäre für mehrere Situationen zu berechnen. Danach
werden Punkt-Szenen zur Untersuchung der Erfolgsraten von EddingtonPLUS, Ed-
dingtonFIT und pastat bei der Berechnung der azimutal abhängigen Strahldichte für
die selben Situationen verwendet. Die drei Verfahren werden danach eingesetzt, um
die Re�ektivität für zwei zweidimensionale Szenen zu berechnen. Der Rechenaufwand
von pastat wird berechnet und verglichen mit denen von DISORT und Zwei-Strom
(Meador und Weaver, 1980)[21]. Schlieÿlich erfolgt eine Diskussion der Ergebnisse: die
Genauigkeit und Rechenzeit von pastat werden im Licht anderer vorhandener Verfahren
bewertet.

62
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4.1 Validierung der azimutal gemittelten Strahldich-
ten

Bevor in Abschnitt 4.2 die vollständigen Verfahren und somit azimutal aufgelöste Re-
�ektivitäten betrachtet werden, soll in diesem Abschnitt zunächst die azimutal ge-
mittelte Strahldichte validiert werden. Dies erlaubt es, die Ein�üsse der erweiterten
Eddington-Approximation und der azimutalen Korrektur zu separieren.

Bei dieser Validierung wurde die Erfolgsrate von EddingtonPLUS**, EddingtonFIT**
und pastat** bei der Berechnung der azimutal gemittelten Strahldichte am oberen
Rand der Atmosphäre anhand von denselben Atmosphärenzuständen untersucht wie
sie auch bei der Bestimmung der statistisch bestimmten Parameter Verwendung gefun-
den haben. Jeder Kombination von θ0, A, τwater, τice und Re� entsprach eine Szene. Die
azimutal gemittelte Strahldichte wurde bei jeder Szene für acht Wellenlängen und 50
äquidistante Werte des Cosinus vom Zenitwinkel von 0.02 bis 1 berechnet. Die Erfolgs-
rate bei einer Szene für eine Wellenlänge wurde de�niert als der Anteil der Rechnungen
über alle Werte des Zenitwinkels mit µ ≥ 0.2, für die der relative Fehler kleiner/gleich
10 % oder der absolute Fehler in der Re�ektivität (siehe Gleichung 2.2) kleiner/gleich
0.02 ist.

Als Referenz wurde eine azimutale Mittelung von DISORT (Stamnes et al., 1988)[33]
(Diskrete-Ordinaten Methoden) verwendet.

Die Atmosphäre für diesen Test setzte sich zusammen aus einer Rayleigh-Atmosphäre,
einer Wasserwolke variierender optischer Dicke (zwischen 2 und 4 km über dem Mee-
resspiegel mit Tröpfchen mit einem E�ektivradius von 10 µm) und manchmal einer
Eiswolke mit einer optischen Dicke von 3 (zwischen 2 und 4 km über dem Meeresspiegel
mit Kristallen mit einem E�ektivradius von 70 µm).

Abbildungen 4.1 bis 4.3 zeigen den Verlauf der Erfolgsrate für eine Wellenlänge von
500 nm, zwei Sonnenzenitwinkel-Werte, drei Albedo-Werte der angewandten Szenen
und als Funktion der optischen Dicke der Wasserwolke ohne und mit Eiswolke für
jeweils EddingtonPLUS**, EddingtonFIT** und pastat**. Das Ergebnis ist generell
umso schlechter, je höher der Sonnenzenitwinkel und je niedriger die Albedo ist. Nur
pastat** hat selbst für einen Sonnenzenitwinkel von 70° immer eine Erfolgsrate von
mindestens 95 %. Bei EddingtonPLUS** und EddingtonFIT** erreicht die Erfolgsrate
für einen Sonnenzenitwinkel von 70° und eine Albedo von 0.1 (den ungünstigsten Fall)
dennoch mindestens jeweils 60 % und 55 %.
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Abbildung 4.1:
Erfolgsrate der Berechnung der azimutal gemittelten Strahldichte bei TOA mit Edding-
tonPLUS** für eine Wellenlänge von 500 nm, drei Werte der Bodenalbedo und zwei
Werte des Sonnenzenitwinkels (SZA) als Funktion von der optischen Dicke der Was-
serwolke ohne Eiswolke (oben) bzw. mit einer zusätzlichen Eiswolke mit einer optischen
Dicke von 3 (unten).
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Abbildung 4.2:
Ähnlich wie Abbildung 4.1 aber für die Berechnung der azimutal gemittelten Strahldichte
bei TOA mit EddingtonFIT**.
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Abbildung 4.3:
Ähnlich wie Abbildung 4.1 aber für die Berechnung der azimutal gemittelten Strahldichte
bei TOA mit pastat**.
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4.2 Validierung der azimutal aufgelösten Strahldich-
ten

4.2.1 Validierung anhand von Punkt-Szenen

Dieser Test ist ähnlich dem Test für die azimutal gemittelte Strahldichte. Dieselbe
Atmosphäre wurde verwendet, nur dass mit dem Test diesmal von den jeweiligen Lö-
sungsverfahren azimutal abhängige Re�ektivitäten geprüft wurden und die Referenz
DISORT (Stamnes et al., 1988)[33] (Diskrete-Ordinaten Methoden) war.

Dieselben Punktszenen wurden verwendet (eine Szene für jede Kombination von θ0, A,
τwater und τice, Re� war wieder konstant bei 10 µm). Die azimutal abhängige Strahldichte
am oberen Rand der Atmosphäre wurde bei jeder Szene für acht Wellenlängen, 50
äquidistante Werte des Cosinus vom Zenitwinkel von 0.02 bis 1 und 15 äquidistante
Werte des Azimutwinkels von 0° bis 360° berechnet. Die Erfolgsrate bei einer Szene für
eine Wellenlänge wurde de�niert als der Anteil der Rechnungen über alle Werte des
Zenitwinkels und Azimutwinkels mit µ ≥ 0.2, für die der relative Fehler kleiner/gleich
10 % oder der absolute Fehler in der Re�ektivität (siehe Gleichung 2.2) kleiner/gleich
0.02 ist.

4.2.1.1 EddingtonPLUS

Abbildung 4.4 zeigt den Verlauf der Erfolgsrate vom Verfahren EddingtonPLUS als
Funktion der optischen Dicke der Wasserwolke für eine Wellenlänge von 500 nm, zwei
Sonnenzenitwinkel-Werte und drei Albedo-Werte der angewandten Szenen ohne und
mit Eiswolke.

Für einen Sonnenzenitwinkel von 70° und eine Albedo von 0.1 beträgt die Erfolgsrate
von EddingtonPLUS oft weniger als 70 %. Bei hohen Sonnenzenitwinkeln bleibt die Er-
folgsrate bei zunehmender optischen Dicke der Wasserwolke gleich schlecht (während
sie üblicherweise ab etwa 1 mit der optischen Dicke der Wasserwolke zunimmt). Die
Anwesenheit einer Eiswolke ändert daran wenig. Für einen Sonnenzenitwinkel von 60°
kann die Erfolgsrate unter 80 % kommen. In Deutschland be�ndet sich der Sonnenze-
nitwinkel oft um die 60° (auch im Laufe des Tages), deshalb ist es wichtig, in diesem
Bereich gute Ergebnisse zu bekommen. EddingtonPLUS scheitert aber relativ häu�g.
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Abbildung 4.4:
Erfolgsrate des Solvers EddingtonPLUS für eine Wellenlänge von 500 nm, drei Wer-
te der Bodenalbedo und zwei Werte des Sonnenzenitwinkels (SZA) als Funktion von
der optischen Dicke der Wasserwolke ohne Eiswolke (oben) bzw. mit einer zusätzlichen
Eiswolke mit einer optischen Dicke von 3 (unten).
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Abbildung 4.5:
Erfolgsrate des Solvers EddingtonFIT für eine Wellenlänge von 400 nm, drei Werte
der Bodenalbedo und zwei Werte des Sonnenzenitwinkels (SZA) als Funktion von der
optischen Dicke der Wasserwolke ohne Eiswolke.

4.2.1.2 EddingtonFIT

Abbildungen 4.5 bis 4.7 zeigen den Verlauf der Erfolgsrate vom Verfahren EddingtonFIT
als Funktion der optischen Dicke der Wasserwolke für zwei Sonnenzenitwinkel-Werte,
drei Albedo-Werte der angewandten Szenen und eine Wellenlänge von jeweils 400, 500,
600 und 700 nm, ohne und auÿerdem in einem Feld mit 500 nm mit einer zusätzlichen
Eiswolke.

Die Erfolgsrate von EddingtonFIT für einen Sonnenzenitwinkel von 70° und eine Wel-
lenlänge von 500 nm ist meistens höher als die von EddingtonPLUS, sie fällt dennoch bei
einer niedrigen Bodenalbedo (0.1) und einer geringen optischen Dicke der Wasserwolke
(kleiner als 1) unter 50 %. Durch die Anwesenheit einer Eiswolke mit einer optischen
Dicke von 3 werden die Ergebnisse dadurch besser, dass die totale optische Dicke der
Atmosphäre immer höher als 3 ist. Die Verfahren EddingtonPLUS und EddingtonFIT
zeigen im Allgemeinen die schlechtesten Ergebnisse, wenn die totale optische Dicke im
Bereich von 1 liegt. Die Ergebnisse sind besser für kurze Wellenlängen (400 nm, 500 nm)
als für lange Wellenlängen (600 nm, 700 nm). Bei 700 nm nähert sich die Erfolgsrate im
ungünstigsten gezeigten Fall der 30 % Marke für eine optische Dicke der Wasserwolke
unter 2.
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Abbildung 4.6:
Ähnlich wie Abbildung 4.5 aber für eine Wellenlänge von 500 nm, ohne Eiswolke (oben)
bzw. mit einer zusätzlichen Eiswolke mit einer optischen Dicke von 3 (unten).
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Abbildung 4.7:
Ähnlich wie Abbildung 4.5 aber für eine Wellenlänge von 600 nm (oben) bzw. 700 nm
(unten), ohne Eiswolke.
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Abbildung 4.8:
Erfolgsrate des Solvers pastat für eine Wellenlänge von 400 nm, drei Werte der Bo-
denalbedo und zwei Werte des Sonnenzenitwinkels (SZA) als Funktion von der optischen
Dicke der Wasserwolke ohne Eiswolke.

4.2.1.3 pastat

Abbildungen 4.8 bis 4.10 sind identisch mit Abbildungen 4.5 bis 4.7, nur dass hier pastat
statt EddingtonFIT als Solver verwendet wurde.

Die Erfolgsrate von pastat ist in fast allen gezeigten Fällen über 80 %. Bei einem Son-
nenzenitwinkel von 70° und einer Bodenalbedo von 0.1 kommt sie nur im kritischen
Bereich um eine totale optische Dicke der Atmosphäre von 1 manchmal leicht unter
80 %. Das ist ein deutlich besseres Ergebnis als mit EddingtonPLUS und Eddington-
FIT. Allerdings müssen diese Ergebnisse mit Vorsicht betrachtet werden, da zu diesem
Test dieselben eindimensionalen Szenen wie bei der Bestimmung der Parameter von
pastat genommen wurden.

Abbildungen 4.11 bis 4.13 zeigen den Verlauf der Standardabweichung von pastat (be-
zogen auf die Re�ektivität mit DISORT als Referenz) als Funktion von der optischen
Dicke der Wasserwolke unter den selben Bedingungen wie in Abbildungen 4.8 bis 4.10.
Zur Berechnung der Standardabweichung von pastat wurden dieselben Ergebnisse (für
dieselben Szenen, Wellenlängen und Winkel-Werte) verwendet wie bei der Berechnung
der Erfolgsrate. Die Standardabweichung wurde berechnet von:
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Abbildung 4.9:
Ähnlich wie Abbildung 4.8 aber für eine Wellenlänge von 500 nm, ohne Eiswolke (oben)
bzw. mit einer zusätzlichen Eiswolke mit einer optischen Dicke von 3 (unten).
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Abbildung 4.10:
Ähnlich wie Abbildung 4.8 aber für eine Wellenlänge von 600 nm (oben) bzw. 700 nm
(unten), ohne Eiswolke.
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Abbildung 4.11:
Standardabweichung des Solvers pastat für eine Wellenlänge von 400 nm, drei Werte
der Bodenalbedo und zwei Werte des Sonnenzenitwinkels (SZA) als Funktion von der
optischen Dicke der Wasserwolke ohne Eiswolke.

σ =

√√√√ 1

NM

N∑
i=1

M∑
j=1

(Rexakt (τTOA, µi, ϕj)−Rpastat (τTOA, µi, ϕj))
2 (4.1)

wobei σ die Standardabweichung von pastat, N die Anzahl der Zenitwinkel-Werte
mit µ ≥ 0.2, M die Anzahl der Azimutwinkel-Werte und Rexakt (τTOA, µi, ϕj) und
Rpastat (τTOA, µi, ϕj) die Re�ektivitäten von jeweils DISORT und pastat am oberen
Rand der Atmosphäre in die Richtung (µi, ϕj) sind.

Die Standardabweichung von pastat be�ndet sich selbst bei einem Sonnenzenitwinkel
von 70° und einer Wellenlänge von 700 nm unter 0.045. Sie hängt kaum von der Albedo
ab, allerdings sehr viel vom Sonnenzenitwinkel und von der Wellenlänge.
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Abbildung 4.12:
Ähnlich wie Abbildung 4.11 aber für eine Wellenlänge von 500 nm, ohne Eiswolke (oben)
bzw. mit einer zusätzlichen Eiswolke mit einer optischen Dicke von 3 (unten).
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Abbildung 4.13:
Ähnlich wie Abbildung 4.11 aber für eine Wellenlänge von 600 nm (oben) bzw. 700 nm
(unten), ohne Eiswolke.
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4.2.2 Validierung anhand von zweidimensionalen Szenen

Nach der vorangegangenen systematischen aber synthetischen Validierung sollen die
Verfahren im Folgenden noch mit tatsächlichem Output des COSMO[40]-Wettermodells
getestet werden. Dafür wurden zwei Szenen mit unterschiedlichen Wetterlagen ausge-
wählt. Die entsprechenden COSMO-Daten wurden bereitgestellt von Dr. Philipp Kostka
(Meteorologisches Institut der Universität München) und Dr. Luca Bugliaro (Deutsches
Zentrum für Luft- und Raumfahrt, Institut für Physik der Atmosphäre). Für die bei-
den COSMO-Szenen wurden synthetische Satellitenbilder zu unterschiedlichen Simu-
lationszeitpunkten erstellt um verschiedene Beleuchtungsgeometrien zu untersuchen.
Die Kombination aus COSMO-Szene, Zeitpunkt und betrachteter Wellenlänge wird als
Testfall bezeichnet.

Die Erfolgsrate bei einem Testfall wurde Analog zu Unterabschnitt 4.2.1 de�niert als der
Anteil der Pixel der entsprechenden Szene, für die der relative Fehler kleiner/gleich 10 %
oder der absolute Fehler der Re�ektivität kleiner/gleich 0.02 ist. Sowohl die gesamte
Erfolgsrate der jeweiligen Szene als auch die Karte des relativen Fehlers werden im
Folgenden diskutiert. Die Standardabweichung von pastat wird auch für alle Testfälle
gegeben. Für einen jeweiligen Testfall wurde sie berechnet von:

σ =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(Rexakt,i −Rpastat,i)
2 (4.2)

wobei N jetzt die Anzahl der Pixel der Szene, Rexakt,i und Rpastat,i die von jeweils
DISORT (Stamnes et al., 1988)[33] und pastat für das i-te Pixel berechneten Re�ekti-
vitäten am oberen Rand der Atmosphäre sind.

Vorweg sei erwähnt, dass die Einfachstreukorrektur von Nakajima und Tanaka (1988)[25]
für einzelne Pixel sehr schlechte Ergebnisse liefert. Dies ist vor allem bei der Verwen-
dung von pastat zu beobachten, das auch ohne Einfachstreukorrektur schon gute Er-
gebnisse zeigt, die durch die Einfachstreukorrektur fast nur verschlechtert werden. Es
wurde entschlossen, die Einfachstreukorrektur von Nakajima und Tanaka nicht in der
für diese Arbeit relevanten endgültigen Version von pastat zu verwenden. Auch bei der
Berechnung der im Folgenden gezeigten synthetischen Satellitenbildern wurde pastat
ohne Einfachstreukorrektur betrieben.

4.2.2.1 Erster Testfall

Bei diesem Testfall wurde eine Szene mit vorgegebenen Wasser- und Eiswolken ver-
wendet. Das ist ein Ausschnitt aus einer COSMO-Szene, für den ich nur die Daten
für Wasser- und Eiswolken bekommen habe. Bei jedem Pixel sind für jede Schicht die
Elevation über Meeresspiegel, der Flüssigwassergehalt (bzw. der Eisgehalt) und der Ef-
fektivradius der Wassertröpfchen (bzw. der Eiskristalle) angegeben. Die Szene enthält
100 mal 100 Pixel (wobei sich der Index sowohl in der Länge als auch in der Breite



KAPITEL 4. ERGEBNISSE 79

von 100 bis 199 erstreckt). Die geographische Breite lieÿ ich mit 50° Nord am südlichen
Rand der Szene beginnen und mit 54° Nord am nördlichen Rand enden. Das entspricht
etwa der geographischen Lage von Norddeutschland. Die geographische Länge lieÿ ich
mit 8° Ost am westlichen Rand der Szene beginnen und mit 12° Ost am östlichen
Rand enden. Die Elevation über Meeresspiegel sowie die Bodenalbedo für jedes Pixel
bestimmte ich ebenfalls selbst. Die Elevation über Meeresspiegel erstreckt sich von 0m
am westlichen Rand der Szene bis 2000m am östlichen Rand. Die Bodenalbedo beginnt
mit 0.05 am südlichen Rand und endet mit 0.75 am nördlichen Rand. Der simulierte
Satellit be�ndet sich an derselben Stelle wie Meteosat (36000 km über dem Meeress-
piegel bei 0° Nord und 0° Ost). Als Simulationszeitpunkt wurde der 22. Juni 2011 um
12 Uhr UTC gewählt. Aus den geographischen Daten, der Position des Satellits und
dem Simulationszeitpunkt lassen sich die Satellitenzenit- und Azimutwinkel sowie die
Sonnenzenit- und Azimutwinkel für jedes Pixel berechnen. Für die angegebene Kon�-
guration beträgt der Satellitenzenitwinkel etwa 55° und der Sonnenzenitwinkel variiert
von etwa 27° im Süden bis etwa 32° im Norden. Als Wellenlänge für diesen Testfall
wurde 500 nm genommen.

Abbildungen 4.14 und 4.15 zeigen die simulierte Re�ektivität am oberen Rand der At-
mosphäre für diesen Testfall, berechnet mit DISORT, EddingtonPLUS, EddingtonFIT
und pastat. Zu einem besseren Vergleich der Ergebnisse der einzelnen Verfahren ist die
Skala der Re�ektivität in den vier Bildern von 0.45 bis 0.9 festgelegt. Weiÿe Bereiche
zeigen Werte auÿerhalb dieser Skala an. Abbildungen 4.16 und 4.17 zeigen den relati-
ven Fehler (in %) für diesen Testfall von jeweils EddingtonPLUS, EddingtonFIT und
pastat in jedem Pixel. Die Skala ist von -10 bis 10 % festgelegt. Auch hier zeigen weiÿe
Bereiche Werte auÿerhalb der Skala an. Sie sind hier entsprechend der vorangegangenen
De�nition gleichbedeutend mit nicht akzeptablen Fehlern.

Die drei Verfahren EddingtonPLUS, EddingtonFIT und pastat zeigen sehr gute Ergeb-
nisse für diesen Testfall (relativer Fehler immer unter 10 % für pastat, fast immer unter
10 % für EddingtonPLUS und EddingtonFIT). Allerdings ist der Sonnenzenitwinkel
klein (um 30°) und nicht sehr repräsentativ für Deutschland, so dass die entwickel-
ten Verfahren hier erwartungsgemäÿ gut abschneiden (vergleiche auch Unterabschnitt
4.2.1). Die Erfolgsraten von EddingtonPLUS, EddingtonFIT und pastat bei diesem
Testfall betragen jeweils 94.5 %, 99.6 % und 100.0 %. Die mittleren relativen Fehler
betragen jeweils 6.2 %, 0.9 % und 1.1 %. Die Standardabweichung von pastat für den
Testfall wurde auch berechnet, sie beträgt 0.008.
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Abbildung 4.14:
Simulation eines Satellitenbildes (Re�ektivität bei TOA) mittels der ersten COSMO
Szene für den 22.06.2011 mit einer Wellenlänge von 500 nm (erster Testfall) anhand
von den Diskreten-Ordinaten Methoden (oben) und EddingtonPLUS (unten).
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Abbildung 4.15:
Ähnlich wie Abbildung 4.14 aber anhand von EddingtonFIT (oben) und pastat (unten).
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Abbildung 4.16:
Relativer Fehler (in %) von EddingtonPLUS (oben) und EddingtonFIT (unten) in jedem
Pixel für den ersten Testfall.
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Abbildung 4.17:
Relativer Fehler (in %) von pastat in jedem Pixel für den ersten Testfall.

4.2.2.2 Zweiter Testfall

Für den zweiten Testfall wurde die selbe Szene verwendet wie für den ersten, nur dass
diesmal als Simulationszeitpunkt der 22. Dezember 2011 um 12 Uhr UTC gewählt
wurde. Der Sonnenzenitwinkel variiert in diesen Bedingungen von etwa 73.5° im Süden
bis etwa 78.5° im Norden.

Abbildungen 4.18 und 4.19 zeigen die von jeweils DISORT, EddingtonPLUS, Edding-
tonFIT und pastat berechnete Re�ektivität am oberen Rand der Atmosphäre für diesen
Testfall. Die Skala wurde von 0.7 bis 1 festgelegt, auÿer für EddingtonPLUS, der we-
sentliche stärkere Re�ektivitäten aufweist: für dieses Verfahren wurde die Skala von 0.7
bis 1.1 festgelegt. Abbildungen 4.20 und 4.21 zeigen den relativen Fehler (in %) für
diesen Testfall von jeweils EddingtonPLUS, EddingtonFIT und pastat in jedem Pixel.
Die Skala wurde wegen höherer relativen Fehler für EddingtonPLUS von -20 bis 20 %,
für alle anderen Verfahren aber wie beim ersten Testfall von -10 bis 10 % festgelegt.

Dieser Testfall ist ein Extremfall, da der Sonnenzenitwinkel besonders hoch ist (um 75°).
EddingtonPLUS weist eine sehr niedrige Erfolgsrate auf (4.2 %) bei einem mittleren re-
lativen Fehler von 16.3 %. Viel bessere Ergebnisse zeigt EddingtonFIT (Erfolgsrate von
85.4 % und mittlerer relativer Fehler von 6.4 %). pastat hat selbst für diesen untypischen
Testfall eine Erfolgsrate von 93.3 % bei einem mittleren relativen Fehler von 4.4 % und
einer Standardabweichung von 0.043.
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Abbildung 4.18:
Simulation eines Satellitenbildes (Re�ektivität bei TOA) mittels der ersten COSMO
Szene für den 22.12.2011 mit einer Wellenlänge von 500 nm (zweiter Testfall) anhand
von den Diskreten-Ordinaten Methoden (oben) und EddingtonPLUS (unten).
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Abbildung 4.19:
Ähnlich wie Abbildung 4.18 aber anhand von EddingtonFIT (oben) und pastat (unten).
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Abbildung 4.20:
Relativer Fehler (in %) von EddingtonPLUS (oben) und EddingtonFIT (unten) in jedem
Pixel für den zweiten Testfall.
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Abbildung 4.21:
Relativer Fehler (in %) von pastat in jedem Pixel für den zweiten Testfall.

4.2.2.3 Dritter Testfall

Für den dritten Testfall wurde ebenfalls die selbe Szene verwendet wie für den ersten
und zweiten Testfall. Als Simulationszeitpunkt wurde hier wie bei Test 1 der 22. Juni
2011 um 12 Uhr UTC gewählt. Hier wurde aber die Wellenlänge 700 nm anstatt 500 nm
betrachtet.

Abbildungen 4.22 und 4.23 zeigen die Re�ektivität am oberen Rand der Atmosphäre
für diesen Testfall berechnet von jeweils DISORT, EddingtonPLUS, EddingtonFIT und
pastat. Abbildungen 4.24 und 4.25 zeigen den relativen Fehler (in %) für diesen Testfall
von jeweils EddingtonPLUS, EddingtonFIT und pastat in jedem Pixel.

EddingtonFIT und pastat weisen sehr gute Ergebnisse für diesen Testfall auf. Die Er-
folgsraten betragen jeweils 98.8 % und 100.0 %. Mit EddingtonFIT beträgt der mittlere
relative Fehler 1.4 % und mit pastat beträgt er 1.1 %. Die Standardabweichung von pa-
stat ist gleich 0.009. Es ergibt sich einen leichten Vorteil für pastat für diesen Testfall.
Die Ergebnisse für EddingtonPLUS sind schlechter: die Erfolgsrate beträgt 95.0 % und
der mittlere relative Fehler ist gleich 8.1 %. Die Ergebnisse sind wie erwartet schlechter
als bei einer Wellenlänge von 500 nm. Je höher die Wellenlänge ist, desto höher werden
der relative Fehler und niedriger die Erfolgsrate (vergleiche Unterabschnitt 4.2.1).
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Abbildung 4.22:
Simulation eines Satellitenbildes (Re�ektivität bei TOA) mittels der ersten COSMO
Szene für den 22.06.2011 mit einer Wellenlänge von 700 nm (dritter Testfall) anhand
von den Diskreten-Ordinaten Methoden (oben) und EddingtonPLUS (unten).
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Abbildung 4.23:
Ähnlich wie Abbildung 4.22 aber anhand von EddingtonFIT (oben) und pastat (unten).
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Abbildung 4.24:
Relativer Fehler (in %) von EddingtonPLUS (oben) und EddingtonFIT (unten) in jedem
Pixel für den dritten Testfall.
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Abbildung 4.25:
Relativer Fehler (in %) von pastat in jedem Pixel für den dritten Testfall.

4.2.2.4 Vierter Testfall

Für den vierten Testfall wurde die selbe Szene verwendet wie für die drei ersten. Als
Simulationszeitpunkt wurde wie bei Test 2 der 22. Dezember 2011 um 12 Uhr UTC
gewählt und die Wellenlänge betrug 700 nm.

Abbildungen 4.26 und 4.27 zeigen die Re�ektivität am oberen Rand der Atmosphäre
für diesen Testfall berechnet von jeweils DISORT, EddingtonPLUS, EddingtonFIT und
pastat. EddingtonPLUS weist wie bei Test 2 deutlich höhere Re�ektivitäten und relative
Fehler als die anderen Verfahren auf. Deshalb wurde die Skala für dieses Verfahren
von 0.6 bis 1.1 festgelegt. Für alle anderen Verfahren aber ist sie von 0.6 bis 0.95.
Abbildungen 4.28 und 4.29 zeigen den relativen Fehler (in %) für diesen Testfall von
jeweils EddingtonPLUS, EddingtonFIT und pastat in jedem Pixel. Die Skala ist von
-10 bis 10 % auÿer für EddingtonPLUS, für das sie von -40 bis 40 % festgelegt wurde.

EddingtonPLUS weist sehr schlechte Ergebnisse für diesen Testfall auf (Erfolgsrate von
0.1 % und mittlerer relativer Fehler von 32.8 %). EddingtonFIT ist viel besser, jedoch
gibt es noch viele Pixel, für die dieses Verfahren scheitert (Erfolgsrate von 76.9 %). Sein
mittlerer relativer Fehler beträgt 7.8 %. Die Ergebnisse von pastat bleiben selbst für
diesen extremen Fall (sehr tief stehende Sonne) gut (Erfolgsrate von 99.6 %, mittlerer
relativer Fehler von 3.9 % und Standardabweichung von 0.033). Entgegen der Erwartung
weist pastat für diese Szene am 22.12.2011 bei einer Wellenlänge von 700 nm bessere
Ergebnisse auf als bei einer Wellenlänge von 500 nm (vergleiche Unterunterabschnitt



KAPITEL 4. ERGEBNISSE 92

Abbildung 4.26:
Simulation eines Satellitenbildes (Re�ektivität bei TOA) mittels der ersten COSMO
Szene für den 22.12.2011 mit einer Wellenlänge von 700 nm (vierter Testfall) anhand
von den Diskreten-Ordinaten Methoden (oben) und EddingtonPLUS (unten).
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Abbildung 4.27:
Ähnlich wie Abbildung 4.26 aber anhand von EddingtonFIT (oben) und pastat (unten).
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Abbildung 4.28:
Relativer Fehler (in %) von EddingtonPLUS (oben) und EddingtonFIT (unten) in jedem
Pixel für den vierten Testfall.
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Abbildung 4.29:
Relativer Fehler (in %) von pastat in jedem Pixel für den vierten Testfall.

4.2.2.2).
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4.2.2.5 Fünfter Testfall

Für den fünften Testfall wurde eine zweite Szene verwendet. Das ist eine COSMO-
Szene, für die ich nur die Daten für Wasser- und Eiswolken für jedes Pixel bekommen
habe. Diese Daten enthalten die selbe Information wie in der ersten Szene: Elevation
über Meeresspiegel, Flüssigwassergehalt (bzw. Eisgehalt) und E�ektivradius der Was-
sertröpfchen (bzw. der Eiskristalle) für jede Atmosphärenschicht. Die Anzahl der Pixel
der Szene beträgt 420 in der Länge und 461 in der Breite. Der simulierte Satellit be�n-
det sich wie bei der ersten COSMO-Szene an derselben Stelle wie Meteosat (36000 km
über dem Meeresspiegel bei 0° Nord und 0° Ost). Daten für die Länge, Breite, Bodenal-
bedo und Elevation über Meeresspiegel für jedes Pixel musste ich selbst bestimmen.
Die Länge lieÿ ich von 5° bis 15° Ost und die Breite von 45° bis 60° Nord variieren. Als
Simulationszeitpunkt wurde der 22. Dezember 2011 um 12 Uhr UTC gewählt. Unter
diesen Bedingungen variiert der Sonnenzenitwinkel von etwa 68.5° im Süden bis etwa
84° im Norden. Die Satellitenzenit- und Azimutwinkel lassen sich ebenfalls für jedes Pi-
xel berechnen. Der Satellitenzenitwinkel variiert unter der angegebenen Kon�guration
von etwa 52° im Süden bis etwa 69° im Norden. Die Höhe über Meer lieÿ ich linear
mit der Länge steigen; sie beträgt 0m am westlichen Rand der Szene und 2000m am
östlichen Rand. Die Bodenalbedo lieÿ ich linear mit der Breite steigen; sie beträgt 0.05
am südlichen Rand und 0.75 am nördlichen Rand der Szene. Als Wellenlänge für diesen
Testfall wurde 700 nm genommen.

Abbildung 4.30 zeigt die Re�ektivität am oberen Rand der Atmosphäre für diesen
Testfall berechnet von jeweils DISORT und pastat. Abbildung 4.31 zeigt den relativen
Fehler (in %) für diesen Testfall von pastat in jedem Pixel.

pastat weist auch hier gute Ergebnisse auf, obwohl der Sonnenzenitwinkel groÿ ist. Die
Erfolgsrate für den Testfall beträgt 97.9 % bei einem mittleren relativen Fehler von
1.0 %. Die Standardabweichung beträgt 0.013. Diese Ergebnisse sind besser als die von
Testfall 4 (bei dem die Wellenlänge gleich 700 nm und der Simulationszeitpunkt eben-
falls der 22.12.2011 waren), dagegen ist die Erfolgsrate ein bisschen niedriger. Es ist zu
bemerken, dass der relative Fehler von pastat Richtung Norden der Szene (bei steigen-
dem Sonnenzenitwinkel) entgegen der Erwartung nicht zunimmt (obwohl die Genauig-
keit von pastat mit dem Sonnenzenitwinkel abnimmt, vergleiche Unterunterabschnitt
4.2.1.3).
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Abbildung 4.30:
Simulation eines Satellitenbildes (Re�ektivität bei TOA) mittels der zweiten COSMO
Szene für den 22.12.2011 mit einer Wellenlänge von 700 nm (fünfter Testfall) anhand
von den Diskreten-Ordinaten Methoden (oben) und pastat (unten).
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Abbildung 4.31:
Relativer Fehler (in %) von pastat in jedem Pixel für den fünften Testfall.

Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5

EddingtonPLUS 94.5 % 4.2 % 95.0 % 0.1 %
EddingtonFIT 99.6 % 85.4 % 98.8 % 76.9 %

pastat 100.0 % 93.3 % 100.0 % 99.6 % 97.9 %

Tabelle 4.1:
Erfolgsraten von EddingtonPLUS, EddingtonFIT und pastat für die fünf Testfälle.

4.2.2.6 Zusammenfassung der Testfälle 1 bis 5

Tabelle 4.1 fasst die in den fünf Testfällen für EddingtonPLUS, EddingtonFIT und
pastat gemessenen Erfolgsraten, während in Tabelle 4.2 die einzelnen mittleren Fehler
aufgelistet sind.

Wie sich aus diesen beiden Tabellen ergibt, ist pastat in fast allen Testfällen angesichts
dieser beiden Kriterien das beste Verfahren. Der Vorteil ist gröÿer für Teste mit tief
stehender Sonne: Testfälle 2, 4 (und 5, wobei dort nur pastat getestet wurde). Die
Ergebnisse von EddingtonPLUS sind in allen Fällen wesentlich schlechter.
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Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5

EddingtonPLUS 6.2 % 16.3 % 8.1 % 32.8 %
EddingtonFIT 0.9 % 6.4 % 1.4 % 7.8 %

pastat 1.1 % 4.4 % 1.1 % 3.9 % 1.0 %

Tabelle 4.2:
Mittlere relative Fehler von EddingtonPLUS, EddingtonFIT und pastat für die fünf
Testfälle.

4.2.3 Vergleich des Rechenzeitaufwands der Verfahren

In diesem Unterabschnitt werden die Rechenzeiten von pastat ohne die Einfachstreu-
korrektur von Nakajima und Tanaka (1988)[25], DISORT (Stamnes et al., 1988)[33] und
Zwei-Strom (Meador und Weaver, 1980)[21] verglichen. Die Genauigkeit ist nicht das
einzige Kriterium für das zu erstellende Verfahren, sondern es muss auch hinreichend
schnell sein (Rechenzeit unter einer Minute für eine ganze COSMO[40]-Szene).

Die Rechenzeit von DISORT steigt mit der dritten Potenz der Anzahl der verwende-
ten Ströme (Stamnes et al., 2000)[32] (Seite 91). Bei pastat (sowie EddingtonPLUS
und EddingtonFIT) gibt es diesen Parameter nicht. Die Rechenzeit von DISORT ist
unabhängig von der optischen Dicke der Atmosphäre, aber (linear) abhängig von der
Anzahl der Schichten, die zur Darstellung des vertikalen Pro�ls der Atmosphäre not-
wendig sind. Die Geschwindigkeit von pastat hängt nicht von der optischen Dicke und
kaum von der Anzahl der Schichten ab: pastat summiert die partiellen optischen Di-
cken aller Schichten, um die gesamte optische Dicke der Wasser- und Eiswolke (über
die ganze Atmosphäre) zu gewinnen. Die Dauer dieses Prozesses ist zwar abhängig von
der Anzahl der Schichten, jedoch viel kürzer als andere Aufgaben von pastat, so dass
die Anzahl der Schichten sich kaum auf die Rechenzeit auswirkt. EddingtonPLUS und
EddingtonFIT hingegen hängen wirklich von der Anzahl der Atmosphärenschichten, da
sie ein Zwei-Strom-Verfahren enthalten.

Zur Bestimmung der Rechenzeit von DISORT, Zwei-Strom und pastat wurde die Funk-
tion clock() von libRadtran verwendet. Es wurde nur der Zeitaufwand berücksichtigt
von den Unterprogrammen c_disort() (für DISORT), F77_FUNC(twostr,TWOSTR)()
(für Zwei-Strom) und pastat() (für pastat) von libRadtran und von den Unterprogram-
men, die davon aufgerufen werden. Die Unterprogramme zum Lesen der physischen und
zur Berechnung der optischen Eigenschaften der Atmosphäre wurden nicht betrachtet.
In pastat wurde das Lesen der 20 Parameter für alle Kombinationen von λ, θ0, A,
τwater, τice und Re� nicht berücksichtigt (sowie alle dazu notwendigen Allozierungen), da
dieser relativ lange Vorgang (7.00 Sekunden) nur einmal am Anfang durchgeführt und
nicht für jedes Pixel einer Szene wiederholt wird. Die Strahldichte wurde von DISORT,
Zwei-Strom und pastat für Punkt-Szenen mit mehreren Werten der Anzahl von Strö-
men für DISORT (bei konstanten anderen Parametern und Variablen) berechnet. Die
Wellenlänge betrug 500 nm, der Sonnenzenitwinkel 59°, die Bodenalbedo 0.2, die Höhe
über dem Meeresspiegel 0m und es gab eine Wasserwolke zwischen 2 und 4 km über
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Anzahl der
Ströme

Laufzeit DISORT für
49 Schichten (s)

Laufzeit DISORT für
9 Schichten (s)

2 0.0308 0.0040
4 0.0277 0.0041
6 0.0283 0.0055
8 0.0191 0.0060
10 0.0179 0.0060
12 0.0181 0.0060
16 0.0234 0.0042
20 0.0415 0.0071
24 0.0639 0.0156
28 0.0660 0.0158
32 0.1053 0.0191
48 0.2500 0.0428
64 0.5905 0.1103
96 1.9899 0.8658
128 4.9133 1.0148

Tabelle 4.3:
Laufzeit von DISORT als Funktion von der Anzahl der Ströme in Sekunden für 9 und
49 Schichten.

dem Boden mit einer optischen Dicke von 1.2 und Tröpfchen mit einem E�ektivradius
von 10 µm. Die Strahldichte wurde nur am oberen Rand der Atmosphäre berechnet und
zwar für einen Wert des Zenitwinkels und des Azimutwinkels. Um die Genauigkeit bei
der Messung der Rechenzeit zu erhöhen, wurden die einzelnen Unterprogramme bei je-
dem Aufruf mehrmals ausgeführt (10 mal für DISORT, 10000 mal für Zwei-Strom und
pastat) und die gesamte Rechenzeit durch die Anzahl der Wiederholungen dividiert.
Darüber hinaus wurde DISORT für jede Anzahl von Strömen mit 49 und 9 Schichten
jeweils 10 mal aufgerufen. Zwei-Strom und pastat wurden beide für 49 und 9 Schichten
jeweils 30 mal aufgerufen. Eine Mittelung erfolgte über alle Aufrufe.

In Tabelle 4.3 sind die gemessenen Rechenzeiten von DISORT für verschiedene Anzahlen
von Strömen für jeweils 9 und 49 Schichten aufgelistet. Abbildung 4.32 zeigt dieselben
Ergebnisse für DISORT sowie die Rechenzeiten von Zwei-Strom (per De�nition immer
mit zwei Strömen) und pastat (bei dem es keine Ströme gibt) für jeweils 9 und 49
Schichten. Auf der Graphik deckt die Rechenzeit von pastat mit 9 Schichten (1.677 ∗
10−5 s) die Rechenzeit von pastat mit 49 Schichten (1.683 ∗ 10−5 s) und die von Zwei-
Strom mit 9 Schichten (1.727 ∗ 10−5 s), da alle drei fast gleich sind. Die Rechenzeit von
Zwei-Strom mit 49 Schichten beträgt 1.426∗10−4 s. pastat ist etwa 1000 mal schneller als
DISORT mit 49 Schichten und etwa 240 mal schneller als DISORT mit 9 Schichten (für
eine Anzahl der Ströme von 2 bis 16). pastat ist etwa 8.5 mal schneller als Zwei-Strom
mit 49 Schichten und gleich schnell wie Zwei-Strom mit 9 Schichten.
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Abbildung 4.32:
Graphische Darstellung der Laufzeiten von DISORT (als Funktion von der Anzahl der
Ströme oder �Streams�), Zwei-Strom (Two-Stream) und pastat (in Sekunden) für 9 und
49 Atmosphärenschichten.
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Eine COSMO-Szene enthält etwa 400*400 Pixel. Die Multiplikation von 17 µs mit
400*400 ist gleich 2.72 s. Da pastat am Anfang 7 Sekunden braucht, um alle Parameter
zu lesen und alle notwendigen Allozierungen durchzuführen, läuft dieses Modell somit
etwa 10 Sekunden für eine ganze COSMO-Szene und erfüllt das gestellte Kriterium an
die Rechenzeit.

Der Rechenaufwand von EddingtonPLUS und EddingtonFIT wurde nicht gemessen,
jedoch ist er höher als der von Zwei-Strom, da die Zwei-Strom-Methode nur ein Teil
von diesen Verfahren ist.
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4.3 Diskussion der Ergebnisse

Das Ziel dieser Arbeit war, ein schnelles und hinreichend genaues Strahlungsmodell im
sichtbaren Spektralbereich zu entwickeln, das die Strahldichte/Re�ektivität am obe-
ren Rand der Atmosphäre liefert. Als Kriterien für die Genauigkeit diente ein relativer
Fehler kleiner/gleich 10 % oder ein auf die Re�ektivität bezogener absoluter Fehler klei-
ner/gleich 0.02. Als Kriterium für den Rechenaufwand diente eine Rechenzeit unter einer
Minute für eine ganze COSMO[40]-Szene. pastat erfüllt die Bedingung der Genauigkeit
in fast allen untersuchten Fällen. Die Ergebnisse können im Winter (bei tief stehender
Sonne) zwar schlechter sein, dennoch wurden selbst für die untersuchten Szenen am 22.
Dezember um 12 Uhr UTC mindestens 90 % Erfolgsrate, einen mittleren relativen Feh-
ler von höchstens 4.5 % und eine Standardabweichung von höchstens 0.05 beobachtet.
Der mittlere relative Fehler von pastat für alle zwei-dimensionalen Szenen befand sich
immer zwischen 1 und 4.5 %. Mit den eindimensionalen Szenen blieb die Standardab-
weichung selbst bei einem Sonnenzenitwinkel von 70° in allen untersuchten Fällen unter
0.045. Diese Ergebnisse sind mit denen von existierenden schnellen Strahlungsmodellen
zu vergleichen. Da im Sichtbaren fast keine schnellen Verfahren zum Vergleich vorhan-
den sind, werden die Ergebnisse von pastat zuerst mit denen von Strahlungsmodellen im
Infraroten verglichen. Die Fehler werden im Infraroten oft für die Helligkeitstemperatur
statt für die Strahldichte angegeben. Im Anhang 2 wird der Zusammenhang zwischen
den absoluten Fehlern der Strahldichte und der Helligkeitstemperatur berechnet.

Saunders et al. (2007)[29] haben eine Studie verö�entlicht, in der die Genauigkeit von
14 Strahlungsmodellen (davon 8 schnelle) untersucht wird. Tabelle 6 (Seite 8) zeigt
den mittleren Fehler und die Standardabweichung der Helligkeitstemperatur (in K) von
13 dieser Modelle, wobei RFM[39] (Reference Forward Model) als Referenz dient. 49
Pro�le und 2378 AIRS Kanäle (für Wellenlängen von etwa 3.8 bis 15.4 µm) wurden
verwendet. Abbildung 4 (Seite 8) gibt die mittleren Fehler und Standardabweichungen
für sieben spektrale Bereiche. Ein Vergleich all dieser Modelle mit der Realität wurde
auch gemacht, allerdings nur für ein Pro�l über der tropischenWestpazi�k. Abbildungen
5a und 5b (Seiten 10 und 11) zeigen die Di�erenz zwischen jedem Model und den
Beobachtungen für alle Kanäle. Tabelle 8 (Seite 11) zeigt den mittleren Fehler und
die Standardabweichung für alle unproblematischen Kanäle gemittelt und für Kanäle
gemittelt, wo die meisten Modelle relativ schlechte Ergebnisse aufweisen.

Der mittlere absolute Fehler der Helligkeitstemperatur für RTTOV-7 und RTTOV-8
liegt beim Vergleich mit RFM bei ∆T ≈ 0.01 − 0.02K je nach Werten des Satel-
litenzenitwinkels. Beim Vergleich mit der Realität liegt er bei ∆T ≈ 0.06 − 0.07K.
Da die Helligkeitstemperatur bei 280K liegt, beträgt der mittlere relative Fehler der
Helligkeitstemperatur etwa 0.022 %. Wenn die Wellenlänge etwa 10 µm beträgt, ent-
spricht ∆T = 0.07K einem mittleren absoluten Fehler der Strahldichte von ∆I =
9.1 ∗ 10−6 Wm−2 sr−1 nm−1 (siehe Anhang 2). Der entsprechende relative Fehler ist
gleich ∆I/I = 0.13 %. Er ist eine Gröÿenordnung kleiner als der mittlere relative Fehler
der Strahldichte im Sichtbaren mit pastat. Das gleiche gilt für Gastropod: der mittlere
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absolute Fehler von ∆T = 0.9K entspricht einem mittleren relativen Fehler der Hellig-
keitstemperatur von etwa 0.032 % und einem mittleren relativen Fehler der Strahldichte
von etwa 0.17 %. Optran schneidet mit ∆T ≈ 0.12K ein bisschen schlechter ab, doch
ist selbst dieses schnelle Modell im Infraroten mit einem mittleren relativen Fehler der
Strahldichte von etwa 0.22 % immer noch viel genauer als pastat im Sichtbaren. OSS hat
fast das selbe Ergebnis wie RTTOV (∆T ≈ 0.05K). SARTA hat zwar einen mittleren
absoluten Fehler von 0.19K, dafür aber die niedrigste Standardabweichung.

Dubuisson et al. (2005)[9] haben die Genauigkeit von FASRAD für 3 Wellenlängen
(8.7, 10.6 und 12 µm) für mehrere Wolkenhöhen und optischen Dicken untersucht, wo-
bei LBLDOM (Dubuisson et al., 1996)[8] als Referenz diente. Der mittlere Fehler der
Strahldichte be�ndet sich durchschnittlich bei 0.5 %, erreicht aber 0.8 % für eine hohe
Wolke mit einer optischen Dicke von 4 bzw. 24 (siehe Tabelle 3 auf Seite 210). FAS-
RAD ist weniger genau als die bisher erwähnten infraroten Strahlungsmodellen, jedoch
ist der mittlere relative Fehler der Strahldichte für dieses Modell im Infraroten immer
noch etwa eine Gröÿenordnung kleiner als für pastat im Sichtbaren.

Zhang et al. (2007)[38] (Seiten 250-256) haben die Genauigkeit vom Strahlungsmodell
FIRTM-AD untersucht. Seiten 250 und 251 werden das verwendete Atmosphärenpro�l
sowie die Vorgehensweise der Untersuchung beschrieben. Die Standardabweichung von
FIRTM-AD liegt meistens unter 0.05K und immer unter 0.01K (siehe Tabelle 2 auf
Seite 253 für die Atmosphäre mit nur einer Wolkenschicht und Tabelle 3 auf Seite
255 für die mit zwei Zirrusschichten) und ist damit eine Gröÿenordnung kleiner als
die von FIRTM1 und FIRTM2 sowie die von den zuvor betrachteten Modellen im
Infraroten. Der absolute Fehler von FIRTM-AD ist für jede Wellenlänge unter 0.1K
(siehe Abbildungen 4, 6 und 7 auf Seiten 252, 255 und 256 für jeweils die Atmosphäre mit
einer einzigenWolkenschicht, die mit zwei und die mit drei Zirrusschichten). FIRTM-AD
im Infraroten ist somit bis zu zwei Gröÿenordnungen genauer als pastat im sichtbaren
Spektralbereich. Die Rechenzeit von FIRTM-AD (für 32 Ströme und 100 Schichten)
beträgt aber von 2 bis 5.5ms pro Wellenlänge, wo DISORT (Stamnes et al., 1988)[33] für
die selben Bedingungen 0.53 bis 0.57 s braucht. Somit ist FIRTM-AD für die gegebenen
Bedingungen 100 bis 250 mal schneller als DISORT. Für 32 Ströme ist pastat mehr
als 1000 mal schneller als DISORT mit 9 Schichten und mehr als 6000 mal schneller
als DISORT mit 49 Schichten. Für 32 Ströme und 100 Schichten ist pastat daher zwei
Gröÿenordnungen schneller als FIRTM-AD. Die Abhängigkeit von FIRTM-AD von der
Anzahl der Ströme und Schichten kenne ich nicht, aber wenn sie ähnlich wie bei DISORT
ist, sollte FIRTM-AD bei wenigen Strömen (unter 20) und wenigen Schichten (unter
10) etwa gleich schnell wie pastat sein.

Die Genauigkeit von pastat im Sichtbaren erreicht nicht die von den schnellen Strah-
lungsmodellen im Infraroten. Der mittlere relative Fehler der Strahldichte ist meistens
eine Gröÿenordnung höher. Im Sichtbaren stellt der Mehrfachstreuterm der STG eine
erhebliche Erschwernis im Vergleich zum Infraroten dar, wo Mehrfachstreuung vernach-
lässigt ist.

In der Zeit meiner Doktorarbeit wurde RTTOV[10] experimentell auf den sichtbaren
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Spektralbereich erweitert. Allerdings sind relative Unterschiede zwischen DISORT und
RTTOV von 50 % oder mehr im Sichtbaren keine Seltenheit, insbesondere wenn der Ex-
tinktionskoe�zient in der Atmosphäre groÿ ist. Das zeigen Abbildungen 8 bis 23 (Seiten
15 bis 18) vom �RTTOV-11 Science and Validation Report� (Saunders et al., 2013)[28],
die den relativen Unterschied zwischen RTTOV-11 und DISORT im Sichtbaren und
im nahen Infrarot für mehrere Absorpsionskoe�zienten, Einfachstreualbedos, relative
Azimutwinkel, Phasenfunktionen und Bodeneigenschaften als Funktion vom Sonnen-
und Satellitenzenitwinkel darstellen. pastat kann dementsprechend als viel genauer als
RTTOV im Sichtbaren beurteilt werden.

Das schnelle Strahlungsmodell 6S weist im sichtbaren Spektralbereich eine sehr hohe
Genauigkeit auf. Kotchenova et al. (2006)[13] haben es mit mehreren Modellen (insbe-
sondere DISORT) verglichen. Der mittlere relative Fehler der Strahldichte von 6S (mit
DISORT als Referenz) ist geringer als 0.3 %. Eine solche gute Übereinstimmung wird
mit den meisten anderen Modellen gefunden. 6S ist somit eine Gröÿenordnung genauer
als pastat. Allerdings rechnet dieses Modell nur für klare Atmosphären. Für wolkige
Atmosphären ist pastat das genaueste schnelle Modell, das es momentan gibt.

Die Rechenzeit von pastat beträgt 17 µs auf einem Celcius M720 (6 cores) mit einem
Prozessor Xeon E5-2620 2.0GHz und erfüllt somit das gestellte Kriterium an die Re-
chenzeit. Dieser Wert wurde mit DISORT verglichen. Für wenige Schichten (weniger
als 10) und wenige Ströme (weniger als 20) ist pastat zwei Gröÿenordnungen schneller
als DISORT. Normalerweise wird DISORT aber mit mehr Schichten und oft mit mehr
Strömen verwendet. In diesem Fall steigt der Unterschied im Rechenaufwand. Für etwa
50 Schichten (mit einer Anzahl der Ströme unter 20) ist pastat drei Gröÿenordnungen
schneller. Für eine Anzahl der Ströme von 32 (mit 9 Schichten) ist pastat ebenfalls
drei Gröÿenordnungen schneller. Für die meisten Anwendungen ist pastat mindestens
drei Gröÿenordnungen schneller als DISORT. pastat ist so schnell wie das Zwei-Strom-
Verfahren (Meador und Weaver, 1980)[21] mit nur 9 Schichten aber eine Gröÿenordnung
schneller als das selbe Verfahren mit etwa 50 Schichten. pastat ist damit das schnellste
verfügbare Verfahren, das die gestellten Kriterien an die Genauigkeit erfüllt.

Die anderen von mir eingeführten Verfahren (EddingtonPLUS und EddingtonFIT) wei-
sen in fast allen Fällen schlechtere Ergebnisse und darüberhinaus längere Rechenzeite
auf als pastat, weil sie ein Zwei-Strom bzw. erweitertes Zwei-Strom-Verfahren enthalten.

Ausgehend von diesen Betrachtungen kann man schlieÿen, dass pastat das zur Simulati-
on von Satellitenbildern im sichtbaren Spektralbereich hinreichend schnelle und genaue
Modell ist, das gesucht war.



Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Doktorarbeit entstand ein schnelles (Rechenzeit geringer als eine Mi-
nute für eine ganze COSMO[40]-Szene) und hinreichend genaues (relativer Fehler der
Re�ektivität unter 10 % oder absoluter Fehler unter 0.02) Strahlungsmodell im sicht-
baren Spektralbereich. Eine Lücke wurde damit beseitigt. Dieses Modell eignet sich
besonders zur Simulation von Satellitenbildern, die sehr nützlich bei der Beurteilung
von klimatologischen und meteorologsichen Modellen ist. Dieses schnelle Strahlungs-
modell wurde pastat genannt. Es wurde in libRadtran eingebaut und es ist geplant, es
ebenfalls in COSMO einzubauen. Dieses Modell basiert auf Look-Up Tables, da sich
bisher untersuchte andere Vorgehensweisen als aufwändiger und weniger genau erwie-
sen haben. Die vier Funktionen der bis auf die dritte Ordnung erweiterten Eddington-
Approximation wurden am oberen Rand der Atmosphäre für alle Kombinationen von
sechs gewählten Variablen der Atmosphäre (Wellenlänge, Sonnenzenitwinkel, Bodenal-
bedo, optische Dicke der Wasserwolke, optische Dicke der Eiswolke und E�ektivradius
der Wassertröpfchen) statistisch bestimmt und tabelliert. 16 zusätzliche Parameter zur
azimutalen Abhängigkeit der Strahldichte wurden ebenso durch statistische Methoden
gewonnen und in einer Look-Up Table gespeichert. Beim Aufruf des Modells werden
all diese 20 Parameter anhand von den laufenden Werten für die sechs gewählten Va-
riablen der Atmosphäre durch eine lineare Interpolation mit sechs Variablen bestimmt.
Anhand von diesen Parametern, der Parametrisierung der azimutalen Abhängigkeit
und der erweiterten Eddington-Approximation wird die Strahldichte am oberen Rand
der Atmopshäre in jede gewünschte Richtung des oberen Halbraums berechnet. Es gibt
insgesamt drei Input-Files für alle Parameter in allen Kombinationen. Die totale Gröÿe
dieser Files auf der Festplatte beträgt 150.5MiB. Bei der Berechnung der Strahldichte
für eine ganze Szene werden diese Werte nur einmal gelesen. Danach �nden für je-
des Pixel nur noch die lineare Interpolation, das Einsetzen der Parameter in die zwei
erwähnten richtungsabhängigen Gleichungen und damit die direkte Berechnung der
Strahldichte für jede vom Benutzer gewählte Richtung statt. Der Aufwand von pastat
ist somit derselbe wie der vom Zwei-Strom-Verfahren (Meador und Weaver, 1980)[21]
mit etwa 10 Schichten und ist mindestens drei Gröÿenordnungen geringer als der von
DISORT (Stamnes et al., 1988)[33] für die meisten Anwendungen. Selbst bei sehr tief
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stehender Sonne (Sonnenzenitwinkel zwischen 70° und 85°) wurde das Genauigkeitskri-
terium in mehr als 90 % der Fälle erfüllt. Somit erlaubt pastat, Modellfehler auf 10 %
Genauigkeit zu detektieren.

Zwei andere schnelle Strahlungsmodelle wurden in dieser Arbeit entwickelt (Eddington-
PLUS und EddingtonFIT). In diesen Modellen wird ein Teil der Ergebnisse aus einem
Zwei-Strom-Verfahren gewonnen (wobei dieses Verfahren für EddingtonPLUS erweitert
wurde). Ausführliche Tests wurden durchgeführt, um sie miteinander und mit pastat
zu vergleichen: pastat war in fast allen Fällen genauer. Auch wies pastat eine niedrigere
Rechenzeit als die beiden anderen Verfahren auf.

In der Zukunft können weitere Vorgehensweisen probiert werden, falls eine doch schnell
genug und genauer Re�ektivitäten im Sichtbaren als eine auf Look-Up Tables basieren-
de Methode liefern sollte. Eine Erweiterung von pastat ist auch denkbar: die Parameter
könnten insbesondere auch vom E�ektivradius der Eiskristalle, von der Wolkenhöhe
und/oder von der Wolkendicke abhängen. Die Parameter der in dieser Arbeit entwi-
ckelten Verfahren wurden anhand von DISORT ohne die Einfachstreukorrektur von
Nakajima und Tanaka (1988)[25] bestimmt, so dass diese Modelle ohne Einfachstreu-
korrektur die noch zu korrigierende Strahldichte liefern: logischerweise müsste bei ihnen
die Einfachstreukorrektur verwendet werden. Da diese aber im Falle von pastat keine
zuverlässigen Ergebnisse lieferte, musste auf ihre Verwendung verzichtet werden. Die
wichtigste mögliche Erweiterung von pastat ist daher die Anpassung der Einfachstreu-
korrektur auf pastat. Jedoch können schon die Ergebnisse von pastat als zuverlässig
genug angesehen werden, um Modellergebnisse zu beurteilen.



Anhänge

Anhang 1: Suche nach einer Lösung für Eddington Vier-
Strom

Wir gehen von Gleichungen (3.19) bis (3.22) aus. 7
5
* Gleichung (3.22) - 5

3
* Gleichung

(3.20) ergibt:

dI0

dτ
(τ) = (1− ω0g) I1 (τ)− 3

5
ω0 (g − ξ3) I3 (τ)

+
ω0

4π

[
3gµ0 −

21

4
ξ3 (5µ3

0 − 3µ0)

]
M0 exp

(
− τ

µ0

) (5.1)

7
5
* Gleichung (3.21) - 5

3
* Gleichung (3.19) ergibt:

dI1

dτ
(τ) = 10 (1− ω0) I0 (τ) +

[
1− ω0

(
10

3
− 7

3
ξ2

)]
I2 (τ)

+
ω0

4π

[
−10 +

35

4
ξ2 (3µ2

0 − 1)

]
M0 exp

(
− τ

µ0

) (5.2)

Gleichung (3.22) - Gleichung (3.20) ergibt:

dI2

dτ
(τ) = (1− ω0ξ3) I3 (τ) +

ω0

4π
ξ3

(
175

4
µ3

0 −
105

4
µ0

)
M0 exp

(
− τ

µ0

)
(5.3)

Gleichung (3.21) - Gleichung (3.19) ergibt:

dI3

dτ
(τ) = −35

3
(1− ω0) I0 (τ) +

35

9
ω0 (1− ξ2) I2 (τ)

+
ω0

4π

[
35

3
− 175

12
ξ2 (3µ2

0 − 1)

]
M0 exp

(
− τ

µ0

) (5.4)

Es wird geschrieben:

κ1 = 1− ω0

κ2 = 1− ω0g
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κ3 = ω0 (1− ξ2)

κ4 = 1− ω0ξ3

κ5 = ω0 (g − ξ3)

κ6 = 1− ω0

(
10
3
− 7

3
ξ2

)
Das Gleichungssystem (5.1) bis (5.4) in Matrixform heiÿt:

d

dτ


I0

I1

I2

I3

 =


0 κ2 0 −3

5
κ5

10κ1 0 κ6 0
0 0 0 κ4

−35
3
κ1 0 35

9
κ3 0




I0

I1

I2

I3



+
ω0

4π


3gµ0 − 21

4
ξ3 (5µ3

0 − 3µ0)
−10 + 35

4
ξ2 (3µ2

0 − 1)
ξ3

(
175
4
µ3

0 − 105
4
µ0

)
35
3
− 175

12
ξ2 (3µ2

0 − 1)

M0 exp

(
− τ

µ0

) (5.5)

Um eine allgemeine Lösung für das Gleichungssystem zu �nden, soll man zuerst eine all-
gemeine Lösung für das homogene System und dann eine spezielle Lösung des gesamten
Systems suchen. Das homogene System lautet:

d

dτ


I0

I1

I2

I3

 =


0 κ2 0 −3

5
κ5

10κ1 0 κ6 0
0 0 0 κ4

−35
3
κ1 0 35

9
κ3 0




I0

I1

I2

I3

 (5.6)

Die Eigenwerte ν der Matrix
⇒
A des Systems sind die Lösungen des Polynoms von ν,

das durch die gleich null gesetzte Determinante von
⇒
A−ν

⇒
I4 gegeben wird (wobei

⇒
I4 die

Einheitsmatrix mit vier Zeilen und vier Spalten ist), auch charakteristisches Polynom
genannt:

∣∣∣⇒A− ν⇒I4

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−ν κ2 0 −3

5
κ5

10κ1 −ν κ6 0
0 0 −ν κ4

−35
3
κ1 0 35

9
κ3 −ν

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (5.7)

Die Berechnung der Determinante ergibt das gesuchte Polynom:

ν4 −
(

35

9
κ3κ4 + 10κ1κ2 + 7κ1κ5

)
ν2 +

350

9
κ1κ2κ3κ4 −

35

3
κ1κ4κ6 = 0 (5.8)

Die Lösung von diesem Polynom (die Eigenwerte) lautet:
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ν = ±
[((

35

9
κ3κ4 + 10κ1κ2 + 7κ1κ5

)
±

√√√√√
35

9
κ3κ4+10κ1κ2+7κ1κ5

2

−4

350

9
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35

3
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/2

 1
2 (5.9)

Sei ~x =


x1

x2

x3

x4

 ein Eigenvektor der Matrix
⇒
A (und νx der entsprechende Eigenwert).

Es gilt:
⇒
A · ~x = νx~x:

0 κ2 0 −3
5
κ5

10κ1 0 κ6 0
0 0 0 κ4

−35
3
κ1 0 35

9
κ3 0




x1

x2

x3

x4

 = νx
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x2

x3

x4

 (5.10)

Das heiÿt: 
κ2x2 −3

5
κ5x4 = νxx1

10κ1x1 +κ6x3 = νxx2

κ4x4 = νxx3

−35
3
κ1x1 +35

9
κ3x3 = νxx4

(5.11)

Aus der 3. Gleichung vom System (5.11) folgt direkt:

x4 =
νx
κ4

x3 (5.12)

Gleichung (5.12) wird dann in die 4. Gleichung vom System (5.11) eingesetzt, was x1

als Funktion von x3 ergibt:

x1 =

(
κ3

3κ1

− 3

35

ν2
x

κ1κ4

)
x3 (5.13)

Gleichung (5.13) wird dann in die 1. Gleichung vom System (5.11) eingesetzt, was x2

als Funktion von x3 ergibt:

x2 = νx

(
κ3

3κ1κ2

+
3κ5

5κ2κ4

− 3

35

ν2
x

κ1κ2κ4

)
x3 (5.14)

Es bleibt aber die 2. Gleichung vom System (5.11). Wenn man Gleichung (5.13) in diese
Gleichung einsetzt, bekommt man ebenfalls x2 als Funktion von x3:
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x2 =

(
10κ3

3νx
− 6νx

7κ4

+
κ6

νx

)
x3 (5.15)

Das ist aber ein Widerspruch zu Gleichung (5.14). Somit hat das homogene System
(5.6) keine Lösung, also hat das System von Di�erentialgleichungen (5.5) keine Lösung.
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Anhang 2: Zusammenhang zwischen den Fehlern der
Strahldichte und der Helligkeitstemperatur

Der mittlere absolute bzw. relative Fehler und die Standardabweichung von schnellen
Strahlungsmodellen im Infraroten werden oft für die Helligkeitstemperatur statt für die
Strahldichte (oder Re�ektivität) gegeben. Die Helligkeitstemperatur ist die Temperatur,
die ein Schwarzkörper, der mit seiner Umgebung in Gleichgewicht ist, hätte, um die
beobachtete Strahldichte auszustrahlen. Das Plancksche Gesetz gibt die Strahldichte Iλ
als Funktion von der Wellenlänge λ an, die von einem Schwarzkörper bei der Temperatur
T in jede Richtung ausgestrahlt wird:

Iλ =
2hc2

λ5

1

exp
(
hc
kTλ

)
− 1

(5.16)

wobei h die Plancksche Konstante (6.626∗10−34 J s), c die Lichtgeschwindigkeit (2.998∗
108 ms−1) und k die Boltzmannsche Konstante (1.381 ∗ 10−23 JK−1) sind.

Die Umkehrung von Gleichung (5.16) ergibt die Helligkeitstemperatur als Funktion von
der Strahldichte bei gegebener Wellenlänge:

T =
hc

kλ

1

ln
(

1 + 2hc2

Iλλ5

) (5.17)

Umformen und Di�erenzieren von Gleichung (5.16) ergibt:

dIλ =
λ4I2

λ

2ckT 2
exp

(
hc

kTλ

)
dT (5.18)

Aus Gleichung (5.18) ergibt sich für die absoluten Fehler ∆Iλ und ∆T (da alle Terme
positiv sind):

∆Iλ =
λ4I2

λ

2ckT 2
exp

(
hc

kTλ

)
∆T (5.19)

Wenn die Helligkeitstemperatur 280K und die Wellenlänge 10 µm betragen, hat die
Strahldichte einen Wert von 7.0 ∗ 10−3 Wm−2 sr−1 nm−1. Dementsprechend ist der Fak-

tor
λ4I2

λ

2ckT 2
exp

(
hc

kTλ

)
gleich 1.3∗10−4 Wm−2 sr−1 nm−1 K−1. Um den absoluten Fehler

der Strahldichte unter diesen Bedingungen zu berechnen, muss der absolute Fehler der
Helligkeitstemperatur mit 1.3 ∗ 10−4 Wm−2 sr−1 nm−1 K−1 multipliziert werden. Eine
Division durch den Wert der Strahldichte ergibt dann den relativen Fehler der Strahl-
dichte.
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