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Kapitel 1

Einleitung

Lange bevor durch das Aufkommen der Quantenmechanik eierri®ueig der Theoreti-
schen Chemie, die Quantenchemie, aus der Taufe gehoben, Warggen schon Existenz
und sogar Eigenschaften einiger bis dato unbekannter Blkentbeoretisch vorhergesagt
werden. Dies war moglich durch die akribisch-systema#s&hswertung vorangegangener
Analysen von chemischen Elementen. Diese Auswertungltgpfeder Aufstellung des Pe-
riodensystems der Elemente durch Mendeleev [1] und Meyebj2 junge Quantenchemie
konnte etwa flnfzig Jahre nach der Aufstellung des Persgsams die enormen deduktiven
Erkenntnisse ihrer Vorgeschichte nicht nur bestatigemjem auch erklaren. Durch die Ent-
wicklung eigenstandiger Methoden konnte schlief3lich dimi@enchemie selbst neuartige
Erklarungen oder Vorhersagen fir chemische Eigenschattenphysikalische Phanomene
liefern.

Das Spektrum der modernen Theoretischen Chemie reichtutag&zvon der hochge-
nauen Berechnung von Eigenschaften kleinster Molektileibigur Simulation der Faltung
von Proteinmolekilen. Um dieses Spektrum abdecken zu kierestiert eine ganze Hierar-
chie von Methoden, wobei mit zunehmender Systemgré3e digpkaxitat und Genauigkeit
der Methode, die das entsprechende System noch beschkaiezwangslaufig sinkt.

Bevor auf die Methoden, die im Rahmen dieser Arbeit entwickelden sind, eingegan-
gen wird, soll an dieser Stelle ein kurzer (und notwendigése unvollstandiger) Uberblick
Uber die Theoretische Chemie gegeben werden.

Die Grundlage fiur einen Grofteil der Aussagen und Vorhersddper molekulare Ei-
genschaften, welche die Theoretische Chemie treffen kanhdig Beschreibung der Bewe-
gung und Wechselwirkung von Atomkernen und Elektronen.diezipielle Schwierigkeit
der Beschreibung von dem,..”was die Welt im Innersten zusammenhlgdgt darin, dass
die klassische Mechanik dafur unzulanglich ist. Erst di@@anmechanik erméglicht die
Beschreibung der Phanomene der kleinsten Teilchen und Zrgéofern die klassische
Mechanik fir den Bereich der mikroskopischen Welt, wobeidén Ubergang das Korre-
spondenzprinzip gilt [3]. Insbesondere die Elektronennd@mausschliel3lich mithilfe der
Quantenmechanik korrekt beschrieben werden. Ein entdehéér Ansatz zum Ldsen der
fundamentalen Bewegungsgleichung der Quantenmechani®ctieddingergleichung, stellt
daher die Born-Oppenheimer Naherung dar, in der die Bewegenteithten’ Elektronen



von der Bewegung der 'schweren’ Kerne entkoppelt wird. Deldionnen durch Losen der
‘elektronischen’ Schrodingergleichung (fur fixe Kernkdimiaten) einzelne Punkte der Po-
tentialhyperflache berechnet werden.

Durch Losen der elektronischen Schrodingergleichungegileine Zustandswellenfunk-
tion zu finden, die explizit von den Elektronenkoordinated implizit von den Kernkoordi-
naten des Systems abhangt und die Wahrscheinlichkeitéadgter Elektronenverteilung
darstellt. Diese Zustandsfunktion, die praktischerwasBasisfunktionen entwickelt wird,
ist der Schliissel zur Bestimmung vieler Eigenschaften edystems. Eine besondere Her-
ausforderung beim Ldsen der elektronischen Schrodingietalng stellt die Bertcksichti-
gung und Beschreibung der instantanen Elektron-Elektreshaelwirkung, der Elektronen-
korrelation, dar.

Eine hochgenaue Erfassung der Elektronenkorrelation #idpielsweise durch die
'Coupled Cluster’ Methode [4] gewéhrleistet, wobei insbetaye CCSD(T) [5] ein glns-
tiges Preis/Leistungs-Verhaltnis bietet. In Verbindungemem genugend grol3en Basissatz
erreicht die CCSD(T) Methode chemische Genauigkeit (eindfehlder Energie von we-
niger als 4 kJ/mol), weshalb CCSD(T) als derzeitiger Standarchochgenauen "ab-initio’
Methoden angesehen wird.

Neben der korrekten Beschreibung der Elektronenkorrelaeelen weitere Effekte ei-
ne Rolle, die jedoch im Vergleich zur Elektronenkorrelatioaist von geringer Bedeutung
sind. Wird hochste Genauigkeit angestrebt, missen auck #@#ekte berlcksichtigt wer-
den. So werden beispielsweise in der ’high level extrapdlatb-initio thermochemistry’
Methode (HEAT) [6], aufbauend auf einer CCSD(T) Rechnungtiveséische Effekte be-
ricksichtigt und Born-Oppenheimer Korrekturterme eingefiMit der zusatzlich verwen-
deten Technik der Basissatzextrapolation erreicht das FN&&hren eine Genauigkeit im
sub-kJ/mol Bereich. Wahrend die Anwendbarkeit der hochkerten CCSD(T) Methode
heutzutage auf Molekile in der Grél3enordnung von zehn Atobesschrankt ist, ist das
HEAT-Verfahren auf noch kleinere Molekile beschrankt.

Weniger genaue Korrelationsverfahren kénnen dagegemnrdldege Systeme verwendet
werden. Die Mgller-Plesset-Stdrungstheorie [7] beispieise enthalt in zweiter Ordnung
(MP2) die haufig wichtigsten Beitrage zur Elektronenkotiela Sie erlaubt die Beschrei-
bung von Systemen mit etwa 100 Atomen (bzw. mehr als 1000 Atobei Verwendung
von linear-skalierenden Verfahren wie AO-MP2 [8, 9]), seslaie einen guten Kompromiss
zwischen Anwendbarkeit und Genauigkeit darstellt.

Fur eine routinemalige quantenchemische Beschreibung wbekiMen in der Grolien-
ordnung von 1000 Atomen und mehr muss auf weniger komplexaMen zuriickgegriffen
werden, wie z. B. die Hartree-Fock Methode (HF) (siehe Refef#@]) oder die Dichte-
funktionaltheorie (DFT) (siehe Referenz [11]). Innerhaly tHartree-Fock Methode wird
statt der expliziten Beschreibung der instantanen Elellektron Wechselwirkung die
Wechselwirkung eines Elektrons mit einem gemittelten Fadler Elektronen beschrieben
und damit ein grofRer Teil der Elektron-Elektron Wechseébwng erfasst. Zugleich wird die
Komplexitat der Rechnung gegenuber korrelierten Verfallrastisch reduziert. Die Dich-
tefunktionaltheorie, in der Formulierung von Kohn und SHa®] fur einfache Funktionale
von vergleichbarem Aufwand wie HF, bietet prinzipiell diedilichkeit, die explizite Elek-

9



tronenkorrelation exakt zu erfassen. Da aber das zur exdldsung notwendige exakte
Funktional nicht bekannt ist, werden empirische Naherarijedas sogenannte Austausch-
Korrelationsfunktional verwendet.

Fur die Berechnung noch gréf3erer Systeme sind auch HF oderzDKbmplex und
weitere Naherungen missen eingefuhrt werden. Sogenaenteémpirische’ Verfahren ba-
sieren auf der Hartree-Fock Theorie (siehe z. B. Referen3.[D8¢ eingefiihrte Naherung
betrifft den aufwendigsten Teil der Hartee-Fock Rechnumg Fistellung der Fockmatrix,
mit der u.a. das Potential des gemittelten elektroniscledsels beschrieben wird. Statt expli-
zit alle Fockmatrixelemente und zugehorige Zweielektromegrale zu berechnen, werden
Teile der Fockmatrix lediglich approximiert, so dass des&gtrechenaufwand zu Lasten
der Qualitat des Ergebnisses reduziert wird.

Mit den sogenannten Kraftfeldmethoden ('molecular measr MM) wird die (quan-
tenmechanische) Beschreibung der Elektronenbewegungtamdlig aufgegeben. Die ei-
gentlich durch die Elektronenverteilung bewirkten Bindengverden hier mittels Kraft-
konstanten beschrieben. Die Potentialhyperflache kaeftdwus den Kernkoordinaten und
den 'Kraftfeldparametern’ berechnet werden [13]. Krdftfeethoden kénnen daher fir we-
sentlich gré3ere Systeme angewendet werden als es eirequagtthanischer Ansatz konn-
te. Grundlegende Beitrdge zur MM-Energie sind die Bindumgskting, Winkelbeugung,
Rotation um eine Bindung sowie elektrostatische und van deld\&echselwirkung. Die
Kraftfeldparameter werden an einem bestimmten Satz vorekliién optimiert, so dass sie
ahnliche Molekulklassen oft gut beschreiben kénnen, beeean Molekulklassen aber mog-
licherweise ganzlich versagen.

In den letzten Jahren hat sich ein vielversprechender Andat in einer Kombination
aus quantenmechanischen und Kraftfeld-Anséatzen (QM/Md&)dht, immer grél3erer Be-
liebtheit erfreut. Man unterscheidet eine zentrale RegimB( ein Reaktionszentrum), die
man sehr genau mit quantenmechanischen Methoden bedslureiiner weniger wichtigen
Umgebung, die man lediglich mit Kraftfeldmethoden besititré&so kénnen langreichwei-
tige Umgebungseinflisse beriicksichtigt werden, die einstiandig quantenchemischen
Beschreibung unzuganglich waren.

Neben der Berechnung einzelner Punkte der Potentialhygleeflast die Bestimmung
molekularer Eigenschaften von essentieller BedeutungeDi@innen viele Eigenschaften
schon mit guter Genauigkeit auf Basis statischer Strukt(egzelner Punkte der Potential-
hyperflache) beschrieben werden, wobei Minima und Satwéleuder Potentialhyperflache
einer Simulation bei 0 K entsprechen. Fir die Bericksicimggendlicher Temperaturen
ist jedoch die Einbeziehung dynamischer Effekte von Bedweuttierzu bedarf es einer
statistischen Auswertung eines Ensembles dynamischeates die durch die Simulati-
on dynamischer Prozesse mittels Monte Carlo- oder Molekizidyk-Methoden generiert
werden. Die Molekuldynamik (innerhalb der Born-Oppenheiiaherung) basiert auf den
Newton’schen Bewegungsgleichungen fur die Kerne. Zu eindreR@n Zeitpunkten (typi-
scherweise im Abstand von 1-10 fs) werden durch Ldsen der §ewgsgleichungen neue
Geometrien fur den jeweils nachsten Zeitpunkt bestimme.\@rschiedenen MD-Methoden
unterscheiden sich in der Art und Weise, wie das jeweils evide Potential beschrieben
wird. Die einfachsten (klassischen) MDs nutzen empiridebtentiale (Kraftfelder) zur Be-
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schreibung der Wechselwirkungen, wohingegen 'ab-inikitds auf einer quantenmecha-
nischen Beschreibung der elektronischen Struktur basiardrso die Potentialhyperflache
auch fur chemisch komplexe Systeme genau abbilden kénrgnUhter den ’ab-initio’
MD Methoden nimmt die Car-Parinello MD [15] eine besonderd|@ng ein, da sie im Ge-
gensatz zur Born-Oppenheimer MD (BOMD) erlaubt, die Auswiigen der elektronischen
Strukturveranderung intrinsisch zu beschreiben, wolgagen BOMD fir jede neue Geo-
metrie eine neue (und aufwendige) Optimierung der eleldobren Struktur erfolgen muss.
Allerdings bendtigt man fur die Car-Parinello MD kleineret&ehritte als fur die BOMD.

In dieser Arbeit werden neue Entwicklungen vorgestell, alif einer Beschreibung der
elektronischen Struktur auf Hartree-Fock oder DFT Niveatuben. Eine quantenmecha-
nische Beschreibung ist dann unerlasslich, wenn man an &ibaften interessiert ist, die
durch die elektronische Struktur bestimmt werden, wie z.@afsierbarkeiten oder NMR-
Verschiebungen. Fur groRe Molekile, in denen die durch idikt®nen vermittelten Effekte
langreichweitig sein kdnnen, ist eine Beschreibung auf Hier ®FT Niveau héaufig die ein-
zige Wahl. Neben der verhaltnismaRig niedrigen Komplégitéer Hartree-Fock (oder DFT)
Rechnung verglichen mit hochkorrelierten Verfahren (digstreeuf einer HF-Rechnung auf-
bauen), ist es die Entwicklung von sogenannten ’linealiesieaaden’ Verfahren der letzten
Jahre gewesen, die es erst ermdglichen, Systeme mit mel@QdsAtomen mittels quanten-
chemischer (ab-intio) Verfahren berechnen zu kénnen {fiereUberblick siehe z. B. Re-
ferenz [16]). Unter 'linear-skalierend’ versteht man, slder Rechenaufwand linear mit der
Systemgrol3é/ ansteigt.

Der erste Schwerpunkt dieser Arbeit stellt eine neue, tiskalierende Methode vor,
mit der allgemeine molekulare Eigenschaften, die mit dektebnischen Struktur verknupft
sind, effizient berechnet werden kénnen. Die sogenanntehtBmatrix-basierte Laplace-
transformierte CPSCF Methode’ [17], DL-CPSCEF, verknUpft digéite der etablierten Me-
thoden zur Bestimmung molekularer Eigenschaften, MO-CPS8Fudd D-CPSCF [19]:
wahrend MO-CPSCF zwar mit einem Minimum an Matrixmultiplieaen auskommt, ska-
liert es konventionell mit der finften Poten2()/°)). D-CPSCF skaliert zwar linear, bend-
tigt jedoch ungleich viel mehr Matrixmultiplikationen al40-CPSCF. Die hier vorgestell-
te DL-CPSCF Methode dagegen skaliert linear und bendtigtieitig nur unwesentlich
mehr Matrixmultiplikationen als MO-CPSCF.

Den zweiten Schwerpunkt dieser Arbeit bildet eine effizekethode zur Berechnung
von NMR-Abschirmtensoren fir ausgewahlte Kerne [20]. D& kiorgestellte Methode ba-
siert auf zwei wesentlichen Konzepten, die, wenn miteieanerknipft, ein sublineares
Skalenverhalten der Methode ermdglichen. Zum einen wirdkdaventionelle Ausdruck
zur Berechnung des NMR-Abschirmtensors so umformuliers dasReaktion der elektro-
nischen Struktur (‘response’) auf das lokale kernmagaetisMoment beschrieben wird —
im Gegensatz zur Reaktion auf das aulRere Magnetfeld in kbowefien Formulierungen.
Zum anderen wird die eichursprungsunabhéngige Darstetlas NMR-Abschirmtensors in
sogenannten ‘verteilten Eichursprungsverfahren’ uotdrsund eine Methode vorgeschla-
gen, wie solch ein ‘verteiltes Eichursprungsverfahren’dleichem numerischen Ergebnis
auf einen physikalisch signifikanten Bereich beschranktiemkann.

Der dritte Schwerpunkt dieser Arbeit befasst sich mit dereBenung von intermoleku-
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laren Wechselwirkungen mittels der 'Symmetrieadaptre@#irungstheorie’ (SAPT) [21].
In SAPT wird die Wechselwirkung zwischen Monomeren als @idrim Sinne der Sto-
rungstheorie aufgefasst und die Wechselwirkungsenerdgpreechend stérungstheoretisch
beschrieben. Da bei der Beschreibung des ungestdrten Systermicht-wechselwirkenden
Monomere aber Elektronen dem einen oder anderen Monomeomiliget werden und da-
mit das Pauliprinzip verletzt wird, bedarf es flr eine adidgquBeschreibung zusatzlicher,
Symmetrie-adaptierter Korrekturterme (den jeweiligerstauschbeitrdgen). In dieser Ar-
beit wird die 'Symmetrieadaptierte Stérungstheorie’ rmiehr-skalierenden Techniken und
einer Dichtematrix-basierten Formulierung verknlpft,dess Beitrage der SAPT-Energie
linear-skalierend berechnet werden kdnnen.
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Kapitel 2

Grundlagen

Das Losen der elektronischen Schrodingergleichung

~

Hel\pel = Eel\I]el

stellt ein komplexes Problem dar, da die exakte Zustan#sbmy ., fir ein System mitV
Elektronen vont N Koordinaten abhangt: fur jedes Elektron bedarf es zur Beduinng drei
kartesischer Koordinaten und einer weiteren Spinkootdina

Da die exakte analytische Losung des Problems nur fir deelékmonenfallN = 1
maoglich ist, und zudem der Aufwand der vollstdndigen nuswren Lésung (Full Configu-
ration Interaction [22]) exponentiell mit der Systemgra@aimmt, sind Naherungsverfahren
zur Lésung der elektronischen Schrédingergleichung umeetbar. Der einfachste Ansatz,
mit dem zugleich die elektronische Struktur so gut besblenewird, dass dieser Ansatz die
Grundlage fur viele weitere und genauere Verfahren dé#rstgl die Hartree-Fock Metho-
de [10].

2.1 Hartree-Fock Theorie

Innerhalb der Hartree-Fock Theorie 16st man die elektidresSchrodingergleichung, indem
man die Wellenfunktionl; durch eine Slaterdeterminante [10] darstellt und ent$y@ed
dem Variationsprinzip den minimalen Energieerwartungswestimmt. Die Slaterdetermi-
nante stellt ein Produkt von voneinander unabhangigernéktrenenfunktionen dar, den so-
genannten Molekilorbitalen (MOs), und erfillt zusatzitia Eigenschaft, dem Pauli'schen
Antisymmetriegesetz, einem grundlegenden Postulat dant@amechanik, zu gehorchen.
Minimiert man den entsprechenden Energieerwartungswechdvariation der Molektilor-
bitale ¢;(7), so erhalt man (nach unitarer Transformation) die kanteisdHartree-Fock
Gleichungen: )

foi(T) = eipi(T)
als Bestimmungsgleichung fur den Satz von optimalen Motwkitialeny;(7) zur Darstel-
lung vonV¥,; durch eine Slaterdeterminante. Hierbeiﬁsi: h+ oHF der Fockoperator, ein
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effektiver Einteilchenoperator, der sich aus dem Eined:eienoperatoiz und dem Wechsel-
wirkungsoperatot?’’ = .J — K, der den Coulomboperatdrund Austauschoperatdf ent-
halt, zusammensetzt. Wahrend ritlie kinetische Energie und die Wechselwirkung eines
Elektrons mit den Kernen beschrieben wird, beschreibend & die klassische Coulomb-
bzw. die nicht-klassische Austausch-Wechselwirkungsmlektrons mit dem gemittelten
Feld aller Elektronen des Systems. Die Eigenwerte der elffiock Gleichung sind die Or-
bitalenergier¥;. Prinzipiell handelt es sich bei der kanonischen HartreekFsleichung um
ein Eigenwertproblem. Da aber Coulomb- und Austauschopevah den Molekulorbitalen
abhangen (um das gemittelte elekronische Feld beschreib&iinnen), wird die Hartree-
Fock Gleichung iterativ gel6st ('self-consistent field’ gatz - SCF).

Zum Ldsen der Hartree-Fock Gleichungen werden die kanbersélartree-Fock Glei-
chungen algebraisiert, indem die MOs in der Basis der Atoitade('linear combination of
atomic orbitals’ - LCAO) entwickelt werden:

Yi = Z sziXy .

Hierbei stellen die”,,; die entsprechenden MO-Entwicklungskoeffizienten dar yndind
die AO-Basisfunktionen. Setzt man diese Entwicklung in ¢iadnische HF-Gleichung ein
und multipliziert mit< x| von links, so erhélt man die Roothaan-Hall Gleichung [10]:

Z F/Ll/Clli = Z Z S,ul/cz/iei )

wobeiS,, =< x,|x. > die Uberlappmatrix der AO-Basisfunktionen ufy, die Fockma-
trix darstellt:
ELV = h/uz + J;u/ - K/uz .

Hierbei isth,, die 'Einelektronenmatrix’, welche die kinetische Energied Wechselwir-
kung mit den Kernen beschreibt,, und K, sind Coulomb- und Austauschmatrix, die wie
folgt aus den Zweielektronenintegralen

o) = [ [ dndmax(mptn)--xi ()

gewonnen werden:
Ju =3 Prolpfon)
Ao

Ku = Pi(uov) .
Ao

Hierbei wird die wichtige Gro3®, die Dichtematrix, verwendet. Diese lasst sich wie folgt
aus den MO-Entwicklungskoeffizienten bestimmen:

occ

P, = Z CuiCli
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Im Gegensatz zu den MO-Entwicklungskoeffizienterst die DichtematrixP direkt mit der
physikalischen Grof3e der Ladungsdichte) gekoppelt:

p(r) = P (r)x(r) .

Die kontinuierliche Darstellung der Einteilchendichterap(r, ') ist mit der Dichtematrix
P wie folgt verknupft [23]:

p(r, ') = P (r)xa(r) .

Fur nicht-leitende Systeme (mit signifikantem HOMO-LUMOsnd) sind die Aul3erdia-
gonalelemente vop(r, r’) exponentiell iber den Abstand gekoppelt [24]:

p(r,r') ~ exp(—y|r —1'|)
wobei~ ein Malf3 fir den HOMO-LUMO Abstand darstellt. Aus dieser Bagiag folgt, dass
die DichtematrixP in der atomzentrierten AO-Darstellung lokal ist. Diese hwige Eigen-
schaft ist die Grundlage der meisten linear-skalierendame¥Xfren, wie sie hier vorgestellt
werden, etwa des 'LinK-screenings’ [25, 26] zur Bestimmueg Austauschmatri¥ oder
der Dichtematrix-basierten Formulierung der CPSCF-Meti{@€PSCF [19, 27, 28] und
DL-CPSCF [17]) zur Bestimmung von molekularen Eigenschaften.

2.2 Elektronenkorrelation

Durch die Beriucksichtigung des Pauli-Prinzips innerhalb Skaterdeterminante (dieses
zeichnet verantwortlich fur das Auftauchen des Austausehaiors in der Hartree-Fock
Theorie) wird innerhalb der Hartree-Fock Theorie ein Teil Blektronenkorrelation, die so-
gennante Fermikorrelation, bertcksichtigt [29]: in demiftelbaren Umgebung eines Elek-
trons ist die Wahrscheinlichkeit reduziert, ein zweitegkiion gleichen Spins anzutref-
fen. Die Wahrscheinlichkeit, ein zweites Elektron untéredlichen Spins anzutreffen, ist
dagegen nicht vermindert. Der Fehler, der durch das Feldersagenannten 'Coulomb-
Korrelation’ innerhalb der Hartree-Fock Theorie ents{gntickzufiihren auf die Beschrei-
bung der Wellenfunktion durch eine einfache, antisymratrie Produktfunktion von nicht-
wechselwirkenden Einteilchenwellenfunktionen), kanrctitnachfolgend behandelte Elek-
tronenkorrelationsmethoden systematisch aufgehobedeneAuch die sogenannte stati-
sche Korrelation wird in der Hartree-Fock Theorie nichisst. Letztere tritt vor allem bei
nah-entarteten Zustanden auf (wie z.B. bei Bindungsbruct)kamn durch die Verwen-
dung von Multireferenzmethoden [30] adaquat beschriebeEnden. Hier wollen wir uns auf
die Beschreibung der dynamischen Korrelation beschramerrfassung der instantanen
Wechselwirkung der Elektronen.

Betrachten wir die exakte Zustandsfunktion fur ein hypatiobes Einelektronensystem
in der (vollstandigen) Basis der (besetzten und virtuelMalekulorbitale;:

Y(m) = Zcz‘%’(ﬁ) ,

%
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wobei die Entwicklungskoeffizienten atsbezeichnet wurden. Analog dazu kann man sich
ein Zweielektronensystem vorstellen, welches ebenfaltser Basis der Molekulorbitalg;
entwickelt wird

U(m,m) =) clm)pi(n) -
In diesem Fall muss;(;) von der Elektronenkoordinatge abhangen, um der Wechselwir-
kung mitm, gentige zu tun. Diesen neuen Entwicklungskoeffizienten kaam wiederum,
als von einer Elektronenkoordinate abhangigen Term in dsisBder Molekulorbitalep;

entwickeln:
72) =Y ciipi(T2) .
j

Letztlich kann man die Zustandsfunktion des Zweielektr@ystems also ausdriicken als:

Gl ) = S0 ciipilri)ps(72) -

( J

Fordert man zusatzlich die Einhaltung des Antisymmetnmggos, so muss das (Hartree-)
Produkt der Molektlorbitale in eine Slaterdeterminantertihrt werden:

b(11,7) chﬂ i (1)ps(72) >

2.2.1 Full Configuration Interaction

Die Verallgemeinerung dieser Beschreibung der Zustandsamfir ein N-Elektronen-
system fihrt direkt zur 'Full-Configuration Interactior=CIl) Wellenfunktion [22]. Diese ist
die Linearkombination aus einer Referenzfunktion, der HbEr@zustandsfunktion, als
Slaterdeterminante aus besetzten Molekulorbitalen, writever angeregter Determinanten,
die eine Korrektur fur die unkorrelierte HF-Determinagtedarstellen:

¢FCI(7_1’7_27“" _ cowo_i_zcawa_'_zcab ab

ij,ab

Hierbei stellty¢ eine einfach angeregte Slaterdeterminante dar, in demadas$H-Grund-
zustand besetzte M@, durch das virtuelle MQp, ersetzt Wurdewa” stellt die zweifach
angeregte Determinante dar, in der die Orbitaleind ¢; durchy, und vy ersetzt worden
sind, usw.

Mit Hilfe des FCI-Verfahrens kdnnen, vorausgesetzt die ddte@Basis der MOs ist voll-
standig, die exakte Zustandsfunktion und Energie bestimenten. Zum Bestimmen der
FCI-Wellenfunktion wird erst eine Hartree-Fock Rechnungctigefuhrt, um diejenigen be-
setzten Molekilorbitale zu bestimmen, die die Slaterdeitgainte des HF-Grundzustands,
1o, optimal beschreiben. Durch Lésen der HF-Gleichungen aregleichzeitig nicht-be-
setzte, virtuelle MOs bestimmt, die in den jeweiligen Annegen auftauchen. Als nachstes
wird die FCI-Hamiltonmatrix aufgestellt, die Elemente V\ﬂaﬂo‘ﬁlwab > enthalt, und die-
se Matrix dann diagonalisiert, um die Eigenvektoren (dienizklungskoeffizienter?, ¢

(A Z_]7
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etc.) zu bestimmen. Ist man nur am Grundzustand oder demegige Zustanden der nied-
rigsten Energien interessiert, so kann auf das DavidsofaMen [31] zurlickgegriffen wer-

den. Dieses erlaubt mit wesentlich weniger Aufwand als béstandiger Diagonalisierung

nur die niedrigsten Eigenwerte und zugehdrige Eigenvektau bestimmen.

Der Aufwand, die FCI-Hamiltonmatrix aufzustellen und Eigemte und -vektoren zu
bestimmen ist sehr hoch, so dass FCI nur fir Systeme mit sehigare Atomen prak-
tikabel ist. Da der Einflu3 hoher angeregter Determinanggidlénziell abnimmt, gibt es
Verfahren, die die vollstandige Entwicklung der 'Configimatinteraction’-Wellenfunktion
vorzeitig abbrechen, so z.B. die CISD-Methode, die nur Einfg8ingles) und Zweifach-
(Doubles) Anregungen beriicksichtigt. Diese abgebroah&mtwicklungen sind allerdings
nicht mehr groRenkonsistent ('size consistent’), diesnkarst mit der anspruchsvolleren
'Coupled Cluster-Methode [32] gewahrleistet werden. Lextetist prinzipiell eng verwandt
mit der 'Configuration Interaction’-Methode, mit dem Unteliged, dass die einzelnen An-
regungen in einem exponentiellen Ansatz (statt wie bei Cinera additiven Ansatz) ein-
gehen. Durch die Eigenschaft der Exponentialfunktions désh bei der Multiplikation ihre
Exponenten addiererg{+? = e*e?), wird die Grossenkonsistenz beim 'Coupled Cluster’
Ansatz gewahrleistet.

2.2.2 Mgller-Plesset Stoérungstheorie

Eine alternative, ebenfalls wellenfunktionsbasierte Besibung der Elektronenkorrelati-
on kann mithilfe der Stérungstheorie gewonnen werden. lite feeer Mgller-Plesset Sto-
rungstheorie [7] wird das ungestorte (bzw. unkorrelieBg$tem als Losung des ungestor-
ten Hamiltonoperators beschrieben, der wiederum als SuatiereFockoperatore/ (V) =
S, f(i) = h(i) + 9"F (i) definiert ist. Der Stéroperator

V:f{—ffo

entspricht in der Mgller-Plesset Storungstheorie dereléffiz aus dem exakten Zweielektro-
nen-Wechselwirkungsoperator, wie er im vollstandigen HanmoperatorH auftaucht und
dem HF-Wechselwirkungsoperator, der das gemittelte rlrigche Feld beschreibt:

=Y -

1<J T” %
Die Summe der Losungen nullter und erster Ordung entspnegéade der Hartree-Fock
Energie und liefern daher noch keine Korrelationskornekust mit der zweiten Ordnung
der Storenergie erhélt man den ersten Ausdruck fur eineskadionskorrektur, die mit ihren
Zweifachanregungen die wichtigsten Beitréage enthalt. 8i& sie Mgller-Plesset Stérungs-
theorie zweiter Ordnung (MP2) schon eine gute Methode dakKakrelation auf verhaltnis-
mafiig einfachem Wege zu beschreiben. Der MP2-Energiaalstat folgende Gestalt:

occ wvirt occ wvirt
E® :Zthl’ < woﬂ/! b>= ZZt“b ialjb)
ij ab ij ab
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wobei die MP2-AmpIitudert§J‘? (die in Analogie zu den CI-Entwicklungskoeffizientejj
stehen) fur geschlossenschalige Systeme die folgendet@thesitzen:

o __ 2(jblia) — (jalib)

" €ate—e—¢€

Die Zweielektronenintegrale sind in der Mullikenschreéige tber MOs gegeben:

1

r—m%(ﬁ)%(ﬁ)

(alih) = [ [ dndmi(r)osn

2.2.3 Dichtefunktionaltheorie

Eine grundlegend andere, da nicht wellenfunktionsbasi€heorie zur Beschreibung der
elektronischen Struktur ist die Dichtefunktionaltheqsehe z.B. Referenz [11]). Sie basiert
auf der Annahme, dass die elektronische Dichteverteilpng, eindeutig die dazugehdrige
Grundzustandsenergig(p) bestimmt. Diese Annahme wurde fir die ersten Dichtefunktio
naltheoriemodelle von Thomas und Fermi [33] verwendet, umareAusdruck fur die Ener-
gie in Abhangigkeit einer ndherungsweise bestimmten Eakndichte zu erhalten. Erst
mit dem Hohenberg-Kohn Theorem [34] wurde aber formal bsene dass die Grundzu-
standsenergie und von ihr abgeleitete molekulare Eigafitgehtatsachlich eindeutig durch
die Elektronendichte bestimmt sind. Obwohl die Existemesgisolchen Energiefunktionals
bewiesen wurde, ist die Form des Funktionals dagegen unbgkand es bedurfte pragmati-
scher Ansétze, um die elektronische Dichte und das Enargi@bnal zu bestimmen: Kohn
und Sham entwickelten einen Formalismus [12], der es erldutteile des Energiefunktio-
nals exakt zu beschreiben, andere durch ein sehr &hnliabesgxakt I6sbares System an
zunahern und nur einen Restterm, der alle Korrekturen entliitig zu behalten. Zugleich
bietet der Kohn-Sham Formalismus die Moglichkeit, das DFabem iterativ zu l6sen, &hn-
lich zu Hartree-Fock. Der grundlegende Ansatz von Kohn umah®ist es, die komplizierte
Beschreibung des kinetischen Energiefunktionals aufieumt@i ein kinetisches Energiefunk-
tional einer hypothetischen Elektronendichte von nickthselwirkenden Elektronen und
einen kleinen kinetischen Korrekturterm, der zuséatzliehElektron-Elektron Wechselwir-
kung berucksichtigt. Das besagte kinetische Energiefon&t der nicht-wechselwirkenden
Elektronen kann, wie in der Hartree-Fock Theorie, durchhiic&ham-) Molekulorbitale
ausgedruckt werden:

75(p) = 3 3 [ Vi

Da die erwahnte hypothetische Elektronendichte der niglthselwirkenden Elektronen in-
nerhalb der Kohn-Sham Theorie gleich der exakten Dichte sal:

o)=Y [ il
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kdnnen die elektrostatischen Wechselwirkungen des Sgsteithp(r), welches in den
MOs entwickelt wurde, ausgedrickt werden. Fir die Elekttem Wechselwirkung gilt:

Z —,0 ry)dry .

1A

Die klassische Coulomb Elektron-Elektron Wechselwirkunigiweschrieben als:

E p):%//%i(rz)drldm.

Zur vollstandigen Beschreibung des Energiefunktionalf fetetlich nur noch der Korrek-
turterm, der sogenannte Austausch-Korrelationsterti'(p). Er korrigiert den Defekt der
kinetischen Energiebeschreibung und tragt mit seinemasshanteil zusatzlich Sorge fur
den nicht-klassischen Anteil der Elektron-Elektron Westiwerkung:

EXC([)) = (T(p) - TKS(p)) + (Eee - EJ(p)) 9

wobeiT(p) und E.. die exakte kinetische Energie bzw. exakte Elektron-EtekiVechsel-
wirkung darstellen.
Damit lasst sich das Energiefunktional im Kohn-Sham Foisnals wie folgt darstellen:

E(p) = T"%(p) + Enc(p) + Es(p) + E*“(p) ,

wobei sich aller Aufwand bei der Entwicklung neuer Dichtédtionalmethoden letztlich
um eine maoglichst gute Approximation des Austausch-Katr@hsfunktionals bemiht. Mit
einem vorgegebeneAX“ lasst sich die Ableitung nach der DichtéX“(p) = %Z(”)
bestimmen. Minimiert man die Gleichung des Energiefumidle entsprechend dem Variati-
onstheorem, so erhalt man im Kohn-Sham Formalismus, indgakur Hartree-Fock Theo-

rie, die Bestimmungsgleichungen fiir die optimalen Kohnilaxbitale:
ilKS‘Pz‘ = €¥i,

wobei sich der Kohn-Sham Hamiltonoperator (analog zum &pekator) wie folgt darstellen
lasst:

RIS = —lvz—zé+l/@dr2+v’“.

2 n 1A 2 T12

Die Dichtefunktionaltheorie ermdglicht es, im GegensatzHartree-Fock, einen Grof3tell
der Elektronenkorrelation zu beschreiben, mit einem Remhigrand, der dem von Hartree-
Fock entspricht. Mit Hilfe des Kohn-Sham Formalismus gibtegnen pragmatischen Lo6-
sungsansatz, der zum Teil auf Verfahren aus etabliertehdden der wellenfunktionsbasier-
ten Quantenmechanik, insbesondere Hartree-Fock, zuitkdpie Resultate, die mit DFT
Rechnungen erhalten werden, hdngen haufig stark vom gewdhistausch-Korrelations-
funktional ab, welches fir bestimmte Systeme und/oderdstajungen typischerweise em-
pirisch optimiert wurde. Insofern sind DFT Ergebnisse wenisystematisch als Ergebnisse
aus wellenfunktionsbasierten Methoden.
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2.3 Linear-skalierende Verfahren
zur Bestimmung der elektronischen Struktur

Im Rahmen der Hartree-Fock Theorie zahlen zu den aufwemrdidgdthritten die Bestim-
mung der Coulomb- und der Austauschmatrix. InsbesonderBatechnung der Zweielek-
tronenintegrale, die mit der Dichtematrix kontrahiert dem, um die Coulomb- bzw. Aus-
tauschmatrix zu erstellen, ist aufwendig. Nachfolgendygstellte Verfahren erméglichen
die Berechnung sowohl der Coulomb- als auch der Austauscixmatiinear-skalierendem
Aufwand sowie die linear-skalierende Matrixmultiplikati sparlich besetzter ('sparse’) Ma-
trizen. Diese bereits etablierten Verfahren (CFMM, LinK sogparse algebra’-Methoden)
werden an dieser Stelle ausfuhrlich vorgestellt, da sieweigentliches Element der spa-
ter darzustellenden, neu entwickelten Methoden bilder.lInK Methode wurde daruber
hinaus so erweitert, dass sie in Verbindung mit lokalen f@ictatrizen ein sublineares Ska-
lenverhalten zeigt.

23.1 CFMM

Die 'Fast Multipole Method’ (FMM) [35] erlaubt die linear akerende Berechnung von
paarweisen Potentialen, wie z.B. der Coulomb Wechselwirleimgs Ensembles von Punkt-
ladungen. Naiv betrachtet misste man, um das paarweisetiabten N Teilchen zu be-
stimmen, folgende Doppelsumme berechnen:

N~ G L G
U= e
i > i#]
wobei ¢; die Punktladung zum Teilchenund r;; den Abstand zwischen Teilchérund j
darstellt. Diese Berechnung skaliert offensichtlich gasidch (O(N?)).

Die 'Fast Multipole Method’ unterteilt die Wechselwirkuegher Punktladungmit allen
anderen Teilchen des Systems in eine Nahfeldwechselwgrand eine Fernfeldwechselwir-
kung. Wahrend die Nahfeldwechselwirkung klassisch undvpeiae beschrieben wird, wird
die Wechselwirkung mit dem Fernfeld durch eine Wechselick mit einer multipolent-
wickelten Ladungsverteilung beschrieben. Dabei wird dasfeld so geschickt organisiert,
dass mit wachsender Entfernung die Ausdehnung der jewerilig@¢gdungsverteilung immer
weiter zunimmt. Dadurch wird erreicht, dass der numeridédieler, der durch die Wech-
selwirkung mit nahen (wenig ausgedehnten) Ladungsvenigén entsteht, von der gleicher
GroRRenordnung ist wie der numerische Fehler, der aus dehd&kueirkung mit entfernten
(ausgedehnten) Ladungsverteilungen resultiert, gleitgzwird die Komplexitat der Be-
rechnung der Wechselwirkung mit dieser Beschreibung ddsteduziert.

In der FMM Theorie wird das zu untersuchende System in Wirfgegeilt, den soge-
nannten ’lowest level’ Wiirfelrd. Die Wechselwirkungd/ lasst sich dann als Summe Uber
alle 'lowest level’ Wiirfel A wie folgt darstellen:

1 O
U= 5; (UNT+UYFE)
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wobei U} die Nahfeldwechselwirkung darstellt, die paarweise besbkn wird:

vy =% 4 (2.1)
Da in jedem WiirfelA eine beschrankte Anzahl von Teilchen vorliegt, die unajlganon
der MolekulgroRe ist, skaliert die Berechnung Véfi” mit O(1); fur das gesamte System
ist die Berechnung des Nahfelds daher linear skalieféhav)).

Die effiziente Berechnung der Fernfeldwechselwirkung, dtg***" beschrieben wird,
macht den entscheidenden Punkt von FMM aus. Zur Beschreitbeingadungsverteilung
mittels Multipolentwicklung dienen nicht nur die Wirfel deawest levels’, in die das Sys-
tem eingeteilt worden ist, sondern auch noch weitere, gedB&irfel, die zu einer Hierarchie
von verschiedenen Graden der Aufteilung des Systems, dschiedenen Leveln, gehoren.
Ausgehend vom bereits erwahnten ’lowest level’, ist dass&ibohere Level ein System
von Waurfeln, die sich jeweils aus Wiirfeln des niedrigeren Lleve@sammensetzen. Diese
Aufteilung wird bis zum hdchsten Level, Level 1, fortgeftjru dem nur noch ein Wurfel
gehort, der das gesamte System umspannt.

Die Fernfeldwechselwirkung der 'lowest-level’ Warfel, U*"F, wird in FMM nun
folgendermal3en beschrieben:

UiotFF _ qAVthFF :

hierbei istq 4 die Multipoldarstellung der Ladungsverteilung in Wurfeund V*F repréa-
sentiert den gesamten Fernfeldwechselwirkungsvektot.zu

Wahrendq, zu Beginn fir alle 'lowest level” Wurfel mit einem Aufwan@(N) be-
stimmt werden kann, bedarf es fiir die linear-skalierendgiBesung vonV '/ der oben
vorgestellten Level-Hierachie.

Der gesamte Fernfeldbeitrag wird aufgeteilt in einen nalmah einen fernen Fernfeld-
beitrag:

sztFF — VZlFF + VQFF )

Derjenige Teil des Fernfelds, der direkt an das jeweiligfila von A angrenzt (nahes
Fernfeld), basiert auf einer Multipolentwicklung der Ladsverteilung im gleichen Level
wie A selbst. Weiter entfernte Bereiche (fernes Fernfeld) weddgegen durch das gesamte
Fernfeld des nachst héheren Levdl§A) beschrieben:

VI = Wapa VEE

wobei der Translationsvektai 4. p(4) bewirkt, dass das Zentrum vavis|” von P(A)
nachA verschoben wird.

Mit dieser rekursiven Struktur voW”/"* wird erméglicht, dass ohne Verlust an Genau-
igkeit, die Wechselwirkung mit entfernteren Punkten dueate Multipoldarstellung von
Ladungsverteilungen immer gro3erer Wirfel geschehen Kaarsowohl die Anzahl von
ViEE fur jedes Level mitO(1) skaliert, als auch die Anzahl der Level insgesa®it ) ist,
kann FMM insgesamt mi©(N) skalieren. Die Multipolentwicklungen der verschiedenen
Warfel hdherer Level lassen sich jeweils auf die Entwicklemgiedriger Level zuriickfuh-
ren.
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Da man es in der Quantenchemie nicht mit Punktladungengsomait kontinuierlichen
Ladungsverteilungen zu tun hat, besteht die NotwendigkditM entsprechend zu erwei-
tern. Dies geschieht in der sogenannten 'Continuous Fadtpdld Method’ (CFMM) [36].
Das prinzipielle Vorgehen ist ganz analog zum FMM Verfahmrie markantesten Unter-
schiede betreffen das Nahfeld. Zum einen muss die AusdgtesiNahfelds gewéhrleisten,
dass in ihm enthaltene Gaul3verteilungen eine Multipolektung des zugehoérigen Fern-
felds erlauben (so dass das Wohlsepariertheitskriterifiatitast). Zum anderen erfolgt die
Berechnung der Beitrdage zum Nahfeld (siehe Gleichung 2.4t miarch die Summation

Uber Punktladungen:
JNF _ 95

=
7"'..
jeENF Y

sondern durch Kontraktion der Dichte mit den Zweielektrangegralen

Ji\lf,F: Z P, (uv|Ao) .

AoENF

Ansonsten werden alle Konzepte von FMM auch in CFMM Ubernomme

2.3.2 LinK

Die Austauschmatri¥X wird durch Kontraktion der Zweielektronenintegrale (ERt8) der
Einteilchendichtematri® bestimmt, wobeP die Bra- und Ket-Seite der ERIs koppelt:

K, = Z P,.(uo|\v)
177

Formal wirde die Erstellung der Austauschmatrix @itV*) skalieren, da die ERIs eine
4-IndexgrofRe darstellen. Es tragen allerdings langstt ratte ERIs signifikant zuK bei.
Es ist daher winschenswert, nur diejenigen ERIs zu berechieeanuch tatséachlich beitra-
gen. Um diese vor ihrer eigentlichen Berechnung zu bestimbesharf es eines geeigneten
Auswabhlverfahrens ('screening’). Ein solches VerfahtenK [25, 26], welches letztlich er-
laubt, die signifikanten Beitrage zu bestimmen und die Awsstiamnatrix mitO(N) Aufwand
zu berechnen, soll hier vorgestellt werden.

Der Beitrag des Uberlapps zweier Basisfunktionen ist stark ¥stand der Zentren
der Basisfunktionen zueinander abhéngig und kann durchn gariiexponentiellen Faktor
ihres Produkts abgeschétzt werden. Aus diesem Grund sriidiisfunktionen der Bra und
der Ket-Seite der ERIg; und o sowie A und v, miteinander gekoppelt: Zu jedemgibt es
nur eine konstante Anzahls und zu jedemh\ gibt es nur eine konstante Anzalk, mit
denen ihr jeweiliger Uberlapp nicht verschwindet. DurchsAutzen dieser Kopplung lasst
sich der Aufwand zur Berechnung der Austauschmatrix3uf?) reduzieren. Desweiteren
sind aber auch die Elemente der Einteilchendichtemaltjx, miteinander gekoppelt: fur
ein nicht-leitendes System (mit signifikantem HOMO-LUMO s&nd) gibt es zu jedem
nur eine konstante Anzahl vars, mit demP ,,, nicht verschwindet (siehe Abschnitt 2.1 und
z.B. Referenz [24]).
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Durch diese zuséatzliche Kopplung wird deutlich, dass esrgiigh nurO(N) signifikant
beitragende ERIs gibt, da es zu jedgniiber den Uberlapp nur eine konstante Zals,
uber die Dichte nur eine konstante Zats, und wiederum tiber den Uberlapp zu des
nur eine konstante Zabls gibt, die signifikant beitragen. Wie man diese Beitragecdwin
'screening’-Verfahren a priori bestimmen kann, wobei daseéening’ selbst nur m®(N)
skaliert, wird im folgenden vorgestellt.

In einem ersten Schritt werden Basispaare, die die Bra- miKdeSeite koppeln, aus-
gewahlt und vorsortiert: Eine Schleife Uber allis der Bra-Seite und eine Schleife Gber
alle v’s der Ket-Seite werden durchlaufen, um zu jederder Bra-Seite diejenigen’s zu
bestimmen, die nach einem Dichte-gewichteten Integredsing noch signifikant sind. Als
Integralscreening wird auf die Schwarz-Ungleichung zkgégriffen:

(o |Ww)| < (polpe) 2 (wfan)?,
und hier in folgender Form verwendet: Wenn gilt

|P,u1/| : (Mmaz|Mmam)1/2<ymax|ymax>l/2 > 79 3 (22)

so sollen die’’s als signifikante’’s zu i gespeichert werden. (Hierbei stéjit,,o. | ttmaz )/ =

N (uo|po)t/? das Maximum aller Integralschatzwerte, gideinhalten, dar; analoges gilt

fUr (Vmae|Vmaz)Y?.) ZU jedemu werden alle ausgew&hlters nach der GroRRe von
P,ul/(l/max|ymaz)1/2

sortiert.

In einem zweiten Schritt werden 'Minilisten’ erstellt, égrale berechnet und mit der
Dichte kontrahiert. Die Minilisten protokollieren, welelERIs signifikant beitragen und im
nachfolgenden Integralberechnungsschritt tatsachlgkdhnet werden sollen. Dazu wird
eine aullere Schleife Uber die signifikanten Paare der Bta;gei, gebildet. Die nachste
Schleife geht tber alle (im ersten Schritt ausgewahlted)aamtierterv’s der Ket-Seite, die
zup (o) gehoren. Die innerste Schleife letztlich geht Uber akeder Ket-Seite (die mit den
v's gekoppelt sind). Wird die Bedingung:

P l(polpo) POwiw) 2 > 9

erflllt, so wird das Ket-Paaxv in die Miniliste M/ L,, (M L,) aufgenommen.

Die Vorsortierung der’s erweist sich an dieser Stelle als vorteilhaft, sobald deiste
Schleife Uber alle\’'s keine Beitrdge mehr zur Miniliste liefert, da dann alle matgenden
Beitrage der Ket-Seite kleinere Beitrage liefern und die &éhliber die/s an dieser Stelle
verlassen werden kann.

Im letzten Schritt werden die beiden Minilistéd L,, und M L, zu einer gesamten Mi-
niliste zusammengefasst (die zu einem vorgegebenen keymiéin Bra-Pagto gehort) und
eine Schleife Uber die Ket-Paaxe der Miniliste wird gebildet, um die letztlich signifikanten
Integrale(uo|\v) zu berechnen und mR zu kontrahieren.
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LinK fir lokale Stérungen

Bei der Berechnung bestimmter molekularer Eigenschaftenémokale Dichtematrizen
(P'°) auftreten, die eine konstante Anzahl signifikanter Elemeufweisen, unabhangig
von der MolekilgroRe®(1)). Die Kontraktion mit solch lokalen GroR3en zur Austauschma
trix K, wie sie z.B. bei der spater beschriebenen kernspezifischd-Abschirmtensorbe-
rechnung oder der Berechnung von Schwingungsfrequenzéiigpewird, kann mit subli-
near skalierendem Aufwand geschehen. Dazu muss das kumadtg LinK-Verfahren, wel-
ches urspriunglich linear skaliert, angepasst werden. ZatiBmung der signifikantenp’s
undv’s wird im konventionellen LinK-Verfahren fir die Abschétzg nach Gleichung 2.2:

|P,u11’ : (Mmaz|/flmaz>1/2(Vmam|Vmax)1/2 > 19 (23)

wie beschrieben eine Schleife Uber allse und eine weitere Schleife tber alks gebildet.

Im Fall einer lokalen Dichtematri® ' wird esu’s geben, fir die keine Kombination mit
einem derv’s einen signifikanten Beitrag liefert. Um fur solchés innerhalb des 'scree-
nings’ nicht auch die Schleife Uber aliés bilden zu missen, werden zuvor das maximale
Dichteelement fur eim:

max
Pmax = P v
(W=", Pl
sowie das maximale Schwarzintegral der Ket-Seite:

maxKet = H;ix (Vs [ Vi) /2
bestimmt. Fir ein gegebengsnuss die Schleife Gber allés nur dann durchlaufen werden,

wenn die folgende Ungleichung (in Analogie zu Gleichung 22iillt ist:
Pmax(,“) : (Nmam|ﬂmax)1/2 -maxKet > Y

Im Rahmen dieser Arbeit wurden das LinK-Verfahren entspgadrerweitert, um ein opti-
males Skalenverhalten, insbesondere in Kombination rkélém Matrizen, zu gewdahrleis-
ten.

2.3.3 BCSR - 'sparse algebra’

Alternativen zur Diagonalisierung der Fockmatrix [37, 88gr Dichtematrix-basierte CPSCF
Methoden [17, 19] zur Bestimmung molekularer Eigenschafteolvieren zahlreiche Ma-
trixoperationen, wie z.B. Addition, Spurbildung, Invertiag oder Multiplikation.
Konventionell skaliert die Matrixmultiplikation mi®(N?). Handelt es sich bei den Ma-
trizen allerdings um spérlich besetzte GroRéN X)), wie z.B. bei der Dichtematri®,
der Uberlappmatriys oder der Fockmatrif, so kdnnen geschickte Verfahren angewendet
werden, sogenannte 'sparse algebra’ Routinen, die die XMaerationen mitO(V) durch-
fuhren kénnen. Als ein prominentes Beispiel soll hier dasckéd compressed sparse row’
(BCSR) [39] Verfahren vorgestellt werden. BCSR basiert auf dexblietrten ‘compressed
sparse row’ Format (CSR [40]), mit dem Unterschied, dasscéssi den BCSR-Elementen

24



um Matrixbldcke und nicht wie bei CSR um einzelne Matrixeleteehandelt. Die Matrix-
multiplikation verlauft zunachst analog zu CSR, wobei siggaffite von nicht-signifikanten
Elementen Uber eine Matrixnorm unterschieden werden.

Auf der Ebene der Multiplikation der einzelnen CSR-ElementB, A;;, By;, werden in
BCSR nun die Blockmatrized;;, und By; (statt der Matrixelemente in CSR) miteinander
multipliziert. Dafur werden hocheffiziente 'dgemm’ Routmaus der BLAS-Algebra Biblio-
thek [41] verwendet. Dadurch wird erreicht, dass die 'sparder Matrizen optimal durch
das CSR-Schema bericksichtigt wird und zugleich die eigdnatti Matrixmultiplikationen
mit hoch-effizienten Routinen durchgefiihrt werden konnear. Aufwand hierfir istO(k?),
also unabhangig von der Systemgrol3e, waébdie Dimension einer Blockmatrix darstellt.

Damit eine optimale, multiatomare Blockstruktur erhaltezrden kann, erweist es sich
als aul3erst vorteilhaft, die Kerne so zu sortieren, dasadbdrarte Atome in der Eingangs-
geometrie maglichst zusammengruppiert werden. Dazu vetere wir den umgekehrten
'Cuthill-McKee’ Algorithmus [42].

Das CSR Format nutzt drei Listen zur Darstellung einer MaDie erste Listgvalues)
beinhaltet die Folge signifikanter Elemente der Matrix. Bigeite und dritte Liste dienen
der eindeutigen Zuordnung der Elemente der ersten Listerisprechenden Position der
ursprunglichen Matrix. Die zweite Listecolumns)beinhaltet die Matrixspaltenindizes zu
jedem Element der ersten Liste, wahrend die letzte W(is@Index)den Index enthélt, der
diejenige Stelle der ersten Liste beschreibt, an dem Eleseener neuen Zeile beginnen.

Als Beispiel sei die folgende 4x4-MatriX betrachtet:

12 0 -1
A 0o -3 3 4
1 0 -5 2
0 -1 1 0

Die Darstellung vorA im CSR-Format sieht, entsprechend der oben gegebenen efjniti
wie folgt aus:

values = (1,2,—-1,-3,3,4,1,-5,2,—1,1)
columns = (1,2,4,2,3,4,1,3,4,2,3)
rowlndex = (1,4,7,10,12)

Die Multiplikation zweier symmetrischer 'sparse’-Matiz kann im CSR Format nach fol-
gendem effizienten Schema umgesetzt werden. Zur BerechraumgraduktmatrixC;; =
> A Bi; wird zunéchst eine Schleife iber alle Zeilemon A gebildet (O(V)) und aus
rowlndexAli + 1] — rowIndexAli] die Anzahl der signifikanten Spaltenelemehtéder
Zeile i) bestimmt, Uber die die nachste, mittlere Schle® 1)) gebildet wird. Zu diesen
ermittelten signifikanten Elementety, werden allerowIndexBlk + 1] — rowIndex Bk]
signifikanten Elementé,; der k-ten Zeile vonB bestimmt und deren Produkt mit;; in
einer temporéaren List€'i[j] aufsummiert. Am Ende der mittleren Schleife Gber &liginer
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Zeile i von A wird die nunmehr vollstandige Zeilevon C' komprimiert, indem nur die si-
gnifikanten Elemente vo@ii[;] in die CSR-Darstellung der Produktmattixaufgenommen
werden.
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Kapitel 3

Berechnung molekularer Eigenschaften

Mit dem Losen der zeitunabh&ngigen Schrodingergleichuerglen stationare elektronische
Zustande bestimmt. Ausgehend von diesen Losungen kdnnlekutere Eigenschaften Giber
die Ableitung der Energie berechnet werden. Beispielswa&isg Schwingungsfrequenzen
uber die zweifache Ableitung der Energie nach den Kernkoatdn zuganglicr(djjd’ij),
NMR-Verschiebungstensoren tber die Ableitung nach kermetggchem Moment und au-
Berem Magnetfeld “45) usw.

Das Hellmann-Feynman Theorem (siehe z.B. Referenz [29]pbetass man den Gradi-
enten aus dem Erwartungswert des abgeleiteten Hamiltoaimpe und der Grundzustands-

wellenfunktion berechnen kann:

d_E
dx

Da aber das Hellmann-Feynman Theorem fur variationellé&Yeen nur Gultigkeit besitzt,
wennV in einer vollstandigen Basis entwickelt wird, ist es fur drakiische Bestimmung
des Gradienten, in der auf eine unvollstandige Basis zuggrften werden muss, nicht
anwendbar.

Vielmehr muss flr nicht vollstandige Basissatze auch dieeilohg der Wellenfunkti-
on nach der Stérung bertcksichtigt werden. Dies kann rfeteihes storungstheoretischen
Ansatzes geschehen, in der sowohl die explizite Abhéandigles Operators von der Sto-
rung (Integralableitungen), als auch die implizite Abhgkgit der Wellenfunktionsparama-
ter von der Storung (response’) berticksichtigt werdenradlesgesetzt die dulRere Stérung
x, Z.B. das elektrostatische Feld, ist schwach, kann einer&rtwicklung der Energie um
das ungestorte bzw. feldfreie System angesetzt werden:

dH
=< qu%\qf > . (3.1)

E(z) = E(0) + el LE

—— 24 3.2
dz x:0$+2d$2 v (3-2)

z=0

Die einzelnen Ableitungen der Energie kdnnen durch Koeifignvergleich entsprechenden
physikalischen Eigenschaften zugeordnet werden, wieesét einige Beispiele gezeigt
werden soll.
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Der Gradient wird wie folgt bestimmt:

dE(x, P(z)) O0E(z,P(0)) OE(x,P)0P(x)
dx B Oz TP oz’ (33)

wobei P(x) die elektronische Struktur (hier in Form der Dichtematdkprakterisiert. Fir
variationelle Verfahren, wie z.B. Hartree-Fock oder Kohrmaf Dichtefunktionaltheorie,
fallt der implizite Term weg, da zur Optimierung der Wellenktion gerade die Bedingung

des stationaren Zustands: OB (z. P)
X |
)2 3.4
5P 0 (3.4)

genutzt wird und der Gradient reduziert sich in diesem Rall z

dE(x, P OE(x, P(0
(v, P(x) _ OBz, P(0)) 35)
dx ox
ist also unabhéangig von der gestorten Wellenfunktion goese’).
Zur Berechnung der zweiten Ableitung der stationaren Erergiiationeller Methoden
leitet man den Gradientenausdruck nochmals ab und erhalt:

d’E(x,P(z)) (Q + ia_P) OE(z,P(0))
dx? T \oz OP Oz oz (36)
_ 0?E(z,P(0)) + 0%2E(z,P) OP(x)
- Oz2 oxOP Oz

Zur Bestimmung der zweiten Ableitung der Energie wird im Gegtz zum Gradienten
auch die Storung der Wellenfunktion in erster Ordnung, die.’response’-Matrixag—f),
bendtigt. Diese wird mittels der CPSCF-Methode bestimmt, avisfuhrlich im nachsten

Abschnitt diskutiert wird.

3.1 ’'Coupled-perturbed self-consistent field’ Theorie

Die 'Coupled-perturbed self-consistent field’ Theorie (CPB[B] erlaubt es, die 'gestor-
te’ MO-Koeffizientenmatrix bzw. die 'gestorte’ Dichtemiatizu bestimmen und damit die
Antwort (response’) der elektronischen Struktur auf ein#ere Storung zu beschreiben.
Damit ist die CPSCF-Theorie von zentraler Bedeutung fur die @eneng molekularer Ei-
genschaften.

Zur Bestimmung der response’ Matr% aus Gleichung 3.6 wird die Bedingung des
stationaren Zustands:

OB(x.P) 1

nach der Stérung differenziert:

B Sk B (3.7)
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Schreiben wir den impliziten Teil der Ableitung auf die lenkind den expliziten Teil auf die
rechte Seite, so erhalten wir folgendes allgemeine Gleigesystem:

82E(x,P)8_P B _82E(m,P)
oP2  Or 0x0P

Gleichung 3.8 stellt die zentrale ’linear response’ Glarudy zur Ermittlung der 'response’
Matrix 22 dar.

(3.8)

3.1.1 MO-CPSCF

Im Fall der Molekulorbital-basierten Darstellung (MO-Btallung) der physikalischen Gro-
Ren ist die Bedingung des stationaren Zustands:

O0E(z, P)
oP
aquivalent zum Brillouin-Theorem [43]:

!
=0

F,, =0 miti € occ,a € virt .

Das heil3t, durch Ableitung der Brillouin-Bedingung nach d&ir&gz konnen die MO-
basierten CPSCF-Gleichungen [18] zur Bestimmung der regpdhetrix erhalten werden,
wie im folgenden gezeigt werden soll:

ng - (C;aFMVCVi)$ - CE;FMVCW' —|— C* Fm Cw‘ —|— C;aFMchi

pa pv
=0

(3.9)

Die Ableitung der MO-Koeffizientenmatri&'® wird nun in der Basis der ungestdrten MO-
KoeffizientenmatrixC' entwickelt, was sich als &ulierst vorteilhaft erweisen wird

Cri =Y CmUpyi

Hierbei stelltU7,; die Entwicklungsmatrix zur Darstellung der abgeleiteteefizientenma-
trix C';; in der Basis der MO-Koeffizienten dar. Die Koeffizientenmatdiy, ; ist die Losung
der CPSCF-Gleichung.
Setzt man diese Entwicklung in Gleichung 3.9 ein, so erhal:m
0 =CnF.C,+C F Cui+ CrFLCE

=3, Cr Us FuCi+ CrF Cui + 3, Cr Fu G UE,

pa™ pv m — pa
= Zm Uﬁ’faFmi + ‘ng + Zm Fameni
= Ui e + F; + e, U

ai

(3.10)

wobei fur die MO-Darstellung des Kerns der abgeleiteterkratrix die folgende Darstel-
lung verwendet wird:
Fo.=C F C

pna~ pv (7
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Aufgrund der Verwendung kanonischer Molekulorbitale:dit; = d;;¢;. Analog zu Glei-
chung 3.10 gilt fiir die Ableitung der Orthogonalitatsbegling,S;; = 4,;, welche als Ne-
benbedingung in die CPSCF-Gleichung mit einflief3t:

St = (C1SC)i, = C8,, 0, + C3, S, Ci + Cr, S, C
= U + 82 + U, (3.11)
g O y
wobei auch hier fiir den Kern der abgeleiteten UberlappmatrMO-Darstellung die fol-
gende Schreibweise verwendet wird:

St =(C".8% C

pa py |2
Setzt man nuiU% aus Gleichung 3.11 in Gleichung 3.10 ein, so erhalt man:
Fo =Ugea+ 75 +eUg
= —(Su + Ug)e + Fo; + €Uy,

(3.12)
= (€a — €)Ug; + T3 — Sqi€i
=0
oder aquivalent dazu:
US.(e, —€;) = —Fo + Si€i . (3.13)

Gleichung 3.13 ist eine mdgliche Darstellung der CPSCF-Bigig. (Die tbliche Darstel-
lung wird spater mit Gleichung 3.27 gegeben.) Mit Hilfe voteiéhung 3.13 kann man
die eindeutig bestimmten virtuell-besetzten EntwicklskagffizientenU?, (die response’
Matrix in MO-Darstellung) bestimmen. Allerdings muss diesGleichungssystem iterativ
gelost werden, da die Gro3€; von der gestdrten Koeffizientenmatiix® abhangt (in Ana-
logie zur Abhéngigkeit der Fockmatrix von der MO-Koeffizienmatrix im SCF-Verfahren).
Gleichung 3.13 besitzt daher noch nicht die Form der allgeeme’response’ Gleichung
(Gleichung 3.8), da die rechte Seite der Gleichung noch Agigkeiten von der response’
Matrix aufweist, im Gegensatz zur allgemeinen respondeiciung.

Mit Hilfe der nachsten Schritte soll eine Darstellung der CPS5leichung gefunden
werden, die der Struktur der allgemeinen 'response’ Gleghentspricht. Dazu wird zu-
nachst der TernF?, aus Gleichung 3.13 aufgeteilt:

Fai = C;aFﬁuOm‘
- C;aFl(ﬁx)Cm + C;GGMV[PI]CW' (314)
= F + GulP7] .

Der Integralableitungsbeitragféf) = h*,+ GZ,[P], ist unabh&ngig von der gestorten Dichte-

bzw. MO-Koeffizientenmatrix, der Ubrige Beitrag,;[P*] = P3_(ai||A\o), beinhaltet die
gestorte Dichte- bzw. MO-Koeffizientenmatrix.
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Im nachsten Unterabschnitt soll der Zusammenhang zwisdaegestorten Dichtema-
trix in AO-Darstellung,P*, und der gestdrten Koeffizientenmatrix in MO-Darstellub,
diskutiert werden, um schlief3lich eine Darstellung.fiirin Abh&ngigkeit vonU” zu erhal-
ten.

Die Darstellung vonP? in Abhangigkeit von U*

Die Ableitung der Dichtematrix ist:

occ occ occ

Pl = QO CuCl)™ = 3 CrCli+ 3 CuCyy

Entwickelt manC* wie zuvor beschrieben, erhalt man:

occ occ

Pl =" CuULCo+ Y > CuCy, Ul

Nun l&sst sich die Summe Uberin einen virtuellen und einen besetzten Anteil aufspalten:

P, = 0 (X5 CuUsCs + X0 Gl )
+ Zzo “ (ngcc CuiC;jUfi* + sz CuiC;bUgi*) (3_15)
= Z?CC Z;CC Cw‘ C;z(Ufz + Ufg*)
+ Z?CC Zirt(cubUm‘C* + C'mC':bUfi*)

bi~'vi

Nutzt man ferner Gleichung 3.11, so erhalt man die zentral@eBeng zwischeU” und
P

P, == 2 CusCy,
+ Z?cc Zirt CubUglc;kz (316)

FE T UG,
Wobei jeder Term in Gleichung 3.16 einer Unterraumprof@kitonP* entspricht:

ov )

wie im folgenden gezeigt werden soll.

Die Unterraumprojektionen von P~

Die Projektion in den besetzt-besetzten Raum durch Mtagibn der Subraumprojektion
PS von links undSP von rechts ergibt [16]:

P? = PSP’SP

31



Nutzt man ferner die Idempotedz = PSP, die auch bei Stérung erhalten bleiben soll:

(PSP)* = P*SP + PS“P + PSP* = P*
P — PSP*PS = 2PSP*PS + PS*P (3.18)
1258 — PSP,

so erhélt man einen Ausdruck fB®

e, der aquivalent zum ersten Term der rechten Seite von
Gleichung 3.16 ist:

Pz =-PS"P
== CuiC5:82,CxCs
= — X5 O30y
Die Projektion in den virtuell-besetzten Raum durch Muikigtion mit1 —PS von links und
SP von rechts ergibt entsprechend den zweiten Term der re8##a von Gleichung 3.16:

(3.19)

P* = (1-PS)P*SP
=30 CumUZ,845C 4 Ci UL, S Cr

v

— Y itk 2om CukSkmUsiSii Oy — CurSki Ui Smi G

ijk

. oce virt et
= T LU C

bi~'vi

(3.20)

Analog dazu lasst sich der letzte Term der rechten Seite Veicliaing 3.16 darstellen:

Pz =33 CLUECy, (3.21)

Desweiteren folgt aus Gleichungen (3.16,3.19,3.20,3.8@43s die virtuell-virtuelle Sub-
raumprojektion vor* verschwinden muss:

P’ =0. (3.22)

Diese Subraumdarstellungen der gestorten Dichtematrtkiwi folgenden, wenn es um
die rein Dichtematrix-basierte Formulierung der CPSCF-Bleng geht, von grof3er Bedeu-
tung sein.

Gleichung 3.16 zeigt, dass zur Bestimmung der gestorten@iddirix P* lediglich der
besetzt-virtuelle Block votJ* (und U**) benétigt wird (der durch das Lésen der CPSCF-
Gleichung bestimmt wird). Der besetzt-besetzte Teil {Gnfliel3t nicht explizit inP* ein,
sondern kann durch geschicktes Umstellen dirSHP erhalten werden. Der virtuell-virtuel-
le Block P?, verschwindet, d&* stets Uber mindestens eine Summation an den besetzten
Raum gekoppelt ist.
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Darstellung des Zweielektronenterms,,;[P*]

Mit der Darstellung vorP* in Gleichung 3.16 ist es nun mdglich, den Te¢n[P*]| aus
Gleichung 3.14 wie folgt in MO-GroRRen auszudricken:

GuilP*] =3, (ail[u)Pg, (3.23)
= 320 —(ail k) Sg; + 27 3" [(ail[bj)Ug; + (ail|jb) Uz ]

Verwenden wir stattdessen die Subraumprojektionen dediges Dichtematrix aus Glei-
chungen 3.19, 3.20 und 3.21, so kdnnen weitere, spateictigBeziehungen bezglich der
Zweielektronenterme aufgestellt werden:

GailPZ, + P2, = 32230 [(ail [bj)UE; + (ail|jb) U] (3.24)

GailPL] = 25 —(aillkj)SE; (3.25)
In Abhéngigkeit davon, ofiJ* reellwertig (z.B. Stérung durch elektrostatisches Feld)

oder komplex (z.B. Stérung durch Magnetfeld) ist, ergibbslarch Ausklammern volvy;:
GuilP?) = o5 —(adllk)Si; + 57 S [(ailbg) = (ailljh)] U, (3:26)

wobei das jeweilige Vorzeichen davon abhéangt,@f) eine reelle oder komplexwertige

GrofR3e ist.

Allgemeine MO-CPSCF Gleichung

Durch Einsetzen von Gleichung 3.26 in Gleichung 3.13 und 8rhalt man die MO-CPSCF-
Gleichung in ihrer konventionellen Form [18]:

occ wirt occ
o —€)US, —i—ZZ (ail[bj) * (ai]|jb)] Uy, = —F; —i—Saiel—i-ZS (ail|kj) ,
Aix _ _
Agm Bg
(3.27)
bzw.
occ wvirt occ
DD [Fidunlea — &) + (aillbf) £ (ail jb)] Up; = —Fo + Siiei + Y Sij(ail k) -
\ Jj b , kj
Az >
(3.28)

Das CPSCF-Gleichungssystem enthélt auf der linken SeitestdieelAv = Az + Asx,
welche von der gestorten Koeffizientenmatrix abhangenrevithdie rechte Seite des Glei-
chungssystems‘manzlich unabhangig von der gestorten KoeffizientenmatiDamit hat
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Gleichung 3.27 die Struktur der allgemeinen ’linear regadiGleichung (Gleichung 3.8),

wobei:
A — 0?E(z,P)

aP?
v =2 (3.29)
z __  O0%E(x,P)
b = — 80P

Zur effizienten Losung des CPSCF-Gleichungssystem will mamaunen eine aufwen-
dige Invertierung der Vierindexgrt3e A vermeiden, zum aadeollte auch der aufwendige,
die Kontraktion mit den Zweielektronenintegralen entiadte Schritt, Az, moglichst selten
durchgefuhrt werden. Eines der effizientesten Losungakiezh der CPSCF-Gleichungen
ist ein iteratives Losungsverfahren: Hierzu wird erst désichungssystem & = b* ge-
|6st, wobei die Invertierung von 4 im MO-Fall gunstig ist (Division durcl, — ¢;). Mit
der so bestimmten MatrikJ* wird A,x gebildet und ™= — Ay zusammengefasst. Im
nachsten Schritt wird das Gleichungssystem: A= 5 geldst und so ein nachstes Update
far U* bestimmt. Man wiederholt diese Schritte so lange, bis Salbsistenz erreicht ist,
d.h. bis B — A,x — Ajx < 9. Zusétzlich ist es durch die Verwendung von Konvergenzbe-
schleunigungsverfahren wie z.B. DIIS [44] mdglich, die Anlzder Iterationen erheblich zu
reduzieren.

3.1.2 Dichtematrix-basiertes CPSCF

Die konventionelle Methode zur Lésung der MO-basierten CPS@kchung zeigt ein Ska-
lenverhalten vorQ(N°®), d.h. der Rechenaufwand steigt mit der flinften Potenz deeBys
groRRe. Dieses Skalenverhalten ist zurtickzufihren auf déwand die AO-Zweielektronen-
integrale in MO-Zweielektronenintegrale zu transforrarerBeispielsweise muss im ersten
Transformationsschritt das folgende vierteltransforteiéntegral berechnet werden:

(| Ab) = > Co(pvAo)

Analog werden halb-, dreiviertel- und schlief3lich volitsformierte Integrale berechnet, wo-
bei jede Transformation mi@(N°) skaliert. Die MO-basierten Zweielektronenintegrale sind
Bestandteil der MO-basierten CPSCF Gleichungen, siehe z.R:Halgg 3.27.

Verwendet man in Gleichung 3.27 eine alternative Darstglides Az-Terms, namlich
die Darstellung GibeP” (siehe linke Seite von Gleichung 3.24), d.h. vermeidet mam@®-
MO Transformation der Zweielektronenintegrale, indem rdase direkt mitP?, + P?,
kontrahiert, wie von Pulay et al. [45] vorgeschlagen, sonkdas Skalenverhalten zur Bil-
dung der AO-basierten Matri&[P?] formal aufO(N*) bzw. durch Ausnutzen von linear-
skalierenden Verfahren (siehe Abschnitt 2.3) @ifV) reduziert werden. Jedoch skaliert die
Transformation vorG[P*] in die MO-Darstellung (notwendig zum Losen der MO-basierte
CPSCF Gleichungen) mi®(N?3) pro Stérungr, genauso wie die Rucktransformation der
LosungsmatriX@J* aus der MO-Darstellung in die AO-Darstellung, U zu erhalten.

Spéatestens mit der Etablierung linear-skalierender Weefazur Kontraktion der Zweie-
letronenintegrale wurde es daher wiinschenswert, einmaliee Formulierung der CPSCF
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Gleichungen zu entwickeln, die die aufwendigen - und dasefikarhalten dominierenden -
AO-MO Transformationen vollstandig umgehen und stattelesbrekt fir die gestorte AO-
basierte Dichtematri®” l16sen.

Frihes D-CPSCF Verfahren

Die erste Dichtematrix-basierte Methode zur Losung der [3CIP Gleichungen [19], und
damit zur Bestimmung der gestdrten DichtemaRixkann als Weiterentwicklung des Dichte-
matrix-basierten, quadratisch-konvergenten SCF-Vegfa(lD-QCSCF) [19] angesehen wer-
den. Das QCSCF-Verfahren [46] wurde urspringlich zur Koreezfeschleunigung der
'self-consistent field’ Methode (SCF) entwickelt. SowohIIRSCF als auch D-QCSCF be-
ruhen auf dem ’linear response’ Formalismus. Die entsgnedén ‘linear response’ Glei-
chungen zu D-QCSCF haben, in voller Analogie zu GleichungdeBfolgende Struktur:

O?L(P) OL(P)
Hierbei stellt AP das 'Update’ der Dichtematrix dar, fur welches das linealeicBungs-
system geldst wird. Die rechte Seite des Gleichungssydtairisn Fall von D-QCSCF eine
andere Struktur als in Gleichung 3.8, dagegen ist die Struder Hessematri%azﬁl,ff)] auf
der linken Seite gleich. Die Energie wird mittels des Lagedfrunktionals:

L=Tr [ﬁh + %PG[P]]

dargestellt, das die 'reinheitstransformierte’ DichtémxaP = 3PSP — 2PSPSP enthélt
und so IdempotenZASP = P) sowie Konstanz der Elektronenzahl;(PS) = N, wahrend
der SCF-Iterationen garantiert.

Ersetzt man nun die rechte Seite von Gleichung 3.30 durcardsprechende Ableitung
der stationaren Bedingung nach der Storur{giehe Gleichung 3.8), so erhalt man mit:

PLP)] ., 0 [0L(P)
{ oP? }P __%{ oP } ’ (3.31)
eine Bestimmungsgleichung fur
pe_ OP
oz

Aufgrund der gleichen Struktur der linken Seite kbnnen zisung der D-CPSCF Gleichun-
gen die entsprechenden Gleichungen der D-QCSCF-Methoderdetwerden. Man erhalt
die folgenden Arbeitsgleichungen zur Bestimmung ¥n

3FP”S + 3SP*F — 2FP*SPS — 2SPSP*F

—4FPSP*S — 4SP*SPF

+G[X]PS + SPG[X] — 2SPG[X]PS (3.32)

= FPS* + S*PF + 2FPS*PS + 2SPS*PF
~YPS - SPY + 2SPYPS
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Hierbei sind:
X =P, + P,

sowie
Y = F® — G[PS"P] .

Das Gleichungssystem 3.32 wird iterativ geldst, z.B. duremwéndung des ’conjugate
gradient’-Verfahrens [47], welches in Abschnitt 3.2.1 &edtelt wird.

Dieses erste Dichtematrix-basierte CPSCF-Verfahren wes$izile beziglich der nu-
merischen Stabilitat bei Verwendung von 'sparse algebu&’ Rer Grund dafur ist, dass
im CPSCF-Verfahren ledigliciX, also der besetzt-virtuelle und virtuell-besetzte Sulvrau
der gestorten Dichtematrix bestimmt werden muss. Wie imcAb#t 3.1.1 diskutiert, ist
der besetzt-besetzte Subraum bestimmt durch die Abledanlyletrik, der virtuell-virtuelle
Subraum verschwindet.

Mit den frihen D-CPSCF Gleichungen dagegen wird iterativ férwbllstandige Ma-
trix P* geldst. Dies kann bei Verwendung von 'sparse Algebra’ zereikkkumulation von
numerischen Fehlern iR%, oderP? flhren.

Dem kann vorgebeugt werden, indem die D-CPSCF Gleichungédiziéxpr fir den
besetzt-virtuellen und virtuell-besetzten Raum aufgktsteld diese so geschickt kombi-
niert werden, dass sich (mdglicherweise ungenau bestijrimesetzt-besetzte und virtuell-
virtuelle Blocke nicht akkumulieren, sondern aufheben.

Die numerisch stabilen D-CPSCF Gleichungen [28] sollen igdnten hergeleitet wer-
den, wobei der erste Teil der Herleitung auch fir die spaiegestellten, neuen DL-CPSCF
Gleichungen [17] verwendet wird.

Numerisch stabiles D-CPSCF Verfahren

In Analogie zur Herleitung der MO-basierten CPSCF Gleichungeslche mit der Ablei-
tung der Bedingung des stationdren Zustands, der BrillouthfB@ing, startet, kann man
die Dichtematrix-basierten D-CPSCF Gleichungen herleitefem man die Bedingung des
stationaren Zustands in der Formulierung der Dichtem@8k

FPS — SPF =0,

nach der Stérung ableitet:

d
— (FPS — SPF) =0.
—— (FPS — SPF) =0

Sortiert man ferner Terme, die von der response’ Dichtemd&” abhangen, auf die linke
Seite, so erhalt man:

FP°’S — SP°F + G[P*]PS — SPG[P?] = —-F@PS 4+ SPF® — FPS” + S"PF (3.33)

Damit wurde eine Dichtematrix-basierte Formulierung diyeaneinen linearen 'response’
Gleichung (Gl. 3.8) gefunden.
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Schon dieses Gleichungssystem konnte analog zu den frUHeRICF Gleichungen
verwendet werden, u®® zu bestimmen, allerdings mit analogen numerischen Sclywier
keiten. Um explizit fir den besetzt-virtuellen und virtdleésetzten Subraum voR® zu
|6sen, missen wir die Gleichung 3.33 itiit— SP) von links und mit(PS) von rechts (bzw.
mit (SP) von links und mit(1 — PS) von rechts) projizieren und erhalten:

FP2,S — SP2F + G,,[P?] = —F%) + §* PF (3.34)

FP! S — SP!F — G,,[P"] =F\") — FPS, (3.35)
Subtrahiert man Gleichung 3.35 von Gleichung 3.34, so erhah das 'neue’ D-CPSCF
Gleichungssystem [28]:
FP? S - FPZ S —SP? F + SP? F
+G o[P?] + G [P?] (3.36)
— —F\) —FY) + 82 PF 4+ FPS?,
Der Vorteil der numerischen Stabilitat wird klar, wenn mae ersten beiden Terme in Glei-

chung 3.36 betrachtet und die Definition der Subraumprigekinwendet:

FP? S — FP?,S

P )S
PSP — PSP*PS — PSP* + PSP*PS) S
PSP — P — PSP” + P7 ) S
PSP — PSP") S

(3.37)

F (P
F(
F(
F(

Das heilit, der (moglicherweise ungenau bestimmte) Tefpnfallt durch die Subtraktion
der Gleichungen 3.35 und 3.34 weg und kann so nicht, durclensames Rauschen, akku-
mulieren, wie es in der 'frihen’ D-CPSCF Gleichung (Gleich@m8R) noch moglich war.

3.2 Dichtematrix-basierte Laplace-transformierte
CPSCF-Theorie (DL-CPSCF)

An dieser Stelle sei noch einmal Gleichung 3.34 betrachtet:
FP},S — SP}F + G,,[P*] = —F{)) + S PF . (3.38)

Nutzt man die Subraumprojektionen vB¥i, wie sie mit Gleichung 3.17 eingefiihrt worden
sind, so erhalt man:

FP2,S — SP% F + G,,[P%, + P% ] = —F® 4+ 8 PF + G,,[PS°P] (3.39)

VT ' vV
A1z Acx b*
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Dies ist die Dichtematrix-basierte Darstellung der allggmen CPSCF Gleichungen. Die
MO-basierte Darstellung (Gleichung 3.27) lasst sich uxewendung von Gleichung 3.24
und Gleichung 3.25 in eine analoge Struktur zur Dichtemddasierten Darstellung tUber-
fuhren:

(60 — €)U" + Gui[P%, + P2 | = —FD 4 S%¢; + Goi[PS"P] | (3.40)
AT$ A;,x l;;

Prinzipiell kann Gleichung 3.39 analog zu Gleichung 3.4®Bsgfewerden (die Loésung
des MO-Falls wurde bereits diskutiert). Zuerst wirghA= v* geldst und damit ein "Update’
far P* generiert, mit dem man einen neueprATerm aufstellen und daradg = b* — A,x
berechnen kann, um dann erneutzA= b* zu lésen. Dies wird solange wiederholt, bis
Selbstkonsistenz erreicht ist. Im folgenden wird dabeildisung der Gleichung & = b*
als 'Level-1’ bezeichnet, die ibergeordnete Berechnungvea b* — A,z wird als 'Level-2’
Schritt bezeichnet.

Wahrend man im Dichtematrix-basierten Fall (Gleichung BK&ne AO-MO Transfor-
mationen benotigt und dadurch im Gegensatz zum MO-Fallmtentiell linear-skalierende
Methode hat, bietet letzterer den Vorteil, dass man dasel-&vGleichungssystem direkt
losen kann, da man die Inverse von @4;! = (¢, — ¢;)') bequem bestimmen kann. Im
Dichtematrix-basierten Fall dagegen ist die Inverse voimAA ;= = FP? S — SP? F nicht
direkt zu bestimmen und man muss ublicherweise auf iteratarfahren wie z.B. das 'con-
jugate gradient’ Verfahren (siehe Abschnitt 3.2.1) zugiekfen.

Mochte man trotzdem vom nicht-iterativen Verfahren zururigs von Ax = b pro-
fitieren, wie es die MO-Formulierung ermoéglicht, aber dgheieitig die rein Dichtematrix-
basierte Darstellung der CPSCF-Gleichungen nicht aufget@@m man sich eines einfa-
chen Tricks bedienen, der ahnlich in der AO-MP2 Theorie [8jwendet wird und hier
das erste Mal im Zusammenhang mit der CPSCF-Theorie verwevitit der Laplace-
Transformation.

Zu diesem Zweck wird Gleichung 3.40 wie folgt umgeformt:

Uz = (—70 + St + GulPS™P) = GulP5, + P3,) ) (e — )

= Bii(ea - 62’)_1 )

(3.41)

Aus Gleichung 3.14 wird deutlich, dass die MO-Darstellung l?vgz sich allgemein aus der
AO-Darstellung vorby;, entwickeln lasst, so dass wir erhalten:

Uz, =C5b% Chileg — )", (3.42)

pa ™ py vt

wobei die AO-Darstellung voﬁfw - in vollstandiger Ubereinstimmung mit Gleichung 3.39
- gegeben ist durch:

br, = —F() + (S"PF),, + G, [PS°P] — G, [PZ, + P2 (3.43)
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Nutzt man zudem Gleichungen 3.20, 3.42 und 3.43, so erhaitaimen direkten Ausdruck
des virtuell-besetzten Teils der gestorten Dichtematrikbhangigkeit vorby,, :

T occ virt T V%
(PUO)U)\ = Zz Za‘ CUaU 'CM (344)
= 3 0 CoaCriabl, CuiCilea — &)™
Konnte man nun die Summation tber den virtuellen und diggeiiber den besetzten Raum
voneinander entkoppeln, so wiirde man alle MO-Grof3en imiNenh und unabhangig von
der eigentlichen Bildung voR?, zusammenfassen konnen.

Durch den Energlenenn(aera —¢;) ist eine Entkopplung jedoch nicht ohne weiteres mog-
lich. Die Laplace-Transformation allerdings erlaubt és, O-Gré3en im Nenner vonein-
ander zu entkoppeln. Dies wurde urspringlich fur die Berengrder AO-MP2 Energie [8]
von Haser und AlmI6f vorgeschlagen [49].

Ausgehend von der Darstellung vérdurch eine numerische Approximation

é _ / —xtdt Z wye —zte

wird es mdglich, den Energienenner zu faktorisieren. Delddnnen wir Gleichung 3.44
unter Verwendung der Laplace-Transformation schreibgn al

(P2 )on = iy i (07 a0t Gl )b, (0 CuaetinC5,) ), (3.45)

wobei die Summation tber die MO-Indices nun entkoppeliNstzt man die Definition von
besetzten und virtuellen Pseudodichten (siehe z.B. Refséijz

virt

8, =Y Coge ' Ch, (3.46)

occ

o= Clei'=Cy; | (3.47)

so kann man die gestorte Dichtematrix direkt und in reinerBeé3is formulieren:

(Plo)or = 0cs wa( o.br, O‘) (3.48)

Desweiteren ist es moglich, die besetzten und virtuellesu@smatrizen tber ein Matrix-
Exponential ebenfalls direkt aus AO-Gréf3en zu gewinneewen Surjan [51] gezeigt wurde
und in Abschnitt 3.2.1 diskutiert wird.

Mit Hilfe der Laplacetransformation wurde also ein Weg gefen, die CPSCF-Glei-
chungen Dichtematrix-basiert zu I6sen, wobei der entsietmeie Vorteil der MO-Darstellung,
die nicht-iterative LOsung de&; x-Terms, in die AO-Darstellung tbernommen werden konn-
te. Dies bedeutet, dass um ein Vielfaches weniger Matritipiillationen zur Lésung der
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entsprechenden Gleichungen bendtigt werden als in dertumglichen Dichtematrix-basier-
ten Formulierung. Zugleich erlaubt die rein Dichtematiasierte Formulierung, die CPSCF-
Gleichungen ohne Transformation in die MO-Darstellungimeh. Daher skaliert die Dichte-
matrix-basierte Formulierung fur eine Stérumdinear, statt kubisch wie die konventio-
nelle MO-basierte Formulierung. Insofern kombiniert dierhvorgestellte Dichtematrix-
basierte Laplace-transformierte CPSCF-Theorie (DL-CPSC&)eadveiligen Vorteile der
MO-CPSCF und der D-CPSCF Methode in einer einzigen Methode.

Weiterhin bietet die DL-CPSCF Methode prinzipiell die Moghkeit, mit der D-CPSCF
Methode kombiniert zu werden: sollte die numerische LosdeglLaplace-Transformation
nicht genidigend genaue Ergebnisse erzielen (was bishdrbeobachtet werden konnte),
so kann man im Anschlul? an das DL-CPSCF Verfahren die D-CPSCFobietimwenden,
um aufbauend auf der Losung des DL-CPSCF Verfahrens innenadlger Iterationen eine
noch genauere response’ Dichte zu bestimmen.

Anzahl an Matrixmultiplikationen

Es soll nun die Zahl der Matrixmultiplikationen untersuetdrden, die beim Lésen der
CPSCF-Gleichungen fiir "Level-1’ (A& = b) in den drei vorgestellten Methoden (MO-
CPSCF, D-CPSCF und DL-CPSCF) benétigt werden.

Innerhalb von MO-CPSCF muss zunéachst die AO-Darstellung vanildie MO-Dar-
stellung transformiert werden, ubrzu erstellen. Dies erfolgt folgendermaRen:

AQQL‘ Z CT A2X uz )

und entspricht zwei Matrixmultiplikationen mit der niclakalen MO-Koeffizientenmatrix
C'. Danach wird durch Lésen der CPSCF-Gleichiify erhalten, indem durch eine Diffe-
renz aus Orbitalenergien geteilt wird:

(b B AQI)ai

(€a — €i)

xr
Uai_

Daraus wird, wiederum durch zweimalige Transformationaeit MO-Koeffizientenmatrix
die response’ Dichtematrix erhalten:

P >W=ZC UL Gl

Insgesamt bedarf es also vier Matrixmultiplikationen (8térungz) mit der (nicht-lokalen)
MO-KoeffizientenmatrixC zum Lésen von 'Level-1' in MO-CPSCF.

Im Fall von D-CPSCF muss ’'Level-1’, das Gleichungssystem A b = b — Aoz,
iterativ gelost werden. Zum Aufstellen der MatrixAbedarf es im Falle von symmetri-
schen oder schiefsymmetrischen Matrizen (wie flr sta¢iseblarisierbarkeiten oder NMR-
Verschiebungen) zwei Matrixmultiplikationen; im Fall vonsymmetrischen Matrizen (wie
fur dynamische Polarisierbarkeiten) bedarf es dagegdmddatrixmultiplikationen. Nach
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dem Aufstellen der temporaren Matrix; A wird das 'conjugate gradient’ Verfahren (sie-
he Abschnitt 3.2.1) eingesetzt, um ein neues tempofafeau bestimmen. Dieses bendtigt
weitere vier Matrixmultiplikationen. Mit dem neu bestimentP* kann wiederum ein neues
A x aufgestellt werden kann. Dies wird iterativ solange wibdé#r bisP* fir die aktuelle
rechte Seitd?® konvergiert ist. Fiir gewdhnlich bendtigt man dafir ca. 3044 Iterationen
bis zur vollen Konvergenz, haufig reichen aber 10-15 'coajagyradient’ Iterationen zur
Bestimmung vorP* aus, um damit einen brauchbaren 'guess’ fir ‘Level-2’ z.akem.

Nehmen wir also den ginstigsten Fall an, dass sich unserengtin einer symmetri-
schen oder schiefsymmetrischen Matrix darstellen lasstdass beispielsweise zehn 'con-
jugate gradient’ Iterationen eine ausreichende Genaitigkeeugen wirden, dann brauchte
man zum Ldsen von 'Level-1' zehn ’conjugate gradient’ Itema mit jeweils sechs (zwei
zur Erstellung vom 1 x und vier 'conjugate gradient’ Matrixmultiplikatioen),3gesamt al-
S0 10x(2+4)=60 Matrixmultiplikationen pro Stérung

Als ungunstigster Fall sei der Fall betrachtet, fir den dagjugate gradient’ Verfahren
auskonvergiert werden muss (bei Wegfall des:Aerms, wie z.B. bei Verwendung reiner
Dichtefunktionale, z.B. BP86(VWN), zur Berechnung des NMR-Aligotensors). In die-
sem Fall benotigte man fir das 'conjugate gradient’ Vedahn 'Level-1’ etwa 35 Iteratio-
nen. Fur eine zusatzlich unsymmetrische Stérmatrix br@uctan allein zur Erstellung der
A x-Matrix sechs Matrixmultiplikationen. Fur die Loésung vdrevel-1’ waren in diesem
ungunstigen Fall also 35*(6+4)=350 Matrixmultiplikatem pro Stérung. notig.

Diese etwa 60 bzw. 350 Matrixmultiplikationen der D-CPSCF Iwele stehen gegen
vier (bzw. sechs fir unsymmetrische Matrizen) Matrixnplikiationen der MO-CPSCF Me-
thode. Der entscheidende Vorteil der D-CPSCF Methode istjediass aufgrund der AO-
Formulierung die Matrixmultiplikationen bei Verwendungrveffizienten 'sparse’ Algebra-
Routinen linear statt kubisch skalieren (siehe Abschn#t3}. In MO-CPSCF dagegen ska-
lieren die vorgestellten Transformationen stets kubisaifgrund der dichten Besetzung
der MO-Koeffizientenmatrix. Der 'cross-over’ der D-CPSCF Nete gegeniber der MO-
CPSCF Methode tritt aufgrund der deutlich hoheren Anzahl atridaultiplikationen im
D-CPSCF Verfahren jedoch erst bei relativ grol3en Systemen auf

Mit der neu entwickelten DL-CPSCF Methode [17] kann die 'resg® Dichte in 'Level-

1’ direkt berechnet werden:

(szio)lw = Z Woy Z Qz)\<b - A2X))\U’Egl/
Ao

«

Mit 5 bis 7 Laplace-Stutzstellea erhalt man eine Genauigkeit, die in etwa der des kon-
vergierten 'conjugate gradient’ Verfahrens entsprichirdh die Multiplikation mit der vir-
tuellen und der besetzten Pseudodickd€,und P, fir jeden Stitzpunkt benétigt man
zur Losung von 'Level-1' 2x5=10 bzw. 2x7=14 Matrixmultikéitionen fur funf bzw. sie-
ben Stutzstellen (bzw. doppelt soviele im Fall von unsyniseten response’ Dichten).
Verglichen mit der D-CPSCF Methode bedeutet dies eine daetliReduktion an Matrix-
multiplikationen (bis zu 20x weniger), gegentber der MO-CF3/ethode nur eine gering-
fugig gréRere Zahl an Matrixmultiplikationen (etwa 3x-5xhm). Der bedeutende Vortell
allerdings ist, dass es sich um eine reine AO-basierte Elansyg handelt und daher alle
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auftretenden Matrizen potentiell sparlich besetzt sindl sm wie bei D-CPSCF, die 'sparse
algebra’ Routinen ein lineares Skalenverhalten der Maulkplikation erlauben.

In Tabelle 3.1 sind die Anzahl an Matrixmultiplikationerr €inige Beispielsysteme so-
wie tatséchlich beobachtete Geschwindigkeitszuwachegesdiellt. Dabei handelt es sich
um die Berechnung der response’ Matrix zu NMR-Verschiebuarfgie Amyloseketten mit
Hartree-Fock bzw. DFT (ungekoppelt) sowie zur Berechnung'résponse’-Induktions-
Wechselwirkungsenergie zweier Celluloseketten. Der al&dschwindigkeitszuwachs aus
dem reinen Vergleich der Anzahl an Matrixmultiplikationsird zu 70 %—-90 % durch Ver-
gleich der tatsachlichen Rechenzeiten erfillt. Ein zusditel Mehraufwand entsteht inner-
halb der DL-CPSCF Methode dadurch, dass die Pseudomatriz@algy aufgestellt werden
muissen, was mit linearem Skalenaufwand geschehen kanntratmlem nicht vernach-
lassigbar fur die Gesamtrechenzeit ist. Fir die vorgest8APT Rechnung zur Bestim-
mung der Induktionswechselwirkung nimmt dies etwa 6 % biwdie vorgestellte NMR-
Rechnung etwa 10 % der gesamten CPSCF-Rechenzeit ein. Pdinziipteder Einfluss
dieses (einmalig zu leistenden) Mehraufwands umso gariagsfallen, je mehr 'Level-2’
Iterationen auftreten und je mehr Stérungen berechnetememilissen, da fur alle Stérun-
gen die gleichen Pseudodichten verwendet werden konnen-dlge der Berechnung der
Pseudodichten fallt der Vegleich der gesamten 'Level-1'Heeeeit plus der Erstellung der
Pseudomatrizen (beobachtet+Pseudo) fur die in Tabelld&rachteten Systeme so aus,
dass der Beschleunigungsfaktor bei ungefahr finf gegerddrdd-CPSCF Methode liegt.
Fur die DL-CPSCF Rechnungen, die in Tabelle 3.1 dargestetl; simrden funf Laplace-
punkte verwendet, wobei fir die betrachteten Systeme ddeFkeiner als 0.1 ppm fir die
NMR-Verschiebungen bzw. kleiner als 0.01 kcal/mol fur dieFFAnduktionsenergie ist.
Die Berechnung der SAPT-response’-Induktionsdichte kogiert fir D-CPSCF in sieben
'Level-2’ Iterationen, fur DL-CPSCF sind es nur funf. In D-CPS@E&rden zehn 'conjugate
gradient’ Iterationen durchgefihrt, mit jeweils zehn Ntatrultiplikationen (... kbnnte auf-
grund der Symmetrie weiter von zehn auf sechs reduziertemrdnsgesamt werden fir
D-CPSCF also 7x10x10 = 700 Matrixmultiplikationen bendétigiwartet), fir DL-CPSCF
dagegen 5x5x2 = 50. Im Fall der Berechnung der gekoppelten Midsthirmtensoren kon-
vergiert D-CPSCF in 15 'Level-2’ Iterationen, dagegen DL-CPQCE2 'Level-2’ Iteratio-
nen. (Wurde man das 'conjugate gradient’ Verfahren in D-CPS#llBténdig konvergieren,
so wéare die Anzahl an 'Level-2’ Iterationen fiir D-CPSCF und OBSCF gleich.) In D-
CPSCF werden fur alle drei StérungeBi*( BY, B*) zehn 'conjugate gradient’ Iterationen
durchgefuhrt mit jeweils sechs Matrixmultiplikationensgesamt werden ftir D-CPSCF also
3x15x10x6 = 2700 Matrixmultiplikationen bendtigt, fir DEPSCF sind es 3x12x5x2 = 360.
Im Fall der Berechnung der ungekoppelten DFT NMR-Abschirswean schliel3lich muss
fur D-CPSCF das 'conjugate gradient’ Verfahren voll konvergiverden und bendtigt dafir
37 Iterationen pro Storung. Insgesamt bedarf es daher IxbBx3 666 Multiplikationen fur
D-CPSCEF, fur DL-CPSCF dagegen 3x1x5x2 = 30 Multiplikationeak(siTabelle 3.1).
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Tabelle 3.1Anzahl aller Matrixmultiplikationen in ’Level-1’ (siehe€kt) zum Lésen vor 1 x = b? fir D-

und DL-CPSCF. Berechnete Gréf3en sind die SAPT Induktiergéry gekoppelte HF NMR-Abschirmtensoren
sowie ungekoppelte DFT NMR-Abschirmtensoren. Der Gesetligkeitszuwachs, abgeschatzt aus der Anzahl
der Matrixmultiplikationen (erwartet), der tatsachlichdbachtete Geschwindigkeitszuwachs (beobachtet), so-
wie der beobachtete Geschwindigkeitszuwachs einscldie@ker Zeiten zum Erstellen der Pseudomatrizen
etc. (beobachtet+Pseudo) sind dargestellt. Fir DL-CPS@Hem flinf Laplace-Stiutzstellen verwendet. SAPT
‘response’-Induktionsenergie fir zwei wechselwirkenddl@ose Ketten mit 12 Glucoseeinheiten pro Strang
auf Hartree-Fock Niveau mit Basissatz 6-31G* (experimiébestimmte Struktur [52]). Berechnung der ge-
koppelten HF NMR-Abschirmtensoren fir Amylose mit 16 Glseeinheiten auf Hartree-Fock Niveau mit
Basissatz 6-31G** (Referenz [28]). Ungekoppelte NMR-Atismitensoren fir Amylose mit 16 Glucoseein-
heiten auf DFT-Niveau (BP86(VWN)) mit Basissatz 6-31G**.

Methode System # an Mult. Zuwachs
D DL | erwartet| beobachtef beobachet+Pseudo
SAPT Cell.[2x12] | 700 50 14 13.0 5.2
NMR (gekoppelt) | a-D-Glucg | 2700 360 7.5 5.8 5.3
NMR (ungekoppelt)| a-D-Gluc;g | 666 30 22.2 16.5 4.9

In Abbildung 3.1 sind die Rechenzeiten fir die Lésung des Achritts in D-CPSCF
(‘conjugate gradient’) und DL-CPSCF (Laplace-Transformatiam Beispiel der Amylose-
ketten dargestellt. Die Rechenzeiten unterscheiden siamelnn als eine Gré3enordnung im
Vergleich von D-CPSCF zu DL-CPSCF. Da zur Anwendung der Laplaaasformation in
DL-CPSCF die Bildung der Pseudodichten vorausgesetzt wind, isi Abbildung 3.1 zu-
satzlich die Zeiten zur Erstellung der Pseudomatrizen darixexponentiale angegeben,
welche fur dieses Beispiel ungefahr doppelt so grol3 sind w@eZditen zur Losung des
Az Schritts selbst. In diesem Beispiel der Bestimmung des umpgekten Abschirmten-
sors wird das GleichungssystemsA= b flr jede der drei StérungenB{, BY, B*) nur
einmal geldst, weshalb hier die Bestimmung der Pseudoreatkierhaltnismalig stark ins
Gewicht fallt. Im gekoppelten Fall dagegen muss das Gleighsystem A = b* mehrfach
fur jede Storung bestimmt werden, da die rechte Segititerativ bestimmt wird. Da man
in diesem Fall die einmalig bestimmten Pseudodichten immieder verwenden kann, fallt
ihre Bestimmung dann weniger ins Gewicht, so dass fur deni®eésdigkeitsvorteil vor
allem die Effizienz der Laplace-Transformation gegenuleen tconjugate gradient’ Verfah-
ren dominierend wird. Dies gilt gleichermalf3en fur den Fldks man mehrere Stérungen auf
einmal berechnen muss, wie z.B. bei der Berechnung von Schngsfrequenzen (mtvV
Stérungen).

Die gestrichelten Linien in Abbildung 3.1 stellen schlieBlden Effekt der Laplace-
Transformation auf die gesamte CPSCF Rechenzeit dar, die8ié&LFCPSCF gegentber
D-CPSCF ungefahr halbiert.
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Vergleich des Alx-Schritts in linear-skalierendem CP
DL-CPSCF vs. D-CPSCF (GIAO/BP86(VWN)/6-31G**)

w w * w * * * w
&—© Alx: 'conjugate gradient’ (D-CPSCF) /0
[3—£1 Alx: Laplace-Transformation (DL-CPSCF) T

Pseudodichten (MatExp) -

&-< D-CPSCF (gesamt) »
10000~ -1 DL-CPSCF (gesamt) |

12500

T

7500

Rechenzeit (sec.)

5000

2500

6
Anzahl an Glucoseeinheiten in Amylosekette

Abbildung 3.1:Rechenzeiten zum Lésen desaASchritts mit D-CPSCF und DL-CPSCF fiir Amylo-
se mit 4, 8, 16 und 32 Glucoseeinheiten zur Berechnung vorekappelten NMR-Verschiebungen mit
GIAO/BP86(VWN)/6-31G**. Fir DL-CPSCF wurden sieben LaptaReunkte verwendet. Zusétzlich sind die
gesamten Rechenzeiten fir D-CPSCF und DL-CPSCF, sowiediienzzum Berechnen der Pseudomatrizen
Uber das Matrixexponential dargestellt.

3.2.1 Aspekte der Implementierung

Matrix-Exponential

Die besetzten und virtuellen Pseudodichten lassen sicifolgé aus AO-GroRRen darstel-
len [51]:

virt

5= D Coae ™ C, = (7F Q) (3.49)

occ

o =Y CueeCy, = (e°FFP),, . (3.50)

Hierbei ist das Matrixexponential analog zur Exponentiakition definiert [50]:
oY Al
k!
k=0
Betrachtet man die AO-Darstellung v, so kann man diese wie folgt entwickeln:

Zﬁt(’i (PF)" | P
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Nutzt man ferner die Definition der Dichtematrix, so erhaim

Eﬁu = Zk 0 ki 2 (ZOCC C ‘C*z‘Fa/\)k Z?CC C/\jC;j
= 20 mte (27 CuierC) (3.51)
= 2207 O (200 mthel) o
=227 Cuie=Cy,;

Ganz analog lasst sich zeigen, dass die virtuelle Pseudediatrix entsprechend darstellbar
ist. Die Berechnung des Matrixexponentials erfolgt miteaier Rekursionsformel [50]:

ARPILISED N

k=0 k=0
wobei A® = 1 und A® = LAFDA. Man bricht die Rekursionsreihe ab, sobald die
Norm des néchsten Rekursionseleme®é8 kleiner als ein vorgegebener Schwellenwert
(ﬁE:chek) ist.

Um eine schnelle Konvergenz des Matrixexponentials zu geeiaten (typischerweise
5-8 Rekursionsschritte), ist es erforderlich, dass die NdesExponenteA kleiner als ein
bestimmter Schwellenwert/{,.r.,) ist. Um dies zu gewahrleisten, wirtd zuerst durch
wiederholte Teilung (durch den Faktor zwei) skaliert, bis gewinschte Norm erreicht ist,
dann wird das Matrixexponential der skalierten Matrix lotreet. Im Anschluss wird durch
wiederholtes Quadrieren des Exponentials die gewinsatiti@ezrhalten:

eA _ <€A/2n>2n

Conjugate-gradient Verfahren

Zur Losung der urspringlichen D-CPSCF Gleichungen muss dashiiBhgssystem:
FP® S — SP” F = b®

(bzw. analoge Darstellungen) fB¥ iterativ gelost werden. Setzt man= PZ_undb = b?,
so kann man das Problem allgemeiner formulieren:

Ax=Db,

wobei A die Rechenvorschrift angewandt aubeschreibt. Zur Losung dieses Gleichungs-
systems, wobei die explizite Bestimmung der InverserAzumgangen wird, bietet sich
das Verfahren der konjugierten Gradienten (‘conjugateligrd’) an [47]. Hierbei wird das
Gleichungssystem x = b iterativ geldst, indem das Minimum der Hilfsfunktion

1

5(1’, Ailr)

bestimmt wird, wober das Residuum = Ax — b darstellt.

fz) =
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Bei der Anwendung des ’conjugate gradient’ Verfahrens zuttiBesung vonP?” ist
auf die korrekte Verwendung des Tensorformalismus [53]chtem: wahrend die Residu-
umsmatrix (analog zur Fockmatrix und anderen Integraizet) kovariant ist, ist die 'rep-
sonse’ Dichte eine kontravariante Gro3e. Da die 'respddsxite innerhalb des 'conjugate
gradient’ Verfahrens aber aus der Residuumsmatrix hertagrgauss die Residuumsmatrix
vom kovarianten in den kontravarianten Raum transformiercen, bevor sie zur 'respon-
se’ Dichte addiert wird. Diese Transformation bedeutetizziche Matrixmultiplikationen
innerhalb der D-CPSCF Methode, wahrend innerhalb der DL-CPS&thdde durch Mul-
tiplikation der (kovarianten) rechten Seite mit den betegtbzw. virtuellen Pseudodichten
direkt die kontravariante response’ Dichte erhalten wird

3.2.2 DL-TDSCF

Neben statischen Eigenschaften, die mit Hilfe der koneaetien CPSCF Gleichungen be-
stimmt werden kdnnen, existieren eine Reihe von wichtigemadyschen Eigenschaften,
die aufgrund ihrer Zeit- bzw. Frequenzabhangigkeit nichttHilfe von CPSCF bestimmt
werden konnen. Dazu zéhlen dynamische, frequenzabhaRgigeisierbarkeiten und Hy-
perpolarisierbarkeiten. Letztere kbnnen bedeutendd-hiddare optische Phdnomene wie
'Second Harmonic Generation’ (SHG) [54] beschreiben.

Im folgenden soll am Beispiel der Berechnung dynamischerriBm@ebarkeiten gezeigt
werden, dass sich die Ideen der Laplace-gestutzten Dicltiterbasierten CPSCF Metho-
de (DL-CPSCF) auch fiur zeitabhangige Phadnomene im Rahmen deCH{rheorie [55]
anwenden lassen, und so zur sogenannten DL-TDSCF Methodfiih

Der Energieausdruck eines molekularen Systems, welchreb din elektrisches Feld
gestort wird, enthalt in erster Ordnung der Stérentwicglulas Dipolmoment, in zweiter
Ordnung die Polarisierbarkeit, in dritter Ordnung die Hyqmarisierbarkeiten usw. [56]:

1 1
E(€) = E° — pu,&* — gaabé’“é’b - gﬁabceaebsc -

Das absolute Dipolmoment, des Systems ergibt sich entsprechend durch Ableitung der
Energie nach dem elektrischen Feld:

_ E©)
Pa= e

Nach dem Hellmann-Feynman Theorem kann das absolute Dypoémt quantenmecha-
nisch als

1
= — g — A’ — aﬁabcgbgc — .. (3.52)

H
Pa = <\yy%\\p> (3.53)

beschrieben werden. Der Hamiltonoperator lasst sich stftheoretisch in einen ungestor-
ten Anteil H° und einen Storanteil’, der die Wechselwirkung mit dem elektrischen Feld
beschreibt, aufteilen:

H=H"+V. (3.54)
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Hierbei ist der Stéroperator:

mit dem Dipolmomentoperator:

verknipft, so dass die Ableitung des gesamten Hamiltoradpes nache® den Dipolmo-
mentoperator ergibt:

oH

aga - Ma
Der Erwartungswert des absoluten Dipolmoments lasst sich sleichung 3.53 formulie-
ren als:

Pa = T?“[haP] (355)

wobei P die Dichtematrix (zur exakten Wellenfunktio@ >) ist undh® die Matrixrepra-
sentation des Dipolmomentoperatgtsdarstellt. (Die Matrixdarstellung der Ableitung des
Hamiltonoperators nach dem elektrischen Fefdwird durch einen kleinen Buchstaben
symbolisiert, da es sich hierbei um eine Einelektronenméatindelt.) Nun wird auch die
DichtematrixP im gestorten elektrischen Feld um den nicht gestérten RaNiekelt:

1
P =P%+ P& + 5Pabsaé”’ +... (3.56)
Setzen wir diese Entwicklung in Gleichung (3.55) ein:

1
pa = Tr[h®P°] + Trh*P)E" + 5Tr[hapa’qg%b +...

so kénnen wir durch Koeffizientenvergleich mit Gleichund@ die physikalischen Grol3en
des statischen Dipolmoments, der Polarisierbarkeit unaeolarisierbarkeiten identifizie-
ren:

ta = —Trh*PY
g = —Tr[hP? (3.57)
Bape = —Trh*P"]

Zur Bestimmung der Polarisierbarkeit;, wird die 'response’ Matrix erster Ordnurig®
bendtigt. Diese ist Losung der zeitabhangigen gekoppé&kteponse’ Gleichung (TDSCF).
Ausgehend von der zeitabhangigen Schrodingergleichung:

ot

ist es Frenkel's Variationsprinzip [55], welches die Bestiongsgleichung der optimalen
MO-Koeffizienten darstellt:

(F[O+V—i2) T >=0

- 0
FC — SCe = ZESC

? (3.58)
Fai - ZCZCLSMVE vi
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Dieses Prinzip kann als Erweiterung des Brillouin-Theor§B$ flr zeitabhangige Proble-
me aufgefaldt werden. Entwickelt man nun die MO-Koeffizianteeinem elektrischen Feld
&, dass sich aus einem monochromatisch oszillierenden unasinestatischen elektrischen
Feld der FeldstarkE zusammensetz€(= E (et™“! + e~ 4 1)), so erhalt man [55]:

C =C"+ & + 5CEE +

, ' (3.59)
= C + [C(+w)E% ™! + C(—w)E% ™ + C*(0)E*] + ...
bzw. in der komplex konjugierten Entwicklung:
C* =C% + [C™(+w)E%e ™! + O (—w)E%e ™™ + C*(0)E] + . .. (3.60)

Damit gilt fir die Ableitung nach der Zeit:

i%(] = [~wC*(+w)E% ™ + wC*(—w)E"e ™| + E°E"[...] +

Stellen wir nun die gestdrten MO-Koeffizienten erneut in Basis der ungestérten Koeffi-
zienten dar:
Ca(+w) Z Clum U, (

so kdnnen wir die rechte Seite von Glelchung 3.58 formutietis:

. 0
ZCW W

Die linke Seite von Gleichung 3.58 lasst sich analog entelitkso dass wir erhalten:

=C; = —wU% (+w)E% ™™ + 0U% (—w)E% ™ + E°E’[...]+... (3.61)

F. = F° 4 [F% (4w)E% ™ + F¢(—w)E% “! + F,(0)E?] + E°E’[...] +

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir schlief3lich @@SCF-Gleichungen zur Bestim-
mung vonU?,(+w) undU%,(—w):

Fi (+w) = —wUg,(+w)
Fi (—w) = +wUg(-w)

(3.62)

Wie bereits fur die CPSCF-Theorie gezeigt (siehe Gleichubg)3ind unter Beriicksichti-
gung der Unabhangigkeit der Basis von der Storung durch eéksristhe Feld, kann man
F?.(4+w) auch wie folgt formulieren:

Fo(+w) = U%L(+w)(e, — &) + Fo(+w)
= UYL (+w) (e — &) + Gai[PU(+w)] + F (3.63)
= —wUg(+w)
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Nutzen wir ferner Gleichung 3.61 sowie die Frenkel-Bezieghumd identifiziereﬂ-‘é?) = h%,
als die Dipolmomentmatrix, so erhalten wir:

U (+w) (6 — ) + WU (+w) + Gus[P*(+0)] + 1Y =0 (3.64)

Bevor die rechte Seite in der AO-Basis entwickelt wird, umtletiz die AO-basierten DL-
TDSCF Gleichungen zu erhalten, soll zunachst die 'respolsgfix P*(+w) néher un-
tersucht werden. AuP,, = >, C,;C;; und den Entwicklungen der MO-Koeffizienten in
Gleichungen 3.59 und 3.60 folgt fur die Darstellung derpaasse’ Dichte:

Pl (+w) = Y Co(+w)Cy; + CuCli (—w) (3.65)

Die response’ Dichte zur Frequerzv hangt also von der L6sung der response’ Gleichun-
gen sowohl firHw als auch fur-w ab:

a a * a * T
P;w(—H‘U) = Zz Cm<+w)czzi + (Cm<_w>c;n)
= P, (+w) + Pil(-w)

(3.66)

Ausgehend von der MO-basierten TDSCF Gleichung (siehe Rleig 3.64) kbnnen wir

eine Darstellung gewinnen, die pradestiniert fur die Angiery der Laplacetransformation
ist. Dazu Ubertragen wir nicht nur den Dipolmomenttehﬁ)o und den Zweielektronenterm
(Gui[P*(4+w)]) wahrend der iterativen Losung auf die rechte Seite descleigssystems,

sondern auch den asymmetrischen Terbi’;(+w), und erhalten nach Division durch die
Differenz der Orbitalenergien:

Ul () = (~wUs(+w) = GulP* (+w)] = A3 ) (e0 — )"

Damit hat unser Gleichungssystem die gleiche Struktur veieder Herleitung der DL-
CPSCF Gleichungen. Es muss also nur noch die rechte Seite vavi@darstellung in
die AO-Darstellung tberfihrt und mit den Pseudomatrizeftipliziert werden, um die re-
sponse’ Matrix zu erhalten:

P (tw) = Z wa Q) [FwSP? (+w)S — G [P%(+w)] — h?]| P (3.67)
a=1

Aufgrund der Asymmetrie der response’ Matrix missen die TIRSCF Gleichungen so-
wohl fur P¢ (4+w) als auch furP{, (—w) geldst werden. Der aufwendigste Schritt bei der
Ldsung der response’ Gleichungen, die Kontraktion desgnse’ Matrix mit den Zwei-
elektronenintegralen, muss jedoch pro Iteration nur eimimachgefiihrt werden, da folgende
Beziehung gilt:

G[P*(4+w)] = GI[P*(~w)], (3.68)

so das$G[P*(+w)] fur beide Frequenzenw und —w nur einmal berechnet werden muss.
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Vergleich von TDSCF Methoden

MO-TDSCF, D-TDSCF vs. DL-TDSCF (HF/6-31G*)
8e+05 T T T T T T T

G—O MO-TDSCF

&— D-TDSCF

6e+05— 3—£1 DL-TDSCF —
3-£ DL-TDSCF (nur A2x-Term

4e+05— —

Gesamtrechenzeit TDSCF [s]

T
0
I

2e+05

Anzahl an Glucoseeinheiten in Amylosekette

Abbildung 3.2:Rechenzeiten fiir die Berechnung frequenzabhangigerisietarkeiten fir die Frequen-
zenw= 0.00, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04 au am Beispiel von AmylosekeftHF/6-31G*) mittels der Methoden
MO-TDSCF, D-TDSCF und DL-TDSCF. Die Integralkontraktionenerhalb der verwendeten MO-TDSCF
Methode skalieren linear. Fir D-TDSCF wurde ein 'sparselaig Schwellenwert vord = 10~7, fiir DL-
TDSCF vony = 10~* verwendet.

Mit Gleichungen 3.67 und 3.68 wurde eine Formulierung derTRSCF Gleichungen
vorgestellt, die das effiziente Losen der response’ Glaicfen erlaubt, z.B. zur Bestimmung
der Polarisierbarkeiten.

Da aber auch Terme dritter Ordnungen, wie z.B. Hyperpokbsirkeiten nach der Wig-
ner'schen 2n+1 Regel [57] auf response’ GroRen erster Qrglaurickgefuhrt werden kon-
nen, kann man die ’linear response’ Gleichungen auch zuirBestng von Grof3en dritter
Ordnung anwenden. Dies wurde fur die MO-basierten Gleighann Referenz [55] ge-
zeigt, fur eine Dichtematrix-basierte Formulierung siBa¢erenz [58]. Da sich diese 'linear-
response’ Gleichungen in ihrer Struktur nicht von den hishekutierten unterscheiden, ist
auch hier das Laplaceverfahren direkt anwendbar.

Auswertung

In Abbildung 3.2 sind die Gesamtrechenzeiten zur BestimnuamgPolarisierbarkeiten zu
den Frequenzen= 0.00, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04 au dargestellt. Verglicherdes das MO-
basierte Verfahren, das urspringliche Dichtematrixdyéessi(D-TDSCF) Verfahren [58] so-
wie das hier neu vorgestellte DL-TDSCF Verfahren. Fur das béSierte Verfahren werden
ebenso wie fur die Dichtematrix-basierten Verfahren lirgalierende Methoden zur In-
tegralkontraktion verwendet, so dass beim vorgestelltén\érfahren einzig die AO-MO
Transformation sowie die MO-AO Rucktransformation derp@sse’ Matrix kubisch ska-
lieren. Neben den drei durchgezogenen Graphen, die jedieil&esamtrechenzeit fir ver-
schiedene Amyloseketten darstellen, zeigt der gestieli@laph allein die Rechenzeit fur
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die Intergralkontraktion, also denA Schritt fir die DL-TDSCF Methode. Da dieser Schritt
in allen drei Methoden gleichermal3en auftritt und impletreghist, unterscheiden sich alle
drei Verfahren in diesem Schritt nur geringfiigig. Die Diffaz zur vollen Rechenzeit dage-
gen ist bestimmt vom A: Schritt, der L6ésung von 'Level-1’, der sich in allen drei Y&ren
unterscheidet. Wie aus Abbildung 3.2 ersichtlich wirddist Losung des £ Schritts bzgl.
der Rechenzeit im DL-TDSCF Verfahren verglichen mit dega Schritt fast vernachlassig-
bar klein. Fur die D-TDSCF Methode ist die Losung des Achritts zwar annahernd linear,
allerdings von gleicher Gro3enordnung wie die Integratkadtiion. Fir die MO-TDSCF
Methode beobachten wir, dass derASchritt bei zunehmender Molekulgrél3e immer domi-
nanter wird, aufgrund der notwendigen AO-MO Transfornmatidie, wie bereits diskutiert,
mit O(N?3) skaliert.

In Tabelle 3.2 wird die Anzahl an Matrixmultiplikationen fgelistet, die fur die oben
beschriebene Berechnung der frequenzabhangigen Palaaidieiten noétig ist. Zusatzlich
wird der tatsachliche beobachtete Geschwindigkeitsgewan DL-TDSCF gegentber D-
TDSCF angegeben. Dass hier der beobachtete Wert fur grofisteng deutlich Gber dem
geschatzen Wert liegt, beruht auf der Verwendung einedideditdheren Schwellenwerts
fur die 'sparse’ Matrixmultiplikationen fiir D-TDSCR)(= 10~7) als fur DL-TDSCF ¢ =
10~%), da ansonsten numerische Instabilitaiten auftraten. iDdigsen genaueren 'sparse’-
Schwellenwert setzt das lineare Skalenverhalten der kuatidiiplikationen fiir D-TDSCF
erst spater ein als fur die untersuchte DL-TDSCF Methode.

Tabelle 3.2Vergleich der Anzahl an Matrixmultipliaktionen fur D-TD$G/s. DL-TDSCF zum Berechnen
von funf frequenzabhangigen Polarisierbarkeiten. Nelmn theoretischen Zuwachs (erwartet) ist der reale
Geschwindigkeitsgewinn (beobachtet) angegeben, sowi&ewinn, wenn in die DL-TDSCF Zeit auch die
Berechnung der Pseudomatrizen (beobachtet+Pseudoheinge

System | # an Multiplikationen Zuwachs
D DL erwartet| beobachtet beobachtet+Pseudo
Amylose 4 | 8955 2520 3.6 3.5 1.5
Amylose 8 | 9150 2520 3.6 4.2 3.7
Amylose 16| 9975 2688 3.7 5.9 5.1
Amylose 32| 10560 2772 3.8 8.3 7.2

51



Kapitel 4

Magnetische Eigenschaften

Um magnetische Eigenschaften aus der elektronischentGtiugstimmen zu kdnnen, ist es
notwendig, den entsprechenden Hamilton-Operator auditeist der die Storung durch das
magnetische Feld adaquat beschreibt [59].

Der Hamiltonoperator in einem Magnetfeld unterscheideth 2um feldfreien Fall da-
durch, dass der urspriingliche Impulsopergto %V Ubergeht in den kinetischen Impuls-
operatorr [56]:

T=p+ EA(I‘)

wobei .
Ar) = §B X T 4.1)

das Vektorpotential darstellt, welches das statische Miglia B charakterisiert.
Da flr ein statisches Magnetfeld die Coulomb-gauge Bedingung

VA=0

erfillt ist, kann der Hamiltonoperator wie folgt formulieverden:

A (2 i)+ (Sa pr - a2 4.2)
—\2m me - P ome ’ '
wobei der erste Teil dem Magnetfeld-freien Hamiltonoparéaf, entspricht. Setzt man Glei-
chung 4.1 in den Ausdruck des Hamiltonoperators ein, sdterfan:
ieh e?

ﬁ:ﬁo—%B(rXV)—i—

[(B-B)(r-r)—(B-1)B-r) (4.3)

8mc?

Fur die Ableitungen nach dem aufReren magnetischen Felat sigh:

oh ieh

aBa = —%(I’ X V)a (44)
9%h B e?

OB,0Bs  4mc?

[(r-1)0ns — rarg] (4.5)
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Um nun auch die Ableitungen nach dem kernmagnetischen Mbmerberlcksichtigen
zu kénnen, mussen wir das bisher verwendete Vektorpoténtdches ausschliel3lich das
auRRere Feld beschrieben hat) erweitern um den Anteil zutrBeibting des kermagnetischen
Momentsm,; flr den Kerny:

m; X (r — R;y)
= Ry[?

1 1
Ar)==-Bxr — A(r)zinr—k

: (4.6)

Als Ableitungen nach dem kernmagnetischen Momaentergeben sich die folgenden Be-
ziehungen:

Oh ieh ((r —Ry) x V),
= — 4.7
OMijq, 2me  |r —Ry[3 (4.7)
0h ¢ [(r-(r—Ry))dag — ra(r — Ryj)g] (4.8)
0B,0mjz  2mc? Ir — R;[3 '

Uber diese Ableitungen sind prinzipiell molekulare Eigelreften wie NMR-Verschiebungs-
tensoren und Suszeptibilitaten zugéanglich, wie spatéudest wird.

Zur Bestimmung von Spin-Spin-Kopplungskonstanten ist eurggtzliche Erganzung des
Hamiltonoperators notwendig, die den Elektronenspin desightigt (dieser Beitrag ver-
schwindet bei der Berechnung von Suszeptibilitditen undctebungstensoren fir Mole-
kile im Singulettzustand). Aus dem magnetischen Hamifpenator (Gleichung 4.2) wird
der (nicht-relativistische) Spin-enthaltende Hamiltpetor [60]:

H — H+ﬁB-s (4.9)
2m
Ausgehend von diesem Hamiltonoperator ist es nun mdogliké,veesentlichen magne-
tischen Eigenschaften, also NMR-Verschiebungen, Spin-Bppplungskonstanten sowie
Suszeptibilitaten herzuleiten.

Diese magnetischen Eigenschaften entsprechen allesameideweiter Ordnung bei
Entwicklung der Energie in den Grol3en des &uf3eren maghetigeelds B) und des kern-
magnetischen Moments; um deren jeweilige feldfreie GréRen [S6]:

_ 10 OF : OB
E(m;,B) =E"+ P Mjo + 55 B,
mja=0 Bo=0
1_ 0%E
T2 Fmja0m; 5 MjaMjs
| Imja=m;s=0
1_0°E (4.10)
+a dB.0Bj BaBgs
Ba=Bs=0
1 9°E )
+§8m]’(,835 m]OCBﬁ
mjo=Bg=0
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4.0.3 Suszeptibilitdten

Das magnetische Moment eines Molekils ist definiert als dikeifung der Energie nach
dem Magnetfeld3. Damit ist das permanente magnetische Momépy,,, = 3E . Das in-

duzierte magnetische Moment in erster Ordnunglit,; = 21, 05?253 B, = 2,§Ba, wobei¢
die Suszeptibilitat darstellt und das diamagnetischeafezh von geschlossenschaligen Mo-
lekilen beschreibt, bei welchen das permanente magnetiddomentiz,.,,,, verschwindet.

Zudem weisen Singulett-Zustande keine Beitrdge vom Spim Beif.

4.0.4 Spin-Spin Kopplungskonstanten

Die Spin-Spin Kopplungskonstante beschreibt die durcleldietronische Struktur vermittel-
te Kopplung zwischen den kernmagnetischen Momenten undtfgich im Termi—dEM
wieder. Die Hyperfeinstruktur in hochauflésender NMR-SpaHtopie basiert auf djlese]r in-
direkten Wechselwirkung der kernmagnetischen Momentelernitumgebenden Elektronen.
Der indirekte Spin-Spin Kopplungstensgri enthaltim geschlossenschaligen Fall vier
Beitrage [60]: (i) den diamagnetischen Spln Orblt Tens@@), (i) den paramagnetischen
Spin-Orbit Tensor (PSO), (iii) den Fermi-Kontakt Term (F®)) den Spin-Dipol Term (SD).
Wahrend die ersten beiden Terme (DSO und PSO) reine Singustinde beschreiben,
enthalten der FC und SD Term den Spinoperatovodurch auch Triplett-Stérungen einbe-
zogen werden. Da bei der Beschreibung durch Hartree-Foclkiguifriplett-Instabilitdten
auftreten, erfordert eine adaquate Berechnung von inéineBpin-Spin Kopplungskonstan-
ten eine korrelierte Beschreibung der elektronischen &truknd ist daher verhaltnismafig
aufwendig.

4.1 NMR-Abschirmtensor

Der letzte Term zweiter Ordnung%, beschreibt den NMR-Verschiebungstensor, der
die (zumeist schwache) Abschirmung des externen maghetis€elds an der Position des
Kernsj beschreibt. Diese entsteht dadurch, dass die elektran&ichktur im Magnetfeld ih-
rerseits ein schwaches induziertes Magnetfeld hervaghritas dem &ufR3eren Feld typischer-
weise entgegenwirkt (Diamagnetismus). Die Berechnung ddBR-Nerschiebungstensors
(und auch der Suszeptibilitaten) wird erschwert durch d@Rmatik der Eichursprungs-
invarianz, die prinzipiell eine willkirliche Wahl des Vekpotentialursprungs erlaubt, da-
mit aber fUr approximative Verfahren (mit endlichen Basigs#) zu beliebigen Ergebnissen
fuhren kann. Die Berechnung des NMR-Verschiebungstensatslas Losen des Eichur-
sprungproblems wird in diesem Kapitel ausfihrlich disktiverden.

4.1.1 Historische Entwicklung

1946 wurden die ersten klassischen NMR-Experimente voneRuiad Bloch [61, 62]
durchgefuhrt, mit denen die NMR-Spektroskopie begriindadeuNur vier Jahre spater
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wurde von Ramsey [63] eine erste vollstandige Theorie zur iBegming der NMR-Ab-
schirmungstensoren vorgestellt, basierend auf der nogejuQuantenmechanik.

Obwohl Ramseys-Theorie vollstandig und korrekt ist, waesier von theoretischer Be-
deutung, da sie fur Anwendungsrechnungen nicht wirklicdlubhbar war. Dies liegt daran,
dass Ramseys Beschreibung des NMR-Verschiebungstensora/@ilitezmen besteht, die
sich grof3tenteils gegenseitig aufheben, jedoch im Allgeeremit unterschiedlicher Genau-
igkeit bestimmt sind. Ein ganz ahnliches Problem trat beB#eschreibung diamagnetischer
Suszeptibilitaten durch van Vleck [64] auf.

Grinde fur diese Unzulanglichkeiten sind zum einen, dasbeiden Terme in Ramsey’s
und van Vleck’s Theorie von unterschiedlichen elektromest Zustanden der Wellenfunk-
tion abhangen. Der diamagnetische Term hangt vom Grurelmistb, wahrend der para-
magnetische von allen angeregten Zustdnden abhangt, lvesdradiamagnetische Term
(eng verknupft mit dem Lamb-Term fir Atome [65]) fiir appnaétive Verfahren tblicher-
weise genauer bestimmt ist als der paramagnetische Tenm.afderen sind beide Terme
fur sich genommen nicht eichursprungsinvariant. Je grdker der diamagnetische Term
in Abhangigkeit des Eichursprungs wird, desto grol3er wedBletrag des entsprechenden
paramagnetischen Terms, da in der Summe die eichurspryagsinte physikalische Ob-
servable erhalten bleiben muss.

Je groRRer aber der paramagnetische Term wird, desto melmt siels auch seine rela-
tive Ungenauigkeit gegeniiber dem diamagnetischen Terneiidar. So sind Ergebnisse
fur praktische Anwendungen mit endlichen Basissatzen un¥etevendung von Ramsey’s
Theorie haufig nicht eichursprungsinvariant - ein unhaébZustand fur eine Theorie, die
experimentelle Ergebnisse bestatigen oder sogar vodensall.

Mit der Einfihrung von sogenannten verteilten Eichurspewerfahren (distributed
gauge-origin methods) [66—70], die zu eichursprungsiaméen dia- und paramagnetischen
Beitragen fuhren, wurde nicht nur das Eichursprungsprolgiel@st. Durch die Verwendung
von B-Feld abhangigen Basisfunktionen innerhalb der verteiEehursprungsverfahren
sind die langreichweitigen Basissatzfehler reduziert [1®d der nunmehr eichursprungs-
invariante paramagnetische Term ist relativ klein, wak siach direkt auf die relative Un-
genauigkeit Gbertragt, die deutlich reduziert ist. Enésdnde Wegbereiter der verteilten
Eichursprungsverfahren waren London [66], Pople [71, A2ineka [73], Ditchfield [67],
Kutzelnigg [68], Hansen und Bouman [70], Pulay [45], Gaudg§,[&hlrichs [75] und andere.

Die ersten ab-initio NMR-Verschiebungstensoren fiir gré®&olekile wurden durch die
IGLO-Methode (individual gauge for localized orbitals-tmed) [68, 69] zuganglich. Spater
wurde der (wesentlich alteren) GIAO-Methode (gauge-iditig atomic orbitals) [66, 67]
durch die Feststellung zum Durchbruch verholfen, dassufigendig zu berechnenden Ab-
leitungen der Zweielektronenintegrale nach dem magretisé-eld, wie sie fur den Ver-
schiebungstensor bendétigt werden, analog sind zu dentAbggn wie sie bei der Gradien-
tenberechnung auftreten [45]. So konnten bereits vorhanded hocheffiziente Gradienten-
Implementierungen modifiziert, aber im wesentlichen tbemmen werden, wodurch die
GIAO-Methode zum Quasi-Standard zur Berechnung von NMRe&Veebungstensoren avan-
cierte, da sie zudem eine schnelle Konvergenz mit der Basgée ermoglicht.

Zudem bot der GIAO-Ansatz das Potential fur die Entwickl@ffizienter korrelierter
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Verfahren zur Berechnung von NMR-Verschiebungstensoren7%676], sowie die Mog-
lichkeit, durch die Verwendung von Dichtematrix-basiartéerfahren NMR-Verschiebungen
fur Molekile mit mehr als 1000 Atomen auf HF- oder DFT-Niveauberechnen [27, 28].

4.1.2 Der NMR-Verschiebungstensor und das Eichursprungsproblem

Der NMR-Verschiebungstensoﬁﬂ beschreibt die lokale Variation des externen magneti-
schen Felds an der Position des betrachteten Kerhtervorgerufen wird diese Variation
durch schwache magnetische Felder von innerhalb der Bretistruktur induzierten Stro-
men.

Wie zuvor diskutiert, entspricht der NMR-Verschiebungstarder zweiten gemischten
Ableitung der Energie nach dem kernmagnetischen MomerKeess j,m; und dem aul3e-

ren FeldB:
J «
dB*Om; Bmy=0

Entwicklung von a}”ﬁ ausgehend von der SCF-Energie

Um den konventionellen Dichtematrix-basierten Ausdruek verschiebungstensm‘%ﬂ zu
erhalten, geht man von der SCF-Energie

E=Tr] Ph+%PGE]]

aus und differenziert diese zunéachst nach dem kernmaghetisviomentn;

OF
8m]’ N

Tr[ P™h+Ph™ +P“G[P] |.

Hierbei istP die Einteilchendichtematrixy der Einelektronenterm der Hamiltonmatrix und
G[P] der Zweielektronenterm der HamiltonmatrRR” undh™: sind die jeweiligen Ablei-
tungen (erster Ordnung) nach dem kernmagnetischen MomenbDa die Basis in jedem
Fall unabhangig vom kernmagnetischen Moment ist (im Gemjerdazu ist die Basis ab-
hangig vom auflReren Feld bei verteilten Eichursprungsndethofallt der TermG .,/ [P] =
P (uv||cA)™ = 0 weg. Sammelt man alle Terme, die mit der gestdrten Dichtéxngt™
verknupft sind:

Tr[ P™h+P™G[P] ]|,

so kann man den Ausdruck weiter vereinfachen, da es sidiHb&i[P| um die Fockmatri¥®
handelt:
Tr[ P"h+P™G[P] |=Tr[ P™F ].

Wie im Kapitel Uber die CPSCF-Theorie in Abschnitt 3.1.1 digkw, enthaltP™ nur
virtuell-besetzte und besetzt-virtuelle Subraumpraogetdn:

P™ =P + P
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Der besetzt-besetzte Subraum \Bf7 verschwindet, da die Basisfunktionen unabhangig
vom kernmagnetischen Moment sind und da#iér = 0. Dagegen verschwinden die besetzt-
virtuellen und virtuell-besetzten Subraumprojektionen Bockmatrix, als Konsequenz aus
dem Brillouin-Theorem:

F,,=F,,=0.

Damit reduziert sich aber die Spur der gestorten Dichtam&f” mit der Fockmatrix zu
Null:
Tr[P™F] =0,

so dass die erste Ableitung der Energie naghunabhangig von der gestdrten Dichte wird:

OF
8mj N

Tr[ Ph™ .

Die zweite Ableitung der Energie, nun nach dem &ufReren Bektgibt den gesuchten all-
gemeinen Ausdruck fur den Verschiebungstensor:

o 2E —Tr[ PhB™ 4 PBpm |, (4.11)
’ aBamJ B,m;=0

Hier wurde eine vereinfachte symbolische Schreibweisaveedet, die die kartesischen
Indizesa und 3, die die Ausrichtung des kernmagnetischen Moments sowsead8eren
Magnetfelds charakterisieren, vernachlassigt, oowausr vollstandigen Bezeichnung des
Verschiebungstensors gehdren. Die hier eingefuhrte i€bregoweise soll auch im folgen-
den beibehalten werden.

Der erste Term aus Gleichung 4.1@13’“ = Tr[Ph5m™i], ist entsprechend Ramsey’s No-
menklatur der diamagnetische Term und héangt von der Dichtrea® nullter Ordnung so-
wie der gemischten Ableitung (zweiter Ordnung) des Eirtetelenanteils des Hamiltonope-
rators,h”", ab. Der zweite Termg{*"* = Tr[P”h™] ist der entsprechende paramagne-
tische Term und beinhaltet die gestorte Dichtemafik sowie die Ableitung des Einelek-
tronenanteils des Hamiltonoperators nach dem kernmagheth Momenth™ (sowohlP?
als auchh™ sind Terme erster Ordnung).

Das Eichurspungsproblem

Wahrend man fur den Vektorursprung des kernmagnetischendvitsmatirlicherweise den
Ursprung des zugehdrigen Kerns wabhlt, ist die Wahl fur desptimg des Vektorpotenti-
als, das das auf3ere magnetische Feld beschreibt, im Fadle Eiolekuls nicht eindeutig.
Vielmehr wird durch die Festlegung auf einen bestimmtenplinsg eine gewisse Will-
kir eingefihrt, die sich durch Verwendung einer vollstgedi Basis aufheben lasst und
zu eichursprungsinvarianten Resultaten fuhrt. Fir prefi@isRechnungen dagegen ist die
Verwendung einer vollstdndigen Basis meist nicht mdglield das Problem der Wahl des
Eichursprungs ist von entscheidender Bedeutung. Methalikeaur Berechnung des NMR-
Verschiebungstensors nur einen einzigen Eichursprungereten (single origin methods),
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sind typischerweise nicht eichursprungsinvariant, diengisch &quivalente Kerne kénnen
widersinnigerweise unterschiedliche Abschirmtensotdweisen bzw. das Resultat fur einen
bestimmten Kern kann sich durch Translation des gesamtdaklills veréandern. Die ’sin-
gle origin’ Methode sollte also sinnvollerweise nur in Mieidung mit einem vollstandigen
Basissatz verwendet werden.

Verfahren, die mehrere, Uber das Molekul verteilte Eicprinrsge verwenden, wie z. B.
die GIAO [67], IGLO [69] oder LORG (’localized-orbital locadrigin’ method) [70] Metho-
den, sind per Konstruktion eichursprungsinvariant, den.diamagnetische und der parama-
gnetische Beitrag sind fur sich genommen eichursprungsantaDurch die Wahl von indi-
viduellen lokalen Eichurspriingen in den Atomzentren odmfungsschwerpunkten erlangt
man eine Beschreibung von induzierten lokalen Strémen, hahu jeweiliges Zentrum
kreisen [71]. Jeder dieser Strome tragt seinen Beitrag zargien Verschiebung bei. Der
Vorteil des verteilten Eichursprungsansatzes gegenidresithgle origin’ Methode auf3ert
sich, neben der Eichinvarianz, in einer drastisch verless&onvergenz der Ergebnisse mit
wachsender Basissatzgrolie (siehe z. B. Referenz [56]).

Zudem erlaubt die Beschreibung lokaler induzierter Strome effiziente Berechnung
von Verschiebungstensoren fir einzelne, ausgewahltegkdmin dieser Beschreibung ent-
fernte, lokal induzierte Strome kontrolliert vernachlgssierden kbnnen, ohne einen Verlust
an Genauigkeit zu erfahren. Dieses neu eingeflihrte 'ngelleicted’ Verfahren [20] und zu-
gehdrige Anwendungen werden ausfihrlich in Abschnitt3ddiskutiert.

4.1.3 Verteilte Eichursprungsmethoden - GIAO

Lokale Eichurspriinge werden durch die Verwendung BeReld abhangigen Basisfunktio-
nen eingefuhrt. Diese beruhen auf einem Ansatz von Londsrdam Jahr 1937 [66]. Er
verwendete die GIAO-Basis (gauge-including atomic orbjtaur Untersuchung von Sus-
zeptibilitaten in aromatischen Systemen und begrindetatdiie erste verteilte Eichur-
sprungsmethode, die spater von Ditchfield [67] und andeterBerechnung von NMR-
Verschiebungstensoren wieder aufgegriffen wurde. Daas sim GIAO-Ansatz um ein
AO-basiertes Verfahren handelt, ist dieses pradestiftiedie Verkntpfung mit linear-skalier-
enden Verfahren wie z. B. CFMM [36] oder LinK [25, 26] und wir isdsieren im folgen-
den ausschlief3lich auf dieses verteilte Eichursprunfmvean, obwohl es mit der IGLO-
Methode [68] oder der LORG-Methode [70] auch alternativeeitte Eichursprungsverfah-
ren gibt, die sich aber letztlich nicht durchgesetzt haben.

Innerhalb des GIAO-Verfahrens werden die konventioneA¢omorbitale x,, zu den
Eichursprungs-transformierten (oder gauge-includinQsA&rweitert:

1
¢u = quu = 6!L‘p[—2—C(B X Ru) . r]Xu y

mit dem Effekt, dass der Ursprung des Vektorpotentfalgom ’single origin’ Ry = 0 zum
lokalen ZentrunR,, der entsprechenden Basisfunktion verschoben wird [67]:

(ul5 (—19 + LA@PI) = (L5 (=17 + AK = R,)P)
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Die Ableitung des Operatoranteils der Einelektronen-Htammatrix nach dem auf3eren Ma-
gnetfeld kann als Matrixelement eines effektiven lokalgrefators in Verbindung mit den
originalen (B-Feld unabhangigen Basisfunktionep)aufgefasst werden.

Soist z. B. der Ableitungsteil des Operators innerhalb 8%, welcher im diamagne-
tischen Term auftritt, innerhalb der GIAO-Theorie:

F Bm; " Bmj loc 1 3
Walbas " 100) = Ol (hyg ™)) = Ol 5z (0 = Ro) 0o —(r = Ro)a(rng )s]7) [x0)
(4.12)

wohingegen der entsprechende Teil im 'single origin’ Amdatgende Struktur besitzt:

AB,m]- 1 —
Xty ) = (el 53[0 Tgdas = (X)a (g ol T - (4.13)

Hierbei istrn; = r — Rn;, wobei Ry, die Position vom Kernj und r die Elektron-
Koordinaten beschreibt.

4.1.4 Verschiebungstensor in der GIAO-Formulierung

Durch die Verwendung vo®-Feld abhangigen Basisfunktionen wurde es mdglich, fur die
Ableitung des Operatoranteils translationsinvariantérida@emente zu erhalten. Der Preis
fur diese lokalen, und damit translationsinvarianten @peen ist, dass zwei zusatzliche
Terme im Ausdruck des Abschirmtensors erscheinen, woher €iieser Terme nicht trans-
lationsinvariant ist. Diese zusétzlichen Terme reswdtiesus deB-Feld Abhangigkeit der
Basisfunktionen, die mit entsprechenden Termen aus deitAdbiebeitragen.

Entsprechend Ditchfield’s Nomenklatur ist die Ableitung @peratorteils, wie in Glei-
chung 4.12 dargestellt, der 'diamagnetische’ Anteil detritah”™ innerhalb der GIAO-
Formulierung. Ein weiterer ‘paramagnetischer’ Anteilibtgich aus der Ableitung der Ba-
sisfunktionen:

0 - ~ 0 0 -
(P7)e, = (B ) + (™ | 50) = (a2 i foxal ™ [x)
Dies kann zu folgendem Ausdruck umformuliert werden:

(0572, = QF (B [x,) + (T2, B )

Hierbei verwenden wir in Anlehnung an Ditchfield [67]:

AB,’an oc 1 —
(hes™) ) = 551 = Ro) - Iydas — (1 = RoJalrng)slry) IXe) (4.14)
- 1
b = —=(rn, X V)ry? (4.15)
C J
1
B _
T, = —%(Ru -R,)) xr,,
1
B _
ur _%(R# X Rl/) )
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mitr, = r — R,. Die Matrix h?™ |asst sich also in der GIAO-Theorie in Kurzform wie
folgt darstellen:
hB,mj — (hB,mj>loc + <TmaJ> 4 Qmaj ’ (416)

wobei die einzelnen Beitrage folgendermalRen entwickeltesmer
m;\loc C B.mj\loc
(hPm)loe = (xul(hyy™ ) Ix)
<Tmaj>lW = <T5/Xu’hmj’XV> )

(Qmaj);w = 5y<Xﬂ|hm]|Xu> .

Man beachte, dagg” der einzige Term in Gleichung 4.16 ist, der nicht transtaiovariant
ist und so keine direkte physikalische Bedeutung tragen.karst in Kombination mit kom-
pensierenden Termen, die Bestandteil des gesamten Absehgons sind und in der Sum-
me translationsinvariante Gréf3en ergeben, kbnnen pHigsika Eigenschaften (wie die Ab-
standsabh&ngigkeit von Beitrdgen zur chemischen Veraamighuntersucht werden (siehe
dazu die Aufteilung des Verschiebungstensors im nachstbeciitt, z. B. Gleichung 4.19).

Der gesamte Ausdruck des Abschirmtensors (Gleichung stEr GIAO-Formulierung
lasst sich somit ausdriicken als:

o;=Tr[ PmPm)c + P(TPh™) + PQPh™ + PPh™i] . (4.17)

Hierbei stelltP? die gestorte Dichtematrix in erster Ordnung des auRereaisFEar.

4.2 NMR-Abschirmtensor flr ausgewahlte Kerne

In diesem Abschnitt soll, ausgehend von der DarstellungAteschirmtensors in  Glei-
chung 4.17, eine alternative Darstellung entwickelt wardke eine effiziente Berechnung
des Abschirmtensors fir einzelne Kerne erlaubt.

4.2.1 Aufteilung des Abschirmtensors in translationsinvariante Bera-

ge
SowohITr[P(hBm™i)l] als auchlr[P(TPh™)] teilen die Eigenschaft, fiir sich genommen
eichursprungsinvariant und gleichzeitig nur von der Dechétrix nullter Ordnung abzuhan-

gen. Daher haben Ribas Prado et al. [77] und spéater auch Fulalii [#8] beide Terme
zusammen als den 'neuen’ diamagnetischen Term der GIA@WHa@rung definiert:

(of)Prede = Tr[ P(RBm)e + P(TPH™) | = Tr[ P{(hP") 4 (TPn™)} .
(4.18)

Die verbleibenden zwei Terme, die fur sich genommen nictitwesprungsinvariant sind,

stellen im Ensemble den entsprechenden 'neuen’ eichurgpinvarianten paramagnetischen

Beitrag dar und kénnen wie folgt zusammengefasst werden:

(oj)rede =Tr[ (PQP)h™ + PPh™ ] =Tr[ h™{PQ” +P"} ].  (4.19)

J
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Die fundamentale Bedeutung der Aufteilung des Verschietti@mgors in translationsinva-
riante Beitrage liegt darin, dass es mit diesen mdoglich Isgsikalische Eigenschaften wie
etwa die Abstandsabhangigkeit zu untersuchen und diedfftieate Verfahren auszunut-
zen. Wirde man translationsvariante Zwischengrof3en waees, so waren physikalische
Eigenschaften tberlagert von willkiirlichen Gré3en, did girst im Endergebnis kompensie-
ren wirden, so dass die Untersuchung bzw. Auswertung voschengrof3en keine physika-
lischen Informationen geben wiirde. Aufgrund dieses eerideinden \Vorteils der Partitionie-
rung in translationsinvariante Gré3en, wird im folgenderidie Ribas Prado Partitionierung
zuriickgegriffen. Es wird dabei die folgende Kurzschreilseererwendets| = (of)7re%
undo? = (of)Frede.

Die in der Literatur und verschiedenen Quantenchemiepackelichen Partitionierun-
gen des NMR-Abschirmtensors sind in der nachfolgenden Tebelfgelistet. Zusatzlich
sind die einzelnen Beitrage als translationsvariant (tw. banslationsinvariant (ti) gekenn-
zeichnet:

Ramsey dia(tv) para(tv)
of = Tr[ PhP™ + PPh™ |
GIAO-Theorie: [ ti i ti I tv Il tv]
o; = Tr[ P(hBmi)ec 4 P(TPh™) + PQPh™ +  PPhm]
Ditchfield: [ dia(ti) i para(ti) ]
o; = Tr[ P(hBmiee 4+ P(TPh™) + PQPh™ + PPh™i]
Ribas Prado: [ dia(ti) [  para(ti) ]
0 = Tr[ P(hPm)ec + P(TPh™) + PQPh™ +  PPh™]
QChem/Turbomole: | dia(t7) I paraU(tv) [ paraD(tv)]
o, = Tr[ P(hBmi)ec 4 P(TPhm) + PQPh™ +  PPhm]

4.2.2 Erweiterung der CPSCF Gleichung

Wahrend der diamagnetische Teil unabhéngig von der reghdishte ist und deswe-
gen vergleichsweise glnstig zu bestimmen, ist die Bestingndes paramagnetischen Teils,
der von der response’ Dichte abhéngt, durch die notwendigfstellung und Losung der
CPSCF-Gleichung vergleichsweise aufwendig.

Der paramagnetische Teil setzt sich nach Gleichung 4.1%lgeézusammen.

of =Tr[ W"{PQ" +P"} ].

Nutzen wir ferner die Darstellung voR” in seinen Subraumprojektionen, so kann man
einen statischen Anteil (der unabhéangig von der Losung d&CFPGleichung ist) und
einen gekoppelten Anteil (der Losung der CPSCF-Gleichung)pd@amagnetischen Ver-
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schiebungstensors ausmachen:

of =Tr[ h™{PQ"” — PSP} +h™ (P, + P} |. (4.20)
statisch gek(;;:pelt

Zur Dichtematrix-basierten Berechnung des NMR-Verschigbtensors werden konventio-
nell also der diamagnetische Beitrag sowie der paramagnetische Beitrafy bestimmt,
wobei fur den gekoppelten Anteil des paramagnetischen®mitdie CPSCF-Gleichungen
fur die gestorte Dicht®Z + P2 gelost werden.

Es wurde bereits diskutiert, dass die Mat%)” nicht translationsinvariant ist. Dies gilt
sogar fur den gesamten, Dichtematrix-verkntpften Beitegysdatischen paramagnetischen
Terms,PQ? — PSPP. Demzufolge kdnnen auch die gekoppelten BeitrBge+ P2 nicht
translationsinvariant sein, da sie im Ensemble kontrahérder Matrixh™: den gesamten
paramagnetischen Beitrag darstellen, der aber trans$ati@ariant ist.

Kdnnte man die CPSCF-Gleichungen direkt fur die effektivepanse’ Dichte l6sen:
P? =PQ" + PP,

so wirde man vermeiden, dass si@chder aufwendigen Losung der CPSCF-Gleichung
translationsvariante Terme kompensieren, die man zuvaresndig bestimmt hatte.

Zu diesem Zweck ergénzen wir die CPSCF-Gleichungen derag,edamdglich wird, di-
rekt fiir die effektive response’ Dichf®? zu l6sen. Die Kompensation von translationsvari-
anten Grol3en vollzieht sich dabei zum gréf3ten Veilder Lésung der CPSCF-Gleichungen
innerhalb der rechten Seite der response’ Gleichungen.

Zur Erweiterung beginnen wir mit der Dichtematrix-baserDarstellung der CPSCF-
Gleichungen 3.34, wobei an dieser Stelle die allgemeineuStfir durch die Stérung des
auReren MagnetfeldB ersetzt wird:

FPZS - SPZF + G, [PP] = -F®) + SEPF .

Nun erweitern wir beide Seiten derart, dass die linke Seite3leichung ihre urspriingliche
Struktur beibehalt, lediglic? durchP? ersetzt wird:

FPZS—-SPPF+G,[PP] = —FP +SEPF+F(PQR?P),,S—S(PQP), F+G,[PQF],
wobei die rechte Seite des Gleichungssystems durch den Term
F(PQ?),,S — S(PQR?),F + G, [PQ”

erganzt wurde.
Werden nun besetzt-besetzte und virtuell-virtuelle Bgérénnerhalb des Kopplungs-
termsG.,,[P?] von der linken auf die rechte Seite verschoben, so ergibt sic

FP2S — SPBF + G, [P +PB) = —F{)) +SEPF
+F(PQ"),,S —S(PQP),F (4.21)
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Mit dieser Erweiterung der CPSCF-Gleichung und einer neushiea Seite des Gleichungs-
systems wird es mdglich, die CPSCF-Gleichungen direkt fuetfektive response’ Dich-
te P2 zu Iésen. Wie im Falle der konventionellen Formulierung &ées der CPSCF-
Gleichung zur Bestimmung der besetzt-virtuellen und viHesetzten Subraumprojektio-
nen der 'response’ DichtB?, wahrend besetzt-besetzte und virtuell-virtuelle Suimano-
jektionen direkt bestimmt werden kdnnen:

P = (PQ?P),, — PSP
f)va = (PQB>vv :

Es zeigt sich, dass die direkte Lésung der CPSCF-Gleichurigdeeffektiven respon-
se’ Dichte tatsachlich effizienter ist (da sich langreicliige Effekte, die aus der Transla-
tionsvarianz herrihren, schon im Vorhinein kompensierbaj Verwendung von Integral-
abschatzern werden typischerweise 10% weniger Intergealétigt als im konventionellen

Verfahren. Auch konvergiert der iterative SCF-Prozess alidimmit ca. 1-2 weniger ltera-
tionen.

4.2.3 Veranschaulichung einzelner Beitrage: IGSCs

Mit der Verwendung des verteilten Eichursprungsansatzelsher auch der GIAO-Theorie
zugrunde liegt, werden lokal induzierte Strome um indieitkl Zentren — im Falle der
GIAO-Theorie um die Atomkerne — beschrieben [71]. Um Eirdgtislieser lokalen Stro-
me auf den gesamten Abschirmtensor (der die AbschirmungremeKern; beschreibt)
abschatzen zu kdnnen, fuhren wir das Konzept der IGSCs\({ithuhl gauge shielding con-
tributions’) ein.

Der diamagnetische Verschiebungstensor,

ol = Tr[ P{WP™)* + (TPhm)})

kann wie folgt in einzelne Beitrdge um atomare Zentren zeviegden:

N Atoms N Basis
o= > <Z Y PuAmPmyec (1P h’”j>}w> :

A HEA v

Dazu wurde die Summe, die tber alle Basisfunktioggnauft, aufgespalten in eine Sum-
me Uber alle Basisfunktionen zentriert an einem Atdrmnerhalb einer Summe Uber alle
Atomzentren des molekularen Systems. Wir definieren nurirdesren Term

N Basis

(N =37 3 Pu{P7) " (T},

nEA v

als den diamagnetischen Beitrag von Atomzentrimum Verschiebungstensor, der die Ab-
schirmung von Kern j beschreibt: 'the individual gauge klirgy contribution’ (IGSC§9)).
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Folglich kann man den diamagnetischen Verschiebungstats&umme Uber alle diama-
gnetischen IGSCs des Systems darstellen:

N Atoms

Analog definieren wir die paramagnetischen IGSCs, IG;$):(die den paramagnetischen
Beitrag von Atomzentruml zum Verschiebungstenser beschreiben:

N Basis

(@ =2 > Wi{PQ" + P}, .

neEA v
Der paramagnetische Verschiebungstensor lasst sicletiansals:

N Atoms

Das vorgestellte Konzept der IGSCs ist ein nitzlicher Ansaén Einflu3 einzelner
gauge-Zentren auf den gesamten Abschirmtensor zu besehréilier werden die Beitrage
von Basisfunktionen zusammengefasst, die an einem Atomieergind, wobei die Positi-
on des entsprechenden Atoms aufgrund der GIAO-Formuliegleichzeitig das Zentrum
des zugehorigen lokalen induzierten Stroms darstellt/G&Cs sind normiert in dem Sin-
ne, dass die Summe aller IGSCs die physikalische Observabdéetlt und die Anzahl der
IGSCs durch die Anzahl der Atome bestimmt ist, da jedes IG®€neibestimmten Kern
zugeordnet ist.

Als Beispiel seien die isotropen dia- und paramagnetiscB&Cis eines linearen Alkans
mit 20 Kohlenstoffatomen in Abbildung 4.1 betrachtet, loareet mit GIAO-HF und der
Basis 6-31G*. Die isotropen IGSCs sind wie folgt definert:

1
5[1GSC(07") +1GSC(a}) +1CSC(057)]

Aus Abbildung 4.1 geht hervor, dass sowohl IGSJO(aIs auch IGSCZ(;) von einer
starken Abstandsabhangigkeit dominiert werden. Diesuistpdysikalischen Uberlegungen
nicht anders zu erwarten. Zum einen sif;ﬁund o} translationsinvariant, was sich direkt
auch auf IGSG@?) und IGSCg?) lbertragt. D.h. es sind keine Uberlagerungen durch et-
waige translationsvariante Grof3en zu erwarten. Zum andgzhen aber irar;l und o’ die
Terme(hBmi)lec hzw. h™i ein, die, wie aus Gleichung 4.14 und Gleichung 4.15 ersathtl
zu einerr—2 Abstandsabhéangigkeit fuhren. Diese Abstandsabhangigiéektiert das Ge-
setz von Biot-Savart [79], nach welchem das durch einen ieden Strom hervorgerufene
magnetische Feld im Abstandproportional zu-—2 ist.
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Abbildung 4.1:Isotrope diamagnetische und paramagnetische IGSCs fiireK&reines linearen Alkans
(Cy0Hys). Die Kerne A sind nach Konnektivitat [42] geordnet, woduder Abstand zum abgeschirmten Kern j
mit steigendem A zunimmt. Methode: GIAO-HF/6-31G*. Die gage (isotrope) diamagnetische Verschiebung
ist 30.11 ppm, die gesamte (isotrope) paramagnetischehetsing ist 1.12 ppm. (* Diamagnetische IGSC
fur Atom A=0 ist 17.82 ppm, fur Atom A=3 betragt sie 11.75 ppm)
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4.2.4 Komponenten des paramagnetischen Abschirmtensoﬁ

Wie bereits in den vorangegangenen Kapiteln besproché&enhair zwei aquivalente Dar-
stellungen des paramagnetischen AbschirmtensbrBie eine basiert auf der Losung der
konventionellen CPSCF-Gleichung zur Bestimmung dh + P2 :

of = Trh™{PQ” —PS"P} + Tr[h™{Pg, +Py}]

l (4.22)
gPeoup

stat
— Pt + :

J

Die andere basiert auf der erweiterten CPSCF-Gleichung, enitidekt fur die effektive
response’ Dichtd? geldst wird. Auch fur diesen Fall finden wir eine Aufspaltingerme
die statisch (unabhangig von CPSCF) und gekoppelt (LosungRSCF) sind:

of = Tr™{P} +P2Y + Trh™{P} +PL}
S ¥ g S 2 (4.23)

~p,stat ~ p,coupl
05 + 0;

Betrachten wir nun die IGSCs der einzelnen statischen undppelten Beitrdge aus Glei-
chung 4.22 zum paramagnetischen Verschiebungstensondamfvir im oberen Teil von
Abbildung 4.2 unsere Erwartungen bestéatigt: aufgrund dendlationsvarianz vonf’smt
(weil PQ? — PSPP translationsvariant) gehorchen die statischen IGSCs miidin der
Biot-Savart'sche Abstandsabhangigkeit. Gleiches muss fiardie gekoppelten IGSCs gel-
ten, da sie erst in der Summe den paramagnetischen Versofggbnsor ergeben, der dann
der Biot-Savart'sche Abstandsabhangigkeit gehorcht.

Werden die CPSCF-Gleichungen dagegen fiir die effektivedresgs MatrixP? gelost,
mit der sich direkt der gesamte, translationsinvariantarmpagnetische Verschiebungstensor
darstellen lasst = T'r[h™ {P?}], so finden wir, dass schon die entsprechenden statischen

( &f’“‘” ) und gekoppelten &f’“’“pl ) Beitrage aus Gleichung 4.23 der Biot-Savart'sche Ab-
standsabh&ngigkeit genugen (siehe Abbildung 4.2 unten).

Es sei an dieser Stelle festgehalten, dass in der konvefigarFormulierung nach Glei-
chung 4.22 sowohl der statische als auch der gekoppelte Upimysikalisch langreichwei-
tige Beitrage liefern, die sich erstin der Summe zu physskalsinnvollen (dem Biot-Savart-
Gesetz entsprechenden) Beitragen kompensieren (siehk&liddi4.2 oben). Grund hierfur
ist, dass durch die Formulierung in der GIAO-Basis neue lainssvariante Terme, wie
z. B.P QP entstehen, die fir sich genommen unphysikalisch sind.

Nutzt man dagegen die neuen, erweiterten CPSCF-Gleichusggte (Abschnitt 4.2.2),
so zeigen schon die einzelnen Beitrage, der statische ur@pgelte Anteil aus Gleich-
ung 4.23, das korrekte physikalische Verhalten.

4.2.5 Alternative Formulierung des Abschirmtensors unter
Verwendung vonP™

Entsprechend Dalgarno’s Austauschtheorem [80] gibt egdimischte Terme zweiter Ord-
nung verschiedene, aquivalente Formulierungen. Fur dekrkten Fall des NMR-Verschie-
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Abbildung 4.2:1sotrope paramagnetische IGSCs und deren statische uoggie Beitrage fi€y H o
(GIAO-HF/6-31G*). Der obere Teil der Abbildung beziehttsiauf die Aufteilung in statische und gekoppelte
Anteile entsprechend der konventionellen Losung (korer)@PSCF-Gleichung fiP2 + P2 (siehe Glei-
chung 4.22), wobei der statische Term f®tQ? — PS®P)h", der gekoppelte Term m{PZ + P2 )h™
verknupft ist. Der untere Teil der Abbildung bezieht sicH die erweiterten CPSCF-Gleichungen (Glei-
chung 4.21), die direkt fir die Subraum-Projektionen (putj:) von PZ l6sen. Der statische und gekop-
pelte Beitrag entsprechen denen aus Gleichung 4.23, wosterer mit(P2 + P2 )h™ und letzerer mit
(PE + PB )h™ verknpft ist.
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bungstensors ist es mdglich, eine alternative Formulgaunerhalten, die von der 'respon-
se’ Dichte erster Ordnung in Bezug auf das kernmagnetischmévib und nicht wie kon-
ventionell in Bezug auf das aul3ere Magnetfeld abhéangt. Rdljysth kann man die alter-
nativen Darstellungen wie folgt interpretieren: in der kemtionellen Darstellung des Ver-
schiebungstensors UbBP wird die Antwort (response) der elektronischen Struktifrdas
aulRere Feld bestimmt, dieses induzierte Feld tritt dann eghaelwirkung mit dem kern-
magnetischen Moment, wahrend in der Darstellung i@rder response’ auf das lokale
kernmagnetische Moment bestimmt wird, und dieser dann emt duReren Magnetfeld in
Wechselwirkung tritt.

Die alternative Formulierung erhalt man, indem man die S@Ergie zun&chst nach dem
aulReren Feld und danach nach dem kernmagnetischen Monhatgtaldvir nutzen hier, wie
auch fur den urspringlichen Ausdruck des Verschiebungstendie GIAO-Formulierung,
in der die verwendeten Basisfunktionen abhéngig vom auéagmetfeldB sind. Die erste
Ableitung ergibt:

oF
%5 T
T

r [P?h + Ph? + PPG[P] + {PG?[P]]
r [PEF + Ph® + 1PG?[P]]
= Tr [-PSPPF + Ph? + IPGP[P]] .

Wie schon in der Herleitung des konventionellen Ausdruas \derschiebungstensors wur-
de hier verwendet, dass die Fockmatlix= h + G[P], keine gemischten virtuell-besetzten
oder besetzt-virtuellen Subraumprojektionen besitzeHaéb bleibt als Kontraktion der 're-
sponse’ Dichte mit der Fockmatrix nur diejenige, die derebdshesetzten Raum betrifft,
Ubrig. Fur diese giltP? = —PS®P.
Fur die gemischte Ableitung zweiter Ordnung ergibt sicladar
oj = 52L =Tr[ —P"(SPPF +FPS?) - PSPP(h™ + G[P™])
+P™h? + Ph?™
+P™GE[P]] .

Sortiert man nun nach solchen Termen, die mit der 'respoDsgite P™ verknupft sind,
und nach solchen, die nicht mit dieser verknulpft sind, sélernan:

o; =Tr[ P™ [F® — (SPPF + FPS?) — G[PS”P]]
+Ph?™ — PSEP(h™)]

(4.24)

An dieser Stelle soll kurz darauf hingewiesen werden, dadsalle einerB-Feld unabhan-
gigen Basis (also im Fall des 'single origin’ Ansatzes) sieh Ausdruck in Gleichung 4.24
reduzieren wirde zu:

gsmdle — Pr[PhPm 4 P™hE

J
Die Terme der zweiten Zeile in Gleichung 4.24, die nicht neit desponse’ Dichte verknupft

sind, sind identisch zu dem diamagnetischen und dem dtatiggaramagnetischen Beitrag,
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die wir schon aus der urspriinglichen Formulierung des Webangstensors kennen (siehe
Gleichung 4.16, 4.18 und 4.22):

PP —PSPP(h)] = [P{(h"") + (T"h™))] + [h™{PQ” - PS"P}]

v e

d p,stat
j + o

= o
(4.25)

Der verbleibende Term, welcher mit der response’ Dichtkn@épft ist, kann daher als der

aus Gleichung 4.22 bekannte, gekoppelte paramagnetischeidentifiziert werden:

ot = Tr[P™YP] = Te[a™ (P), + PL)] (4.26)

J

wobei furY? der folgende Ausdruck verwendet wurde:
Y? = F® — (SPPF + FPS?) — G[PS®P] .

Folglich lasst sich der gesamte paramagnetische Versamskensor (Aquivalent zu Glei-
chung 4.20) in der alternativen Formulierung darstellsn al
o = Trh™ (PQ®? — PSPP)] + Tr[P™Y?] (4.27)

J

Wie bereits diskutiert, ist der erste Term aus Gleichund@ @?’St‘”) translationsvariant und

besitzt deswegen langreichweitige unphysikalische Bgatr®as gleiche gilt nun auch fur
den neu formulierten gekoppelten Term (der zweite Term micBung 4.27), der die lang-
reichweitigen unphysikalischen Beitrage des statischem3&ompensieren muss. Obwonhl
also die Storung durch das kernmagnetische Moment phisikatine lokale Stérung ist,
muss in dieser FormulierunB™ so bestimmt sein, dass zuséatzlich zur Beschreibung des
'response’ auch die langreichweitigen Beitrage des staisderms kompensiert werden.

Eine Moglichkeit, sich ausschlie3lich auf die Bestimmung pleysikalisch signifikanten
Anteils der response’ Matrix zu beschréanken (indem marGIBO-Entwicklung auf3erhalb
des physikalisch relevanten Bereichs abbricht) soll im s@hAbschnitt diskutiert werden.

Bevor wir allerdings im né&chsten Abschnitt zum Abbruch deAGIEntwicklung kom-
men, soll an dieser Stelle noch kurz eine alternative Hergi des Ausdrucks fur den ge-
koppelten Abschirmtens@ﬁ”“’“pl dargestellt werden, die es erlal&’@tﬁ"“pl ausschlieR3lich in
Abhangigkeit vornP™ darzustellen:

4.2.6 Bestimmung vors” """ iiber die Z-Vektor Methode

Betrachten wir einen Teil des gekoppelten, paramagnetiséiischirmtensors aus Glei-
chung 4.23: 3
Tr(h™P2) . (4.28)

Die entsprechende CPSCF-Gleichung zum Lésen Rdghst in Kurzform gegeben als:
APE — Y5

vo )
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mit der rechten Seite (siehe Gleichung 4.21):
YE = F _SEPF-_F(PQP),,S+S(PQP),,F—G,[PSPP+(PQP),,+(PQP),] .

Nutzen wir die Inverse der symmetrischen, positiv-defmitgessian-MatrixA, so kdnnen
wir das Argument der Spur in Gleichung 4.28 ebenso schreilsen

h™PE — —hmATIYE

Im Sinne des Z-Vektor Tricks [81] kdnnen wir anstelle deipuimglichen CPSCF-Gleichung
auch die Z-Vektor Gleichung:
Z' =h™A!

bzw.
AZ = (h™)f = —h™

l6sen, um den gesuchten Erwartungswert zu erhalten. Dacliee Seite der Z-Vektor Glei-
chung identisch mit der rechten Seite der CPSCF-Gleichungv&tn man furP,; losen
wirde, muss gelterZ = P;;. Damit haben wir aber einen alternativen Ausdruck fir Glei-
chung 4.28 gefunden:

Tr(hmﬂf’fo) = Tr(PZE\?ﬁ) )

In vollstandiger Analogie und unter Bertcksichtigung \ﬁﬁﬁu = —(YEO)T erhalten wir:
Tr(h™PE) = Tr(PmY5) .

Schlief3lich Iasst sich der gekoppelte paramagnetischeliostensor vollstandig darstellen
als:
grert = 7 [0 (BE + B8] = 7 [P¥?] |

wobei
Y5 = F® — (SBPF + FPS?)
~G[PSEP + (PQP),, + (PQP),0]
+F (PQP)or —PQ%)w) S
—S((PQP)o —PQ")y) F

(4.29)

4.2.7 Madglichkeit des Abbruchs der GIAO-Basisentwicklung

Die Einfuhrung der GIAO-Basis wurde nétig, um induziertedtek Strome mdoglichst ad-
aquat, gleichwertig und unabhéangig von ihrer Position inléldl beschreiben zu kénnen.
Die lokalen Stréme beeinflussen den Verschiebungstendsprechend dem Biot-Savart-
Gesetz mit einer—2 Abstandsabhangigkeit. Das bedeutet aber, es muss eirimingst
SphareR;,..,. um den zentralen, abgeschirmten Kgrgeben, aul3erhalb derer der Einfluss
der induzierten Strome zu keinen numerisch signifikantetr&gn mehr fuhrt. Das wie-
derum bedeutet aber, dass fur diese entfernte Region die 8ésaing der Stréme mithilfe
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der GIAO-Basis nicht mehr notwendig ist, so dass man auf3eded SphareR;,.,.. die
GIAO-Entwicklung abbrechen kénnte.

Es gilt also zwei Probleme zu l6sen. Zum einen muss ein Wegndeh werden, wie
mana priori die signifikante Sphar&,,...,. bestimmen kann. Zum anderen bedarf es eines
Verfahrens, welches vorgibt, wie man den vorgeschlagerdmueh der GIAO-Entwicklung
umsetzen kann.

An dieser Stelle soll mit der Diskussion des zweiten Punk&ggonnen werden (unter
der Annahme, dasg&;,.,. schon bestimmt ist). Die eher technische Vorgehensweise zu
Bestimmung vorRk,,..,. wird im Anschlufd daran diskutiert.

4.2.8 Anwendung des Abbruchs der GIAO-Entwicklung

Da der diamagnetische Teil nicht von der 'response’ Diclt&ngt und sonst nur Ablei-
tungen von Einelektronentermen einfliessen, ist es niciwendig, den kompletten dia-
magnetischen Abschirmtensor zu berechnen, ohne sich iiteer moglichen Abbruch der
GIAO-Entwicklung Gedanken machen zu mussen.

Der paramagnetische Beitrag dagegen enthalt die Abhangigkeder 'response’ Dich-
te. Hier ware es daher wiinschenswert, die 'response’ Glagdgn moglichst nur fir den Teil
zu losen, der physikalisch sinnvoll ist und alles andereernachlassigen.

Zu diesem Zweck wollen wir zun&chst untersuchen, wie masnefbbruch der GIAO-
Entwicklung fiir den vorP? abh&ngigen paramagnetischen Beitrag umsetzen kann, wenn
die signifikante Spharg&;,..,.. bekannt ist.

Betrachten wir dazu den urspringlichen, translationsiaaéen paramagnetischen Ver-
schiebungstensors (nach Ribas Prado et al. [77]) aus Gregchd9:

of =Tr[ W™ {PQ"” +P"} ].

Der TermPQ? resultiert exklusiv aus dem GIAO-Ansatz. Um die GIAO-Ertktiing
fur diesen speziellen Term abzubrechen, ist es offengibhtlass man die folgende Projek-
tion anwenden kann, dieQ? auf Beitrage von Basisfunktionen reduziert, die innerhalb de
SphareR;, ... liegen:
(PQP) — o(PQ")o

Hierbei hat die Projektionsmatrix Diagonalelemente von eins, falls das Zentrum der ent-
sprechenden Basisfunktion innerhalb \@n.,,,.. liegt und Null-Elemente sonst.

Nutzt man zyklische Permutationen innerhalb der Spur aukasan die Projektion von
PQP? aufh™ tbertragen werden:

Trh™o(PQ")o] = Tr[(oh™0)(PQ")] .

Da aber nicht nuPQ?, sondern auclP? mit h™ kontrahiert wird und zudem verlangt
wird, dass auch nach Anwendung des Abbruchs der GIAO-Eklwig der gesamte para-
magnetische Term translationsinvariant bleibt, missknT@rme konsistent abgebrochen
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werden. Der abgebrochene paramagnetische Gesamtterrdamndzu:

o' = Trloh™o{PQ” + P%}]
= Trloh™ oP?5] (4.30)
= Tr[hy,P7]

Mit diesem Schema wurde eine Moglichkeit vorgestellt, wee Abbruch der GIAO-
Entwicklung auf den gesamten paramagnetischen Abschisot@ngewendet werden kann.
Damit ist es moglich, fir eine wohlgewdahlte Sphd#tg,,.. auch mit Abbruch der GIAO-
Entwicklung numerisch gleiche Ergebnisse zu erhalten.

Dieses Schema ist (soweit bisher vorgestellt) eher vonrétisohem Interesse als von
praktischem Nutzen, da die aufwendige BerechnungRBzw. P? unabhéngig vom dar-
auffolgendem Abbruch der GIAO-Entwicklung erfolgt, masalwahrend der Aufstellung
und Losung der CPSCF-Gleichungen nicht von der vermindertaresion der abgebro-
chenen GIAO-Entwicklung profitiert.

Verknipft man dagegen den Ausdruck des Wh abhangigen paramagnetischen Ver-
schiebungstensors (Gleichung 4.27) mit dem gefundenentReslass man fur einen kon-
sistenten Abbruch der GIAO-Entwicklung den Tehji’ . = oh™io sowohl im statischen
als auch im gekoppelten Ausdruck verwenden muss, so kanranmaag zum abgebroche-
nen und vorP? abhangigen Ausdruck:

of = Trlhy,.(PQP — PSPP)] + Tr[hyy,, . (PD + P (4.31)

trunc trunc

den entsprechenden v#i» abhangigen Ausdruck wie folgt formulieren:

of = Trhy, (PQ” —PS"P) + Tr[Py, Y. (4.32)
Im Unterschied zur nicht abgebrochenen Entwicklung (Gleig 4.27) geht in den stati-
schen Teil, genau wie in Gleichung 4.31, die abgebrochentgia;”, . ein, wahrend in
den gekoppelten Teil die response’ MatiX”, = eingeht, die in diesem Fall von der abge-
brochenen rechten Seiteh;”, . und nicht wieP™ in Gleichung 4.27 von der vollstandigen
Darstellung der rechten Seiteh™ abhangt. Auf diese Weise wird gewabhrleistet, dass der
Abbruch der GIAO-Entwicklung auch bei Darstellung tber’'cksponse’ Dichte infolge der
Storung durch das kernmagnetische Moment konsistentl&iBaitréage vollzogen wird.

Im Gegensatz aber zu Gleichung 4.31 wird der Abbruch der GEa@vicklung in Glei-
chung 4.32 nicht mehr unabhéngig von der L6sung der CPSCIeHsiag vollzogen, so dass
schon wahrend der Lésung dieser Gleichungen vom AbbruclGts®-Entwicklung und
damit von der Lokalitat der Stérung durch das kernmagnetiddoment profitiert werden
kann, sich also die CPSCF-Gleichungen so auf den physikakdetanten Teil reduzieren
lassen.

Mit Gleichung 4.32 wurde die zentrale Gleichung der 'nusleilected NMR shielding’
Methode [20] vorgestellt. Durch die Formulierung des paagnetischen Beitrags UbBt”,

undh}” wurde nicht nur eine Formulierung vorgestellt, die es driaden Abschirmtensor

trunc
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Uber die gestorte Dichte infolge einer lokalen Stérung k#esmagnetischen Moments, aus-
zudriicken, sondern auch aufgezeigt, wie man die GIAO-Ektwng des paramagnetischen
Beitrags konsistent abbrechen kann. Durch beide Punkteaviedsublinear-skalierende Be-
rechnung des NMR-Abschirmtensors flir einzelne Kerne mikglic

Die bereits vorgestellte Formulierung der 'nuclei-sededdMR shielding’ Methode gilt
fur eine vorgegebene signifikante Sphare (welche die Piojedmatrixo bestimmt) zum
Abbruch der GIAO-Entwicklung. Wie solch eine Sphére prsdtii bestimmt werden kann,
wird im folgenden Abschnitt vorgestellit.

4.2.9 Bestimmung der signifikanten SphareR;,.,..

Zur Bestimmung der signifikanten Sph&ge..,,. nutzen wir eine Beobachtung, die aus der
Erweiterung der CPSCF Gleichung resultiert. Im unteren TailAbbildung 4.2 konnte man
feststellen, dass bei Verwendung der subraumprojizieffektiven Dichtematrix sowohl der
statische als auch der gekoppelte paramagnetische Atmeoigsterm (Gleichung 4.23) ein
analoges physikalisches Abstandsverhalten aufweiserawib der gesamte paramagneti-
sche Abschirmungsterm (im Gegensatz zur konventioneleemélierung, Abbildung 4.2
oberer Teil).

Da der statische Abschirmungsterm schon vor dem Losen de€CER3eichungen be-
kannt ist, nutzen wir diesen, um die Ausdehnung des gesgmtamagnetischen Abschirm-
tensors abzuschatzen.

Um die SphareRk,,.... zu bestimmen, die hinreichend zur adaquaten Beschreibusg de
paramagnetischen Abschirmtensors eines zentralen Keéstsvahlen wir zunachst diejeni-
gen signifikanten statischen IGS@&“” aus, die betragsmaRig gréRRer als ein vorgegebener
Schwellenwert¢;qsc) sind. Dazu wird das Molekil so verschoben, dass der zeni@in
j im Ursprung des Koordinatensystem zu liegen kommt. Der @zstler Atomzentrender
ausgewahlten IGSC zum zentralen abzuschirmenden K&snhRgsc(i) = ;. Um wei-
terhin den Effekt der Stdrung fur jedes beitragende IG&@aquat zu beschreiben, missen
entsprechende Radieh,...(:) um die jeweiligen Kerne bestimmt werden. Dazu wird die
Norm der Atom-geblockten Submatrixprodukte der Aul3erolied-Blécke vorh™: und der
Diagonal-Blocke vorQ® bestimmt:

HhZZ X ngkH > ﬁpert mit Tjk > ngsc(i) , (433)

wobeir;, den Abstand von Kert zum zentralen Kerry reprasentiert. Sind die Beitrage
eines Kerng:, der aul3erhalb der Sphéke;sc(7) liegt, gro3er als ein vorgegebener Schwel-
lenwert (J,e:), SO sollen die Beitrdge dieses Kerns zur Bestimmung des Absieimsors
hinzugenommen werden (d.h. die Sphére entsprechend ertyéhtir alle Kerne:, fur die
diese Ungleichung (Gl. 4.33) gilt, definiert derjenige Keder am weitesten von Keri
entfernt ist, den Umgebungsradius fir das IGSC zum Kern

Rpen(7) = maxr]
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Der Abstand zwischen dem zentralen Kgrand dem Kern einschlief3lich seines Umge-
bungsradius bildet die erweiterte Sphare:

Ricsc+ (1) = Rigsc(?) + Rpert(7)

die hinreichend zur Beschreibung des IGSC zum Kest, welches zur Abschirmung des
zentralen Kerng beitragt. Das prasentierte Auswahlverfahren resultisrads, dass die 're-
sponse’ Dichten innerhalb von DL-CPSCF [17] gebildet werdedem die rechte Seite
des CPSCF-Gleichung mit der besetztBfi)(bzw. virtuellen Q%) Pseudodichte multipli-

ziert wird. Da die virtuelle Pseudodichte im Allgemeinee dichtere der beiden Matrizen
ist, wird diese fur das Auswahlverfahren (Gleichung 4.3&wendet. Um alle zuvor aus-
gewabhlten signifikanten IGSCs adaquat zu beschreiben, mutzeden maximalen Radius
Ricsc. (4) aller signifikanten Kerne:

Rigscy = max|[Rigsos (4)]

welchen wir als intermediare GIAO-Sph&iﬂ?(isGSC+ definieren.

Die so definierte GIAO-Sphare ist hinreichend zur adaquBesthreibung des parama-
gnetischen Abschirmtensors fur eine lokale Basis. Wird dageine Basis mit diffusen Ba-
sisfunktionen verwendet, muss die Bestimmung der GIAO-B&phéch weiter erganzt wer-
den. Dies liegt daran, dass die grol3e Ausdehnung diffusesfBaktionen zu sehr kleinen
Eigenwerten der Uberlappmatrix und dadurch wiederum zu geiRen Elementen inner-
halb der inversen Metri8~! fiihrt, die im Falle von diffusen Basisfunktionen dicht beset
Ist, sogar fur ausgedehnte Systeme.

Da an der Erstellung der virtuellen Pseudomat@x die inverse Metrik beteiligt ist,
vererben sich die Eigenschaften der inversen Metrik daekdie virtuellen Pseudomatrizen
weiter und die Bandbreite voQ® ist groR im Falle von diffusen Basisfunktionen.

Da die response’ Dichte unter anderem aus Multiplikatioih acen virtuellen Pseudo-
dichten hervorgeht, wird zudem von der GIAO-Sphéare vetladgss diese mindestens so
groR sein muss wie die Bandbreite der virtuellen Pseudaafi€dt. Die Bandbreite

Rpana = max|ri]

ist definiert als der maximale Abstang, zwischen bel[ebigen Kernenund &, fur die
die Norm zugehdriger Atom-geblockter Submatrizen isgrol3er als ein vorgegebener
Schwellenwert®,,,.q) ist:

Qi > Dvana- (4.34)

Damit wurde ein allgemeines Schema prasentiert, um die GpbareR;, .. zu be-
stimmen. Diese ist definiert als das Maximum einer der beiatenmediaren Sphéaren:

Rtrunc = maX[RbandaRIGSC+]-

Finden diffuse Basisfunktionen Verwendung, wikg,,.q die dominierende Sphére darstellen
und Ublicherweise das ganze molekulare System Uberspafimatie Verwendung nicht-
diffuser Basissatze dagegen Riusc. dominierend, da in diesem Fall die Bandbreite von
Q relativ klein ist und die akkurate Beschreibung der beitnaigm IGSCs durch die ent-
sprechende Wahl voR¢sc.. gewéhrleistet werden muss.
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4.2.10 Skalenverhalten und Implementierungsaspekte

Die Berechnung des NMR-Verschiebungstensors folgt einardegrerten Hartree-Fock oder
DFT SCF-Rechnung. Diese skaliert mindestens@iv).

Fur die Dichtematrix-basierten Verfahren zur BestimmungAleschirmtensors sind die
entscheidenden Groélien, die aus der SCF-Rechnung Ubernonmaragemywdie Dichtematrix
P sowie die Fockmatri¥'. Weiterhin werden zur Losung der DL-CPSCF Gleichungen [17]
die besetzte und virtuelle Pseudodichte bendtigt, beidbeskn mitO(N) (wenn auch mit
kleinem Vorfaktor). Eine DFT-Erweiterung der 'nuclei-seled NMR shielding’ Methode
ist direkt moglich (siehe Referenz [20]).

Bei der Berechnung des gesamten NMR-Abschirmtensors ist d@mpgnetische Bel-
trag,af’w“pl, mit Abstand der aufwendigste Term. Wie bereits diskutexistieren fiir diesen
Term zwei aquivalente Formulierungen:

o7 = Tr[(PL, + PL)h™] = Tr[P™Y”]

J

(wobei hierh™ undP™ auch stellvertretend fil;?, . undP;” . stehen). Die Berechnung
des gekoppelten paramagnetischen Terms kann (fur beideuiterungen) in drei aufeinan-
derfolgende Schritte aufgeteilt werden. Fir jeden diesérife ist die Formulierung tber
P™ vorteilhaft bezuglich des Rechenaufwands, wie im folgergkzreigt werden soll.

Im ersten Schritt wird die rechte Seite der CPSCF Gleichuniglérd_6st man diese
fur P2, so ist die rechte Seit® ”. Lost man die CPSCF Gleichungen B, so ist die
rechte Seite-h™ . Bedarf es zur Erstellung voxi? der aufwendig (und mindestens linear
skalierend) zu berechnenden Ableitungen der Coulomb- uretatischmatrix G?[P] =
JZ(P) + KZ(P)), so ist die Bildung von-h™ mit einem sehr geringem Aufwand verbun-
den, da es sich hierbei um eine reine Einelektronengrofeftadudem ist-h™ durch die
r~2 Abstandsabhangigkeit sparlicher besetzt¥afs Nutzt man zuséatzlich den beschriebe-
nen Abbruch der GIAO Entwicklung, l6st also die CPSCF GleigamfurP,”, ., so ist die
entsprechende rechte Seitel(,’,..) von der Ordnung)(1).

Der zweite Schritt umfaRt die iterative Losung der CPSCF @Glaigen, umP? oder
P™ /P,” . zu bestimmen. Dazu werden in jeder Iteration ein Integralbinangiger Term
(A1x) und ein Intergral-abhéngiger Term {A berechnet (siehe Abschnitt CPSCF-Theo-
rie 3.1.1). Zur Bestimmung des,; A Terms bedarf es ausschlief3lich einiger Matrixmultipli-
kationen, woflr 'sparse algebra’ Routinen verwendet weidehe Abschnitt 2.3.3). Ver-
wendet man diese 'sparse algebra’ Routinen, um beispiedsvedneO(1)-Matrix mit einer
O(N)-Matrix zu multiplizieren, erlaubt die zugrundeliegendehiifen- und ’screening’-
Struktur, dass die Multiplikation sublinear, also rélt1), skaliert. Der Integral-abhéngige
Term Ayx beinhaltet effektiv nur den kurzreichweitigen Austauscint, da der Coulomb-
term aufgrund der schiefsymmetrischen Struktur der rec8tgte verschwindet. Verwendet
man zur Berechnung des Austauschs 'screening’ Verfahreaz videLinK [25, 26], so wird
das Skalenverhalten durch die Eingabematrix (rechte 8eit€€ PSCF-Gleichung und 're-
sponse’ Matrix) festgelegt. Daher skaliert der zweite Schrindestens mitO(N) fur eine
rechte Seite mi©(N), wie z. B.Y?Z, und mitO(1) fur eine rechte Seite m® (1), wie im
Fall von—h}”

trunc*
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Im dritten Schritt wird die zuvor bestimmte 'response’ Cielmit entsprechenden wei-
teren (statischen) Grol3en kontrahiert, um den entspréeineErwartungswert, z .B. den
paramagnetischen Abschirmtensor, zu erhalten.

Die Kontraktion vonP? +PZ mit h™ ist direkt moglich, da, wie bereits diskutieht?”
mit geringem Aufwand zu bestimmen ist. Die Kontraktion &% mit Y? dagegen scheint
auf den ersten Blick — aufgrund der Ableitungen der ZweigtatanintegraleG?[P] =
JZ(P) + KB(P) — sehr aufwendig. Es ist aber mdglich, die aufwendige (urelgimze
Molekul betreffende) Bestimmung va@?[P] zu umgehen, da man eigentlich nicht explizit
an GZ[P], sondern nur am Erwartungswert interessiert ist und manEitgenschaften der
Spur ausnutzen kann, fur die gilt:

Tr[P™J%(P)] = Tr[PJ”(P™)]

Tr[P™K?(P)] = Tr[PK?(P™)] .

Dadurch wird ermdglicht, die Lokalitat voR™ mit der Integralberechnung zu koppeln, da
anstelle vonJ? (P) und K?(P) nur die lokalen GroRed” (P™) und K?(P™) berechnet
werden missen.

4.2.11 Untersuchung von IGSCs fir verschiedene Basissatze

Als erstes sollen am Beispiel des linearen AlkaisH,4.) fur verschiedene Basissatze die
paramagnetischen IGSCs und die zugehdrigen subraumprtgizistatischen sowie gekop-
pelten Beitrage dargestellt und diskutiert werden. In Adhloilg 4.3 sind die entsprechenden
IGSCs fur die Basissatze 6-31G*, 6-311G(2d,2p) und 6-31+GJektellt.

Die Diagramme fiur die Basissatze 6-31G* und 6-311G(2d,2p¢rsoheiden sich nur
geringfugig, in beiden Fallen ist ein rasches Abklingen I@&$8C mit dem Abstand festzu-
stellen. Wie bereits diskutiert, erlauben die hier vervegad lokalen Basisfunktionen die
bestimmte Zuordnung der IGSC zu ihren Zentren (jedes IGSCHreibt einen lokalen in-
duzierten Strom), so dass sich eine Abstandsabhangigksiprechend dem Biot-Savart-
Gesetz widerspiegelt. Das Diagramm zu dem diffusen Bagi$sal+G* dagegen fallt aus
dem Rahmen. Die diffusen Funktionen erschweren die Zuoglaen einzelnen IGSC zu
ihrem Zentrum, da sie auch signifikante Beitrage zu nichtredgeZentren liefern kénnen
(analog zur Problematik von Mulliken’s Populationsanalysr diffuse Funktionen, siehe
z. B. Referenz [29]). Entsprechend der Auswertung der Barntgbderr virtuellen Pseudo-
dichte ergibt sich fur den Fall der Basis 6-31+G* mit ihrerfuen Funktionen, dass sich
die GIAO-Sphare Uber das gesamte System erstrecken s®ditevird daflir Sorge getra-
gen, dass alle signifikanten IGSCs berticksichtigt werdech atenn sie weniger konkret
bestimmt sind als die IGSCs im Falle der lokalen Basis.

Als néchstes soll das Beispiel eines aromatischen Systeiisuoht werden. Diese Sys-
teme zeigen aufgrund ihrer Ringstrome typischerweise &cigweitige magnetische Effek-
te. In Abbildung 4.4 (links) werden die paramagnetischeB@S samt ihren zugehdrigen
subraumprojizierten statischen sowie gekoppelten Batréigrgestellt, diesmal fur ein star-
kes Ringstromsystem (Sapphyrin), wobei ein Wasserstoékibin ungefahr 20 A Abstand
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Abbildung 4.3:1sotrope paramagnetische Gesamt-IGSCs und ihre statisdvee gekoppelten Beitrage,
die aus den Subraumprojektionen B# abgeleitet sind. Testsystem ist ein lineares Alkag kG.), Kerne A
sind nach Konnektivitét geordnet. Die GIAO-HF Methode waind Verbindung mit den Basissatzen 6-31G*,
6-311G(2d,2p) bzw. 6-31+G* verwendet. Die Werte der igptroGesamtverschiebung sind 31.22 ppm, 30.60
ppm und 31.20 ppm fir die Basissatze 6-31G*, 6-311G(2d,2p) B-31+G*.
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zum Ringsystem als Sonde fir die magnetische Abschirmundg.ddf der rechten Sei-
te von Abbildung 4.4 werden die entsprechenden Gro3en figr 8iruktur dargestellt, die
direkt aus dem Sapphyrin-Molekil abgeleitet wurde, in dlErdings fur den Ringstrom
kritische Bindungen aufgebrochen worden sind. Fir die Beneaty) des Systems wurde das
GIAO-HF Verfahren zusammen mit der 6-311G** Basis verwendeé Werte von allen
drei IGSCs [ IGSCg»-*!), IGSCEP<°*"!) und IGSCEP) ] sind offensichtlich mit der De-
lokalisation der Elektronen — charakteristisch fur Ringste — verknuipft: die individuellen
paramagnetischen IGSCs des geschlossenen (aromatischgs)aRi der linken Seite sind
systematisch um eine halbe Grdl3enordnung grof3er als dipreohenden IGSCs des auf-
gebrochenen Systems auf der rechten Seite. Die paramsgreiiGesamt-IGSCs des auf-
gebrochenen Systems verschwinden fast (als Summe ausrkkgatischen und gekoppelten
Beitrédgen), so dass kein signifikanter paramagnetischerdgedtn der Sonde zu verzeich-
nen ist. Dagegen sind die paramagnetischen Gesamt-IGS@ssiddossenen Systems ver-
gleichsweise grof3 (als Summe aus grof3en statischen ungpgdten Beitragen), so dass es
hier einen langreichweitigen Abschirmeffekt gibt.

In Bezug auf die signifikante GIAO-Sphéare wirde diese Beolmchimplizieren, dass
im Falle des geschlossenen Ringsystems die Basisfunktioieam Ring selbst zentriert
sind, sich notwendigerweise innerhalb der GIAO-Sphéarendefi missen, da sonst die ent-
sprechenden IGSCs nicht oder nur unzureichend beschriglrelem Im Falle des aufgebro-
chenen Systems genuigte dagegen eine GIAO-Sphére, dieédedigr Wasserstoffmolekiil-
Sonde eigenen Funktionen beinhaltete. In beiden Féllee e&mdglich, wie auch zuvor
allgemein vorgeschlagen, sich zur Bestimmung der GIAO-8pha der Grolie der stati-
schen IGSCs zu orientieren.

4.2.12 Beispielrechnungen mit Abbruch der GIAO-Entwicklung

Zur Untersuchung der alternativen Formulierung des Alsetieinsors sowie des Abbruchs
der GIAO-Entwicklung, sind eine Reihe von Beispielrechundenchgefiihrt worden. In
Tabelle 4.1 werden die Rechenzeiten der drei aufwendigggend zur Berechnung des pa-
ramagnetischen Verschiebungstensargx, A,x undG?) gelistet. Als Testsysteme dienen
Celluloseketten mit 16 bzw. 32 Glucoseuntereinheiten. BBeeeSpalte listet die Zeiten zur
Bestimmung der drei Terme fiir den konventionellen Ansatz @& Die zweite Spalte
listet die entsprechenden Zeiten fur die Darstellung U®eér. Die dritte und letzte Spalte
listet die Zeiten fur den kernspezifischen Ansatz in Verbimgimit dem Abbruch der GIAO-
Entwicklung, also fuiP}" .
Vergleicht man die Ergebnisse zwischen dem Ansatz bezudli¢ und P™, so zei-
gen sich deutliche Gewinne zugunsten B’ : A;x und G” werden ungefahr vier mal so
schnell bestimmt, die zeitlich dominierende Bestimmung ¥gix ist um eine GrofRenord-
nung schneller. Bezuglich des Skalenverhalténd\)) kann man feststellen, dass in beiden
Fallen, also fiil®? undP™, ein annahernd lineares Skalenverhalten auftitt 1). Dage-
gen reduziert sich das Skalenverhalten auf sublineart man weiterhin den Abbruch der
GIAO-Entwicklung, alsaP}” anstelle vonP™ (letzte Spalte). In diesem Fall entspricht

trunc

der Geschwindigkeitsgewinn gegeniber der konventioméllethode einem Faktor von 14
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Abbildung 4.4:Isotrope paramagnetische Gesamt-IGSCs und ihre statistivéie gekoppelten Beitrage,
die aus den Subraumprojektionen B abgeleitet sind. Testsystem ist ein Wasserstoffmolekélches von
einem Sapphyrin-Ring (links) bzw. einem gedffneten SapipkRing (rechts) in ungefahr 20 A Entfernung
gestort wird. Alle Atome, deren IGSCs angegeben sind, befirsich etwa im gleichen Abstand zum Wasser-
stoffmolekil. Methode: GIAO-HF mit Basissatz 6-311G**.
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Tabelle 4.1:Rechenzeiten der drei aufwendigsten Schritte zur BestingwonPZ, P oderP}” am
Beispiel der Berechnung des paramagnetischen Abschismtgrines Protons von Cellulose 16 bzw. Cellulose
32 mittels GIAO-HF/6-31G*. Schritté ; x bzw. A>x sind die intergralunabhéngigen bzw. integralabhangigen
Schritte innerhalb von CPSCF, die Bestimmung @# benétigt Ableitungen von Zweielektronenintegralen.

Zusétzlich ist der fur das Skalenverhalten charaktecis§€Exponent k angegeben.

b’ P Prine
Cellulose 16
Zeit Zeit Zeit
t[s] t[s] t[s]
Aqx 1661 481 170
Aox 21783 2908 1237
G? 5422 1519 670
Gesamtzeit 30518 5125 2241
Cellulose 32
Zeit O(NK) Zeit O(NK)  Zeit O(NK)
t[s] k t[s] Kk t[s] k
Aqx 4745 1.5 1249 14 264 0.6
Asx 54818 1.3 5615 1.0 1384 0.2
G5B 11441 1.1 2522 0.7 751 0.2
Gesamtzeit 76550 1.3 10231 1.0 3096 0.5
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Abbildung 4.5:Rechenzeiten zur Bestimmung des NMR-Abschirmtensordlioder einen ausgewéhliten
Kern am Beispiel von Cellulose-Ketten mit 1, 2, 4, 8, 16 odeGucoseeinheiten (mit GIAO-HF/6-31G*). Fur
den Ansatz, der die Verschiebung fir nur einen Kern berdchweden Rechnungen mit und ohne Abschneiden
der GIAO-Sphére durchgefihrt.

fur Cellulose 16 und einem Faktor von 25 fir Cellulose 32.

In Abbildung 4.5 sind Rechenzeiten fur die Cellulosesystenteln®, 4, 8, 16 und 32
Glucoseuntereinheiten dargestellt fir die Verwendungkdesentionellen sowie des kern-
spezifischen Ansatzes mit und ohne Abbruch der GIAO-Entwick Das Skalenverhalten
der Ansétze, die auP? bzw. uneingeschranktef@™ beruhen, wird offensichtlich linear,
wohingegen der auP}’ .. basierende Ansatz ein frihes Einsetzen des sublinear&alver
tens aufweist.

Die der Abbildung zugrundeliegenden Daten samt den isetramd anisotropen Ab-
schirmkonstanten sind in Tabelle 4.2 wiedergegeben. Banéhden sich Daten zu wei-
teren Testsystemen, die untersucht worden sind. Dazu gel&in Ausschnitt eines "high
density’ Lipoproteins (HDL) mit 721 Atomen, dessen Struknittels NMR-Spektroskopie
aufgeklart wurde (pdb-ID: 1gw4, Ref. [82]) und ein DNA-Fragmh bestehend aus 16 DNA
Basenpaaren mit insgesamt 1052 Atomen (DNADie letzte Spalte in Tabelle 4.2 zeigt
die Dimension der rechten Seite der CPSCF-Gleichung fur demekmionellen Ansatz im
Vergleich zum kernspezifischen Ansatz mit Abbruch der GIB@wicklung. Fur Cellulo-
se 32 beispielsweise ist diese Dimension im Falle des kemifisthen Ansatzes um eine
GrofRenordnung reduziert.

Fur alle zwolf willkarlich ausgewerteten Kerne des HDL Mkilds erhalten wir mit den
gewahlten Parametern (siehe Tabelle 4.2) eine Abweichangsdtropen Verschiebung fur
den abgebrochenen kernspezifischen Ansatz im Vergleichkemventionellen Ansatz von
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Tabelle 4.2: Vergleich der Methoden zur Berechnung des NMR Abschirnutenslie Berechnung der Ab-
schirmung aller Kerne (unter Verwendung der 'responsehigimach dem externen Magnetfeld) und die Be-
rechnung der Abschirmung fiir einen ausgewahlten Kern (\Waevendung der response’ Dichte nach dem
kernmagnetischen Moment mit Abschneiden der GIAO-Entlviaf). Dargestellt sind die isotropen (anisotro-
pen) Verschiebungen, Rechenzeiten und Dimension derere&giten (RHS) der CPSCF-Gleichung (Anzahl
an Basisfunktionen). Die DL-CPSCF Methode wurde durchweéderbindung mit dem GIAO-Ansatz und dem
Basissatz 6-31G* verwendet. Die verwendeten ParameteAhsthneiden der GIAO-Entwicklung (siehe Ab-

schnitt 4.2.9) sindd;gsc = 2 - 1072, Ypana = 1074 sowiedye,r = 1076,

isotr. (anisotr.) Abschirmumg Gesamtzeit [s] | # Basisfkt. RHS
System alle einer alle einer| alle einer
Cellulose 1 (H 1) 30.54 (23.63) 30.54 (23.63) 169 135| 204 204
Cellulose 2 (H1) | 30.56(23.66)  30.56 (23.66) 943 549| 408 408
Cellulose 4 (H 1) 30.57 (23.66) 30.56 (23.67) 3562 1438| 778 672
Cellulose 8 (H1) | 30.58(23.66)  30.56 (23.67)) 10916 1995/ 1518 672
Cellulose 16 (H1) | 30.58 (23.66)  30.56 (23.67)] 30518  2241| 2998 672
Cellulose 32 (H1) | 30.58 (23.66) 30.56 (23.67)| 76550 3096| 5958 672
Lin. Alkan C20 (H1) | 31.22(11.20) 31.23 (11.20) 423 178| 384 188
Sapphyrin, 30.68 (1.54) 30.67 (1.54) 1207 499| 473 473
Sapphyrin(offen)H, | 30.50 (0.94) 30.49 (0.99) 208 3| 305 4
HDL (C 5) 139.87 (39.57)  139.87(39.59) 260178  12837| 6139 1336
HDL (C 18) 174.56 (26.18) 174.54 (26.26) 260178 11649 6139 1062
HDL (H 96) 31.03 (9.99) 31.01(9.96) | 260178 16532 6139 2143
HDL (C 226) 171.76 (26.57)  171.75(26.59) 260178 32315 6139 3574
HDL (C 240) 24.64 (156.70) 24.62 (156.72) 260178 34004 6139 3028
HDL (C 242) 157.86 (37.59)  157.84 (37.55) 260178 29382 6139 3247
HDL (H 272) 30.06 (8.34) 30.05(8.36) | 260178 31601 6139 3128
HDL (H 290) 25.09 (14.77) 25.07 (14.75)] 260178 35390 6139 3490
HDL (N 455) 160.17 (122.12) 160.18 (122.14) 260178 43968 6139 3623
HDL (H 519) 27.61 (14.23) 27.64 (14.20)| 260178 21669 6139 2334
HDL (H 580) 27.27 (14.03) 27.26 (14.07)| 260178 17074 6139 2324
HDL (H 717) 27.87 (8.35) 27.84 (8.36) | 260178 16604 6139 1675
DNA ;6 (C 36) 133.00 (43.32) 132.99 (43.34) 1217532 111077 10674 4117
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Abbildung 4.6:Rechenzeiten zur Bestimmung des NMR-Abschirmtensordlioeder einen ausgewéahlten
Kern am Beispiel von Cellulose-Ketten mit 1, 2, 4, 8, 16 od&Gucoseeinheiten (mit GIAO-HF/6-31G*). Die
Berechnung der Verschiebung fiir nur einen Kern wurde mit dbbiruch der GIAO-Entwicklung umgesetzt.
Fur D-CPSCF sowie fiir DL-CPSCF wurden 'sparse algebra’ 8tlewwerte von} = 10~7 verwendet.

maximal 0.03 ppm. Die Dimension der rechten Seite redugieiitum einen Faktor von zwei
bis sechs mit einem entsprechenden Geschwindigkeitshsvan 6 bis 22 fur HDL.

Die Daten zu Abbildung 4.5 und Tabelle 4.2 wurden aussclidie®inter Verwendung
der DL-CPSCF Methode erhalten. In Abbildung 4.6 wird zuséitzkin Vergleich zu den
konventionellen Methoden, MO-CPSCF und D-CPSCF, zur BerechtesMR-Abschirm-
tensors (fur alle Kerne) gezogen, in dem der Gewinn zur trgpichen MO-CPSCF sehr
deutlich wird: ist man tatsachlich nur am Abschirmtensar dinen bestimmten Kern in-
teressiert, so kann man mithilfe der neuen Methode dieserinen Faktor 100 schneller
bestimmen als mit der MO-basierten Methode (fir das Beisysgeém Cellulose 32). Der
Gewinn der DL-CPSCF Methode gegeniiber D-CPSCF ist zwar deudlicdr nicht so ent-
scheidend, da die Losung dAg x Schritts hier nicht dominierend ist.
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4.3 QM/MM NMR

Alternativ lassen sich NMR-Verschiebungstensoren von gmo8ystemen (z.B. Molekiile
in Losemitteln) durch einen Hybridansatz berechnen. DeVI@MIHybridansatz verknupft
die quantenmechanische Beschreibung einer zentralen Regiainer molekularmecha-
nischen Beschreibung der Umgebung. Zur Berechnung von NMBekfEbungen mittels
QM/MM folgen wir hier der Strategie des ’electrostatic emdtmgs’, wie erstmals von Cui
und Karplus [83] fur die Berechnung von NMR-Verschiebungemidiert. Dabei wird die
molekularmechanische Umgebung (MM-Bereich) durch eintedskatisches Potential aus
einzelnen Punktladungen charakterisiert

Nvim Ze
VR
- |Rc—r1

Im QM/MM Ansatz werden die quantenmechanischen PotentiséeBestandteil des Ein-
elektronen-Hamiltonoperatofs,, sind, um das MM-Potential der Umgebuigy; erganzt:

hom/nm = hou + Ovm-

Im allgemeinen Ausdruck des NMR-Verschiebungstensors

9?h oh
=) P pl 4.35
% MZ " 9Bom, 2= M O, (4.35)
sind von dem zusétzlichen MM-Potential sowohl der linkeadagnetische) als auch der
rechte (paramagnetische) Term betroffen. In den diameghein Term geht eine durch das
MM-Potential polarisierte DichtematriR ein. Im paramagnetischen Term hangt die Bildung
der gestorte DichtematriR” vom MM-Potential ab, da in der GIAO-Formulieruhd’ u.a.

von:
Ipu(B) ~ 01, (B)
(=5 Il (B)) + (B =55
abhangt, unch? wiederum einen Teil der rechten Seite der CPSCF-Gleichun@estim-
mung vonP? ausmacht.

Im folgenden soll der Losemitteleinfluss auf die chemisckesthiebung eines Sauer-
stoffatoms von einem Tyrosinmolekll untersucht werderavdas Tyrosin in Wasser gelost
ist und wir eine Momentaufnahmenstruktur einer MD untengmc(siehe Abbildung 4.7).

Der Einfluss verschieden grol3er Wasserspharen auf die stieeVerschiebung des zen-
tralen Sauerstoffatoms wird sowohl mit der reinen QM-Melhals auch mit der QM/MM-
Methode untersucht. Sowohl in der reinen QM-Methode al$ &aucer QM/MM-Methode
werden Wasserschalen mit Radien im Bereich von 4 bis 14 Angstréantenmechanisch
berechnet. In der QM/MM-Methode wird zusatzlich noch deffddenzbereich zwischen
aktueller QM-Wassersphére und der groRten Wassersphiédivlngstrom beriicksichtigt.
Dazu wird das elektrostatische Potential dieses Diffdsereichs durch ein molekularme-
chanisches Modellpotential (in diesem Fall das TIP3P-NM¢84&] fir Wasser) beschrieben,
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Abbildung 4.7:Tyrosinmolekiil in Wasserumgebung. Momentaufnahme ausS#Rulation. Fir zentrales
Sauerstoffatom wird die chemische Verschiebung bestimmt.
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Isotrope Abschirmung mit wachsender Wasserumgebung

(39) (48) (78) (126) (177) (246) (369) (495) (645) (822) (102
| | | | | T | | | |

abs. isotrope Verschiebung [ppm]

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
(Anzahl an Atomen)
Wassersphaere [Ang]

Abbildung 4.8:Isotrope Verschiebungen fiir ein Sauerstoffatom einessTynolekiils in einer unterschied-
lich grof3en Wasserumgebung, die quantenmechanisch mssmmwird. Es wurden die QM und die QM/MM
Methode verwendet (GIAO-HF, Basissatz 6-31G**).

welches den quantenmechanisch beschriebenen Kernb@amfisiert. In Abbildung 4.8
sind die entsprechenden isotropen chemischen Versclygehuiir die QM als auch fur die
QM/MM-Methode aufgetragen. Die Daten zeigen, dass durehHihzunahme der MM-
Beschreibung der Abschirmtensor der QM/MM-Rechnung in dre8eispiel wesentlich
schneller konvergiert als der der QM-Rechnung allein.

Wie wir bereits bei der Diskussion der kernspezifischen Bereng des Abschirmten-
sors gesehen haben, gibt es eine alternative Darstelluag, fin Abhangigkeit vorP " statt
P? (Gleichung 4.24):

o; =Tr[ P™ [F® — (SPPF + FPS?) — G[PS”P]]
+PhP™m — PSEP(h™)]

(4.36)

Auch dieser Ausdruck kann mit dem QM/MM-Ansatz verknUpftreen. Hierbei erhalt
man die gleichen numerischen Ergebnisse, wéhrend siclew#lige Rechenzeit reduziert
(siehe Tabelle 4.3). Die Reduktion der Rechenzeit um wenigeziaen Faktor von drei ist
nicht so stark wie bei den zuvor diskutierten, kovalent gelamnen Systemen. Dies liegt u.a.
daran, dass aufgrund der dichten sphérischen Strukturddierlg der CPSCF-Gleichungen
fur P™ ahnlich aufwendig ist wie im Fall voR”, im Gegensatz zu den ausgedehnten Sys-
temen des vorigen Kapitels, wo friher von der lokalen Stnukon P™ profitiert werden
konnte. Gleichzeitig ist auch die gréRte Wassersphére ¥ofirigstrdm noch nicht in dem
Bereich, wo der beschriebene Abbruch der GIAO-Entwicklymgstherweise einsetzt.
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Tabelle 4.3: Rechenzeiten [s] (exclusive SCF-Rechenzeit) zur Beraupndes QM/MM NMR-
Abschirmtensors flr ein Sauerstoffatom eines TyrosinRidgein Wasserumgebung. Der Verschiebungstensor

wurde UibePB sowie (ibe®™ berechnet.

Sphare QM/MMP?P) QM/MM(P™)
4 695 501
5 845 608
6 1861 1454
7 4908 3146
8 9246 5165
9 17051 8461
10 34263 16229
11 65571 26569
12 106293 42825
13 182166 67696
14 286921 110536
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Kapitel 5

Symmetrie-adaptierte Stérungstheorie
(SAPT)

Nicht-kovalente Wechselwirkungen nehmen eine Schltiesélpn in molekularen Prozes-
sen biologischer und chemischer Systeme ein. Musteretkenwie z. B. Antigenerken-
nung, die Zellkommunikation Uber Signaltransduktiongkalen, enzymatische Katalyse
oder Speicherung der Erbinformation im genetischen Codlersteur einige Beispiele dar,
die allesamt auf schwachen intermolekularen Wechselwgkn beruhen. Reversible, nicht-
kovalente Wechselwirkungen sind die Grundlage fiur die dyisahe Prozessierung von In-
formationen in komplexen Systemen wie der Zelle. Die gerizerechnung von intermole-
kularen Wechselwirkungen kann wichtige Einblicke zu ihfeesseren Verstandnis liefern.

Die Anwendung von quantenmechanischen Methoden zur Bawaghwon intermole-
kularen Wechselwirkungsenergien ist in der Praxis haufigeschrankt durch das starke
Ansteigen des Rechenaufwands mit der MolekilgréRe und dalit®uder verwendeten
Methode. Trotz zahlreicher Fortschritte der letzten Ja¢ivga durch die Verwendung linear
skalierender Verfahren (siehe z. B. Referenzen [16, 19, 253&85-91]) stellt die effizi-
ente und genaue Berechnung intermolekularer Wechselvwgdamergien immer noch eine
grol3e Herausforderung dar.

Die Schwierigkeit bei der ’ab-initio’ Berechnung intermkigarer Wechselwirkungs-
energien liegt darin, dass diese Wechselwirkungsenetgi@acherweise um Grof3enord-
nungen geringer sind als die entsprechenden Gesamtemeigievechselwirkenden Syste-
me. So liegt z. B. die Energie von einem DNA Fragment mit 16agesten Basenpaaren bei
10* Hartree, wohingegen eine typische schwache Wechselwgdaenergie nur einige mHar-
tree betragt. Dieses Beispiel illustriert die Schwierigldg@r konventionellen Berechnung
intermolekularer Wechselwirkungsenergien aus der Difierder Gesamtenergie und der
einzelnen Bestandteile des betrachteten Systems undéelvarum dafir fir gewdhnlich
grol3e Basissétze sowie genaue Methoden benétigt werdendidlys kann bei der Berech-
nung von Wechselwirkungsenergien haufig von einer sysieah@n Fehlerkompensation
profitiert werden.

Ein alternativer Ansatz zur Berechnung intermolekularechgelwirkungsenergien ba-
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siert auf einer stérungstheoretischen Beschreibung deh¥gdeirkungsenergie [92]. Vergli-

chen mit der Gesamtenergie ist die Wechselwirkungsenklgie und scheint pradestiniert
fur eine stérungstheoretische Beschreibung zu sein. Marhbeibt die Wechselwirkung als

Storung, wobei das ungesttrte System die einzelnen BestiEn(onomere) des Systems
beschreibt, als wirden sie nicht in Wechselwirkung steBem.historisch erste Ansatz von
Eisenschitz und London [93] nutzt eine Multipolentwickipnur Darstellung des Wechsel-
wirkungsoperators, die verwandte Polarisationsnahemspiger eingefuhrt von Hirschfelder
et al. [94], nutzt den exakten Wechselwirkungsoperator enbvidung mit der Rayleigh-

Schrdédinger Stérungstheorie und erméglicht so eine Betthrg von 'charge penetration
effects’. Da beide friilhen Ansatze aber kurzreichweitigastdBungsterme, die durch Aus-
tauscheffekte [95] hervorgerufen werden, nicht adaquathreiben, bedurfte es weiterer
Entwicklungen.

Die prinzipielle Schwierigkeit bei der Berechnung intergiallarer Wechselwirkungen
mit Hilfe der Stérungstheorie liegt darin, dass, obwohl ie& $ei der Wechselwirkungs-
energie tatsachlich um einen kleinen Beitrag handelt, deeh\drkung des Wechselwir-
kungsoperators nicht 'geringfligig’ ist. Durch die Aufgpalg des supermolekularen Ha-
miltonoperators in monomere Hamiltonoperatoren (nul@ednung) und den Wechselwir-
kungsoperator (erster Ordnung) wird das Pauli Prinzipeter[92], da einzelne Elektronen
exklusiv dem einen oder dem anderen Monomer zugeschlagetemedn einer adaquaten
physikalischen Beschreibung sollte der Wechselwirkungsaipr die Ununterscheidbarkeit
bertcksichtigen. Insofern ist seine Wirkung allerdingshbimehr als 'geringfligig’ anzuse-
hen.

Um innerhalb eines stdérungstheoretischen Ansatzes @otztém Pauli-Prinzip genlige
zu tun, gibt es die Moéglichkeit, entweder die natirliche taéuéing des Hamiltonoperators in
den (ungestérten) Monomerenanteil und den Wechselwidteiyag aufzugeben, oder un-
ter Aufrechterhaltung der natirlichen Aufteilung geeign8ymmetrieprojektionen in jeder
Storordnung einzufthren. Erstere Methoden werden alsrisgtmsche’ Ansétze beschrie-
ben (siehe Referenz [92]), wohingegen letztere Methodesr detm Namen der 'Symmetry-
adapted perturbation theory’ (SAPT) [95] zusammengefassien.

Der einfachste Ansatz unter den SAPT Verfahren ist die sytmsierte Rayleigh-Schro-
dinger Stérungstheorie (SRS). In diesem Ansatz wird die Sgineaprojektion auf die Ter-
me der Polarisationsentwicklung angewendet: fur jedecBdiwung entstehen so neben den
urspringlichen Polarisationstermen zusatzliche 'Austhterme’ [95], die aus der Anwen-
dung der Symmetrieprojektion hervorgehen. Obwohl fir Métktronensysteme die SRS-
Entwicklung fur Terme hoherer Ordnung nicht notwendigese&onvergiert [96], liefert sie
mit den Termen zweiter (und dritter) Ordnung im allgemeigate Ergebnisse fiir die Wech-
selwirkungsenergie, da sie die wichtigsten Austausctigmstordentlich beschreibt [97]. Im
folgenden werden wir ausschlie3lich das SRS-Modell diskeli, dieses wird daher aquiva-
lent zum Term SAPT gebraucht.

Im Gegensatz zu anderen stérungstheoretischen Ansatzddegztimmung der Wech-
selwirkungsenergie beschreibt das SAPT Verfahren Auslerifekte sowie auch 'charge-
penetration’ Effekte [95]. Zudem treten durch die direktedddnung der Wechselwirkungs-
energie (anstelle der indirekten Berechnung tGber Eneftpeginzen) keine Basissatzsuper-
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positionsfehler (BSSE) (im Sinne des supermolekularen &esaauf, welche fur supermo-
lekulare Ansatze eine deutliche Schwierigkeit darstgib&).

Ein weiterer Vorteil des SAPT Ansatzes liegt in der Moglielikzur Klassifizierung der
einzelnen SAPT-Beitrage in physikalische Grof3en: eletdtizshe, induktive und dispersive
Wechselwirkungen und ihre zugehérigen Austauschbeiti@@gs kann nutzliche Beitrage
zum Verstandnis der Natur der chemischen Bindung liefern.

Zur Bestimmung der intermolekularen Wechselwirkungseaearigt es wesentlich, auch
die intramonomereelektronenkorrelation adaquat zu beschreiben. Zu diesgetk wurde
die Vielteilchen-SAPT Theorie (‘'many-body SAPT’ - MB-SAPY¥9n den Gruppen um Je-
ziorski sowie Szalewicz [21, 99] entwickelt. Eine zweidim@nale Storungstheorie findet
hierbei Verwendung, die zusatzlich zum intermolekularertiéelwirkungsoperatdf noch
den intramolekularen Mgller-Plesset Korrelationsoperét” einfihrt. Der entsprechende
Hamiltonoperator nimmt fir MB-SAPT die folgende Gestalt an:

H=F+CW+)V, (5.1)

wobeiF = F,+ Fg bzw. W = W, + Wpg die Summen der Monomer-Fock Operatoren bzw.
der intramonomeren Korrelationsoperatoren reprasemntieder MB-SAPT Ansatz liefert
sehr genaue Wechselwirkungsenergien, vergleichbar mgwgeermolekularen Bestimmung
der Wechselwirkungsenergie auf CCSD(T) Niveau [100].

Da aber sowohl MB-SAPT als auch CCSD(T) Terme beinhalten, dgéeeachnung mit
O(NT) skaliert, sind weniger aufwendige Verfahren zur BerechriergWechselwirkungs-
energien aufRerst wiinschenswert und haben in den letztesndakl Beachtung innerhalb
der wissenschaftlichen Gemeinschaft gefunden: Hesselmad Jansen [101] sowie auch
Williams und Chabalowski [102] schlugen vor, die ansonstefwandig zu beschreiben-
de intramonomere Korrelation durch Ersetzen der Hartak Referenz mit einer Kohn-
Sham-DFT Referenz zu beschreiben, weiterhin aber das SARZdt zur Beschreibung
der intermolekularen Wechselwirkung zu benutzen. Diese ldt insofern sehr vielverspre-
chend, als DFT eine sehr erfolgreiche Methode darstelltatativ geringem Aufwand Elek-
tronenkorrelation zu beschreiben, sie dagegen zugleieh(@omindest in konventionellen
Formulierungen) Wechselwirkungsenergien, insbesondierBispersion, nur unzureichend
bzw. gar nicht beschreiben kann. Die Dichtefunktionaltleeaur Beschreibung der intra-
monomeren Korrelation zu verwenden, und gleichzeitig diermolekulare Wechselwir-
kung mittels SAPT zu beschreiben, ist daher sehr vielvecdand. Die ersten Resultate des
Kohn-Sham basierten SAPT — SAPT(KS) —waren jedoch entté@nst{102]. Durch die Ver-
wendung von asymptotisch korrigierten Dichtefunktiona]®03, 104] konnten allerdings
die ersten Schwierigkeiten behoben werden: mithilfe vommgdotisch korrigierten Dich-
tefunktionalen werden die elektrostatischen sowie Austiauund ‘response’-Induktions-
wechselwirkung sehr gut beschrieben. Sogar die Ergebdessengekoppelten Kohn-Sham
Induktionsenergie sind erstaunlich gut [105], was allensé&ein nach auf eine systemati-
sche Fehlerkompensation zurtickzufiihren ist [106]. Dieli@ualer ungekoppelten Werte
nimmt allerdings mit zunehmenden Bindungsabstand ab [106].

Die Dispersionsenergie wurde dagegen durch die blof3e liumiigy der asymptotischen
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Korrektur noch nicht adaquat beschrieben, vielmehr bégled der zeitabhangigen Dichte-
funktionaltheorie (TDDFT) [107], um auch die Dispersionsggie akkurat zu bestimmen.

Verwendet man also sowohl die asymptotische Korrektur &$rdichtefunktional sowie
TDDFT zur Bestimmung der Dispersionswechselwirkung in Wfetbng mit einer Kohn-
Sham Referenz im sogenannten Hybrid DFT-SAPT [105, 108] BA®T(DFT) [106] An-
satz, so erhalt man Ergebnisse, die von der Genauigkeiewengar sind mit hochkorrelier-
ten supermolekularen Ansatzen, wie etwa CCSD(T), wobei dieTSBasierten Methoden
aber einen wesentlich geringeren Rechenaufwand [100] &dwe

Auch wenn die oben vorgestellten SAPT Ansatze vielverspmed sind, da sie mit ge-
ringerem Aufwand als CCSD(T) entsprechend genaue Ergeldi@tsm, so ist ihnre Anwen-
dung fur groRere Systeme immer noch eingeschrankt durcktdéen Anstieg der Rechen-
zeit mit der Molekulgroéfie.

Um diese Einschrankung, zumindest teilweise, zu Uberwminge@met sich die hier vor-
gestellte Arbeit der Reformulierung des nicht-dispersiVeits der SAPT-Wechselwirkungs-
energieE>APT (bis zur zweiten Ordnung fur die intermolekulare Wechsgdwing und null-
ter Ordnung in der intramonomeren Korrelation) in einerHDénatrix-basierten Darstel-
lung, die die Anwendung von effizienten linear-skaliereniethoden erlaubt.

Der nicht-dispersive Anteil der SAPT Energie setzt sich @eis folgenden Termen zu-
sammen:

ESAPT _ E( 0) + E(lO) + E( 0) + E( 0) ) (52)

nonD pol exch ind,resp exch—ind,resp

Hierbei |stEpol der elektrostatische Beltra@mh
20)

E;,.qvesp d€T gekoppelte Induktionsbeitrag uﬁéﬁ
tauschbeitrag.

Diese Terme wurden bereits von Hesselmann et al. [100, 1081 AO-Basis formu-
liert. In der vorliegenden Arbeit liegt der Schwerpunkt dggn auf einer Kombination der
Dichtematrix-basierten Formulierung mit linear-skadietden Verfahren und der in diesem
Zusammenhang erstmals formulierten Dichtematrix-btsieBestimmung der ‘response’-
Induktionsdichte (basierend auf dem DL-CPSCF Verfahrenj.ddm letzten Punkt wird
eine direkte Berechnung der 'response’-Induktionsdichiglioh, ohne den Zugriff — wie
in der konventionellen Formulierung — auf nicht-lokale Ekiilorbitale, so dass eine linear-
skalierende Implementierung Gberhaupt erst moglich Wifeiterhin werden, wie schon zu-
vor diskutiert, 'sparse algebra’ Routinen fur Matrixmulifgationen verwendet [28] sowie
zur Bildung von Coulomb-artigen bzw. Austausch-artigen Matr die CFMM bzw. LinK
Methoden angepasst und verwendet (siehe Abschnitt 2.85 &mdglicht es, alle Terme
innerhalb vonESALT mit linearem statt mit kubischem Skalenverhalten zu berech

nonD

der Austauschbeitrag erster Ordnung,
der gekoppelte Induktions-Aus-

ch—ind,resp

5.1 Dichtematrix-basierte SAPT (AO-SAPT)

Die SAPT Energie in einer Dichtematrix-basierten Fornuilgy wurde erstmals von Hessel-
mann et al. [100] vorgestellt, allerdings in einer nicheln-skalierenden Implementierung.
Die Dichtematrix-basierte Darstellung kann direkt aus M&-SAPT Formulierung in der
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MO-Basis [21] abgeleitet werden. Diese Formulierung basiaf einer Beschreibung der
Monomere in der Dimer-zentrierten Basis (DCBS [98]), die allsiBfanktionen des Dimers
und nicht nur des jeweiligen Monomers beinhaltet. Konwetgi Dichte- und Fockmatrizen
werden mitP4 undF4 fir Monomer A bzw. mitP? und FZ fiir Monomer B bezeichnet.
Die Dichtematrix zu Monomer A ist definiert al®;,, = > ... C/.Cy,, wobeiocc, die
besetzten Molekulorbitale von Monomer A beschreibt (undl@m fir Monomer B). Die
MO-Koeffizientenmatrix zur Beschreibung der MOs von Monorést C“. Analoges gilt

fur die entsprechenden Gréf3en zu Monomer B.

51.1 PoIarisationsenergiel(]éi?))

Die elektrostatische Wechselwirkungsenergie (auch RBal@wnsenergie genannt) beschreibt
die statische Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Ladwergslungen von Monomer A
und Monomer B.

Der MO-basierte Ausdruck der Polarisationsenergie lastvgie folgt darstellen [21]:

10 ~ab
E](w,) = 45 |

Hierbei ist das verallgemeinerte Zweielektronenintegfatiefiniert als:
o =< ijlkl > + (") Su/Na + (v?)ES/Np + SikSiVo/(NaNg),

wobei < ij|kl > das Coulomb-Zweielektronenintegral in Dirac-Schreibeeis' und v
die MO-Darstellung des elektrostatischen Potentials dan& von Monomer A bzw. von
Monomer B,V, die Kern-Kern Wechselwirkungs den MO-Uberlapp und schlieRlicN 4
und N die Anzahl der Elektronen in Monomer A bzw. Monomer B datetel Aus dieser
Darstellung lasst sich eine Dichtematrix-basierte Forenuhg, basierend auf einer Hartree-
Fock oder Kohn-Sham Referenz, ableiten:

B = Tr (4PAJ7 4 2PAVE 4 2PPvA) 11 (5.3)
Hierbei istv* die AO-Darstellung des elektrostatischen Potentidle;) = — >, 2=,

welches durch die Kerne von Monomer A erzeugt wird (analogvfanomer B).J? stellt
die Coulombmatrix dar, die aus der Dicl®& erzeugt wird:

35, = P2 (o)) (5.4)
oA
und anschlieRend mR“ kontrahiert wird.

10)
xch

5.1.2 Austausch-Polarisationsenergieﬂcf

Die Austauschkorrektur zur Polarisationsenergie ersteinng resultiert aus der Wieder-
einfihrung der Pauli-Symmetrie, die in der Polarisatiomseklung teilweise verloren ge-
gangen war. Wir werden hier die Einfach-Austausch Nahe(dhpverwenden, die nur qua-
dratische Terme des Uberlapps berticksichtigt und so Assierme von mehr als einem

92



Elektronenpaar vernachlassigt. Fir die Region des van dafsWéinimums und dartber
hinaus ist dies eine sehr gute Naherung [95].
Der Ausdruck der MB-SAPT Austauschenergie erster Ordnuj [2

710 _ 10

exch — exch

(8%) = =2 [o55 + Sun (2055 — 93") + Swa(205 — Ty
—-25 ’bSb’a’Uab 285, ’b’Sb’aUab
+Sa’bSb’aUab }

l&sst sich wie folgt in die AO-Basis Ubertragen:

Efen(5?) = —2Tr( PAK?
+2PBSPAJA + PBSPAvA — PBSPAKA
+2PASPEJ5E + PASPBvVE — PASPAK?
—2PBSPASPEJA — PESPASPSvA
—2PASPPSPAJE — PASPBSPAVE
+PASPBK[PBSPY)) .

(5.5)

Hierbei ist (S),, =< u|v > die Uberlappmatrix (Metrik) in AO-Darstellung. Die Aus-
tauschmatrizen (sowohl fir Hartree-Fock als auch fur K8ham Referenzdeterminanten)

sind:
ZP (uX|ov) (5.6)

und analog fulK?”. Bei Verwendung vom:X = 2JX +v¥ undh¥ = w* — K¥, erhalt man
eine kompakte Darstellung der Austauschenergie:

EUY — _oTy( PAKSB
+PBSP4h? + PASPSh?
—PBSPASPSwA — PASPBSPAW?
+PASPSK[PZSPA))

(5.7)

5.1.3 InduktlonsenergleE

Die attraktive Induktionsenergie resultiert aus der gegéigen Polarisation der wechsel-
wirkenden Monomere durch das statische elektrische Felgesieils anderen, ungestorten
Partnermonomers. Zur Berechung der Induktionsenergie avedCPSCF Methode ange-
wandt, um die Antwort (response’) auf das elektrostaisEbld des anderen Monomers zu
bestimmen.

nd 7esp)
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Zur Beschreibung der Induktion von Monomer A durch das ebsitatische Potential von
Monomer B kann, in voIIstandiger Analogie zum MB-SAPT Mol&kiitalausdruck [21]:

znd ,resp War

(wobeiUA—5 die CPSCF-Koeffizientenmatrix aus Glelchung 5.13 wpdlas gesamte elek-
trostatische Potential von Monomer B darstellt) die Diomd¢rix-basierte Darstellung wie
folgt formuliert werden:

E®

ind resp(A — B) = QTY(XA B) (58)

Die Matrixdarstellung des elektrostatischen Potentials Monomer B ist durchw? =
2J5 +vP gegeben und setzt sich aus dem elektronischen (Coulomle)tRd2J? und dem
Kernpotentialv? zusammenX“ reprasentiert die 'response’ Dichte (in Bezug atff) von
Monomer A, die mithilfe von DL-CPSCF bestimmt wird. Der Ausdkutr den analogen
Fall, in dem das Potential von Monomer A die elektronischak®tr von Monomer B stért,
ergibt sich zu:

E®) (B« A)=2Tr(XPw?) (5.9)

ind,resp

Mithilfe der Dichtematrix-basierten CPSCF-Gleichungenrké@m die response’ Matri-
zenX“ sowieX? bestimmt werden, ohne auf die nicht-lokale MO-Koeffiziembatrix zu-
rickgreifen zu mussen. Dies ermoglicht die Berechnung ddukiionsenergie sowie der
Induktions-Austauschenergie erstmalig mit linearem &kalifwand.

Wie manX# bzw. X? mithilfe der DL-CPSCF Gleichungen bestimmt, wird im nachs-
ten Abschnitt diskutiert werden. Die Beziehung der 'resgomichten zur MO-basierten
KoeffizientenmatrixU*® ist die folgende:

=) ) creaun® (5.10)
a€occy revirt 4

Vorausgesetzt die MatrizeX* andX? sind bekannt, so kann man die (gekoppelte) Induk-
tionsenergie direkt berechnen:

EC) = E2)

ind,resp ind,resp

(A—B)+E® (B« A). (5.11)

ind,resp

5.1.4 Induktions- AustauschenergleEexch indresp)

Die Induktions-Austauschenergie beschreibt die repalsiustauschkorrektur der Indukti-
onswechselwirkung. Die AO-Reformulierung des entspredaerB-SAPT Energieterms:
B iyl = B) = —2[ U P30y + 20 BS54 20 DS i
~UATBS s — UABS, 097 4 2UA-BS, T@g’b
~UA=BG,, 0% — QU;“Q, By Sy, 0% — 2UABS 1Sy 0"Y
—2UA-Bg /b/Sb/rv —2UAH Sty Spra 078
+UAB S, Sy, 03 + UATE Sy, 00t |
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l&sst sich wie folgt formulieren:

B0 oA — B) = —2Tr( XAK” + PPSX*h* + XASP”h”
_PBSXASPBwA _ XASPPSPAWS
_PASPBSXAWB

(5.12)
+2PBSPAJ[XA] — 2PBSPASPEJ[X4]

~XAK[PBSP*] + XASPBK[PBSP]
+PBSXAKT[PPSP4] )

Der Term, der hierbei am aufwendigsten zu bestimmen istlissCoulombmatrix der 're-
sponse’ DichteJ[X]. Hierfuir verwenden wir eine leicht modifizierte Version deSMM-
Verfahrens. Alle anderen aufwendigen Terme (die Kontoaddn mit Zweielektroneninte-
gralen enthalten) wurden schon fir Terme niedriger Ordrhesgimmt und kénnen an die-
ser Stelle einfach wiederverwendet werden. Beispielsweiselen K[P?SP4] und w*
schon furEﬁxch bendtigt. Zusatzliche Matrixmultiplikationen, wie z. B.edBestimmung

von PESX4SP?® sind unproblematisch, da wir auf effiziente und linear-gkehde 'sparse
algebra’ Routinen zuriickgreifen konnen.

5.1.5 Berechnung der 'response’-Induktionsdichte mittels DLEPSCF

Die CPSCF Methode wird zur Bestimmung des (Induktions-)'raspbder elektronischen
Struktur des einen Monomers auf das elektrostatische faltdes anderen Monomers ver-
wendet. Die urspringlich MO-basierten CPSCF-Gleichungdemam Fall der SAPT-In-
duktion die folgende Struktur:

U~ ( + Y0 Y UL l(rdllral) + (ralla'r)] = —w, (5.13)

a’'€occy v Evirt 5

wobeia, a’ (r, ') besetzte (virtuelle) Molekulorbitale von Monomer A datkdn. Das elek-
trostatische Potential von Monomer B;Z, liegt hier in der MO-basierten Darstellung vor.
Um zu einer Dichtematrix-basierten Darstellung zu geland@nnen wir das Verfahren
der DL-CPSCF Methode anwenden. Wie zuvor fur den allgemeimdindiskutiert (siehe
Abschnitt 3.2), wird die rechte Seite aus der MO-Darstglum die entsprechende AO-
Darstellung tberfihrt, in diesem Fall also:

B B
—Wrg - _w,uu g

und anschliessend mit den entsprechenden virtuellen usetdien Pseudodichten (die im
Fall von SAPT fur Monomer A und Monomer B unabhangig vonedergebildet werden)
multipliziert, so dass man folgende Darstellung fir disfrense’ DichteX# erhalt:

XA - _ Z (Qa,AwBEa,A) .

67
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6-31g*

AT-AT (gestapelt) 22129
Hartree-Fock 6-31+g*

6-31++g**
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14

12
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SAPT-Energie (kcal/mol)
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Epol(lo) Eexch(lo) Elnd,resp(zo) & SZO) E
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noant

Abbildung 5.1:Hartree-Fock SAPT (nonD) Wechselwirkungsenergie fiir stapeltes AT-AT Dimer mit
verschiedenen Basisséatzen. Die Rechnungen wurden mit-@RECF bzw. DL-CPSCF SAPT Implementie-
rung durchgefihrt. Der letzte Balken (aug-cc-pVTZ (libgzieht sich auf Literaturdaten [110].

5.1.6 Auswertung

Die Abhangigkeit der nicht-dispersiven SAPT-Wechselwitgsenergie (nonD) von der Qua-
litat des Basissatzes soll zunachst untersucht werden. Aapigédes gestapelten (Adenin-
Thymin)—(Adenin-Thymin) Dimers (AT-AT Dimer) wurden dignreelnen Komponenten der
SAPT Wechselwirkung fiir verschiedene Basissétze berednrgbbildung 5.1 sind die ent-
sprechenden Energien aufgetragen. Es wurde die optiniaoenetrie aus Referenz [110]
verwendet. Es zeigt sich, dass flr das untersuchte SysterBatiissatzabhangigkeit von
E3APT unter 1 kcal/mol liegt fur den Bereich vom sehr kleinen Basis6a31g* bis hin zu
aug-cc-pVTZ. Letzterer kann in diesem Zusammenhang aldrernd vollstandig angese-
hen werden.

Weiterhin wurde die gleiche Struktur beziglich ihrer Watggrick Wechselwirkung,
die maf3geblich durch Wasserstoffbriickenbindungen, ierens Fall zwischen Adenin und
Thymin, charakterisiert ist, untersucht. In Abbbildung 5ind die Einzelbeitrage zur SAPT-
Energie fur verschiedene Basissatze dargestellt. Es wund8atz von Rechnungen auf
Hartree-Fock Niveau und ein weiterer Satz von RechnungedenitDFT-Funktional PBEO
durchgefuhrt.

In Tabelle 5.1 werden die Rechenzeiten zur BerechnungBgH; zweier Cellulose-
strange unterschiedlicher Lange dargestellt, die Strdkten sind experimentell bestimmt
(neutron fiber diffraction) [52]. Der aufwendigste Schritr Berechnung der SAPT-Energie
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AT-AT (Watson-Crick) 6-31g* AT-AT (Watson-Crick) 6-31g"
Hartree-Fock W 63l+g DFT (PBEO) W 6-31+g

. 6-31+g* | _ 6-314g* |

E 6-31++g™ = 6-31++g™ |3

70 E aug-cc-pvDZ3 0 E aug-cc-pVDZ3

60 3 60 =

50F 4 s0f E

401 E 3
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Abbildung 5.2:SAPT (nonD) Watson-Crick Wechselwirkungsenergie fiir ls8% Dimer mit verschiede-
nen Basissatzen. Alle Rechnungen wurden mit der D-CPSCH $#Blementierung durchgefihrt, links mit
Hartree-Fock, rechts mit dem DFT-Funktional PBEO.

Tabelle 5.1Rechenzeiten [s], geschatzes Skalenverha@hei®), und Wechselwirkungsenergien (kcal/mol)
fur SCF und SAPT (nonD) Rechnungen von Cellulosestrangéng(m2, 16, 20 Glucoseuntereinheiten pro
Strang) mit HF/6-31G* (thr:16%, SCFconv:105, thrpcsz:10~4). Die SAPT Energie £5-17) und die Dif-
ferenz zur supermolekularen RechnuAg@{") sind angegeben.

cell8 celll2 celll6 cell20 k(8,12) k(12,16) Kk(16,20)

SCF(AB) 5922 10949 18054 27460 15 1.8 1.9
SCF(A) + SCF(B) | 9573 18502 30899 48035 1.6 1.8 2.0
Epol10 456 804 1159 1559 14 1.3 1.3
Eexchl10 649 1095 1598 2109 1.3 1.3 1.2
D-CPSCF 14169 26921 40750 55211 1.6 15 14
Eind20 13 30 49 69 2.0 1.7 1.6
Eexch-ind20 529 845 1207 1525 1.2 1.2 1.1
SAPT (Gesamtzeit) 15936 30007 45394 61568 1.6 1.4 1.4
ESADT 310 428 553 6.63

SEHE -1.89 -282 -3.83 -4.72
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ESAPT st das Losen der CPSCF-Gleichung, notwendig zur Berechnungzira20 und
Eexch-ind20. Fur die Daten in Tabelle 5.1 wurde noch die D-CIPBlethode verwendet, so
dass prinzipiell der CPSCF Schritt verkirzt werden kann, windn stattdessen die effizi-

entere DL-CPSCF Methode verwenden.
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5.2 Dispersion

Die Dispersionsenergie nimmt eine besondere Stellung deteBeitrdgen zur SAPT-Ener-
gie ein. Sie resultiert aus der instantanen WechselwirkdergElektronen des einen Mo-
nomers mit denen des anderen Monomers, ist daher ein rereel&tionseffekt, dessen
Beschreibung entsprechend aufwendig ist, da nicht auf ggteifelder, wie z. B. noch bei
der Induktionsenergie, zurtickgegriffen werden kann. 8upkekulare Ansatze auf Hartree-
Fock Niveau vermogen daher die Dispersion nicht zu bedotmeida ihnen Korrelationsef-
fekte ganzlich fehlen. Auch DFT-Anséatze, die prinzipidikEronenkorrelation beschreiben
koénnen, sind in konventionellen Formulierungen nicht inldege, die Dispersionswechsel-
wirkung adaquat zu beschreiben.

Innerhalb von SAPT lasst sich die Dispersionsenergie feattiend der Rayleigh-Schro-
dinger Stérungstheorie) wie folgt darstellen:

(2) - ZZ ‘ < \1’0 ‘IIOB’V’\IIG \Ifb > |2
s

a#0 b#0

Hierbei sind¥?%, die exakten Wellenfunktionen déden Zustands von Monomer X urick,
die zugehdrigen Energien (Eigenwerte des Monomerhanoitterators).

Entwickelt man diese Darstellung in einer Molekulorbitss und verwendet die Casimir-
Polder Integraltransformation [107, 108], so ist es mdgldie Dispersion wie folgt auszu-
drtcken:

Edzsp ZZ (paqaltpup)(rasalvpwp) / aﬁq’m(z’w)ai’w(iw)dw , (5.14)
0

p>q t>u
r>s v>w

wobei (paga|tpup) intermolekulare Zweielektronen Coulombintegrale dalestel und
ozibj(iw) die frequenzabhangige, allgemeine Polarisierbarkaidli response function) dar-
stellt, die im Rahmen von TDSCF wie folgt definiert ist [105, 108

A
mby iw _QZWQ wA QUPGzUpr'

Hierbei stellen dieu;‘ die positiven Wurzeln der Eigenwerte ng* die Eigenvektoren des
Gleichungssystems:
N4 . M* .U = (0*)2U? (5.15)

dar. Die Elemente voiN* und M sind dabei definiert als:

NGy = (€0 = €)0ain + (anjalbaia) — (asbaliaja) (5.16)

und

vy = (€0 — €")0aip; + 4(anialbaja) — (aajalbaia) — (aabaliaja) - (5.17)
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Nutzt man ferner die Eigenschaft der Casimir-Polder Transétion aus, so kann man
Gl. 5.14 ricktransformieren und erhalt [105 108]'

U2,
fj;p——z; >y y UpiaiUps Uk L (ailck)(bj|dl) (5.18)

wA+wB

abEvirt 4 cd€virtp p.q
ij€occy kl€occp

Gleichung Gl. 5 18 stellt die allgemeine Bestimmungsglenghfir die (gekoppelte) Disper-
S|onsenerg|eEdzsp dar, die innerhalb der SAPT(DFT) bzw. DFT-SAPT Methode imbie-
dung mit asymptotisch korrigierten Dichtefunktionalehrsgute Ergbenisse liefert. Definie-
ren wir nun die Transformation der Zweielektronenintegale folgt:

Z p,ai aAiAchkB)Ufck )

aick

so ist es moglich, die Dispersionsenergie in der folgenderzidérm darzustellen:

|2
dzsp _42 wA +qu (519)

Fuhrt man nun eine Approximation ein, in der man die Zweietaenintegrale ifN und
M (Gleichungen 5.16 und 5.17) vernachlassigt, so erhalt mesatjenannte ungekoppelte

Dispersionsenergie:
|2

5 _ _4 |(aaialcks)

disp A _ A | B _ el

Diese Uberschéatzt tblicherweise (durch Vernachlassigend:lektronenrelaxation) die
attraktive Dispersionswechselwirkung [111].

In direkter Analogie zur gekoppelten und ungekoppelterpBisionsenergie stehen die
Ausdriucke zur Beschreibung der ElektronenkorrelationatsitRPA (random phase appro-
ximation) [112] und MP2: wahrend RPA dem gekoppelten Auskirratspricht (und utbli-
cherweise sehr gute Korrelationsenergien liefert), ertispMP2 gerade dem ungekoppel-
ten Ausdruck (die supermolekulare MP2-Wechselwirkungegie Uberschatzt tblicherwei-
se die Dispersion).

Da eine Formulierung der gekoppelten Dispersionsenerggrier rein Dichtematrix-
basierten Darstellung viele Schwierigkeiten mit sich gtjlkkonnte im Rahmen dieser Arbeit
nicht weiter darauf eingegangen werden. Eine AO-basiestenklierung des ungekoppel-
ten Dispersionsterms wurde in der Ochsenfeld-Gruppe ekéltiund soll publiziert wer-
den [113].

Ein recht vielversprechendes, allerdings empirischefakieen zur Dispersionskorrektur
der DFT-Wechselwirkungsenergie wurde kirzlich von Grinti4] entwickelt: optimiert
an einem grof3en Testsatz wurden Dispersionkorrekturpgearfiir verschiedene Funktio-
nale entwickelt, die es erméglichen, die Wechselwirkungsgie einschlief3lich Dispersion
mit (meist) hoher Genauigkeit zu berechnen, mit den Kostesr einfachen DFT-Rechnung.

Einen pragmatischen Ansatz zur effizienten Berechnung deh¥édwirkungsenergie,
ohne die aufwendige Berechnung des SAPT-Dispersionstdmsite man sich in einer
Kombination der nicht-dispersiven SAPT Energie mit einerSAPT angepassten Disper-
sionskorrektur nach dem Vorbild von DFT-D vorstellen.

(5.20)
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5.3 ’'Dual basis’ SAPT

Mochte man eine Potentialhyperflache der Wechselwirkureggge berechnen, so bietet
SAPTprinzipiell den grof3en Vorzug, dass die Dichte- und Fockmatrizen deokhene, die
die elektronische Struktur der nicht wechselwirkendent&ye beschreiben, nur einmalig
berechnet werden missten. Fur jede neue Wechselwirkunigsktation brauchte man die
Monomerendichten und Fockmatrizen lediglich translatieund/oder rotieren, was durch
entsprechende Transformationen umgesetzt werden kann.

Fur die Qualitat der SAPT-Ergebnisse ist die Verwendung™onmer-Basissatzen jedoch
essentiell (vergleichbar zur 'counter poise’ Korrekturgupermolekulare Ansétze). D. h. die
Dichte- und Fockmatrizen der Monomere mussen in der Basikalapletten Dimers be-
rechnet werden. Dadurch aber hangt jede Monomerendiclitd=aokmatrix implizit von
der Dimergeometrie ab (wenn auch der Einflul3 der 'countesgd@asis gering ist) und es
reicht so nicht aus, die entsprechenden Monomergro3erimmeatg zu berechnen.

Um dennoch von der urspriinglichen Idee zu profitieren, desslektronische Struktur
des nicht-wechselwirkenden Monomers eigentlich nichtNenem berechnet werden muss,
und sie sich in der Dimerbasis auch nur geringfligig &nderizem wir hier die Technik
der Basissatzprojektion, wie sie bisher in sogenannten!’Dasis’ Ansatzen (siehe z.B.
Referenz [115]) verwendet worden ist.

Projektion des Monomer-Basissatzes in den DimerbasissatZual basis’ SAPT)

Die Idee von 'Dual basis’ SAPT ist prinzipiell die, zunachstder eigentlichen Monome-

renbasis innerhalb eines gewdhnlichen SCF-Schemas diéebiatd Fockmatrix eines Mo-

nomers zu berechnen. Danach wird die MO-Koeffizientenmatrwv. Dichtematrix aus der

Monomerbasis (MCBS) in die Dimerbasis (DCBS) projiziert. Mitr aeuen projizierten

Dichtematrix werden einige wenige Roothaan-Schritte, naetihalb der Dimerbasis durch-

gefuhrt, bis SCF-Konvergenz erreicht ist und die SAPT-Eiedvgrechnet werden kann.
Die Projektion des 'Dual basis’ Ansatzes folgt folgenderhé&ua [115]:

Hierbei stelltC die MO-Koeffizientenmatrix dar, wobei sich die Bezeichnueg AO-Basis-
funktionenj auf die Darstellung in der grof3en Basis (DCBS) bezieht, die Bareingy auf
die Darstellung in der kleinen Basis (MCBS). Die Projektionsmes ist wie folgt definiert:

DCBS

Sﬂ” = Z S;;S,S\V )
A

wobei S~! die inverse Metrik des groRen Basissatzes ist 8hden Uberlapp zwischen
grofRem und kleinem Basissatz darstellt.
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Dual Basis SAPT 1 Roothaan lter.
AT-AT gestapelt (Hartree-Fock) Bl 2 Roothaan lter.

14 3 Roothaan lter.
- 5 Roothaan lter.
12— keine Proj. (10 Iter.

10— —
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Epol(lo) Eexci'ﬁlo) End,res[‘zo) Eexch—ind,resgzo) EnunDir|t
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Abbildung 5.3:Abhé&ngigkeit der SAPT-Energie von der Anzahl der Rooth&ahritte (SCF Iterationen)
nach 'Dual basis’ Projektion.

Fur die rein AO-basierte Transformation der Dichtemattig,letztlich implementiert ist,

folgt direkt:
MCBS

Piv= Y SuPyS; .
Ao

In Abbildung 5.3 sind Testergebnisse des 'Dual basis’ SARiEaAzes fur verschieden
viele Roothaan-Schritte vorgestellt. Als Beispielsysteentidie schon bekannte gestapel-
te AT-AT Wechselwirkung. Es zeigt sich, dass eine Rooth&aration nicht ausreicht, um
die Wechselwirkungsenergie adéaquat zu beschreiben. ¥felimedarf es mindestens dreier
Roothaan-Schritte, bis die Dichte in der Darstellung der &uBasis (DCBS) soweit kon-
vergiert ist, dass sie die tatsachliche SAPT-Wechselwigkenergie abbilden kann.
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Kapitel 6
Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden verschiedene effizientthdden vorgestellt, die es er-
lauben, ausgehend von der elektronischen Struktur einéskolaren Systems molekulare
Eigenschaften oder intermolekulare Wechselwirkunggpeezu bestimmen.

Mit dem Dichtematrix-basierten Laplace-transformier@ASCF-Verfahren [17] (DL-
CPSCF) wurde eine linear-skalierende Methode zur Lésundldenaeinen response’ Glei-
chung vorgestellt. Die Anzahl an benétigten Matrixmuliptionen konnte im Vergleich zur
linear-skalierenden D-CPSCF Methode drastisch reduziedeme Der 'overhead’ an Ma-
trixmultiplikationen gegeniiber der MO-basierten CPSCF Md&mit ihren kubisch skalie-
renden Transformationen ist gering. Das linear-skalgeeBkalenverhalten wird durch die
ausschlief3liche Darstellung der DL-CPSCF Gleichung in deiB&Sis ermdglicht. Die DL-
CPSCF Methode ist nicht nur fur die Berechnung von NMR-Verseahigbtensoren oder
(in der Erweiterung der DL-TDSCF Methode) fur frequenzalgige Polarisierbarkeiten
anwendbar. Vielmehr kann sie generell fur Probleme angdetenerden, die die Antwort
(response) der elektronischen Struktur auf eine Stérueghveiben. So z. B. zur Beschrei-
bung nicht-linearer optische Phanomene wie 'second hamgameration’ oder zum Ldsen
der Z-Vektorgleichung wie sie im Ausdruck der AO-MP2 Gradén auftritt.

Mit der Methode zur Berechnung des NMR-Verschiebungsterfidoeusgewahlte, ein-
zelne Kerne ('nuclei-selected NMR shieldings’) [20] wuregiee Methode beschrieben, de-
ren rechentechnisch aufwendigsten Schritte sublinead@eniSystemgrofie skalieren und so
den lokalen Charakter der Abschirmung widerspiegeln. Emtevurde dieses Skalenverhal-
ten durch die Verknupfung zweier Ansatze. Dies sind zumretiie Umformulierung der
'response’ Gleichung nach der lokalen Stérung (dem kermat#gchen Moment) und zum
anderen die Einschréankung der GIAO-Basisentwicklung anéreiphysiklisch relevanten
Bereich bei der Berechnung des paramagnetischen Beitrags.

Mit der Implementierung der nicht-dispersiven SAPT-Wetiwrkungsenergie in einer
Dichtematrix-basierten Darstellung wurde schlief3liam leiear-skalierendes Verfahren zur
Berechnung einzelner Wechselwirkungsenergiebeitraggesgtellt. Der Schwerpunkt hier-
beilag in der Verkniipfung der AO-Darstellung der SAPT-Temmit linear-skalierenden Ver-
fahren, wie z. B. CFMM zur Berechnung von Coulombartigen MairjzenK zur Berech-
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nung von Austauschtermen und D-CPSCF bzw. DL-CPSCF zur Bereglumirresponse’-
Induktionsmatrix.

Die allgemeine Anwendbarkeit des DL-CPSCF Verfahrens wira. ladurch demons-
triert, dass es sowohl fur die 'nuclei-selected NMR shigtliMethode als auch fur die
Dichtematrix-basierte SAPT Implementierung verwendatdea konnte und somit ein ver-
bindendes Element aller drei wesentlichen Abschnitteedidsbeit darstellt.
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