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Kurzzusammenfassung

Als kompakte Doppelsterne werden Systeme bezeichnet, bei denen zumindest
einer der beiden Sterne ein kompakter Stern, also ein Weifler Zwerg, ein Neutro-
nenstern oder ein Schwarzes Loch ist. Uberfiillt der Begleitstern sein kritisches
ROCHE-Volumen und ist somit die Materie in seinen duflersten Schichten gra-
vitativ nicht mehr eindeutig an diesen Stern gebunden, so kann der Begleiter
Masse an den kompakten Stern verlieren, bei deren Akkretion grofie Mengen
gravitativer Bindungsenergie freigesetzt werden kénnen.

Vorarbeiten zeigen, dafl die Bestrahlung des masseverlierenden Sterns durch die
Akkretionsleuchtkraft des Begleiters Riickwirkungen auf den Massentransfer ha-
ben kann, falls der masseverlierende Stern eine konvektive Hiille besitzt. Dies
kann dazu fithren, daf§ die Massentransferrate auf langen Zeitskalen um ihr Lang-
zeitmittel oszilliert. In Frage kommen hierfiir Systeme mit einem massearmen
Hauptreihenstern oder Riesen als Massegeber, also Kataklysmische Verdnderli-
che (CV) und Massearme Rontgendoppelsterne (LMXB). Bei den ersteren ist
der kompakte Stern ein Weiler Zwerg, bei den letzteren ein Neutronenstern oder
ein Schwarzes Loch. Die Bestrahlung fithrt dazu, dafl der Stern seine eigene Ener-
gie iiber den bestrahlten Teil seiner Oberfliche weniger effizient abstrahlen kann
und dafl er daher auf seiner KELVIN-HELMHOLTZ-Zeitskala expandiert. Durch
die Expansion des Sterns wird der Massentransfer und damit die Bestrahlung
noch verstéirkt — es kommt zu einer Riickkopplung zwischen der Massentrans-
ferrate und der Bestrahlung. Dieser Effekt kann dazu fithren, dafl die stationére
Massentransferrate instabil wird und sich das System quasi immer entweder im
»High State* bei erhchtem Massentransfer oder im ,,Low State* bei verringertem
oder sogar abgeschaltetem Massentransfer befindet.

Es gibt ein auf einfachen Sternmodellen, sogenannten Bipolytropen beruhendes
analytisches Modell fiir das Auftreten von Massentransferzyklen sowie einzel-
ne numerische Entwicklungsrechnungen, bei denen der masseverlierende Stern
als Bipolytrope und der kompakte Stern als Punktmasse behandelt wird. Das
Hauptziel der vorliegenden Arbeit besteht nun darin, dieses analytische Modell
und insbesondere die Grenzen der Instabilitdtsbereiche durch numerische Rech-
nungen mit vollen 1D-hydrostatischen Sternmodellen fiir den masseverlierenden
Stern zu bestétigen.

Es wird daher zunéchst ein Algorithmus entwickelt, der es ermdglicht, insbeson-
dere das Ein- und Ausschalten des Massentransfers numerisch mit der erforder-
lichen Genauigkeit zu verfolgen, da dies mit einem bestehenden Sternentwick-
lungsprogramm auf Grund verschiedener numerischer Probleme nicht moglich
gewesen wire. Dazu wird gezeigt, dafl fiir ein physikalisch sinnvolles Modell



des Massentransfers das iiblicherweise verwendete explizite Verfahren zur Be-
stimmung der Massentransferrate numerisch instabil ist, aufler fiir sehr kleine
Zeitschritte. Es wird ferner gezeigt, dafl ein implizites Verfahren dieses Pro-
blem nicht aufweist. Daher wird die Gesamtmasse als zusétzliche Variable dem
iiblichen (impliziten) HENYEY-Iterationsschema zum Losen der Sternaufbau-
gleichungen hinzugefiigt. Hierdurch wird die Anzahl der benétigten Zeitschrit-
te fiir eine einfache Langzeitentwicklungsrechnung ohne Bestrahlungsriickkopp-
lung von einigen 10* bis 10° auf wenige 103 Zeitschritte reduziert.

Des weiteren wird das analytische Modell ausfiihrlich mittels linearer Stabilitéts-
analyse hergeleitet und diskutiert sowie durch Hinzunahme eines bisher vernach-
lassigten Terms verbessert. Es ergibt sich schliellich eine einfache Ungleichung
als Bedingung fiir das Auftreten von bestrahlungsinduzierten Massentransferzy-
klen. Hierbei zeigt sich, daf}, anders als dies zuvor erwartet worden war, fiir rea-
listische Bestrahlungsmodelle nicht nur Kataklysmische Verénderliche, sondern
auch Massearme Rontgendoppelsterne unter Umstdnden Massentransferzyklen
durchlaufen kénnen.

Schliefllich werden numerische Langzeitentwicklungen sowohl fiir nuklear un-
entwickelte als auch nuklear entwickelte Sterne gerechnet. Vergleiche mit dem
analytischen Modell zeigen eine recht gute quantitative Ubereinstimmung fiir
unentwickelte Sterne. Fiir stark entwickelte Sterne, fiir die das analytische Mo-
dell formal nicht anwendbar ist, zeigen sich deutliche Unterschiede.

Ob und welche Systeme instabil sind, hdngt im Wesentlichen von zwei Unbe-
kannten ab: der Drehimpulsverlustrate durch magnetische Bremsung und der
Bestrahlungseffizienz «, welche angibt, ein wie grofler Anteil der Akkretions-
leuchtkraft die Photosphédre des masseverlierenden Sterns erreicht. Fiir sphé-
rische Akkretion und eine graue Atmosphére ist per Definition @ = 1. Fiir
a 2 0.1 kénnen Kataklysmische Verdnderliche Massentransferzyklen durchlau-
fen, fiir a < 0.1 dagegen Massearme Rontgendoppelsterne.
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1 Einleitung

Verénderliche Sterne sind seit vielen Jahrhunderten bekannt. Es gibt periodi-
sche und nichtperiodische Verédnderliche, einige sind Einzelsterne in speziellen
Phasen ihrer Entwicklung (T Tauri Sterne, Cepheiden, Pulsare), bei anderen
handelt es sich um Doppelsternsysteme, deren Komponenten sich gegenseitig
in ihrer Entwicklung beeinflussen (Kataklysmische Verinderliche, Réntgendop-
pelsterne, Supersoft Sources) oder die nur durch ihre Bahnneigung relativ zum
Beobachter als Verénderliche erscheinen (Bedeckungsverinderliche), wieder an-
dere sind gar keine Sterne im eigentlichen Sinn (Quasare, Aktive Galaktische
Kerne).

Es ist klar, dafl tendenziell diejenigen Objekte am leichtesten zu beobachten
sind, die am langlebigsten und am hellsten sind. Denn die langlebigeren Ob-
jekte sind zahlreicher und die helleren Objekte auffilliger. Zu den bekanntesten
und am leichtesten zu beobachtenden verdnderlichen Sternen zihlen daher kom-
pakte Doppelsterne. Dies sind Systeme, bei denen zumindest einer der beiden
Sterne ein kompakter Stern, also ein Weifler Zwerg, ein Neutronenstern oder ein
Schwarzes Loch ist. Fiir sich genommen sind kompakte Sterne im Allgemeinen
sehr leuchtschwach und daher kaum zu beobachten. Verliert der Begleiter je-
doch Materie an den kompakten Stern, die von diesem akkretiert wird, so wird
bei der Akkretion die gravitative Bindungsenergie der akkretierten Materie frei-
gesetzt. Die hierbei entstehende Akkretionsleuchtkraft iibersteigt iiblicherweise
die Eigenleuchtkraft des Doppelsternsystems um mehrere Gréflenordnungen, so
dafl das System auch aus grofler Entfernung beobachtet werden kann. Spezi-
ell Massearme Rontgendoppelsterne oder Low Mass X-Ray Binaries sind auf
Grund ihrer durchdringenden harten Rontgenstrahlung durch die gesamte ga-
laktische Scheibe zu beobachten, so dafl trotz ihrer Seltenheit eine ganze Reihe
dieser Objekte bekannt ist.

Doppelsternsysteme lassen sich grob in drei Gruppen einteilen: in getrennte,
halbgetrennte und Kontaktsysteme. In getrennten Systemen findet kein Mas-
sentransfer statt, wenn man davon absieht, dafi einer der Sterne auch aus dem
Sternwind des Begleiters akkretieren kann. Die beiden Sterne entwickeln sich
in der Regel wie Einzelsterne, solange sie getrennt bleiben. Sie kénnen lediglich
durch die Prisenz ihres Begleiters verformt, bzw. durch Gezeitenkréfte zu ei-
ner mit der Bahnbewegung synchronen Rotation gezwungen werden, oder sie
konnen von ihrem Begleiter bestrahlt werden. Die weitaus meisten Systeme fal-
len in diese Kategorie. In Kontaktsystemen kreisen die beiden Sterne in einer
gemeinsamen Hiille um den Schwerpunkt des Systems. In halbgetrennten Sy-
stemen ist einer der beiden Sterne so ausgedehnt, dafl die Materie in seinen
dufersten Schichten gravitativ nicht mehr eindeutig an diesen Stern gebunden
ist und allméhlich in den Potentialtopf des Begleiters stromen kann. Diese Ma-
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terie kann vom Begleiter akkretiert werden und, speziell, wenn es sich dabei um
einen kompakten Stern wie einen Weiflen Zwerg, einen Neutronenstern oder ein
Schwarzes Loch handelt, zu verschiedensten beobachtbaren Phdnomenen fiih-
ren. Insbesondere erscheinen solche Systeme im Allgemeinen als Verdnderliche,
die den grofiten Teil ihrer Leuchtkraft im fernen UV oder im Roéntgenbereich
abstrahlen.

Handelt es sich bei dem masseverlierenden Stern ebenfalls um einen kompakten
Stern, dann miissen notwendigerweise der Bahnabstand und die Bahnperiode
der beiden Sterne so klein und der Drehimpulsverlust durch Abstrahlung von
Gravitationswellen daher so grofl sein, dafl das System nur sehr kurzlebig ist.
Handelt es sich beim Begleiter um einen weit entwickelten Stern, etwa in der
Phase des Helium- oder Kohlenstoffbrennens, so ist seine verbleibende Entwick-
lungszeit sehr kurz und das System ebenfalls kurzlebig. Deshalb sind nur fiir
kompakte Doppelsternsysteme mit einem langlebigen Begleiter, einem Hauptrei-
henstern oder einem (wasserstoffbrennenden) Unterriesen oder Riesen geniigend
Systeme bekannt (RITTER und KoLB| 2003).

Damit ein solches System langlebig ist, mufl aulerdem der Massentransfer iiber
lange Zeiten aufrechterhalten werden, die Langzeitentwicklung mufl also auf
groflen Zeitskalen verhaltnisméfig gleichféormig ablaufen. Fiir diese Aufrechter-
haltung des Massentransfers iiber lange Zeitskalen ist ein Antriebsmechanismus
erforderlich. Entweder mufl der Radius des masseverlierenden Sterns wachsen,
oder der Bahnabstand der beiden Sterne schrumpfen. Das erstere geschieht in-
folge nuklearer Entwicklung, das letztere infolge von Drehimpulsverlusten. Je
nachdem, welcher dieser beiden Prozesse dominiert, entwickelt sich das betroffe-
ne System in der Regel entweder zu langeren oder zu kiirzeren Bahnperioden.

Halbgetrennte, kompakte Doppelsternsysteme aus einem Materie akkretieren-
den Weiflen Zwerg und einem masseverlierenden, massedrmeren Begleiter, meist
einem massearmen Hauptreihenstern, seltener einem Riesen oder einem zweiten
Weiflen Zwerg, bezeichnet man als Kataklysmische Verénderliche oder Cataclys-
mic Variables (von griech. xatoxhvouée — Uberschwemmung, Sintflut). Die bei
der Akkretion auf den Weiflen Zwerg freigesetzte gravitative Bindungsenergie
fithrt, abhéingig vom genauen Ablauf des Akkretionsprozesses, zu einer Reihe
von beobachtbaren Akkretionsphénomenen. Zu den auffilligsten zédhlen die so-
genannten Zwergnovaausbriiche, bei denen die Helligkeit des Systems fiir einige
Tage bis Wochen um etwa 2 — 5 Magnituden ansteigt, um anschlielend wieder
abzufallen und fiir ldngere Zeit, von einigen Wochen bis zu Jahrzehnten, in ei-
nem Ruhezustand zu verweilen. Die bei der Akkretion freigesetzte gravitative
Bindungsenergie wird in diesen Systemen hauptséichlich als fernes UV und als
weiche Rontgenstrahlung emittiert und iibersteigt die Eigenleuchtkraft des Wei-
Ben Zwergs und seines Begleiters iiblicherweise um mehrere Gréflenordnungen
(WARNER, [1995)).

Da sich im Laufe der Zeit immer mehr wasserstoffreiche Materie auf der Ober-
fliche des Weilen Zwergs ansammelt, steigt der Druck am unteren Rand der
wasserstoffreichen Schicht immer weiter, bis schlieBlich der Druck so grof§ gewor-
den ist, dafl das Wasserstoffbrennen in dieser Schicht ziindet: Der Stern erscheint
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als Nova. Wieviel Materie ein Weifler Zwerg akkretieren kann, bis es zum No-
vaausbruch kommt, hingt einerseits von der Gravitationsbeschleuningung des
Weilen Zwergs und somit seiner Masse und andererseits von der Temperatur in
der wasserstoffreichen Schicht und somit der Akkretionsrate ab (WARNER) 1995,
Abb. 5.19). Fiir iibliche CVs mit Akkretionsraten von 10710 bis 1078 Aj—? miissen

hierfiir etwa 1076 bis 10~* M, akkretiert werden. Deshalb ist bei den meisten
CVs seit ihrer Entdeckung noch kein Novaausbruch beobachtet worden.

Man unterscheidet zwischen magnetischen und nichtmagnetischen CVs. Bei der
ersten Gruppe, deren Mitglieder tiberwiegend bei kurzen Bahnperioden zu fin-
den sind, ist das Magnetfeld des Weiflen Zwergs so stark, dafl dieser synchron
mit der Bahn rotiert. Die Materie stromt vom Begleiter entlang der Feldlinien
und wird direkt an einem oder beiden magnetischen Polen des Weiflen Zwergs
akkretiert. Bei den nichtmagnetischen CVs sammelt sich die Materie dagegen
in einer Akkretionsscheibe um den Weiflen Zwerg, bevor sie endgiiltig akkretiert
wird.

Die grofle Gruppe der nichtmagnetischen CVs mit Hauptreihensternen als Mas-
segeber erstreckt sich {iber Bahnperioden von etwa 78 min bis ungefahr 10 hr
und zerfillt in zwei grofle Untergruppen: die Novaihnlichen Verénderlichen
(NL) und die Zwergnovae (DN). Die Novaihnlichen Verénderlichen zeichnen
sich durch eine im Wesentlichen konstante Leuchtkraft aus, wihrend sich bei
den Zwergnovae Zwergnovaausbriiche und Ruhephasen abwechseln. Dieses so
unterschiedliche Verhalten der beiden CV-Klassen wird auf thermische Instabi-
litdten in der Akkretionsscheibe zuriickgefiihrt, und diese Instabilitdten wieder-
um lassen sich auf unterschiedliche Massentransferraten zuriickfiithren.

Betrachtet man CVs mit nuklear unentwickelten Hauptreihensternen, deren nu-
kleare Entwicklungszeitskala weitaus grofier als das Alter des Universum ist,
so ist klar, dafl der Massentransfer in diesen Systemen nicht durch nukleare
Entwicklung, sondern nur durch Drehimpulsverluste angetrieben werden kann.
Das Langzeitmittel der Massentransferrate hiangt fiir iibliche Drehimpulsver-
lustmechanismen von Systemparametern wie den Massen der beiden Sterne,
ihrem Bahnabstand, ihrer Rotationsperiode, dem Radius des masseverlieren-
den Sterns o.4. ab. Durch verschiedene Relationen zwischen diesen Groflen 148t
sich das Langzeitmittel der Massentransferrate im Wesentlichen auf eine Abhén-
gigkeit von der Bahnperiode sowie den Massen der beiden Sterne, bzw. ihrem
Massenverhéltnis zuriickfithren. Fiir iibliche Systemparameter variiert die mitt-
lere Massentransferrate bei vorgegebener Bahnperiode jedoch nur geringfiigig
mit den Massen der beiden Sterne. Triagt man die Massentransferrate gegen
die Bahnperiode auf, so sollten daher alle CVs im Wesentlichen auf einer Linie
liegen. Dies steht jedoch im Widerspruch zu den Beobachtungen, denen zufolge
Novadhnliche Verénderliche bei der gleichen Bahnperiode eine um ein bis zwei
Groflenordnungen hohere Massentransferrate aufweisen als Zwergnovae (WAR-
NER, (1995, Abb. 9.8).

Selbst wenn die tatséchlichen Massentransferraten aus Beobachtungen nur sehr
schwer und ungenau zu bestimmen sind, so besteht doch kaum ein Zweifel,
dal Novadhnliche Verédnderliche bei der gleichen Bahnperiode trotz anscheinend
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gleicher Systemparameter eine wesentlich h6here Massentransferrate aufweisen
als Zwergnovae. Aber warum ist das so?

Im Prinzip gibt es zwei mogliche Ansétze, diese Diskrepanz zwischen Theorie
und Beobachtung zu erkldren. Zum einen ist es moglich, dafl die masseverlieren-
den Sterne in CVs nicht chemisch homogen sind, sondern daf ein grofier Teil von
ihnen nuklear deutlich entwickelt ist (PYLYSER und SAVONLJE, 1988). Nuklear
entwickelte Sterne haben in der Regel bei gleicher Masse einen gréfleren Radius
als unentwickelte Sterne und somit CVs mit entwickelten Sternen als Massege-
ber einen grofleren Bahnabstand, bzw. eine groflere Bahnperiode. Bei gleicher
Bahnperiode sind CVs mit entwickelten Sternen also massedrmer. Fiir iibliche
Antriebsmechanismen des Massentransfers fiihrt dies zu einer niedrigeren Mas-
sentransferrate fiir nuklear entwickelte CVs, so dafl hiernach in Novadhnlichen
Veranderlichen unentwickelte Sterne zu finden sein miiiten, in Zwernovae je-
doch entwickelte Sterne. Da die nukleare Entwicklungszeitskala fiir massearme
Hauptreihensterne grofier ist als das Alter des Universums, besteht die einzige
Moglichkeit, massearme, entwickelte Hauptreihensterne zu erhalten, darin, ent-
wickelte Hauptreihensterne groflerer Masse (~ 1 — 3 M) in kurzer Zeit ihrer
wasserstoffreichen Hiille zu berauben, so daf} schliefSlich nur noch ihr mit Helium
angereicherter Kern zuriickbleibt.

FEine andere Moglichkeit, unterschiedliche Massentransferraten bei gleichen
Bahnperioden zu erklédren, besteht darin, dafl zwar fiir Novadhnliche Verin-
derliche und Zwergnovae das Langzeitmittel der Massentransferrate fiir diese
Systeme das gleiche ist, daBl aber die Massentransferrate im Laufe der Zeit
um diesen Mittelwert oszilliert. Derartige Oszillationen miiiten auf Zeitskalen
ablaufen, die lang sind im Vergleich zu der Zeit, die vergangen ist, seit diese
Systeme bekannt sind. Anderenfalls hdtten schon zahlreiche Systeme beobach-
tet werden miissen, die sich von Novadhnlichen Verdnderlichen zu Zwergnovae
oder umgekehrt entwickelt haben. Man kann erwarten, dafl die grofite Zeitska-
la, auf der solche Oszillationen ablaufen kénnen, die thermische Zeitskala, bzw.
die KELVIN-HELMHOLTZ-Zeitskala des masseverlierenden Sterns ist. Auf dieser
Zeitskala pafit sich die thermische Struktur des Sterns an Anderungen seiner
duBeren Randbedingungen an. Sie liegt in der GréBenordnung von einigen 107
Jahren fiir Hauptreihensterne von einer Sonnenmasse und einigen 10° Jahren
fiir sehr massearme Hauptreihensterne.

Das einzige funktionierende Modell, das Langzeitoszillationen in der Massen-
transferrate erkldren kann, ist das der Bestrahlungsriickkopplung. Hierbei wird
davon ausgegangen, dafl der kompakte Stern Materie von seinem Begleiter ak-
kretiert. Bei diesem Akkretionsvorgang wird die gravitative Bindungsenergie der
akkretierten Materie freigesetzt, und der masseverlierende Stern kann durch die
dabei entstehende Akkretionsleuchtkraft bestrahlt werden. Es ist klar, dafl der
Stern nur auf der dem kompakten Begleiter zugewandten Seite bestrahlt wird,
die Bestrahlung also asymmetrisch erfolgt. Das fithrt dazu, dafl die bestrahlte
Seite heifler und daher heller ist als die unbestrahlte. Die Bestrahlung eines
Sterns durch seinen Begleiter ist als Reflexionseffekt (reflection effect) bekannt
(EDDINGTON, (1926, VAZ, [1985)). Fiir Sterne mit konvektiven Hiillen bewirkt
dieser Effekt, dal der Stern seine Eigenleuchtkraft iiber die bestrahlte Seite
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weniger effizient abstrahlen kann als tiber die unbestrahlte, weil der konvektive
Energietransport in den duflersten Schichten durch die Bestrahlung gehemmt
wird (VAZ und NORDLUND), 1985)).

Beim Einsetzen des Massentransfers und somit der Bestrahlung sinkt die netto
iiber die Oberfliche abgestrahlte Energie, also die intrinsische Leuchtkraft des
Sterns, und der Stern schwillt an. Diese Expansion findet auf der thermischen
Zeitskala statt und fithrt zu einer Verstirkung des Massentransfers und dieser
wiederum zu einer Verstarkung der Bestrahlung: Es entsteht eine Riickkopplung.
Dieser Mechanismus funktioniert jedoch nicht beliebig lange. Er wiirde spéte-
stens nach einer KELVIN-HELMHOLTZ-Zeitskala zum Erliegen kommen, wenn
der Stern ein neues thermisches Gleichgewicht erreicht hétte. Jedoch beginnt
die Massentransferrate schon vorher auf ihr Langzeitmittel abzusinken, und
die Riickkopplung funktioniert in umgekehrter Richtung. Die Bestrahlung wird
schwicher, der Stern kann seine Energie effizienter iiber die bestrahlte Oberfla-
che abstrahlen, und er beginnt zu schrumpfen, so daf§ die Massentransferrate
weiter verringert wird. Dies kann dazu fithren, dafl sich der Massentransfer sogar
komplett abschaltet, bis ein neuer Zyklus beginnt.

Es gibt ein analytisches Modell fiir das Auftreten bestrahlungsinduzierter Mas-
sentransferzyklen, welches auf einfachen Sternmodellen, sogenannten Bipolytro-
pen beruht. Es sagt voraus, dafi CVs mit unentwickelten Hauptreihensternen
unterhalb von ~ 0.7 My fiir {ibliche Drehimpulsverlustraten stabil gegeniiber
Massentransferzyklen sind (KING et al., [1996| |[RITTER et al., 2000)). Fiir CVs
mit stark entwickelten Sternen halten KING et al. (1997)) jedoch das Auftreten
derartiger Zyklen fiir moglich. Die Aussagekraft des Bipolytropenmodells ist
allerdings formal auf chemisch homogene Sterne, d.h. unentwickelte Hauptrei-
hensterne beschrénkt und 148t sich daher nicht direkt auf entwickelte CVs iiber-
tragen.

Bisher wurden die Voraussagen des Bestrahlungsriickkopplungsmodells nume-
risch fast ausschliefflich mit vereinfachten, bipolytropen Sternmodellen iiber-
priift. So gibt es zum einen Rechnungen mit einem vereinfachten Ein-Zonen-
Modell fiir die Reaktion der konvektiven Hiille auf Bestrahlung und einem nicht-
realistischen Modell fiir die Bestrahlungsgeometrie (RITTER et al., 1995| 2000).
Zum anderen gibt es Rechnungen, ebenfalls mit dem Ein-Zonen-Modell, aber
zumindest mit einem realistischeren Modell fiir die Bestrahlungsgeometrie, bei
dem der Begleiter als Punktquelle behandelt wird (MCCORMICK und FRANK,
1998). Dafiir aber beschéftigen sich die letztgenannten Rechnungen hauptséch-
lich mit von der Massentransferrate abhéngigen Drehimpulsverlustraten. Dafl
fiir eine geniigend starke Abhiingigkeit J (M ) Massentransferzyklen ,erzwungen®
werden konnen, ist theoretisch zuvor bereits von KING et al.| (1996)) gezeigt wor-
den.

Bei der einzigen verdffentlichten Rechnung, die mit einem echten 1D-
hydrostatischen Sternmodell und mit realistischen Bestrahlungstabellen statt
dem Ein-Zonen-Modell, wenn auch einer nichtrealistischen Bestrahlungsgeome-
trie durchgefiihrt wurde, handelt es sich um eine Kurzzeitentwicklung, die mehr
als ,,proof of concept® fiir die Bestrahlungstabellen denn als numerische Besté-



8 1 Einleitung

tigung fiir das analytische Bestrahlungsriickkopplungsmodell dient (HAMEURY
und RITTER, (1997).

Bisher nicht durchgefiihrt wurden

e Rechnungen mit vollen, d.h. 1D-hydrostatischen Sternmodellen zur Be-
stitigung der Ergebnisse der Bipolytropenrechnungen, insbesondere der
Grenzen der Parameterbereiche, in denen Massentransferzyklen laut dem
analytischen Modell auftreten,

e numerische Rechnungen fiir CVs mit entwickelten Sternen, sowohl fiir
Sterne der Terminal Age Main Sequence (TAMS), als auch fiir die bereits
oben erwihnten entwickelten Kerne massereicherer Sterne nach Verlust
ihrer Hiille, als auch fiir Unterriesen und Riesen,

e numerische Langzeitentwicklungen von entwickelten und unentwickelten
CVs fiir verschiedene Drehimpulsverlustraten,

e Benutzung der vollen Bestrahlungstabellen von HAMEURY und RITTER
(1997)) fiir die Reaktion der konvektiven Hiille auf Bestrahlung,

e Benutzung realistischerer Modelle fiir die Bestrahlungsgeometrie in Ver-
bindung mit den oben genannten Punkten.

Die Abarbeitung dieser genannten Punkte ist das Hauptanliegen der vorliegen-
den Arbeit. Des weiteren sollen die numerischen Entwicklungsrechnungen auch
auf weitere Systeme wie Massearme Rontgendoppelsterne (LMXB) ausgedehnt
werden, die, anders als CVs, einen Neutronenstern oder ein Schwarzes Loch an-
statt eines Weiflen Zwergs enthalten. Ein Uberblick iiber diese Systeme findet
sich bei LEWIN und VAN PARADLIS| (1995). Nach bisheriger Auffassung kénnen
LMXBs fiir halbwegs realistische Systemparameter keine Massentransferzyklen
durchlaufen (KING et al., [1996} 1997, RITTER et al., 2000)).

Der Grund, warum bisher noch keine adédquaten Rechnungen mit vollen Stern-
modellen durchgefithrt wurden, liegt hauptséchlich darin, daf3 die numerische
Behandlung der Bestrahlungsriickkopplung eine Reihe von Problemen aufwirft,
die entweder nichttrivial oder zumindest nur relativ zeitaufwendig zu lésen sind.
Mit der Losung dieser numerischen Probleme beschiftigt sich der erste Teil der
vorliegenden Arbeit. Ziel ist die Entwicklung eines Doppelsternentwicklungspro-
gramms, das insbesondere das Ein- und Ausschalten des Massentransfers nume-
risch mit der notigen Genauigkeit berechnen kann, was mit den bestehenden
Sternentwicklungsprogrammen nicht moglich gewesen wire. Als Ausgangpunkt
dient das Einzelsternentwicklungsprogramm von [SCHLATTL et al| (1997), wel-
ches urspriinglich auf [KIPPENHAHN et al.| (1967) zuriickgeht.

Zusammengefafit beschéftigt sich die vorliegende Arbeit allgemein mit der Lang-
zeitentwicklung halbgetrennter Doppelsternsysteme aus einem masseverlieren-
den Hauptreihenstern oder Riesen und einem akkretierenden kompakten Stern,
einem Weiflen Zwerg, Neutronenstern oder Schwarzem Loch. Hierzu zéhlen die
verschiedenen Typen von Kataklysmischen Verdnderlichen und Rontgendoppel-
sternen sowie Symbiotische Sterne. In Kapitel [2] werden die physikalischen und
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numerischen Grundlagen diskutiert, die notwendig sind, um iiberhaupt die Lang-
zeitentwicklung halbgetrennter Doppelsternsysteme numerisch akkurat behan-
deln zu konnen. Welche Grundlagen dies sind, soll im Folgenden néher ausge-
fiihrt werden.

Doppelsterne sind gravitativ aneinander gebunden. Die genaue Form des Gravi-
tationspotentials héngt von der Materieverteilung im System und somit dem
mechanischen Aufbau der beiden Sterne ab. Der Sternaufbau ist wiederum
vom Gravitationspotential abhéngig. Die Behandlung der Dynamik von Dop-
pelsternen mit Massentransfer ist daher ein hochkomplexes dreidimensionales,
hydrodynamisches Problem. Auch wenn mittlerweile numerische Rechnungen
fiir vereinfachte, meist polytrope Modelle existieren, die die Entwicklung iiber
die Dauer einiger Bahnumldufe verfolgen (BISIKALO et al., 1998, MOTL et al.,
2002, [PHILLIPS und PODSIADLOWSKI, 2002)), so liegen Langzeitentwicklungen,
etwa iiber die nukleare Entwicklungszeitskala der beiden Einzelsterne, weit jen-
seits der derzeitigen technischen Moglichkeiten.

Aus diesem Grund wird die Entwicklung solcher Systeme iiblicherweise im
Rahmen der ROCHE-Approximation behandelt, welche in Abschnitt vorge-
stellt wird. Hierbei wird die Berechnung des Gravitationspotentials von der des
Sternaufbaus entkoppelt. Fiir die Herleitung des ROCHE-Potentials werden die
Sterne im mitrotierenden Bezugssystem als Punktmassen mit festen Koordina-
ten behandelt. Diese Approximation kann natiirlich nur sinnvoll sein, wenn die
Sterne ihren gemeinsamen Schwerpunkt auf Kreisbahnen umlaufen. Fiir die Be-
rechnung des Sternaufbaus werden die Komponenten des Doppelsternsystems
als (sphérische) Einzelsterne behandelt und kénnen durch eindimensionale, hy-
drostatische Sternmodelle beschrieben werden. Die hierfiir ndtigen Sternaufbau-
gleichungen werden in Anhang [A] kurz angesprochen.

Ein wichtiges Konzept in diesem Zusammenhang ist das des kritischen Ro-
CHE-Volumens bzw. des zugehoérigen ROCHE-Radius. Das ROCHE-Volumen ei-
nes Sterns ist definiert als das Volumen innerhalb der groBten Aquipotentialfli-
che, die das Zentrum des Sterns, aber nicht das des Begleiters umschliefit. Es
ist dasjenige Volumen, in dem ein (ruhendes) Probeteilchen gravitativ eindeu-
tig an diesen Stern gebunden ist. Uberfiillt der Stern sein ROCHE-Volumen, so
ist die Materie auflerhalb nicht mehr an den Stern gebunden und kann in den
Potentialtopf des Begleiters strémen oder sogar dem System verloren gehen.

In Abschnitt 2:2] werden zwei Modelle zur Berechnung der Massentransferra-
te als Funktion des Sternradius hergeleitet. Da Hauptreihensterne und Riesen
keinen im mathematischen Sinne scharfen Rand besitzen, kénnen auch Sterne,
die ihr ROCHE-Volumen nur geringfiigig unterfiillen, Masse an ihren Begleiter
verlieren, wenn Teile der optisch diinnen Schichten oberhalb der Photosphére
auflerhalb des ROCHE-Volumens liegen. Die Massentransferrate ist daher eine
zwar stetige Funktion der Differenz zwischen Sternradius R und ROCHE-Radius
Rpg, die aber auf einer charakteristischen Lange H < R sehr steil anwéchst.

Ist der Massentransfer stabil, so stellt sich innerhalb einer relativ kurzen Zeit
die Massentransferrate unabhéngig von der Anfangsbedingung auf einen sta-
tiondren Wert ein, der im Wesentlichen nur durch die Antriebszeitskala des
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Massentransfers bestimmt wird. Das Langzeitmittel der Massentransferrate ist
némlich nicht von der expliziten Massentransferformel als Funktion von R und
Rp abhiingig, sondern R und Rp stellen sich so ein, daB M den Wert der sta-
tionédren Massentransferrate annimmt. Mit der formalen Berechnung der statio-
néren Massentransferrate und der Untersuchung ihrer Stabilitit sowie einer kur-
zen Diskussion verschiedener Antriebsmechanismen beschéftigt sich Abschnitt
[2.3] Des weiteren wird eine Herleitung fiir den EinfluBf des Spins des massever-
lierenden Sterns auf die Entwicklung des Systems angegeben. Falls der Spin
namlich beriicksichtigt werden soll, so sind die sich hieraus ergebenden zusétzli-
chen Terme, obwohl sie auf den ersten Blick vernachléssighar scheinen, dennoch
fiir die numerische Stabilitéit von Bedeutung.

Die charakteristische Lange H, auf der die Massentransferrate anwéchst, ist ein
Mafl dafiir, wie scharf der Sternrand definiert ist. H wird auch als charakte-
ristische Skalenhohe bezeichnet, und fiir massearme Hauptreihensterne ist %
von der GroBenordnung 10~4, fiir Riesen dagegen von der Gréfenordnung 1072,
Das bedeutet, dafi Hauptreihensterne im Allgemeinen einen wesentlich genauer
definierten Rand haben als Riesen.

Eine charakteristische Skalenhhe von 10~* bringt erhebliche numerische Pro-
bleme fiir die Berechnung der Massentransferrate mit sich. Um eine glatte Mas-
seniiberstromrate als Funktion der Zeit mit einem relativen Fehler von z.B. 1072
zu erhalten, ist der Radius des Sterns auf 107 genau zu bestimmen. Fiir iib-
liche Sternradien von einigen 10' cm bedeutet dies, dafl der Radius mit einer
Genauigkeit von einigen 10 cm bzw. einigen wenigen hundert Metern bestimmt
werden muB. Selbst der (scheinbare) Radius der Sonne (in Bogensekunden) kann
derzeit nur mit einer Genauigkeit von einigen 10™° gemessen werden, und ver-
schiedene Messungen stimmen nur auf einige 10~ iiberein, wobei der Radius
selbst noch auf der Zeitskala von Jahren iiber einige 10~* fluktuiert (GOLBASI
et al., 2001, PAP et al., [2001, NOEL, 2002). Dies ist jedoch prinzipiell kein Pro-
blem, da fiir Massentransferrechnungen nicht der absolute Sternradius, sondern
nur seine differentielle Anderung zwischen aufeinanderfolgenden Zeitschritten
zahlt. Der Radius selbst 1483t sich mathematisch exakt definieren, beispielsweise
fiir graue Atmosphéren iiber eine optische Tiefe von 7 = %

Eine numerische Genauigkeit von 107° fiir den Radius zu erreichen, stellt ei-
ne nicht unbeachtliche Anforderung an den Sternentwicklungscode dar. Insbe-
sondere die Zustandsgleichung, aber auch andere Groflen wie die Opazitédten
miissen geniigend glatte Funktionen der Zustandsvariablen (Druck, Tempera-
tur, chemische Zusammensetzung) sein, zumindest aber stetig differenzierbar.
Erfahrungen mit numerischen Rechnungen zeigen, daf} eine Implementation, die
bei bestimmten Werten von Temperatur, Druck oder chemischer Zusammenset-
zung zwischen verschiedenen Zustandsgleichungen oder Interpolationstabellen
umschaltet, fiir Massentransferrechnungen vollkommen unbrauchbar ist. Ange-
nommen, beim Umschalten von einer Zustandsgleichung auf eine andere &ndert
sich der Sternradius zwischen zwei Zeitschritten um 1%, so entspricht dies 100
Skalenhohen. Fiir die Massentransferrate in optisch diinner Approximation nach
RITTER! (1988) bedeutet dies eine Anderung um einen Faktor ¢! ~ 10%3, so
daB sich die Massentransferrate instantan um 43 Gréenordnungen dndert. Die-
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ses Verhalten ist natiirlich nicht physikalisch. Schrumpft der Radius instantan
um 1%, so schaltet sich der Massentransfer ab, wichst der Radius um 1%, so
tiberfiillt der Stern sein ROCHE-Volumen dermaflen, dafl die verwendete Appro-
ximation zusammenbricht. Selbst wenn sich die Zustandsgleichung nur fiir einen
einzigen Gitterpunkt des Sternmodells &ndert, so kann dies zu Spriingen in der
Massentransferrate um einige Groflenordnungen fiihren.

Des weiteren muf} die Zustandsgleichung alle relevanten Bereiche in Druck, Tem-
peratur sowie in der chemischen Zusammensetzung abdecken. Es mufl mog-
lich sein, mit derselben Zustandsgleichung Hauptreihensterne von einigen Son-
nenmassen bis hinunter zu den massedrmsten Hauptreihensternen zu rechnen,
von unentwickelten Sternen solarer Zusammensetzung bis zu Sternen am Ende
des zentralen Wasserstoffbrennens, die kiihlen, ausgedehnten Hiillen von Riesen
ebenso wie ihre entarteten Heliumkerne, Sterne mit wasserstoffreichen Hiillen
genauso wie Sterne, von denen auf Grund des Massenverlusts nur die helium-
reichen Kerne {iibriggeblieben sind. Es gibt nur wenige Zustandsgleichungen,
die diese Anforderungen erfiillen, darunter die Zustandsgleichung von [SAUMON
et al.| (1995), die bekanntermaflen brauchbare Ergebnisse fiir massearme Sterne
liefert. Thre Implementierung wird in Anhang [C] diskutiert.

Abschnitt behandelt die numerische Stabilitat des Massentransfers. Es wird
hier analytisch gezeigt, dal das von einer Reihe von Autoren verwandte ex-
plizite Zeitschrittverfahren zur Bestimmung des Massenverlusts AM in einem
Zeitschritt At numerisch instabil ist, falls die Zeitschrittlinge grofler ist als ein
kritischer Wert Atnax, der sich explizit angeben laft. Fiir groflere Zeitschritte
durchléuft die Massentransferrate ein FEIGENBAUM-Szenario, so dafl nach ei-
nem Weg gesucht werden muf}, die Instabilitidt zu , kontrollieren“. Mit Hilfe der
Theorie des ,,Controlling Chaos®“ 1483t sich zeigen, dafl ein NEWTON-Verfahren
im Wesentlichen eine optimale Kontrolle der chaotischen Dynamik bietet. Da
fiir die Losung der Sternaufbaugleichungen iiblicherweise bereits ein NEWTON-
Verfahren, nidmlich das sogennante HENYEY-Verfahren (KIPPENHAHN et al.,
1967), benutzt wird, bietet es sich an, die Gesamtmasse M als zusétzliche Va-
riable in das HENYEY-Verfahren einzubauen. Eine detaillierte Beschreibung des
modifizierten Algorithmus findet sich in Anhang

Mit dem Problem der Bestrahlungsriickkopplung beschiftigt sich Kapitel 3] wel-
ches den eigentlichen Kern der Arbeit ausmacht. Zu Beginn wird in Abschnitt
die Reaktion von Sternen auf Bestrahlung im Rahmen des Reflexionseffekts
ausfiihrlich erlautert. Hierbei wird auch kurz auf das von verschiedenen Au-
toren verwendete Ein-Zonen-Modell fiir die Reaktion konvektiver Sternhiillen
auf Bestrahlung eingegangen und eine Abschétzung fiir die maximal mdogliche
Radiusénderung als Folge der Bestrahlung gegeben.

Im Anschlu8 daran wird in Abschnitt diskutiert, wie sich der intrinsische
Flufl als Funktion des Bestrahlungsflusses verhélt und inwieweit dieses Verhal-
ten durch die chemische Zusammensetzung der bestrahlten Atmosphéire, die
Mischungsweglidnge sowie den Einfallswinkel relativ zur Oberflichennormalen
beeinflufit wird. Hierbei werden Ergebnisse von [NORDLUND und VAaz| (1990)
fiir nichtgraue Atmosphéren mit den entsprechenden Werten aus den Bestrah-



12 1 Einleitung

lungstabellen von HAMEURY und RITTER| (1997)) verglichen. Diese Tabellen, die
die Reaktion konvektiver Sternhiillen auf Bestrahlung fiir graue Atmosphéiren
angeben, bilden die Grundlage der numerischen Rechnungen in dieser Arbeit,
da es derzeit noch keine vollen Atmosphédrenmodelle gibt, die die Bestrahlung
des Sterns beriicksichtigen und fiir Sternentwicklungsrechnungen verwendbar
wéren. Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit im Hinblick auf die Bestrah-
lungsriickkopplung eine graue Atmosphire verwandt. Dies kann insbesondere
fiir kithle, massearme Hauptreihensterne zu signifikanten, systematischen Ab-
weichungen von 100 K und mehr in der Effektivtemperatur fithren (CHABRIER
und BARAFFE, 1997, MONTALBAN et al., [2000)). Das Ziel dieser Arbeit ist es
jedoch nicht, moglichst akkurate Sternmodelle, mit oder ohne Bestrahlung, zu
produzieren, sondern die Wirkung von Bestrahlung auf den Massentransfer ei-
nes halbgetrennten Doppelsternsystems zu untersuchen. Das heifit, es geht um
die durch Bestrahlung hervorgerufenen differentiellen Anderungen der stellaren
Kenngroflen Leuchtkraft, Effektivtemperatur und insbesondere des Radius zwi-
schen einem bestrahlten und einem unbestrahlten Modell, und nicht um die
absoluten Werte dieser Groflen. Auch das Spektrum der bestrahlten Atmosphé-
re ist fiir Massentransferrechnungen irrelevant, so daf§ die Verwendung einer
grauen Atmosphiére fiir dieses Problem sinnvoll ist, so ungenau die Resultate
fiir unbestrahlte, kiithle Sterne im Vergleich zu den Ergebnissen fiir nichtgrauen
Atmosphéren auch sein mogen.

Fiir die Modellierung der Geometrie des Bestrahlungsflusses werden in Ab-
schnitt [B-3] zwei Bestrahlungsmodelle vorgestellt: das Constant Fluz Modell,
welches der Einfachheit halber eine konstante Bestrahlungsstirke auf der an-
gestrahlten Oberfliche annimmt, und das detailliertere Point Source Modell,
welches annimmt, dafl der Stern durch eine Punktquelle am Ort des Begleiters
angestrahlt wird.

Eine schematische Darstellung des Ablaufs derartiger Massentransferzyklen auf
der thermischen Zeitskala sowie ein Uberblick iiber die verwendeten physikali-
schen Komponenten des Modells findet sich in Abschnitt [3.4] Das analytische
Modell wird schliefSlich in Abschnitt enwickelt, in Anlehnung an die Arbeiten
von RITTER et al.|(1995,|1996), |KING et al.|(1996)), RITTER et al.|(2000)). Hierfiir
wird eine lineare Stabilitétsanalyse fiir die stationdre Massentransferrate durch-
gefiithrt, die auf ein einfaches Kriterium fiir das Auftreten von Massentransferzy-
klen fiihrt. Im Rahmen des Bipolytropenmodells und unter Verwendung einiger
einfacher Homologieannahmen 148t sich schliefilich ein expliziter Ausdruck fiir
das Instabilitatskriterium und somit fiir das Auftreten von Massentransferzy-
klen auf der thermischen Zeitskala angeben.

Zum Abschlufl werden in Abschnitt werden numerische Langzeitentwick-
lungen von Kataklysmischen Verénderlichen und Massearmen Rontgendoppel-
sternen fiir verschiedene mogliche Drehimpulsverlustraten priasentiert sowie das
Auftreten von Massentransferzyklen fiir diese Systeme ausfiihrlich diskutiert
und mit den Vorhersagen des analytischen Modells verglichen.
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2 Entwicklung von kompakten Doppelsternen

2.1 Das Roche-Potential

Die dynamische Entwicklung von Doppelsternsystemen wird tiblicherweise in
der ROCHE-Approximation behandelt. Dabei werden die beiden Sterne fiir die
Bestimmung des Gravitationspotentials als Punktmassen betrachtet und so die
Losung der Sternaufbaugleichungen von der Losung der POi1ssON-Gleichung fiir
das Gravitationspotential entkoppelt. Dies fiithrt zu einer drastischen Verein-
fachung, die es ermoglicht, die Entwicklung der Sterne durch eindimensionale,
hydrostatische Modelle zu beschreiben anstatt durch volle dreidimensionale, hy-
drodynamische Modelle.

Das Gravitationspotential zweier Punktmassen M; und Ms, die sich am Ort
R; bzw. Rs befinden, ist mit der Gravitationskonstante I' durch

I'M; I'M,

d(r) = — -
(r) * —Ri| |r— Ra

(2.1)

gegeben. Diese Formel gilt auch allgemein fiir ausgedehnte Kérper mit einer
sphérisch symmetrischen Massenverteilung (z.B. sphérische Sterne) fiir r aufler-
halb der beiden Korper.

Rotieren die beiden Massen mit der Winkelgeschwindigkeit w um ihren gemein-
samen Schwerpunkt Rg, so erfihrt ein Massenelement im mitrotierenden Be-
zugssystem die Beschleunigung

F=VO(r) —wx(wxr)—2wxr—wxr. (2.2)

Fiir die Herleitung des ROCHE-Potentials wird nun vorausgesetzt, dafl die bei-
den Massen auf Kreisbahnen umlaufen und somit w konstant ist, d.h. w = 0.
Des weiteren wird angenommen, daf} sich das betrachtete Massenelement rela-
tiv zum rotierenden Bezugssystem in Ruhe befindet, d.h. # = 0. Dadurch fallen
sowohl die Linear- als auch die Coriolisbeschleunigung weg, und die Bewegungs-
gleichung im mitrotierenden System 148t sich unter Einbeziehung der Zentrifu-
galbeschleunigung durch ein effektives Potential beschreiben. Wahlt man die
Rotationsachse parallel zur z-Achse, d.h. w =: we_, so ergibt sich im mitrotie-
renden Schwerpunktssystem:

Bp(r) = B(r) — ~w? (2 + 7). (2.3)

wobei x und y die kartesischen Komponenten von r bezeichnen.
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Verschiebt man ferner den Koordinatenursprung nach R; und w#hlt als z- Achse
die Verbindungslinie der beiden Massen, d.h. Ry = Ae,, wobei A den Bahnab-
stand bezeichne, so erhilt man

'm I'M. 1
1 = — 5w’ (@ = |Rs|)* + 1) (2.4)

O = TRl 2

mit dem Schwerpunkt

My

Ry=——2
My + My

Aeg. (2.5)

Durch Einfithrung dimensionsloser Koordinaten

N — Y — Z

sowie des Massenverhiltnisses

q:=— (2.7)

ergibt sich unter Verwendung des dritten KEPLERschen Gesetzes

w Ve (2.8)
das dimensionslose ROCHE-Potential
R q 1
(PR(§7 7, C) = - +
VE+PHC VU= +P+C 29)
1+4gq 1 \? '
T ((g 1+ q) )
das in Abb. in der z-y-Ebene dargestellt ist. Es gilt:
T'Ms -
Dp(AE, An, AQ) = — = Or(€,1,0). (2.10)

Man bezeichnet denjenigen Punkt (£z,,0,0) auf der Verbindungslinie zwischen
R; und Ra, auf dem das ROCHE-Potential ein lokales Maximum annimmt, als
L1- oder inneren LAGRANGE-Punkt. Das Volumen innerhalb derjenigen Aquipo-
tentialfliche mit ®p = r(&r,), die M7 umschlieit, heifit ROCHE- Volumen von
M. Der ROCHE-Radius von M ist definiert als derjenige Radius einer Sphére,
die gerade das ROCHE-Volumen von M; umschlieit, und ist in den gewéhlten,
dimensionslosen Einheiten offensichtlich nur vom Massenverhéltnis ¢ abhéngig.
In absoluten Einheiten gilt daher fiir den RoCHE-Radius:

Rr(q) = A fr(q). (2.11)
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Abbildung 2.1: Graphische Darstellung des ROCHE-Potentials &5 fiir ¢ = 0.5
in der &-n-Ebene. Die Hohenlinien sind nicht dquidistant in Einheiten des Po-
tentials. Helle Graustufen entspechen einem hohen, dunkle Graustufen einem
niedrigen Potential.

Sowohl der dimensionslose ROCHE-Radius fr(q) als auch die Position des
Li-Punktes &7, lassen sich nur numerisch berechnen und sind tabelliert
(MoCHNACKI, [1984). Einfache analytische Ndherungen sind durch

fr(q) = (%)é <q%1)é (2.12a)

fiir ¢ < 0.8 und

fr(q) = 0.38+0.2logq (2.12b)

fiir 0.3 < ¢ < 20 gegeben (PACzYNsKI, 1971). Eine bessere Niherung stellt

0.49 g5

~ (2.13)
0.6¢% +In (1 n q%)

fr(q)

dar, die im Bereich 0.03 < ¢ < 30 bis auf etwa 1% mit dem tatséchlichen ROCHE-
Radius iibereinstimmt (EGGLETON| |1983). Abb. zeigt einen Vergleich der
analytischen Néherungen mit der numerischen Losung.

Fiir nicht zu kleine oder zu groflie Werte von ¢ lé3t sich die Position des L;-
Punktes £, durch

¢, (q) = 0.296724 + 0.332525 ¢ — 0.13495 ¢ (2.14a)
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(b) Relativer Fehler der Approximationen im Vergleich zur numerischen Lésung

Abbildung 2.2: Vergleich der numerischen Losung von MOCHNACKI (durchge-
zogene Linie in Abb. [2.2(a)]) fiir den dimensionslosen ROCHE-Radius mit den
analytischen Ndherungen von EGGLETON (gestrichelte Linie) und PACZYNSKI

(punktierte Linie fiir (2.12a]) und strichpunktierte fiir (2.12b))).
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fiir 0.2 < ¢ < 0.85 und
¢, (q) = 0.383435 + 0.1635417 ¢ — 0.318852 ¢° (2.14b)

fiir 0.85 < ¢ < 2.8 mit einem relativen Fehler von weniger als 5% approxi-
mieren (KoOLB| 1988). Eine auf einem grofieren Bereich 0.057 < ¢ < 32 giiltige
Niherungsformel mit einem relativen Fehler von 0.5% ist durch

1

- Ty (2.15)

£L1 (Q) ~1

gegeben. Fiir extreme Werte von ¢ ist hingegen die analytische Ndherung

y(q) = w — %uﬂ - éuﬁ —-... (2.16)
fiir ¢ — 0 bzw.
&, (@) =1 —¢€, <(11) (2.17)

fiir ¢ — oo mit

w(q) = <3(1q+q)>é (2.18)

vorzuziehen (KoraLl (1959, 1989ﬂ Ein graphischer Vergleich der numerischen
Losung mit den angegebenen Approximationen ist in Abb. 2:3] dargestellt.

Am L;-Punkt (§1,,0,0) gilt:
Vbp =0, V2bp+#0, (2.19)

d.h. das Potential hat dort einen Sattelsl Es bezeichnen

102 . 1
C, = ET@@R(&“O’O) = —5(29((1) +q+1) <0, (2.20a)
' 102 . 1
Cy = 58—772%(&1,0,0) = 5(9((1) —q—1)>0, (2.20b)
1o 1
03 = 587@(I)R(§L17070) = 59((]) >0 (2'20C)
mit
1
9(@) = 4+ —— (2.21)

- g—’_ (1_£L1)3

! Zum Vergleich mit [KopaL| (1989, S. 14) ist zu beachten: Dort ist zum einen g als % definiert,
und zum anderen enthalt die Formel von w(q) einen Druckfehler.

2In ¢-Richtung handelt es sich um ein lokales Maximum, in — und ¢(—Richtung um ein
lokales Minimum.
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(b) Relativer Fehler der Approximationen im Vergleich zur numerischen Lésung.

Abbildung 2.3: Vergleich der numerischen Losung fiir &1, (¢) von MOCKNACKI
(durchgezogene Linie in Abb. [2.3(a)) mit verschiedenen Approximationen.
(2.14]) ist punktiert, (2.15]) gestrichelt dargestellt. Strichpunktiert und punktiert-

strichpunktiert sind die analytischen N#herungslosungen von KOPAL ([2.16)) fiir
qg — 0, bzw. ¢ — 0.
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die zweiten Ableitungen von dp nach den Koordinaten am L;-Punkt. Dann
1Bt sich das ROCHE-Potential in einer Umgebung des L;-Punktes in zweiter
Ordnung durch

DR(&,m, ) ~ P, + [C1(€ — €,)? + Con® + C5¢7] (2.22)

approximiererﬂ

Die Kréfteverhéltnisse in Doppelsternsystemen weichen mehr oder weniger von
der idealisierten ROCHE-N&herung ab, weil zum einen die Aquipotentialfléichen,
die im hydrostatischen Gleichgewicht Fliachen gleichen Drucks und gleicher Dich-
te entsprechen, nicht exakt sphérisch sind. Die Abweichungen werden umso
grofler, je néher die Sternoberfliche dem kritischen Potential ®7, := ®r(zyr,)
kommt. Da die Masse in Sternen in der Regel sehr stark zum Sternzentrum hin
konzentriert ist, sind die Auswirkungen dieser Abweichungen auf das Potential
vernachléssigbar, selbst wenn die Hiillen der Sterne deutlich von der sphérischen
Form abweichen (PRINGLE, 1985).

Bei Sternen, die ihr ROCHE-Volumen ausfiillen, ist es iiblich, den Radius in
sogenannten volumendquivalenten Radien anzugeben, d.h. man betrachtet den-
jenigen Radius Ry, den ein sphérischer Stern mit demselben Volumen hétte. 3D-
Simulationen zeigen, dafl ein Stern, sein ROCHE-Volumen ausfiillt, auf Grund
der geometrischen Verzerrung durch das nichtsphérische Gravitationspotential
einen um 5 — 12% grofleren volumeniquivalenten Radius als ein dquivalenter
spérischer Einzelstern besitzt (RENVOIZE et al., 2002).

Es ist moglich, jeder Aquipotentialfliche mit ®y < &, eindeutig einen vo-
lumenéquivalenten Radius Ry zuzuordnen, so dafi Ry (®y) eine streng mono-
ton wachsende Funktion ist. Die zugehorige Umkehrfunktion 148t sich als %—
Potential mit einem Formfaktor f(g, Ry ) beschreiben:

M,y
Ry
Offensichtlich muf} f(q, Ry) fir Ry — 0 gegen 1 gehen, da fiir kleine Radien

Ry <« Rp der Unterschied zwischen KEPLER- und ROCHE-Potential verschwin-
det, und wird maximal fiir Ry — Rpg. Die Ableitung

ddy I'M;

— == 2.24
iRy |, R Tr(q) (2.24)

Py (Rv) =: — f(g, Rv). (2.23)

bezeichnet man als effektive Gravitationsbeschleunigung, und definiert dariiber
eine dimensionslose Funktion vz(¢q), die die mittlere Abweichung der Oberfla-
chenbeschleunigung eines Sterns, der sein ROCHE-Volumen ausfiillt, gegeniiber
der eines Einzelsterns beschreibtﬁ ~vr(q) ist im interessierenden Bereich eine
streng monoton fallende Funktion von der Grélenordnung 1. Sie 148t sich mit
einer Genauigkeit von etwa 1% durch

[ 0.954 —0.0391og g + 0.114(log q)?, falls 0.05 < ¢ < 1,

Tr(a) ~ { 0.954 — 0.025log ¢ — 0.038(log q)2, falls 1 < ¢ < 25 (2.25)

3Die gemischen zweiten Ableitungen verschwinden am L;-Punkt.
“Es gilt: vr(q) = f(q, Rr) + Rr 2557 g .
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approximieren (RITTER, 1988)ﬂ

Zum anderen weichen reale Doppelsternsysteme dadurch von dem idealisierten
RocHE-Modell ab, daf} sich die beiden Sterne nicht notwendigerweise auf Kreis-
bahnen bewegen miissen und auch nicht starr rotieren. Allerdings sorgt bei Ster-
nen, die ihr ROCHE-Volumen zumindest zu einem nennenswerten Teil ausfiillen,
die Gezeitenreibung auf kurzen Zeitskalen fiir die Zirkularisierung des Orbits
und die Synchronisation von Rotations- und Bahnperiode. Bei Sternen mit kon-
vektiven Hiillen ist die Synchronisationszeitskala von der Groflienordnung

2 1
teyne ~ 10% () (1 + > Pt (2.26)
q q

und die Zirkularisationszeitskala von der Groflenordnung

5
1 1\\ 3
teire ~ 10°¢ <2 (1 + q)) P, (2.27)

wobei die Bahnperiode P in Tagen und die Zeitskalen tsyn. sowie feirc in Jah-
ren angegeben sind (ZAHN, 1977)). Ein kurzer iiberblick iiber Dampfungszeits-
kalen fiir verschiedene Dampfungsmechanismen findet sich bei [HURLEY et al.
(2002).

Aus diesem Grund kann die ROCHE-Ndherung fiir Doppelsterne mit Massen-
transfer als geniigend genau angenommen werden, da das Auftreten von Mas-
sentransfer erfordert, dafl der masseverlierende Stern sein ROCHE-Volumen im
Wesentlichen ausfiillt oder sogar iiberfiillt, so dafi Gezeitenreibung wichtig wird.
Fiir eine ausfiihrlichere und allgemeinere Behandlung des ROCHE-Problems sei
auf [KOPAL| ((1959] |1989) verwiesen.

2.2 Der Massentransfer

Das Potential ®7,, des inneren LAGRANGE-Punktes liegt deutlich niedriger als
das %-Potential des Einzelsterns im Unendlichen. Sternmaterie, die sich aufler-
halb des kritischen ROCHE-Volumens des Sterns befindet, ist gravitativ nicht
eindeutig an diesen gebunden und kann in den Potentialtopf des Begleiters stro-
men oder sogar dem System verloren gehen. Es ist klar, dafl ein Stern, der sein
ROCHE-Volumen iiberfiillt, strenggenommen nicht im hydrostatischen Gleichge-
wicht sein kann, da er stdndig Materie iiber den Li-Punkt an seinen Begleiter
verliert. Sogar ein Stern, der etwas kleiner als sein ROCHE-Radius ist, kann Ma-
terie iiber den Li-Punkt verlieren, da Sterne im Allgemeinen keinen scharfen
Rand haben und somit optisch diinne Schichten der oberen Atmosphére iiber
den ROCHE-Radius hinausragen kénnen.

5Zu beachten ist, dafl in dem zitierten Artikel der masseverlierende Stern den Index 2 trigt,
wihrend er in dieser Arbeit den Index 1 besitzt, so daf8 ¢ in ¢~ iibergeht.
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2.2.1 Die Bernoulli-Gleichung

Die Materie aus hoheren Atmosphérenschichten, die ein Stern iiber den Lq-
Punkt verliert, wird zur Aufrechterhaltung des hydrostatischen Gleichgewichts
aus tieferen Schichten nachgefiithrt. Es bildet sich ein Materiestrom aus dem
Potentialtopf des masseverlierenden Primérsterns in den des Sekundérsterns,
der durch das Integral der Stromdichte j = pv iiber die Li-Ebene gegeben
ist:

/ / pxr,,y,z)v(zL,,y, 2) dy dz. (2.28)

—O00—00

In gewisser Weise 148t sich der Massentransfer am L;-Punkt als Stréomung durch
eine LAVAL-Diise auffassen, deren ,Wénde“ durch das Gravitationspotential ge-
bildet werden. Eine solche Diise hat die Eigenschaft, daf3 die Stromdichte j an
der engsten Stelle maximal wird, wiahrend der Druck iiber den ganzen Weg konti-
nuierlich ab- und die Geschwindigkeit zunimmt. Dabei kann die Geschwindigkeit
an der engsten Stelle, also dem Li-Punkt, héchstens die Schallgeschwindigkeit

dP

L= e 2.2
v i (2.29)

annehmen (LANDAU und LI1FSCHITZ, |1991). Analytische Berechnungen zeigen,
daf fiir einen optisch diinnen Materiestrom zumindest in einer e-Umgebung um
den L;-Punkt Schallgeschwindigkeit erreicht wird (LuBow und SHU, [1975).

Ist die Stromung stationdr, d. h. ist sie an jedem Raumpunkt zeitlich konstant,
so laBt sich die BERNOULLI-Gleichung anwenden, die besagt, dafl an jedem
Punkt einer durch ! parametrisierten Stromlinie mit der lokalen Stréomungsge-
schwindigkeit v(I)

p(l2)

(v*(l2) — v*(l)) + @R(l2) — Pr(l) + dﬂ =0 (2.30)

DO
E\H

p(l1)

erfiillt istﬂ (M1HALAS und MIHALAS, (1984, LANDAU und LIFSCHITZ, [1991]).

Durch Vorgabe von ”(llP ergibt sich hieraus eine Gleichung fiir p(l2) als Funktion

von p(l1). Hieraus la8t sich durch eine geeignete Wahl von I; und [5 fiir eine belie-
bige Stromlinie die Dichte in der L;-Ebene und somit die Masseniiberstromrate

aus ([2.28)) berechnen.

2.2.2 Die Massentransferrate in optisch diinner Approximation

Als optisch diinnen Massentransfer bezeichnet man den Fall, dal der masse-
verlierende Stern sein ROCHE-Volumen nicht vollstéindig ausfiillt, so dafl der

5Die BERNOULLI-Gleichung ist auch unter Beriicksichtigung der Corioliskraft im mitrotieren-
den Bezugssystem giiltig (LuBow und SHU, [1975]).
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Materiestrom nur aus den optischen diinnen Atmosphérenschichten oberhalb
der Photosphiére gespeist wird. Die sich hierfiir ergebende Masseniiberstromra-
te wurde bereits von RITTER (1988)) diskutiert.

Die optisch diinnen, dufleren Atmosphéirenschichten verhalten sich in guter Né-
herung wie ein ideales Gas. Fiir einen optisch diinnen Materiestrom kann daher
die ideale Gasgleichung
P k
—=-T (2.31)
pp
mit der BoLTZzMANN-Konstanten £ und dem Molekulargewicht p angewendet
werden.

Der Gasstrom von der Photosphére bis zum Li-Punkt wird als isothemﬂ und

das Molekulargewicht als konstant angenommen, d.h. es gilt:
dP k
— =T, (2.32)
dp p

woraus sich die isotherme Schallgeschwindigkeit

kT
Vg = 4| — 2.33
. (2.33)

ergibt.

Es sei nun 7(l) eine beliebige, durch | parametrisierte Stromlinie, die von der
Photosphére des Sterns durch die L;-Ebene verlduft. Ohne Einschriankung kann
angenommen werden, dafl 7({1) in der Photosphiére liegt, wo sich der Stern noch
in guter Ndherung im hydrostatischen Gleichgewicht befindet, d.h. v(l;) = 0
gilt, wihrend r(l2) in der Li-Ebene liegt mit v(ly) ~ vs. Es bezeichne ferner
po := p(l1) die Dichte und &g := ®r(l1) = F]Xb ®(11) das Gravitationspotential
am Photosphérenpunkt. Unter der Annahme einer stationéren Stréomung la63t
sich die BERNOULLI-Gleichung anwenden. Durch Einsetzen von in
und Auflésen nach p(l2) ergibt sich:

p(ls) = % exp (-W) . (2.34)

S
Nun liele sich die TAYLOR-Entwicklung von dp aus einsetzen und ergi-
be eine Abhéngigkeit von p ~ exp (—AR2) fiir die Dichte entlang der x-Achse
(MEYER und MEYER-HOFMEISTER), 1983)), wobei sich diese Abhéngigkeit je-
doch auf den wahren Abstand AR zwischen dem Photosphirenpunkt und dem
L1-Punkt bezoge. Diese Darstellung wire aber fiir das zu untersuchende Pro-
blem ungeeignetﬂ

"Diese Annahme ist offensichtlich nicht erfiillt, wenn der Materiestrom durch die Leuchtkraft
des Begleiters signifikant aufgeheizt wird. Allerdings kann bei Vorhandensein einer Akkre-
tionsscheibe um den Begleiter davon ausgegangen werden, dal der Li-Punkt durch den
(kithlen) Rand der Scheibe abgeschattet wird.

8Beispielsweise hétte die Zeitableitung von AR ~ /®r, — ®¢ eine Polstelle fiir &9 = P,
im dem Fall, dafl das Photosphérenpotential, bedingt durch die Expansion des Sterns, iiber
einen gewissen Zeitraum linear anwichst.
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Stattdessen bietet es sich im Folgenden an, den Abstand zwischen dem ROCHE-

Radius und dem Sternradius in volumenéquivalenten Einheiterﬂ zu verwenden
(RITTER, 1988). Aus ([2.24]) ergibt sich somit das Potential in der Photosphére
eines nahezu sein ROCHE-Volumen fiillenden Sterns mit Radius R:

I'Mm
B~ Op, + | (R—Rp) =P, + —vr(q)(R— Rp).  (2.35)

Ferner folgt aus ([2.22)) mit der Definition von

10°0p M, 0*dp  T'M>

B - = = 2.
2= e T am ap - w270 (2.362)
1920r  T'M, 320 T'M
By = te 2 = 0> 0 (2.36b)

2 022 243 92 A
fiir das Potential in der Li-Ebene:
Pp(ly) ~ @, + Bay® + Bs 2% (2.37)

Durch Einsetzen der isothermen Schallgeschwindigkeit , der Potentialent-
wicklung entlang der x-Achse und der Potentialentwicklung in der Li-
Ebene in ergibt sich die Dichte in der L;-Ebene unabhéngig von
der gewihlten Stromlinie als

_ po < I'Mivr(q)

0 B2y2 + B3Z2>
Ve V2R,

(R— RR)> exp (- 2 (2.38)

Die Druckskalenhohe eines Einzelsterns an der Oberfliche 1483t sich aus den

Sternaufbaugleichungen (A.2)), (A.3) und der idealen Gasgleichung (2.31) be-

rechnen:
2 2
_ <_kTp> <_ R ) _ kTR . (2.39)
R " pI'M puI'M

Fiir einen Stern in einem Doppelsternsystem, der sein ROCHE-Volumen ausfiillt,
ist die effektive Gravitationsbeschleunigung (2.24) zu beriicksichtigen, d.h. in
volumenéquivalenten Radien ergibt sich:

or
Hpo=—P 2
PO 9P

_kTR3 1 Hpp
pIMyvr(q)  Yr(q)

Hp (2.40)

Nach Einsetzen der isothermen Schallgeschwindigkeit (2.33) und der Dich-
te in der L;-Ebene (2.38]) in das Fldchenintegral (2.28)) iiber der Stromdich-
te j = pvs laBt sich dieses unter Benutzung des Integrals der GAuUSSschen

9Falls nicht explizit anders erwihnt, bezeichnet der Sternradius R in dieser Arbeit immer
den volumendquivalenten Sternradius Ry .
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Glockenkurvem iiber y und z explizit auswerten. Unter Verwendung der ef-
fektiven Druckskalenhohe (2.40f) ergibt sich schliefflich folgende Formel fiir die
Masseniiberstromrate:

s ’03 (R — RR>
= ———poexp| —— ). 2.41
VR T, (2.41)

Die Massenverlustrate M = —I < 0 hingt somit im Wesentlichen nur von
der Differenz R — Rp ab; die Abhéingigkeit von den Massen der Sterne sowie
von photosphérischen Kenngréfien wie Dichte oder Effektivtemperatur ist im
Vergleich zur exponentiellen Abhéngigkeit von R — Rp vernachléissigbaﬂ Fiir
analytische Untersuchungen wird daher haufig die Vereinfachung

(2.42)

N = — Ny exp <R;IRR>
P

mit einer Konstanten M, verwendet.

Fiir Hauptreihensterne ist % von der GroéBenordnung 10~% — 1073, fiir Riesen
deutlich gréfer, bis zu wenigen 1072, Faktisch bedeutet dies, da ein Doppel-
sternsystem in einer langlebigen Phase des Massentransfers in guter Ndherung,
d.h. bis auf einige Hp die Bedingung R = Rp erfiillen muf}. Ware der massever-
lierende Stern merklich kleiner, fande kein Massentransfer statt; wéire er merk-
lich grofler, so wire die Masseniiberstromrate so hoch, dafl ein solches System
nur sehr kurzlebig wire. Freilich 148t sich der Massentransfer beim Uberfiillen
des ROCHE-Volumens nicht mehr in der optisch diinnen Approximation behan-
deln, sondern erfordert einen neuen Ansatz, auf den im Folgenden eingegangen
werden soll.

2.2.3 Die Massentransferrate in optisch dicker Approximation

Als optisch dicken Massentransfer bezeichnet man den Fall, daf3 der massever-
lierende Stern sein ROCHE-Volumen iiberfiillt, so dafl Material aus den optisch
dicken Schichten unterhalb der Photosphére direkt iiber den Lq-Punkt stromt.
Die zugehorige Masseniiberstromrate wurde von |[KOLB| (1988)), [KOLB und RIT-
TER ((1990) hergeleitet.

Als Zustandsgleichung wird auch hier die ideale Gasgleichung (2.31]) verwendet.

Die spezifische Wirme bei konstantem Volumen bzw. konstantem Druck ist fiir

+oo
"9Es gilt: [ exp (— (“;jg>2) dz = ov/2n7.

— 00

"Denn insbesondere verdndern sich derartige absolute Kenngréfen, zu denen auch der Ra-
dius und der RocHE-Radius gehoren, im Laufe einer Sternentwicklung nur langsam und
iiber weniger Groflenordnungen als dies bei Differenzen derartiger Kenngroflen wie R — Rr
geschehen kann.
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vollsténdig ionisiertes oder vollstdndig nichtionisiertes atomares Gas durch

dsS 3k

— <) _ 3k (2.43)
dT'/ . 2
dsS 5k

- 7= - - 2.44

- <dT>P,M 2 2 ( )

gegeben, wobei S die Entropie pro Masseneinheit bezeichnet.

Ein Problem fiir die Berechnung des Stromungsverlaufs stellt die a priori un-
bekannte Temperaturschichtung der Gasstromung dar. Solange die Stromungs-
geschwindigkeit grof3 genug ist, kann zumindest der Energieaustausch zwischen
verschiedenen Schichten in geniigender Tiefe unterhalb der Photosphére ver-
nachléssigt werden. Fiir eine adiabatische Stromung gilt entlang einer Stromli-
nie

P=Kp (2.45)

mit einem Adiabatenindex
cp

(2.46)
cy

’y:

und einer von der gewihlten Stromlinie abhéngigen Adiabatenkonstanten K,
die sich aus der idealen Gasgleichung (2.31) und aus (2.45) ergibt:

kT
K=""p'. (2.47)
W
Fiir vollsténdig ionisiertes, atomares Gas hat v den Wert %
Es gilt:
dP
— = Kyp'! 2.48
dp NI ( )

so daf} die Schallgeschwindigkeit durch

dP kT
Vg = A —— = [V— 2.49
Var =\ (2.49)

gegeben ist. Es wird nun, wie in Abschnitt [2:2.2] beschrieben, [; und Iy ent-
lang einer beliebigen Stromlinie (1) so gewihlt, dal r(l2) in der L;-Ebene
liegt und v(l;) einerseits gegeniiber v(ly) vernachléssigbar ist, andererseits aber
auch nicht so klein ist, da} der Gasstrom ins thermische Gleichgewicht gelan-
gen kann. Dies mag in einer (nicht zu kleinen) Umgebung um den L;-Punkt
erfiillt sein, aber dadurch ist es nicht moéglich, fiir alle Stromlinien ein und
dasselbe Ausgangspotential ®r(l1) = ®¢ zu wihlen, da die Stromlinien die zu-
gehorige Aquipotentialfliche beliebig weit vom L;-Punkt entfernt mit beliebig
geringer Geschwindigkeit passieren konnen, im Widerspruch zur Annahme ei-
ner schnellen, adiabatischen Stromung. Es bezeichne p; := p(l;), ®; := ®r(l)
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sowie T; := T'(l;), dann erglbt sich durch Einsetzen von ) und ( in die
BERNOULLI-Gleichung (2.30)):

1 .
SEP T 4+ @y — @y PR 7 — (,02 S 1) —0. (2.50)

Um diese Gleichung auflésen zu kénnen, werde nun ad hoc angenommen, dafl
die Stromlinien in der N&he der Li-Punktes auf Aquipotentialfiichen verlaufen,
d.h. &; = &9 gilﬂ Damit folgt fiir die Dichte py in der Li-Ebene:

2 \71
p2 = SE1 p1- (2.51)

Der optisch dicke Anteil der Masseniiberstromrate ergibt sich somit aus ([2.28))
als Integral {iber diejenige Teilfliche A der Li-Ebene mit &7, < ®p < &y;:

T aa
I:/pgvsdA: /pgvs —d®p. (2.52)
d®gr
A e

1

Gleichung ([2.37) liefert fiir ein vorgegebenes Potential ®,, > @, eine Parame-
trisierung

®p — Py, — Byy?
z(y):i\/ B 7L — 22y (2.53)

B3 ’

fiir den Rand derjenigen (elliptischen) Teilfliche innerhalb der Li-Ebene mit
¢, < ®p < dy,. Hieraus a8t sich sofort die Fliche A als Funktion des Poten-
tials ® i ausrechnen:

A@p) =2 / 2(y) dy, (2.54)

—Ymax

wobei der Maximalwert ymax offensichtlich fiir z(ymax) = 0 angenommen wird,
d.h.

(OF )
Ymax = % (2-55)
Daraus folgt:
Ymax
A@r) =23 [ Vi Py = g @r-@u). (250
max \/ﬁ 1
—Ymax 2

2Diese Annahme muf nicht notwendigerweise erfiillt sein. Fiir den im folgenden ausgefiihrten
analytischen Ansatz zur Berechnung des optisch dicken Anteils des Materiestroms ist jedoch
eine Annahme tiber ®; und ®2 erforderlich, da die BERNOULLI-Gleichung ansonsten nicht
gelost werden kann.
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Durch Einsetzen der Schallgeschwindigkeit (2.49)), der Dichte in der Li-Ebene
(2.51) sowie (2.56) in das Integral iiber die Stromdichte (2.52)) ergibt sich der

optisch dicke Anteil der Masseniiberstromrate:

@
T kT
I= F(y / —p1d®Pp 2.57
vV B2B3 ( )q) | (2:57)
Ly

mit

Fo) =i (57) - (2.58)

Um dieses Integral schliefllich explizit ausrechnen zu kénnen, ist also die Kennt-
nis von p1(®r) und T7(Pgr) erforderlich, d.h. die Kenntnis der thermischen
Struktur der d&uferen Hiille. Dies ist im Allgemeinen nur numerisch moglich.

Es 1483t sich zeigen, dafl sich die Massentransferrate in optisch dicker Approxi-

mation (2.57) fiir Polytrope mit dem Polytropenindex
1
= 2.59
e (259)

sich tendenziell wie

M ~ (R — Rg)2 " (2.60)
verhélt (KOLB, 1988)). Dieses Ergebnis ist konsistent mit fritheren Resultaten
fiir vollkonvektive Sterne mit n = 3 von PACZYNSKI und SIEKIEWICZ| (1972),

SAVONLJE| (1978).

2.3 Die Langzeitentwicklung halbgetrennter
Doppelsternsysteme

2.3.1 Die Stationaritatsbedingung

In den folgenden Abschnitten bezeiche der Index 1 den masseverlierenden
Stern und der Index 2 den akkretierenden Stern. Des weiteren werde aus
Griinden der Einfachheit angenommen, daff die Massentransferrate M nur von
AR; := Ry — Rp,1 abhéngt. Dies ist in guter Naherung sowohl fiir die optisch
diinne als auch fiir die optisch dicke Masseniiberstromrate giiltig,
zumindest, solange sich das Massenverhéltnis ¢ = % sowie der Sternaufbau,
und damit die Zustandsgrofien in der Atmosphére, nicht gravierend #dndern.
Mit dieser Annahme ergibt sich automatisch, dafl die Massentransferrate genau
dann stationér ist, wenn ARy zeitlich konstant ist. Die Stationaritdtsbedingung

lautet somit:

Rr1=Ry. (2.61)
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Als formale Stationaritétsbedingung betrachtet man statt (2.61)) auch haufig

Rpi _ R

Rpi Ry

(2.62)

Fiir das qualitative Versténdnis sind die beiden Gleichungen &quivalent, quan-
titativ ist der Unterschied von der Gréfenordnung ARIT und somit in der Regel
vernachléssigbar.

2.3.2 Die zeitliche Entwicklung des Roche-Radius

Das Bahntrigheitsmoment zweier Punktmassen betréigt

0= 2
My + M,

(2.63)

und der Bahndrehimpuls ergibt sich mit dem dritten KEPLERschen Gesetz ([2.8))

zu
[ TM2 M2
J=0Quw=4[—1"2 4, 2.64
“ My + Mo (264)

Der RocHE-Radius ([2.11) des masseverlierenden Primérsterns als Funktion von
My, My und J ist somit durch

My + Mo 9 My
RR71(M1,M2, J) = AfR(q) =———J fR <> (265)
T MZM3 M,

mit der totalen Zeitableitung

RRJ . Jln RRJ % (‘HnRRJ % 81HRR,1 £

= 2.66
RRJ alan M1 8111M2 M2 OlnJ J ( )
gegeben.
Es bezeichne
dMs
My, My, J) = —— 2.67
77( 1, 25 ) dMl ( )

den vom Sekundérstern akkretierten Anteil des Materiestroms, der durch die
Physik des Akkretionsvorgangs beschrieben wird und fiir den iiblicherweise

0<n<l1 (2.68)

angenommen wird. Im Zusammenhang mit Novaexplosionen kann n moéglicher-
weise sogar negativ werden, falls nicht nur die akkretierte, wasserstoffreiche
Schicht, sondern auch Teile der darunterliegenden Schichten bei der Novaexplo-
sion herausgeschleudert werden (PRIALNIK und KOVETZ, 1995)).

Ein Doppelsternsystem kann auf zwei Arten Drehimpuls verlieren. Zum einen
kann der Bahndrehimpuls J explizit von der Zeit abhéngen, beispielsweise durch
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Drehimpulsverluste infolge der Abstrahlung von Gravitationswellen. Man be-
zeichnet

Joys  (dInJ
i ( 7 )M (2.69)

auch als systematischen Drehimpulsverlust, da er unabhéngig von eventuellem
Massenverlust aus dem System auftritt, d.h. bei konstanter Gesamtmasse

M = My + Ms. (2.70)

Zum anderen verlaft der nichtakkretierte Anteil des Materiestroms das System
mit einem spezifischen Drehimpuls. Man spricht von Consequential Angular
Momentum Loss (CAML), da er nur als Folge von Massenverlust auftritt, d.h.
durch Anderung der Gesamtmasse M bei festgehaltener Zeit t:

Jeaml dinJ\ M
= —. 2.71
J < dM )t M (2.71)
Offensichtlich gilt:
J = Juys + Jeaml- (2.72)

Ein Maf} fiir den spezifischen Drehimpuls, mit dem die Materie dem System
verloren geht, ist durch

dlnJ
v(My, My, J) = (dlnM>t (2.73)

gegeben.

Mit Hilfe der Definition von 7 in 1D 148t sich M2 durch —an und My
durch M; und ¢ in der Zeitableitung von Rp 1 in (2.66)) ersetzen. Die explizite
Auswertung der partiellen Ableitungen schlielich fiihrt auf

Rr1 M, (dan)
7: 7_1_2 2.74
Rma CR,lMl i ). (2.74)
mit
dIn
Cra=(1—m@v+ 1)L 91 —ng) + (1 + ng) 1 22IE (2.75)

1+gq dlng

Durch Vorgabe von szs sowie der a priori freien Parameter n und v 1d8t sich
Rp,1 somit explizit angeben (RITTER, 1999).

Der Verlauf von (ri(g) ist in Abb. fiir verschiedene Werte von n und v
dargestellt. Fir n = 1 (konservativer Massentransfer) ist (r; unabhéngig von
v. Je kleiner 7 ist, d.h., ein je groflerer Anteil der Masseniiberstromrate also
dem System verloren geht, desto wichtiger wird v. Fiir den (unphysikalischen)
Fall, dal 7 = 0 und v = 0 gilt, bleibt (g1 sogar im gesamten betrachteten
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0.01 0.10 1.00 10.00 0.01 0.10 1.00 10.00

0.01 0.10 1.00 10.00 0.01 0.10 1.00 10.00

Abbildung 2.4: (g 1(q) fiir verschiedene Werte von 7 (durchgezogene Linien: 1,
langgestrichelte Linien: %, kurzgestrichelte Linien: 0) und v. Die kurzgestrichelte
Linie in Abb. gibt den stabilstméglichen (unphysikalischen) Fall an: Mas-
senverlust ohne Drehimpulsverlust. Abb. mit v = ¢ ist der physikalisch
relevanteste Fall, in dem die Materie das System mit dem spezifischen Drehim-
puls des akkretierenden Sterns verldft. Fiir die Berechnung von (g1 wurde die
N#herungsformel von EGGLETON verwendet.

Massenbereich 0.01 < ¢ < 10 negativ. Eine physikalisch sinnvolle Annahme ist,
dal das System Masse mit dem spezifischen Drehimpuls

J2 . 02&)

— 2 _ 2 2.
M, (2.76)

J2
des Sekundérsterns verliert, beispielsweise durch Jets oder strahlungsgetriebene
Winde aus der Akkretionsscheibe. Das Tragheitsmoment des Sekundérsterns
beziiglich der Rotationsachse des Systems im Abstand

My

=— A 2.77
My + M> (2.77)

do
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ist durch
M2 M,
(M1 + My)?
gegeben. Die Anwendung des dritten KEPLERschen Gesetzes sowie
fithrt schliellich auf
M, J

0y = Myds = A? (2.78)

g = — —————— 2.79
727 M, My + My (2.79)
und somit auf
dlnJ M
v <dlnM>t Ti2=4a (2.80)

In diesem Fall, der in Abb. dargestellt ist, ist (g fiir grofle Massenver-
héltnisse nur schwach von 7 abhéngig. Fiir ¢ — 0 geht (g1 in der EGGLETON-
Approximation , im Wesentlichen unabhéngig von 7 und v, gegen einen
Wert von —g.

Selbst wenn der Drehimpulsverlust nicht kontinuierlich abléuft, wie dies bei-
spielsweise fiir Systeme der Fall ist, die hdufig Novaexplosionen erleiden, so 148t
sich deren Entwicklung dennoch durch kontinuierliche Massen- und Drehimpuls-
verluste mit einem mittleren 7 und v beschreiben (SCHENKER et al., [1998).

2.3.3 Die zeitliche Entwicklung des Sternradius
2.3.3.1 Aligemeines

Anders als fiir den RocHE-Radius ist es fiir den Sternradius im Allgemeinen un-
moglich, einen verwertbaren geschlossenen Ausdruck fiir die zeitliche Entwick-
lung anzugeben, da die Berechnung des Sternradius die Losung der Sternauf-
baugleichungen erfordert. Fiir die Diskussion der Entwicklung halbgetrennter
Doppelsternsysteme ist es iiblich, die Zeitentwicklung des Radius R formal in
drei Terme aufzuspalten:

dR dR dR dR
— = — — — . 2.81
dt (dt>ad+<dt>th+<dt>nuc ( )

Der erste Term gibt hierbei die adiabatische Reaktion des Sternradius auf Mas-
senverlust an bei festgehaltener thermischer und chemischer Struktur, der zwei-
te Term die Radiuséinderung durch thermische Relaxation bei festgehaltener
chemischer Struktur und der letzte Term die Radiusdnderung durch nukleare
Entwicklung. Im Folgenden sollen formale Ausdriicke fiir diese drei Terme herge-
leitet werden, um zu zeigen, dafl die a priori willkiirlich scheinende Aufspaltung
von R in Gleichung tatséchlich auf im Prinzip, und nur im Prinzip quan-
tifizierbare, physikalische Groflen fiihrt.

Fiir das von der Massenschale M, eingeschlossene Volumen V. gilt:
ov, 1

AL (2.82)
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und daraus folgt fiir das Gesamtvolumen eines Sterns:

M

4 1
V:wR%:/dM; 2.83
3 /s (2.83)

Die zeitliche Entwicklung des Sternradius 148t sich auf die zeitliche Entwicklung
des Sternvolumens zuriickfiihren, d.h.

AR _dR4V _ 1 av
dt — dV dt — AmR? dt’
wobei die zeitliche Entwicklung des Sternvolumens nach (2.83)) durch

(2.84)

M
av - 1dM 1 dp
== — | =—LdM, 2.85
dt  po dt p2 dt (2.:85)
0

mit der Photosphérendichte pg gegeben ist. Der erste Term ist insofern will-
kiirlich, als dafl die ,Wahl“ der Definition des Sternradius und die sich daraus
ergebende ,,Photosphérendichte” pg nicht eindeutig vorgegeben ist.

p(M,,t) ist fiir eine feste Massenschale M, eine thermodynamische Variable, de-
ren zeitliche Entwicklung durch die Sternaufbaugleichungen beschrieben wird
und fiir die daher kein geschlossener Ausdruck angegeben werden kann. Der
Wert von p selbst ist im lokalen thermodynamischen Gleichgewicht durch die
Vorgabe des Drucks P, der Entropie pro Masseneinheit S sowie der relativen
Massenanteile der m verschiedenen Teilchensorten Xi,...,X,, eindeutig be-
stimmt. Im Folgenden wird die in der Thermodynamik iibliche Schreibweise
verwendet, wonach (%) , die totale Ableitung einer Gréle Y nach X bei fest-
gehaltenem Z bezeichnet.

Die sich aus (2.84) und (2.85)) ergebende Zeitentwicklung des Radius,

M
dR 1 dM 1 [ ldp

dt — 4wR%py dt  ArR? | p?dt
0

dM,, (2.86)

soll nun formal in einzelne Terme aufgespalten werden. Der erste Term

dR 1 dM
_— = 2.87
(ﬁ)mt AnR?py dt (2.87)

beschreibt das instantane Schrumpfen des Sternradius bei Massenverlust durch
das Abtragen der duflersten Schichten, ohne dafl der Stern die Moglichkeit hat,
sich hydrostatisch oder thermisch zu readjustieren, d.h. fiir p = 0. Dieser Term
ist durch die freie Wahl der Photosphére nicht eindeutig bestimmt. Dies ist
insofern kein Problem, als daf} dieser Term fiir sich allein genommen keine phy-
sikalische Bedeutung hat, da das Entfernen der duflersten Massenschale nicht
von der dadurch bedingten hydrodynamischen Reaktion des Sterns getrennt
werden kann. Nur beides zusammen, das instantane Schrumpfen des Sterns
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durch Abtragen der d&ufleren Schichten und die gleichzeitige Readjustierung des
hydrostatischen Gleichgewichts haben eine physikalische Bedeutung.

Die zeitliche Entwicklung der Dichte p 148t sich wie folgt aufspalten:

-(8),, (), (0] [0)- (@) ) oo

Der erste Summand entspricht der Anderung der Dichte bei konstanter Entropie
und chemischer Zusammensetzung, also der Readjustierung des hydrostatischen
Gleichgewichts als Reaktion des Sterns auf den instantanen Massenverlust. Aus
1488t sich sofort die zugehorige Radiusdnderung durch die hydrostatische
Readjustierung angeben:

M
(45Y () s0)
dt ) e AnR2 ) p? \dt ) g«

0

Die adiabatische Anderung des Sternradius ist die Summe der instantanen Ra-
diusdnderung durch Abtragen der dufleren Schichten und der Readjustierung
des hydrostatischen Gleichgewichts und somit durch

aRY _(dR) . (dR
dt ad a dt inst dt hydr

M (2.90)
1AM 1 / 1A\
C 4AmR2py dt  4wR? ) p? \dt ) X; "

0 b}

gegeben.

Der zweite Summand in ([2.88)) gibt die Relaxation des Sterns bei konstanter
chemischer Zusammensetzung abziiglich der adiabatischen Relaxation an, also
nur die thermische Relaxation. Die zugehorige Anderung des Sternradius ist

somit durch
d d
<p> - (”) dM, (2.91)
dt X; dt S.X;

M
(dR> ___1 / 1
dt /., A7 R? ! p?
gegeben und die Anderung des Radius durch die nukleare Entwicklung analog
dazu durch

(). [0

0

Die Zeitableitungen von p mit den jeweiligen Nebenbedingungen zu einem vor-
gegebenen Zeitpunkt ergeben sich im Prinzip aus der Losung der Sternaufbau-
gleichungen unter denselben Nebenbedingungen. Fiir die praktische Anwendung
ist dieser Ansatz allerdings ungeeignet.
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2.3.3.2 Der adiabatische Masse-Radius-Exponent

Ist die Zeitskala des Massenverlusts

M (2.93)
™ — ——— :

M
sehr viel grofler als die hydrostatische Zeitskala des Sterns 7yyqr, so wird sich
nach einer Zeit ¢t ~ 7,yq, der Stern auf den Massenverlust M einstellen und fak-
tisch einen hydrostatischen Gleichgewichtszustand einnehmen. Diese Annahme
ist im Grunde immer erfiillt, da 7,yq, von der Groflenordnung der Schallaufzeit
v% durch den Stern ist.

Es soll nun angenommen werden, dafl der Stern nur adiabatisch auf den Massen-
verlust reagieren kann. In diesem Fall sind S(M,) und X;(M,) zeitlich konstant,
und die Reaktion des Sterns ist auf die Readjustierung des Drucks beschrénkt:

dp dp dp (dP
— (£ S ) 2.94
dt < dt > X, orP \ dt ) g X, (2:94)

Der Druck P(M,) bzw. die Dichte p(M,) ist unter der Nebenbedingung des
hydrostatischen Gleichgewichts fiir vorgegebenes S(M,) und X;(M,) sowie vor-
gegebene Gesamtmasse M eindeutig bestimmt. Wird dem Stern nun stetig
differenzierbar Masse entnommen, so dndert sich auch die Dichte unter den
obigen Nebenbedingungen stetig differenzierbar mit der Masse, und zwar unab-
héngig vom zeitlichen Verlauf des Massenverlusts. Das bedeutet, daf§ die Dichte
im hydrostatischen Gleichgewicht eine Funktion von M, und M allein, d.h.
P = P.(M,, M) ist.

dp
a(M,) = <)
AM /) r, p=p..5.x,

ist daher eine durch den Sternaufbau eindeutig bestimmte Funktion, und es
gilt:

(2.95)

d dM

<p> = a(M,) 2. (2.96)
t ) 1, ,p=p.s.x, dt

Durch Einsetzen von (2.94) und (2.96)) in (2.86) ergibt sich:
dR dR 1 1 r M, amM
an L _/MTUM. (2.97)
dt ) g x, dt ) .4 47R? | po p? dt
’ 0

Die Annahme von 7y >> Tyyq, fiihrt also dazu, dafl (‘fi—]f)a 4 und M proportional
zueinander sind.

Es ist iiblich, die adiabatische Reaktion eines Sterns auf Massenverlust als

(dlnR) :CsdlnM (2.98)
d

dt dt
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zu schreiben mit dem adiabatischen Masse-Radius-Exponenten

dln
Cs 1= (dlnAi)S’Xj. (2.99)
Aus 1483t sich nun sofort (s angeben:
M
G = 4%%3 ;}0 = / a(;\f) dM, | . (2.100)
0

Diese rein formale Schreibweise ist jedoch fiir eine praktische Anwendung, etwa
die Berechnung von (, vollig ungeeignet.

Lediglich fiir einfache Polytropen 143t sich (s explizit ausrechnen. Als Polytropen
bezeichnet man Sterne, deren mechanischer Aufbau einer Gleichung des Typs

1

P(M,) = K' p(M,)"™n (2.101)
mit dem Polytropenindexr n und der Polytropenkonstanten K’ gehorcht. Fiir

diese Sterne ist der adiabtische Masse-Radius-Exponent durch

_1—n

=5,

(2.102)

gegeben (CHANDRASEKHAR) 1957, HJELLMING und WEBBINK, 1987)@

Fin Stern kann eine polytrope Struktur aufweisen, wenn die Zustandsgleichung
selbst polytrop ist, also

P=Kptn (2.103)

erfiillt, oder wenn durch eine weitere Nebenbedingung nur eine der thermody-
namischen Gréflen p, T und P unabhingig von den anderen ist. Das letztere
ist beispielsweise bei isentropen Sternen, also Sternen mit konstanter Entropie
der Fall. Hier ist die Druck- und Temperaturschichtung iiber den adiabatischen
Temperaturgradienten

dinT
Vad = <dlnp>s (2.104)

miteinander gekoppelt. Fiir ideales, einatomiges Gas mit V,q = % folgt daher

P ~ pT ~ ppPVad (2.105)

und somit

wlu

1
P=Kp'=Kp™ Ve = Kp (2.106)

13¢, ergibt sich nach [CHANDRASEKHAR| (1957, Kap. 4, Gl. 74) iiber die Abhingigkeit der
Polytropenkonstanten von M und R.



36 2 Entwicklung von kompakten Doppelsternen

mit einer geeigneten Adiabantenkonstanten K analog zu ([2.45)). Durch Vergleich
mit (2.101]) ergibt sich schliefllich der Polytropenindex eines solchen Sterns zu
1 3
=——=_. 2.107
Sterne, wie beispielsweise vollkonvektive, massearme Hautreihensterne bis etwa,
0.35 M), lassen sich in guter Ndherung durch Polytropenmodelle mit n = %

beschreiben, und der adiabatische Masse-Radius-Exponent hat den Wert
(s=—=. (2.108)

Ein negativer adiabatischer Masse-Radius-Exponent bedeutet, dafl solche, adia-
batisch geschichteten (und somit konvektiven) Sterne als Reaktion auf adia-
batischen Massenverlust expandieren. Sterne mit unteradiabatischer Schich-
tung, d.h. radiative Sterne weisen ein nach auflen hin steigendes Entropieprofil
8671\% > 0 auf. Sie werden in der Literatur haufig als Polytrope mit n = 3 be-
schrieberﬂ fiir die formal fiir einen beliebig geringen Massenverlust (s gegen
unendlich geht. Reale Sterne, ob sie nun rein radiativ sind oder sowohl Gebiete
mit radiativer als auch mit adiabatischer Schichtung aufweisen, liegen zwischen

den beiden Extremen, d.h.

1
—3 < (s < 00. (2.109)
FEine tberadiabatische Schichtung mit ineffizienter Konvektion fithrt zu einem
nach auflen hin fallenden Entropieprofil 8871\2 < 0. Derartige Schichten expandie-
ren schneller als adiabatische, so dafl im Prinzip
1

(s < —3 (2.110)
werden kann (HJELLMING, 1989)). Allerdings tritt iiberadiabatische Konvektion
nur in Sternhiillen auf, da die Konvektion im Sterninneren immer effizient und
somit praktisch adiabatisch ist. Nennenswerte Volumenanteile mit iiberadiaba-
tischer Schichtung kommen lediglich in den ausgedehnten Hiillen von Riesen
und Uberriesen vor (HJELLMING und WEBBINK), (1987, [HJELLMING), [1989).

Dieses Verhalten von Sternen gegeniiber schnellem, adiabatischem Massenver-
lust 148t sich an Hand von Entropieprofilen verstehen und wird von [WEBBINK
(1985) ausfiihrlich diskutiert. Abb. zeigt den Entropieverlauf fiir Nullalter-
Hauptreihensterne solarer Zusammensetzung im thermischen Gleichgewicht von
0.1 bis 0.5 M. Das benutzte Sternentwicklungsprogramm und die verwendeten
Zustandsgleichungen von [SAUMON et al.| (1995, SCVH) und [PoLS et al.| (1995,
PTEZ) sind in Anhang [B| bzw. Anhang [C| beschrieben. Alle Modelle weisen
eine vernachléssighare, {iberadiabatische Konvektionszone an der Oberfliche
auf. Die drei massedrmsten Modelle mit 0.1, 0.2 und 0.3 M zeigen ein fast

4Dje Annahme, daB das Verhiltnis von Strahlungs- zu Gasdruck durch den ganzen Stern
hinweg konstant ist, fiihrt auf Polytrope mit Index n = 3. Diese Ndherung ist fiir radiative
Sterne vertretbar, solange der Strahlungsdruck vernachlassigbar ist.
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konstantes Entropieproﬁﬂ und sind vollkonvektiv. Wird einem solchen Stern
der Masse M von auflen eine Schicht der Masse AM weggenommen, ohne dafl
dieser thermisch relaxieren kann, so weist er eine héhere Entropie auf als ein
thermisch relaxierter Stern mit der Masse M — AM. Eine hohere Entropie be-
deutet, der Stern ist zu heif3, seine adiabatische Reaktion auf den Massenverlust
besteht folglich in einer Expansion. Die Modelle mit 0.4 und 0.5 My besitzen
zwar einen radiativen Kern mit unteradiabatischer Schichtung sowie eine tiefe
konvektive Hiille, verhalten sich aber auf Grund ihres Entropieprofils dhnlich
wie vollkonvektive Sterne.
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Abbildung 2.5: Entropieprofile fiir ZAMS Sterne (SCVH) solarer Zusam-
mensetzung im thermischen Gleichgewicht fiir 0.5 My (durchgezogene Linie),
0.4 M, (gestrichelte Linie), 0.3 M, (strichpunktierte Linie), 0.2 Mg (punktiert-
strichpunktierte Linie), 0.1 M, (punktierte Linie).

Abb. zeigt die Entropieprofile etwas massereicherer Hauptreihensterne zwi-
schen 0.6 und 1.0 M. Diese weisen einen groflen radiativen Kern, eine mit
zunehmender Masse weiter schrumpfende konvektive Hiille sowie eine deutlich
groflere, wenn auch immer noch vernachléssigbare, iiberadiabatische Konvekti-
onszone auf. Wird einem solchen Stern Masse weggenommen, so ist die Entropie
im Vergleich zu einem thermisch relaxierten Modell im Kern zu hoch, in der
Hiille jedoch zu niedrig. Da das Volumen des Kerns vernachléssigbar gegeniiber
dem der Hiille ist, wird die adiabatische Reaktion im Wesentlichen durch das
Entropieprofil der Hiille bestimmt. Eine im Vergleich zum thermischen Gleichge-
wicht zu niedrigere Entropie bedeutet, der Stern ist zu kiihl, seine adiabatische
Reaktion besteht in einer Kontraktion.

5Da der tatsichliche Temperaturgradient V geringfiigig grofler ist als der adiabatische Tem-
peraturgradient V,q, fillt die Entropie in den konvektiven Zonen von innen nach auflen
geringfiigig ab.
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Abbildung 2.6: Entropieprofile fiir ZAMS Sterne (PTEZ) solarer Zusam-
mensetzung im thermischen Gleichgewicht fiir 1.0 My, (durchgezogene Linie),
0.9 My, (gestrichelte Linie), 0.8 My, (strichpunktierte Linie), 0.7 Mg (punktiert-
strichpunktierte Linie), 0.6 Mg (punktierte Linie).
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Abbildung 2.7: Entropieprofile fiir ZAMS Sterne (PTEZ) solarer Zusam-
mensetzung im thermischen Gleichgewicht fiir 2.0 My, (durchgezogene Linie),
1.8 M (gestrichelte Linie), 1.6 Mg (strichpunktierte Linie), 1.4 Mg (punktiert-
strichpunktierte Linie), 1.2 M, (punktierte Linie).
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Noch massereichere Hauptreihensterne, wie sie in Abb. dargestellt wer-
den, haben keine konvektive Hiille, abgesehen von einer diinnen, iiberadiabati-
schen Konvektionszone, dafiir aber einen konvektiven Kern. Auch sie reagieren
auf adiabatischen Massenverlust mit Kontraktion. Allerdings fithrt das duflerst
steile Entropieprofil an der Oberfliche dazu, dafl sich der adiabatische Masse-
Radius-Exponent (; mit dem Abtragen der dufleren Schichten sehr schnell &n-
dert, falls der Stern nicht thermisch relaxieren kann (HJELLMING und WEBBINK,
1987)).

2.3.3.3 Der Masse-Radius-Exponent des thermischen Gleichgewichts

Analog zum adiabatischen Masse-Radius-Exponenten (; ist es auch moglich,
einen Masse-Radius-FExponenten des thermischen Gleichgewichts zu definieren.
Ist ndmlich die Zeitskala des Massenverlusts 7j; deutlich grofler als die KELVIN-
HELMHOLTZ-Zeitskala

M2
= — 2.111
TKH = o (2.111)
des Sterns, so wird sich der Stern nach einer Zeit ¢t ~ Ty auf den Massenverlust
M einstellen und in guter Ndherung sowohl einen hydrostatischen als auch
thermischen Gleichgewichtszustand einnehmen.

Es soll nun angenommen werden, dafl der Stern nur adiabatisch und thermisch
auf den Massenverlust reagieren kann. In diesem Fall ist nur die chemische
Zusammensetzung X; zeitlich konstant, und der Stern kann durch Adjustierung
von Druck und Entropie relaxieren:

dp dp
— = . 2.112
dt (dt)Xj ( )

Die Dichte p(M,) ist durch die Nebenbedingungen des hydrostatischen und
thermischen Gleichgewichts fiir vorgegebenes X; und vorgegebene Gesamtmas-
se M eindeutig bestimmt. Verliert der Stern stetig differenzierbar an Masse,
so dndert sich auch die Dichte unter den obigen Nebenbedingungen stetig dif-
ferenzierbar. Der Druck im hydrostatischen und die Entropie im thermischen
Gleichgewicht sind Funktionen von M, und M allein, d.h. P = P.,(M,, M) und
S =S.(M,,M).

dp
B(M,) = () (2.113)
dM )\, p=P.,5=5..x,

ist deshalb eine durch den momentanen Sternaufbau eindeutig bestimmte Funk-
tion, und es gilt analog zu ([2.96)):

d dM
(p> = B(M,) (2.114)
dt ) m, p=p. 5=5..x; dt
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Durch Einsetzen von (2.112) und (2.114) in (2.86| folgt hieraus analog zu
&9

dRY _ (dR\ (dR
dt ). \dt),q \dt)y

1 M
0
0

(2.115)

1
47R? | p ) dt -

Die Annahme von 7y > 7y fihrt also dazu, daf (%)a gt (%) A M
proportional ist.

Definiert man nun analog zu (s in (2.99) den Masse-Radius-Exponenten des
thermischen Gleichgewichts

dln R
Ce = ( ) ; (2.116)
dln M X,
so folgt aus (2.115)) sofort:
M 1 Mﬂ(M)
e = — - 2 dM, | . 2.11
“ = R Po / p? (2.117)
0

Auch diese rein formale Schreibweise ist fiir eine praktische Anwendung, etwa
die Berechnung von (. vollig ungeeignet.

Abb. zeigt den Verlauf von (. fiir Nullalter-Hauptreihensterne solarer Zu-
sammensetzung. In diesem speziellen Fall ist (. nichts anderes als die Steigung
der Hauptreihe in einem Masse-Radius-Diagramm. Allgemein handelt es sich
bei (. um eine Zahl der Groflenordnung 1, die in der Regel positiv ist. Lediglich
Riesen und Uberriesen koénnen einen negativen Masse-Radius-Exponenten des
thermischen Gleichgewichts besitzen.

2.3.3.4 Der thermische Masse-Radius-Exponent

Ist die Zeitskala des Massentransfers grofler als die hydrodynamische Zeitskala,
aber kleiner als die KELVIN-HELMHOLTZ-Zeitskala, wird sich zwar ein hydrosta-
tisches, aber kein thermisches Gleichgewicht einstellen kénnen. Auch fiir diesen

Fall ist es moglich, einen Masse-Radius-Exponenten analog zu (2.99) und (2.116|)

zu definieren:
(e (dmRY _ (dlnR dln M\~
S o\dInM )\ dt )\ dt
_[(dBY |, (dR\ 1M (aM\T
o\t ) dt )] R\ dt '
Zwar ist der Stern im hydrostatischen Gleichgewicht und (%)a 4 erfillt Glei-

chung ([2.97)), aber (2.115]) gilt nicht, da der Stern nicht im thermischen Gleich-
gewicht ist, so dafl ¢ und (. im Allgemeinen verschieden sind.

(2.118)
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Abbildung 2.8: Masse-Radius-Exponent des thermischen Gleichgewichts fiir
ZAMS Sterne solarer Zusammensetzung fiir zwei verschiedene Zustandsgleichun-
gen: SCVH (durchgezogene Linie) und PTEZ (gestrichelte Linie).

Definiert man die thermische Zeitskala

dln R\ !
— 2.11
Tt < dt >th (2.119)

als diejenige Zeitskala, auf der sich der Sternradius durch thermische Relaxation
andert, so a8t sich (2.118]) unter Verwendung der Definition von (s in (2.98))

zu
C=Cs+fhf-=cs—— (2.120)

umschreiben. Es ist anschaulich klar, dafl 7y}, selbst nicht von der Massentrans-
ferrate abhéngt, sondern lediglich von der momentanen thermischen Struktur
des Sterns.

Im thermischen Gleichgewicht verschwindet die thermische Relaxation, und 7y
ist formal unendlich. Aus folgt daher automatisch, dal Sterne, die sich
im thermischen Gleichgewicht befinden, auf das instantane Einschalten des Mas-
senverlusts rein adiabatisch reagieren:

lim ¢ =(s. (2.121)

Tth— 00
Dies andert sich erst, wenn sich nach einem geniigend groflen Bruchteil der
KELVIN-HELMHOLTZ-Zeitskala die thermische Relaxation einschaltet, nachdem

der Stern durch den Massenverlust aus dem thermischen Gleichgewicht gebracht
wurde.
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Betrachtet man nun andererseits einen Stern, der sich nicht im thermischen
Gleichgewicht befindet, so kann die thermische Relaxation im Wesentlichen
nicht schneller als auf der KELVIN-HELMHOLTZ-Zeitskala erfolgen, d.h. es gilt:

TKH S Tih < 00. (2.122)
Im Grenzfall beliebig hoher Massentransferraten gilt nun

lim ¢ = (s, (2.123)
T —0
auch dieser Stern wird also rein adiabatisch reagieren. Damit ist die Definition
von ( konsistent mit der Definition von (s fiir 7oy — 0 und 7y — oo . Im
Grenzfall beliebig niedriger Massentransferraten muf} ¢ gegen (. konvergieren:

lim ¢ =C(, (2.124)

TN —00

zumindest, wenn der Stern geniigend Zeit (¢t ~ 7xpn) hatte, thermisch zu rela-
xieren.

2.3.3.5 Der effektive Masse-Radius-Exponent

Da sich bei numerischen Rechnungen in der Regel die adiabatische und thermi-
sche Relaxation nicht von der nuklearen Entwicklung trennen 148t, wird gele-
gentlich der sogenannte effektive Masse-Radius-FExponent

Cup 1= dln R
= dn M

(2.125)

definiert, der auch die nukleare Entwicklung mit einschlief}t.

Im Folgenden wird fiir die Behandlung der Zeitentwicklung des Sternradius
meist

dln R dln M dln R
= 2.12
dt T ( dt )M’ (2.126)
bzw. die dquivalente Formulierung
dln R dln M dln R dln R
= B— 2.12
dt g dt * < dt >th " < dt )nuc ( 7)

verwendet. Beide Formeln ergeben sich direkt durch Einsetzen der Definition

von (s aus (2.98]) bzw. von ¢ aus (2.118)) in (2.81]).

2.3.4 Die stationare Massentransferrate

In halbgetrennten Doppelsternsystemen, die lange Phasen von Massentransfer
durchlaufen, erfiillt der masseverlierende Stern in guter Niherung

R = Rp (2.128)
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mit einer Genauigkeit von einigen charakteristischen Skalenh6hen

. —1
1 oM
H=|——— . 2.12
o b

H ist die charakteristische Linge, um die der Abstand AR = R— Rg vergroflert
werden muf}, damit die Massentransferrate um den Faktor e anwéchst. Fiir die
optisch diinne Massentransferrate (2.42) ist H durch die Druckskalenhohe Hp

aus ([2.40) gegeben.

Fiir die Entwicklung des Systems wichtig sind die Zeitskala der nuklearen Ent-
wicklung

dln R\ *
nuc — s 2.1
§ < dt > nuc ( 30)
die Zeitskala des Drehimpulsverlustes
dinJ\ !
Ty = — (2.131)
dt
sys
und die thermische Zeitskala
dln R\
— . 2.132
i < dt >th ( )

Ty ist grundsétzlich positiv und 7, in der Regel ebenfalls, da Sterne fast wih-
rend ihrer gesamten Entwicklung von der Hauptreihe bis zum Asymptotischen
Riesenast auf Grund ihrer nuklearen Entwicklung expandieren. Uber das Vor-
zeichen von 7y, 148t sich a priori nichts aussagen.

Aus der Zeitentwicklung des RoCHE-Radius ([2.74]) sowie des Sternradius (2.127))
148t sich unter Verwendung von R = Rp eine Differentialgleichung erster Ord-
nung fiir die Zeitentwicklung von AR = R — Rp aufstellen:

d R R R .

—AR=—+4 — s — — M(AR 2.133

7 T T (Gs = Cr) 5, M(AR) ( )
mit

1 1 2 1 1

Lo b2 (dhR) o, (dnJy (2.134)

Td Toue  TJ at ) ue dt ) s

74 hat die Dimension einer Zeit und wird als Antrieb'szez'tskala des Massentrans-
fers bezeichnet. Es wurde hierfiir AR an Stelle von M als unabhingige Variable
gewdhlt, da die sich hieraus ergebenden Gleichungen einfacher zu handhaben
sind.

Durch Anwendung der Stationaritétsbedingung (2.61) auf (2.133) ergibt sich
sofort die stationdre Massenverlustrate:

Jy— (1+1>. (2.135)

Cs—Cr \Td Ten
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Hieraus folgt, daB zum einen M formal existiert, falls die beteiligten GroSen (s,
CR, Tth und 74 auf einer Zeitskala 7 > 7y,yq, konstant sind und somit das Konzept
eines adiabatischen Masse-Radius-Exponenten anwendbar ist. Zum zweiten ist
aus der obigen Formulierung offensichtlich, daf} es fiir ein vorgegebenes ¢, ge-

nau eine stationire Massentransferrate M geben kann. Zum dritten hiingt der

Wert von M nicht von der physikalischen Massentransferformel als Funktion
von AR ab. Es ist fiir die numerische Berechnung der Langzeitentwicklung ei-
nes solchen Systems unwesentlich, ob etwa die optisch diinne oder die
optisch dicke Massentransferformel oder eine beliebige andere, artifiziel-
le Formel benutzt wird. Voraussetzung ist lediglich, daf} M eine streng mono-
ton fallende Funktion von AR ist und dafi die charakteristische Skalenhche H
klein gegeniiber R ist, so daB R = Rp in guter Ndherung erfiillt ist. Lediglich
beim Ein- und Ausschalten des Massentransfers spielt die physikalische Massen-
transferformel eine Rolle. Tatséchlich stellt sich AR so ein, daB die stationiire
Massentransferrate genau erfiillt.

Definiert man nun Té als Antriebszeitskala des Massentransfers unter Einbezie-
hung der thermischen Relaxation, also iiber

1 1 1 1 2 1
— = — + p— + —_ + —, (2 . 1 36)
Ta Td Tth Tnuc TJ Tth

so laBt sich (2.135)) in der folgenden markanten Form schreiben:

G —Cr= @ (2.137)

Td
Das bedeutet, dafl das Verhiltnis der stationéiren Massentransferzeitskala

M
e M (2.138)
M

zur Antriebszeitskala inklusive der thermischen Relaxation 7 allein durch (s —
(R gegeben ist.

Mit Hilfe von ([2.120f) 148t sich (2.137)) in die dquivalente Formulierung

(—cp="M1, (2.139)
T4

iiberfithren. In diesem Fall geht die thermische Relaxation in den stationéren
thermischen Masse-Radius-Exponenten ¢ iiber, und das Verhiltnis der statio-
niren Massentransferzeitskala 737 zur Antriebszeitskala 74 ist allein durch ¢ —Cg
gegeben.

Sowohl ([2.137) als auch (2.139)) sind fiir die Berechnung der tatsédchlichen Mas-

sentransferrate allerdings denkbar ungeeignet, da sowohl (s als auch (dlcrl;R)nuC

und (dldntR) th duBlerst nichttriviale Funktionen des Sternaufbaus sind und nicht
in geschlossener Form angegeben werden konnen.
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2.3.5 Lineare Stabilitatsanalyse

Mittels linearer Stabilitdtsanalyse (GUCKENHEIMER und HOLMES, 1983]) soll
nun untersucht werden, unter welchen Bedingungen ein Fixpunkt AR :=

M~Y(M) der Differentialgleichung und damit auch die stationédre Mas-
sentransferrate stabil ist gegeniiber Storungen des Gleichgewichts. Hierfiir ist
lediglich die Reaktion des Systems auf kurzen Zeitskalen gegeniiber Stérungen
von Bedeutung. Daher kann angenommen werden, dafl die Variationen in den
absoluten Systemparametern R, M, (g und 74 fiir die Stabilitdtsanalyse ver-
nachléssigbar sind im Vergleich zu Anderungen in AR, und werden somit im
Folgenden als konstant angesehen. Eine Stabilitiitsdiskussion mit M statt AR
als unabhéngiger Variabler findet sich bei SCHENKER et al.| (1998]).

Nach dem Satz von HARTMAN-GROBMAN ist der Fixpunkt & eines Vektorfeldes

F:R" — R", x — F(x) stabil, falls alle Eigenwerte von DF" an der Stelle &

einen negativen Realteil besitzen, und er ist instabil, falls auch nur ein Eigenwert

einen positiven Realteil besitztEl Da es sich bei dem Vektorfeld
d R R M(AR)

F(AR):= —AR=—+ —+ (¢, — Cr)R
Td

2.140
dt Tth M ( )

der Differentialgleichung (2.133]) um ein eindimensionales, kontinuierliches Sy-
stem handelt, ist der Fixpunkt stabil, falls DF negativ ist, und instabil, falls DF
positiv ist. Eine Stérung des Gleichgewichtszustandes entwickelt sich nédmlich
wegen

d
%(m — )~ DF(Z) (x — Z) (2.141)
proportional zu exp(DF't). Damit ist der Fixpunkt auch ein Attraktor, da in
einer geniigend kleinen Umgebung um z alle Lésungen asymptotisch gegen &

konvergieren.

F hingt nur iiber M von AR ab. Insbesondere veréindert eine lokale Variation
der Massentransferrate weder (s noch 7y, da beide nur von der momentanen
Sternstruktur abhéngen, die jedoch erst nach einer endlichen Zeit At von der
verdanderten Massentransferrate beeinflufit wird. Lokal, d.h. zur Zeit ¢ bewirkt
eine Variation von M lediglich eine Anderung der differentiellen GréBen, d.h. R,
s und 7. Die Zeitskala, auf der sich diese GroSen selbst dndern, muf natiirlich
grof} sein gegeniiber der Zeitskala, auf der Stérungen der Massentransferrate
geddmpft (oder verstirkt) werden, damit der eindimensionale Ansatz
mit AR als einziger Variabler gerechtfertigt ist.

Dies ist beispielsweise nicht der Fall bei hohen Massentransferraten fiir Sterne
mit radiativen Hiillen, die sich (noch) im thermischen Gleichgewicht befinden.
Denn fiir solche Sterne geht in polytroper Nidherung fiir eine beliebig diinne
auflerste Schicht (s formal gegen unendlich (HJIELLMING und WEBBINK, [1987)),

DF bezeichnet die totale Ableitung des Vektorfeldes F' = (Fi, ..., Fy,) nach seinen Argu-

menten € = (z1,...,%,), also die JACOBI-Matrix von F'. Fiir den im Folgenden betrachteten

eindimensionalen Fall ist DF' gerade d‘iA—FR.
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so daf} sich (s beim Einschalten des Massentransfers mit dem Abtragen der &du-
Bersten Schichten auf kurzen Zeitskalen dndert. Da jedoch Massenverlust nicht
instantan auftritt, sondern sich auf einer (wenn auch kurzen) Zeitskala kontinu-
ierlich einschaltet, so dal (s bzw. ;p nach dem Ende der Einschaltphase end-
liche, langsam verénderliche Groflen sind, kénnen die Voraussetzungen fiir die
Anwendung von fiir reale Systeme als gegeben angenommen werden.

Fiir die Ableitung des Vektorfelds F' gilt daher:

dF R dM

DF|xg = _(Cs—CR)Mm7~

| = (2.142)
dAR| xR -

M ist eine negative, streng monoton fallende Funktion von AR, so daB

dM
— 2.14
NI (2.143)
immer erfiillt ist. Hieraus folgt, daf
dF
DF|xs = —— 2.144

am Fixpunkt AR genau dann erfiillt ist, wenn bereits
(s—Cr>0 (2.145)

gilt. Dies ist das Kriterium fiir adiabatische oder dynamische Stabilitit gegen
Massenverlust. Hiermit ist gezeigt, daf}, falls es eine stationdre Losung von
gibt, die stationiire Massentransferrate M (AR) dann und nur dan
stabil gegen Storungen ist, wenn (, grofler ist als (r, wenn also bei zunehmender
Massentransferrate der Sternradius schneller schrumpft (langsamer wichst) als
der RocHE-Radius des Sterns schrumpft (wéchst).

Aus der Formel fiir die stationire Massentransferrate 1483t sich ferner
ersehen, daf es fiir vorgegebenes (s und 7y, genau dann eine stationéire Massen-
transferrate gibt, wenn das Produkt von (s — (g und 7, positiv ist, da 7as per
Definition selbst positiv ist. Wie in der obigen Stabilitéitsanalyse gezeigt, ist die
stationéire Massentransferrate genau dann stabil, wenn (;— (g positiv und damit
auch 7, positiv ist. Daher sind zwei Félle mit stationdrer Massentransferrate zu
unterscheiden:

e 77> 0und (s > Cr: Aus ist zu ersehen, dafl DF < 0 in diesem
Fall nicht nur in einer Umgebung um den Fixpunkt AR, sondern sogar
global gilt. Das bedeutet aber nichts anderes, als dafl je zwei beliebig
benachbarte Losungen von asymptotisch gegen dieselbe Losung
konvergieren. Da es genau eine stationire Losung gibt, miissen also alle
Losungen gegen den Fixpunkt AR konvergieren. Vollig unabhiingig vom
Startwert von AR bzw. M muf das durch beschriebene System
auf die stationére Losung zulaufen.

Der rein akademische Fall marginaler Stabilitét, d.h. ¢s = g soll hier vernachléssigt werden,
da schon der geringste Massentransfer die Systemparameter geringfiigig &ndert, so dafl ein
marginal stabiles System sich entweder in die eine oder andere Richtung entwickelt.
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o 7/ < 0und (s < (g: In diesem Fall schrumpft der Radius im Vergleich
zum ROCHE-Radius infolge von nuklearer Entwicklung, Drehimpulsverlu-
sten und thermischer Relaxation, und die stationire Massentransferrate
ist gleichzeitig dynamisch instabil. Es gilt DF > 0 fiir alle AR, und der
Fixpunkt AR ist nun ein Repulsor. Alle Lésungen von aufler dem
Fixpunkt selbst divergieren. Ist AR(0) > AR, so divergiert AR(t) gegen
400, bis der Massentransfer auf dynamischer Zeitskala ablduft und der
Modellansatz zusammenbricht. Ist dagegen AR(0) < AR, so divergiert
AR(t) gegen —oo, so dafl der Massentransfer schliefilich abbricht. Physika-
lisch entspréiche dieser Fall beispielsweise einem System mit (. > (g > (s
mit einem thermisch stark relaxierenden masseverlierenden Stern, etwa, ei-
nem unentwickelten, massearmen, vollkonvektiven Hauptreihenstern. Auf
Massenverlust reagieren diese Sterne adiabatisch mit Expansion ((s < 0).
Thre Entropie ist im Vergleich zu einem thermisch relaxierten Stern der
gleichen Masse zu hoch, der Stern somit zu heif. Die thermische Reaktion
besteht nun darin, die iiberschiissige Energie abzustrahlen, d.h. der Stern
kontrahiert (¢, > 0), die thermische Relaxation wirkt der adiabatischen
entgegen. Fiir ein solches System ist 7y, negativ, und, falls die thermische
Relaxation stark genug ist, auch 7). Die stationére Massentransferrate ist
durch 737 = (¢s—(r)7, gegeben und stellt einen instabilen, hyperbolischen
Fixpunkt dar. Formal wiirde fiir ein solches System fiir AR(0) > AR die
Massentransferrate gegen unendlich gehen, fiir AR(0) < AR jedoch gegen
Null. Fiir reale Systeme (ohne Bestrahlung) treffen die nétigen Vorausset-
zungen jedoch nicht zu, da zum einen ein System mit (. > (g > (s, das in
eine Phase des Massentransfers eintritt, thermisch im Gleichgewicht ist,
d.h. 7, =74 > 0, und ein Stern, der nicht im thermischen Gleichgewicht
ist, bereits einen signifikanten Massenverlust erlitten haben muf3, und das
auf dynamischer Zeitskala (wegen (s < (g). Tatséichlich stellt sich her-
aus, dafl dieser Fall fiir die Behandlung der Bestrahlungsriickkopplung in
Kapitel |3 von Bedeutung ist, da unter diesen Umsténden die thermische
Relaxation ihr Vorzeichen verédndern und der Fixpunkt in einem gewissen
Sinne dynamisch instabil werden kann. Aber hierfiir reicht der eindimen-
sionale Ansatz nicht aus, sondern die thermische Relaxation selbst

muf} als Variable behandelt werden.

Es gibt noch zwei weitere Félle, fiir die allerdings keine stationidre Massentrans-
ferrate existiert. Fiir ein System mit (s > (g und 7, < 0 ist %AR nach
ist immer negativ, so dafl der Massentransfer schlie§lich authort. Fiir ein System
mit (s < (g und 7 > 0 ist %AR ist immer positiv, so da3 der Massentransfer
schliefflich auf dynamischer Zeitskala ablauft.

Léngere Phasen von stationdrem Massentransfer sind also nur fiir Systeme mit
7;, > 0 und (s > (g moglich, so daf im Folgenden auch nur solche Systeme be-
trachtet werden. Dafl die Antriebszeitskala inklusive der thermischen Relaxation
grofler als Null ist, bedeutet, dafl der Radius des Sterns im Verhéltnis zu seinem
RocHE-Radius durch nukleare Entwicklung, systematische Drehimpulsverluste
und thermische Relaxation insgesamt wéchst (7, > 0), wihrend die adiabati-
sche Relaxation den Radius im Verhéltnis zum ROCHE-Radius schrumpfen 148t
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({s > Cr)- Es stellt sich schliefflich ein von der vorgegebenen thermischen Rela-
xation 7y, abhéngiges, stabiles Gleichgewicht zwischen beiden Effekten ein.

Eine wichtige Frage bei der Behandlung von Massentransfer ist, welche Trans-
ferrate sich schlieBlich einstellt. Bei den bisherigen Uberlegungen wurde davon
ausgegangen, daf} die thermische Relaxation 7y, fest vorgegeben ist. Dies ist fiir
reale Systeme natiirlich nicht der Fall. Stattdessen stellt sich eine thermische
Relaxation als Folge eines iiber ldngere Zeit andauernden Massenverlustes ein.
Ist die Massenverlustrate niedrig, bleibt der Stern im Wesentlichen im thermi-
schen Gleichgewicht, ist die Massenverlustrate hingegen hoch, wird sich eine
starke thermische Relaxation einstellen. Im Folgenden soll untersucht werden,
welchen Wert 737 und 7y, im Laufe der Zeit annehmen werden, um zu
erfiillen.

Als Kriterium fiir thermische Stabilitdt gegen Massenverlust bezeichnet man
Ce —Cr > 0. (2.146)

Es bedeutet nichts anderes, als dal der thermische Gleichgewichtsradius als Re-
aktion auf Massenverlust schneller schrumpft (langsamer wéchst) als der Ro-
CHE-Radius des Sterns schrumpft (wichst). Ein Stern, der sowohl adiabatisch
als auch thermisch stabil gegen Massenverlust ist, stellt sich, falls Ty < 74
gilt, auf eine stationdre Massentransferrate ein, die durch

Tar = (¢ — Cr)Ta = (Ce — CR)Ta ~ Ta (2.147)

gegeben ist. Denn dies ist offensichtlich eine selbstkonsistente Losung von
(2.139), da fiir 7ay ~ 74 > Tk der Stern thermisch relaxieren kann und (
den Wert (. annimmt.

Fiir ein System, das dagegen nur adiabatisch, aber nicht thermisch stabil gegen
Massenverlust ist, fiir das also (. < (g < (s gilt, muB sich eine wesentlich hohere
stationéire Massentransferrate einstellen, egal wie grof3 7,4 ist. Dies kann wie folgt
veranschaulicht werden:

e Wire Tpy > 7k, so konnte der Stern thermisch relaxieren und ¢ wiir-
de den Wert (. annehmen, was auf Grund der thermischen Instabilitét
(e < (R zu einem drastischen Anwachsen von |M | fithren wiirde, im Wi-
derspruch zur Annahme einer stationdren Massenverlustrate. Daraus folgt,
dafl 77 < Tk gelten muf.

e Wire Tjy ~ Thyar < 7kH und der Massentransfer somit adiabatisch mit
¢ = (s, so wire dies ebenfalls keine konsistente Losung von . Denn
7ar = (Cs — Cr)7q ist ebenfalls von der Grofienordnung der Antriebszeit-
skala 74 und somit grofler als Tkp. Der Stern kénnte auf Grund der nied-
rigen Massentransferrate relaxieren, im Widerspruch zur Annahme des
adiabatischen Massentransfers. Folglich mufl auch 737 > 7,34, gelten.

Die Zeitskala des stationdren Massentransfers mufl sich also auf einen Wert
zwischen Tyyqr und 7ky einstellen. Man spricht hierbei von Massentransfer auf
thermischer Zeitskala. Da die Antriebszeitskala 74 in der Regel wesentlich grofier
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als 7y ist, besteht die einzige konsistente Losung von (2.139)) darin, dafl ¢ einen
stationdren Wert von ¢ =~ (r annimmt:

I(—Cr|=—<— <L (2.148)

Die Tatsache, dafl dynamisch stabile ({5 > (gr), aber thermisch instabile
(Ce < Cr) Systeme iiberhaupt iiber eine stationdre Massentransferrate verfii-
gen, ist eine Folge der getroffenen Annahmen iiber das eindimensionale System
, dal ndmlich die thermische Relaxation 7y fest vorgegeben ist. Dies
ist natiirlich nur dann der Fall, wenn die Zeitskala 7er, auf der Stérungen der
stationédren Massentransferrate weggedampft werden, klein ist gegeniiber der
Zeitskala, auf der sich 7y}, dndert. Betrachtet man 7y, jedoch genau wie M bzw.
AR nicht als Konstante, sondern als Variable, so gibt es fiir thermischen Mas-
sentransfer formal keine stationdre Massentransferrate. Diese Rechnung wird in
Kapitel lim Rahmen der Untersuchung der Bestrahlungsriickkopplung durchge-
fiihrt. Die Existenz eines stationdren Zustands hingt direkt von den Annahmen
iiber das System, bzw. von den beteiligten Zeitskalen ab. L&t man beispielswei-
se neben 7y, auch (s variieren, so gibt es formal {iberhaupt keinen stationiren
Zustand mehr.

(e < (s ist typisch fiir radiative Sterne. Diese kénnen das steile Entropieprofil
in ihrer Hiille (vgl. Abb. und somit den hohen adiabatischen Masse-Radius-
Exponenten nur aufrechterhalten, wenn die Hiille thermisch relaxieren kann.
Das wiederum erfordert, dafl die Zeitskala des Massentransfers grofler ist als die
thermische Zeitskala der Hiille. Fiir thermisch instabile Systeme mit (. < (g
bewegt sich die Massentransferzeitskala in der Gréflenordnung eines Bruchteils
von 7. Fiir hohere Massenverlustraten kann das steile Entropieprofil der Hiille
nicht fiir beliebig lange Zeit aufrechterhalten werden, so dafl {; stark schrumpft.
Schliefflich wird der Stern nach dem Abtragen der Hiille dynamisch instabil.
Dieser Effekt wird als Delayed Dynamical Instability bezeichnet (HJELLMING
und WEBBINK, (1987, [SCHENKER et al., 2002, |[PODSIADLOWSKI et al., 2002).

Systeme, die thermisch stabil sind, aber adiabatisch instabil ({s < (g < (),
konnen zwar formal eine stationdre Massenverlustrate besitzen, die jedoch, wie
bereits diskutiert, nicht stabil ist.

Es lift sich zeigen, daB die Reaktion auf instantane Anderungen der Massen-

transferrate immer rein adiabatisch ist. Betrachtet man eine Stérung SM der
stationiiren Massentransferrate M, so gilt nach (2.133):

d . d R R R — .
G(OR=BR) = AR = — 4 —+ (G — Cu) (M +00). (2.149)

dt
Durch Einsetzen der stationdren Massentransferrate (2.135)) ergibt sich:
d R _.
—AR = — —oM. 2.1
GAR= (G~ Cr) oy (2.150)

Fiir instantane Anderungen von M hiingt ¢ nur linear von 73, ab. (2.120)
liefert:

T 1 M
(=¢-X=(-—=—=——. (2.151)
Tth Tth M + M
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Ferner 148t sich 7, durch

- C:Afc (2.152)

ersetzen, welches, eingesetzt in (2.151f), auf den Masse-Radius-Exponenten als
Funktion der Storung d M fiihrt:

SM
M +6M

C(OM) ={+ (¢ — Q) (2.153)
Diese Formel gilt prinzipiell auch fiir beliebig grofie ,,Stérungen®. Speziell fiir
niedrige Massentransferraten, d.h. { = (. ergibt sich:

M

C((SM) = Ce + (Cs - Ce)i.-
M+ oM

(2.154)

Storungen entwickeln sich ~ exp(DF't), d.h. sie werden auf einer Zeitskala

1

er — T 2.155
Tp ‘DF‘ ( )

weggedampft. Aus der Definition der charakteristischen Skalenhshe (2.129)), der
Formel fiir die stationdre Massentransferrate ([2.139) sowie ([2.142)) ergibt sich:

H mn  H,
=2 ™M 2 2.156
Tp R<57CR RTd ( )

Storungen, und dazu z#éhlt auch der Ein- und Ausschaltvorgang des Massen-
transfers, werden also auf einer Zeitskala weggeddmpft, die kurz ist im Vergleich
zur Entwicklungszeitskala des Systems, da % < 1 ist.

2.3.6 Antriebsmechanismen des Massentransfers
2.3.6.1 Die nukleare Entwicklung

Als Antrieb fiir den Massentransfer kommen im Wesentlichen zwei Mechanismen
in Frage: Expansion des Sternradius durch nukleare Entwicklung und Kontrak-
tion des ROCHE-Radius durch Drehimpulsverluste.

Wird der Massentransfer durch die nukleare Entwicklung des masseverlieren-
den Sterns angetrieben, so verlduft der Massentransfer eines adiabatisch und
thermisch stabilen Sterns auf der nuklearen Zeitskala.

-1
S (Cjﬁ) (2.157)

ist von der Gréflenordnung des Verhéltnisses von vorhandener nuklearer Ener-
gie und nuklearer Leuchtkraft und liegt im Bereich von 10? — 10'2 Jahren fiir
massearme Hauptreihensterne und etwa 107 — 108 Jahren fiir Riesen.
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2.3.6.2 Drehimpulsverlustmechanismen

Eine absolute Untergrenze fiir den Drehimpulsverlust ist durch die Abstrahlung
von Gravitationswellen gegeben. Er betrégt fiir zwei Punktmassen, die einander
mit der Bahnfrequenz w umkreisen, nach der Allgemeinen Relativitatstheorie

7
- 3905
Jgray = =~ 5 MEMZ (M + My) 3ws, (2.158)

wobei I' die Gravitationskonstante und ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnen
(LANDAU und LirscHITZz, 1951, 1992). Behandelt man die Sterne nicht als
Punktmassen sondern als ausgedehnte Kérper, so ergibt sich eine héhere Dre-
himpulsverlustrate, so dal auch bei Einbeziehung des Spins in die Drehimpulsbi-
lanz die Drehimpulsverlustzeitskala geringfiigig kleiner wird (BOYARCHUK et al.|
2002]).

Jgray ist nur wichtig fiir enge Systeme mit kurzen Bahnperioden von einigen
Stunden. Fiir Kataklysmische Verdnderliche mit typischen Werten von M7, My
und einer Bahnperiode von einigen Stunden liegt die Zeitskala des Drehimpuls-
verlustes durch Gravitationswellen in der Gréfenordnung von 109 — 100 Jahren.
Fiir langerperiodische Systeme ist die Gravitationswellenabstrahlung gegeniiber
der nuklearen Entwicklung vernachléssigbar.

Ein weiterer, in der Literatur hiufig diskutierter, wenn auch bis heute nur
unzureichend verstandener Drehimpulsverlustmechanismus ist die magnetische
Bremsung. Die Grundidee besteht darin, da der Sternwind des masseverlie-
renden Sterns entlang der Magnetfeldlinien abstromt und bis zum Erreichen
des ALFVEN-Radius mit dem Magnetfeld korotiert, so dal der Wind einen ho-
hen spezifischen Drehimpuls forttrigt. Durch die in Abschnitt [2:1] beschriebene
Synchronisation von Spin- und Bahnperiode wird der verlorene Drehimpuls im
Wesentlichen der Bahnbewegung entzogen. Das Magnetfeld selbst wird durch
einen Dynamoeffekt in der konvektiven Hiille erzeugt. Nach einer vonVERBUNT
und ZWAAN| (1981]) entwickelten empirischen Relation ist der Drehimpulsverlust
durch magnetische Bremsung durch

2 4, .3
9 S Mle,lle

Jvz = —5-1072
cm? 1,

(2.159)

gegeben, mit einem durch Beobachtungen an isolierten G-Sternen bestimmten
Parameter fyz von der Grofenordnung 1 und dem Trigheitsradius Ry 1. Er ist
iiber das Trégheitsmoment

My
2
6 = /(r —re,)’pdir = 3 / r? dM, =: MlR;lR% (2.160)
\%4 0
definiert. Ein von MESTEL und SPRUIT| (1987) vorgeschlagenes alternatives Mo-
dell basiert ebenfalls darauf, dal der Sternwind entlang offener Feldlinien des

Magnetfeldes abstromt und bis zum ALFVEN-Radius mit dem Magnetfeld koro-
tiert. In dieses Modell gehen zwei freie Parameter ein, die im Prinzip ebenfalls
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durch Beobachtungen zu bestimmen sind. Unter bestimmten vereinfachenden
Annahmen (KoLB| 1992) ist die Bremsrate durch

. 1

Jns 9 1 1\3 /[ R\~

— =-3.22-1 14 - —_— 2.161
7 3 0 yr g1+ . R (2.161)

gegeben.

Wl

Doch nicht nur der genaue Mechanismus der magnetischen Bremsung ist unklar,
sondern sogar die Groflenordnung der Bremsraten ist umstritten. [SILLS et al.
(2000), [ANDRONOV et al.| (2003]) folgern aus neueren Beobachtungen von Stern-
haufen eine sehr viel geringere Bremsrate. Hiernach saturiert oberhalb einer kri-
tischen Rotationsfrequenz weiy die Magnetfeldstirke auf Grund der endlichen
konvektiven Umwélzzeitskala 7. Fiir Hauptreihensterne oberhalb einer halben
Sonnenmasse wird fiir werit eine sogenannte ROSsBY-Skalierung angesetzt:

Tot,®
Werit = Werit,® (2162)
Tot

mit der solaren Umwalzzeitskala 7o ¢ und einem werit,» von der Gréfenordnung
von 10wg. Die Bremsrate ist durch

_—_— | R M
Jmagn =-K %ﬁf(w) (2163)

mit K =2.7-10*"gcems und

{ WP, falls w < W, (2.164)

2
wiyw, falls w > werit

flw) =

gegeben. Fiir Sterne niedrigerer Masse wird von den Autoren ein um eine Gro-
Benordnung kleineres we,it verwendet. Fiir die praktische Anwendung in Hinblick
auf Langzeitentwicklungen von engen Doppelsternen ist bedauerlicher-
weise ungeeignet. Zum einen ist werit im Grunde ein freier Parameter, zum an-
deren fehlt ein analytischer Ansatz fiir den Ubergang von Hauptreihensternen
mittlerer Masse zu massearmen Hauptreihensternen in der Drehimpulsverlustra-

te (2.163).

Abb. zeigt die Entwicklung einer massearmen Kataklysmischen Verédnderli-
chen bis zum Periodenminimum fiir verschiedene Bremsraten und verschiedene
Werte von 7). Tabelle 2.I]enthilt die zugehorigen Anfangsparameter. Die ,,Schlei-
fe“ in der Massentransferrate bei einer Bahnperiode von etwa drei Stunden,
vornehmlich fiir schwache Bremsung sichtbar, wird dadurch verursacht, dafl der
Stern zu diesem Zeitpunkt vollkonvektiv wird und daher seinen Radius auf einer
relativ kurzen Zeitskala éndert.

2.3.6.3 Die thermische Relaxation

Bei der thermischen Relaxation handelt es sich iiblicherweise nicht um einen An-
triebsmechanismus fiir den Massenverlust, auch wenn sie durchaus einen Einfluf3
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Modell-Nr. | My;/Mg | Myi/Mo [n|v] J |
1 0.5 08 [1]-] Jvg
2 0.5 0.8 0] gq Jvz,
3 0.5 08 | 1]-5Jga
4 0.5 08 0| q|5Jga
5 0.5 08 [ 1]-] Jgrav
6 0.5 08 0] q]| Jorar

Tabelle 2.1:  Anféngliche Systemparameter der in Abb. dargestellten Ent-
wicklungsrechnungen.
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Abbildung 2.9: Massentransferrate M [M@ /yr} als Funktion der Bahnperiode
Plhr] fiir ein System aus einem wenig entwickelten Hauptreihenstern mit anfing-
lich 0.5 Mg und einem Weiflen Zwerg mit anfénglich 0.8 Mg fiir verschiedene
Bremsraten. Tabelle 2. TJenthélt die anfinglichen Systemparameter. Die durchge-
zogene Linie entspricht Modell 1, die langgestrichelte Modell 2, die kurzgestri-
chelte Modell 3, die strichpunktierte Modell 4, die punktiert-strichpunktierte
Modell 5 und die punktierte Modell 6.

auf die Massentransferrate nehmen kann. Bei thermisch instabilen Systemen
(Ce < Cr) wird der Massentransfer allerdings im Wesentlichen durch die thermi-
sche Relaxation bestimmt, nachdem der masseverlierende Stern einmal durch
nukleare Entwicklung oder Drehimpulsverluste sein ROCHE-Volumen ausgefiillt
hat. Auch wenn diese beiden Mechanismen plotzlich abgeschaltet wiirden, so
wiirde der Massenverlust weiterlaufen, so dal man in diesem Zusammenhang
durchaus von der thermischen Relaxation als Antriebsmechanismus sprechen
kann.

FEine weitere Moglichkeit besteht darin, dal der Stern sich beim Einsetzen des
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Massenverlusts nicht im thermischen Gleichgewicht befindet. Dies tritt auf bei
Sternen, die nach dem Ende des zentralen Wasserstoffbrennens auf der thermi-
schen Zeitskala von der Hauptreihe durch die HERTZSPRUNG-Liicke zum Fuf
des Riesenastes wandern. Beim Ubergang vom zentralen Wasserstoffbrennen
zum Wasserstoffschalenbrennen #ndert sich die thermische Gleichgewichtskonfi-
guration des Sterns zwar instantan, der neue Gleichgewichtszustand wird aber
erst auf der KELVIN-HELMHOLTZ-Zeitskala erreicht. Fiillt der Stern, wihrend
er sich durch die HERTZSPRUNG-Liicke bewegt, sein ROCHE-Volumen aus, so
handelt es sich in diesem Fall bei der thermischen Relaxation eindeutig um den
Antriebsmechanismus fiir den nun folgenden Massenverlust.

2.3.7 Der EinfluB des Spins des masseverlierenden Sterns auf die
Langzeitentwicklung

Der Gesamtdrehimpuls eines starr rotierenden, halbgetrennten Systems ist im
Wesentlichen durch die Summe aus dem Bahndrehimpuls J, und dem
Spindrehimpuls J; des sein ROCHE-Volumen fiillenden Sterns gegeben. Der Spin
des Sekundérsterns wird hierbei vernachléssigt. Dies ist gerechtfertigt, solan-
ge der Sekundérstern deutlich kleiner als sein ROCHE-Radius ist und nicht zu
schnell rotiert. Fiir einen Neutronenstern ist Jy auch bei kritischer Rotation
vernachléssigbar, fiir einen Weiflen Zwerg aber nicht unbedingt. Der akkretie-
rende Stern wird im Folgenden als Punktmasse behandelt. Wie in Abschnitt
diskutiert wurde, ist die Zeitskala der Synchronisation der Bahnbewegung mit
der Eigenrotation eines sein ROCHE-Volumen fiillenden Sterns kurz gegeniiber
typischen Entwicklungszeitskalen. Daher gilt fiir den Gesamtdrehimpuls:

Jiot = Jorb + J1 = Oorpw + O1w. (2165)

Das Bahntriagheitsmoment 6}, ist durch (2.63) gegeben und das Spintragheits-
moment #; durch (2.160) mit dem totalen Differential

dln 6 :dlan—l—lenRg,l+2dlnRRJ. (2166)

Die Anderung des Gesamtdrehimpulses kann nur durch systematischen Drehim-
pulsverlust oder Consequential Angular Momentum Loss erfolgen:

AJsor = dsgs + dJoam. (2.167)

Diese sowie die weiter unten benutzten GréBen wurden in Abschnitt[2.3.2]bereits
diskutiert. dJgys folgt aus dem gewihlten Drehimpulsverlustmechanismus, und
aus der Definition von v in , die auf den Bahndrehimpuls bezogen ist,
folgt fiir dJeami:

dJeam1 = VJorp d1n M, (2.168)

wobei sich die Anderung der Gesamtmasse M mit Hilfe der Definition von 7

aus (2.67) zu
q
dinM = (1 —n)——dln M 2.1
n ( n)1+q n M (2.169)
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ergibt. Fiir den RoCHE-Radius ([2.11)) folgt analog:

dln fr
dlng

dinRp; =dIn A+ (1+nq)dln My, (2.170)

wobei sich die Anderung des Bahnabstandes mit (2.64)) als

dln A = 2d1In Jo, + (1—77)%(1—2(1—17(1) dln M, (2.171)

schreiben 148t. Die Anderung des Bahndrehimpulses folgt nun aus

dJorb = thot - dJl (2172)

durch Einsetzen von (2.167)), (2.168) und (2.169) in (2.172):

Aoy = dags — dJ1 + Jompr(1 — ”)%q dln M. (2.173)

Einsetzen in (2.171]) und Verwendung des Zwischenergebnisses in ([2.170)) liefert
die Anderung des RocHE-Radius

2 2
dlnRr1=C(r1dln My + 7dszs — —dJ; (2174)
’ ' Jorb Jorb

mit dem aus (2.75)) bekannten Masse-Radius-Exponenten des RoCHE-Radius
fiir zwei Punktmassen:

dln fR
dlng -’

Cra = (1= m)(2v + 1) 37— = 20 =) + (14 79) (2.175)

Aus dem dritten KEPLERschen Gesetz ([2.8) folgt das totale Differential der
Rotationsfrequenz

1
dlnw:—gdlnA+§dlnM, (2.176)
und mit Hilfe von (2.166) hieraus die Anderung des Spins:

dinJiy =dlnM; +2dInRy1 +2dIn Ry — gdlnA+dlnM. (2.177)

Das Einsetzen von (2.169)) und (2.170) liefert:

3
dlnJy = —-dn Ry +2dInRyy +2dIn Ry

dln fr
dlng

(2.178)

3
n [1+(1n)q+2(1+77q) dln M, ,

1+4¢
welches, eingesetzt in (2.174]), auf das totale Differential von Rp ; fiihrt:

J J
{1 _ 34 ] dInRpy = [Cr1 — CReorr] dIn My — 4 dIn R,
orb Jorb
) ; (2.179)
+ —dJys —4—dIn Ry,

Jorb Jorb
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mit
Ji ¢ 3 dln fr
r = 2 1 1—n)——+ —(1 . 2.1
e =25 (1 (1= S ) (2.180)

Fiir Ry = Rp,1 ergibt sich schlieflich:

J1

1+ dinRr1 = [Cr1 — (Rycorr] d1In M
orb (2.181)
2 g4 amR
Jorb R Jorb .

Das Verhéltnis der beiden Drehimpulse ist durch das Verhiltnis von Spintrég-
heitsmoment ([2.160)) und Bahntragheitsmoment ([2.63))
Ji 0

Rl (LA (2182

gegeben, so daf hieraus die Korrektur fiir (g1 als Funktion des Massenverhélt-
nisses und des Gyrationsradius R, folgt:

dln fr

CR,Corr = 2(1+q)f;23(q) <1 + (1 — )1 + + 2(1 + 7}(]) dhlq ) R;l. (2183)

Abb. zeigt den Tragheitsradius fiir Nullalter-Hauptreihensterne solarer
Zusammensetzung. Fiir massearme, vollkonvektive Sterne ist R, 1 ~ 0.46, und
fiir massereichere, radiative Sterne R, 1 ~ 0.22. Fiir diese beiden Grenzfille
ist (R,corr in Abb. dargestellt. (g corr hingt nur schwach von 7 ab, ist
also fiir konservativen und nichtkonservativen Massentransfer kaum verschieden.
Deutlich sichtbar ist dagegen der Einflul des Gyrationsradius, doch um den
wirklichen Einflufl des Spins auf reale Systeme zu erhalten, ist noch der Faktor
14+ 7 L 7u beriicksichtigen. Aus 1) 188t sich ersehen, dafl im Ergebnis (g 1
verklelnert wird, d.h. das System wird durch die Spin-Bahn-Kopplung gegen
Massenverlust stabilisiert, falls

corr J
<1 - CZ%J ) Cr1 < <1 + Joib) CR,1 (2.184)

gilt. Da (Rr,corr Positiv ist, ist diese Ungleichung fiir positives (g1 automatisch
erfiillt. Fiir negatives (g1 mufl

CR,corr
ra] < (1+q)fE(q)R? (2.185)

gelten. Die Differenz zwischen

O0ln RR,l _ CRl CR corr
Oln My 1+

(2.186)

Jorb

unter Beriicksichtigung des Spins und

7; =(R,1 (2.187)
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ohne Beriicksichtigung des Spins fiihrt auf

J1
Cr1 — (R, CRcorr + 7 -CR,1
Alr1 = 17‘]1“)” —(Rr1=~— N Jlb . (2.188)
+ Jorb + Jorb

Von besonderem Interesse ist diese Korrektur von (g fiir Systeme, die sich am
Rande der dynamischen Instabilitit bewegen, bzw. die im Laufe ihrer Entwick-
lung an diesen Rand gelangen kénnen. Speziell gilt dies fiir thermisch instabile
Systeme ((. < (r) mit einem radiativen Stern (R4 ~ 0.22) und einem grofien
Massenverhéltnis (¢ ~ 2 — 3). Mit einem Wert von (g corr ~ 0.1 und (g1 ~ 3
sowie % in der Gré8enordnung von einigen 10~2 ergibt sich fiir solche Systeme
eine Korrektur von A(g 1 ~ —0.2. Um diesen Betrag wird (g1 also effektiv bei
Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung verkleinert und das System somit

gegen Massenverlust stabilisiert.
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Abbildung 2.10: (a) Gyrationsradius R, und (b) (rcorr fiir Nullalter-
Hauptreihensterne solarer Zusammensetzung im thermischen Gleichgewicht
(SCVH) fiir zwei Grenzfille von R, (vollkonvektiver Stern: R, ~ 0.46, radia-
tiver Stern: R, ~ 0.22) und zwei Werte von 7 (konvervativer Massentrans-
fer: m =1, nichtkonservativer Massentransfer: 7 = 0). Durchgezogene Linie:
n = 1,R, = 0.22, gestrichelte Linie: n = 0, R, = 0.22, strichpunktierte Linie:
n =1, Ry = 0.46, punktierte Linie: n = 0, R, = 0.22.

Allerdings ist hierbei der Beitrag von d1ln R, ; aus nicht beriicksichtigt,
fiir den kein analytischer Ansatz existiert. Numerische Rechnungen zeigen je-
doch, daf} dieser Beitrag im Allgemeinen nicht vernachléssigt werden kann, spe-
ziell fiir radiative Sterne, die Massenverlust auf thermischer Zeitskala erleiden.
Denn solche Sterne mit anfénglich R, ~ 0.22 entwickeln sich mit Verlust ihrer
Hiille hin zu isentropen Sternen mit Ry ~ 0.46, falls sie nicht geniigend Zeit
bekommen, thermisch zu relaxieren. Die Vergréfierung von R, ;1 infolge von Mas-
senverlust auf thermischer Zeitskala wirkt der Verkleinerung von (g1 durch die
Spin-Bahn-Kopplung entgegen, wie sich aus erkennen l148t. Wie grof3 der
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verbleibende Nettoeffekt tatséichlich ist, wurde im Rahmen dieser Arbeit nicht
weiter untersucht.

2.4 Numerische Stabilitat des Massentransfers

2.4.1 Das explizite Verfahren

Fiir die numerische Berechnung halbgetrennter Doppelsternsysteme ist es von
Bedeutung zu wissen, ob und unter welchen Bedingungen numerische Methoden
zur Berechnung der Massentransferrate stabil sind, insbesondere da schon seit
Jahren die Existenz von Instabilititen bekannt ist (PASTETTER und RITTER,
1989, [IKOLB und RITTER, [1990), wenn dieses Problem auch von den meisten
Autoren stillschweigend tibergangen wird.

Die einfachste und naheliegendste Methode, die Sternmasse als Funktion der
Zeit zu berechnen, ist die explizite Vorwartsintegration der Massentransferrate
M nach der Zeit mittels EULER-Verfahren:

My 1 = M, + M(t,) At,,. (2.189)

Im Folgenden soll untersucht werden, inwiefern allein die Zeitdiskretisierung
die Berechnung der Massentransferrate M (t,) als Funktion der Zeit ¢,, beein-
fluft. Aus Griinden der Einfachheit sei die Zeitschrittlinge At konstant und
die momentane Massentransferrate durch die vereinfachte optisch diinne Mas-
sentransferformel als Funktion von AR = R — Rp gegeben:

M (t,) = — My exp <AR(t”)> : (2.190)

Hp
Dieser Ansatz wurde aus Griinden der Einfachheit gew&hlt, und kann auch auf
jede beliebige andere Massentransferformel mit einer charakteristischen Skalen-
hohe H am Fixpunkt AR angewendet werden. Des weiteren soll statt M (t,) der
Abstand zwischen Sternradius und RocHE-Radius AR, := AR(t,) betrachtet
werden, die durch die Massentransferformel eineindeutig verkniipft sind.
Die Zeitentwicklung von AR, ergibt sich aus der Differentialgleichung
in diskretisierter Form:

ARpi1 = AR, + % (G — CR)%M(ARn) At = ®(AR,). (2.191)

d

Offensichtlich hat das diskretisierte System denselben Fixpunkt AR wie
das kontinuierliche System .

Nach dem Satz von HARTMAN-GROBMAN ist der Fixpunkt & einer Abbildung
®: R" — R", x — ®(x) stabil, falls alle Eigenwerte von D® an der Stelle
vom Betrag kleiner sind als 1, und er ist instabil, falls auch nur ein Eigenwert
vom Betrag grofier ist als 1 (GUCKENHEIMER und HOLMES, |1983)). Eine Storung
des Fixpunktes entwickelt sich ndmlich wegen

Tni1 — & = B(an) — ®(F) ~ DB(E) (zn — F) (2.192)
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fiir n Iterationen proportional zu (D®)"(Z). Sind die Eigenwerte von D®(Z)
vom Betrag kleiner 1, so ist der Fixpunkt ein Attraktor, d.h. daf} in einer genii-
gend kleinen Umgebung um & alle Losungen asymptotisch gegen & konvergie-
ren.

Mit der Definition von F aus und @ aus gilt:

D®(AR) =1+ DF(AR) At. (2.193)
Damit ist das Stabilitatskriterium

|D®(AR)| = |1 + DF(AR) At| < 1 (2.194)

wegen DF(AR) < 0 (die Massentransferrate ist ja streng monoton fallend)
dquivalent zu

1+ DF(AR)At > —1. (2.195)

Durch Einsetzen der stationdren Massentransferrate aus (2.137) in DF aus
(2.142) erhilt man

DF(AR) = fl

= 2.196
e (2:196)
woraus sich sofort die Stabilitdtsbedingung fiir die Zeitschrittlinge At als Re-

sultat ergibt:
H
At < 2%%’; =: Atmax. (2.197)

Dies bedeutet nichts anderes, als dafl das explizite Verfahren gegen den Fix-
punkt, bzw. die stationdre Massentransferrate konvergiert, falls At kleiner als
die kritische Zeitschrittlange Afpax ist. Dann und nur dann kann das expli-
zite Verfahren die physikalisch korrekten Werte liefern. Ist At jedoch grofer,
wird der Fixpunkt des diskretisierten (numerischen) Systems instabil, obwohl
der Fixpunkt des kontinuierlichen (physikalischen) Systems natiirlich stabil ist.
Das heifit, dal das explizite Verfahren prinzipiell nicht mehr in der Lage ist, die
physikalisch korrekten Werte zu liefern! Dies folgt allein aus dem Ansatz einer
Zeitdiskretisierung und ist in keinster Weise auf numerische Ungenau-
igkeiten in der Berechnung des Sternaufbaus zuriickzufiihren. Tatséchlich wird
bei der Herleitung angenommen, dal (s und 7, und somit der Sternaufbau
mit unendlicher Genauigkeit bekannt sind und sich nur auf Zeitskalen 7 > At
dndern.

Es ist hierbei auch vollkommen irrelevant, dafl in keinen realen Sternent-
wicklungscode implementiert werden wiirde, da (s und 7y, weder bekannt noch
in geeigneter Form analytisch angegeben werden kénnen. Thr Wert hingt vom
Verlauf der Zustandsgréfien T', P, S und r durch den ganzen Stern hindurch ab
und kénnte numerisch nur unter grofem Aufwand ermittelt werden. Die obige
Stabilitdtsanalyse beantwortet lediglich die folgende Frage: Unter der Annahme,
daB zur Zeit t,, die Massentransferrate mit einem kleinen Fehler € zu M (tn) be-
stimmt wird, welchen Fehler liefert ein idealer, zeitdiskretisierter Algorithmus
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fiir M(t,41)? Und die Antwort ist: Falls At grofer ist als ein kritischer Wert
Atmax, vergroflert sich der Fehler mit jedem Zeitschritt.

Dies 1483t sich leicht aus (2.192]) ersehen: Ein OrbitEl in einer geniigend kleinen
Umgebung des Fixpunkts entwickelt fiir einen Startwert sich ARg in der Form

AR, = AR+ (D®)"(AR) (ARy — AR), (2.198)

was mit (2.193) und ([2.196| auf
AR, = AR+ (1 — RAf) (ARy — AR) (2.199)

Hp 7,

fithrt. Es konnen nun folgende Félle betrachtet werden:
1. At < %Tc’l: Es gilt ndherungsweise

A (L)

1——— =~exp

2.200
Hp 7} ( )

Hp 7}
das diskrete System verhlt sich also qualitativ und quantitativ wie das
kontinuierliche. Ein gravierender Nachteil besteht darin, da} auf Grund
der kleinen Zeitschrittlinge sehr viele Zeitschritte notwendig sind, um
die Phase des Massentransfers fiir ein Doppelsternsystem durchzurechnen.
Eine solche Rechnung ist auch mit den heutigen Rechenkapazitéiten recht
aufwendig.

2. At = %Tc’lie mit e < %Tc’l: Ein Orbit in der Umgebung des Fixpunktes
entwickelt sich ndherungsweise wie

n

AR, ~AR — (iRE,> (ARo — AR), (2.201)
H PTy

d. h. der Orbit erreicht den Fixpunkt quasi instantan. Ein solches Verhal-

ten ist physikalisch zwar nicht korrekt, aber da At von der Gréflenordnung

der Abklingzeit 7 ist, wiirde man schon nach wenigen Zeitschritten physi-

kalisch richtige Ergebnisse erwarten kénnen.

3. %7‘!1 < At < 2%7&: Der Orbit oszilliert mit abnehmender Amplitude
um den Fixpunkt herum.

4. At > Q%Tc’l: Der Orbit oszilliert mit wachsender Amplitude und diver-
giert (in linearer N&herung) ins Unendliche.

Es 148t sich abschéitzen, wie viele Zeitschritte ein explizites Verfahren fiir die
Berechnung einer Massentransferphase eines Doppelsternsystems briuchte. Die
Gesamtdauer des Massentransfers wird von der Grofienordnung der Antriebs-
zeitskala inklusive der thermischen Relaxation 7) sein. Wihlt man die nach
(2.197) maximal erlaubte Zeitschrittlinge Atyax, so ergibt sich eine Groéflenord-
nung von etwa

I
© Atmax  2Hp
18 Als Orbit einer Abbildung ® bezeichnet man die Folge {zo, ®(x0), Po®(z0),. .., ®"(x0),...}.

n

(2.202)
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notigen Zeitschritten. % liegt im Bereich von etwa 107* fiir massearme
Hauptreihensterne bis etwa 1072 fiir Riesen. Um also beispielsweise die Entwick-
lung einer Kataklysmischen Verénderlichen mit einem massearmen Hauptreihen-
stern als Donor und einem Weiflen Zwerg als Akkretor zu berechnen, wéren in
erster Niherung 5 - 103 Zeitschritte notig. Pro Zeitschritt kann dem Donor die
Masse

A-Z\4max _ ‘M| _ Atmax _ Atmax _
T - WAtmax = T - (Cs _CR) 7_(; - (Cs _CR)

2Hp
R

(2.203)

entnommen werden. Nach n Zeitschritten konnte die Masse Mg somit auf

M= (1 G- ?) Mo (2.204)

reduziert werden. Fiir sehr massearme Hauptreihensterne liegt (s bei —%,

und fiir geniigend kleines Massenverhéltnis ¢ geht (g in der EGGLETON-
Approximation gegen —%. Bei % = 10~* sind also mindestens 2600
Zeitschritte flir eine Halbierung der Donormasse erforderlich, bei H—I{ =103
jedoch nur 260. Das bedeutet, dal man durch kiinstliches Anheben der Ska-
lenhohe bzw. durch Wahl einer ,, geeigneten” Massentransferformel die fiir die
numerische Berechnung noétige Rechenzeit drastisch verkiirzen kann. Da, wie
in Abschnitt gezeigt, die stationédre Massentransferrate jedoch nicht von
der Wahl der Massentransferformel abhéngt, wird die Langzeitentwicklung halb-
getrennter Doppelsternsysteme nicht dadurch beeinflult, jedoch sehr wohl der
Ein- und Ausschaltvorgang des Massentransfers. Ausnahmen sind Systeme, in
denen sich der Radius und somit die Massentransferrate auf kurzen Zeitska-
len #ndert wie beispielsweise Sterne auf dem Asymptotischen Riesenast in der
Phase der thermischen Pulse (PASTETTER und RITTER, 1989).

Ein numerisch noch schwierigeres Problem stellen radiative Sterne dar, die eine
Phase thermischen Massenverlusts erleiden. Bei einem geniigend groflen Mas-
senverhéltnis ist (. kleiner als (r, und das Doppelsternsystem wird thermisch
instabil. Da ein Donor mit einer radiativen Hiille ein grofles (s besitzt, findet
der Massentransfer auf der thermischen Zeitskala statt. Kann der Stern iiber
lange Zeit ein zweistelliges ¢, aufrecht erhalten, so kénnen leicht 10% bis 10° Zeit-
schritte des expliziten Verfahrens notwendig werden, um die Masse des Donors
zu halbieren.

2.4.2 Das Feigenbaum-Szenario

Bisher unbeantwortet ist die Frage nach dem globalen Verhalten des zeitdiskre-
tisierten Systems, sobald der Fixpunkt instabil wird. Das lokale Verhalten ergab
sich aus der linearen Stabilitéitsanalyse: Ein geniigend benachbarter Orbit oszil-
liert mit wachsender Amplitude um den Fixpunkt. Fiir das globale Verhalten
wird sich zeigen, daf} die explizite Massentransferformel fiir wachsende
Zeitschrittlinge ein sogenanntes FEIGENBAUM-Szenario (FEIGENBAUM, 1978,
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1980) durchlduft. Um das globale Verhalten von fiir beliebig grofie Zeit-
schritte zu verstehen, ist jedoch ein Exkurs in die Theorie der Nichtlinearen
Dynamik notwendig. Abschnitt [D] enhélt die hierfiir notwendigen mathemati-
schen Definitionen und Zusammenhénge.

Zur Vereinfachung der Diskussion soll nun das Iterationsschema ([2.191]) verein-
facht werden.

_AR-AR
N H

x: (2.205)
bezeichne den Abstand vom Fixpunkt AR in Einheiten der lokalen Skalenhohe
H am Fixpunkt AR und

At R

e el 2.206

T H ( )

die Zeitschrittlinge in Einheiten der Antriebszeitskala 7/ unter Einbeziehung

der thermischen Relaxation dividiert durch die Skalenhthe in Einheiten des
Sternradius. In diesen Einheiten 148t sich (2.191)) als eine Iteration von

F(AR) — AR M
fs(x) = (H =z+ |1+ (¢ — CR)MTl;] ) (2.207)
schreiben. Definiert man ferner
M
M

als das Verhéltnis von momentaner und stationdrer Massentransferrate, so geht
2.20 7|) unter Benutzung der Relation fiir die stationdre Massentransterrate

2.137|) in

fs(x)=xz+[1—g(x)]d (2.209)

iiber. Fiir g(z) gilt offensichtlich:

glz) > 0 VzekR, (2.210a)

g(0) = 1, (2.210b)

Jdx) > 0 VzeR (2.210c)
1 dM dAR

g(0) = AR v (2.210d)

(2.210a) und (2.210c]) folgen automatisch aus der Annahme, dafl die Massen-
transferrate mit zunehmendem AR streng monoton wichst, folgt di-
rekt aus der Definition von g(z), und ergibt sich aus der Definition
der Skalenhohe . Fiir eine Massentransferrate, die exakt Null ist fiir al-
le AR < ARy fiir ein vorgegebenes ARy, gilt natiirlich nur g(x) > 0 bzw.
g'(x) =2 0.
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Als n#chstes soll gezeigt werden, dafl die durch § parametrisierte Funktionen-
schar fy fiir alle physikalisch sinnvollen Massentransferformeln topologisch dqui-
valent ist zu einer Familie von S-unimodalen Funktionen und dafl fs qualitativ
eine vergleichbare Dynamik aufweist wie die auf [0, 1] definierte logistische Ab-
bildung

fr(z) =rz(l —z) (2.211)
firl <r <A4.

Offensichtlich ist fs5 selbst keine unimodale Abbildung nach Definition da
zum einen der Definitionsbereich R ist und zum anderen das Maximum von fy
nicht bei 0, sondern wegen

df6 _ /
i 1—44¢'(x) (2.212)

bei
-1 1
Ts:=g <5) (2.213)

liegt. Durch eine einfache Translation

U5(x) == x4+ x5 (2.214)
mit der Umkehrabbildung

95 Hz) == — 5 (2.215)
geht fy iiber in

f5(x) =05 o fs005(x) =z + [1 — g(x + 25)] . (2.216)

Durch Konstruktion sind f5 und f5 topologisch konjugiert fiir alle § > 0, so dafl
die beiden durch § parametrisierten Funktionenscharen dieselben Orbits und
somit dieselbe Dynamik aufweisen.

Der Fixpunkt &5 von f5 ist durch
Ty = —T§ (2.217)

gegeben, da g wegen (2.210c) streng monoton wachsend und somit umkehrbar
ist mit g~!(1) = 0. Der Fixpunkt von fs entspricht dem Fixpunkt der urspriing-
lichen Abbildung fs5, und er ist stabil, wenn die Ungleichung

dfs

| =11 0g (@ ag)| < 1 (2.218)

erfiillt ist. Dies ist wegen ¢ > 0 und ¢’ > 0 offensichtlich genau dann der Fall,
wenn

5§ < = =2 (2.219)
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gilt. Das ist aber wegen der Definition von § in exakt die Bedingung
fiir die explizite Massentransferformel. Dies ist natiirlich nicht iiberra-
schend, da fs und f5 durch Konstruktion topologisch konjugiert sind und sich
deshalb nicht nur der Fixpunkt, sondern alle Orbits der beiden Abbildungen
eins zu eins entsprechen.

Um zu zeigen, dafl die Funktionenschar ﬁ; topologisch &dquivalent ist zu einer
Familie von S-unimodalen Abbildungen, fehlt noch eine Schar hs von Homdo-
morphismen, die die auf R definierte Funktionenschar f5 auf eine Schar S-
unimodaler Funktionen fs auf dem Intervall [—1, 1] abbildet. Dies wird erfiillt
von einem von § unabhéngigen Diffeomorphismus

hi]l-1,1—R, y— % (2.220)
mit der Umkehrabbildung

AR -] - 1,1, leniti. (2.221)
Hieraus 148t sich die Funktionenschar

fs=h"lofsoh (2.222)

definieren. Fiir ein beliebiges ¢ ist die Abbildung fs durch Konstruktion!¥| topo-
logisch konjugiert zu f5 Die Abbildungen f5 bilden allerdings keine vollstdindige
Familie im Sinne von Definition [D.11]

Abbildung 2.17] zeigt ein FEIGENBAUM Diagramm fiir die vereinfachte optisch
diinne Massentransferrate . Aufgetragen sind jeweils 50 Iterationen von f5
fiir jeweils einen Orbit fiir 5000 verschiedene Werte von d. Der Fixpunkt z = 0
entspricht der stationéiren Massentransferrate und der Bifurkationspunkt § = 2
der kritischen Zeitschrittlinge von

Al pax = 257&- (2.223)

R
Schon fiir einen eineinhalb mal so groflen Zeitschritt (0 = 3) ist die Dynamik
chaotisch. Eine Oszillation iiber eine Spannbreite von Az = 1 entspricht einer
Variation von AR iiber eine Skalenhohe H. Da die Skalenhohe fiir die optisch
diinne Massentransferrate unabhiingig vom gewihlten Fixpunkt AR ist, ist auch

das Bifurkationsdiagramm unabhingig von AR. Denn es gilt fiir die optisch
diinne Massentransferrate ([2.42]):

_ M(AR()) _ M(Hz+A&R) _
gla) = = = SIS = eal) (2.224)

19Genaugenommen sind hierfiir A und fg stetig an den Réndern ihrer Definitionsbereiche zu
erginzen. Dies ist jedoch unkritisch. hs wird hierfiir auf [—1, 1] erweitert mit hs(—1) = —oco
und hs(1) = oo, f5 auf [—1,1] mit f5(—1) = —1 und f5(1) = —1. Orbits, die unter f5 gegen
+00 (—o0) divergieren, entsprechen Orbits, die unter fs gegen +1 (—1) konvergieren.
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Dies ist im Allgemeinen jedoch nicht der Fall. Wihlt man beispielsweise eine
Massentransferformel

A= { —Mo exp (58), falls AR <0,

2.225
—My (14 + 32° + §2%), falls AR >0, (2.225)

die sich aus einer optisch diinnen Komponente ~ exp (z) fir AR < 0 und
einer optisch dicken ~ z3 fiir AR > 0 zusammensetzt, so ist die Skalenhthe
fir AR > 0 durchaus von der Wahl des Fixpunktes abhingig. Abb. zeigt
die Bifurkationsdiagramme fiir AR = 0 und AR = ?—SH . Die Unterschiede sind
jedoch nur gering.

Eine dritte Moglichkeit ist, M auf Null zu setzen, falls der Stern seinen ROCHE-
Radius unterfiillt, wie sie beispielsweise im EGGLETON-Sternentwicklungscode
(PoLs et al., [1995)) verwendet wird (HAN et al., 2000)):

= { 0, falls AR <0,

%1'3, falls AR > 0. (2.226)

Abb. zeigt das zugehorige FEIGENBAUM-Diagramm fiir AR = 3. Auf Grund
des deutlichen Unterschieds in der verwandten Massentransferformel im Ver-
gleich zu den vorherigen Beispielen sind die Unterschiede zu Abb. und
zumindest mit blofem Auge sichtbar.

Auch wenn die dargestellten FEIGENBAUM-Szenarien recht suggestiv sind, stellt
sich die Frage, was damit bewiesen ist. Die verwendeten Abbildungen ﬁ; sind
topologisch dquivalent zu S-unimodalen Abbildungen, aber leider nicht topolo-
gisch dquivalent zu einer vollstdndigen Familie S-unimodaler Abbildungen wie
beispielsweise der logistischen Abbildung , so dafl der mathematisch exak-
te Beweis fiir das Auftreten des FEIGENBAUM-Szenarios nicht gebracht werden
kann.

Es 148t sich jedoch zeigen, dafl eine S-unimodale Abbildung genau drei ver-
schiedene Arten asymptotischer Dynamik annehmen kann: Zum ersten kann
die Dynamik stabil sein mit genau einem stabilen periodischen Orbit oder Fix-
punkt, auf den fast alle anderen Orbits zulaufen. Zum zweiten kann die Dynamik
ergodisch, aber nicht chaotisch sein. Der Attraktor ist in diesem Fall eine CAN-
TOR-Menge, ohne dafl die fiir chaotische Dynamik notwendige sensible Abhdn-
gigkeit von den Anfangsbedingungen auftritt. Zum dritten kann die Dynamik
chaotisch sein, mit einem sogenannten seltsamen Attraktor (GUCKENHEIMER
und HOLMES, [1983). Das aber bedeutet in Verbindung mit den FEIGENBAUM-
Diagrammen in Abb. Wenn fiir einen Wert von ¢ nicht fast alle Orbits
auf genau einen periodischen Orbit konvergieren, wie dies offensichtlich fiir weite
Parameterbereiche der Fall ist, so mufl die Dynamik chaotisch oder zumindest
ergodisch sein.

Auflerdem erscheint bei etwa § ~ 3 in Abb. 2.11]ein stabiler Orbit der Periode 3.
Allein die Existenz eines (nicht notwendigerweise stabilen) Orbits der Periode 3
fiir S-unimodale Abbildungen ist nach der berithmten Aussage ,Period three
implies chaos“ von |L1 und YORKE (1975|) ein Beweis fiir das Vorhandensein

chaotischer Dynamik (vgl. auch Theorem und Bemerkung [D.14)).
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5

-10+—
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-3

Abbildung 2.11: FEIGENBAUM-Diagramm der Abbildung z +— f5(x) fiir die op-
tisch diinne Massentransferformel g(z) = exp(z) bzw. M(AR) = — M exp(f]—f).
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-2

-3

Abbildung 2.12: FEIGENBAUM-Diagramm der Abbildung = — f5(z) fir g(x)

bzw. M(AR) gemif (2.225).
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Abbildung 2.13: FEIGENBAUM-Diagramm der Abbildung z — fs(z) fiir g()
bzw. M(AR) gem#fl (2.226) fir AR =2, H = %

2.4.3 Das implizite Verfahren

Nun, da die Ursache der numerischen Instabilitdt bekannt ist, bleibt die Frage,
wie sich das Problem beheben ldt, um die immense Verschwendung von Re-
chenzeit zu verhindern. Ein relativ junger Teilbereich der Nichtlinearen Dyna-
mik beschéftigt sich genau mit dieser Aufgabenstellung, dem Controlling Chaos.
Bei den meisten im Folgenden zitierten Autoren wird der stabilisierende Effekt
verschiedener Verfahren stellvertretend fiir die logistische Abbildung un-
tersucht. Die dort erhaltenen Ergebnisse lassen sich qualitativ auf vergleichbare
Systeme wie den expliziten Massentransferalgorithmus bzw. mit
einem Chaos- oder Kontrollparameter § iibertragen.

Es gibt im Wesentlichen zwei verschiedene Anséitze, um einen Fixpunkt oder
periodischen Orbit in einem Bereich chaotischer Dynamik zu stabilisieren. Die
erste Technik (OTT et al., 1990, BOCCALETTI et al., 2000) basiert darauf, einen
Systemparameter in einer geeigneten Weise geringfiigig zu storen, so dafl die
Lage des Fixpunkts nicht veréndert, dieser jedoch stabilisiert wird. Dieses Ver-
fahren erfordert die exakte Kenntnis des Fixpunkts. Da der Wert der statio-
ndren Massentransferrate jedoch prinzipiell unbekannt ist, 148t es sich auf den
expliziten Massentransferalgorithmus nicht anwenden.

Das zweite Verfahren geht auf PYRAGAS| (1992) zuriick. Hierbei wird die Itera-
tionsabbildung

Tp+1 = f(xp), (2.227)

welche im konkreten Fall der numerischen Stabilitdt des Massentransfers durch
® aus (2.191)) zu identifizieren ist, durch einen Korrekturterm mit einer geeignet
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zu wahlenden Konstanten K modiﬁzier@
Tht+1 = f(:L’k) + K (a:k — xk_l). (2.228)

Der Korrekturterm selbst ist linear in xp — x;_1, er benutzt also lediglich die
Kenntnis des vorherigen Iterationsschritts xp_; und fiihrt eine lineare Riick-
kopplung in die Dynamik ein, die den Fixpunkt Z offensichtlich unveréndert 148t.
Daher wird diese Methode auch als delayed linear feedback bezeichnet. BIELAW-
SKI et al.| (1994) benutzen eine abgewandelte Version des Verfahrens, indem der
lineare Riickkopplungsterm auf einen (im Grunde beliebigen) Kontrollparame-
ter des Systems anwendet wird, und nicht auf die Iterationsgleichung
selbst. Abhéingig von der Wahl von K 148t sich die Stabilitidtsgrenze zu grofieren
Werten des Chaosparameters § verschieben, jedoch ist dies fiir das vorliegende
Problem bei weitem nicht ausreichend.

Die von [SOCOLAR et al. (1994) durchgefithrte Erweiterung auf eine geeignete
Einbeziehung aller vorherigen Iterationsschritte liefert deutlich bessere Resulta-
te. Sie ist dquivalent zur Einfithrung eines einzigen zusétzlichen Parameters R,
in den die Kenntnis aller vorherigen Iterationsschritte z1, xo, ..., zr_1 einfliefit,
so dafl der Korrekturterm fiir den Kontrollparameter durch

e, =K (l‘k — $k71> + Rep_1q (2.229)

gegeben ist. Fiir R — 1 lafit sich der Stabilitdtsbereich im Parameterraum
unbegrenzt erweitern, allerdings kann der Einzugsbereich des Fixpunkts beliebig
klein werden.

DE SOUSA VIEIRA und LICHTENBERC/ (1996) schlagen eine nichtlineare Riick-
kopplung der Form

Tpy1 = flzg) + K (f(zr) — f(wr-1)) (2.230)

vor, bei der nicht die Werte des jetzigen k-ten und des vorherigen (k—1)-ten Ite-
rationsschritts verwendet werden, sondern die Werte des néchsten (k + 1)-ten
und des jetzigen k-ten Iterationsschritts, wie man sie ohne Beriicksichtigung
der Riickkopplung (K = 0) erhielte. Hierdurch ergibt sich eine deutliche Vergro-
Berung des Einzugsbereichs des Fixpunkts. Die Kombination der nichtlinearen
Riickkopplung mit Einbeziehung aller vorherigen Iterationsschritte fithrt auf die
modifizierte Iterationsanweisung

1 = flzg) + K (f(z) — f(zp—1)) + Reg. (2.231)

Stellt man nun die Frage, wie diese zwei Kontrollparameter K und R zu wéhlen
sind, damit der Fixpunkt superstabigl wird fiir beliebige Werte des Chaospara-
meters J, so erhélt man die folgenden Bedingungen fiir K und R:

R = K, (2.232a)
K = (Df(z)—1)"'Df(z). (2.232b)
20Fiir die Stabilisierung eines Orbits der Periode n wird f™(z) statt f(x) betrachtet.

21Bin Fixpunkt Z heifit superstabil, wenn f’(z) = 0 gilt. Das Iterationsverfahren z +— f(z) in
der Né&he eines solchen Fixpunkts ist mindestens quadratisch konvergent.
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Das Ersetzen von ¢ durch xg1 in (2.231)) durch Verwendung von (2.229)) fithrt
schliefflich auf

wppr = flaor) — K (f(2x) — ) (2.233)

als modifizierte Iterationsabbildung. Der Fixpunkt dieses Systems bleibt fiir be-
liebig hohe Werte von ¢ stabil (DE SOUSA VIEIRA und LICHTENBERG), |1996).

Da der explizite Massentransferalgorithmus (2.191]) die Form

f(z) =2+ G(z), (2.234)
némlich
R R .
J(AR) = AR+ | = + (¢s — Cr) -7 M(AR) | At, (2.235)
Ty M
hat, ist (2.233)) dquivalent zu
Tyt = o + DG (Z) G(a1), (2.236)

Der Fixpunkt Z, d.h. die stationiire Massentransferrate M ist prinzipiell un-
bekannt, so dafl die beste mogliche Approximation fir DG(z) durch DG(xy)
gegeben ist. Dann ist aber nichts anderes als das NEWTON-Verfahren
fiir G(x). Daher ist das NEWTON-Verfahren das vermutlich beste Verfahren, um

AR bzw. M mit vertretbarem Rechenaufwand zu berechnen.

Es verbleibt jedoch noch das Problem, inwiefern der explizite Massentransferal-
gorithmus numerisch in ein NEWTON-Verfahren tiberfithrt werden kann, insbe-
sondere da die Systemparameter (; und 7 im Allgemeinen nicht bekannt sind,
sondern nur durch die Losung der Sternaufbaugleichungen berechnet werden
konnen. Gliicklicherweise werden die Sternaufbaugleichungen in iiblichen Stern-
entwicklungsprogrammen bereits durch ein spezielles NEWTON-Verfahren, das
sogenannte HENYEY-Verfahren (KIPPENHAHN et al., [1967)) gelost. Es zeigt sich,
dal es moglich ist, dieses Verfahren so zu modifizieren, dafl die Gesamtmasse
M als zusétzliche Variable und die Massentransferrate M als zusétzliche #u-
Bere Randbedingung eingebaut werden kénnen. Eine detailierte Beschreibung
des modifizierten Verfahrens befindet sich in Anhang [B] Voraussetzung fiir die
Anwendung des modifizierten HENYEY-Verfahrens ist jedoch, dafl die Massen-
transferrate nur von den Sternaufbauvariablen an der Oberfliche, d.h. R, T,
P und L abhingen darf. Dies ist beispielsweise der Fall fiir die optisch diinne
Massentransferrate , jedoch nicht fiir die optisch dicke Massentransferrate
(2.57). Des weiteren ist es notwendig, daB M stetig differenzierbar ist. Ein ledig-
lich stetiger Ubergang von einer optisch diinnen Massentransferrate fiir AR < 0
zu einer optisch dicken Massentransferrate fiir AR > 0, wie sie von [KOLB und
RITTER (1990) benutzt wird, ist daher mit diesem Algorithmus nicht méglich.

Abb. zeigt ein FEIGENBAUM-Szenario, das mit dem in Anhang [B] diskutier-
ten Sternentwicklungscode unter Benutzung des expliziten Massentransferalgo-
rithmus erzeugt wurde. Jeder einzelne Punkt gibt die optisch diinne Massen-
transferrate am Ende des jeweiligen Zeitschrittes an, die gestrichelte Linie im
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Vergleich dazu das Resultat des impliziten Verfahrens. Der Parameterbereich
zwischen der Destabilisierung des Fixpunkts und dem ersten Auftreten chaoti-
scher Dynamik ist recht schmal, daher ist es nicht einfach, geeignete Systempa-
rameter zu finden, um den Bereich der Periodenverdopplung abzubilden. Die
Orbits hoherer Perioden sind deshalb auch nicht sichtbar, dafiir jedoch ein Fen-
ster der Periode 5 im chaotischen Bereich. Fiir diese Berechnung wurde der
Zeitschritt At konstant gehalten, die Variation des Chaosparameters

At R
5= —

e 2.237
Tc/i Hp ( )

erfolgte ausschliefflich {iber die thermische Relaxation

<dlnR)th L (2.238)

dt Tth

(und somit implizit iiber 7)), die iiber mit § gekoppelt ist. Dies ist
auch der Grund, weshalb das gezeigte FEIGENBAUM-Szenario nach Erreichen der
maximalen Massentransferrate, bzw. der maximalen thermischen Relaxation
riickwérts ablduft.
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Abbildung 2.14: Massentransferrate M|[Mg, /yr] als Funktion der Zeit ¢[yr] fiir
einen frithen Fall A Massentransfer in einem Doppelsternsystem mit M; = 2M
und My = 2Mg bei einer konstanten Zeitschrittlinge von 5000 Jahren. Die
Variation des Chaosparameters 0 wird durch die einsetzende thermische Rela-
xation bewirkt. Die Dynamik ist am instabilsten, wenn 7¢;, maximal ist. Jeder
Punkt entspricht einem Zeitschritt des expliziten Verfahrens, die gestrichelte Li-
nie zeigt das Resultat des impliziten Verfahrens unter denselben Bedingungen.
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3 Bestrahlte Sterne

3.1 Der Reflexionseffekt

Aus Beobachtungen enger Doppelsternsysteme ist bekannt, dafl Sterne, die von
ihrem Begleiter bestrahlt werden, eine helle, heifle und eine dunkle, kiihle Sei-
te aufweisen kénnen. Hierzu zdhlen unter Anderem einige binére Zentralsterne
planetarischer Nebel, prakataklysmische Verénderliche oder auch Systeme aus
eng benachbarten Hauptreihensternen und insbesondere Bedeckungsverdnderli-
che. Tabellen mit Beispielsystemen finden sich bei EDDINGTON|(1926), RITTER
et al.[ (2000), bzw. in den dort zitierten Referenzen.

Die Atmosphérenschichten der dem Begleiter zugewandten Seite eines Sterns
werden durch die Strahlung des Begleiters aufgeheizt und besitzen daher nicht
nur eine andere bolometrische Helligkeit, sondern auch ein anderes Spektrum als
die Atmosphérenschichten auf der unbestrahlten Seite. Fiir einen terrestrischen
Beobachter dndern sich Helligkeit und Spektrum deshalb mit der Bahnphase
des Systems. Die bolometrische Reflexionsalbedo
O-Ti%r — O-Télff

1
Fin (3:-1)

Whol =

bezeichnet den Anteil des Bestrahlungsflusses Fi;;, der von der bestrahlten Seite
yreflektiert” wird, Ti, (Fiyy) die Effektivtemperatur der bestrahlten Seite und Tog
die Effektivtemperatur der unbestrahlten Seite. Genaugenommen ist Fi. auf
der bestrahlten Seite des Sterns natiirlich nicht konstant, sondern héngt vom
Einfallswinkel und der Entfernung des jeweiligen Oberflichenelements von der
Energiequelle ab, so dal wy eigentlich eine lokale Grofle ist.

Uber lange Zeit wurden in zahlreichen Verdffentlichungen lediglich die Auswir-
kungen des sogenannten Reflexionseffekts (reflection effect) auf das Spektrum
bzw. die Lichtkurve von engen Doppelsternsystemen betrachtet. Eine Ubersicht
iiber &dltere Artikel findet sich bei VAz (1985). Der EinfluB von Bestrahlung
auf den Massentransfer in einem halbgetrennten Doppelsternsystem auf langen
Zeitskalen wurde dagegen zum ersten Mal von |PODSIADLOWSKI (1991) disku-
tiert. Lang in diesem Sinne meint lang im Vergleich zu iiblichen Beobachtungs-
zeitskalen von Tagen, Jahren oder Jahrhunderten. Untersuchungen iiber den
Einflufl von Bestrahlung auf den Massentransfer auf kurzen Zeitskalen, etwa um
die Lichtkurven Kataklysmischer Verdnderlicher oder Massearmer Réntgendop-
pelsterne zu erkliren, wurden schon frither angestellt (OsSAKI, |1985, HAMEURY
et al., (1986, |KING|, 1989, HAMEURY et al., [2000), sind jedoch nicht Gegenstand
dieser Arbeit.
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Es ist klar, da3 Sterne im Strahlungsgleichgewicht die gesamte von auflen ein-
fallende Energie auch wieder abstrahlen miissen, so dafl die Reflexionsalbedo
in guter Ndherung 1 ist (EDDINGTON, 1926)). Dies ist der Fall fiir Sterne mit
radiativen Hiillen. Der Grund liegt darin, dafl radiative Hiillenlosungen der
Sternaufbaugleichungen im Wesentlichen unabhéngig von den &ufleren Randbe-
dingungen gegen die gleiche Losung im Inneren des Sterns konvergieren (Kip-
PENHAHN und WEIGERT, 1990, Kap. 10). Anschaulich bedeutet es, daf§ der
radiative Fluf}

_ 4acT'M, T*
rad =32 p

Viad (3.2)

durch Bestrahlung nicht veréindert wird; denn eine Abflachung des Tempera-
turgradienten V,,q durch Aufheizen der duflersten Schichten kann problemlos
durch eine Anhebung der Temperatur 7" kompensiert werden. Da der von der
Oberflache abgestrahlte Fluf3 aTﬁr die Summe aus eingestrahltem Flufl Fj,, und
intrinsischem Fluf8 Fi = Fraq ist, gilt fiir die Effektivtemperatur der bestrahl-
ten Oberfléche:

oT?

1rr

= Ent + Err = UTSH + Err- (33)

Der intrinsische Flufl Fi, ist also fiir radiative Hiillen mit wy, = 1 unabhéngig
von der Bestrahlungsstirke. Wird die Bestrahlung instantan abgeschaltet, so
fallt die Effektivtemperatur auf der zuvor bestrahlten Seite von Ti,, auf Tug ab.
Dies erfolgt ebenfalls instantan, genauer gesagt auf der Zeitskala der duflersten,
durch die Bestrahlung aufgeheizten Schichten.

Fiir Sterne mit konvektiven Hiillen, die sich per Definition nicht im Strahlungs-
gleichgewicht befinden, ist die Reflexionsalbedo jedoch nicht notwendigerwei-
se 1. Im Inneren von Sternen ist Konvektion immer effektiv, d.h. adiabatisch
und die Entropie somit rdumlich konstant. Das bedeutet, daf fiir einen einseitig
bestrahlten Stern in geniigender Tiefe der konvektiven Hiille die Entropie auf
der bestrahlten und der unbestrahlten Seite gleich sein muf}. Hierdurch wird
der Flu8 durch die duleren Schichten und damit die Reflexionsalbedo bestimmt
(RUCINSKI, 1969)).

Dieser Zusammenhang 148t sich wie folgt veranschaulichen: Betrachtet man
einen Stern mit einer tiefen konvektiven Hiille, einmal unbestrahlt und einmal
symmetrisch bestrahlt unter der Annahme, dafl die Reflexionsalbedo 1 ist. Dann
wére der intrinsische Flufl o7 jﬁ des unbestrahlten Sterns gleich dem intrinsi-
schen Fluf aTér — Fj;; des bestrahlten Sterns, d.h. beide Sterne strahlten netto
dieselbe Energiemenge ab und hétten eine &hnliche thermische Struktur mit
adiabatischer Konvektion im Innern und iiberadiabatischer Konvektion in den
dufleren Schichten. Der bestrahlte Stern héitte jedoch eine hohere Effektivtem-
peratur an der Oberfliche und wére durch die konvektive Hiille hindurch heifler,
hétte somit tief in der Hiille eine hohere Entropie bei gleichem adiabatischen
Temperaturgradienten. Betrachtet man nun einen halbseitig bestrahlten Stern,
so mufl nach dem oben gesagten die Entropie tief unter der Oberfliche auf
beiden Seiten iibereinstimmen. Da die Effektivtemperatur auf der bestrahlten
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Seite hoher ist, mul dort der Temperaturgradient V in den dufleren Schichten
flacher sein, der konvektive Fluf}, der nur von der Differenz zwischen V und
Vad abhéingtﬂ ist somit kleiner. Der intrinsische Fluf3 F;,; durch die bestrahlte
Seite ist also geringer als durch die unbestrahlte Seite (VAZ und NORDLUND,
1985)). Auch bei einem Stern mit einer konvektiven Hiille fillt beim instantanen
Abschalten der Bestrahlung die Effektivtemperatur auf der zuvor bestrahlten
Seite von T, auf Tyg ab. Denn T.g wird durch die Entropie der adiabatischen
Konvektionszone bestimmt, die auf beiden Seiten des Sterns gleich ist. Durch
die fest vorgegebene Entropie im Innern wichst o731 auf der bestrahlten Seite
langsamer als der Bestrahlungsflufl Fj,,.

Das bedeutet, dafi Bestrahlung den intrinsischen Flufl Fj,; reduzieren kann,
so dafl insgesamt weniger Energie iiber die Oberfliche abgestrahlt wird, ein
Teil der intrinsischen Leuchtkraft des Sterns quasi ,,blockiert* wird. Fiir einen
Beobachter scheint es, als reflektiere der Stern den eingestrahlten Flufl nicht
vollstandig (wpe < 1), obwohl es sich tatséchlich um eine Reduzierung des
intrinsischen Flusses Fi,; handelt. Es ergeben sich hieraus zwei Fragen: Wie
stark ist die Reduzierung des intrinsischen Flusses als Funktion der Bestrahlung,
und was bewirkt dieser Effekt?

Es existiert kein zufriedenstellendes analytisches Modell, das Fi, als Funktion
von Fj; beschreibt, da es sich bei einseitiger Bestrahlung eines Sterns im Grun-
de um ein 3D-strahlungshydrodynamisches Problem handelt. Denn durch den
Temperaturunterschied zwischen der bestrahlten und unbestrahlten Seite ent-
sprechen Fliachen gleichen Drucks nicht mehr Fliachen gleicher Dichte, so daf
die dufleren Schichten im Prinzip nicht mehr im hydrostatischen Gleichgewicht
sein koénnen, es kommt zu Zirkulationen und lateralem Energieaustausch; die
sphérische Symmetrie wird gebrochen.

Unter der Voraussetzung, dafl die Bestrahlung nicht zu stark ist, was bedeu-
tet, da3 Fj,. den intrinsischen Flufl Fog = anH des unbestrahlten Sterns nicht
um Groéflenordnungen iibersteigt (weak irradiation assumption), lassen sich eine
Reihe von vereinfachenden Annahmen treffen. Diese Voraussetzung ist erfiillt
fiir die meisten getrennten Systeme und auch fiir zahlreiche halbgetrennte Syste-
me wie Kataklysmische Verénderliche, bei denen Fj,, und Feg von der gleichen
Groflenordnung sind. Sie ist nicht notwendigerweise erfiillt fiir Massearme Ront-
gendoppelsterne (LMXB) und extrasolare Riesenplaneten (EGP).

Falls Fi; nicht zu grof ist, so werden nur die duflersten Schichten signifikant
durch die Bestrahlung beeinflufit, das adiabatische Innere bleibt jedoch prak-
tisch unverédndert. Selbst wenn in den dufleren Schichten der adiabatischen Kon-
vektionszone auf der bestrahlten Seite der intrinsische Flufl verschwinden sollte,
so wird dadurch die Temperatur- und Druckschichtung kaum veréndert. Denn
V — Vaq ist fiir effektive Konvektion sehr viel kleiner als 1, eine winzige Ande-
rung in V kann den konvektiven Energietransport komplett abschalten. Hieraus
folgt aber auch, dafl fiir geniigend starke Bestrahlung im Prinzip der gesamte

!Genaugenommen hingt der konvektive FluB von der Differenz zwischen dem wahren Tem-
peraturgradienten V und dem Temperaturgradienten V. =~ V.4 eines aufsteigenden konvek-
tiven Elements ab (KIPPENHAHN und WEIGERT}, 1990, Kap. 7).
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konvektive Flufl blockiert werden kann, bis schliefilich V < V,q wird und die
Konvektion verschwindet.

Oberhalb der adiabatischen Konvektionszone befindet sich im Wesentlichen nur
die iiberadiabatische Konvektionszone, die sich iiber einige Skalenhchen Hp
erstrecken kann und in der Regel klein in Masse ist. Eine Ausnahme bilden
ausgedehnte Riesen, deren iiberadiabatische Konvektionszone beachtliche Aus-
mafle annehmen kann, sowie massearme Hauptreihensterne unterhalb von etwa
0.5 — 0.6 My, deren iiberadiabatische Konvektionszone praktisch vernachlassig-
bar ist.

Ist die iiberadiabatische Konvektionszone klein in Masse, so ist ihre thermische
Zeitskala kurz. RITTER et al.| (2000, Anhang A) argumentieren, dafl deshalb la-
teraler Energietransport innerhalb der iiberadiabatischen Konvektionszone ver-
nachléssigt werden kann, insbesondere da der Temperaturgradient in radialer
Richtung grofler ist als in lateraler. Daher 1483t sich Bestrahlung als lokaler Effekt
fiir jedes Oberflichenelement einzeln behandeln.

Vereinfachte hydrodynamische Simulationen zeigen speziell fiir Rontgendoppel-
sterne, dafl bei Vernachldssigung der Verformung der Sternoberfliche durch den
dueren Strahlungsdruck Zirkulationen in den dufleren Schichten entstehen, die
sich bei geniigend starker Bestrahlung mit Uberschallgeschwindigkeit bewegen
konnen (MARTIN und DAVEY, 1995)). Andere Simulationen zeigen, dafl bei Ver-
nachlédssigung von Zirkulationen und bei extremer Bestrahlung durch den Be-
gleiter die Sternoberfliche infolge des duleren Strahlungsdrucks signifikant ver-
formt werden kann (PHILLIPS und PODSIADLOWSKI, 2002). Beriicksichtigt man
beide Effekte, so reicht schon eine geringe Verformung der Sternoberfliche, und
die Zirkulationen bewegen sich nur noch mit Unterschallgeschwindigkeit (BEER
und PODSIADLOWSKI, 2002).

Auf der Idee, dafl sich Bestrahlung als lokaler Effekt fiir jedes Oberflichen-
element einzeln behandeln 148t, beruht das von |[RITTER et al. (1995, [2000)
vorgeschlagene Ein-Zonen-Modell: Der Temperaturverlauf durch die iiberadia-
batische Konvektionszone wird linear approximiert und die Temperatur des
unteren Randes am Ubergang zur adiabatischen Konvektionszone als konstant
angenommen. Unter Annnahme eines Potenzgesetzes

K = ko POT? (3.4)

fiir die Opazitdt und einigen anderen vereinfachenden Annahmen ist es moglich,
Fiy¢ als Funktion von Fj,; anzugeben. In diesem Modell wird der intrinsische
Fluf3 vollig blockiert, falls die Effektivtemperatur T;,, die Temperatur am unte-
ren Rand der iiberadiabatischen Konvektionszone erreicht. Auf Details soll an
dieser Stelle nicht eingegangen werden. Die entscheidende Erkenntnis ist jedoch,
dal ein Stern mit einer tiefen konvektiven Hiille durch Bestrahlung daran ge-
hindert werden kann, Energie iiber seine angestrahlte Oberfliche abzustrahlen.
Diese Wirkung von Bestrahlung ist vergleichbar mit der Blockierung des int-
rinsischen Flusses durch Sternflecken (VAZ und NORDLUND, [1985)), wie sie von
SPRUIT| (1982) behandelt wurde.
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Fin unbestrahlter Stern, der im thermischen Gleichgewicht die Oberfléchen-
leuchtkraft L., die Effektivtemperatur T, den Radius R, sowie die nukleare
Leuchtkraft L. = L. besitzt, erfiillt die STEPHAN-BOLTZMANN-Gleichung

L. = 4o R*T2. (3.5)

Wird nun durch Einschalten von Bestrahlung oder das Auftreten von Stern-
flecken ein Anteil s der intrinsischen Leuchtkraft blockiert, so ist der Stern
nicht mehr im thermischen Gleichgewicht, da mehr nukleare Energie erzeugt
als iiber die Oberfliche abgestrahlt wird. Dies fithrt auf der Diffusionszeitskala
der konvektiven Hiille zu einer geringfiigigen Erhohung der Effektivtemperatur
der unbestrahlten Oberfliche und damit einhergehend zu einer geringfiigigen
Vergroflerung des Radius, die allerdings selbst bei Blockierung eines signifikan-
ten Anteils der intrinsischen Leuchtkraft vernachléssigbar ist (SPRUIT, |1982).
Fiir praktische Zwecke bleiben Radius und Effektivtemperatur als Reaktion auf
ein instantanes Ein- und Ausschalten der Bestrahlung konstant.

Der blockierte Anteil des intrinsischen Flusses verbleibt im Wesentlichen in der
konvektiven Hiille und heizt diese auf. Auf der KELVIN-HELMHOLTZ-Zeitskala
der konvektiven Hille fiihrt dies zu einem Anwachsen des Radius (SPRUIT),
1982). Auf der KELVIN-HELMHOTZ-Zeitskala des gesamten Sterns wird schlief3-
lich auch der radiative Kern (falls vorhanden) durch die Verdnderungen in der
Hiille beeinflufit, und es wird sich ein neues thermisches Gleichgewicht einstellen.
Die entscheidende Frage ist jedoch, wie dieses aussehen wird.

Grundsétzlich kann der Stern auf drei Arten reagieren, um sein neues thermi-
sches Gleichgewicht zu erreichen: Er kann seine Effektivtemperatur erhéhen
und so die Abstrahlung insbesondere auf der unbestrahlten Seite erhthen, er
kann seinen Radius vergroflern, um die abstrahlende Fliache zu vergréfiern, und
er kann die nukleare Leuchtkraft reduzieren. Was im Einzelfall passiert, hangt
vom konkreten Sternaufbau ab. Es lassen sich aber Abschitzungen fiir den ma-
ximal moglichen Effekt der thermischen Relaxation angeben. Nimmt man an,
dafl ein Anteil s der Oberfliche komplett blockiert ist, dafl hier also Fi,y = 0
gilt, der verbleibende Anteil 1 — s der Oberfléiche jedoch vollstdndig unblockiert
ist mit Fiy = Fp, = aTe4 , o sinkt instantan die Leuchtkraft auf

Lint = (1 — s)Le, (3.6)
und die STEPHAN-BOLTZMANN-Gleichung geht iiber in

Lint = 4mo (1 — 8)R*T, (3.7)

€

bzw.
Ly = 4mo(1 — s)R2T? (3.8)

im thermischen Gleichgewicht bei vorgegebener Bestrahlung. Der Index s be-
zeichnet hierbei Groflen im thermischen Gleichgewicht bei vorgegebener Be-
strahlung, bzw. vorgegebenem s und der Index e Groflen im thermischen Gleich-
gewicht ohne Bestrahlung, d.h. bei s = 0.
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Reduziert der Stern lediglich seine nukleare Leuchtkraft und behélt Effektivtem-
peratur und Radius unveridndert bei, so mufl L, um den Faktor 1 — s kleiner
werden. Erhoht der Stern nur seine Effektivtemperatur, so steigt diese auf

70 = (o) = (o o) =097 ©9)

Vergroflert der Stern als letzte Moglichkeit nur seinen Radius, so wéchst dieser
auf

N

N|=

Fir s = %, d.h. die Blockierung der halben Oberfliche entspriche dies einer
Halbierung der nuklearen Leuchtkraft, bzw. einer Erhéhung der Effektivtem-
peratur der unblockierten Seite um v/2 ~ 1.19, bzw. einer VergréBerung des
Radius um v2 ~ 1.41.

Fiir Riesen an der HAvAsHI-Linie, deren Effektivtemperatur durch die HA-
YASHI-Linie selbst vorgegeben ist und deren nukleare Leuchtkraft durch die
Kernmasse-Leuchtkraft-Beziehung bestimmt wird, ist tatséchlich zu erwarten,
daB der Stern auf Bestrahlung im Wesentlichen durch Anderung des Radius
reagiert. Fiir Hauptreihensterne ist keine so einfache Aussage moglich, jedoch
lassen sich durch Homologieannahmen auch hier einige prinzipielle Erkenntnisse
gewinnen. So gilt fiir massearme Hauptreihensterne im thermischen Gleichge-
wicht

Loes(s) = (1—8)'Le, (3.11a)
Ti(s) = (1-3s)'T,, (3.11b)
Rs(s) = (1—9)"Re (3.11c¢)

mit Werten von [ =~ 0.75, t ~ —0.003 und r ~ —0.1 (RITTER, 1994, RITTER
et al., 2000). Fir s = % ergibt sich ein etwa 7% groflerer Radius.

Es soll an dieser Stelle nochmals betont werden, daf3 die oben diskutierten Varia-
tionen in Leuchtkraft, Effektivtemperatur und Radius auf der thermischen Zeit-
skala des bestrahlten Sterns stattfinden. Diese Zeitskala ist lang im Vergleich
zu iiblichen Beobachtungszeitskalen von Tagen, Jahren oder gar Jahrhunderten.
Daher kénnen diese Variationen nicht zur Erkldrung von Effekten auf kurzen
Zeitskalen verwendet werden.

3.2 Der intrinsische FluB

Bei Untersuchungen des Reflexionseffekts kénnen Variationen auf der thermi-
schen Zeitskala tiblicherweise vernachlissigt werden, da es den meisten Autoren
darum geht, die Spektren und Lichtkurven von getrennten Systemen zu model-
lieren. Die Zeitskalen der duflersten Schichten, die von der Bestrahlung direkt
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beeinflult werden, sind so klein, dafl Verédnderungen auf der thermischen Zeit-
skala fiir die Berechnung der Atmosphérenstruktur praktisch keine Rolle spielen.
Daher ist es hierfiir ausreichend, die derzeitige Effektivtemperatur Ty der un-
bestrahlten Seite zu kennen. Ob sich der Stern im thermischen Gleichgewicht
befindet, ist dabei irrelevant. Des weiteren ist der Radius in getrennten Syste-
men im Grunde bedeutungslos, da er keinen Einfluf} auf die Entwicklung des
Systems hat. In halbgetrennten Systemen ist dies natiirlich anders, da dort die
Massentransferrate sensibel vom Radius des masseverlierenden Sterns abhéngt,
und Bestrahlung somit die Entwicklung derartiger Systeme auf der thermischen
Zeitskala beeinflussen kann.

Zum ersten Mal wurde der Zusammenhang zwischen der thermischen Relaxati-
on als Reaktion auf Bestrahlung und dem Massentransfer von |[PODSIADLOWSKI
(1991) diskutiert, allerdings beschrinkt auf symmetrisch bestrahlte Sterne. Sym-
metrische Bestrahlung hat den Vorteil, daf§ sie numerisch einfacher zu behan-
deln ist als asymmetrische Bestrahlung. Nach einer Modifikation der dufleren
Randbedingungen lassen sich symmetrisch bestrahlte Sterne wie unbestrahlte
Finzelsterne mit einem 1D-hydrostatischen Code behandeln. Fiir einen Stern in
einem Wirmebad der Temperatur Ty, bzw. in einem isotropen dufleren Strah-
lungsfeld mit Fi,, = aTg1 geht unter der Annahme einer grauen Atmosphére die
STEPHAN-BOLTZMANN-Gleichung in

Ling = 470 (T, — T} R? (3.12)

1rr

iiber. Fiir Details der Behandlung symmetrischer Bestrahlung sei auf Anhang
B.4.2] verwiesen. Entwicklungsrechnungen fiir symmetrisch bestrahlte Sterne fin-
den sich bei [TOUT et al.| (1989)).

Wie bereits im vorangegangenen Abschnitt diskutiert wurde, sind radiative Ster-
ne unempfindlich gegeniiber Bestrahlung. Die intrinsische Leuchtkraft und der
Radius dndern sich kaum, selbst wenn der Bestrahlungsflufl Fj,, = aTg" grofler
ist als der intrinsische Flufl Fo.g = aTe4ff des unbestrahlten Sterns. Die Effektiv-
temperatur 7i,, der bestrahlten Seite als Funktion von Fj,, ist daher durch die

Relation (3.3]) gegeben.

Sterne mit konvektiven Hiillen werden dagegen sehr stark von der Bestrahlung
beeinfluit. Fiir zunehmende Bestrahlungsstirke expandiert der Stern bei gleich-
zeitig schrumpfendem intrinsischem Fluf3, bis der Stern schliellich rein radiativ
und somit unempfindlich gegen eine weitere Erhohung der Bestrahlungsstér-
ke wird. Abb. zeigt die intrinsische Oberflichenleuchtkraft, die nukleare
Leuchtkraft, den Radius sowie % = % als Ma#f3 fiir die thermische Relaxation ei-
nes Nullalter-Hauptreihensterns mit 0.5 Mg als Funktion der Zeit fiir instantan
eingeschaltete Bestrahlung unterschiedlicher Intensitéit. Die Zeitskala, auf der
sich die Innere Energie U anfinglich dndert, ist nach unten durch die KELVIN-
HELMHOLTZ-Zeitskala 7y = 5 - 108yr beschrinkt. Denn fiir geniigend starke
Bestrahlung geht Lyt anfiinglich gegen Null, und die gravitative Leuchtkraft

Lg = Lint - Lnuc

kann vom Betrag her nicht gréfler als Ly, werden.
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Abbildung 3.1: Thermische Relaxation eines Nullalter-Hauptreihensterns
(SCVH) solarer Zusammensetung mit 0.5 M. Dargestellt ist die Reaktion auf
instantan eingeschaltete, symmetrische Bestrahlung als Funktion der Zeit ¢[yr]
fiir fi,y = 100 (durchgezogene Linie), fi, = 10 (gestrichelte Linie), fi,, = 1
(strichpunktierte Linie) und fi; = % (punktiert-strichpunktierte Linie) und
firr = 0 (punktierte Linie).

Als Maf fiir die Wirkung der Bestrahlung wird im Folgenden statt der bolo-
metrischen Reflexionsalbedo wy, der intrinsische Flufl Fi.; als Funktion des
dimensionslosen Bestrahlungsflusses

F
firr = Fler; (313)
betrachtet:
Fing O-T’iél%r — Firr T‘lﬁr
fint(firr) = = = — firr~ (314)

- 4 T g4
Feg ol T
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Fiir die Skalierung von Fj, und Fj¢ wurde Fog verwendet, da der momenta-
ne Fluf}, bzw. die Effektivtemperatur auf der unbestrahlten Seite meflbar ist,
im Gegensatz zum Flul F, des unbestrahlten Sterns im thermischen Gleichge-
wicht.

Fiir radiative Sterne ist fint(firr) = 1 fiir beliebige Bestrahlungsstéirken fi;. Dies
stellt gleichzeitig eine obere Grenze fiir fi,; dar. Eine Abschitzung fiir fi,, nach
unten folgt aus T, > Tog fiir T) < Tog:

. X r X . 1- firra falls firr < 1,
flnt(flrr) 2 fmt(flrr) — { 07 falls firr 2 1. (315)

fint = 1 — fir ist quivalent zu wpe > 0, da wpep sich durch Verkniipfung von
B1) und @314) als

Feff
Firr

Whol = (fint + firr - 1) (316)

schreiben 1a8t. Fiir reale Sternmodelle muf fin(firr) somit zwischen fim( firr)
und 1 liegen, und fiir verschwindende Bestrahlung gilt fiy(0) = 1. Diese Ab-
schitzung ist jedoch nicht strikt. Fiir nicht zu grofles Fi;,;, und Einstrahlung
in einem flachen Winkel kann bei konstant gehaltener Entropie in der adiaba-
tischen Konvektionszone, abhéingig von der Atmosphérenstruktur und speziell
der Opazitat, wy auch negativ werden. Der bestrahlte Stern ist in diesem Fall
kiihler als der unbestrahlte (VAZ und NORDLUND) |1985).

Es ist anschaulich klar, dafl ein Stern in einem Doppelsternsystem nicht symme-
trisch von seinem Begleiter bestrahlt wird, sondern nur auf der dem Begleiter
zugewandten Seite. Der Stern kann daher eine helle, heifle und eine dunkle, kiihle
Seite besitzen. Dies ist von Seiten der Beobachter seit Jahrzehnten bekannt, und
darum wird der Reflexionseffekt auch als asymmetrisches Bestrahlungsproblem
behandelt. Wie bereits in Abschnitt 2.1] diskutiert wurde, sind fiir Sterne, die
ihr ROCHE-Volumen zu einem grofien Teil ausfiillen, die Zeitskalen fiir die Zirku-
larisation der Bahnbewegung sowie fiir die Synchronisation der Eigenrotation
klein gegeniiber den typischen Entwicklungszeitskalen des Systems. Das bedeu-
tet, dafl diese Sterne ihrem Begleiter effektiv immer dieselbe Seite zuwenden.
Auf ihrer bestrahlten Seite wird, falls ihre Hiille konvektiv ist, ein bestimmter
Anteil des intrinsischen Flusses blockiert, wihrend sie iiber ihre unbestrahlte
Seite weiterhin ihre Energie effizient abstrahlen kénnen. Erste Rechnungen, die
die Wirkung asymmetrischer Bestrahlung durch eine zeitlich periodische, sym-
metrische Bestrahlung zu simulieren versuchten, zeigten, dafl das vereinfachte
Modell symmetrischer Bestrahlung die Wirkung der Bestrahlung deutlich iiber-
schéitzt und dafl eine physikalisch adédquatere Behandlung des Problems nétig
ist (HAMEURY et al., [1993).

Bei der Vernachlidssigung des lateralen Energietransports gilt die modifizier-
te STEPHAN-BOLTZMANN-Gleichung (3.12]) lokal fiir jedes Oberflachenelement,
und die intrinsische Leuchtkraft ergibt sich als Integral iiber die gesamte



82 3 Bestrahlte Sterne

Oberflache:

2w

Lint = / / Fine R%sin 9 do) dep. (3.17)
0 O

Die Berechnung von Lj, wird dadurch zuriickgefithrt auf die Kenntnis von

Ent (Rrr), bzw. fint(firr)-

Der Vorteil dieses Ansatzes besteht darin, daf§ die asymmetrische Bestrahlung
als Teil der Oberflichenrandbedingung behandelt wird, wihrend das Sternin-
nere selbst weiterhin durch ein 1D-hydrostatisches Modell beschrieben werden
kann. In diesem Fall werden die Sternaufbaugleichungen quasi ,auf der unbe-
strahlten Seite gelost®. Dies liefert die Effektivtemperatur Teg und die Gravita-
tionsbeschleunigung geg auf der unbestrahlten Seite. Die Berechnung von Fin¢
erfolgt hieraus folgendermafien: Sind T, und g einmal bekannt, so ergibt sich
durch Losen der Sternaufbaugleichungen in den &ufleren Schichten die Entro-
pie in der adiabatischen Konvektionszone, welche auf der bestrahlten und un-
bestrahlten Seite als identisch angenommen wird. Fiir verschiedene Werte von
Fiyr werden nun die Sternaufbaugleichungen auf der bestrahlten Seite gelost mit
@ als duflerer Randbedingung. Hieraus ergibt sich Fin(Fiyy), so dafl das Inte-
gral @ schliellich ausgewertet werden kann. Fiir die numerische Behandlung
asymmetrischer Bestrahlung in dieser Arbeit wurden die Bestrahlungstabellen
von HAMEURY und RITTER] (1997) verwendet, ergéinzt um neue Tabellen, die
freundlicherweise von J.-M. HAMEURY eigens fiir diese Arbeit erstellt wurden.
Diese Tabellen liefern fin¢(firr) fiir einen weiten Parameterbereich von Teg und
Jeft, sind jedoch formal nur fiir graue Atmosphéren und senkrechten Lichteinfall
giiltig.

Es ist klar, dafl die Annahme einer grauen Atmosphére fiir den bestrahlten Stern
und eines PLANCK-Spektrums fiir das duflere Strahlungsfeld nur eine sehr grobe
Naherung darstellt. Unterschiedliche Eigenschaften von optischem, ultraviolet-
tem und Rontgenlicht wie eine unterschiedliche Eindringtiefe werden hierbei
vollstandig ignoriert. Eine geringe Eindringtiefe hat zur Folge, dafl grofle Teile
des dufleren Strahlungsfeldes in den duflersten, optisch diinnen SchichtenEl der
Photosphiére absorbiert und reprozessiert werden, ohne dafl hierdurch die pho-
tosphérischen Randbedingungen merklich beeinflufit werden. Diese ,,Effizienz“
der Bestrahlung fiir eine nichtgraue Atmosphéire im Vergleich zu einer grauen
Atmosphére wird iiber einen freien Effizienzparameter cy,, beriicksichtigt. Fiir
einen dufleren Strahlungsstrom mit demselben Spektrum wie der bestrahlte
Stern selbst ist die Effizienz oy, per Definition exakt 1.

Die Bestrahlung erfolgt nicht notwendigerweise kontinuierlich, sondern kann auf
kurzen Zeitskalen fluktuieren. Da die Beziehung zwischen fi,; und f;;; nicht line-
ar ist, hingt die Wirkung der Bestrahlung nicht nur vom Mittelwert von fi.. ab,
sondern auch von der Amplitude und Periode der Fluktuationen. Dieser Effekt
wird durch einen weiteren Parameter ag modelliert, der fiir eine kontinuierliche

2 Optisch diinn“ bezieht sich hier auf die Durchlissigkeit fiir das vom Stern emittierte Strah-
lungsfeld. Fiir das auflere Strahlungsfeld kénnen dieselben Schichten optisch dick sein.
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Bestrahlung per Definition 1 ist. Fiir eine Punktquelle mit der Leuchtkraft L
im Abstand d ist der ,effektive* Bestrahlungsflufl daher durch

L

Err = gy

gegeben.

Modelle von nichtgrauen Atmosphiren mit Bestrahlung durch PLANCK-
Spektren (NORDLUND und VAZz, 1990, BRETT und SMITH] 1993) als auch reale
Sternspektren (NORDLUND und VAz, 1990, BARMAN und HAUSCHILDT, 2002,
BARMAN, [2002)) sind mittlerweile verfiighar. Diese Berechnungen sind jedoch
zu aufwendig, um hieraus Tabellen in der benétigten Form zu generieren. Aller-
dings ist es es sehr wohl moglich, einzelne Rechnungen fiir bestrahlte Atmosphé-
ren mit denen fiir graue Atmosphéren zu vergleichen, um zumindest Kenntnisse
iiber die Gréflenordnung des Effizienzparameters aj zu gewinnen.

Da der intrinsische Fluf} fi,s von der Eindringtiefe des dufleren Strahlungsfel-
des abhéngt, ist die Bestrahlung umso effektiver, je niedriger die Opazitéit und
somit die Metallizitéit der Atmosphiére ist. Fiir einen vorgegebenen dimensions-
losen Bestrahlungsflufl fi; ist der intrinsische Flufl fin¢ also umso kleiner, je
geringer die Metallizitdt ist. Abb. 3.2 zeigt fint als Funktion der Metallizitét
flir ein spezielles Doppelsternsystem. Die Resultate der grauen Approximati-
on (Kreuz) unterscheiden sich in diesem Fall nicht wesentlich von denen fiir
eine nichtgraue Atmosphére des bestrahlten Sterns, sowohl fiir ein eingestrahl-
tes PLANCK-Spektrum (Dreieck) als auch fiir ein reales Sternspektrum (Rau-
te). Dies liegt daran, dafl die Bestrahlungseffizienz i, nicht wesentlich von
1 verschieden ist, solange die Quelle hauptséichlich im Optischen strahlt. Die
erwiahnten Daten wurden aus NORDLUND und VAz| (1990) entnommen. Der
zum Vergleich aus den Tabellen von HAMEURY und RITTER (1997)) gewonnene
Datenpunkt (Stern) fiir solare Zusammensetzung ist hiermit im Wesentlichen
konsistent.

Des weiteren hiangt die Blockierung des intrinsischen Flusses von der Physik der
Konvektion, speziell der Mischungswegliange, ab. Abb. zeigt fint als Funkti-
on der Mischungsweglénge fiir eine nichtgraue Atmosphére sowohl fiir ein einge-
strahltes PLANCK- als auch ein reales Sternspektrum. Die Blockierung ist umso
effizienter, je grofler die Mischungswegliange ist, und verschwindet fiir eine Mi-
schungsweglidnge von 0, da in diesem Grenzfall der konvektive Energietransport
wegfillt und sich der Stern wie ein radiativer Stern verhalt.

Abb. schlieBlich zeigt fint als Funktion des Einfallswinkels ¢ fiir einen kon-
stanten dufleren Bestrahlungsflufl fi,, =~ 1.006. Hierbei sind die Datenreihen von
NORDLUND und VAZ (1990) tatséchlich fiir ein festes fi, fiir verschiedene Werte
von ¢ berechnet worden, wihrend die Bestrahlungstabellen von HAMEURY und
RITTER (1997)) formal nur fiir senkrechten Einfall giiltig sind, und die zugeho-
rige Datenreihe in Abb. daher einen streifenden Einfall iiber eine variable
Bestrahlungsstérke fi, cos® simuliert. Physikalisch macht es sehr wohl einen
Unterschied, ob die Atmosphére senkrecht mit fi. cosv oder unter einem Win-
kel ¥ mit fi,; bestrahlt wird, da bei streifendem Einfall die optische Wegléinge
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Abbildung 3.2: Der intrinsische Flufl fin; als Funktion der Metallizitat Z fiir
einen Stern mit Ty = 4500 K und logg = 4.5, dessen Atmosphéire mit
firr &= 1.006 in einem Einfallswinkel von 9 = 47.9° zur Oberflichennormalen,
d.h. effektiv mit fi; & 0.674 bestrahlt wird. Die Bestrahlung erfolgt durch einen
Begleitstern mit 75 = 6000K und einem relativen Radius von r = % = ﬁ
Dargestellt ist fiy fiir eine nichtgraue Atmosphére, die von einem realen Stern-
spektrum bestrahlt wird (Raute), eine nichtgraue Atmosphére, die von einem
PLANCK-Spektrum bestrahlt wird (Dreieck) und eine bestrahlte graue Atmo-
sphére (Kreuz). Die Daten wurden aus NORDLUND und VAZ (1990, Tabelle 1)
entnommen. Ein Vergleichswert (Stern) fiir bestrahlte graue Atmosphéren bei
senkrechtem Einfall fiir f;,; =~ 0.674 wurde den Bestrahlungstabellen von HA-

MEURY und RITTER (1997) entnommen.

zunimmt. Fiir eine planparallele Atmosphére ist das im Winkel 9 einfallende
duere Strahlungsfeld fi; in einer optischen Tiefe 7 ndmlich durch

firr(7,9) = fire(0,99) exp (— . ) (3.19)

cos v

gegeben, wobei die vom Einfallswinkel abhéngige Bestrahlungsstérke bei 7 =0
durch

firr(0,79) = firr (0,0) cos? (3.20)
gegeben ist (BRETT und SMITH, [1993).

Aus diesem Grund ware in Abb. cher eine mit dem Einfallswinkel wach-
sende Abweichung zwischen den Datenreihen von NORDLUND und Vaz/ (1990))
sowie HAMEURY und RITTER (1997)) zu erwarten. Die Daten zeigen jedoch eine
mit wachsendem Einfallswinkel abnehmende Abweichung, die daher vermutlich
zum grofiten Teil auf andere Ursachen wie unterschiedliche Opazitédten oder Zu-
standsgleichungen zuriickzufiihren ist. Ein weiterer Grund kénnte darin liegen,
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Abbildung 3.3: Der intrinsische Flufl fi; als Funktion der Mischungsweglinge
[ in Einheiten der Druckskalenhohe Hp. Die Daten wurden aus INORDLUND
und VAz| (1990, Tabelle 2) sowie den Bestrahlungstabellen von HAMEURY und
RITTER (1997) entnommen. Legende wie in Abb.
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Abbildung 3.4: Der intrinsische Flul fiyt als Funktion des Einfallswinkels 9.
Die Daten wurden aus NORDLUND und VAz| (1990, Tabelle 3) sowie sowie den

Bestrahlungstabellen von HAMEURY und RITTER| (1997)) entnommen. Legende
wie in Abb. B2
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daB[NORDLUND und VAZz[(1990) ein nichtgraues, HAMEURY und RITTER (1997)
jedoch ein graues Atmosphérenmodell fiir die dargestellten Daten verwendet ha-
ben. Bedauerlicherweise gibt es keine Rechnungen fiir graue Atmosphéren unter
verschiedenen Einfallswinkelrﬂ Dennoch scheint der Ansatz vertretbar, die Be-
strahlungstabellen von HAMEURY und RITTER (1997) auch fiir Einfallswinkel
¥ # 0 zu verwenden.

3.3 Bestrahlungsmodelle

3.3.1 Die effektiv blockierte Oberfliche

Mit Hilfe der Definition von fin aus (3.14]) 148t sich die intrinsische Leuchtkraft

als

27w

Lint = 0T, ﬁcRQ / /fmt firr (9, ¢)) sind dv de (3.21)
0

schreiben. Diese Darstellung ist jedoch unanschaulich. Stattdessen ist es vorteil-
hafter, die intrinsische Leuchtkraft als Funktion der Kenngrofien Ty und R auf
der unbestrahlten Seite sowie eines effektiv blockierten Oberflichenanteils s zu
schreiben:

Lint = 47(1 — s)o T R?. (3.22)

Offensichtlich gilt:

2r

— // — fint (firr (¥, )] sind dd dp. (3.23)

Der Stern verhalt sich also so, als wéire ein Anteil s seiner Oberfliche vollstandig
durch Bestrahlung blockiert, wihrend ein Anteil 1—s der Oberflache vollstandig
unbestrahlt wéire und einen Flufl Fi; = UT:H abstrahlte.

Es zeigt sich, dal Sterne mit konvektiven Hiillen selbst fiir grofle Bestrahlungs-
starken nicht radiativ werden, solange der Anteil der unbestrahlten Oberflache,
iiber den der Stern effizient seine Energie abstrahlen kann, nicht zu klein wird
(RITTER, 1994, RITTER et al., [1995] 2000).

Abb. zeigt die intrinsische Oberfldchenleuchtkraft, die nukleare Leuchtkraft,

den Radius sowie % = % als Maf3 fiir die thermische Relaxation fiir einen

Nullalter-Hauptreihensterns mit 0.5 Mg als Funktion der Zeit fiir instantan ein-
geschaltete, asymmetrische Bestrahlung. Der Grenzfall s — 1 entspricht star-
ker, symmetrischer Bestrahlung (vgl. Abb. . Fiir s < 1 ist die gravitative
Leuchtkraft anfénglich durch sLy,c. bzw. sL. gegeben, da der Stern iiber die

3Die diesbeziiglichen Daten bei [VAzZ und NORDLUND| (1985, Tabelle 5) sind nur fiir Sterne
mit Z = 1072 giiltig, auch wenn dies dort nicht explizit angegeben ist.
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Abbildung 3.5: Thermische Relaxation eines Nullalter-Hauptreihensterns
(SCVH) solarer Zusammensetung mit 0.5 M. Dargestellt ist die Reaktion auf
instantan eingeschaltete, asymmetrische Bestrahlung als Funktion der Zeit ¢[yr]
fiir einen effektiv blockierten Anteil der Oberfliche von s = 0.8 (durchgezogene
Linie), s = 0.5 (gestrichelte Linie), s = 0.3 (strichpunktierte Linie) und s = 0.1
(punktiert-strichpunktierte Linie) und s = 0 (punktierte Linie).

nichtblockierte Flache 1 — s weiterhin ungestort abstrahlen kann. Das bedeu-
tet, daBl nicht nur U, sondern auch die Zeitentwicklung des Radius anféinglich
proportional zu s ist:

(dlnR>th ~2 (3.24)

dt TKH

Diese Relation folgt direkt aus dem Bipolytropenmodell, auf das in Abschnitt
niher eingegangen werden soll.

Fiir die weitere Diskussion ist es nun notwendig, das zu verwendende Bestrah-
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lungsmodell genauer zu spezifizieren. Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Wirkung
von Bestrahlung und Massentransfer aufeinander in engen Doppelsternsystemen
zu untersuchen. Hierfiir wird angenommen, dafl die Bestrahlung durch freige-
setzte gravitative Energie bei der Akkretion der transferierten Materie auf einen
kompakten Begleitstern mit der Masse My erfolgt. Ist der Radius des Akkre-
tors Ry vernachléssigbar im Vergleich zu seinem kritischen RocHE-Radius, so
betragt die Akkretionsleuchtkraft ndherungsweise

T'My - I'My .

Laccr = 7Maccr = - M 5 3.25

wobei 1 den Anteil des gesamten Materiestroms angibt, der auf dem Begleiter ak-
kretiert wird. Da der grofite Teil der Akkretionsleuchtkraft in der unmittelbaren
Umgebung des Akkretors freigesetzt wird, wird die Strahlungsquelle im Folgen-
den als punktférmig behandelt. Der effektive Strahlungsstrom im Abstand d
betragt demnach

Firr — Laccr
4 — QdCirrCaccr B 4 0
ol B AdrdeoT g

firr = (326)

wobel aeer die Abweichung von der Isotropie des Strahlungsfeldes, aj,, die wel-
lenlangenabhéngige Effizienz, oy die Wirkung intermittierender Bestrahlung
und T,g die Effektivtemperatur auf der unbestrahlten Seite des Sterns ange-
ben. Befindet sich der Li-Punkt im Strahlungsfeld des akkretierenden Sterns,
so sind die Temperatur des Strahlungsstroms sowie die Druckskalenhéhe am
substellaren Punkt a priori unbekannt, und die optisch diinne Massentransfer-
formel kann nicht angewendet werden. Dies ist beispielsweise bei Polaren,
magnetischen CVs, der Fall und kann auch zu kurzzeitigen Oszillationen in der
Masseniiberstromrate fithren (KING| 1989). Daher wird des weiteren angenom-
men, daf} der Begleiter von einer Akkretionsscheibe umgeben ist, die den Lq-
Punkt beschattet. Der Materiestrom befindet sich somit nur im Strahlungsfeld
des masseverlierenden Sterns und wird nicht durch die Akkretionsleuchtkraft
des Begleiters aufgeheizt. Die thermische Zeitskala der Schichten oberhalb der
Photosphére ist so kurz, dafl fiir die optisch diinne Massentransferrate
der Materiestrom als isotherm mit Temperatur T.g angesehen werden kann.

Ferner wird angenommen, dafl der bestrahlte Stern sein kritisches ROCHE-
Volumen ausfiillt und in der ROCHE-Approximation als sphérisch behandelt
werden kann. Die Abweichung von der Sphérizitdt speziell in der Nidhe des
L1-Punktes kann aus zwei Griinden vernachlissigt werden: Zum einen wird
hierdurch die GroBe der bestrahlten Flache nicht wesentlich verdndert, da der
betroffene Bereich recht klein ist, zum anderen liegt der L;-Punkt selbst im
Schatten der Akkretionsscheibe. Die Dicke der Akkretionsscheibe wird im Fol-
genden vernachléissigt, so daf3 die Grofle der bestrahlten Oberfliche hierdurch
nicht beeinfluflt wird. Das duflere Strahlungsfeld Fi;, an der Oberfliche des Do-
nors ist daher rotationssymmetrisch um die Verbindungsachse der beiden Sterne.
Wihlt man ¢ = 0 entlang der Verbindungsachse, so werden alle Oberflichen-
elemente des Donors mit 0 < ¢ < Y. bestrahlt, wihrend die Gebiete mit
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Ymax < ¥ < 7 im Schatten liegen. Es gilt:

Ry
1
Fiir ¥ > Ypax ist fint konstant 1, und der Beitrag zum Oberflichenintegral ([3.23))
verschwindet. Hieraus folgt fiir den effektiv blockierten Oberflichenanteil:

(3.27)

oS Umax =

ﬁmax

§ = — / 1 — fint(firr ()] sin® d. (3.28)

Offensichtlich ist s durch die vorgegebene Bestrahlungsgeometrie nach oben
begrenzt. Aus finy > 0 ergibt sich der maximale Anteil der Oberfliche, die
durch Bestrahlung blockiert werden kann:

ﬁmax

sin?d¥ = = (1 — cosV¥max) =: Smax- (3.29)

N =

0

Offensichtlich ist spmax automatisch kleiner als % Fiir reale Systeme mit nicht

zu kleinen Massenverhéltnissen liegt spax im Bereich von 0.3 bis 0.4.

Beriicksichtigt man, dafl die Akkretionsscheibe eine endliche Dicke besitzt, so
verkleinert sich die bestrahlte Oberfliche und somit im Wesentlichen nur s ax.
Umgekehrt fiihrt die Beriicksichtigung eines gewissen lateralen Energieflusses zu
einer Ausdehnung der durch die Bestrahlung beeinfluften Oberfliche um einige
Prozent iiber den Terminator zu einer Vergréflerung von Spax. Eine Verdnderung
VON Smax Selbst um 10 —20 % aber dndert nichts Wesentliches an den Resultaten
in den folgenden Abschnitten.

3.3.2 Das ,Constant Flux* Modell

Das einfachste Modell zur Berechnung des effektiv blockierten Anteils s der
Oberflache als Funktion der Akkretionsleuchtkraft ist das sogenannte Constant
Flux Modell (RITTER et al., 1995, 2000). Hierbei wird angenommen, daf der
Bestrahlungsflufl Fi; auf der gesamten bestrahlten Seite konstant und bei einem
Bahnabstand A im Mittel durch

Lacer

Fy, = <Err> = adairraaccrﬁ (330)
gegeben istﬁ Am substellaren Punkt (¢ = 0) ist der Abstand zur Quelle geringer,
der Fluf} daher deutlich grofer:

Laccr

AR (3.31)

Err(o) X 0 gQirrQacer

“RITTER et al| (1995] 2000) benutzen fiir das Constant Fluz Modell Fi.x = 1 (Fi.) als Mit-
telwert fiir den bestrahlten Teil der Sternoberfliche.
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In der Néhe des Terminators ist der Bestrahlungsflu auf Grund des flachen
Einfalls dagegen deutlich kleiner als (Fj,;) und verschwindet fiir ¥ = ¥pax.

Hieraus folgt fiir den Anteil der effektiv blockierten Oberfliche aus (3.28]) und
der Definition von spax in (3.29)):

ﬁmax

s=3 / [1 = fint({firr))] 8In 0 dV = Smax [1 — fint ((firr))] - (3.32)

Der blockierte Anteil der Oberfliche ist also in erster Niherung durch den
Anteil der bestrahlten Oberfliche spax mal dem im Mittel blockierten Flufl
1— fint({firr)) gegeben. Dies ist auch der Grund, warum eine teilweise Abschat-
tung des Sterns durch den Rand der Akkretionsscheibe das Problem nicht fun-
damental d&ndert. Es wiirde lediglich s,a.x verkleinert.

3.3.3 Das ,,Point Source” Modell

Eine wesentlich bessere, wenn auch numerisch kompliziertere Approximation
ist durch das sogenannte Point Source Modell (KING et al. 1996, |[RITTER
et all 2000) gegeben, dessen Bestrahlungsgeometrie in Abb. schematisch
dargestellt ist. Fiir ein Oberflichenelement in einem Winkel 9 gegeniiber der
Verbindungsachse der beiden Sterne, von dem aus sich die Strahlungsquelle im
Abstand d vom Oberflichenelement in einem Winkel 3 gegeniiber der Ober-
flichennormalen befindet, ist der Bestrahlungsflufl senkrecht zur Oberfliche
durch

Fir (19) = adairraaccr@ cos 3 (333)

4md?

gegeben.

Abbildung 3.6: Das Point Source Modell

Es wird nun das Dreieck betrachtet, das durch die Quelle @, das Zentrum des
bestrahlten Sterns P und das Oberflichenelement £ mit den Winkeln ¢, ¥ und
~ gebildet wird. Fiir den Abstand d folgt aus dem Kosinussatz:

d?> = A% + R? — 2AR cos Y. (3.34)
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Aus

S—m—ny—1 (3.35)
folgt

sind = sin(¥ 4+ ) = sin¥ cosy + cos ¥ siny, (3.36)

und aus dem Sinussatz folgen zugleich

sind = % sin 7y (3.37)
und
siny A
sind  d’ (3.38)
Gleichsetzen von ([3.36]) und (3.37) sowie Auflésen nach cos~ liefert:
(R siny (R A
cosy = (A — cos 19) i (A — COS’19> 7 (3.39)

Fiir den Einfallswinkel § gilt somit unter Anwendung der Definition von 9¥y,x
aus ([3.27):

A
cos 3 = cos(m — ) = —cosy = (cos ) — cos ﬁmax)g- (3.40)

Durch Einsetzen von (3.34) und (3.40)) in (3.33]) ergibt sich schlieBlich:

Laccr

Err <19) = O gQirr Qacer m

h(9) = (Firr) h(1) (3.41)
mit
cos ¥ — cos Ymax

h(¥) = . (3.42)
(1 — 2 cos ¥ cos Umax + €052 Umax)

Nlw

Der Anteil der blockierten Oberfliche s wird hieraus durch explizite Ausfithrung
des Integrals (3.28) bestimmt.

3.4 Massentransferzyklen

Im Unterschied zu Sternflecken kann Bestrahlung aufler der Blockierung eines
Teils des intrinsischen Flusses noch einen weiteren Effekt bewirken: Aufheizung
der bestrahlten Atmosphire. Dies duflert sich in einem Anstieg der Effektiv-
temperatur auf der bestrahlten Seite und damit einer Vergréflerung der Druck-
skalenhohe. Die Idee, dafl durch Bestrahlung die Massenverlustrate auf kurzen
Zeitskalen von Stunden oder Tagen vergrofiert wird, was zu beobachtbaren Kurz-
zeitvariationen in den Lichtkurven beispielsweise von Kataklysmischen Vern-
derlichen fithren kann, liegt nahe. Tatsichlich kann allein durch Ausdehnung
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der bestrahlten Atmosphére sowie der darunterliegenden Schichten der Sternra-
dius formal um etliche Skalenhthen anwachsen, auf der bestrahlten Seite allein,
wohlgemerkt (BARMAN, 2002). Inwieweit der Radius des gesamten Sterns bei
Beriicksichtigung des Druckausgleichs mit der unbestrahlten Seite, bzw. der Ab-
schattung durch den dufleren Rand der Akkretionsscheibe tatséchlich anwéchst,
sei einmal dahingestellt. Tatséchlich ist umstritten, ob die Beobachtungsdaten
beispielsweise einen verstéirkten Masseniiberstrom infolge von Zwergnovaausbrii-
chen belegen oder nicht (OSAKI und MEYER, 2003). In jedem Fall handelt es
sich hierbei um Kurzzeitvariationen, die nicht Gegenstand dieser Arbeit sind.

Oszillationen oder Zyklen in der Massentransferrate auf Zeitskalen von der
Groflenordnung der thermischen Zeitskala des bestrahlten Sterns wurden zum
ersten Mal von |PODSIADLOWSKI (1991)) fiir massearme Rontgendoppelsterne
unter symmetrischer Bestrahlung diskutiert. Ein im Zusammenhang mit Mas-
sentransferzyklen zitierter Artikel von [WuU et al. (1995) begriindet weder die
darin verwendeten Differentialgleichungen, noch ist dieser Ansatz je weiterver-
folgt worden. Der erste Versuch, das Auftreten von Massentransferzyklen auf
der thermischen Zeitskala zu modellieren, geht auf RITTER et al. (1995) zu-
riick. Das Prinzip dahinter ist recht einfach. Sobald der Stern einmal seinen
RocHE-Radius erreicht, startet der Massentransfer. Damit startet eine positive
Riickkopplung, die in Abb. schematisch dargestellt wird: Eine Erhchung
der Massentransferrate M fiihrt zu einer Erhohung der Akkretionsrate Maccr,
welche wiederum zu einer erhohten Akkretionsleuchtkraft L. fithrt. Dadurch
vergroflert sich der Strahlungsflufl £, an der Oberfliche des masseverlierenden
Sterns, wodurch ein immer gréflerer Teil der intrinsischen Leuchtkraft Lyt an
der Abstrahlung gehindert wird. Der Stern versucht, sich den geédnderten Ver-
héltnissen anzupassen und expandiert dabei auf der thermischen Zeitskala, um
sein neues, von der momentanen Bestrahlungsstiarke abhéngiges, thermisches
Gleichgewicht zu erreichen. Der wachsende Radius R wiederum erhoht die Mas-
sentransferrate M.

. vergrofert . vergrofert
M Macer Lacer
vergrofert T l vergrofert
. vergréBert verkleinert
R L int F1irr

Abbildung 3.7: Schematische Darstellung der Bestrahlungsriickkopplung beim
Einschalten des Massentransfers.

Jedoch funktioniert diese Riickkopplung nicht beliebig lange. Spétestens, wenn
der maximale Anteil sy, der Oberfliche durch Bestrahlung blockiert ist, be-
wirkt eine weitere Erhohung der Massentransferrate keine weitere Verringerung
der intrinsischen Leuchtkraft. Die Massentransferrate wird dann nur noch von
der thermischen Relaxation bestimmt. Um die erhohte Massentransferrate auf-
recht zu erhalten, mufl der Radius entsprechend weiterwachsen. Dieser jedoch
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wiirde spétestens bei Erreichen des neuen thermischen Gleichgewichts saturie-
ren, welches bei vorgegebener Bestrahlungsstirke durch L, = 0 definiert ist. Bei
Erreichen des thermischen Gleichgewichts schlieflich wiirde der Massentransfer
nur noch durch nukleare Entwicklung und Drehimpulsverluste angetrieben, so
dal die Massentransferrate schon vorher abnehmen und ihrem sékularen Wert
zustreben mus.

Spétestens dann wird die Bestrahlungsriickkopplung negativ, wie in Abb. [3.§]
schematisch dargestellt wird. Die fallende Massentransferrate M verringert die
Akkretionsrate Myeer, diese die Akkretionsleuchtkraft Lacer und jene wiederum
den Bestrahlungsflufl Fi;;. Sobald die Massentransferrate und damit Fj.. unter
einen kritischen Wert gefallen ist, erhoht sich die intrinsische Leuchtkraft Liy,
da ein immer kleinerer Teil des intrinsischen Flusses durch das schwécher wer-
dende duflere Strahlungsfeld blockiert wird. Als Resultat strahlt der Stern mehr
Energie ab und beginnt, infolge der thermischen Relaxation auf der thermischen
Zeitskala zu schrumpfen. Dadurch verringert sich die Massentransferrate weiter,
bis schlieilich der Masseniiberstrom versiegt und aus dem halbgetrennten Dop-
pelsternsystem ein getrenntes geworden ist. Durch nukleare Entwicklung und
Drehimpulsverluste erreicht der Stern irgendwann wieder seinen ROCHE-Radius,
und ein neuer Massentransferzyklus beginnt.

. verkleinert . verkleinert
M > M, accr » L accr
verkleinert T lverkleinert
: verkleinert vergroflert
R < L int Err

Abbildung 3.8: Schematische Darstellung der Bestrahlungsriickkopplung beim
Ausschalten des Massentransfers.

Um die Langzeitentwicklung halbgetrennter Doppelsternsysteme und das Auf-
treten von Massentransferzyklen auf der thermischen Zeitskala numerisch ver-
folgen zu konnen, ist die Bestrahlungsriickkopplung physikalisch zu modellieren.
Hierfiir sind erforderlich:

e Die Massentransferrate M als Funktion des Abstandes von Stern- und
RocHE-Radius: Modelle fiir die optisch diinne und die optisch dicke Mas-
sentransferrate wurden in den Abschnitten und diskutiert und
fiihrten auf die Massentransferformeln (2.41) und (2.57). Im Folgenden
wird fiir die Diskussion der Bestrahlungsriickkopplung immer die verein-
fachte optisch diinne Massentransferformel

(3.43)

M = Ny exp (R - RR)

Hp

aus (2.42)) verwendet, die Schluffolgerungen sind jedoch iibertragbar auf
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beliebige Massentransferformeln mit einer charakteristischen Skalenhthe

. -1
1 dM

H=|——7— . .44

(18" <n o

Die Akkretionsrate Maccr als Funktion der Massentransferrate: Die ge-
naue Physik des Akkretionsvorgangs zu modellieren liegt jenseits der Ziel-
setzung dieser Arbeit. Stattdessen wird die Akkretionsrate durch den in
definierten freien Parameter n bestimmt:

Maccr = - <77> M (345)

Hierbei bezeichnet (n) den mittleren Wert von n tiber lange Zeitskalen.
Weile Zwerge in Kataklysmischen Verdnderlichen kénnen beispielsweise
auf kurzen Zeitskalen die gesamte transferierte Masse akkretieren (n =
1), wihrend sie auf langen Zeitskalen jedoch infolge von Novaexplosionen
wieder Masse verlieren kénnen ((n) < 1).

Die Akkretionsleuchtkraft L, ... als Funktion der momentanen Akkretions-
rate —nM: Hierfiir wird, wie in Abschnitt bereits diskutiert, ange-
nommen, dafl L., durch die bei der Akkretion freigesetzte gravitative

Bindungsenergie ([3.25)) gegeben ist:

nM. (3.46)

Ob die akkretierte Materie im Laufe der Zeit dem akkretierenden Stern
wieder verloren geht, ist fiir die Bestimmung der momentaten Akkreti-
onsleuchtkraft irrelevant. Deshalb geht an dieser Stelle n und nicht (n)
ein. Der Beitrag des nuklearen Brennens der akkretierten Materie etwa
bei Novaausbriichen wird vernachlissigt, da es sich hierbei um kurzfri-
stige Ereignisse handelt, die in relativ groflen Zeitabsténden stattfinden
und somit den thermischen Zustand des masseverlierenden Sterns kaum
beeinflussen.

Der Bestrahlungsflul Fi,, an der Oberfliche des masseverlierenden Sterns
als Funktion der Akkretionsleuchtkraft: Das Problem der Bestrahlungs-
geometrie wurde in den Abschnitten [3.3.2] und [3.3.3] diskutiert und fiihrt
auf die Gleichungen und . Fiir das Constant Fluz Modell gilt

Laccr

<Err> = OgQirrOacer

und fiir das Point Source Modell

Lacer
Err(ﬁ) = adairraaccrmh(ﬁ) = <Err> h(ﬁ) (348)
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e Die intrinsische Leuchtkraft L, als Funktion des Bestrahlungsflusses: Die
Ermittlung dieser Grofle besteht im Wesentlichen aus der Berechnung des
intrinsischen Flusses Fi,; als Funktion von Fj,. Die hierfiir n6tigen Werte
werden aus den Tabellen von [HAMEURY und RITTER| (1997) interpoliert.
Lip ergibt sich hieraus durch Integration iiber die gesamte Oberfléche,
bzw. iiber die modifizierte STEPHAN-BOLTZMANN-Gleichung iiber
den effektiv blockierten Anteil s der Oberfléche:

Ling = 47(1 — 8)o Tz R?, (3.49)

wobei s selbst durch die Gleichungen (3.28) bzw. (3.32) gegeben ist. Fiir
das Constant Flur Modell gilt

Fiy
S = Smax [1 — <Fegt>} (3.50)
und fiir das Point Source Modell
L T R (9)
_ = _ Zlint .
5=3 / [1 For } sin ¥ dd. (3.51)

e Der Radius bzw. die zeitliche Anderung des Radius als Funktion der intrin-
sischen Leuchtkraft: Dies ist der numerisch langwierigste und aufwendig-
ste Teil der Berechnung, da der Sternradius durch die Losung der Sternauf-
baugleichungen (A.2), (A.3), (A.4) und fiir ein eindimensionales,
sphérisches Sternmodell berechnet wird. Eine detailierte Beschreibung des
verwendeten Sternentwicklungsprogramms findet sich in Anhang

Damit sind die Voraussetzungen zur numerischen Behandlung der Bestrahlungs-
riickkopplung fiir volle Sternmodelle gegeben. Fast sédmtliche fritheren Berech-
nungen beruhten auf der Verwendung von Bipolytropen-Modellen (RITTER
et al.l 1995, McCoRrMICK und FRANK, 1998, [RITTER et al.l 2000). Meist wur-
den diese Rechnungen mit dem in Abschnitt bereits erwdhnten Ein-Zonen-
Modell fiir den Energietransport in der {iberadiabatischen Konvektionszone
durchgefiihrt, einige wenige Rechnungen von HAMEURY und RITTER| (1997)
jedoch auch mit vollen Sternmodellen und Bestrahlungstabellen .

3.5 Lineare Stabilitdtsanalyse

3.5.1 Die thermische Relaxation

Bei der Stabilitdtsanalyse fiir den Massentransfer in Abschnitt wurde ex-
plizit angenommen, dafl die thermische Relaxation (%) o, Pzw. Tgn konstant
ist. Dies kann bei Beriicksichtigung der Bestrahlungsriickkopplung offensicht-
lich nicht mehr angenommen werden, da diese gerade auf der Verénderung der
thermischen Relaxation durch Bestrahlung basiert. Fiir eine erweiterte Stabi-

litdtsanalyse unter Einschlufl der Bestrahlungsriickkopplung ist also zusétzlich
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zur Differentialgleichung fiir die zeitliche Entwicklung von AR = R—Rp
ein Modell fiir die thermische Relaxation und damit eine zweite Differentialglei-
chung erforderlich. Die folgende Stabilitétsdiskussion findet sich in dquivalenter
Form, wenn auch in weniger anschaulichen Gréfien, bei |KING et al.| (1996).

Definiert man als thermische RelaxationP]

K- <dR> _ R (3.52)

% th B Tth
so 148t sich die erste Differentialgleichung (2.133)) als
d M R
—AR=((s—C(p)R— + K+ — 3.53
GAR= (G~ CRRy + K+ (3.53)

schreiben. Eine analytische Formel fiir die thermische Relaxation anzugeben, ist
im Allgemeinen nicht moglich. Daher ist es notig, fiir die Behandlung der Be-
strahlungsriickkopplung die Sternaufbaugleichungen numerisch zu l6sen. Jedoch
ist es zumindest im Rahmen eines bipolytropen Modells moglich, eine Formel
fiir K anzugeben (RITTER et al,, [1995). Ohne weiter auf die genaue Form der
thermischen Relaxation einzugehen, ist klar, dafl der Radius R gleich dem ther-
mischen Gleichgewichtsradius bei vorgegebener Bestrahlung R, ist, falls sich
der Stern im thermischen Gleichgewicht befindet, und daf§ die thermische Rela-
xation in der Regel umso stérker sein wird, je grofler der Unterschied zwischen
momentanem Radius und Gleichgewichtsradius ist. R selbst ist von der Be-
strahlung und damit von M, bzw. AR abhéngig. Daher bietet es sich an, statt-
dessen den Gleichgewichtsradius des unbestrahlten Sterns R, als Referenzradius
zu betrachten. Es leuchtet ein, dafl in einem stationdren Zustand des Systems
sowohl die Massentransferrate als auch die thermische Relaxation stationér sein
miissen und deshalb sowohl AR als auch

AR.:=R—R.=(R— Ry)+ (Rs — R.) (3.54)

als konstant angenommen werden koénnen. Fiir die Stabilitdtsanalyse wird des-
halb zusétzlich zu %AR wie in Abschnitt noch %ARE betrachtet.

Die zeitliche Entwicklung von R, ist iiber den in Abschnitt diskutierten
Masse-Radius-Exponenten des thermischen Gleichgewichts

Ce = (dln Re) (3.55)
X

dln M

definiert. Unter Beriicksichtigung der nuklearen Entwicklung gilt:
allnRe:< dlnM+(dlnRe> .
nuc

dt °dt dt (3.56)

Die Differenz zwischen der Zeitentwicklung des Sternradius ([2.127) und der des
Gleichgewichtsradius ([3.56) fithrt auf

d M dR dR dR,
g = (R = ReGe)gp + <dt>th ¥ <dt>m - < i >m‘ (3:57)

JKING et al.| (1996) definieren K als (d{;R)Zhl-
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Unter der Annahme, dafl der Stern nur geringfiigig aus dem thermischen Gleich-
gewicht ausgelenkt ist und somit

R~ R, (3.58)

dR dR,
=) =~ 3.59
().~ (). o

gilt, geht (3.57) iiber in

%ARB = (G~ GRS + . (3.60)
Diese Annahme ist nicht unbedingt notwendig, vereinfacht jedoch die folgenden
Gleichungen und fiithrt dazu, daf sich das Endergebnis in einer prignanteren
und anschaulicheren Form schreiben lift. Sie ist automatisch erfiillt, wenn das
System im stationéren Zustand nur schwach bestrahlt wird. Es wird sich heraus-
stellen, daf} dies fiir Kataklysmische Verdnderliche in der Regel der Fall ist, fiir
Massearme Rontgendoppelsterne jedoch nicht unbedingt. Wird die Annahme

sowie

nicht gemacht, so ist im Folgenden (. durch %Ce zu ersetzen, und (%)nuc und
(dﬁe)nuC heben sich nicht weg. Der Einflufl dieser Terme auf die im Folgenden

diskutierten Ableitungen ist vernachléssighar, solange Tk < 7Ta7 und % <1
erfiillt sind. Daher soll fiir die folgende Diskussion (3.60)) statt (3.57) verwendet

werden.

(3.60)) ist die zweite fiir die Stabilitdtsanalyse notige Differentialgleichung, wel-
che die thermische Reaktion des Systems auf Massenverlust beschreibt. ((3.53))
und (3.60)) bilden ein System zweier gewohnlicher Differentialgleichungen erster
Ordnung;:

d( AR\ _ [ (G-CRRYE+K+L) (AR)
dt<ARe>_< RS = F( \p ) @61

Die Stationaritdtsbedingung bzw. Fixpunktgleichung lautet:

d AR AR 0

ﬁ(AR)_F(ARe)_(O). (3.62)
Die erste Zeile dieses Gleichungssystems ist identisch zur Stationaritétsbedin-
gung ([2.61]) fiir das eindimensionale System.

Nach dem Satz von HARTMANN-GROBMANN ist ein Fixpunkt eines Vektorfeldes
F stabil, falls alle Eigenwerte von DF' einen negativen Realteil besitzen, und
instabil, falls auch nur einer einen positiven Realteil besitzt. Nimmt man an, daf

die nukleare Entwicklung (dER)nuC und die systematischen Drehimpulsverluste
(dlczj )Sys weder von AR, noch von AR, abhéngen, so gilt:
R M, 0K 0K
pp— | &7 Waartase asn ) (3.63)
(Cs —Ce) 707 T 9AR  DAR.



98 3 Bestrahlte Sterne

wobei M die stationiire Massentransferrate bezeichnet. Strenggenommen hiingt
die Drehimpulsverlustrate zwar vom Radius ab, und auch die nukleare Entwick-
lung wird durch den thermischen Aufbau des Sterns und somit AR, beeinflufit.
Jedoch sind diese Effekte klein, so daf} sie hier vernachlissigt werden.

3.5.2 Die Stabilitatskriterien

Die Eigenwerte von DF sind durch die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms

x(A\) = X2 — ASp (DF) + det(DF) (3.64)

gegeben und lauten

Ao = % Sp (DF) + \/ i Sp2(DF) — det(DF). (3.65)

Damit beide Eigenwerte einen negativen Realteil haben, muf} als notwendiges
Kriterium bereits
RM 0K 0K

+ = <0 (3.66)

Sp(DF) = (s — CR)BTPM + OAR | OAR

erfiillt sein. Umgekehrt ist die stationére Losung in jedem Fall instabil, falls
Sp (DF) positiv ist. Die physikalische Bedeutung dieser drei Terme ist nun
die folgende: Der erste Term reflektiert die adiabatische Reaktion des Systems
auf Massenverlust. Fiir ein dynamisch stabiles System gilt (s — (g > 0, so
daf} der erste Term immer negativ ist und zur Stabilisierung in beitrégt.
Der dritte Term % gibt an, wie sich die thermische Relaxation mit dem
Abstand von R und R, verhilt. Ein negativer Wert bedeutet eine negative
Riickkopplung zwischen R — R, und K: Je gréfler R im Vergleich zu seinem
Gleichgewichtsradius ist, desto stdrker ist die thermische Relaxation, die den
Sternradius zu verkleinern sucht; je kleiner R ist, desto stérker ist die thermische
Relaxation, die den Sternradius zu vergdflern sucht. Daher ist

oK

N (3.67)

eine sinnvolle Annahme fiir die thermische Relaxation, so dafl auch dieser Term
zur Stabilisierung von beitrigt. Das notwendige Kriterium fiir Stabili-
tdt kann daher nur verletzt sein, falls der zweite Term 88A7KR positiv und vom
Betrag grofler ist als die anderen beiden Terme zusammen. Doch was ist die

physikalische Bedeutung dieses Terms?

oK -
0AR
bedeutet, daf} die Riickkopplung zwischen der thermischen Relaxation und dem

Abstand zwischen R und Rp und somit der Massentransferrate positiv ist. Je
groBer R im Vergleich zu Rp ist, desto grofler ist die thermische Relaxation, die

0 (3.68)
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den Sternradius zu vergroflern sucht; je kleiner R im Vergleich zu Rp ist, desto
grofler ist die thermische Relaxation, die den Sternradius zu verkleinern sucht.
Genau diese Art der Riickkopplung wird durch Bestrahlung bewirkt, und die
Frage ist nun, ob diese Riickkopplung stark genug sein kann, um die stationére
Losung zu destabilisieren.

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Stabilitdt des Fixpunkts ist, dafl der Real-
teil des zweiten Terms in ([3.65) vom Betrag kleiner ist als der (negative) erste
Term:

1

: (3.69)

Re <\/i Sp?(DF) — det(DF))

so dafl beide Eigenwerte A1 2 einen negativen Realteil haben. DF ist eine reelle
Matrix, die obige Wurzel ist somit entweder reell oder rein imaginér. Ist die
Wurzel rein imaginér, so ist der Realteil Null und (3.69|) automatisch erfiillt.

Dann mufl der Term unter der Wurzel also negativ sein, und es gilt:
1
det(DF) > 4 Sp2(DF) > 0. (3.70)

Ist die Wurzel reell, der Term unter der Wurzel also positiv, so ist (3.69)) dqui-
valent zu

1 1
‘\/4 Sp?(DF) — det(DF)| < )2 Sp(DF)|, (3.71)
und dies wiederum ist dquivalent zu
det(DF) > 0. (3.72)
Die Determinante von DF' 148t sich mit (3.63)) explizit auswerten:
R M 0K
DF)=((—C(r)——— 77 .
det(DF) = (¢, CR)HP N OAR, (3.73)

ai—lf{e und M sind immer negativ, so dal (|3.72)) schliefSlich dquivalent ist zu

Ce —Cr > 0. (3.74)

Das hinreichende Kriterum ([3.74) fiir die Stabilitdt des Fixpunkts ist also
identisch mit dem Kriterium fiir thermische Stabilitit gegen Massenverlust

EIm).

Setzt man die beiden Gleichungen der Stationaritidtsbedingung (3.62)) gleich, so
ergibt sich fiir die stationdre Massentransferrate:

M 1 11

M~ T G—C(rTa
Dies ist genau die stationdre Massentransferrate fiir thermisch stabile Systeme
(2.147)). Hieraus ergibt sich eine bemerkenswerte Implikation: Fiir thermisch

(3.75)
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instabile Systeme ((, < (r) kann nur erfiillt sein, wenn die Antriebszeit-
skala 74 negativ ist, wenn also der Radius durch nukleare Entwicklung und Dreh-
impulsverluste schneller schrumpft (langsamer wiichst) als der ROCHE-Radius.
Daf} in diesem Fall der Massentransfer nicht stabil sein kann, ist anschaulich
klar. Mathematisch bedeutet es, da das hinreichende Kriterium (¢, > (g)
nicht erfiillt, det (D F') somit negativ, der Term unter der Wurzel in ([3.65)) posi-
tiv und die Wurzel vom Betrag grofler ist als % Sp (DF). Ein Eigenwert ist also
positiv, der andere negativ und die stationédre Losung von ist ein instabi-
ler hyperbolischer Fixpunkt, unabhéngig davon, ob das notwendige Kriterium
(Sp (DF) < 0) erfiillt ist.

Fiir thermisch instabile Systeme (. < () mit 74 > 0 kann es wegen
dagegen nicht nur keine stabile stationdre Losung geben, sondern es kann nicht
einmal eine instabile stationdre Losung existieren. Dies steht in scheinbarem
Widerspruch zur Aussage in Abschnitt daB fiir (s > (g und 7 > 0 die
stationdre Massentransferrate stabil ist (unabhéngig von (.). Diese ist nach

(2.135) durch

M 1 ; 1 (K )
—— =T = Ty = — + 3.76
M- T G=GkT G- \R (370)
gegeben. Storungen werden auf der Zeitskala
Hp
Toer = chll (3.77)

nivelliert. Andert sich die thermische Relaxation K auf einer Zeitskala 7 > Tper,
so wird sich die Massentransferrate in guter Naherung auf einstellen. Die-
se ,stationére” Massentransferrate ist zwar im eindimensionalen System
bei als konstant angenommener thermischer Relaxation K stationér, jedoch je-
doch nicht im zweidimensionalen System bei als variabel angenommener
thermischer Relaxation K, da sich K auf einer Zeitskala 7 > 7,¢; &ndert. Wiirde
man zusétzlich beriicksichtigen, daf3 auch (s, (. und (g sich im Laufe der Ent-
wicklung dndern, so kénnte auch das zweidimensionale System formal
keine stationédre Losung besitzen. Es ist alles nur eine Frage der involvierten
Zeitskalen.

Das zweidimensionale System kann also nur angewendet werden, wenn
die Zeitskala, auf der sich K &ndert, also 7xp, klein ist gegeniiber der Zeitskala,
auf der sich die Systemparameter &ndern, also 7). Dies ist beispielsweise nicht
der Fall fiir Massentransfer auf der thermischen Zeitskala. Daher werden im Fol-
genden nur adiabatisch und thermisch stabile Systeme mit positiver Antriebs-
zeitskala 74 betrachtet werden. Nur diese Systeme kénnen bei Beriicksichtigung
einer variablen thermischen Relaxation K eine stabile stationédre Massentrans-
ferrate besitzen und bei geeigneter Bestrahlungsriickkopplung aaA—KR eventuell
Massentransferzyklen auf thermischer Zeitskala durchlaufen.

Setzt man (3.75)) in eine der beiden Stationaritdtsgleichungen ([3.62) ein, so
ergibt sich ein expliziter Ausdruck fiir die thermische Relaxation im Fixpunkt:

K ]. :CS_Cel_CS_ge

R mn C—CrTa  Tum

_ (3.78)
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Die Zeitskala der stationdren thermischen Relaxation 7y}, ist also proportional
zur Antriebszeitskala 74. Es bedeutet auch, dafl K positiv ist, falls (s grofler als
e ist, wenn also der Stern durch die adiabatische Reaktion schneller schrumpft
(langsamer wichst) als sein Gleichgewichtsradius. Und sie ist negativ, falls (s
kleiner ist als (., wenn also der Stern durch die adiabatische Reaktion langsa-
mer schrumpft (schneller wichst) als der Gleichgewichtsradius. Auch die An-
triebszeitskala 7/ inklusive der thermischen Relaxation &8t sich nun explizit
angeben:

1 1 1 CS_CRL

— - 4 . 3.79

T Tth T4 G —CR T4 (8.79)
Zusammengefafit ergeben sich also die folgenden drei Relationen

™ = (C—Cr)Tas (3.80a)

™ = (¢ —Cr)TY, (3.80b)

™ = (Cs - Ce)Tth (380C)

zwischen der Zeitskala des stationidren Massentransfers 737 und 74, Té sowie
Tth-

Das notwendige Kriterium fiir Stabilitét (3.66[) 148t sich mit
M

™ = — = (3.81)
M

umschreiben zu

Hp[é?K 0K ]

G —CR> R ™ |5 R T 9AR.

N (3.82)

Dies entspricht dem Kriterium fiir adiabatische Stabilitét gegen Massen-
verlust unter Einbeziehung der thermischen Relaxation. Ist erfiillt, so ist
das System unter Einbeziehung der (variablen) thermischen Relaxation am Fix-
punkt, das heifit quasi ,lokal“ adiabatisch stabil gegen Massenverlust. Es gibt
nun zwei mogliche Fille, in denen eine stationidre Massentransferrate existieren
kann:

e Sp(DF) < 0 und (. — (g > 0: Sowohl das notwendige als auch hinrei-
chende Kriterium sind erfiillt. In diesem Fall sind die Realteile beider
Eigenwerte negativ und die stationire Losung ist stabil, sogar ein Attrak-
tor. Das System ist sowohl adiabatisch als auch thermisch stabil gegen
Massenverlust und die Massentransferrate ist durch gegeben.

e Sp(DF') > 0und (. — (g > 0: Das notwendige Kriterium ist nicht erfiillt,
das hinreichende aber schon. det(DF') ist positiv und der zweite Term von
entweder rein imaginér oder zumindest vom Betrag kleiner als der
erste Term. Beide Eigenwerte sind also positiv und die stationdre Losung
von ist ein instabiler Fixpunkt, sogar ein Repulsor. Das System ist
thermisch stabil und ,lokal“ adiabatisch instabil. Wie sich Lésungen von
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(3.61)) global verhalten, hangt nun jedoch von der thermischen Relaxation
ab. Ist (s—(r < 0, so lauft das System in den dynamischen Massentransfer.
Gilt jedoch am Fixpunkt

Hp_ { 0K 0K

R’ ™ |9AR T 8ARJ G0, (353

so wird sich der Massenverlust bei einer geniigend hohen Massentransfer-
rate bzw. 7p; — 0 schliefllich stabilisieren, und es kénnen Massentransfer-
zyklen auftreten. Dieser Fall erfordert jedoch eine genauere Analyse.

Es gibt nun verschiedene Moglichkeiten dafiir, wie die Dynamik in der Umge-
bung des Fixpunkts aussieht in Abhéngigkeit von Sp (DF') und det (DF):

e Sp (DF) < —2y/det (DF): Es gilt Sp? (DF) > 4det (DF) und die Ei-
genwerte \j 2 von DF aus sind rein reell und negativ. Alle Losungen
in der Umgebung des Fixpunktes laufen direkt und ohne Uberschwinger
auf den Fixpunkt zu.

e —2,/det (DF) < Sp (DF) < 0: Es gilt Sp?(DF) < 4det(DF) und
die Wurzel in ist rein imaginér. Die Eigenwerte sind daher von der
Form A2 = —A +iw fiir A\, w > 0. Alle Lésungen in der Umgebung des
Fixpunkts laufen spiralférmig auf den Fixpunkt zu, die Massentransferrate
weist deshalb geddmpfte Schwingungen auf.

e Sp (DF) = 0: Die Eigenwerte \; 2 = +iw sind rein imaginér. Das Sy-
stem erleidet eine HOPF-Bifurkation, bei der der fiir Sp (DF') < 0 stabile
Fixpunkt instabil wird und ein stabiler Grenzzyklus fiir Sp (DF) > 0
entsteht. Dies 148t sich allerdings ohne Kenntnis von K (AR, AR,) nicht
mathematisch beweisen. Unter Beriicksichtigung nicht nur der linearen
Terme, sondern auch der quadratischen Terme von F' lafit sich Rahmen
der Normalformentheorie (GUCKENHEIMER und HOLMES, 1983, Theo-
rem 3.4.2 und GIl. 3.4.11) dieser Beweis fithren. Nach einer geeigneten
Koordinatentransformation

0 \/det(DF)

WY (Go—Co) i 2+ 25 AR (3.84)
v ) 1 N AR |

(Gt ofs B

gilt fiir einen Koeffizienten a gewisser quadratischer Terme in der TAYLOR-
Entwicklung von F': Falls a nicht Null ist, dann durchlauft F' an der Stelle
Sp (DF) = 0 eine Hopr-Bifurkation, bei der ein Grenzzyklus entsteht.
Der Grenzzyklus ist stabil fiir a < 0 und instabil fiir ¢ > 0. Der Koeffi-
zient a setzt sich zusammen aus Kombinationen der zweiten und dritten
gemischten partiellen Ableitungen von F' und ist daher im generischen
Fall nicht Null. Fiir einen exakten Beweis ist jedoch die Kenntnis von K
sowie M und deren zweiten und dritten Ableitungen nétig.

e 0 < Sp (DF) < 2y/det (DF): Es gilt Sp? (DF) < 4det (DF) und die
Wurzel in (3.65]) ist rein imagindr. Die Eigenwerte sind daher von der
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Form Ay = A+ iw fir A\, w > 0. Alle Lésungen in der Umgebung des
Fixpunkts laufen spiralférmig vom Fixpunkt weg, die Massentransferrate
weist deshalb Schwingungen mit wachsender Amplitude auf.

e 2,/det (DF) < Sp (DF): Es gilt Sp? (DF) > 4det (DF) und die Ei-
genwerte von DF sind rein reell und positiv. Alle Lésungen in der
Umgebung des Fixpunktes laufen direkt und ohne Uberschwinger vom
Fixpunkt weg.

3.5.3 Die Bestrahlungsriickkopplung

Das Modell der Bestrahlungsriickkopplung beruht darauf, daff der Stern aus
dem thermischen Gleichgewicht gebracht wird, indem ein gewisser Anteil s
seiner Oberfliche effektiv durch Bestrahlung blockiert wird. Die intrinsische
Leuchtkraft héngt fiir eine fest vorgegebene thermische Struktur des Sterns
(bzw. eine fest vorgegebene Entropie in der adabatischen Konvektionszone) um-
kehrbar eindeutig nur von der Bestrahlungsstéirke, bzw. der Massentransferrate,
bzw. AR ab. Die zugehorigen mathematischen Zusammenh#nge sind in den
vorangegangenen Abschnitten diskutiert worden.

% 148t sich allgemein auch als

oK ([ dK [ dK dLint (3.85)
OAR \dAR AR. - \dLin AR. dAR ) 5 R. '
schreiben. Liys selbst hingt nicht direkt von AR ab, sondern nur iiber s. Denn

die GroBen R und T aus (3.22) hingen nicht von der momentanen Massen-
transferrate ab. Daher gilt:

0K ([ dK d Ling ds dM (3.86)
OAR  \dLini ) ap, \ ds ) gy, dM dAR ‘

Aus der Massentransferformel ([3.43)) ergibt sich:

dM M

dAR  Hp
Fiir den effektiv blockierten Anteil s der Oberfliche folgt aus (3.28)) fiir das
Point Source Modell

(3.87)

9 max

ds N 1 / dfint dfirr dLaccr

dT\Zf N _5 B dfirr dLaccr dM

sin ¥ dv (3.88)

und aus (3.32) fur das Constant Flux Modell
ds dfint dfirr dLaccr

—— = —Smax —. 3.89
dM dfirr dLaccr dM ( )
Fiir den Bestrahlungsflufl ergibt sich
d irr irr
fir _ ] (3.90)

dLaccr Laccr
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aus (3.47), bzw. (3.48) und fiir die Akkretionsleuchtkraft

dLaccr — dLaccr dMaccr Laccr
dM dMeey dM M

aus (3.45)) und (3.46[). Definiert man

(3.91)

Sam a2 s 0, (3.92)
dM  dIn(—M)

so ergibt sich aus (3.88]), (3.90) und (3.91)

ﬂmax

1 dfint .
s%s =-3 / T firr sin ) dv (3.93)

0

fiir das Point Source Modell. si, 148t sich als Funktion von (fi;) ausdriicken,
welches tiber (3.41]) definiert ist:

Err
Fi9) = (i) 109) = 4200 (399)
Es gilt ndmlich:
1 19mxd
S;S (<firr>) = _5 / d?lrrl: <firr> h(’ﬂ) sin 9 d9. (395)

0

Analog hierzu ergibt sich aus (3.89)), (3.90) und (3.91)

1 ! d in
Scf((firr>) - Scf(firr) = _Smaxdl};irf irr (3-96)

fiir das Constant Fluz Modell, fiir das per Definition

firr = <firr> (397)
gilt.
Fiir die intrinsische Leuchtkraft folgt aus ([3.22)):

dLin 4
( t) — —4rR*TY = —L. (3.98)
ds RT.q

L ist hierbei die Leuchtkraft, die der Stern hétte, wenn die Bestrahlung instan-
tan vollsténdig abgeschaltet wiirde. Dies ist nicht notwendigerweise die Leucht-
kraft L., die er im thermischen Gleichgewicht ohne Bestrahlung hétte, da der
Radius im stationdren Zustand vom Gleichgewichtsradius deutlich verschieden
sein kann.
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Somit 148t sich die partielle Ableitung der thermischen Relaxation nach AR

ausfiithren, und Einsetzen von (3.87)), (3.92) und (3.98) in (3.86] fiihrt auf

OAR ~  Hp

wobei s’ durch das geeignete Modell aus (3.95)) oder (3.96]) zu ersetzen ist. An
dieser Stelle fehlt noch ein Modell fiir die Ableitung von K nach Lj,, welches
in Abschnitt B.5.4] entwickelt werden soll.

Zunichst soll jedoch s fiir das Constant Fluz Modell diskutiert werden. s.; gibt
an, wie sich der blockierte Anteil der Oberfliche mit der Bestrahlungsstérke,
genauer gesagt mit der Massentransferrate, dndert. Aus 148t sich leicht
ersehen, daf} séf nicht negativ werden kann, da fi,; eine in fi,; monoton fallende
Funktion und %2t daher nicht positiv ist. Offensichtlich gilt

dfirr
5¢¢(0) =0
und
; lir_}noo see( firr) = 0, (3.100)

da fiir geniigend grofie Bestrahlungsstiirke s saturieren muf}, und s’ somit gegen
0 geht. Abb. zeigt s’ fiir unentwickelte Hauptreihensterne unterschiedlicher
Masse.

Ein von KING et al.| (1995, [1997)) verwendetes Modell fiir s ist von der Form
Sk = Smax tanh (k fir) (3.101)
mit einem freien Parameter k von der Grofle 1. Abb. zeigt

/ kfirr

S .- S 3.102
%k = ° cosh? (k firr) ( )

fir k =1 und k = % sowie die numerisch aus den Tabellen von (HAMEURY
und RITTER, 1997)) ermittelten Werte von s, fiir drei verschiedene Sternmo-
delle: einen unentwickelten Hauptreihenstern, einen Riesen in der Phase des
Wasserstoff-Schalenbrennens und einen stark entwickelten Stern, bei dem es sich
um den Kern eines entwickelten, urspriinglich deutlich massereicheren Hauptrei-
hensterns handelt, der in einer Phase thermischen Massentransfers seine Hiille
verloren hat.

Es stellt sich heraus, da8 fiir viele Sternmodelle das Maximum von s.; bei etwa
firr &= 3 liegt und das simple Modell mit Werten von k ~ 0.2 — 0.3 eine
erstaunlich gute Approximation liefert, zumindest fiir Sterne mit ausgedehn-
ten iiberadiabatischen Konvektionszonen. Fiir massearme Hauptreihensterne
mit einer vernachléssigbaren iiberadiabatischen Konvektionszone liegt das Maxi-
mum von s.; dagegen bei deutlich geringeren Bestrahlungsstérken von ungefihr
fir = 1. Eine brauchbare Approximation liefert das simple Modell in
diesem Fall fiir k£ ~ 1.
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Abbildung 3.9: s.¢( fir) fiir das Constant Fluxz Modell gemé&f fiir Nullalter-
Hauptreihensterne mit 0.3 Mg (durchgezogene Linie), 0.5 Mg, (gestrichelte Li-
nie), 0.7 Mg (strichpunktierte Linie) und 0.9 Mg (punktiert-strichpunktierte
Linie). smax wurde auf 0.35 gesetzt.

Fiir das Point Source Modell (3.95)) ist zu erwarten, daf§ 81)5 breiter und flacher
ist als s/; fur das gleiche Sternmodell. Der Grund liegt darin, daf fiir ein fe-
stes (firr) die Umgebung des substellaren PunktsEl bei ¥ = 0 starker bestrahlt
wird als im Constant Fluxr Modell, die Gebiete in der Nihe des Terminators je-
doch schwicher. Dadurch saturiert s erst bei grofleren Bestrahlungsstéirken und
Si,s ist gegeniiber dem Constant Flux Modell verbreitert. Abb. zeigt s’ps
fiir die gleichen unentwickelten Hauptreihensterne wie Abb. und Abb.
zeigt spg fiir die gleichen Sternmodelle wie Abb. Wie zu erwarten war,
sind die Maxima von s, etwas kleiner als die Maxima von s, der Unterschied
betrdagt etwa ein Drittel. Auflerdem sind die Maxima zu geringfiigig grofleren
Bestrahlungsstiarken verschoben. Am bemerkenswertesten ist jedoch, daf sgs
bei hohen Bestrahlungsstérken wesentlich langsamer abfillt als s.;. Der Grund
liegt natiirlich darin, dal beim Constant Flux Modell die gesamte dem Beglei-
ter zugewandte Seite mit demselben Flufl bestrahlt wird, so daf} fiir geniigend
starke Bestrahlung schliefflich der intrinsische Flufl vollstéindig blockiert wird,
wihrend es beim Point Source Modell auch fiir sehr grofies (fi;y) noch nur gering
bestrahlte Fldchenelemente in der Nédhe des Terminators gibt.

5Der substellare Punkt selbst wird von der Akkretionsscheibe beschattet. Aus Griinden der
Einfachheit wird hier jedoch die Hohe der Akkretionsscheibe als vernachlissigbar angenom-
men. Durch die Beriicksichtigung einer endlichen Hohe der Akkretionsscheibe verkleinert
sich der maximale Oberflichenanteil smax, der durch Bestrahlung blockiert werden kann,
und auch der Verlauf von s, kann sich geringfiigig éndern. Auf die analytischen Betrach-
tungen hat dies keinen wesentlichen Einfluf}, solange der grofite Teil der dem Begleiter
zugewandten Oberfliche ungehindert bestrahlt wird.
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Abbildung 3.10: s/( firr) fiir das Constant Fluz Modell gemé8 fiir einen
Nullalter-Hauptreihenstern mit 0.5 Mg (durchgezogene Linie), den Uberrest
(M = 05 Mg, R = 0.73 Ry, X, = 0.05) eines thermischen Zeitskalen-
Massentransfers von einem entwickelten Hauptreihenstern von urspriinglich
1.6 Mg (gestrichelte Linie), einen Riesen mit 0.8 My und R = 35 R (strich-
punktierte Linie), sowie s fiir £ = 1 (punktiert-strichpunktierte Linie) und
k = 0.25 (punktierte Linie). spmax wurde auf 0.35 gesetzt.

0.20

0.15

w 0.10

0.05

7/

T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T
/ 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1

000b==——"r" "1 L] L
0.01 0.10 1.00 10.00

Abbildung 3.11: s/ ((fir)) fiir das Point Source Modell gemiB (3.95)) fiir
Nullalter-Hauptreihensterne. Legende wie in Abb.
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Abbildung 3.12: s/ ((fir)) fiir das Point Source Modell gemdB (3.95)) fiir
verschiedene Sternmodelle sowie zum Vergleich s) fiir & = 1 (punktiert-
strichpunktierte Linie) und & = 0.25 (punktierte Linie). Legende wie in

Abb. 310
3.5.4 Die thermische Relaxation fiir Bipolytrope

Im Bipolytropenmodell 148t sich die thermische Relaxation explizit angeben
(KoLB und RITTER, [1992). Der Kern des Sterns wird hierbei als Polytrope mit
dem Polytropenindex n; sowie der nuklearen Leuchtkraft L; und die Hiille als
Polytrope mit Polytropenindex % sowie der nuklearen Leuchtkraft Lo behandelt.
L; bezeichnet die Leuchtkraft am Ubergang zwischen Kern und Hiille, und Q
gibt das Verhéltnis von Kernradius zum Gesamtradius an:

OH Lipt—L;—L Of Ling—L1—L
<dlnR> R —ant o 2 50 t fl 2 ( . )
2 OH H of ’ ’
dt th I'M 20 + 090

Die Groflen H, Hy und f sind Funktionen von ) und ny. Die einzige Grofle,
die von der momentanen Leuchtkraft an der Oberfliche abhéngt, ist Ly selbst.
Daher gilt:

d K 0 (dinR R
R “ar\Ta ). T T 3.104
(dLint R>AR6 OLing < dt >th I‘MQ}—(Q’nl) ( )
mit
%~ 843
F(Qm) = 2203 5.105)
aQ T QaQ

Ist M. die Masse der konvektiven Hiille, so ist F von der Gréfenordnung

M
Mee

fzg (3.106)
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und nimmt fiir Q = 0, entsprechend einer Polytrope vom Index 2, den Wert
% an (KING et all 1996, RITTER et al., 2000). Eingesetzt in |) ergibt sich

numn:
OK _ L (dK oL d K\,
OAR ~  Hp \dLi)sp,~  Hp \dLw R/’

. (3.107)
_r LR? o 47TO'T:LHR4 g
HpI'M?2 HpI'M?2
Die momentane intrinsische Leuchtkraft des Sterns ist hierbei durch
Lint = 470(1 — 8)R*Tiy = (1 — s)L (3.108)

und die intrinsische Leuchtkraft des Sterns im thermischen Gleichgewicht bei
vorgegebener Bestrahlung durch

Ls = 4no(1 — s)R2T? (3.109)

gegeben.

Im stationdren Zustand des Systems befindet sich der Stern in guter Ndherung
im thermischen Gleichgewicht, so dal R =~ R; und Teg =~ T erfiillt sind. Defi-
niert man die KELVIN-HELMHOLTZ-Zeitskala des bestrahlten Sterns als

M2
R.L,

TKH,s = (3.110)

und die entsprechende Zeitskala der konvektiven Hiille als

TKH 3 M,
Tees 1= TS ~ MCGTKH,S, (3.111)

so 1aBt sich (3.107]) prignant in der folgenden Form schreiben:

OK R, s 1
aAR_le—STce7s.

(3.112)

Hieraus lassen sich schon einige wichtige Erkenntnisse iiber das Auftreten von

Massentransferzyklen gewinnen. Zum einen ist % nicht negativ und umso
grofler, je kleiner % und 7ee s sind. Je kleiner die charakteristische Skalenhéhe
ist, desto stérker wiichst die Massentransferrate und somit auch die Bestrahlung
als Reaktion auf eine Vergroflerung des Radius. Je kleiner 7., desto schneller
relaxiert der Stern thermisch, und umso schneller pait er seinen Radius dem
neuen Gleichgewichtszustand an. s’ schlie8lich gibt an, wie stark Liy, bzw. der
Gleichgewichtszustand des Stern auf eine Anderung in der Massentransferrate
reagiert. Da es sich hierbei um die Stabilitéitsanalyse fiir einen Fixpunkt handelt,

zahlt nur der Wert von s’ am Fixpunkt selbst, das heifit fiir die stationire
Massentransferrate M.
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Die obige Rechnung wurde in &hnlicher Form bereits von RITTER et al. (1995))
fiir das in Abschnitt vorgestellte Ein-Zonen-Modell fiir fin(firr) durchge-
fithrt, und von RITTER et al. (1996) auf eine allgemeine Funktion fiir fin( firr)
und auf das Point Source Modell erweitert]

Alternativ 1a8t sich auch durch die thermischen Gleichgewichtswerte des
unbestrahlten Sterns ausdriicken. Hierbei wird angenommen, dafl die Effektiv-
temperatur nur geringfiigig von der Bestrahlung abhéingt (T, ~ Tj). Tatséchlich
sind die Anderungen in 7T} als Funktion von s vernachliissighar gegeniiber jenen
in R (vgl. Diskussion auf Seite. Mit der KELVIN-HELMHOLTZ-Zeitskala des
unbestrahlten Sterns

= _ e (3.113)

TKH = TKH,e = R.L. .

und der zugehorigen Zeitskala der konvektiven Hiille
T

Tece = Tce,e = % (3114)
148t sich (3.107)) auch in der Form

0K Ry s (Ry\*

L R (3.115)

OAR HpTee \ Re

schreiben. Dies entspricht (bis auf den einheitenbedingten Vorfaktor) dem Re-
sultat fiir p, aus KING et al. (1996} Gl. 58).

3.56.5 Das Homologiemodell

Fiir den Abschluf} der Stabilitdtsanalyse fehlt noch ein Ausdruck fiir ai—lée, um
die Ungleichung explizit auswerten zu kénnen. Anlehnend an das obige
Bipolytropenmodell wird nun

% = f/$(l/int - Lnuc) (3116)
mit einem Parameter ' von der Groflenordnung 1 angesetzt. Dieser Ansatz
ist vergleichbar mit demjenigen fiir K in |KING et al.| (1995, |1996, [1997). Er ist
identisch zu , falls Ly = L; gilt oder der Stern fiir Q = 0 vollkonvektiv
ist, und fiihrt formal auf den gleichen Term fiir ;A—KR. Im stationéren
Zustand des Systems sind L; = L; oder = 0 in guter Naherung erfiillt, so
dal F = F' gilt.

Die nukleare Leuchtkraft L,,. hingt von der thermischen Struktur des Sterns,
d.h. T(M,), p(M,) ab, sie mufl daher bei der thermischen Relaxation bertick-
sichtigt werden. Fiir Sterne mit zentralem Wasserstoffbrennen stellt

Enue ~ pT™" (3.117)

"In der Terminologie dieser und der meisten darauf folgenden Versffentlichungen jener Au-

toren entspricht fi,r der Variablen z, fint(firr) der Funktion G(z) und ZJ;’:: der Funktion
—g(z).
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eine gute Nédherung fiir die nukleare Energieerzeugung dar. Bei massearmen
Sternen (M < 1Mg), welche ihre Energie im Wesentlichen iiber die Proton-
Proton-Kette erzeugen, ist n ~ 5 — 6. Mit (3.117)) 148t sich aus den Sternauf-

baugleichungen (A.2]), (A.3) und (A.4) eine Homologierelation der Form

—(n+3) —(n+3) —(n+3)
Lnuc = Le E = Le & ﬂ
Re Re Rs

(3.118)

herleiten (STEHLE et all [1996). Diese Relation kann mit n = —3 formal auf
Riesen mit Wasserstoffschalenbrennen erweitert werden, da fiir diese Sterne die
nukleare Energieerzeugung im Wesentlichen nur von der Kernmasse, nicht je-
doch vom Aufbau der Hiille bzw. dem Sternradius abhéngt, und somit konstant
ist.

Durch Einsetzen von (3.108) und (3.109) in (3.116) 148t sich die thermische
Relaxation als

B K B F i ) R —(n+1)
K= RR = T2 (471'0(1 S)R* T — Le R (Re> (3.119)

schreiben. Der Gleichgewichtsradius R, hingt weder von s, bzw. AR, noch von
der thermischen Relaxation, bzw. AR, ab. Daher gilt:

aiR}; =0 (3.120)
und

OR 0

AR~ 3AR (Re + AR.) = 1. (3.121)

Wie im vorangegangenen Abschnitt soll nun angenommen werden, dafl die Ef-
fektivtemperatur auf der unbestrahlten Seite auch bei einer Modulation der
Bestrahlung im Wesentlichen unveréndert bleibt (T, ~ Ts ~ Teg) und Teg we-
der von AR noch von AR, abhiingig ist.

Nach diesen Vorarbeiten 148t sich die partielle Ableitung von K explizit ausfiih-
ren:

—(n+2)
oK _ _ f2 (16m(1 — 5)R¥T% + (n +1)LcR, <R> ) . (3.122)

OAR,  T'M R.

Dieses Resultat 14t sich nun auf verschiedene Weise ausdriicken. Zum einen
durch die thermischen Gleichgewichtswerte bei vorgegebener Bestrahlung; unter
Verwendung von (|3.118]) ergibt sich ndmlich

0K RsL R\?® (Tg\* R\ ~(+2)
DN ~F e (4 <Rs) <Ts) +(n+1) (Rs> , (3.123)
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welches mit (3.111), R ~ Rs und Tog ~ T auf

0K n+95
= — 124
0AR, Tce,s (3 )

fiihrt. Zum anderen 148t sich (3.122f) durch die thermischen Gleichgewichtswerte
des unbestrahlten Sterns ausdriicken:

0K  _R.L. R\? (T
0AR, TP (4(1_5) (R) <T>

+ (n+1) <I§e>_(n+2)>

welches mit (3.114)) und T.g =~ T, auf

fiihrt. In diesem Fall ist eine weitere Vereinfachung nicht méglich, da im Allge-
meinen R; und R, bei Bestrahlung merklich verschieden sind. entspricht
dem Resultat fiir p, aus KING et al. (1996, Gl. 43). Der Unterschied liegt im
Wesentlichen darin, daf§ die genannten Autoren die Ableitung von % bilden,
wéhrend in dieser Arbeit die Ableitung von K verwendet wird. Dies fithrt auf
unterschiedliche Vorfaktoren fiir die obigen Potenzen von %Z: dund n+ 2 in
(KING et all (1996, Gl. 43) gegeniiber 4 und n + 1 in dieser Arbeit. Wesentli-
che Auswirkungen hat dies nicht. Ursache ist der approximative Ubergang von
linearen zu logarithmischen Zeitableitungen in (KING et al., 1996, Gl. 2), auf
welchen in der vorliegenden Arbeit verzichtet wird.

(3.125)

Damit Massentransferzyklen auftreten kénnen, muf3 das notwendige Kriterium

fiir Stabilitét (3.66]) verletzt sein. Durch Einsetzen von (3.112)) und (3.124)) ergibt

sich also folgende Bedingung fiir das Entstehen von Massentransferzyklen:

R s R (Cs - CR) F
—_— > . 12
Hp (1 — 8)Tce,s ” Hp 1y * TKH, s (n+5) (8.127)

Auflésen nach s’ und die Verwendung von (3.111]) sowie der stationiren Mas-
sentransferrate (3.80b]) liefert schliefllich eine finale Bedingung fiir s':

dIn(1 — ! H
B Il( .S) 8 > Tce,s + P

= n+5). 3.128
din(-M) 1-s = 7 Rs( ) (3.128)

Alternativ 148t sich das Kriterium fiir das Auftreten der Instabilitdt durch die
thermischen Gleichgewichtswerte des unbestrahlten Sterns ausdriicken; durch
Einsetzen von (3.115) und (3.126) in (3.66) und Auflésen nach s’ ergibt sich

analog:
3 —(n+2)
’ Tce Hp R R
— 4(1 — — D= . 3.129
> T o () +een(F) ] o
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s’ am Fixpunkt muf} also gréfier sein als das Verhiltnis der Zeitskala der konvek-
tiven Hiille 7. und der Antriebszeitskala TC/Z inklusive der thermischen Relaxati-
on plus einem Zusatzterm von der Grofle einiger Skalenhéhen %, der von [ KING
et al. (1996) vernachléssigt wird. Auch wenn eine deutlich kompaktere
Schreibweise aufweist als die dquivalente Formulierung , so sind sie im
Grunde fiir die praktische Anwendung gleich gut geeignet. Der a priori unbe-
kannte Verlauf von Rs(s) ist in lediglich in der bestrahlungsabhéngigen

Zeitskala der konvektiven Hiille 7. s versteckt.

3.6 Diskussion der Bestrahlungsinstabilitat

3.6.1 Das Verhaltnis der Zeitskalen

Anschaulich bedeutet das Resultat des vorangegangenen Abschnitts, dafl die
Blockierung des intrinsischen Flusses (s’) bei Erhohung der Massentransferrate
schneller ansteigen muf, als die konvektive Hiille (7) thermisch auf den Massen-
verlust (7)) reagieren kann. Systeme sind demnach a priori umso empfindlicher
gegeniiber Massentransferzyklen, je kleiner die Zeitskala der konvektiven Hiil-
le 7. des masseverlierenden Sterns und je grofler die Antriebszeitskala 7; des
Systems ist. Fiir Hauptreihensterne ist 7., um so kleiner, je grofler ihre Mas-
se ist, da der Massenanteil der konvektiven Hiille mit steigender Gesamtmasse
schrumpft und 7., ungefdhr proportional zum Verhéltnis von M und M ist:
TKH Mo

Te=F T M
Hiernach sollten Hauptreihensterne mit diinnen &ufleren Konvektionszonen
(M ~ 1My) die groBite Suszeptibilitit aufweisen. Gleichzeitig steigt die Emp-
findlichkeit fiir die Bestrahlungsinstabilitit mit wachsender Antriebszeitskala
74 ~ 7. Das bedeutet, dafl Systeme, deren Entwicklung auf der groftmogli-
chen Zeitskala angetrieben wird, ndmlich auf der Zeitskala fiir Drehimpulsver-
luste durch Gravitationswellen, tendenziell die grofite Suszeptibilitéit aufweisen.
Allerdings gibt es kaum Systeme, abgesehen vielleicht von massearmen CVs
in und unterhalb der Periodenliicke, deren Entwicklung nur oder vorwiegend
durch Gravitationswellenverluste angetrieben wird. Fiir massereichere Systeme
wird nach allgemeiner Auffassung die magnetische Bremsung wichtig, die die
gravitative Bremsung um ein bis zwei Gréflenordnungen iibertreffen kann, ab-
héngig vom verwendeten Bremsgesetz. Fiir eine hohe Bremsrate, wie sie durch
die Formel von VERBUNT und ZWAAN gegeben ist, werden beispielswei-
se CVs mit unentwickelten Hauptreihensternen praktisch unempfindlich gegen
Bestrahlung aufler fiir die massereichsten Systeme, da 74 zu klein wird im Ver-
gleich zu 7¢e (RITTER et all [1995] 1996, 2000)). Fiir Systeme mit Riesen dagegen
ist auf Grund ihres groflen Bahnabstandes und ihrer relativ kurzen nuklearen
Zeitskala magnetische Bremsung vermutlich ineffektiv, und 7 ist klein gegen-
iiber 74 &~ Thue. Dies macht diese Systeme a priori empfindlicher gegeniiber
der Bestrahlungsinstabilitéit als Systeme mit Hauptreihensternen und starker
magnetischer Bremsung (KING et al., [1997)).

TKH- (3.130)
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Aus ([3.45)), (3.46)) und (3.47) ergibt sich der effektive Bestrahlungsflufl als Funk-
tion der stationdren Massentransferrate M1 zu

M, M,

Ry 4mA?

<Firr> = —QqUirrOaccer] (3'131)

Durch Ersetzen von M durch 7, mittels (3.80b)), von A durch den
RocHE-Radius  Rp; mittels 1|2.11: und nach Definition des totalen
Effizienzparameters

Q= O gQiprQacer (3.132)
ergibt sich hieraus:

an My TMs ff1(q)

F.) = 3.133

(Fi) G—Cr T) R 47rR%71 ( )
bzw.

1 _ A7 Ry R?

1 _&—¢r TR (B (3.134)

Tq am FM1M2JCR,1(Q)
Die Zeitskala der konvektiven Hiille ist in (3.114]) durch

TKH FM12
= = 3.135
= "F T FRy.L (3.135)

definiert. In Verbindung mit (3.134]) ergibt sich hieraus unter Benutzung von
(3.109) das Verhéltnis der beiden Zeitskalen:

Tee _ G —Cr 4R2RRy (Fin)
T anF fR (@R oT¢

(3.136)

F 148t sich durch (3.106]) abschitzen, und mit der Niherung fiir den ROCHE-
Radius von PACZYNSKI ([2.12a]) sowie Ry ~ Rp 1 und T, = Tog 148t sich (3.136))
explizit als Funktion der dimensionslosen Bestrahlungsstérke (fi,;) angeben:

2 1 Mee o
1 303 =
v (1+4q)3q M, R

- ANG
ce~3<3> Cs —CR (Fur) . (3.137)

Th T T\ 8
In der bisherigen Betrachtung wurden allerdings einige wesentliche Punkte
nicht angesprochen: die Bedeutung des zweiten Terms im Instabilitdtskriterium
, der von der Groflenordnung einiger Skalenhohen ist, die Unsicherheit
in der Kenntnis der tatséchlichen magnetischen Bremsrate sowie die Lage des
Fixpunkts. Gibt es tatsichlich Systeme, fiir die s’ am Fixpunkt geniigend grof3
ist, um die Bestrahlungsinstabilitit auszulosen, und wenn ja, welche sind es?

Der zweite Term in (3.129)) ist von der Grolenordnung einiger Skalenhéhen. Von
einigen Autoren (RITTER et al., [1995] |1996, 2000)) wird er komplett ignoriert,
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von anderen wird er zwar prinzipiell beriicksichtigt, aber fiir das Endresultat
vernachléssigt (KING et al. [1996| 1997). Dies ist jedoch nur moglich, solange

re | Hp

3.138
Td R ( )

gilt. Sobald entweder 7 klein wird (wie fiir massereichere Hauptreihensterne)
oder H—ﬁ grof} wird (wie fiir ausgedehnte Riesen), muf} dieser Term beriicksich-
tigt werden. Er fiihrt dazu, dal der Bereich, in dem die Instabilitdtsbedingung
(13.128)]) erfiillt ist, beschrénkt ist. Fiir das Auftreten der Bestrahlungsinstabilitat

muf} ndmlich notwendigerweise

/
— 1
>0 (3.139)

erfiillt sein mit

5= [4(1 —5) (ZZ)g +(n+1) <gz>_(n+2)] ~n+5. (3.140)

s’ ist nach oben durch die maximal bestrahlte Oberfliche syax ~ 0.35 begrenzt,
in Wirklichkeit ist das Maximum jedoch deutlich kleiner bei etwa 0.08 — 0.15,
abhéngig vom Bestrahlungsmodell (vgl. Abb. - [3.12)). Da fiir (fix) — 0
und (fin) — oo auch s’ verschwindet (vgl. Abschnitt [3.5.3), kann nur
in einem Intervall [ fir) i s (firr) max €rfillt sein. Nur in diesem Bereich, der
im Folgenden als (potentielle) ,Insel der Instabilitidt* bezeichnet wird, kénnen
iiberhaupt Massentransferzyklen auftreten. Es ist anschaulich klar, daf}, je gro-
Ber dieses Invervall ist, desto grofier die Chance ist, dafl ein real existierendes
Doppelsternsystem innerhalb dieser ,, Insel der Instabilitat“ liegt und tatséchlich
derartige Massentransferzyklen durchlauft.

Die Grofe des Intervalls hingt zum einen von der genauen Form von s, also
dem jeweiligen Sternmodell, und zum anderen von der Gréfle von ¢ ab. Fiir
Riesen, fiir die man formal n ~ —3 setzen kann, liegt § im Bereich von 2, fiir
massearme Hauptreihensterne mit n ~ 5—6 im Bereich von 10. Mit wachsender
Bestrahlung und somit zunehmendem s und R variiert § leicht, allerdings ist
dieser Effekt nicht sehr grof. Die Abhéngigkeit von s bzw. (fiy) wird in der
folgenden Diskussion vernachléssigt, insbesondere da die genaue Gréfle von 6,
welche auf stark vereinfachenden Homologieannahmen basiert, nicht bekannt
ist. Aulerdem ist der Faktor F, der in 7 eingeht, fiir unentwickelte Sterne
nur bis auf einen Faktor 2 genau bekannt (RITTER et al |2000), fiir entwickelte
Sterne kann die Abweichung gréfier sein.

3.6.2 Kataklysmische Verdnderliche

Fiir das Auftreten von Massentransferzyklen mufl das Verhéltnis von 7. und
7}, klein genug sein. Fiir iibliche Systemparameter folgt aus (3.137)), daf8 hierfiir
im Allgemeinen % moglichst klein sein mufl. Dies ist beispielsweise der Fall
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fir Kataklysmische Verénderliche, Systeme aus einem akkretierenden Weiflen
Zwerg und einem masseverlierenden Hauptreihenstern oder Riesen.

Abb. und zeigen sowohl die rechte als auch die linke Seite von Unglei-
chung (3.128)), némlich s’ und

Hp Tce
=0—+ — 3.141
fiir ein CV-System aus einem unentwickelten Hauptreihenstern mit 0.5 Mg und
einem Weilen Zwerg fiir verschiedene, in Tabelle [3.1] aufgelistete Parameterkom-
binationen. Beide Abbildungen zeigen s’ sowohl fiir das Constant Fluz Modell
(durchgezogene Linie) als auch fiir das Point Source Modell (gestrichelte Li-

nie).

’ Modell-Nr. ‘ Mwp /M ‘ q ‘ (n) ‘ v ‘ CR ‘ « ‘
1 0.8 201 ]-1]-035/03
2 1.2 2| 1 |-]-080]03
3 0.8 210 |q|-089]03
4 0.8 210 |q|-089]01
5 0.8 210 |q|-089|10

Tabelle 3.1: Systemparameter der in Abb. und dargestellten Systeme
beim Einsetzen des Massentransfers.

In Abb. Wird f fiir die Modelle 1 — 3 dargestellt. Modell 1 (strichpunktierte

Linie) und Modell 2 (punktiert-strichpunktierte Linie) entsprechen konservati-

vem Massentransfer ((n) = 1), Modell 3 (punktierte Linie) extrem nichtkon-

servativem Massentransfer ((n) = 0). Eine Variation des Massenverhéltnisses ¢

(Modell 1 versus 2) wirkt sich im Wesentlichen nur iiber den Radius des Wei-
Ry

Ben Zwergs Ro und somit iiber das Verhéltnis der Radien " auf f aus, da fiir

iibliche Systemparameter (s —(r und (1 —i—q)%q% von der Groflenordnung 1 sind.
Der Radius des Weilen Zwergs wird hierbei iiber die Naherungsformel

1
2 2 5
mwm%10@y3<%>ﬂ
Ry = — 3.142
? Rg [ Mcn Mcn ( )

von NAUENBERG| (1972) mit einer CHANDRASEKHAR-Masse von Mcy =
1.44 Mg, ermittelt. AuBlerdem ist fiir thermisch stabilen Massentransfer ¢ < 1
und daher My < Mgy, erforderlich. ¢ ist daher auf ein relativ kleines Intervall
beschrinkt, so dafl sich eine Variation von ¢ nur relativ schwach auf f auswirkt.
Eine Verkleinerung von (n) wirkt tendenziell stabilisierend auf das System (Mo-
dell 1 versus 3), da der spezifische Drehimpuls der Masse, die dem System
verloren geht, um den Faktor v = ¢ < 1 kleiner ist als der spezifische Dre-
himpuls des Gesamtsystems. Fiir den adiabatischen Masse-Radius-Exponenten
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Abbildung 3.13: s (< firr>) fiir ein CV-System mit einem unentwickelten
Hauptreihenstern mit 0.5 M, fiir das Constant Fluz Modell (durchgezogene
Linie) sowie das Point Source Modell (gestrichelte Linie). s’ wird verglichen
mit § H—Pf’ + % fiir verschiedene Werte von ¢ und <77> N#heres siehe Text.
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Abbildung 3.14: s (< firr>) fir ein CV-System mit einem unentwickelten
Hauptreihenstern mit 0.5 Mg fiir das Constant Fluz Modell (durchgezogene
Linie) sowie das Point Source Modell (gestrichelte Linie). s’ wird verglichen
mit § H—Rp + %5 fiir ¢ = % und <7] = 0> und verschiedene Werte des Effizienzpara-
meters a: 1 (strichpunktierte Linie), 0.3 (punktiert-strichpunktierte Linie) und
0.1 (punktierte Linie). Ndheres siehe Text.
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des Hauptreihensterns wurde (s ~ —0.14 angesetzt (HJELLMING, (1989, Tabelle
I1.1), und die Druckskalenhthe betrégt % ~ 10~%. Mit einem geschiitzen Wert
von § ~ 10 ergibt sich daraus ein konstanter Beitrag von

0— =~ 10 3.143
! (3143)

zur Funktion f.

In Abb. BI4wird f fiir die Modelle 3 —5 fiir extrem nichtkonservativen Massen-
transfer fiir verschiedene Werte des Effizienzparameters o dargestellt. (n) = 0
wurde gewéhlt, da die Weilen Zwerge in Kataklysmischen Verénderlichen durch
Nova-Explosionen vermutlich einen Grofiteil der akkretierten Materie wieder
verlieren und (n) = 0 womdglich der Realitdt ndher kommt als konservativer
Massentransfer mit () = 1. Tatséchlich kann (n) sogar negativ werden. Beob-
achtungen (L1vio und TRURAN, (1994) deuten darauf hin, daf viele Novahiillen
mit schwereren Elementen aus dem Inneren des Weilen Zwergs angereichert
sind. Es gibt auch numerische Studien (PRIALNIK und KOVETZ, 1995), die
darauf hindeuten, daf}, abhingig von verschiedenen Modellparametern, Weifle
Zwerge wahrend einer Novaexplosion mehr Materie verlieren, als sie in der Zeit
zwischen zwei Novaausbriichen akkretiert haben.

Hierbei ist zu erwdhnen, dafl in der obigen Rechung zwei verschiedene Wer-
te von 7, bzw. (n) benutzt werden. Zum einen gibt es die momentane Akkre-
tionsrate, die in die Akkretionsleuchtkraft und somit die Bestrahlungsstirke
eingeht. Hierfiir wird angenommen, dafl der Weifle Zwerg die gesamte trans-
ferierte Materie akkretiert und n in immer den Wert 1 besitzt. Zum
anderen gibt es die mittlere, durch (n) bestimmte Akkretionsrate, in die auch
der Massenverlust durch Nova-Explosionen eingeht und die sich daher auf die
Massen- und Drehimpulsbilanz (und somit auf (r) auswirkt, nicht jedoch auf
die Akkretionsleuchtkraft. Da die Zeitabstinde zwischen aufeinanderfolgenden
Nova-Explosionen in der Regel wesentlich kiirzer sind als die Zeitschritte der
numerischen Rechnungen, ist dieser Ansatz vertretbar, insbesondere da sich sol-
che Systeme auf lingeren Zeitskalen so verhalten, als finde die Akkretion mit
einem mittleren Wert fiir 1 statt (SCHENKER et al., [1998]).

Aus Abb. B3] und 148t sich ersehen, dafl Variationen in der Bestrahlungs-
effizienz a einen groBeren Einflufl auf das Auftreten von Massentransferzyklen
haben als Variationen in anderen Systemparametern. Generell 148t sich sagen,
daf fiir @ 2 0.3 alle Systeme in einem gewissen Bereich Massentransferzyklen
aufweisen. Fiir o & 0.1 weisen zumindest viele Systeme noch einen Instabilitéits-
bereich auf, fiir o < 0.05 jedoch sind fast alle Kataklysmischen Verinderlichen
(von Extremfillen wie (s — (r abgesehen) stabil gegen die Bestrahlungsinsta-
bilitat.

Ob die Bestrahlungsriickkopplung fiir ein gegebenes System jedoch tatséch-
lich stark genug ist, um Massentransferzyklen auszulésen, héngt (ein geniigend
groles « vorausgesetzt) entscheidend davon ab, wie grof§ die stationéire Mas-
sentransferrate ist. Die ,Insel der Instabilitit“, in der &' > f gilt, liegt fiir
a = 0.3 (punktiert-strichpunktierte Linie in Abb. im Bereich von etwa
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(firr) & 51073 bis {firr) ~ 2 fiir das dargestellte System. Aus (3.137) 148t sich

das damit verbundene Verhéltnis von 7 und 7, bestimmen:

151074 < 2 < 61072, (3.144)
Td
In etwa diesem Rahmen muf sich das Verhéltnis der beiden Zeitskalen fiir das
betrachtete System bewegen, wobei im Folgenden der Einfachheit halber an-
genommen werden soll, da8 7, ~ 74 gilt. Bei einer thermischen Zeitskala der
konvektiven Hiille von 7¢e ~ 5-107 Jahren fiir den unentwickelten Hauptreihen-
stern mit 0.5 M mufl die Antriebszeitskala 7; also im Bereich

8-108yr <7y <3-10Myr (3.145)
liegen. Wird das System nur durch Drehimpulsverluste aus gravitativer Brem-
sung angetrieben mit 73 = & ~ 4 - 10%yr, so ist daher das Auftreten von

Massentransferzyklen zu erwarten. Die Bremsung durch Abstrahlung von Gra-
vitationswellen stellt gleichzeitig eine obere Grenze fiir die physikalisch mogli-
che Antriebszeitskala dar. Die untere Grenze liegt nach bei etwa einem
Fiinftel der Antriebszeitskala durch Gravitationswellen. Die stationidre Massen-
transferrate sollte daher fiir Drehimpulsverlustraten zwischen J = jgrav und
J = 5jgrav instabil sein. Abb. und zeigen die Entwicklung der Mas-
sentransferrate fiir Modell 3 aus Tabelle fir das Point Source Modell als
Funktion der Zeit sowie der Bahnperiode, sowohl mit, als auch ohne Bestrah-
lungsriickkopplung. Es wurde hierfiir ein Bremsgesetz mit

J = Jimagn + Jgray = 5Jgray (3.146)

willkiirlich angesetzt, im Folgenden als ,,schwache” magnetische Bremsung be-
zeichnet, im Gegensatz zur ,starken“ magnetischen Bremsung nach VERBUNT
und ZWAAN fiir fyvz =1 (vgl. Abb.[2.9). Tatséchlich entstehen bei dem
fiinffachen der gravitativen Bremsrate Massentransferzyklen. Schon fiir eine ge-
ringfiigig grofere Bremsrate wird das Systenﬁ stabil, wie durch das analytische
Modell vorhergesagt.

Der Unterschied in der Massentransferrate nach dem Ende der Massentrans-
ferzyklen zwischen den Rechnungen mit und ohne Bestrahlungsriickkopplung
sind darauf zuriickzufiihren, dafl der bestrahlte Stern bei gleicher Masse einen
grofleren Radius besitzt als sein unbestrahltes Pendant, was sich natiirlich auf
die Breamsrate auswirkt. Die obige und die folgenden Entwicklungsrechnungen
wurden im Ubrigen fiir das Modell eines geringfiigig entwickelten Hauptreihen-
sterns mit einem Wasserstoffanteil X, ~ 0.6 im Zentrum und einem Alter von
11-10° Jahren durchgefiihrt.

Dieses Ergebnis 148t sich generell auf Systeme mit unentwickelten oder nur ge-
ringfiigig entwickelten Hauptreihensternen zwischen etwa 0.4 Mg und 0.6 Mg
libertragen. Solange die Bremsrate kleiner ist als ein kleines Vielfaches der gra-
vitativen Bremsung, durchlaufen diese Systeme Massentransferzyklen. Fiir eine

8fiir das Constant Fluz Modell
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Abbildung 3.15: Massentransferrate M [M@ / yr] als Funktion der Zeit t[yr] von
einem wenig entwickelten Hauptreihenstern mit anfinglich 0.5 Mg auf einen
Weiflen Zwerg mit anfinglich 0.8 My bei schwacher Bremsung (J = 5Jgrav).
Die Rechnung wurde fiir extrem nicht-konservativen Massentransfer (<17 = 0>,
v = q) fir das Point Source Modell mit o = 0.3 durchgefiihrt und jenseits der
Minimumsperiode bei M; = 0.04 Mg beendet. Die punktierte Linie kennzeich-
net eine Vergleichsrechnung ohne Bestrahlungsriickkopplung.
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Abbildung 3.16: Massentransferrate M [M@ / yr] als Funktion der Bahnperiode
Plhr] fiir dasselbe System wie in Abb.
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starkere magnetische Bremsung, etwa der nach VERBUNT und ZWAAN
mit 74 ~ 5 - 107yr sind diese Systeme jedoch nicht empfindlich gegeniiber der
Bestrahlungsinstabilitét, unabhéngig von der Wahl von « oder anderen System-
parametern. Abb. zeigt das gleiche System fiir konservativen Massentrans-
fer und Abb. fiir das Constant Flux anstatt des Point Source Modells.
Erwartungsgeméf sind Systeme mit () = 1 tendenziell instabiler als Systeme
mit () = 0, ebenso, wie das Constant Fluz Modell tendenziell empfindlicher
auf Bestrahlungsriickkopplung reagiert als das Point Source Modell. Abb.
schlieBllich zeigt die Entwicklung des Systems mit gravitativer Bremsung fiir
a = 0.3 und (n) = 0. Bei eingeschalteter Bestrahlung und gravitativer Brem-
sung vergroflert sich das Periodenminimum hier um etwa zwei Minuten.
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Abbildung 3.17: Massentransferrate M [Mg /yr| als Funktion der Zeit ¢[yr] fiir
dasselbe System wie in Abb. allerdings fiir konservativen Massentransfer

((n=1)).

Beim Ubergang zu massedirmeren Hauptreihensternen nimmt 7. zu. Zum einen,
weil die KELVIN-HELMHOLTZ-Zeitskala grofler wird, zum anderen, weil die Re-
lativmasse der konvektiven Hiille anwéchst und der Stern bei etwa 0.35 My
(abhéngig vom chemischen Profil) vollkonvektiv wird. Dieser Ubergang duflert
sich in einem quasi instantanen Sprung in 7., wodurch die Suszeptibilitit ge-
geniiber der Bestrahlungsriickkopplung ebenfalls instantan abnimmt, wie sich
beispielsweise in Abb. bei etwa t ~ 2 - 10%yr erkennen li8t. Des weite-
ren dndert sich der Sternradius geringfiigig. Dieser Effekt ist fiir die Spitzen in
der Massentransferrate bei etwa t ~ 5 - 10%yr — 7 - 108yr in Abb. -13.18
verantwortlich.

Die Funktionen s und f veréndern sich dagegen beim Ubergang zu kleineren
Sternmassen kaum, so dafl die Antriebszeitskala 7, immer grofier werden muf3,
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Abbildung 3.18: Massentransferrate M [Mg/yr| als Funktion der Zeit ¢[yr] fiir
dasselbe System wie in Abb. allerdings fiir das Constant Fluz Modell.

-dM/dt

4010° 6-10° 8-10° 11010
t

1010

Abbildung 3.19: Massentransferrate M [Mg /yr| als Funktion der Zeit t[yr] fiir
dasselbe System wie in Abb . allerdings fiir J= Jgrav
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da nach das fiir das Auftreten der Instabilitit notige Verh#ltnis von
Tee Und 74 weiterhin zwischen 10~* und einigen 1072 liegen muf. Spétestens,
wenn die kleinste Antriebszeitskala, fiir die die Bestrahlungsinstabilitit auftre-
ten kann, grofler ist als die Zeitskala der gravitativen Bremsung, kénnen keine
Massentransferzyklen mehr entstehen. Dies tritt ein fiir Hauptreihensterne zwi-
schen 0.2 Mg und 0.3 Mg, so dafl selbst fiir Systeme mit allein gravitativer
Bremsung die Massentransferzyklen abklingen. Dies entspricht einer Bahnpe-
riode von 2 bis 3 Stunden. Systeme mit noch massedrmeren, unentwickelten
Sternen bzw. noch kiirzeren Bahnperioden sind daher grundsétzlich stabil.

Beim Ubergang zu massereicheren Hauptreihensternen nimmt 7., ab. Auf
Grund der iiberadiabatischen Konvektionszone dieser Sterne ist das Maximum
von s’ zu etwas hoheren Bestrahlungsstiirken verschoben und auch der konstan-
te Beitrag § % von f ist etwas grofer, da die Skalenhohe fiir diese Sterne einige
wenige 10™* betriigt. Diese Verschiebung ist jedoch klein im Vergleich zur An-
derung von 7. Fiir einen Hauptreihenstern mit 1 Mg und 7 =~ 3 - 10%yr muf
daher 74 zwischen einigen 10° und einigen 10° Jahren liegen. Und tatséchlich
sind diese Systeme instabil fiir starke magnetische Bremsung nach VERBUNT
und ZWAAN mit 74 ~ 5 - 107yr, wihrend sie erwartungsgemif stabil
sind fiir rein gravitative Bremsung mit 74 ~ 10'%r. Abb. und zei-
gen die Entwicklung eines Systems mit einem wenig entwickelten (X, ~ 0.6)
Hauptreihenstern mit 1 My und einem Weiflen Zwerg mit 0.8 M. Fiir (n) =0
und v = q ist dieses System thermisch stabil mit {, =~ 1.2 und (g ~ 0.17. Fiir
starke magnetische Bremsung (Abb. ist die stationidre Massentransferrate
anfinglich instabil. Bei schwécherer Bremsung (Abb. lauft das System
erst bei etwa M =~ 0.7 Mg in die Instabilitét hinein.

Abb. zeigt eine Bereichsauflssung von Abb. Die einzelnen Zyklen
sind hier gut zu erkennen. Beim Ubergang von instabilem zu stabilem Ver-
halten schrumpft die Amplitude des stabilen Grenzzyklus auf Null, wihrend
die stationdre Losung stabil wird. Auffillig in diesem Fall ist, dafl nach dem
Ende der ausgedehnten Massentransferzyklen das System fiir eine kurze Zeit
(3-10%r < t < 4-10%r) noch Oszillationen geringer Amplitude, aber mit
einer deutlich kiirzeren Periode durchliduft. In Abb. ist der gleiche Effekt
zu beobachten, wobei hier der Ubergang von instabilem zu stabilem Verhalten
gleichméfig erfolgt.

Im Fall marginaler Instabilitdt, d.h. fiir Oszillationen geringer Amplitude 148t
sich die in Abschnitt hergeleitete Linearisierung des Systems anwenden: Im
Fixpunkt sind die Eigenwerte (3.65) des Systems von der Form \ + iw. Die

Schwingungsfrequenz
w=VDF (3.147)
a8t sich mit den Resultaten aus (3.73)), (3.80b)) sowie (3.126) zu

R M 0K [R1 F
w = \/(CS - CR)FPM@ARE ~ Hip?éﬁé (3148)
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Abbildung 3.20: Massentransferrate M [MQ / yr] als Funktion der Bahnperiode
Plhr| fiir einen wenig entwickelten Hauptreihenstern mit anfinglich 1 Mg auf
einen Weiflen Zwerg mit anfénglich 0.8 Mg bei starker magnetischer Bremsung
nach |[VERBUNT und ZWAAN| (1981)). Die Rechnung wurde fiir extrem nicht-
konservativen Massentransfer (<77 = O>,u = q) fiir das Point Source Modell
mit o = 0.3 durchgefiihrt und bei M; = 0.5 Mg beendet. Die punktierte Linie
kennzeichnet eine Vergleichsrechnung ohne Bestrahlungsriickkopplung.
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Abbildung 3.21: Massentransferrate M [M@ / yr] als Funktion der Bahnperiode
Plhr] fiir dasselbe System wie in Abb. allerdings fiir schwache Bremsung
mit J = 5Jgray.
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Abbildung 3.22: Bereichsvergrofierung von Abb. Die Rechnung endet bei
M =~ 0.34 M.

umformen. Mit % ~ 1074, § ~ 10, 7h & 74 sowie der Definition von 7. (3.111))
ergibt sich somit eine Periode von

2 Hp 77y
T=—R2mM\| —

~ 0.02\/TceTq. .14
- 7 s 0.02\/TceTd (3.149)

Diese Approximation gilt jedoch nur in linearer Naherung, solange sich der
stabile Grenzzyklus in einer geniigend kleinen Umgebung um den Fixpunkt
befindet. Im Grenzfall groffler Amplituden ist die Dauer des ,,High State* durch
die Relaxationszeitskala 7., gegeben.

Abb. zeigt einen einzelnen ,High State® in Abhéngigkeit des Effizienzpa-
rameters « fiir Modell 1 aus Tabelle und das Constant Flux Modell. Fiir
groe Werte von « ist die Bestrahlungsriickkopplung stark, und das System léauft
nach dem Einsetzen des Massentransfers auf sehr kurzer Zeitskala in den ,,High
State“. Solange die Massentransferrate hoch genug ist, dafl die bestrahlte Seite
des Sterns durch den Bestrahlungsflul praktisch vollsténdig blockiert ist, nimmt
die Expansionsrate des Sterns und somit die Massentransferrate als Folge der
sich abschwéichenden thermischen Relaxation ab. Sobald die Massentransferra-
te soweit gesunken ist, dafl der blockierte Anteil der Sternoberfliche abnimmt,
setzt die Bestrahlungsriickkopplung in umgekehrter Richtung ein, und der Stern
tritt auf sehr kurzer Zeitskala in den ,Low State“ ein. Der Radius schrumpft,
und der Massentransfer versiegt, bis die nukleare Entwicklung oder der Dreh-
impulsverlust den Stern wieder an seinen ROCHE-Radius herangefiihrt haben,
und der Zyklus von Neuem startet.

Fiir kleinere Werte von « wird die Dauer des ,,High State“ immer kiirzer, bis
schliefllich die Massentransferrate sinusférmig wird mit der in ([3.148]) angege-
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Abbildung 3.23: Massentransferrate M [Mg /yr] als Funktion der Zeit t[hr] fiir
Modell 1 aus Tabelle [3.1] fiir das Constant Fluz Modell mit J = Jyy fiir
a = 0.5 (durchgezogene Linie), o = 0.2 (langgestrichelte Linie), o = 0.1
(kurzgestrichelte Linie), a = 0.05 (strichpunktierte Linie), o = 0.02 (punktiert-
strichpunktierte Linie) und o = 0.01 (punktierte Linie).

benen Schwingungsfrequenz w. Fiir noch schwichere Riickkopplung sind die
Schwingungen geddmpft oder verschwinden sogar komplett.

Die Dauer des zentralen Wasserstoffbrennens ist fiir massearme Sterne sehr viel
grofer als das Alter des Universums. Ein Stern mit 0.5 My verbrennt beispiels-
weise in 100 Jahren etwa 10 Prozent seines Wasserstoffs im Kern zu Helium.
Massearme Sterne kénnen sich daher seit ihrer Entstehung noch nicht signifi-
kant von der Nullalter-Hauptreihe wegentwickelt haben. Die einzige Moglichkeit,
massearme, entwickelte Sterne zu erhalten, besteht darin, einen massereichen,
entwickelten Stern seiner Hiille zu berauben. Dies kann durch Massentransfer
auf der thermischen Zeitskala geschehen. Bei einem anfinglichen Massenverhélt-
nis ¢ von 2 bis 3 sind sind derartige Systeme thermisch instabil (. < (g) und
der Massentransfer verlduft auf der thermischen Zeitskala, so dafl der Stern sei-
ne wasserstoffreiche Hiille verliert, wahrend die chemische Zusammensetzung
des Kerns sich auf Grund der verhéltnisméflig langen nuklearen Zeitskala kaum
dndert. Voraussetzung fiir ein solches System ist natiirlich, dafl es adiabatisch
stabil ((s > (r), ist. Das bedeutet, dal der massegebende Stern ein relativ
grofles (s besitzen mufl. Dies ist der Fall fiir massereichere Hauptreihen- und
Nachhauptreihensterne ab etwa 1 Mg, die noch nicht den Riesenast bzw. die
HAvasHI-Linie erreicht haben. Zu groff darf das anfingliche Massenverhéltnis
aber auch nicht sein, insbesondere bei nur wenig entwickelten Sternen, da ra-
diative Sterne oder Sterne mit nur diinnen konvektiven Hiillen im Inneren ein

flaches Entropieprofil aufweisen (vgl. Abb. Seite , was dazu fiithrt, dafl
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diese Sterne nach dem raschen Abtragen der Hiille praktisch isentrop werden,
und somit dhnlich wie vollkonvektive Sterne mit (; = —% reagieren. Wird die
Hiille des Sterns bis auf den isentropen Kern abgetragen, bevor das System
thermisch stabil wird und der Stern also thermisch relaxieren kann, so kommt
es zur Delayed Dynamical Instability, und das System wird adiabatisch instabil
(HJELLMING und WEBBINK, [1987, [SCHENKER et al., |2002, PODSIADLOWSKI
et al., 2002). Deshalb kommen fiir thermischen Zeitskalen-Massentransfer in
CVs nur Sterne mit 1 bis 3 Sonnenmassen und einem anfinglichen Massenver-
héltnis von 2 — 3 in Frage.

Auf diese Weise ist es also moglich, einen massearmen Stern mit einem prak-
tisch beliebigen Wasserstoffgehalt im Kern zu erzeugen, wihrend die Hiille noch
die urspriingliche chemische Zusammensetzung reflektiert oder auch schon an-
gebranntes Material enthilt. Ein solcher Stern wird als ,Uberrest eines thermi-
schen Zeitskalen-Massentransfers“ bzw. ,,Remnant of Thermal Timescale Mass
Transfer* (RTTMT) bezeichnet. Die Entstehung einiger beobachteter Systeme
wird auf eine solche oder dhnliche Entwicklung zuriickgefiihrt (KOLB et al., 2000,
SCHENKER et al., [2002)). Abb. zeigt s’ und f fiir einen 0.5 My RTTMT mit
X. = 0.05, bei dem es sich um den Kern eines stark entwickelten Hauptreihen-
sterns von urspriinglich 1.6 Mg handelt. Die Zeitskala der konvektiven Hiille 7.
betrdgt weniger als ein Zehntel derjenigen eines unentwickelten Hauptreihen-
sterns gleicher Masse, und er hat einen um 70% groferen Radius. Des weiteren
besitzt er eine iiberadiabatische Konvektionszone, so dafl das Maximum von s’
bei (fir) = 3 — 4 liegt.
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Abbildung 3.24: &' (< firr>) fiir ein CV-System mit dem Uberrest (M = 0.5 Mg,
R = 0.73 Re, X. = 0.05) eines thermischen Zeitskalen-Massentransfers von
einem entwickelten Hauptreihenstern von urspriinglich 1.6 M. Legende wie in

Abb.B14
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Fiir « = 0.3 liegt die ,Insel der Instabilitdt® zwischen etwa (fi;) ~ 0.03 und
(firr) = 7, so daB das Verhéltnis von 7¢. und 7 im Bereich

3.1074 < = <7.1072 (3.150)
Td

liegen muf}, damit Massentransferzyklen auftreten kénnen. Diese Abschitzung
unterscheidet sich kaum von derjenigen fiir Hauptreihensterne . Der
Grund hierfiir ist, da$ sich die Funktionen s’ und f fiir unentwickelte Hauptrei-
hensterne und RTTMT nicht wesentlich unterscheiden. Die Form von s’ ist fiir
alle Sterne im Wesentlichen die gleiche, die Lage des Maximums hingt dage-
gen von der Tiefe der iiberadiabatischen Konvektionszone ab. Fiir massearme
Hauptreihensterne ohne iiberadiabatische Konvektionszone liegt das Maximum
bei (firr) &~ 1 und fiir massereichere Hauptreihensterne oder RTTMT mit iiber-
adiabatischen Konvektionszonen bei (fiy) &~ 3. Damit ist der Einflufl von s
auf die Lage der ,Insel der Instabilitdt® weniger als eine Grofenordnung. Die
Skalenhohe betrigt fiir diese Sterne einige 10~4, und die Funktion f hingt im
Wesentlichen nur vom Massenanteil der konvektiven Hiille und vom Verhéltnis
von Sternradius zum Radius des Weiflen Zwerges ab. Der betrachtete RTTMT
hat zwar einen grofleren Radius als der Hauptreihenstern gleicher Masse und
eine diinnere konvektive Hiille, so dal auch f zu hdheren Bestrahlungsstiarken
verschoben ist. Im Ergebnis ist der Nettoeffekt durch die gleichzeitige Verschie-
bung von s’ und f in diesem Fall nahezu vernachlissighar.

Der entscheidende Unterschied zwischen unentwickelten Hauptreihensternen
und RTTMT ist daher durch die kiirzere thermische Zeitskala als Folge der
kiirzeren KELVIN-HELMHOLTZ-Zeitskala der konvektiven Hiille gegeben. Fiir
Tee 2 3 - 108yr und 74 ~ 7)) ergibt sich aus namlich:

4-107yr < 74 < 10, (3.151)

Abb. 325 und [3:26] zeigen die Massentransferrate als Funktion der Zeit, bzw. der
Bahnperiode fiir zwei RTTMT fiir verschiedene Bremsraten und verschiedene
Anfangsbedingungerﬂ Bei beiden Entwicklungsrechnungen erreicht der masse-
verlierende Stern eine Masse von 0.5 Mg, bei einer Bahnperiode von 8, bzw. 7
Stunden, ohne daf} es zum Auftreten von Massentransferzyklen kommt, und das,
obwohl die Antriebszeitskala 74 in beiden Féllen im durch das analytische Mo-
dell vorhergesagten Instabilitdtsbereich liegt. Erst bei einer Bahnperiode von
5 Stunden wird die stationdre Massentransferrate in beiden Systemen instabil.
Der Grund liegt vermutlich darin, dafl das Bipolytropenmodell, welches formal
auf entwickelte Sterne auch gar nicht anwendbar ist, die tatséchliche thermische
Zeitskala der konvektiven Hiille unterschétzt, so dafl stark entwickelte Sterne
deutlich stabiler gegeniiber der Bestrahlungsinstabilitéit sind als zuvor erwar-
tet.

9Um die gezeigten Entwicklungsrechnungen vom Einsetzen des Massentransfers bis zum Peri-
odenminimum ohne Unterbrechung durchfiihren zu kénnen, wurden fiir die &uflersten Schich-
ten Opazitétstabellen fiir Sterne solarer Zusammensetzung verwendet. Vergleichsrechnungen
fiir die letzte Phase des Massentransfers mit Opazititstabellen, die die korrekten Haufigkei-
ten von Helium sowie den CNO-Elementen beriicksichtigen, deuten darauf hin, dafl die
Verwendung ,falscher” Opazitédten zwar den Sternradius @ndert, aber den Verlauf der Mas-
sentransferzyklen nicht wesentlich beeinflufit.
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Abbildung 3.25: Massentransferrate M[Mp, /yr] als Funktion der Bahnperiode
Plhr] fiir ein System aus einem Stern am Ende des zentralen Wasserstoftbren-
nens (X, ~ 0.05) mit anfanglich 1.5 Mg und einem Weilen Zwerg mit anfinglich
0.6 Mg. Die Bremsrate ist durch J = Jvz gegeben und es wurde <77> = 0.25 so-
wie a = 0.3 gewdhlt. Die Massentransferzyklen setzen bei etwa M; ~ 0.26 M
bzw. My ~ 0.91 M ein.

Das bedeutet, daB, anders als bisher angenommen (KING et al., [1997)), stark
entwickelte Sterne generell nicht empfindlicher sind als unentwickelte Hauptrei-
hensterne, sondern dafl sie wegen ihrer kiirzeren thermischen Zeitskala bei kiir-
zeren Antriebszeitskalen T4 empfindlich fiir die Bestrahlungsinstabilitidt sind,
wenn auch dieser Effekt deutlich geringer auszufallen schein, als sich auf Grund
des Bipolytropenmodells erwarten liee. CVs mit unentwickelten Sternen und
Bahnperioden von 3 — 5 Stunden werden also nur instabil, wenn die Brems-
rate ein kleines Vielfaches der gravitativen Bremsung betrigt und werden bei
2 — 3 Stunden selbst fiir gravitative Bremsung stabil. CVs mit stark entwickel-
ten Sternen kénnen dagegen auch fiir Bremsung nach VERBUNT und ZWAAN
instabil werden und es bis zu Bahnperioden unterhalb von 2 Stunden
auch bleiben.

Eine weitere, bisher nicht diskutierte Klasse Kataklysmischer Verédnderlicher
sind Systeme mit einem Riesen oder Uberriesen als Massegeber. Abb. zeigt
s’ und f fiir ein System mit einem Riesen von 0.8 M), einer Kernmasse von
0.32 My und einem Radius von 35 R . Zum einen besitzt ein Riese eine ausge-
dehnte iiberadiabatische Konvektionszone, so dafl das Maximum von s’ bei etwa,
(firr) = 5—8 liegt. Zum anderen ist die Druckskalenhéhe und somit der konstan-
te Beitrag 5% von f fiir Riesen signifikant grofler als fiir Hauptreihensterne,
so daf die ,Insel der Instabilitéit® deutlich kleiner ist. Fiir den dargestellten Fall
liegt sie im Bereich 0.2 bis 40 in (fi;), abhéingig vom Bestrahlungsmodell. Fiir
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Abbildung 3.26: Massentransferrate M[Mp, /yr] als Funktion der Bahnperiode
Plhr] fiir ein System aus einem Stern am Ende des zentralen Wasserstoftbren-
nens (X, ~ 0.2) mit anféinglich 1.5 Mg und einem Weiflen Zwerg mit anfinglich
0.6 Mg. Die Bremsrate ist durch J= 5Jgrav gegeben und es wurde <77> =0.25
sowie a = 0.3 gewdhlt. Die Massentransferzyklen setzen bei etwa M7 =~ 0.31 Mg
bzw. My ~ 0.90 My ein.

a = 0.3 ergibt sich

1.5-107% < Lc,e <3-107% (3.152)
T
d

Nun ist fiir einen Riesen auf Grund des grofien Radius die Bahnperiode recht
lang und somit magnetische Bremsung vermutlich vernachléssigbar. Daher wird
der Massentransfer eines solchen Systems hauptséchlich durch die nukleare Ent-
wicklung des Riesen angetrieben. Diese ist jedoch im Gegensatz zum magne-
tischen Bremsgesetz bekannt, so dafl die Antriebszeitskala fiir diese Systeme
keinen freien Parameter enthélt.

Ein Riese mit 7 von 10® Jahren und einer nuklearen Zeitskala von 107 Jahren
ist nach nicht empfindlich fiir die Bestrahlungsinstabilitdt. Stattdessen
kann man nun die Frage stellen, wie grol a sein muf}, damit fiir ein solches
System die Massentransferrate instabil wird. In diesem konkreten Fall ist ein
«a > 1 zu erwarten, Rechnungen mit vollen Sternmodellen zeigen, dafl ein Wert
von a ~ 2 notig wire, um Massentransferzyklen auszulésen. Ein derart hoher
Wert von « ist vermutlich nicht realistisch, so dafl CVs mit einem Riesen stabil
sind und keine Massentransferzyklen durchlaufen.

Allgemein 148t sich aus der Kernmasse-Leuchtkraft-Beziehung eine analytische
Formel fiir das Verhéltnis von 7. fiir Riesen mit einer Anfangskernmasse M, ;
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Abbildung 3.27: s’ (< firr>) fiir ein CV-System aus einem Riesen mit 0.8 M und
R =35 Ry. Legende wie Abb.

angeben (RITTER) 1999, Gl. 43):

7
—(p My — M, [ M;\?[0.25 Mg \°® t\6
Tee _3_10—4Ce Cr My c ( 1 > ( ®> (1 — ) . (3.153)
Td Cr My Mg Mcvi too

Die Kernmasse entwickelt sich nach

=

£\ T £\
M, = M., <1 _ ) ~ M., <1 _ ) : (3.154)
: ¢ : foo

oo

wobei t, die Zeit angibt, nach der die Kernmasse formal unendlich wird. Ersetzt
man nun M. ; durch (3.154]) in (3.153)), so ergibt sich

Tee o, g q9-4% = Sr M1 — M, (Ml >2 (0.25M@>6
Td CR Ml M@ Mc :

(3.155)

Fast alle Faktoren auf der rechten Seite sind kleiner als 1. So ist (. < 0 fiir Rie-
sen, die aktuelle Kernmasse M, < M, und fiir thermisch stabile Systeme gilt
in der Regel M1 < Mg. Damit ist das Verhéltnis aus 7., und 74 zu klein fiir die
Bestrahlungsinstabilitét, es sei denn, die Kernmasse ist kleiner als 0.25 M, und
gleichzeitig klein gegeniiber M;. In diesem Fall handelt es sich um einen Unter-
riesen oder einen noch wenig ausgedehnten Riesen, der den Ubergang zwischen
RTTMT und Riesen darstellt, und unter Umsténden tatsédchlich Massentrans-
ferzyklen durchlaufen kann. Fiir das in Abb. dargestellte System gilt nach
obiger Formel:

Tee ~3.1075, (3.156)
Td
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so dal ein etwa um eine Groflenordnung hohere Effizienz, also @ ~ 3 nétig
wire, Massentransferzyklen auszulosen, in grober Ubereinstimmung mit den
numerischen Rechnungen.

Es gibt mehrere Griinde, warum CVs mit Riesen als Massegeber stabil sind,
anders als dies von KING et al.| (1997) erwartet wurde. Zum ersten wurde von

den genannten Autoren der Term der Gréflenordnung H—Pf im Instabilitétskrite-

rium , bzw. vernachléssigt, der bewirkt, dal der Instabilitéitsbe-
reich nicht nur zu hohen Bremsraten, sondern auch zu niedrigen Bremsraten
beschréankt ist, so dafl Systeme nicht automatisch fiir beliebig kleine Verhalt-
nisse ¢ instabil werden. Zum zweiten besitzen Riesen eine weit ausgedehntere
iiberadiabatische Konvektionszone als Hauptreihensterne, so dal das Maximum
von s’ zu hoheren Bestrahlungsstirken veschoben ist. Und zum dritten besitzen
Riesen eine wesentlich groflere Skalenhohe als Hauptreihensterne, so daf ihre
,Insel der Instabilitat“ deutlich kleiner ist als die von Hauptreihensternen.

3.6.3 Massearme Rontgendoppelsterne

Aus dem vorangegangenen Abschnitt ist hervorgegangen, dafl Kataklysmische
Verdnderliche sich fir 0.1 < a < 1 im Bereich der Bestrahlungsinstabilitét
befinden (eine geeignete Antriebszeitskala vorausgesetzt). Verkleinert man ov um
eine Grofenordnung oder — was nach dquivalent ist — vergroflert man den
Radius des akkretierenden Sterns Ry um eine Grofenordnung, so werden diese
Systeme stabil. Damit die Massentransferrate bei Systemen mit einem gréfieren
Radius des Akkretors, beispielsweise eines akkretierenden Hauptreihensterns,
instabil werden kann, wére ein unrealistisch hoher Wert von « > 1 erforderlich.
Massentransferzyklen kénnen also, wenn iiberhaupt, nur in Systemen auftreten,
in denen der Begleitstern hochstens den Radius eines Weiflen Zwerges hat, also
nur in kompakten Doppelsternsystemen.

Fine weitere Klasse von Systemen mit einem kleinen Massenverhéltnis und
einem kompakten Begleiter stellen die Massearmen Rontgendoppelsterne
(LMXB) dar, Systeme aus einem akkretierenden Neutronenstern oder einem
Schwarzen Loch und einem masseverlierenden Hauptreihenstern oder Riesen.
Im Folgenden werden nur LMXBs mit Neutronensternen betrachtet. Prinzipiell
verlduft die Diskussion fiir solche Systeme genauso wie fiir CVs. Wihrend der
Radius eines Weiflen Zwergs von 0.8 M, etwa ein hundertstel des Sonnenradius
(~ 7000km) betrédgt, ist der Radius eines Neutronensterns von der Grofien-
ordnung ~ 10km und somit etwa um drei Zehnerpotenzen kleiner. Das bedeu-
tet, dafl bei gleicher Akkretionsrate — der Einflul anderer Systemparameter sei
an dieser Stelle vernachléssigt — die Bestrahlungsstéirke (fi;y) um einen Faktor
~ 103 groBer ist, als wenn der Begleiter ein Weifler Zwerg wire. Liegt das Maxi-
mum von s’ fiir ein CV-System bei einer Bestrahlungsstérke (fi) ~ 1, welche
z.B. bei einer sidkularen Massentransferrate von 10_9% fir « = 0.1 erreicht
werde, so liegt das Maximum von s’ fiir ein entsprechendes LMXB-System zwar
auch bei (fi;) = 1 (der masseverlierende Stern ist ja derselbe), aber auf Grund
des kleinen Neutronensternradius ist bei gleicher Massentransferrate ein Wert
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von a = 10~ erforderlich, damit im stationiren Zustand des Systems (fi.;) ~ 1
gilt.

In erster Ndherung bedeutet dies, dafl, um Massentransferzyklen in einem
LMBX-System zu erhalten, & um den Faktor g—vl\‘f) gegeniiber den Werten in
CV-Systemen verkleinert werden muf. So kleine Werte von « gelten als unwahr-
scheinlich, insbesondere da bei Akkretion auf Neutronensterne grofle Mengen
harter Rontgenstrahlung freigesetzt werden, bei Akkretion auf Weifle Zwerge je-
doch vorwiegend Ultraviolettes Licht und weiche Rontgenstrahlung. Harte Ront-
genstrahlung hat eine groflere Eindringtiefe in die Photosphére und somit ein
grofleres ayyy als weiche Rontgenstrahlung oder gar Ultraviolettes Licht. Daher
wird von |[KING et al.| (1996|1997, RITTER et al.| (2000) angenommen, dafl die
fiir das Auftreten der Instabilitdt in LMXB-Systemen notigen Werte von « zu
klein sind und LMXBs daher keine Massentransferzyklen durchlaufen. Dies ist
richtig fiir das Constant Flux Modell, jedoch nicht fiir das Point Source Modell.
Denn fiir dieses Bestrahlungsmodell f#llt s’ zu hoheren Bestrahlungsstéirken we-
sentlich langsamer ab, weil die Regionen in der Nihe des Terminators selbst fiir
hohe Bestrahlungsstéirken nur teilweise durch die Bestrahlung blockiert werden.
Deshalb ist es fiir das Point Source Modell nicht nétig, die Bestrahlungseffizienz
so klein zu machen, dafl der effektive Bestrahlungsflu} auf (fi,;) ~ 1 reduziert
wird, sondern lediglich so weit, dafl s’ gréfier als f wird. Dies 148t sich aus den
Abb. deutlich erkennen. In dieser Hinsicht unterscheiden sich Syste-
me mit wenig entwickelten Hauptreihensternen (Abb. nur geringfiigig von
Systemen mit RTTMT (Abb. oder Riesen (Abb. [3.30): Im Point Source
Modell wird s’ schon unterhalb von (fi.;) < 102 —103 groBer als f. Das bedeutet,
dafl LMXBs fiir a < 1072 — 10~! instabil sein kénnen. Die untere Grenze fiir o
liegt bei etwa 1076 — 1074,

Natiirlich gilt auch fiir LMXBs tendenziell, dafl Systeme mit wenig entwickelten,
massearmen Hauptreihensternen als Massegeber nur fiir schwache Bremsung in-
stabil werden konnen, weil nur fiir eine geniigend grof3e Antriebszeitskala 74 das
Verhéltnis %3 klein genug werden kann. Systeme mit einem stark entwickelten
RTTMT oder einem wenig entwickelten Hauptreihenstern mittlerer Masse kon-
nen jedoch auch fiir volle magnetische Bremsung nach VERBUNT und ZWAAN

(2.159)) instabil werden.

Betrachtet man nun das in Abb. dargestellte LMXB-System mit einem
unentwickelten Hauptreihenstern von 0.8 My, so 148t sich ablesen, daf} fiir das
Point Source Modell die Instabilitidtsbedingung s’ > f bei a = 0.1 ungeféihr fiir
0.02 < (firr) S 150 erfiillt ist. Dies entspricht nach einem Verhéltnis der
Zeitskalen von

8107 < <6.1073, (3.157)
Td

Mit einer Zeitskala der konvektiven Hiille von etwa 4-10% Jahren und 74 ~ ) er-
hélt man hieraus als Bedingung fiir das Auftreten von Massentransferzyklen:

7-10%r < 7y <6102y, (3.158)
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Abbildung 3.28: S'(<firr>) fiir ein LMXB-System aus einem unentwickelten
Hauptreihenstern mit 0.8 Mg und einem Neutronenstern mit 1.4 Mg (¢ =~ 0.57)
fiir das Constant Fluz Modell (durchgezogene Linie) sowie das Point Source Mo-
dell (gestrichelte Linie). s’ wird verglichen mit f fiir <77> =1 = 1 und verschie-
dene Werte des Effizienzparameters: a = 0.1 (strichpunktierte Linie), o = 1072
(punktiert-strichpunktierte Linie) und o = 1072 (punktierte Linie).

Es ist also zu erwarten, daf8 dieses System fiir gravitative Bremsung (7grav =
o~ 6 10%yr) und auch noch fiir schwache magnetische Bremsung mit etwa
J= 5Jgrav bzw. einer Antriebszeitskala von 10® Jahren instabil gegen Bestrah-
lungsriickkopplung ist. Dies ist auch tatsichlich der Fall, wie Abb. zeigt.
Allerdings ist das System nur marginal instabil, so dafl die Amplitude der Mas-
sentransferzyklen sehr klein ausfillt und damit praktisch auch nicht beobach-
tet werden konnte. Fiir abnehmendes « verstiarkt sich die Instabilitét, und die
Amplitude wéchst. Fiir a = 0.01 befindet sich das System tief im Instabilitéts-
bereich, und die Zyklen in Abb. sind deutlich zu erkennen.

Abb. zeigt die Entwicklung eines stark entwickelten RTTMT bis zur Mi-
nimumsperiode fiir starke magnetische Bremsung nach VERBUNT und ZWAAN
und « = 0.1. Die Massentransferzyklen setzen bei einer Restmasse von
etwa 0.31 Mg ein. Eine Analyse von Abb. [3.29)zeigt, da8 sich die ,,Insel der Insta-
bilitdt* an diesem Punkt der Entwicklung iiber das Intervall 0.02 < (firy) < 200
erstreckt, welches

81077 <= <g.1073 (3.159)
Ta

enspricht. Mit 7. ~ 1.5 - 10%yr ergibt sich hieraus als Bedingung

2-10%yr <7y <2102y (3.160)
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Abbildung 3.29: s (< firr>) fiir ein LMBX-System aus einem einem RTTMT am
Ende des zentralen Wasserstoffbrennens mit 0.3 M, fiir das Constant Fluz Mo-
dell (durchgezogene Linie) sowie das Point Source Modell (gestrichelte Linie). s/
wird verglichen mit f fiir <77> =7 = 1 und verschiedene Werte des Effizienzpara-
meters: a = 0.1 (strichpunktierte Linie), o = 1072 (punktiert-strichpunktierte
Linie) und a = 10~3 (punktierte Linie).

fiir das Auftreten von Massentransferzyklen. Beim Einschalten der Massentrans-
ferzyklen in Abb. liegt die Antriebszeitskala bei 79 = & ~ 5 - 108yr. Dem-
nach sollte sich das System zu diesem Zeitpunkt schon tief im Bereich der Insta-
bilitdt befinden. Diese Abweichung vom durch die analytische Approximation
vorhergesagten Verhalten ist moglicherweise darauf zuriickzufiithren, dafl die aus
dem Bipolytropenmodell hergeleitete thermische Zeitskala der konvektiven Hiil-
le fiir chemisch inhomogene Sterne nicht anwendbar, bzw. nur sehr ungenau
ist.

Eine Besonderheit, die bei Massentransferzyklen in LMXB-Systemen auftreten
kann, sind Ostzillationen mit kleiner Amplitude am Ende des ,,High State, die
schliellich zum voriibergehenden Abschalten des Massentransfers fiithren, wie

in Abb. exemplarisch an den ersten Zyklen des Systems aus Abb.
dargestellt ist.

Analog dazu 148t sich nun auch die Frage stellen, ob Riesen in LMXBs, anders
als in CVs, Massentransferzyklen aufweisen kénnen. Aus Abb. B.30] a8t sich
ablesen, dafl die ,,Insel der Instabilitét“ fiir « = 0.1 im Bereich 0.3 < (firr) < 200
liegt. Dies entspricht

151076 < =2 <1073, (3.161)
Td

FEin solcher Wert fiir das Verhéltnis der beiden Zeitskalen ist nach der analyti-
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Abbildung 3.30: s’(< firr>) fiir ein LMBX-System aus einem Riesen mit 0.8 Mg
fiir das Constant Flux Modell (durchgezogene Linie) sowie das Point Source
Modell (gestrichelte Linie). s’ wird verglichen mit f fiir (n) = n = 1 und
verschiedene Werte des Effizienzparameters: o = 0.1 (strichpunktierte Linie),
a = 1072 (punktiert-strichpunktierte Linie) und o = 10~3 (punktierte Linie).
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Abbildung 3.31: Massentransferrate M[Mp, /yr] als Funktion der Bahnperiode
Plhr] fiir ein System aus einem wenig entwickelten Hauptreihenstern mit 0.8 Mg
und einem Neutronenstern mit 1.4 Mg. Die Rechnung wurde mit <n> =n=1
und o = 0.1 sowie einer Bremsrate von J = 5jgrav durchgefiihrt. Das System
ist nur marginal instabil.
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Abbildung 3.32: Massentransferrate M[Mp, /yr] als Funktion der Bahnperiode
Pfhr] fiir das gleiche System wie in Abb. jedoch fiir o = 1072,
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Abbildung 3.33: Massentransferrate M[Mg, /yr] als Funktion der Bahnperiode
Plhr] fiir ein System aus einem RTTMT am Ende des zentralen Wasserstoftbren-
nens (X, ~ 0.05) und einem Neutronenstern von anfénglich 1.4 M. Die Rech-
nung wurde mit <17> =7 =1 und o = 0.1 sowie einer Bremsrate von J = Jvz
durchgefiihrt. Die Massentransferzyklen setzen bei etwa M; ~ 0.31 Mg bzw.
Mo ~ 1.79 Mg ein.
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Abbildung 3.34: Massentransferrate M[Mp /yr] als Funktion der Zeit t[yr] fiir
dasselbe System wie in Abb. Dargestellt sind die ersten Massentransferzy-
klen in der Entwicklung.

schen Approximation (3.155) tatséichlich realistisch. Fiir 7e, ~ 103yr muf die
nukleare Antriebszeitskala lediglich im Bereich

105yr < 7y < 7-108yr (3.162)

liegen. Abb. [3.35] bzw. [3.36] zeigen die Entwicklung eines LMXB mit einem
Riesen von 0.8 M mit einer Kernmasse von etwa 0.28 M. Die Rechnung endet
nach sechs Massentransferzyklen, in denen die Masse des Sterns bis auf etwa
0.5 M abgetragen wird.

Damit ist gezeigt, dafl in dem in dieser Arbeit vorgestellten Modell der Bestrah-
lungsriickkopplung, anders als bisher angenommen, auch LMXBs moglicherwei-
se Massentransferzyklen durchlaufen konnen. Inwieweit dieses Modell auch fiir
LMXBs giiltig ist, ist jedoch zumindest fraglich:

e Zum ersten ist die Bestrahlungsstérke (fi,;) fiir nicht zu kleines o am sub-
stellaren PunktEl von der GroBenordnung 102 — 103. Dies ist im Wider-
spruch zur Annahme einer schwachen Bestrahlung von der Gréfenordnung
(firr) ~ 1. Ob und inwieweit das Modell bei derart hohen Bestrahlungs-
starken noch giiltig ist, ist daher nicht offensichtlich.

e Zum zweiten ist bei hohen Bestrahlungsstidrken das Verhalten der Photo-
sphirenschichten in der Nihe des Terminators fiir den Verlauf von s’ ent-
scheidend, da die Regionen in der N&he des substellaren Punkts praktisch

0Der substellare Punkt selbst ist nach dem verwendeten Bestrahlungsmodell im Schatten der
Scheibe. Die angegebene Gréfienordnung von (firr) gilt auch fiir Regionen der Sternoberfli-
che mit nahezu senkrechtem Bestrahlungseinfall.
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Abbildung 3.35: Massentransferrate M[Mp, /yr] als Funktion der Zeit t[yr] fiir
ein System aus einem Riesen mit anfinglich 0.8 My und 25 Rg und einem
Neutronenstern von anfinglich 1.4 M. Die Rechnung wurde mit <77> =n=1
und o = 0.1 sowie einer Bremsrate von J = 5jgrav durchgefiihrt. Der eigentliche
Antrieb des Massentransfers erfolgt jedoch durch die nukleare Entwicklung.
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Abbildung 3.36: Massentransferrate M [M, /yr] als Funktion der Bahnperiode
P[d] fiir dasselbe System wie in Abb.
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immer vollstédndig blockiert sind, solange der Massentransfer anhélt. Die
Regionen in der Ndhe des Terminators werden hierbei mit dem hundert-
bis tausendfachen des intrinsischen Flusses in einem sehr flachen Winkel
bestrahlt. Fiir diesen Fall sind die Bestrahlungstabellen von HAMEURY
und RITTER| (1997)) jedoch nicht gedacht. Inwieweit die Annahme einer
effektiven Bestrahlung eines Oberflichenelements im Winkel ¥ mit dem
FluB (firr) cos ¥ die tatsichlichen physikalischen Verhéltnisse in der Nihe
des Terminators reflektiert, ist unklar.

e Zum dritten ist nicht gesichert, da} der Massentransfer in LMXB-
Systemen durch Uberfiillen des ROCHE-Volumens des masseverlierenden
Sterns erfolgt. Moglicherweise wird der Massentransfer, nachdem er ein-
mal angestoflen wurde, durch bestrahlungsgetriebene Winde aufrechter-
halten (BASKO und SUNYAEV, |1973, |BASKO et all 1977, IBEN JR. et al.,
1997). In diesem Fall kann es sein, dal der masseverlierende Stern sein
RocHE-Volumen deutlich unterfiillt, ohne dafl der Massentransfer deswe-
gen versiegen wiirde. Damit wére die Massentransferrate nicht mehr an
AR gekoppelt, und es gidbe keine Bestrahlungsriickkopplung und auch
keine durch diesen Mechanismus ausgelosten Massentransferzyklen.

Tragen strahlungsgetriebene Winde oder andere, nicht von AR abhéngige Me-
chanismen zur Massentransferrate bei, d.h. ist die Massentransferrate durch

. . . AR
P

mit einem konstanten Beitrag My gegeben statt nur durch () so gilt fiir
die Ableitung von M statt (3.87):

1 M— My

1 dM My 1 AR
— 3.164
( > Hp M (3169

MAAR ~ M Hp — \Hp
In allen Gleichungen mufl demzufolge Hp durch die ,effektive Skalenhéhe

LHP > Hp (3.165)
M — My
ersetzt werden. Ist My nicht vernachléssighar, so vergroflert sich die ,effektive”
Skalenhdhe, und das System wird hierdurch tendenziell stabilisiert. Ist My,
selbst wieder von AR abhéngig, beispielsweise, weil die Drehimpulsverlustrate
von der (bestrahlungsgetriebenen) Windverlustrate abhingt (KING et al.l [1996]),
so ist statt Hp natiirlich

. -1
1 dM

als ,effektive” Skalenhdhe zu verwenden.
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3.6.4 Die Eigenleuchtkraft des WeiBen Zwergs

Der Bestrahlungsflu8 (fi;;) in CVs wird genaugenommen nicht nur durch bei
der Akkretion freigesetzte gravitative Energie erzeugt, sondern es triagt auch
die Eigenleuchtkraft Lywp des Weiflen Zwergs dazu bei:

L2 = Laccr + LWD- (3167)

Statt (3.47) gilt dann fiir den Bestrahlungsfluf:

Lacer + Lwp
(fir) = adairraaccrm7 (3.168)
und hieraus folgt:
dln <firr> o Lacer < 1. (3169)

dln Laccr N LWD + Laccr

Dieses Resultat geht in ein und fiihrt dazu, daf} schlieflich s’ um diesen
Faktor verkleinert wird. Ist die Leuchtkraft des Systems von der Eigenleucht-
kraft des Weilen Zwergs dominiert (Lwp — L2), so verschwindet die Bestrah-
lungsriickkopplung.

Speziell fiir sehr massearme Systeme kann die Eigenleuchtkraft des Weiflen
Zwergs einen merklichen Anteil des intrinsischen Flusses des masseverlierenden
Sterns blockieren. Ein System in der Néhe des Periodenminimums hat typische
Werte von Rwp ~ 1072 Ry, A ~ 0.6 Ry, Teg ~ 2200 K. Die Weilen Zwerge
in solchen Systemen sind in der Regel sehr alt und daher verhaltnisméflig kiihl
(Twp ~ 10* K) und strahlen einen GroBteil ihrer Energie im sichtbaren Be-
reich ab. Ihre Bestrahlungseffizient i, ist daher vemutlich ~ 1. Der effektive
Bestrahlungsflufl liegt somit in der GréBenordnung

F Rwp \° T
<firr> = < lrr> ~ Oy <VVD> ’ZVX’LD ~ 0.1. (3170)
0

Fiir heiflere Weifle Zwerge kann dieser Wert entsprechend grofler werden.

3.6.5 Intermittierende Bestrahlung

FEin weiterer wichtiger Punkt, auf den bisher nicht eingegangen wurde, ist in-
termittierende Bestrahlung. Viele CVs akkretieren ndmlich auch auf kurzen
Zeitskalen nicht mit einer gleichbleibenden Rate. Die Klasse der Zwergnovae,
die sich noch in eine Reihe verschiedener Subtypen unterteilt, zeichnet sich bei-
spielsweise durch kurzzeitige Ausbriiche auf einer Zeitskala von einigen Tagen
bis Wochen aus, wihrend derer die Leuchtkraft um mehrere Gréflenordnungen
ansteigt. Die Klasse der Novadhnlichen Verénderlichen besitzt dagegen eine im
Wesentlichen konstante Helligkeit. Eine ausfiihrliche Diskussion der verschiede-
nen CV-Klassen findet sich bei | WARNER| (1995).
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Zuriickgefithrt wird das so unterschiedliche Verhalten der beiden ansonsten so
ghnlichen CV-Klassen auf eine thermische Instabilitit der Akkretionsscheibe.
Liegt die Temperatur iiberall in der Scheibe {iber einem fiir die Wasserstoffioni-
sation kritischen Wert Ti., so ist die Scheibe thermisch stabil. Die Materie
stromt in diesem Fall mit einer gleichbleibenden Rate von auflen nach innen
durch die Scheibe, und die Masseniiberstromrate iiber den L;-Punkt ist gleich
der Akkretionsrate auf den Weiflen Zwerg. Féllt die Temperatur aber an irgend-
einem Punkt in der Scheibe unter diesen kritischen Wert, so wird die Scheibe
instabil (SMAK, 1984, SHAFTER et al., 1986)). In diesem Fall nimmt die Scheibe
abwechselnd einen ,High“ und einen ,,Low State“ ein. Im , High State“ liegt die
Massendurchstromrate iiber der sikularen Rate, und die Scheibe entleert sich
solange, bis nicht mehr genug Materie vorhanden ist, um die hohe Durchstrom-
rate aufrechtzuerhalten. Die Scheibe wechselt nun in den ,Low State®, in dem
die Durchstromrate unter der sékularen Rate liegt, und die Scheibe fiillt sich wie-
der auf, bis der Zyklus von Neuem beginnt. Im ,,High State“ der Scheibe steigt
die Helligkeit der CV um mehrere Groflenklassen an, so dal man bei diesen Sy-
stemen intermittierende Bestrahlung vorliegen hat. Fiir LMXBs gilt &hnliches,
allerdings spielt bei diesen Systemen moglicherweise auch die Bestrahlung der
Scheibe eine Rolle (KING, |1995).

Die Temperatur an einem Punkt der stationdren Scheibe héngt von der Massen-
durchstromrate und der Entfernung vom Zentrum ab. Die niedrigste Tempera-
tur wird am AuBenrand der Scheibe erreicht, und der Scheibenradius hingt von
Bahnabstand ab. Daher gibt es eine vom Bahnabstand bzw. der Bahnperiode
abhingige kritische Massentransferrate M. Liegt die sikulare Transferrate
iiber diesem Wert und somit die Temperatur der Scheibe iiberall oberhalb von
Terit, s0 ist die Scheibe stabil, und das System erscheint als Novadhnliche Verin-
derliche. Liegt die sédkulare Transferrate unter diesem Wert, so ist die Scheibe
instabil, und das System erscheint als Zwergnova.

Bei CVs ist die Akkretionsleuchtkraft im ,Low State“ der Scheibe zu niedrig,
um die stationidre Masseniiberstromrate zu destabilisieren. Im , High State* der
Scheibe ist sie dagegen vermutlich gro genug. Da die Zeitskala der Scheiben-
instabilitdten verschwindend klein ist gegeniiber der thermischen Zeitskala des
masseverlierenden Sterns, wird die Wirkung von ,High* und ,Low State“ der
Akkretionsscheibe sich in irgendeiner gemittelten Form auf den Stern auswirken.
Die ersten Versuche, den Effekt intermittierender Bestrahlung numerisch iiber
sphérisch symmetrisch bestrahlte Sterne iiber zu simulieren, gehen auf HARPAZ
und RAPPAPORT| (1995) zurtick.

Entscheidend fiir die Reaktion des Sterns auf intermittierende Bestrahlung ist
die thermische Zeitskala der iiberadiabatischen Konvektionszone 7g,. Fiir einen
Hauptreihenstern von 0.8 M und einer Relativmasse von 3-1071° fiir die iiber-
adiabatische Konvektionszone ergibt sich ein Wert von

U,
Tsa = % ~ 20 min, (3.171)

und fiir einen Riesen der gleichen Masse mit 110 L und einer Relativmasse der
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iiberadiabatischen Konvektionszone von 5 - 107 ergibt sich ein Wert von

US a

Tea = ~ 10d. (3.172)
Usa bezeichnet hierbei die Innere Energie der iiberadiabatischen Konvektions-
zone und L die Gesamtleuchtkraft des Sterns. Ist die Dauer eines Ausbruchs
kiirzer als 7g,, so kann der Stern wihrend der Dauer des Ausbruchs seine Energie
nicht iiber die bestrahlte Fliche abstrahlen, und die iiberadiabatische Konvek-
tionszone heizt sich auf. Auf den Zustand, genauer gesagt die Entropie der
tieferliegenden adiabatischen Konvektionszone hat dies jedoch keinen Einfluf.
Unmittelbar nach dem Ende des Ausbruchs strahlt die iiberadiabatische Kon-
vektionszone die aufgestaute Energie wieder ab, und der Nettoeffekt ist quasi
Null. Der Stern verhélt sich, als werde er im Mittel lediglich vom Bestrahlungs-
fluB im ,,Low State“ beleuchtet. Es gilt:

g ~ <firr,low> :Mlow
(firr,mean> M ’

(3.173)

wobei (firr,mean) den mittleren BestrahlungsfluB bezeichnet. ay = 1 entspricht
Akkretion mit einer stationdren Rate.

Auf Grund der kurzen Zeitskala der iiberadiabatischen Konvektionszone ist es
auch irrelevant, dafl der Stern nicht iiber eine KELVIN-HELMHOLTZ-Zeitskala
synchron mit der Bahn rotiert, sondern es reicht, wenn der Stern auf einer
Zeitskala 7 > 75, synchron rotiert. Dies ist jedoch angesichts der kurzen, in
Abschnitt diskutierten Synchronisationszeitskalen gegeben.

Fiir Zwergnovae, deren masseverlierender Stern iiber eine nennenswerte iiber-
adiabatische Konvektionszone verfiigt, ist daher ay und somit « viel zu klein,
um Massentransferzyklen auszuldsen. Fiir Novadhnliche Verédnderliche ist dage-
gen per Definition ay = 1. Ob und welche dieser Systeme Massentransferzyklen
durchlaufen, hingt von den Werten von aueer, @iy und natiirlich dem magneti-
schen Bremsgesetz ab.

Ist die Dauer eines Ausbruchs deutlich gréfler als 74,, so stellt sich nicht nur die
iiberadiabatische Konvektionszone auf die neuen dufleren Randbedingungen ein,
sondern es wird auch der Energietransport von der adiabatischen Konvektions-
zone nach auflen blockiert, und die Entropie der adiabatischen Konvektionszone
steigt. Nach dem Ende des Ausbruchs kann zwar die iiberadiabatische Konvekti-
onszone die in ihr angestaute Energie abstrahlen, die adiabatische Konvektions-
zone aber nicht. Daher wéchst in jedem ,,High State* der Scheibe die Entropie
in der adiabatischen Konvektionszone um einen geringen Betrag. Ist im ,,High
State“ der Scheibe der intrinsische Fluf3 auf der bestrahlten Seite vollstdndig
blockiert und der Bestrahlungsfluff im ,Low State* der Scheibe Null, so gilt
niherungsweise:

Thigh

—e (3.174)
Thigh + Tlow

g ~

wobei Thigh und Tioy die jeweilige Dauer des ,High® bzw. ,Low State” bezeich-
nen.
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Nun besitzen nicht alle massegebenden Sterne in CVs eine iiberadiabatische
Konvektionszone. Es ist daher mdoglich, dafi unentwickelte Hauptreihensterne
mit M < 0.5 M auch von kurzen Ausbriichen beeinflufit werden (BRETT und
SMITH, 1993), da die adiabatische Konvektionszone bis an die Photosphire
reicht. Dies wiirde bedeuten, daf fiir massearme, unentwickelte CVs mit einer
Bahnperiode von bis zu fiinf Stunden oy durch gegeben ist.

3.6.6 Beobachtbare Konsequenzen

Nachdem das Problem der Massentransferzyklen auf thermischer Zeitskala in
den vorangegangenen Abschnitten ausfiihrlich diskutiert wurde, verbleibt die
Frage, welche beobachtbaren Konsequenzen dieses mogliche Phanomen auf die
Population der Kataklysmischen Verénderlichen, bzw. der Massearmen Ront-
gendoppelsterne hat.

Klar ist, daf} ein einzelner Zyklus viel zu lange dauert, um jemals beobachtet
werden zu koénnen. Stattdessen wiirde man Mitglieder einer Population in ver-
schiedenen Stadien der Entwicklung beobachten und daraus méglicherweise den
falschen Schluf} ziehen, daf3 es sich um verschiedene Populationen handelt, oder
die Groe einer Population dramatisch unterschitzen, wenn die meisten ihrer
Mitglieder sich unbeobachtbar im ,,Low State* befinden.

Von marginal instabilen Systemen abgesehen iiberspannt die Massentransferrate
der bestrahlungsinstabilen Systeme im Laufe eines Zyklus mehrere Gréflenord-
nungen, oder der Massentransfer schaltet sich im ,,Low State“ sogar komplett
ab. Die Zeitskala des Ein- und Ausschaltens des Massentransfers ist sehr kurz
im Vergleich zur Dauer des ,,High“ oder ,Low State“. Sobald beim Einschal-
ten des Massentransfers ein Anteil s der intrinsischen Leuchtkraft des Sterns
blockiert ist, wird der Massentransfer durch die thermische Relaxation angetrie-
ben. Nach dem Bipolytropenmodell ist die Antriebszeitskala durch *¢ gegeben.
Die Zeitskala, auf der Storungen nivelliert werden, ist nach dem in Abschnitt
gesagten von der Gréflenordnung einiger % mal der Antriebszeitskala. Dies
ist wesentlich kiirzer als die Antriebszeitskala selbst, so dafl sich das in Ab-
schnitt diskutierte eindimensionale Modell fiir vorgegebene ther-
mische Relaxation K auf den Einschaltvorgang anwenden l&3t. Die Dauer des
Einschaltvorgangs (und analog auch des Ausschaltvorgangs) ist also von der
Groflenordnung
Hp Tee

T~ -~ (3.175)
und somit ein verschwindender Bruchteil der gesamten Zykluszeit. Daher ist
anzunehmen, daf} sich praktisch alle Mitglieder einer Population entweder im
»High“ oder im , Low State“ befinden.

Im ,Low State“ ist die Massentransferrate entweder sehr niedrig oder Null,
so daf} solche Systeme kaum beobachtet werden kénnen und im Regelfall als
getrennte Doppelsternsysteme erscheinen. Da die sdkulare Massentransferrate
durch Massentransferzyklen kaum beeinflufit wird, ist das Verhéltnis von 7yign
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und 7oy durch das Verhéltnis der Massentransferrate im ,,High State® Mhigh

gur sikularen Massentransferrate M gegeben. Nur der Anteil

T high ~ M
Thigh + Tlow M, high

(3.176)

der Population ist beobachtbar. Dies kann etwa die Hilfte oder auch nur ein
verschwindender Bruchteil der Population sein, wie sich aus den Abbildungen
in den vorangegangenen Abschnitten ersehen la8t. Allgemein gilt: Je schwicher
die Bremsung, d.h. je kleiner die sikulare Massentransferrate, desto grofler ist
der nicht beobachtbare Anteil der Population im ,,Low State“. Die Massentrans-
ferrate im ,,High State“ ist nicht konstant, sondern nimmt, von einem Maximal-
wert ausgehend, mit der sich abschwichenden thermischen Relaxation ab. Sie
iiberspannt etwa eine Gréfenordnung in M.

Aus diesem Grund bieten sich Massentransferzyklen als eine natiirliche Erkla-
rung fiir unterschiedliche beobachtete Massentransferraten bei ansonsten dhnli-
chen Systemen an. So wiirden beispielsweise bestrahlungsstabile Systeme eine
niedrige Massentransferrate aufweisen und als Zwergnovae erscheinen, wihrend
bestrahlungsinstabile Systeme im ,,High State* deutlich hohere Massentransfer-
raten aufwiesen und als Novaihnliche Verdnderliche sichtbar wéren.
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4 Zusammenfassung und Ausblick

Die numerische Simulation von Massentransferzyklen auf thermischer Zeitskala,
wie sie im Zusammenhang mit der Entwicklung kompakter Doppelsternsysteme
in der Literatur des 6fteren diskutiert wurden, bildete den Schwerpunkt dieser
Arbeit. Hierbei gab es zwei miteinander verkniipfte Zielsetzungen: Zum einen
sollte das von RITTER et al.| (1995, [1996), KING et al.| (1996), RITTER et al.
(2000) fiir Sterne mit einer konvektiven Hiille entwickelte, analytische Modell
zum Auftreten von Massentransferzyklen numerisch durch Verwendung vollstéan-
diger hydrostatischer Sternmodelle {iberpriift werden. Fast alle zuvor durchge-
fiihrten numerischen Simulationen beruhten lediglich auf Bipolytropenmodellen.
Zum anderen sollte die von KING et al.| (1997)) getroffene Vorhersage iiberpriift
werden, wonach Kataklysmische Verinderliche mit nuklear entwickelten Ster-
nen, die im Rahmen des analytischen Modells formal nicht behandelt werden
konnen, eine hohere Suszeptibilitit gegeniiber Massentransferzyklen aufweisen
sollten als Kataklysmische Verdnderliche mit unentwickelten Hauptreihenster-
nen.

Als Voraussetzung fiir die Durchfithrung der gewiinschten Entwicklungsrech-
nungen war es notwendig, einen numerischen Algorithmus zu entwickeln, der
es ermoglichte, den Massentransfer und insbesondere das Ein- und Ausschalten
des Massentransfers sowohl physikalisch mit hinreichender Genauigkeit als auch
numerisch stabil mit einer akzeptablen Anzahl von Zeitschritten zu berechnen.
In diesem Zusammenhang wurde analytisch gezeigt, dafl das iiblicherweise ver-
wendete explizite Verfahren zur Bestimmung der Massentransferrate numerisch
instabil ist, falls die gewéhlte Zeitschrittlinge At grofler ist als eine kritische
Zeitschrittlinge Atpmax, die sich explizit angeben lit. Es konnte gezeigt wer-
den, daf fiir eine einfache Langzeitentwicklung einer CV mit einem massearmen
Hauptreihensterns ohne Bestrahlungsriickkopplung mindestens 2600 Zeitschrit-
te pro Halbierung der Sternmasse notwendig sind. In der Praxis sind es sogar
noch deutlich mehr, da At zur Laufzeit nicht genau genug bestimmt werden
kann, so daf fiir eine Langzeitentwicklung von ~ 1 Mg auf ~ 0.1 M, einige 10*
Zeitschritte benottigt werden, fiir den besonders instabilen Massentransfer auf
der thermischen Zeitskala konnen es sogar einige 10° Zeitschritte werden.

AuBlerdem wurde gezeigt, dafl ein implizites Zeitschrittverfahren in Form eines
NEWTON-Verfahrens eine vermutlich optimale Kontrolle der numerischen Insta-
bilitdten bietet. Die Gesamtmasse M des Sterns wurde daher als zusétzliche
Variable in das HENYEY-Iterationsverfahren, ein NEWTON-Verfahren zur Lo-
sung der Sternaufbaugleichungen, eingebaut. Hierdurch konnte die Anzahl der
fiir eine Langzeitentwicklung notwendigen Zeitschritte auf wenige 103 reduziert
werden.

Es wurde das analytische Modell von KING et al.| (1996]), RITTER et al.| (2000])
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ausfiihrlich hergeleitet und diskutiert. Hierbei wurde ein bisher vernachlassigter
Term beriicksichtigt. Dieser bewirkt, dafl es nicht nur eine obere Grenze fiir die
Drehimpulsverluste, bzw. die Expansionsrate durch nukleare Entwicklung gibt,
oberhalb derer ein System grundsétzlich stabil ist, sondern dafl es auch eine
untere Grenze gibt, unterhalb derer ein System ebenfalls stabil ist.

CVs mit Riesen als Massegeber liegen fiir physikalisch sinnvolle Werte des Be-
strahlungseffizienzparameters o unterhalb dieser Grenze, so daf sie, anders als
erwartet, vermutlich stabil sind.

Fiir CVs mit unentwickelten Hauptreihensternen liefert das analytische Modell
quantitativ brauchbare Vorhersagen fiir das Auftreten von Massentransferzy-
klen. Damit diese Systeme instabil werden, ist ein verh&ltnisméBig groler Wert
des Effizienzparameters von o 2> 0.1 Voraussetzung. Des weiteren ist fiir Sy-
steme mit Bahnperioden von 3 bis 5 Stunden, bzw. Donormassen von etwa
0.35 — 0.6 Mg eine niedrige Drehimpulsverlustrate erforderlich, die ein kleines
Vielfaches der gravitativen Bremsrate nicht iiberschreiten darf, wahrend fiir
léngerperiodische Systeme mit Donormassen von ~ 1 My eine héhere Drehim-
pulsverlustrate erforderlich ist. Zwischen 2 und 3 Stunden werden alle CVs mit
unentwickelten Hauptreihensternen selbst fiir die niedrigste mogliche Bremsrate,
also Bremsung allein durch Abstrahlung von Gravitationswellen, stabil.

Die erforderliche niedrige Bremsrate im Periodenbereich von 3 — 5 Stunden ist
wesentlich niedriger als die iiblicherweise verwendeten Bremsraten, etwa nach
VERBUNT und ZWAAN|(1981)), und auch niedriger als die fiir das Periodenliicken-
modell (SPRUIT und RITTER, 1983} |KOLB| |1993) notwendige Bremsrate. Sie ist
jedoch vertrédglich mit den von |SILLS et al.| (2000), ANDRONOV et al.| (2003) aus
neueren Beobachtungen abgeleiteten Bremsraten.

Fiir die stark entwickelten Kerne massereicherer Hauptreihensterne nach Ver-
lust ihrer Hiille, sogenannte Remnants of Thermal Timescale Mass Transfer,
fiir die das analytische Modell formal nicht anwendbar ist, zeigen sich deutli-
che Abweichungen zwischen den auf diese Systeme iibertragenen Aussagen des
analytischen Modells und den numerischen Entwicklungsrechnungen, und zwar
sind diese Systeme stabiler als erwartet. Die Ursache ist moglicherweise, daf3
das analytische Modell die thermische Zeitskala der konvektiven Hiille in diesen
Systemen unterschétzt.

Von Massearmen Rontgendoppelsternen war urspriinglich angenommen worden,
dafl die Bestrahlungsstérke fiir physikalisch sinnvolle Werte von a im Allgemei-
nen zu grof ist, um Massentransferzyklen auszulésen. Dies ist jedoch nicht der
Fall, wenn beriicksichtigt wird, dafl die Regionen in der Ndhe des Terminators
nur in einem sehr flachen Winkel und somit nur mit einem verhéltnisméfig ge-
ringen effektiven Flufl bestrahlt werden. Das fithrt dazu, dafl selbst fiir sehr hohe
Bestrahlungsstérken die Bestrahlungsriickkopplung nicht vollsténdig verschwin-
det. Es zeigt sich, dafl massearme Rontgendoppelsterne sowohl mit Hauptrei-
hensternen als auch mit Riesen als Massegeber fiir a < 0.1 unter Umstén-
den Massentransferzyklen durchlaufen kénnen. Fiir LMXBs mit unentwickelten
Hauptreihenstenen gilt in Bezug auf die fiir Massentransferzyklen erforderlichen
Bremsraten das fiir CVs mit unentwickelten Hauptreihensternen gesagte.
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Fine grofle Unbekannte in der Diskussion der Bestrahlungszyklen stellt der
Effizienzparameter a dar. Dieser Parameter als Funktion des Spektrums der
Bestrahlung entscheidet, welche Systeme unter welchen Bedingungen Massen-
transferzyklen durchlaufen kénnen. Im Prinzip ist es heutzutage moglich, volle
Atmosphéirenmodelle mit Bestrahlung durch ein vorgegebenes Spektrum zu be-
rechnen und durch Vergleich mit grauen Atmosphéirenmodellen qj, zu erhalten.
Durch den Vergleich der aus den Atmosphirenmodellen errechneten syntheti-
schen Spektren mit tatsichlich beobachteten Spektren bestrahlter Atmosphéren
ist es prinzipiell moglich, jrQacer zu bestimmen und so auch Informationen
iiber aaeer zu gewinnen.

Sollte « fiir bestimmte Unterklassen der Kataklysmischen Verénderlichen, bzw.
der Massearmen Rontgendoppelsterne in einer geeigneten Gréflenordnung lie-
gen, so lieflen sich fiir diesen Wert von « Populationsstudien durchfithren, um
eine Verteilung der Massentransferraten, bzw. den Anteil der Systeme im be-
obachtbaren ,,High State* an der Gesamtpopulation zu bestimmen. Durch den
Vergleich der synthetischen Verteilungen mit der beobachteten Verteilung lie-
Ben sich schliefllich Riickschliisse auf das tatséchliche magnetische Bremsgesetz
ziehen.
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A Die Grundgleichungen des Sternaufbaus

Einzelsterne sind, vernachlissigt man Rotation und starke Magnetfelder, sphé-
risch symmetrisch. Selbst Sterne in einem Doppelsternsystem, die ihr kritisches
ROCHE-Volumen ausfiillen, weichen nur geringfiigig, und dies auch nur in den
duBeren Schichten, von der sphérischen Struktur ab (PRINGLE, |1985]).

Die mechanische und thermische Struktur sphérischer Sterne ist durch vier
Grundgleidungen, partielle Differentialgleichungen in zwei Variablen, bestimmt.
In LAGRANGEscher Formulierung sind die unabhiingigen Variablen die Zeit ¢
sowie die Relativmasse

M, = /47r7“'2p(r’) dr’ (A1)
0

innerhalb der Massenschale mit Radius 7, wobei p die Dichte bezeichnet (Cox
und GIULIL, (1968, [KIPPENHAHN und WEIGERT) [1990)). Die erste Sternaufbau-

gleichung
or 1
= — A-2
OM,  4mrp (A.2)

beschreibt die Verteilung der Masse durch den Stern von M,. = 0 bis M, = M.

P M, 1 62
op _ M. 1 oW (A.3)
oM, Amrd 4mr2 Ot2
mit der Gravitationskonstanten I' ist die Bewegungsgleichung fiir die Massen-
2
schale M,. Im hydrostatischen Gleichgewicht, d.h. fiir % = 0 bestimmt sie die

hydrostatische Struktur des Sterns. Die dritte Grundgleichung

oL,

oM,
folgt aus der Energieerhaltung und gibt an, wie sich der durch die Massen-
schale M, nach auflen flielende Energiestrom L, an der Stelle M, &ndert. epyc
bezeichnet hierbei die nukleare Energieerzeugung pro Masse und Zeit, ¢, die
Neutrinoverluste pro Masse und Zeit und €4 die pro Masse und Zeit freigesetzte
Wairmeenergie, die sich aus thermischer, gravitativer und chemischer Energie
zusammensetzi}

p
dQ = ~TdS = dU — 5dp+ //;ldu. (A.5)

= €nuc — Ev + &g (A.4)

!Samtliche extensiven thermodynamischen Variablen wie die Innere Energie U oder die Entro-

pie S sind in dieser Arbeit immer pro Masseneinheit angegeben. Das Volumen V' geht daher
in %, dV in —p%dp, die Teilchenzahl N in das inverse Molekulargewicht i, und dN in
—M%du iiber. In der Literatur wird meist die dimensionslose Grofle i := 15— statt u und
R = ﬁ statt der BOLTZMANN-Konstanten k£ verwendet. R bezeichnet hierbei nicht die
allgemeine Gaskonstante. Fiir eine Einfithrung in die Thermodynamik sei auf (JELITTO,

1989) verwiesen.
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Der letzte Term mit dem elektrochemischen Potential M beschreibt die Ande-
rung des lonisationsgrades bzw. Molekiilbildung, die in der Literatur meist in
der Behandlung der Inneren Energie U eingeschlossen sind. Somit ist €, durch
die zeitliche Anderun der Entropie gegeben:

W () o

Die vierte Sternaufbaugleichung schliellich beschreibt den Energietransport:

olnT

olmP (A7)

Fiir reinen Strahlungstransport ergibt sich der radiative Temperaturgradient

3k L.P

Viad = 76 0F M, T*

(A.8)
mit der Opazitdt k, der Strahlungsdichtekonstante a und der Lichtgeschwindig-
keit c. Fiir Energietransport durch rein adiabatische Konvektion ist die vierte
Sternaufbaugleichung dagegen durch den adiabatischen Temperaturgradienten

<dlnT

dlnP)ad = vad(Tv P, M) (A.9)

gegeben, der nichts anderes ist als die totale Ableitung der Temperatur nach
dem Druck bei konstanter Entropie. Fiir nichtadiabatische Konvektion liegt der
wahre Temperaturgradient V zwischen beiden Extremen, und eine Konvekti-
onstheorie ist erforderlich. Ublich ist die Verwendung der Mischungswegtheorie
(BOHM-VITENSE, |1958] (COoX und GruLL, [1968)).

Zur Losung der Sternaufbaugleichungen bei vorgegebenem chemischem Pro-
fil scheint somit die Kenntnis der Fundamentalgleichung der Thermodynamik
S(U, p, ) (bzw. U(S, p, ) in der Energiedarstellung) in einer beliebigen Dar-
stellung mit den konjugierten Variablenpaaren U <« T, p < P, u < M (bzw.
S < T, p«< P, u— M in der Energiedarstellung) erforderlich, aus der sich
alle weiteren thermodynamischen Groéflen wie p und V,q herleiten lassen. In
der Praxis reicht jedoch, eine Umformulierung von vorausgesetzt, eine
Zustandsgleichung fiir p sowie die Kenntnis einiger thermodynamischer Koeffi-
zienten. Des weiteren wird noch die Kenntnis der Materialfunktionen &, &, und
€, benostigt.

2Die totale Ableitung der Entropie Z—f bezieht sich hierbei auf die totale Ableitung von S
nach ¢ in einer festen Massenschale M, bei variablen thermodynamischen Groflen T', P
und p. Innerhalb der Sternaufbaugleichungen béte es sich an, stattdessen ¢4 = fT% zZu
benutzen, was trotz unterschiedlicher Schreibweise ebenfalls die Ableitung von S nach ¢t
bei konstantem M, bezeichnet. Die Ambivalenz dieser beiden Schreibweisen fithrt hiufig zu
Irritationen, wenn nicht deutlich gesagt wird, beziiglich welcher Variablen die totale, bzw.
die partielle Ableitung gebildet wird. Es wird in dieser Arbeit daher hiufig auf die in der
Thermodynamik ,iibliche* Nomenklatur (%) ,, zuriickgegriffen. Sie bedeutet die Ableitung
von X nach Y unter der Nebenbedingung, dafl Z konstant ist.
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Fiir die zeitliche Entwicklung der chemischen Zusammensetzung sind weitere
Gleichungen erforderlich:

I

0X; i .

8t :m7 erl—T‘w y ZZI,...,I (Al())

j=1
und

I
S xi=1. (A.11)
i=1

Hierbei bezeichnet X; den Massenanteil und m,; die Kernmasse des Isotops i,
sowie r;; die nuklearen Reaktionsraten. In konvektiven Zonen ist zu beriicksich-
tigen, dafl die Massenanteile X; im Wesentlichen rémlich konstant sind. Die
Zeitentwicklung der Mittelwerte ergibt sich in diesem Fall als Integral iiber die
lokalen Anderungen von X; zuziiglich der Anderungen durch die Verschiebung
der Grenzen der Konvektionszone und das damit verbundene Mischen mit Ma-
terial von auflerhalb der Konvektionszone.
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B Das Sternentwicklungsprogramm

B.1 Allgemeines

Das fiir diese Arbeit verwendete Sternentwicklungsprogramm basiert auf einem
urspriinglich von KIPPENHAHN et al. (1967) entwickelten Code, der im Laufe
der Zeit von verschiedenen Leuten verdndert und weiterentwickelt wurde und
der speziell auf die akkurate Berechnung von Sonnenmodellen optimiert wurde
(SCHLATTL et al., [1997, [SCHLATTL 1999).

Bei der Losung der Sternaufbaugleichungen werden die Gleichungen ,
, sowie , die die mechanische und thermische Struktur des
Sterns beschreiben, getrennt von den Gleichungen sowie , die die
chemische Entwicklung beschreiben, behandelt. Da das nukleare Netzwerk inklu-
sive der Reaktionsraten (CAUGHLAN et al., 1985, /ADELBERGER et al., [1998)) fiir
diese Arbeit unveridndert iibernommen wurde, soll darauf nicht weiter eingegan-
gen werden. Ebenfalls unveréndert blieb die Konvektionstheorie. Alle Sternent-
wicklungsrechnungen wurden mit der klassischen Mischungswegtheorie (BOHM-
VITENSE, [1958) mit einem Mischungswegparameter [ von 1.5 durchgefiihrt.

Mit dem freundlicherweise von H. SCHLATTL und A. WEISs zur Verfligung
gestellten Sternentwicklungscode war es bedauerlicherweise nicht moglich, auf
Grund von physikalischen und numerischen Unzulédnglichkeiten in den vorhan-
denen Zustandsgleichungen und den Opazititen, Hauptreihensterne kleiner als
etwa 0.7 M, zu rechnen. Die vorhandenen OPAL-Opazitétstabellen (IGLESIAS
und ROGERS, |1996), die fiir niedrige Temperaturen durch die ALEXANDER-
FERGUSON-Opazititen (ALEXANDER und FERGUSON| 1994)) ergéinzt werden,
muften fiir diese Arbeit zu hoheren Dichten und Driicken, wie sie in den Hiillen
massearmer Hauptreihensterne vorkommen, erweitert werden. Die hierfiir noti-
gen Tabellen wurden freundlicherweise von P. HAUSCHILDT und J. FERGUSON
erzeugt. Des weiteren stellte es sich als notwendig heraus, die Zustandsgleichun-
gen zu ersetzen, worauf in Anhang [C] eingegangen wird.

Die Berechnung der mechanischen und thermischen Struktur des Sterns basiert
auf dem sogenannten HENYEY-Iterationsschema (KIPPENHAHN et all (1967).
Wie in Abschnitt [2.4] gezeigt wird, ist es notwendig, ein implizites Verfahren
zu benutzen, um eine geniigend glatte Massentransferrate mit moglichst gerin-
gem Rechenaufwand zu erhalten. Der erste Vorschlag fiir ein &uflerst einfaches,
implizites Verfahren geht auf SAVONLIE| (1978]) zuriick. Das fiir die Entwicklungs-
rechnungen in dieser Arbeit entwickelte Verfahren ist wesentlich komplexer und
wird in den folgenden Abschnitten detailliert beschrieben. Es basiert darauf,
die Sternmasse M als zusétzliche Variable dem HENYEY-Verfahren hinzuzufii-
gen. Insbesondere ist es notwendig, eine zusétzliche &ulere Randbedingung fiir
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M einzufithren. Ein #hnliches Verfahren, welches M statt M als zusitzliche
Variable benutzt, wurde unabhéngig von BENVENUTO und DE VITO| (2003
entwickelt. Des weiteren ist es erforderlich, eine &uflere Randbedingung, die
STEFAN-BOLTZMANN-Gleichung, zu modifizieren, um den Effekt der Bestrah-
lungsriickkopplung auf den Sternaufbau modellieren zu kénnen. Fiir die Reakti-
on konvektiver Sternhiillen auf Bestrahlung wird auf die Tabellen von HAMEURY
und RITTER| (1997)) sowie auf weitere, von J.-M. HAMEURY eigens fiir diesen
Zweck erstellte Bestrahlungstabellen zuriickgegriffen.

B.2 Diskretisierung des Sternaufbaus

Als Grundlage fiir die numerische Berechnung dient ein sphérisch symmetri-
scher Stern, iiber den ein eindimensionales Gitter von m nicht dquidistanten
Stiitzstellen in der unabhéngigen Variablen 0 < % < 1 gelegt wird. Es Werden
im Prinzip die Sternaufbaugleichungen in LAGRANGEscher Formulierung, (A ,

, . sowie , verwendet und durch Differenzengleichungen fiir d1e

Stutzstellen ersetzt. q,(C n)

mit

bezeichne die k-te Stiitzstelle des Sterns zur Zeit ¢,

@M =1, ¢ =o, (B.1)

d.h. die erste Stiitzstelle entspricht dem Sternrand, die letzte dem Sternzen-
trum. P]g"), Té"), r,(gn) (") X (Z) seien die Werte der Variablen P, T, r, L,

sowie X; an der Stelle ]}\4/‘}" = q,gn) zur Zeit t,. Bei Beriicksichtigung von Mas-

senverlust kommt noch als zusiitzliche Variable die Gesamtmasse M hinzu.
Die geeignete Wahl der Stiitzstellen zur Laufzeit ist von auflerordentlicher Be-
deutung. GroBe Anderungen im Sternaufbau iiber einen kleinen Massenbereich
Agq, wie sie beispielsweise in den duflersten Schichten unterhalb der Photosphé-
re oder beim Ubergang zwischen Schichten mit konvektivem und radiativem
Energietransport auftreten, miissen hoch aufgelost werden. Gleichzeitig soll die
Gesamtzahl der Gitterpunkte moglichst klein sein, um Rechenzeit zu sparen.
Aus diesem Grund wird ein spezieller Gitterpunktalgorithmus verwendet, der
deutlich bessere Ergebnisse liefert als frithere Verfahren (WAGENHUBER und
WEISS, (1994]).

M) P,E,"), T,gn), r,(cn), L,(C"), X](.TZ) seien fiir alle Teilchensorten j fiir ein vorge-
gebenes n fiir alle k € {1,... ,m} aus einem Vorgingermodell gegeben, und es
sollen nun die Werte fiir den (n + 1)-ten Zeitschritt berechnet werden. Die prak-
tische Implementierung sieht wie folgt aus: Erst wird die zeitliche Entwicklung
der chemischen Zusammensetzung aus sowie berechnet, und man
erhélt X; (nH) fiir alle k € {1,...,m}. Es verbleiben somit noch die vier Diffe-
rentlalglelchungen fiir die mechamsche und thermische Struktur des Sterns. Im
Folgenden wird der hochgestellte Index (n + 1) zur Vereinfachung der Nomen-
klatur fortgelassen, wihrend (n) beibehalten wird und den zugehérigen Wert
des Vormodells bezeichnet.
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Der Stern wird als im hydrostatischen Gleichgewicht befindlich angenommen,
so daf} die zweite Zeitableitung von r in verschwindet. Des weiteren ver-
wendet das Sternentwicklungsprogramm fiir P, T und r logarithmische, fiir L,
dagegen lineare Groflen, weil dies numerisch giinstiger ist. In der unabhéngigen
Variablen

i (B.2)

lassen sich die verbliebenen Sternaufbaugleichungen (A.2)), (A.3)), (A.4]) sowie
@ dann wie folgt schreiben:

8;;17“ = 47?47%’ (B.3a)
88[; = (enuc — €v +€4) M, (B.3c)
gur

Der Temperaturgradient V ist entweder gleich dem radiativen Temperaturgra-
dienten
3x  L,P

1672ac qMT*’
oder sich ergibt sich nach der Mischungswegtheorie aus V,,q4 und dem adiaba-
tischen Temperaturgradienten V,q, der aus dem lokalen thermodynamischen
Gleichgewicht und somit der Zustandsgleichung folgt und daher unabhéngig
von M ist.

Die linke Seite der Sternaufbaugleichungen (B.3|) wird durch Differenzenglei-
chungen fiir die Werte der Strukturvariablen an den Stiitzstellen ersetzt, wéh-
rend die rechte Seite in geeigneter Weise an den Stiitzstellen ausgewertet wird.

Viad = (B.4)

Bezeichnet
x:=(P,T,r,L) e R* (B.5)

einen Vektor der Strukturvariablen an einer Stiitzstelle, so lassen sich fiir die
rechte Seite von (B.3]) die Funktionen

M

M) = —m— B.6
G (T, Thog1, M) pr (B.6a)
LG, M?
Gk, p(Tk; Tpy1, M) = — q’f4 —, (B.6b)
47T7’kPk
gk,L($ka Lk41, M) = (énuc,k - 5u,k + ég,k) M, (B'GC)

g1 (Tl Ty, M) = Vj (B.6d)
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definieren. Hierbei wird fiir die Variablen r, P, T, p das geometrische Mittel
ihrer Werte an den Stiitzstellen £ und k + 1 eingesetzt, d.h.

Pri= ket Pri= VPPist, Tii= VT,

. (B.7a)
i =\ p(Ti, Pi) p(Ths1, Prtr),
und fiir alle {ibrigen das arithmetische Mitteﬂ d.h.
N 1 ~ 1
G =5 (@ + qr+1), Li:= 5 (L + Lit1) - (B.7b)
Es werden somit fiir die Stiitzstellen £ = 1,...,m — 2 die Nullstellen der folgen-
den Funktion gesucht:
InPeyi—InkP,
fep Qk+1—Gk 9k.p
Ll f ) lnTk+1—lnTk . gk T
kT L In P, —In P, _
T Lr+1 = f = 1nr12111 lnr: =0. (B8)
M fk " g = Gk
k,L kr1—Le
Geri—ar kL

Es handelt sich hierbei um 4(m — 2) Gleichungen fiir die 4(m — 1) + 1 Un-
bekannten P, T}, rx, Ly und M. Die fiir die eindeutige Auflésung fehlenden
Gleichungen miissen geeigneten Randbedingungen fiir £k = 1 bzw. k = m ent-
nommen werden.

gg ist gemif itber die zeitliche Anderung der Entropie bei festem
M, definiert. Da die Sternaufbaugleichungen in der gewéhlten, pseudo-
LAGRANGEschen Formulierung Differentialgleichungen in ¢ und nicht in M,
sind, ist somit £, von der Gesamtmasse M abhéngig. Denn es gilt:

AS o M

wobei M(™ die Masse und S (g) den Entropieverlauf des Vormodells bezeich-
nen. Wird die Masse im laufenden Zeitschritt At von M ™ auf M reduziert,
so befand sich die Massenschale, die sich beim jetzigen Modell bei ¢ (enspre-
chend M, = g M) befindet, beim Vormodell an der Position (entsprechend

M, = q,g ) pn ). Es gilt daher:

M(n)

Oggr T ak g/(n) < M ) ~ Tk 5’21)1 _ S(n) (B.10)

OM — At M®) M%) A Qet1 — Qi

wobei S'(™ die Ableitung von S nach dem Argument bezeichnet. Die letzte

Niherung gilt natiirlich nur, wenn Sy (¢q) glatt genug ist und das Verhéltnis M(n>

'Diese Wahl hat lediglich numerische Griinde. Und zwar ist der Logarithmus des geometri-
schen Mittels gerade das arithmetische Mittel der Logarithmen: Invab = %(lna + Inb).
Daher spart die Berechnung des geometrischen Mittels fiir logarithmische Groflen Rechen-
zeit.



B.3 Die inneren Randbedingungen 159

nicht zu sehr von 1 verschieden ist (abhéngig von der Gitterpunktdichte). Der
Beitrag der Ableitung von €, nach M ist absolut essentiell fiir die Behandlung
von Massentransfer auf der thermischen Zeitskala.

Numerische Rechnungen zeigen, dafl die Verwendung von S zur Berechnung von
€4 zu kleinen zeitlichen Fluktuationen in den stellaren Kenngréfien fiihrt. Eine
alternative Formulierung ist durch

P Olnp 1T P
- = B.11
9T, mT (VadT P) (B-11)

gegeben (KIPPENHAHN und WEIGERT, 1990, Gl 4.27), welche glattere Resultate
liefert. Es gilt:

degr _ Py Olnp qk myv (M
oM = o ot |, arw | G

1 M
ONA e
v (InT'"™) <M(”) qk)]

(In P™)Y bzw. (InT™)" bezeichnen hierbei die Ableitungen von In P(™ und
In7( nach dem Argument.

(B.12)

Die partiellen Ableitungen von fi 7, also die Ableitungen des Temperaturgradi-
enten ergeben sich aus der Mischungswegtheorie und sollen im Folgenden nicht
weiter ausgefiihrt werden. Die partielle Ableitung von V,,q nach der Masse 143t
sich explizit hinschreiben, wihrend V,q als lokale thermodynamische Groéfie
nicht von der Masse abhéngig ist. Die partielle Ableitung des wahren Tempera-
turgradienten wird vom verwendeten Sternentwicklungscode ignoriert. Es sei an
dieser Stelle darauf hingewiesen, dal Fehler in den Ableitungen nur die Konver-
genzgeschwindigkeit des (modifizierten) HENYEY-Verfahrens, jedoch nicht das
Ergebnis beeinflussen.

B.3 Die inneren Randbedingungen

Im Zentrum des Sterns besitzen die Sternaufbaugleichungen (B.3a) und (B.3b)
fiir = 0 (hebbare) Polstellen. Daher miissen P, T, r und L um M, = 0 herum
entwickelt werden (KIPPENHAHN und WEIGERT, 1990, Kap. 10). Der Index ¢
bezeichne die Werte im Sternzentrum.

Fiir geniigend kleine M, (d.h. p = p.) gilt offensichtlich:

1
3 M.\3
~ | — . B.1
' <47T pc) (B.13)

Eingesetzt in (A.3)) ergibt sich

4
oP T [4r \3 1
oM %_4w<3pc> M % (B.14)
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und daraus fiir den Druck in einer Umgebung um r = 0:

1
I' fd4m\3 4

P~Po— (;) p2 (qM)5. (B.15)
Aus

oL

8]\4: = €nuc — v t &4 (B16)
ergibt sich

L, = (enuc — €v + €4)qM, (B.17)
und der Temperaturgradient wird durch das arithmetische Mittel
approximiert:

InT —InT, 1

D TN (VA V). (B.18)

mP—InP 2

Tats#ichlich verwendet werden (B.13), (B.15), (B.17) und (B.18) im Sternent-
wicklungsprogramm in der folgenden Formulierung;:

1 4 2
P I [4m\3 pé(qgM)3
51 = 5l —5— B.1
Pc 2 ( 3 > Pc 9 ( 9&)
InT —InT, 1
b _1.p - 9 B.19b
P —InP, 5 (V+Ve), (B.19b)
3lnr = Ing+InM —Inp.+1In %, (B.19c¢)
T
L. = 2 (5nuc + €nuc,e —Ev — €y e —Eg — Eg,c) qM. (Blgd)

2

Wertet man die rechte Seite an der Stiitzstelle m — 1 unter Benutzung von
¢m = 0 und r,, = 0 aus, so erhilt man mit der Definition von

1 4 2
T /(47 \3 p3 _1M)3
hp(Xm—1,Tm, M) = ) <3> Wa (B.20a)
m
hT(xm_l, LTm, M) = @m—la (B.QOb)
3
hr(®m—1,Tm, M) = Ingn—1+InM —1Inp, +In s (B.20c¢)
T
hL(wm—lv Lm, M) = (én,m—l - é1/,m—1 + évg,m—l)(]m—l-Z\4- (BQOd)
die folgenden Gleichungen fiir die inneren Randbedingungen:
Fr1p Tt —1—hp
Tm—1 f In Tyt —In T, _h
fm—l LTm = m-LT = In P, —1—In Py T =0. (B.Ql)
M Sm-1,r hy, —3Inr,_1
fm—l,L L1 —hr
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Es wird bei dieser Schreibweise davon ausgegangen, dafl x,, 0.B.d.A. nur aus
zwei Komponenten besteht, ndmlich

o < ITDZ ) (B.22)

Durch die inneren Randbedingungen werden 4 Gleichungen mit zwei neuen
Unbekannten P,, und T, eingefiihrt. Um das Gleichungssystem aus (B.8]) und
(B.21)) zu losen, fehlen somit noch drei zusétzliche Gleichungen.

B.4 Die duBBeren Randbedingungen

B.4.1 Die auBeren Randbedingungen ohne Bestrahlung

Fiir eine graue Atmosphére ist die Opazitét k per Definition wellenléingenunab-
héngig und die optische Tiefe durch

T = //ipdr’ (B.23)

definiert. Diejenige Massenschale mit 7 = % wird als Photosphére bezeichnet

und definiert den Radius R des Sterns. Die Effektivtemperatur Ty ist iiber den
lokalen Strahlungsfluf3

Fog =: 0Ty (B.24)

definiert. Im Rahmen der grauen Approximation wird T'(R) = T.g gesetzt,
und hierdurch ergibt sich schon als erste duflere Randbedingung die STEFAN-
BoLTzMANN-Formel

L = 4no R*TY;, (B.25)

bzw. in der Formulierung, wie sie vom Sternentwicklungsprogramm verwendet
wird:

1 1
InR= 3 InL — 3 In4mo — 2InTeg. (B.26)

Aus (B.23)) folgt

dar
dr

und mit den ersten beiden Sternaufbaugleichungen (A.2) und (A.3) erhélt man
in der Atmosphére:

= —Kp, (B.27)

(B.28)

dP _ dP dM, (dr\"' T'M, T'M
dr — dM, dr \dr T2k TRk
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Diese letzte Naherung ist fiir 0 < 7 < % giiltig, solange sich praktisch die gesam-
te Masse innerhalb des Sternradius R befindet und die rdmliche Ausdehnung
der dariiberliegenden Atmosphérenschichten bis 7 = 0 klein ist gegeniiber R.

Die Opazitdt x hingt von den thermodynamischen Variablen P, T" und dem
Molekulargewicht p ab, die nach der optischen Tiefe 7 parametrisiert werden.
Damit geht (B.28)) in eine Differentialgleichung des Typs

dP(T)
dr

= f(P(1),7) (B.29)

iiber, die durch numerische Integration geldst werden kann. Als Anfangsbedin-
gung wiahlt man den Druck fiir 7 = 0, d.h. auflerhalb der Photosphére. Dort ist
P nur durch den Strahlungsdruck

1 a
Poa=-U=-T"* B.30
4= 3 3 (B.30)

als Funktion der inneren Energie U des Strahlungsfeldes, bzw. der Temperatur
gegeben. Fiir den Verlauf der Temperatur durch die optisch diinnen Schichten
oberhalb der Photosphére wird die EDDINGTON-Approximation

T(r) =T (i <T + ;))i (B.31)

angesetzt. Somit gilt:

P(0) = %Tgﬂ. (B.32)

Als Loésung von 1j fir v = % erhélt man durch Trennung der Variablen und
formale Integration den Photosphérendruck

2

2 a I'm ; 1
ORI J ST (B

Durch Umformen ergibt sich die zweite duflere Randbedingung

2
3
oM |3 [1 3R? a oM 1
Py = g A = B.34
ph = "3 R2 2//1 Tt oTArG ef 3R? & (B.34)
0

mit einer ,mittleren Opazitét® &(Teg, R, M ).

Die dritte und letzte duflere Randbedingung schliellich ist durch die Massen-
verlustrate M gegeben. Wie sich aus der Diskussion des modifizierten HEN-
YEY-Verfahrens in Abschnitt ersehen lassen wird, ist es fiir die Anwendung
dieses Verfahrens numerisch erforderlich, daB M nur von den Strukturvariablen
T, P, r und L, an der duflersten Stiitzstelle abhéingt. Dies ist beispielsweise
nicht der Fall fiir die optisch dicke Massentransferrate , da diese sich
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als Integral iiber die dufleren Sternschichten ergibt. Die optisch diinne Massen-
transferrate dagegen léBt sich unter Anwendung der idealen Gasgleichung
sowie der isothermen Schallgeschwindigkeit als Funktion von R,
Tetr, Ppn, des Photosphirenmolekulargewichts pp, sowie der Doppelsternpara-
meter schreiben:

. 1 1 Tef‘f R-— RR>
M= — k— P, . B.35
we JBOOCOD \ mpn T < Hp (5:55)

Wertet man nun die rechte Seite von (B.26)), den Logarithmus von (B.34]) sowie
(B.35) an den &ufleren Stiitzstellen aus, so erhilt man mit der Definition der
Funktionen

1 ]. Tl _RR—’“I

sy, M) = — k—Pe Hp | B.36
m(@r, M) e VBOOHCAD\ m (B.36)
1 1
sp(x1, M) = 3 InLy — 3 Indno — 2InTy, (B.37)
2
sp(x1, M) := ln?—l—lnM—anm—lnR. (B.38)

schlieflich die drei Differenzengleichungen fiir die duflerste Stiitzstelle:

fo,m sy — MM
fo(x1, M):=| for |:= sp—1Inr : (B.39)
Jo.p sp—1nP

M = M®@+D) begeichnet hierbei die aktuelle Masse zur Zeit tpy1 und M (n)
die Masse zur Zeit t,. Mit diesen drei zusétzlichen Gleichungen 148t sich das

bisher aufgestellte Gleichungssystem aus (B.8g]), (B.21)) und (B.39) fiir die 4m —1

Unbekannten endlich 16sen.

B.4.2 Die auBBeren Randbedingungen mit symmetrischer
Bestrahlung

Die numerische Behandlung sphérisch symmetrisch bestrahlter Sterne unter-
scheidet sich nur unwesentlich von der unbestrahlter Sterne. Die STEPHAN-

BorLTzMANN-Gleichung (B.25|) geht iiber in
Lint 4+ Liye = Ling + 470 R*T} = 4o R?Ts, (B.40)
wobei T}, die Temperatur des dufleren Strahlungsfeldes bezeichnet. Statt sp aus
(B.37) ist daher
1 1
SReymm = 5 In(Ly + Liyy) — 3 Indno —2InT} (B.41)

fiir die dufleren Randbedingungen zu benutzen. Auflerdem ist der Temperatur-
verlauf in den &ufleren Schichten nicht durch (B.31]), sondern durch

3 2 3 2
T4<T) = ZTéﬁ <3 + T) + iTgl <3 — 7') (B42)
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gegeben (TouT et al., 1989, Gl. 29). Dadurch dndert sich auch der Startwert
P(0) fiir die Integration des Photosphérendrucks in (B.34)).

B.4.3 Die duBeren Randbedingungen mit asymmetrischer
Bestrahlung

Asymmetrische Bestrahlung wird durch die Blockierung des intrinsischen Flus-
ses auf einem Anteil s der Sternoberfliche behandelt. s selbst hingt von der
Bestrahlungsstiirke und somit im Endeffekt von M ab. Eine detaillierte Diskus-
sion findet sich in Abschnitt Die STEPHAN-BOLTZMANN-Gleichung
geht in

L = 4ro(1 — s(M))R*T% (B.43)
iiber. Statt sp aus (B.37)) ist daher
1 1 1
SR,asymm = 5 InL; — 5 Indmo —2InT) — B In(1 —s) (B.44)

fiir die duleren Randbedingungen zu benutzen. Die zweite &duflere Randbedin-

gung (B.34)) wird hierdurch nicht beeinfluft.

B.5 Das Newton-Verfahren

Das komplette Gleichungssystem aus (B.8]), (B.21])) und (B.39) lautet:
f:=(fo, > fm-1) =0c R"™ L (B.45)
Hierbei handelt es sich um eine Nullstellensuche fiir die Funktion f. Die Su-

che nach der Losung wird iterativ mit dem NEWTON-Verfahren betrieben. Das
Verfahren basiert darauf, daf§ fiir einen gegebenen Startwert

Xi=(M,x1,...,m); (B.46)
die Sekante von f an der Stelle Xj,

Sek(X) = £(Xi) + DF(X3) (X — X;) (B.47)
betrachtet wird. Die Nullstelle der Sekante,

X1 = X — Df1(X;) f(Xa) (B.48)

stellt eine bessere Ndherung fiir die Nullstelle von f dar als X;, vorausgesetzt
die Determinante von DF(X;) ist ungleich 0 und der Startwert liegt hinrei-
chend nahe an der gesuchten Nullstelle von f. Das NEWTON-Verfahren ist dann
quadratisch konvergent (SCHWARZ, |1993).

Der Startwert X; eines Iterationsschritts wird um einen gewissen Wert 6 X;
korrigiert, um Xj;4; zu erhalten. Fiir die Bestimmung dieser Korrektur ist of-
fensichtlich die Losung des folgenden linearen Gleichungssystem erforderlich:

Df(X;)0X; = —f(X5). (B.49)
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B.6 Das modifizierte Henyey-Verfahren

Fiir den Fall konstanter Masse wird schon lange das sogenannte HENYEY-
Verfahren verwendet (KIPPENHAHN et al., [1967). Fiir den Fall variabler Masse
148t sich das Verfahren nicht direkt anwenden, sondern es mufl modifiziert wer-
den. Die modifizierte HENYEY-Matrix D f(X) hat die folgende Struktur:

O f o f

BB oo, o o

oM dwr om0 0 0

ofs  ( Of2 Of : :

oM Ox2 oxs : : (B 50)
: : DT 0 0

afm—Z 8fm—2 afm—'.’ O

oM me_g 8$m—1

OfFm— Ofm— Ofm—

oM . 0 0 e 0 Bazm_i Bmml

Die Losung dieses linearen Gleichungssystems wird nun schrittweise durchge-
fiihrt.

Schritt 0: Es gilt wegen (B.49):

( n ) ( 521 > = (=fo), (B.51)
bzw. komponentenweise:
Ofoonr  Ofoom  Ofom  Ofom  Ofom oM
M gR o on ol 0P — fo.nr
L L L L L _ -

ot 61%1 a%l agl 321 0T - for . (B52)
Ofo,p Ofo,p Ofo.p Ofop Ofopr ory —fop

oM oP; o1y or1 0L4 (SLl ’

Dieses fiir sich genommen nicht losbare Gleichungssystem 148t sich umschreiben,
indem die zu dr1 und dLq gehorigen Komponenten auf die andere Seite gebracht
werden. Man erhélt:

Ofoom  Ofom  Ofom

oM 86fM BafPl 8(3”T1 oM
Ap 0P = 8;)\}[]: a;):;IL 8%1L 0P (B.53)
0Ty dfo,p Ofo,p Ofop 0Ty

oM 0P o1y

0 9]
—fom — 7531]\4 ory — 75%1” 0Ly
4] 4]
= _fO,L - gg’f (5T1 — afz’lL 5L1 =: b().
1s) 7]
—fop — g,?’f ory — ggf 0Ly
Der Vektor bg 148t sich wiederum schreiben als
0, o]
s S s\ (o o
bo=| ~%or Ohi g 6Ly | = Bo| 6L |. (B.54)
_Ofo,p _Ofo,p ~S 1 1

ory 0L
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Ist Ag invertierbar (das sei hier vorausgesetzt), so existiert wegen (B.53|) und
(B.54) eine eindeutig bestimmte Matrix

C(O) = Ao_lBO (B55)

mit der Eigenschaft, dafl gilt:

oM (5?”1
6P | =cO| 6L, |. (B.56)
6Ty 1

Hierdurch ist es moglich, die Berechnung der Unbekannten 6 M, §P; und 67}
auf die Berechnung von dry und dL; zuriickzufiithren. Die Berechnung der Ma-
trix C© erfolgt im Rahmen des verwendeten Sternentwicklungsprogramms
durch ein simples GAuss-Eliminationsverfahren mit P1voT-Suche (SCHWARZ,
1993).

~(0
Ferner sei eine Matrix C( ) gegeben mit

5P1 ~(0) 57’1
on | =€ 6Ly | . (B.57)
oM 1

Die letzten z‘_wei Zeilen von C'©) sind offensichtlich identisch mit deI}_ ersten zwei
Zeilen von C" ', und die erste Zeile von C' ©) mit der letzten von C".

Schritt £ (1 < k < m — 2): Als Voraussetzung seien aus dem (k — 1)-ten
Schritt 6 M, § P, und §T} als Funktion von drp und §Lj gegeben:

(5Pk - (k-1 5T‘k
5t | =™V sry . (B.58)
SM 1

Aus der k-ten Zeile der HENYEY-Matrix (B.50) und dem Gleichungssystem
(B.49) erhalt man

oM
of 0 P
(Tﬁ oo am,{i1> oz | = (=fk)- (B.59)
041

Dies sind 4 Gleichungen mit 9 Unbekannten. Ersetzt man nun dM, § Py sowie
0T}, mit Hilfe von (B.58)) und bringt die zu dryy; sowie dLgy1 gehorigen Kom-
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ponenten auf die rechte Seite der Gleichung, so erhélt man analog zu (B.53)):

#(r 0 4]
ory, f’gf)D fk P 81@:5 3£:7+P1 ory,
5L 7(r) (L) Ofk,r Ofkr SL
A k — k,T k,T 8Pk+1 8Tk+1 k (B 60)
k1 sp 7)) FL) Ofer  Ofir 5P ‘
k+1 frow oy P e k1
0Ty 41 FOo D Ofur Ofr 0T )41
kL kL 9Py 0T
7 7] 0
*f:k,P - g,{:ﬁ Org+1 — %ﬁj 0Lk41
— by = —Irr = grmérk“ - 8523?1 0Lkt
—for — QTJ;H Orgy1 — daLIH—l “0 L1
~frr — af: T 0Tt — RI an 0Lkt
mit x
#(r 8fk,$ afkac k 1) afk,x = (k—1) 8fk,ac ~(k—1)
fia = ary | 0P ar, 21 T gpr Caa o (Bl
7(L) afk,x afk:,x "(k_l) afk x (k 1) 8ka ]f 1)
= B.61b
3 8fk:,a: ~(k—1) afk,m (k—1) afk,:p ~(k—1)
fk,x = fk,:c + 8Pk 0173 aTk C12,3 OM C’3,3 ’ (B61C)

wobei z ein Platzhalter fiir P,T,r, L ist. Insgesamt handelt es sich bei (B.61]
also um 12 Gleichungen.

Der Vektor by, 1af3t sich schreiben als

Ofk.p

_ afk P _f
Org+1 OLpy1 kP
_ Ofk,T Ofk,T _fk T (5Tk+1 (ST']C+1
b= | G A _f ’ 0Lps1 | =t Bi | 0Lpyr |- (B.62)
87’k+1 8Lk+1 k,T 1 1
_Ofk Ok —f
Ork41 OLk+1 k,L
Dann existiert wegen (B.60)) und (B.62)) eine eindeutig bestimmte Matrix
c®) .= A, 7' By, (B.63)
mit
ory,
5Lk A (57’]€+1
=CW | 6Ly (B.64)
0Ppt1 1
0Ty 41

Wie sich leicht nachrechnen 148t, gibt es wegen (B.58) auBlerdem eine Matrix
(k)

C" 'mit
6 Pt1 () OTk+1
(5Tk+1 = C (5Lk-+1 (B65)
oM 1
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~ (k
Und zwar sind die letzten zwei Zeilen y(()}gl C®) mit den ersten zwei von C(
identisch, und fiir die dritte Zeile von C" "’ gilt:

2
Cs1 = Z é:(’,];_l)cgﬁ)v (B.66a)
cyy = Z cy el B
3,2 0,20 ( 66b)
= (k k
cl) = ZC c® el v (B.66c)
Schritt m—1: Aus der Losung des (m —2)-ten Schritts sei der Zusammenhang
O0Pn—1 B 9 OTm—1
0Ty | =G 2| 6L (B.67)
oM 1
vorgegeben.

Aus der (m—1)-ten Zeile der HENYEY-Matrix (B.50]) und dem Gleichungssystem
(B.49) erhilt man

of, of, of oM
("5 sz e )| dama | = Fm). (0%
0Tm,

Dies sind 4 Gleichungen in 7 Unbekannterﬂ Benutzt man nun , um 6M,
0P,,—1 und 0T},,_1 zu eliminieren, so erhilt man

6fm71,P

Ofm—1,P

) m_17P 8Pm a,--["m. 57“m_1
#(r) #(L) Ofm-1,1  Ofm-1,T SL
fmfl,T fmfl,T 0P, 0T m—1 (B 69)
~(T) N(L Ofm—1, afm—l,r 5P :
fm—l,r fm—l,r 0P, 0T m
#(r) #(L) Ofm—11  Ofm-1.L 0Ty,
fm—l L fm—l,L 0P, 0T
_f;mfl,P
_ _f~m71,T
_me—l,r
_fm—l,L

22m enthilt nur zwei Komponenten: P, und T,,.
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mit
2 0 m—1,x 0 m—1,x m—2) a m—1,r
fg)—m = Smot, + S C1 1 Jm1 021 2
Orm—1 0P, 1 8Tm 1 (B.70a)
8fm 1xC(m 2)
+ OM 3,1 )
7l 0 m—1,x 0 m—1,x m— a m—1,x
f'r(nL—)l,I = Smo, + St C12 3 4 Om 022 2
8Lm 1 8P’rn—l 8Tm 1 (B?Ob)
8fm 1xC(m 2)
+ OM 3,2 )
= O fm— x &(m—2 0 fm— T
fmfl,m = fmfl,x + f ! C ) f : 023 Y
OFm—1 T (B.70¢)
8fm 1 xc(m 2)
LTV E

wobei x wieder als Platzhalter fiir P,T,r, L dient. Dieses letzte Gleichungssy-
stem ist eindeutig losbar, und somit lassen sich alle anderen 0 Py, 0T}, 0rg, 0Ly

sowie 6 M sukzessive mit Hilfe von C*) und é'(k) berechnen.

Bei der praktischen Anwendung des modifizierten HENYEY-Verfahrens hat es
sich gezeigt, daB eine gute Vorschitzung von M fiir den Startwert des Iterations-
verfahrens empfehlenswert ist, da M sehr empfindlich von R abhéngt und eine
Korrektur von §R ~ 10~* in einem Iterationsschritt schon zu einer Anderung
um eine Grofenordnung in M fithren kann. Fiir alle anderen Strukturvaria-
blen werden dagegen die Werte des Vormodells als Startwert verwendet. Es hat
sich auflerdem als sinnvoll herausgestellt, die Korrekturen §M in den ersten
Iterationsschritten nicht anzuwenden, da die vorgeschétzte Massentransferrate
anfangs bessere Werte liefert. Insbesondere in einer Phase thermisch instabilen
Massentransfers kann R pro Zeitschritt um mehrere Skalenhéhen schrumpfen,
so dafl im ersten oder zweiten Iterationsschritt die Korrektur 6 M fiir einen
ungiinstigen Startwert durchaus etwa 15 der Sternmasse betragen konnte.

B.7 Der Algorithmus

Im Folgenden wird ein Algorithmus aufgezeigt, ein lineares Gleichungssystem
des Typs mit der in angegebenen modifizierten HENYEY-Matrix
zu 16sen. Sei nun m die Anzahl der Blocke in der Matrix, v die Anzahl der unab-
héngigen Variablen pro Stiitzstelle sowie b < v die Anzahl der &ufleren Randbe-
dingungen (ohne Beriicksichtigung der zuséatzlichen Randbedingung foar = 0
durch den Massentransfer). Die Zahl der inneren Randbedingungen betrage v—b.
Im Fall des Sternentwicklungsprogramms ist v = 4 (es gibt fiir jede Stiitzstelle
k die vier Variablen Py, Ty, r;, und Lg) und b = 2.

(53:,(:), e ,(53:,(:) fir k =1,. — 1 seien die zu bestimmenden Korrekturen
in Gleichung (B an der Stutzstelle k und m( ) ...,aj(mv_b) die Korrekturen

an der innersten Stutzstelle sowie M die Anderung der Masse. Ferner sei die
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modifizierte HENYEY-Matrix (B.50) gegeben, die aus den folgenden Blocken

(B.71a)
(B.71b)

(B.71c)

(B.71e)

besteht:
dfo .
<W>l7 Z—l,...b+1,
(gﬁ’)l, t=1,...,v, k=1,...,m—1,
<8f0> , i=1,....04+1, j=1,... 0,
8:131 i
(E)f’c) ,  Gi=1...,0,k=1,...om—1, 1=k k+1, (B.71d)
ox; i
<afm‘1> . di=1,...v,j=1,...,u—b.
OTm ), ;

Die rechte Seite von Gleichung (B.49) ist durch

(_.fO)i ZZI,,b—Fl
(=fx); i=1,...,0, k=1,...,m—1.

gegeben.

(B.72a)
(B.72b)

=(0)

Schritt 0: Es seien Ag € ROPDXOH) gowie By, C0),C €

Re+1)x(v=b+1)

Ay sei gegeben durch

dfo .
An). = — =1,... 1
( 0)1,1 <8M)Zv ? ) 7b+ y
0fo . .
Ap). . = —_ =1,....,b+1 =2,.
( 0)2,] <8m1>z‘7j—1’ ? ) o+ 1, 5
und Bg durch
15)
(Bo)i; = <f°> L i=1,...b+1
’ 01/ 504
j=1,...,v=0b,
(Bo)i,v—b-l-l = —(fo);, i=1,...,b+1
Ferner sei
C(O) = A()_IB(),

(B.73a)

,b+1, (B.73b)

(B.74a)

(B.74b)

(B.75)
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und die ersten b Zeilen von é’(o) seien durch die letzten b Zeilen von C©
gegeberﬂ

G = oW i=b =1, 0—b], (B.76a)
Gyl = OO =1 u—b+l. (B.76b)
Dann erfiillen C©) und C © die folgenden Gleichungen:
oM 5zt
(5:{2(1) .
1 :
.(b) oxy
0xy 1
und
1 b+1
5:1;§ ) (53:% )
w |- o o) (B.78)
0xy dxy
oM 1

Schritt k (1 < k < m —2): Essei Ay € R"?, By, C¥) € Rv*(=b+1) ypd

™ ¢ RO+DX@=241) Aus dem vorhergehenden Schritt ist c* Y gegeben
mit:
5$](€1) 5x](€b+1)
e ¢t " (B.79)
oz, oz,
oM 1
Ay, sei gegeben durch
0
(Ak);; = <5fk>
Lk /) ij+b
Sk ~ (ke
(a‘rk)i,l Cglf] Y
n : (B.80a)
o) ] g ||
< “’Z)ib Ch,
’ =(k—1)
Ciy1,

1
j=1...,u—=0»

3G, ist so gewdhlt, dafl die Formulierung fiir Schritt 0 konsistent ist mit der Formulierung

von Cy in Schritt k. Die Idee ist, daB es auf diese Weise moglich ist, bei der konkreten
Implementierung des Algorithmus in einer Programmiersprache den Code iibersichtlicher
zu gestalten und gleichzeitig Speicher zu sparen, indem fiir die Zeilen, die bei Cy und Ci
identisch sind, nur einmal Speicher reserviert wird.
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sowie

(Ap),, = ( Ofs

0T 41

By sei gegeben durch

0
kt1/ij+b
sowie
(Bk)z v—b+1 "= (fk)z
%> ~ (k-1
(8wkiJ Cﬁw—iu
B of ’ ~(k;1) )
(ﬁ) Cho—b+1
5 hb ~ (k1)
<8T§)i Coitvbi1
1=1, U
Dann sei

d.h. es gilt
5+
. b+1
5( : 6$l(€+1)
5:):(%) _c® : 7
0xy 1y 51‘,(:21
1
b
5951&11

) L i=1,...,0, j=v—b+1,...,0. (B.8Ob)
ij—vtb

(B.81a)

(B.81b)

(B.82)

(B.83)

und die letzten b Zeilen von C*) sind mit den ersten b Zeilen von C () identisch:

é’z(fg) =c®

J i+v—b,j’ i=1,...,0, j=1,...,v—-0+1

Die letzte Zeile von é'(k) sei nun gegeben durch

k ~(k—1)
ct) Crivn
élgli)l . 1= . .
T . ? .
(k) =(k—1)
C”U—b,j Cb+1,v—b
= (k—1)

+0j0-b+1 Coi10—bt15
j=1...,u—b+1.

(B.84a)

(B.85)
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Damit erfiillt é’(k) die Bedingung

1 b+l
55”1&421 5f”l(c+1 )
Lol = ) ) (B.86)
0Ty {4 0y Ly
oM 1

Schritt m-1:  Es seien A,,_1 € RV%Y sowie By,—1 und C 1 ¢ Rv*1 d.h.
(m-2)

v-komponentige Vektoren. Aus dem vorhergehende Schritt ist C gegeben
mit:
535571)—1 5$$ZJ:11)
b _&m : (B.87)
5x£n)_1 51‘5:;)_1
oM 1
A,—1 sei gegeben durch
8fm—1 ~ (m—
(amm—l)i,l ng‘ 2
(Am—l)i,j : Ofm—1 ) ~(rr.L72)
<‘9“’m—1>i,b C’(’J 2)
(a;;n;w_l>i Cyivi (B.88a)
Ofm—
+ < f 1) , =1, )
6$m_1 i,j+b
j=1,...,u=0,
Ofrm—
(Am—l)z'j::< g 1> , i=1,...,0, j=v—b+1,...,v (B.88b)
’ Tm _
i,j—v+b
und B,,,—1 durch
afrn—l) ~(m—2
(3%—1 il Cg,v—bl—l
% m— ’ ~(m—2)
<8wm_1>z,b ((:’b,fua)b-l-l (B-89)
(8%;”_1)1‘ Chitv—bt1

Dann gilt:

C(m_l) = Am—l_le—l' (BQO)
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Ab‘diesem Punkt liegen alle Informationen vor, um die gesuchten Korrekturen
(53:,(;) zu berechnen. Und zwar gilt:

50ty

m—1

5z —
o _ olm-1). (B.91)

520
Die iibrigen Variablen werden schliellich sukzessive berechnet aus (B.77) und

[B-33).

B.8 Die partiellen Ableitungen

Es sei g das geometrische Mittel der Werte einer Funktion y(z) an den Stiitz-
stellen z und xg41, d.h.

Uk = VUkUk1 = Vy(@R)y(zr)- (B.92)

Dann gilt:

Yk ) 1_ dlny
_ _ 2 B.
Olnzy xk@wk UCOUICERY 2%k Az mk’ (B.93a)
Ok, 1. Olny
_— = = B.93b
Olnxgiq ka Olnzx _— ( )

Es sei gy das arithmetische Mittel der Werte einer Funktion y(x) an den Stiitz-
stellen z und xg41, d.h.

. 1 1
Ik = 5+ yrer) = 5 (Y(@r) + y(@p4))- (B.94)
Dann gilt:
O 1 0y
- - ZZ B.
oxy, 2 Oz -'Ek’ (B.952)
Ok 1 Jy
= - < B.95b
0Tk 2 Ox - ( )

Die partiellen Ableitungen der duBeren Randbedingungen Die Differenzen-
gleichungen fiir die dufleren Randbedingungen des Sterns werden im
Folgenden nach den Strukturvariablen an der duflersten Stiitzstelle Py, 11, rq
und Ly sowie der Gesamtmasse M abgeleitet.
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Die partiellen Ableitungen von fj j;:  Fiir die partiellen Ableitungen von fo ar
werden im Folgenden auch die partiellen Ableitungen der Druckskalenhthe

o T
,uphFM’YR

aus ([2.40) berticksichtigt, jedoch nicht die Massenabhéngigkeit der Potentialko-
effizienten B und C der optisch diinnen Massentransferrate (B.35):

(B.96)

i (g HaO) L o
Fon = <1‘;%1Ef§f Ty >5Mv (B.97H)
o (LM (D), .
gfﬁ’?ﬁ - (QRZ;Tl_I]z%lﬁffﬁ , (B.97d)
85%34 =0 (B.97¢)

0 reflektiert hierbei die Abhéngigkeit der effektiven Gravitationsbeschleunigung
an der Oberflache des masseverlierenden Sterns und kann iiblicherweise wie die
Ableitungen von B, C, und pup, vernachlissigt werden, da sie die Konvergenz
des HENYEY-Verfahrens nicht wesentlich beeinflussen. Es gilt:

dln~g
dlng -

d=(14+nq) (B.98)
Mochte man die Kopplung von Bahn- und Spindrehimpuls durch Synchroni-
sation der Bahnbewegung mit der Eigenrotation des masseverlierenden Sterns
beriicksichtigen, kénnen die dabei entstehenden Zusatzterme numerisch nicht
ignoriert werden. Die Ableitung des ROCHE-Radius nach dem Sternradius er-

gibt sich aus (2.179) zu

Oln RR Jl
=4 —— B.99
Olnr Jorb — 3J1° ( )

und die Ableitung des RocHE-Radius ergibt sich unter Beriicksichtigung der
Korrekturen durch die Spin-Bahn-Kopplung zu:

alnRR Jorb
8lnM v]orb_gjl,

wobei (r der gewohnliche Masse-ROCHE-Radius-Exponent ohne Beriick-
sichtigung des Spindrehimpulses ist. Offensichtlich muf jedoch die Anderung des
Gyrationsradius R, aus unberiicksichtigt bleiben, weil es nicht mdglich
ist, eine analytische Formel fiir die Abhéngigkeit von R, von den Oberflichen-
bedingungen anzugeben, da der Gyrationsradius ein Integral iiber alle Massen-
schalen ist. Aus diesem Grund konvergiert das modifizierte HENYEY-Verfahren
prinzipiell schlechter, wenn der Spindrehimpuls beriicksichtigt wird.

= (Cr = CRycorr) (B.100)
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Die partiellen Ableitungen von f; i fiir asymmetrische Bestrahlung:

85]?; - 2(11_ 5) 38;7 (B.101a)
gﬁﬁ - 2(11_ 5) 8lispl’ (B.101b)
5()91]1??1 = 2% 2(11_ 5) 81?18Tl’ (B.101c)
51{(1)’2 = i+ 2(11_ 5 8181187‘1 (B.101d)
aéfzf - 2; (B.101e)

Die durch Bestrahlung blockierte Oberfliche ist nach , bzw. von
der Bestrahlungsgeometrie iiber 9,,x von R, durch die Wahl der Bestrahlungs-
tabelle von g und Tog und iiber (fi,) von M abhiingig. Da diese Abhingigkeiten
nicht trivial sind miissen die partiellen Ableitungen von s numerisch ausgewertet
werden.

Fiir symmetrisch bestrahlte Sterne gehen (B.101d)) und (B.101€]) iiber in
afO,R -1 Liyy

T ey s (B.102a)
bzw.

%fz’f = 3T Jlr T (B.102b)
Die partiellen Ableitungen von f; p:

85;,; = %—%, (B.103a)

8(91??1 = -1, (B.103b)

aaii);l - —gllnnj’fl, (B.103¢)

gﬁ;’fl = 92— gllfl‘:, (B.103d)

88@113 = 0. (B.103¢)

Fiir das in definierte % lassen sich im Allgemeinen keine Ableitungen an-
geben, so daf} (B.103al), (B.103d) und durch numerische Differentiation
von fy p bestimmt werden. Formal lassen sich zumindest (B.103al) und (B.103d)
in der Ndherung sogar explizit ausrechnen. Fiir die Hilfsfunktion

2
3
I'm 1 a, 4
h = eSP — Pph = ﬁ / ;dT + ETI (B104)
0
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gilt ndmlich:
Ofop Osp Olnh 1 Oh
oM oM oM h oM \ (B.105)
T hM 61 M 6 h
und
%
Ofop _ Osp _mOh _ 2IM [1 .
dlnr;  9dlnnr h Ory h r% y K (B.106)
2 a4\ aT}
== (n=5T) =2+ 5
Die partiellen Ableitungen an den Gitterpunkten 1 < k <m — 2:
Die partiellen Ableitungen von f; p:
Ofr.p 2
Lo 2 B.1
oM IR (B-107)
Ofk.p 1 1
: = —— 4+ = B.107b
Oln Py Qe+1 — P ( )
O fr.p
: = B.1
oInT, 0, (B.107c)
Ofr.p
: = 2 B.107d
Olnry Ik P> ( 7d)
Ofk.p
LI B.1
oL, 0, (B.107e)
Ofr.p 1 1
: _ - 7 B.107f
dIn Py Qe+1 — Gk 2 kP ( )
Ofk.p
——— =0 B.107
d1In Ty ’ ( g)
Ofk.p
IR 9 B.107h
Ofr.p .
J = 0, B.107i
TLps ( )
Die partiellen Ableitungen von f; ,.:
afk,r . 1
AR = e (B.108a)
Ofr.r 1 91
Jer 1 0Wp) o (B.108b)

olnP, ~ 20lP|,



178 B Das Sternentwicklungsprogramm
8fk: r 1 3
’ —— + ~9kr, B.108c
dlnry T+1 — Gk 2k ( )
Ofr 1 Olnp
’ = B.108d
ont, ~ 29mr|, % (B-108d)
afk r
’ B.10
oL, 0, ( 8e)
Ofrr 1 9lnp
, 1 N B.108f
Oln Py 2 0lnP —_— 9k, ( )
8fk T 3
: + 30 B.108
Oln Tkl Qrk+1 — qk ng’ ( g)
Ofr 1 0lnp
7 1 . B.108h
O Ty 2 0mT|, " ( )
8fk T .
’ 0, B.108i
OLk41 ( )
Die partiellen Ableitungen von fj ;:
O fk,L gk M [(Oegr  Oggrit
oM “m 2 \am T Tam ) (B.109%)
Ofk.L M 0
: . n - cv ’ B.1
9ln P 2 gmp En e T Ela, (B.109b)
Ofr.L M 0
o7, TS AT (en —&v + €9y, » (B.109¢)
Ofk.L
: B.109d
Olnry 0, (B.109d)
Ofk.L 1
7 _ _ B.109e
Ly, Te+1 — Gk ( )
Ofk.L M 0
L — , B.109f
Oln Ppry 5 gmp o el (B.1091)
Of.L M 9
L = T (e, e, , B.1
OlnTyqq 2 0InT (en — e + 5g)|mk+1 (B.109g)
_Ofwr 0, (B.109h)
Olnrgiq
OfL _r (B.109i)
OLg 41 Th+1 — Gk

Die Partiellen Ableitungen der inneren Randbedingungen Die Funktionen,
die im Folgenden abgeleitet werden, sind in Abschnitt auf Seite defi-

niert.
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Die partiellen Ableitungen von f,,_; p:
Ofm-1p  2hp
Ofm-1p  Ppa
P, . — P (B.110b)
6fmfl,P o
T = 0, (B.110c)
8fmfl P
ZJm=LE .
Olnr , (B.110d)
afm—l,P o
Ofm—1,p Py 4 dlnp
ZJm=L" —_| = -1 )
dIn Py, P, \30mP|, e (B.1106)
Ofm—1p 4 90lnp
ommT, 30T .- P (B.110g)
Die partiellen Ableitungen von f,,_; ,:
8fm—l,r o 1
B = (B.111a)
afm—l,r -
afm—l,’r‘ o
8fmfl,r .
T = -3, (B.111d)
afm—l r
) — 0 .
L, 1 , (B.111e)
Ofm-1r dlnp
OlmP, = OhP mm’ (B.111)
Ofm-1r dlnp
omT,,  0lnT - (B.1l1g)
Die partiellen Ableitungen von f,,_; 1:
afm—l,L - hL 1 855],771—1
ot~ T aMamr o (B.112)
afm—l L 1 0
— _7Mm— a1 - n - 174 9 *
Oln P, 2 1(91an_1 (en —¢ +69)|:cm_1 (B.112b)
afm—l L 1 0
Y _7Mm— a1+~ n - cv Y .
T, sMm g, En et (B.112c)
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m =0 (B.112d)
%Jnﬁ = L (B.112¢)
(m - _% m—lahlagn(fn—guﬂg)lmm, (B.112f)
m - _;Mmlalme (En —ev+eg)lg,, - (B.112g)
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C Die Zustandsgleichung

C.1 Allgemeines

Fiir die Sternentwicklungsrechnungen in dieser Arbeit wurde die Zustandsglei-
chung von SAUMON et al.| (1995), im Folgenden als SCVH bezeichnet, sowie zu
Vergleichszwecken die Zustandsgleichung von [POLS et al.| (1995), im Folgenden
als PTEZ bezeichnet, verwendet.

Die SCVH basiert auf zwei Zustandsgleichungen fiir reinen Wasserstoff, bzw.
reines Helium, aus denen sich nach weiter unten aufgefithrten Formeln die ther-
modynamischen Zustandsvariablen fiir beliebige Mischungen von Wasserstoff
und Helium berechnen lassen. Durch diesen Ansatz wird allerdings ein Fehler
in den Konzentrationen der einzelnen lonisationszustdnde gemacht. So hingen
nach der SAHA-Gleichung (KIPPENHAHN und WEIGERT] (1990, Kap. 14) die
Gleichgewichtskonzentrationen von Ho, H und H™ nicht nur von 7" und P und
dem Elektronendruck der durch die Ionisation von Wasserstoff freigesetzten
Elektronen ab, sondern vom Gesamtelektronendruck, zu dem auch die bei der
Tonisation von Helium freigesetzten Elektronen beitragen. Dies gilt umgekehrt
natiirlich auch fiir die Gleichgewichtskonzentrationen von He, Het und He™ ™,
so daf} es im Prinzip nicht moglich ist, die Ionisationsgrade eines Elements un-
abhéingig von denen aller anderen vorhandenen Elementen zu berechnen. Diese
Kopplung beeinfluit jedoch nur die obersten Sternschichten, in denen Wasser-
stoff und Helium partiell ionisiert sind.

Elemente, die schwerer sind als Helium werden von der SCVH nicht direkt,
sondern wie Helium behandelt, so dafl eine chemische Zusammensetzung mit
Massenanteilen von X, Y und Z fiir Wasserstoff, Helium und Metalle als Mi-
schung aus Wasserstoff mit einem effektiven Heliumgehalt Y + Z behandelt wird.
Fiir Details der Zustandsgleichung sei auf |[SAUMON et al.| (1995]) verwiesen.

Es hatte sich sich als notwendig erwiesen, eine neue Zustandsgleichung in den
von H. SCHLATTL und A. WEISss zur Verfiigung gestellten Sternentwicklungsco-
de (SCHLATTL et al |1997, SCHLATTL, 1999)) einzubauen, zum einen auf Grund
grofler anfénglicher Probleme mit der numerischen Stabilitét und zum anderen
dadurch, dafl der Code zuvor nur fiir Sternmodelle mit einer Masse gréfer als
0.7 M benutzt worden war. Die Wahl fiel auf die SCVH, da diese bekannter-
maflen gute Ergebnisse fiir massearme Sterne liefert (CHABRIER und BARAF-
FE, 1997, BARAFFE et al (1997, IMONTALBAN et al., 2000). Wegen schlechter
Erfahrungen mit Unstetigkeitsstellen in der Zustandsgleichung in Verbindung
mit Massentransferrechnungen beschlof} ich, anders als in Sternentwicklungspro-
grammen {iiblich, keine fertigen Tabellen fiir vorgegebene chemische Zusammen-
setzung zu generieren, sondern die thermodynamischen Zustandsvariablen zur
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Laufzeit aus den Tabellen fiir reinen Wasserstoff und reines Helium direkt zu
berechnen. Dies hat zur Folge, daf§ alle Gréflen nicht nur stetig differenzierbar
in T und P, sondern auch in der chemischen Zusammensetzung sind. Ob das
verwendete Verfahren wirklich notwendig ist oder iiberhaupt mef3bar glattere
Resultate lieferte, wurde nicht iiberpriift. Die fiir die vorliegende Arbeit verwen-
deten Tabellen wurden freundlicherweise von I. BARAFFE generiert.

Die Standardvorgehensweise wire gewesen, Tabellen fiir vorgegebene chemische
Zusammensetzung fiir verschiedene Werte von Y und Z zu generieren, diese
zur Laufzeit durch zweidimensionale Spline-Interpolation in 7" und P (oder
vergleichbaren Groflen) zu interpolieren, und dann iiber benachbarte Tabellen
den gesuchten Wert fiir die gewiinschte chemische Zusammensetzung durch ein
Polynom zu interpolieren.

Zum Vergleich wurden einige Rechnungen mit der PTEZ durchgefiihrt. Dabei
wurden auch fiir diese Zustandsgleichung die thermodynamischen Gréflen zur
Laufzeit nach demselben Schema bzw. mit demselben Code wie fiir die SCVH
aus einer Wasserstoff- und einer Heliumzustandsgleichung erzeugt. Dies ist de-
finitiv nicht die Art und Weise, in der die PTEZ von ihren Autoren fiir die Ver-
wendung in Sternentwicklungsprogrammen gedacht war. Aus folgendem Grund
war dies jedoch notwendig: Die PTEZ ist als einzige Zustandsgleichung auf dem
kompletten betrachteten Bereich in 7" und P definiert und glatt. Die SCVH da-
gegen ist nur auf einem (wenn auch grofien) Bereich von logT ~ 3 bis etwa
logT ~ 7 und log Pgas ~ 4 bis log Pyas ~ 19 definiert. Dies fithrt dazu, daf} die
Tabellen der SCVH fiir alle aufler den masseérmsten Sternen im Kern der Ster-
ne fiir hohe Temperaturen und Driicke ergénzt werden miissen. Dieser (wenn
auch durch Spline-Interpolation geglittete) Ubergang fithrt zu einem kleinen,
aber sichtbaren ,Sprung® in den ZustandsgroBen an der Ubergangsstelle. Fiir
die Entropieprofile in Abb. und 2.7 wurde daher aus dsthetischen Griinden
die PTEZ benutzt, merkliche quantitative Anderungen im Sternaufbau oder der
Sternentwicklung ergeben sich hierdurch nicht. Fiir die Erweiterung der SCVH
zu hohen und niedrigen Temperaturen und Driicken wurde ebenfalls die PTEZ
verwendet.

C.2 Mischungen von Wasserstoff und Helium

In diesem Abschnitt werden die Gleichungen angegeben, nach denen die ther-
modynamischen Groien p, S und U sowie deren erste und zweite Ableitungen
fiir eine beliebige Mischung aus Wasserstoff und Helium zur Laufzeit im Stern-
entwicklungsprogramm berechnet werden. Gréflen, die mit H bzw. He indiziert
werden, bezeichnen die jeweiligen Groflen fiir reinen Wasserstoff bzw. Helium.
P bezeichnet im Folgenden den Gasdruck.

1-Y Y

= —+ 5= (C.1)

pt— pHe,

(1-YUll + yuHe,
= 1-Y)S" yysHe 1 g (C.3)

n S i~
|
a
=



C.2 Mischungen von Wasserstoff und Helium 183

Hierbei ist Spix die Mischungsentropie der verschiedenen Teilchensorten. Die
Mischungsentropie zwischen den verschiedenen Ionisationszustéinden sowie der
freien Elektronen von Wasserstoff (Hy, H, H) einerseits und Helium (He, He™,
Hett) andererseits sind bereits in S¥ bzw. SH¢ beriicksichtigt. Die partiellen
Ableitungen der Inneren Energie U sind im Folgenden nicht angegeben, sie erge-
ben sich aber automatisch aus den Formeln fiir die Entropie S durch Ersetzen
von S durch U und Spix = 0.

Die ersten partiellen Ableitungen von p lauten:

Olnp p OlnpH p Olnptle

olnT (1 Y)piH OlnT YpHe OlnT ’ (C.4a)
Olnp p OlnpH p Olnpfle

omp ~ U )pH dln P YpHe OlnP (C.4b)

Die ersten partiellen Ableitungen[[] von S lauten:

O0lnS SH 9ln S SHe9InS  Spix OIn Spix

omr ~ Vg TV s omr T 5 omr (&%
OlnS SH 9ln S SHe 9InS  Spnix O1n Smix

omp = VS ome T s ome T 5 omp - (@)

Die zweiten partiellen Ableitungen von p lauten:

9?Inp )p [ 0% 1n pf J1n p <81n,0 8lan>]
(C.6)

81nT81nP:( B pH [0InTOmP = OlnT dlnP OlnP

Ly P d1n ptle dlnpfle (Olnp _8lane
pHe [OInTOInP  9lnT \OlnP 9lnP )

Die partiellen Ableitungen g?nh,}g und g ? nh]lj’; ergeben sich hieraus durch Ersetzen
von 01n P durch d1InT und umgekehrt. Die zweiten partiellen Ableitungen von

S lauten:

9%In S —(l—Y)SH[ 9%InS +(’3lnSH <8lnSH B 81n5H>]

OlnTdIn P S |[OInTOIn P olnT Oln P Jdln P
GHe 9%In S Oln SHe /9IlnSHe  9ln SHe
S [am:ramer olnT (8lnP T omp )]

Smix |: (92 In Smix Oln Smix <8 In Smix Oln Smix)

+Y

+

S |9InTolmP ' OInT OlnP  OlnP

(C.7)
Die partiellen Ableitungen gzlénTi und gﬂ;@
von 0ln P durch 0InT und umgekehrt.

ergeben sich hieraus durch Ersetzen

Der adiabatische Temperaturgradient ist durch

Vad = < ) = 9P (C.8)
& dlnP ) flng

'Die Gleichungen (45) und (46) in [SAUMON et al|(1995) sind mit Druckfehlern behaftet.
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gegeben, und die partiellen Ableitungen lauten:

v 9?InS 9InS _ 9InS 9%InS
ad __9mPInTOInT JInP 9InT? (C 9a)
OlnT (6ln5)2 ’
olnT
BV 9%InS &InS _ 9InS 9%InS
ad _ _ 9InP?20IlnT 9P ImThnP (C.9b)
OlnP (81115)2
olnT

C.3 Der Beitrag des Photonengases

Die Innere Energie des Photonengases pro Masseneinheit ist durch

T4
Urad = a7 (ClO)

und die Entropie pro Masseneinheit durch

4 T3
Srad = —a— C.11
a=307 (C.11)

gegeben. Fiir die gesamte Innere Energie pro Masse gilt

U = Ugas + Urad (C.12)
und fiir die Gesamtentropie

S = Sgas + Srad- (C.13)

P bezeichnet im Folgenden den Gasdruck. Die ersten partiellen Ableitungen
von U lauten:

OlnU  Ugs OInUgss | Urag Olnp

omT — U omr U \* amr)’ (C.14a)
OlnU  UgsOInUgss Upaq Olnp

dlmP ~ U OWmP U OlnP (C.14b)

Die ersten partiellen Ableitungen von S lauten:

OlnS  Sgas0InSgas | Srad Olnp

omT ~ S omr 5 ® amr) (C.15a)
O0lnS Sgas OIn Sgas Spaa Olnp

= — . 1

OlnP S OlnP S O0lnP (C.15b)

Die zweiten partiellen Ableitungen von U lauten:

OlnTOmP U 81nT81nP+ olnT OlnP  OlnP

Upad [ 0%1InUpag O0InU..q [ OUraq B olnU
U |0lnTO0InP OlnT \O0lnP OlP)/|’

92 InU _ Ugas [ 01n Ugas 01n Ugas <61nUgaLS 8an>}
(C.16)
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Die partiellen Ableitungen ‘girllnT[{ und gif;j{ ergeben sich hieraus durch Ersetzen
von 0 In P durch 0InT und umgekehrt. Die zweiten partiellen Ableitungen von

S lauten: .

9%*InS _ Sgas [ 0In Sgas +8ln5gas 8lnSgas_8lnS
OlnTOImP S |0InTOlnP OlnT Oln P dln P

Srad [ 0?10 Spaq 0In Si.q [ 0Srad B J0ln S
S |0lnTOInP OlnT \O0lnP OlnP)|’

(C.17)

: : : 9%1n S 9%In S
Die partiellen Ableitungen %5 und 5.3

von Oln P durch 0InT und umgekehrt.

ergeben sich hieraus durch Ersetzen

C.4 Transformation von Gas- in Gesamtdruck

Des Gesamtdruck P ist die Summe aus Gas- und Strahlungsdruck:

Das Verhiltnis von Gas- und Gesamtdruck werde als

P, gas

g = P (C.19)
bezeichnet. Es gilt:
g B 4
(dT>P = 209, (C.20a)
dg 1
(dP)T — ﬁ(l - 3). (C.20Db)

Ist eine GroBe f nur als Funktion von 7" und P, gegeben, so ergeben sich die
Ableitungen von f(T', Pgas(T, P)) nach T' und P aus den partiellen Ableitungen
von f (T, Pgas) nach T' und Py,s unter hiufiger Ausnutzung von (C.20]) wie folgt:

daf _of 1-8 of

(dlnT>P T B Oln Paas’ (C.21a)
df 1 of

<dlnP>T ~ B0 Py (C.21b)

Die zweiten partiellen Ableitungen ergeben sich zu
d*f B 0% f _41—ﬂ 5 0*f
dInT? P_(?lnT2 8 0InTOIn Py

+£ of _41—6 o f
B 01n Py B 0lnPZ

(C.22a)
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sowie

a2 f 1 9%f 1-3 of
(dlan)T_ﬁ?(‘)lnPgQas_ B2 OIn Pyae (C.22b)

und

d_(_df _1_&f
dlnP \dInT ) p T_ﬂalnTalnPgas

Lp F  of
32 |0ln P2 Oln Pyas |

gas

(C.22¢)
4

C.5 Molekulargewichte

Es bezeichnen np,, ng, ng+ die Konzentrationen, d.h. die relativen Teilchen-
zahlen von molekularem, atomarem und ionisiertem Wasserstoff und n. x die
Konzentration freier Elektronen. Es gilt:

nyg, +ng +ng+ +nex = 1. (C.23)

Es bezeichnen pg,, pm, pg+ die Molekulargewichte von molekularem, atoma-
rem und ionisiertem Wasserstoff. Mit ny+ = n. x ist das mittlere Molekularge-
wicht durch

1
PX = ppnuy + i + g5 (1= nm — ) (C.24)

gegeben, und mit ny+ = ne x und pp, = 2, pg =1 = py+ ergibt sich:
1
ux = 5(371H2+TZH+1). (C.25)

Es bezeichnen ng., nge+, ng.++ die Konzentrationen von atomarem sowie ein-
und zweifach ionisiertem Helium und n.y die Konzentration freier Elektronen.
Es gilt:

NHe + Nppet + Npet+ +Neyy = 1. (C.26)

Es bezeichnen pigge, pige+, pge++ die Molekulargewichte von atomarem sowie
ein- und zweifach ionisiertem Helium. Mit

1
Ney = 3 (2 —2nge — Npet) (C.27)

ist das Molekulargewicht durch

1
Wy = WHeNHe + UHe+NHe+ + F‘He""*‘g (1 — NHe — 2nH6+) (0'28)

gegeben, und mit pge = pge+ = Uget++ = 2 ergibt sich:

1
py =3 (4 +8npe + 4npet) . (C.29)
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Unter der Annahme, daf} bei den héufigsten Metallen die Anzahl der Protonen

und Neutronen im Atomkern gleich ist, ist das Verhéltnis von Elektronen zu
Tonen bei Vollionisation 1 zu %, wobei p17 ¢ das mittlere Molekulargewicht der

Metalle im nichtionisierten Zustand bezeichnet. Bei voller Ionisation gilt fiir die
Metallkonzentration

1
T
und fiir die Elektronenkonzentration
1
Ne 7z = Hj (031)
HZ,0

Das mittlere Molekulargewicht ergibt sich zu

Hz = /LZ,O(l — nez). (032)

Das mittlere Molekulargewicht fiir eine Mischung aus Wasserstoff, Helium und
schwereren Elementen mit den Massenanteilen X, Y und Z ist durch

1 X Y Z

weoopx gy Bz

gegeben.

Das Elektronenmolekulargewicht e gibt das mittlere Molekulargewicht pro frei-
em Elektron an. Es gilt:

1 X Y Z
— = Ne X —— T Ney —— +Nez—. (C.34)
e Ha Ky Kz

C.6 Die Mischungsentropie

Die Mischungsentropie Spix ist diejenige Entropie, die durch die Mischung von
Wasserstoff und Helium entsteht. Die Mischungsentropie der einzelnen lonisati-
onszustéinde von Wasserstoff (Hy, H, H") einerseits und der einzelnen Ionisa-
tionszustéinde von Helium (He, He™, He™™) andererseits sind bereits in den
Entropien S und S¥¢ der reinen Zustandsgleichungen von Wasserstoff und
Helium berticksichtigt (SAUMON et al., |1995). Es gilt:

Shix 1-Y 2
= [ln(l +by) — ne,x In(1 4 6)
k WH 1—|—nH—i—3nH2 (035)
1 1 '
+by <1n<1+>—neyln<1+>>}
by ’ 1
mit
pr Y
b = —_— .
P (C.36a)
3 1+nyg+3ng,
= = C.36b
i 21+ 2nge + Npgor ( )
32— 2npg. — .
§ = o= fhHe T THet g (C.36c)

2 1-ng, —ng
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Fiir das totale Differential von Sp,ix ergibt sich

dSmix 1-Y
= —(fd d
I - (fdg+ gdf)
mit
2
f= o
1+ng+3ng,
i = — dnH+3dnH2
1+TZH+3TLH2
und

g=h1+ho+ hs+ hy.

Hierbei sind die Funktionen h; definiert als

hi = In(1+by),

hy = —Ne, X hl(l + 5),
1
hs = byln <1—|— ) ,
by
1
h4 = —b’yne,y In <1 + 5>

mit den totalen Differentialen

b
i = 1+ b’yd%
dhy = —In(140)dnex — n&le_édd,
dhy = [m <1+ b17> -1 jbv] bdn,
dhy = —bln <1 + (15> [ydney + ney dy] + b(;yne,ylj_ddé.

Die totalen Differentiale von ~ und ¢ sind hierbei durch

dv - {dnH+3dnH2 B 2dnHe+dnHe+:|

i T\ 1+ nm +3nm, 1+ dnge + nges

PPN {1d7— 2dnge + dnpe+ n dng, + dng }
¥ 2—-2nge —Nge+ 1—npg, —ng

gegeben.

(C.37)

(C.38)

(C.39)

(C.40)

(C.41a)
(C.41b)

(C.41c)

(C.41d)

(C.42a)
(C.42b)

(C.42¢c)

(C.42d)

(C.43a)

(C.43b)
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D Mathematische Definitionen

In diesem Abschnitt werden einige grundlegende mathematische Begriffe defi-
niert, die fiir die Diskussion des Verhaltens des expliziten Massentransferalgo-
rithmus in fiir grofie Zeitschritte erforderlich sind. Eine ganze Klasse von
eindimensionalen, reellen Abbildungen, zu denen die explizite Massentransfer-
formel genauso wie die logistische Abbildung gehoren, durchliuft
fiir einen Kontrollparameter p ein sogenanntes FEIGENBAUM-Szenario (FEIGEN-
BAUM, |1978] [1980]). Das mathematische Standardwerk fiir die Dynamik eindi-
mensionaler Abbildungen in diesem Zusammenhang ist COLLET und ECKMANN
(1980). Vereinfachte Darstellungen finden sich unter anderem bei [THOMPSON
und STEWART]| (1986)), |JACKSON] (1991)).

Definition D.1. Eine Abbildung f : X — Y heifit Hombomorphismus, falls
f stetig ist und die Umkehrabbildung f~' :Y — X emistiert. Ist die Abbildung
sogar differenzierbar, so bezeichnet man f als Diffeomorphismus.

Definition D.2. Fir ein Vektorfeld F : X — X auf einer differenzierba-
ren Mannigfaltigkeit ist der Orbit von x € X durch die Lésung ®¢(x) der
Differentialgleichung

d
5 0i(2) = F(z) (D.1)

definiert.

Definition D.3. Fir eine Abbildung f : X — X ist der Orbit von x € X durch
Oy(x) := {=, f(2), 2 (x), f*(2),.. .} (D.2)
definiert.

Definition D.4. Es sei f C3-differenzierbar, d.h. dreimal stetig differenzierbar.
Die SCHWARZsche Ableitung von f ist definiert als

@ 3 (@)
st =T -3 (5 (0:5)

Definition D.5. Eine Abbildung f : [-1,1] — [—1,1] heiffit unimodal, wenn
qgilt:

(i) f ist stetig.
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(ii) F(0) =1.
(i1i) f ist streng monoton wachsend auf [—1,0] und streng monoton fallend auf
[0,1].

f heift auferdem Cr-unimodal, falls zusdtzlich gilt:

(iv) f ist einmal stetig differenzierbar, und es gilt f(z) # 0V x # 0.

Definition D.6. FEine Abbildung f heifit S-unimodal, falls gilt:
(i) f ist Ct-unimodal.
(ii) f ist C3-differenzierbar.

(iii)) Sf(x) < 0 VYae|-1,1]. Firaz =0 ist Sf(0) = —oo erlaubt. Die Be-
dingung, daf$ die SCHWARZsche Ableitung Sf(x) dberall negativ ist, ist
dquivalent dazu, daf8 \/|f'(x)| fir x < 0 und fir x > 0 eine konveze
Funktion ist (THOMPSON und STEWART, |1986)).

(iv) f bildet das Intervall [f(1),1] auf sich selbst ab.
(v) f"(0) <0.

Definition D.7. Zwei Vektorfelder F : X — X und F : Y — Y auf differen-
zierbaren Massigfaltigkeiten X und Y heiflen topologisch dquivalent, falls es
einen Homdéomorphismus h 1Y — X gibt mit

F=h"loFoh. (D.4)

Falls auperdem die Orbits von E durch h in die Orbits von F abgebildet wer-
den, so heiffen F' und F topologisch konjugiert. Das bedeutet, dafS ein Fixpunkt
unter F in einen Fizpunkt unter F tibergeht, ein periodischer Orbit in einen
periodischen Orbit, ein stabiler Orbit in einen stabilen Orbit, und ein instabiler
Orbit in einen instabilen Orbit. Die Dynamik des Systems bleibt also unter der
Transformation h erhalten.

Definition D.8. Zwei Abbildungen f: X — X und f : Y — Y heiffen topolo-
gisch dquivalent, falls es einen Homdomorphismus h : Y — X gibt mit

f=hlofoh. (D.5)

Hierbei werden die Orbits von f in Orbits von f tberfiihrt, so daff zwei topo-
logisch dquivalente Abbildungen auch automatisch topologisch konjugiert sind
(Anmerkung: Fir Vektorfelder ist dies nicht automatisch der Fall).

Definition D.9. Es seien zwei parameterabhingige Familien von Abbildungen
fs: X — X und fu 1Y — Y gegeben. Die beiden Familien heiflen topologisch
daquivalent, falls es einen Homdomorphismus p zwischen den Parameterrdumen
gibt und eine Familie von Homdomorphismen hs : X — Y, die stetig von u
(bzw. §) abhéingen und Orbits von fs in Orbits von f# = fp((;) tberfiihren.
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Bemerkung D.10. Zwei topologische dquivalente Familien fs und fu durch-
laufen unter einer Variation von § bzw. p = p(0) die gleiche dynamisch Ent-
wicklung (ARNOLD|, |19835).

Definition D.11. Es sei p — f, eine Abbildung von [0,1] in den Raum der
Cl-unimodalen Abbildungen mit

S 1]\fu($) = fuo @) + £ (@) = f, (@) = 0 (D.6)

fiir p — po (sup bezeichnet das Supremum). Dies ist dquivalent dazu, daf$ f,
und f; stetig in p sind. Eine solche Familie von Abbildungen f, heifst vollstindig,
falls gilt:

(i) fo(0) = 1.
(ii) fi(1) = fi(—=1) = —1.

Bemerkung D.12. Jede vollstindige Familie S-unimodaler Abbildungen durch-
lauft fiir p von 0 bis 1 ein sogenanntes FEIGENBAUM-Szenario: Fir ein py > 0
wird der (einzige) Fizpunkt instabil, und es entsteht ein stabiler Orbit der Peri-
ode 2. Mit zunehmendem p kommt es zu einer ganzen Kaskade von Periodenver-
dopplungen bei pn11, bei denen der stabile Orbit der Periode 2™ instabil wird,
und ein stabiler Orbit der Periode 2! entsteht. Bei einem kritischen Wert
VON oo Schliefllich existieren unendlich viele instabile Orbits der Perioden 27,
und die Dynamik des Systems ist ergodisch. Chaotischeﬂ Dynamik tritt erst fir
> oo auf. Zwischen oo und 1 existieren unendlich viele ,periodische Fen-
ster, Parameterbereiche mit einem stabilen, periodischen Orbit, der seinerseits
fiir zunehmendes p eine Kaskade von Periodenverdopplungen erleidet. Es gibt
Fenster aller Perioden und dazwischen Bereiche mit chaotischer Dynamik, die
wiederum von periodischen Fenstern durchsetzt sind. Wahit man ein beliebiges
W zwischen poo und 1, so besteht eine positive Wahrscheinlichkeit, daf die Dyna-
mik von f, chaotisch isﬁ. Fir p =1 umfafit der Bereich chaotischer Dynamik
das gesamte Intervall [—1,1].

Theorem D.13. Theorem von SARKOVSKII (SARKOVSKII, 196/, STEFAN,
1977): Gegeben sei eine Anordnung der Natiirlichen Zahlen in der folgenden
Weise:
3>5>7>9> ...
>2-3>2-5>2-7>2-9> ...
>2".3>2".5>2".7>2".9
>2M> ... >8>4>2>1.

(D.7)

! Zusétzlich zu ergodischer Dynamik ist fiir das Auftreten von Chaos noch die sensitive Abhdn-
gigkeit von den Anfangsbedingungen erforderlich, d.h. daf zwei beliebig benachbarte Orbits
exponentiell auseinanderlaufen.

?In anderen Worten: Die Menge aller y, fiir die f, chaotische Dynamik aufweist hat ein
LEBESGUE-Maf grofler Null.
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f sei eine stetige Abbildung von einem (nicht notwendigerweise endlichen) Teil-
interval der reellen Zahlen auf sich selbst. Dann gilt: Hat f einen Orbit der
Periode p € N, dann hat f auch einen Orbit der Periode q fir alle ¢ < p gemdf
der obigen Anordnung.

Bemerkung D.14. Das Theorem von SARKOVSKII fiihrt sofort auf den berihm-
ten Ausspruch ,Periode drei impliziert Chaos® von (L1 und YORKE, |1975): Hat
eine solche Abbildung einen Orbit der Periode drei, so hat sie Orbits aller Pe-
rioden.

Dies bedeutet nicht, dafl die Dynamik dann automatisch chaotisch ist. Betrach-
tet man beispielsweise ein ,Fenster der Periode drei“ in einem FEIGENBAUM-
Szenario wie in Abb. so ist der Orbit der Periode drei stabil, und fast alleﬁ
anderen Orbits konvergieren asymptotisch gegen den Orbit der Periode drei,
bis auf die unendlich vielen Orbits aller anderen Perioden. Fiir eine Familie
S-unimodaler Funktionen bedeutet dies, dafl sie, um von stabiler Dynamik mit
nur einem einzigen Fixpunkt, bzw. Orbit der Periode eins zu einem , Fenster
der Periode drei“ zu gelangen, ein FEIGENBAUM-Szenario durchlaufen muf.

3Fast alle Orbits im Sinne des LEBESGUE-MaSBes.
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