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Galois-Theorie in monoidalen Kategorien ¥)

Thomas S. Ligon

Abstract: The Galois theory of Chase and Sweedler [11],
Tor commutative rings, is generalized to encompass com-
mutative monoids in an arbitrary symmetric, closed,
monoidal category with finite 1limits and colimits. The
primary tool is the Morita theory of Pareigis [35,36,37],
which also supplies a suitable definition for the con-
cept of a "finite" object in a monoidal category. The
Galols theory is then extended by an examination of
"normal" sub-Hopf-monoids, and examples in various alge-
braic and topological categories are considered. In par-
ticular, symmetric, closed, monoidal structures on var-
ious categories of topological vector spaces are studied
with respect to the existence of "finite" objects.

Inhaltsverzeichnis

Einleitung ii
1. Bezeichnung und Morita-Sdtze in monoidalen

Kategorien 1
2. Der Begriff "Galoissch" 5
3. Eine Frobenius-Eigenschaft 17
4, Untermonoide und Hauptsatz 28
5. Normale Unter- und Faktorhopfmonoide 38
6. Die Kategorie der H-Objekte 50
T. Spezialfall: Galols-Theorie von Ringen und

Korpern 58
8. Topologische Tensorprodukte 66
9. Ein Vertrdglichkeits-Begriff fiir Funktoren A
10. Die Kategorie der quasivollstindigen,

tonnelierten Riume 82
11, Andere Kategorien topologischer Vektorrdume 93
Literaturverzeichnis 98

#) Dissertation zur Erlangung des Doktorgrades des Fach-
bereichs Mathematik der Ludwig-Maximilians-Universitidt
Minchen



-1i-
Einleitung

Unter dem "Hauptsatz der Galois-Theorie" fiir end-
liche Kdrpererweiterungen versteht man im wesentlichen
folgende Aussage: Die Fixkdrperbildung erzeugt eine bi-
jektive Abbildung zwischen den Untergruppen der Galois-
Gruppe und den Zwischenkdrpern der Kérpererweiterung.
Allgemeiner haben Chase, Harrison und Rosenberg [10]

im Jahre 1965 eine @Galois-Theorie von separablen, kom-
mutativen Ringerweiterungen mit entsprechender Galois-
@Gruppe von Automorphismen entwickelt. Nach Jacobson [26]
kann man anstelle einer separablen Kérpererweiterung
auch éine rein inseparable vom Exponenten 1 behandeln,
wenn man anstelle der Galois-Gruppe (von Automorphismen)
eine entsprechende p-Lie-Algebra (von Derivationen) ver-
wendet. In [9] beschreibt Chase wie man, durch Verwen-
dung h8herer Derivationen, auch rein inseparable Kdrper-
erweiterungen mit hdherem Exponenten erfassen kann. All
diese Fille kénnen einheitlich behandelt werden, wenn
man die Hopfalgebren-Formulierung benutzt. Hier betrach-
tet man die von der Galois-Gruppe erzeugte Gruppenal-
gebra, die p-universelle Hiille der p-Lie-Algebra der
Derivationen, oder eine von htheren Derivationen erzeugte
Algebra, jeweils mit einer kanonischen Hopfalgebren-
Struktur. Diese allgemeine Form der Galois-Theorle fiir
kommutative Ringerweiterungen wurde 1969 in einer Ar-
beit von Chase und Sweedler [11] behandelt. Das wich-
tigste Hilfsmittel in dieser Arbelt ist die Morita-
Theorie, die alle Aquivalenzen von Modul-Kategorien
charakterisiert. Die Galois-Theorie wurde auch auf
Schiefkorper und unendliche Korpererweiterungen verall-
gemeinert, verwendet jedoch andere Techniken, die hier
nicht behandelt werden sollen.

Alle bisherigen Galois-Theorien haben eine Ein-
schridnkung gemeinsam, nimlich eine Endlichkeits-Bedingung.
Bei Chase, Harrison und Rosenberg [10], zum Beispiel,
muf die Galois-Gruppe endlich und die Ringerweiterung
endlich erzeugt und projektiv sein. In der Arbeit von
Chase und Sweedler [11] 148t sich diese Endlichkeits-
Bedingung als notwendige Voraussetzung fiir den Morita-
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Satz erkennen. Auch die Theorie von Krull [30] ist nicht
frei von dieser Einschridnkung, denn es handelt sich dort
um injektive bzw. projektive Limites endlicher Objekte.

Wir wollen in dieser Arbeit feststellen, inwiewelt
der Hauptsatz der Galols-Theorie von den speziellen
Eigenschaften der unterliegenden Modul-Kategorie ab-
hdngt, und ob der Endlichkeits-Begriff durch einen all-
gemeineren kategorientheoretischen Begriff ersetzt wer-
den kann. Unter anderem stellt sich dann die Frage, ob
sich die Galois-Theorie so verallgemeinern 1&Bt, daB sie
auch unendlich dimensionale topologische Algebren und
unendliche topologische Gruppen umfaBt. Als unterliegende
Kategorie kidme hier zum Beispiel die Kategorie der topo-
logischen Vektorrdume in Frage. Sie ist nicht abelsch:
nicht jeder Monomorphismus (= stetige Injektion) ist
auch ein Kern (= relativ offene, stetige Injektion). Da
der Begriff "endlich erzeugt und projektiv" fiir die oben
erwdhnte Galolis-Theorie sehr wichtig ist, fragen wir uns
hier, wie man ihn verallgemeinern konnte. Dabei 1l&Rt
sich der Begriff "projektiv" fiir beliebige Kategorien
formulieren, ist in dieser topologischen Situation aber
nicht fruchtbar, denn in Satz (10.9) wird unter anderem
gezeigt, daB {0} das einzige Kokern-projektive Objekt in
der Kategorie der quasivollstdndigen, tonnelierten Riume
ist. (Der Begriff "Kokern-projektiv" ist schwidcher als
"projektiv".) In dieser Arbeit wollen wir deshalb die
Galois-Theorie ohne die vielen Hilfsmitteln der Theorie
der Moduln oder der abelschen Kategorien entwickeln.

Eine mogliche gemeinsame Verallgemeinerung von der
Theorie der k-Moduln und der Theorie der topologischen
Vektorrdume, die diese "additive" oder "abelsche" Struk-
tur nicht beriicksichtigt, besteht in der Theorie der
monoidalen Kategorien, Eine monoidale Kategorie (g, ®, I)
ist eine Kategorie C, zusammen mit einem "Tensorprodukt",
d.h. mit einem Bifunktor ®: C X C —> C und einem ausge-
zeichneten Objekt I derart, daf einige Axiome erfiillt
sind, wie (A® B)® C = A® (B® C) und A® I = A, siehe
z.B. MacLane [31]. Hierfiir gibt es sehr viele Beispiele,
wie (Me, X, e), (k-Mod, ® , k) oder (Ban, 6w, K). Ein
Monoid in einer solchen Kategorie ist dann nichts anderes
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als ein klassisches Monold, eine k-Algebra oder eine
Banach-Algebra. In einer monoidalen Kategorie lassen sich
alle Grundbegriffe der Galois-Theorie, in der Hopfalge-
bren-Formulierung von Chase und Sweedler [11] ausdriicken.
AuBerdem ist die Theorie der monoidalen Kategorien in
letzter Zeit um eine Morita-Theorie erweitert worden, in
der insbesondere der Begriff "endlich erzeugt und pro-
Jektiv" eine Verallgemeinerung findet, siehe Pareigis
[35,36,37]. Ein k-Modul ist genau dann endlich erzeugt
und projektiv, wenn der kanonische Morphismus A ®k A*
—_ Homk(A,A) ein Isomorphismus ist. Allgemein nennen
wir dann ein Objekt A einer monoidalen Kategorie "endlich",
wenn der kanonische Morphismus A ® A* —> [A,A] ein Iso-
morphismus ist, wobei [-,-] den "inneren Hom-Funktor"

und A* das entsprechende "duale Objekt" bezeichnet, siehe
Definition (1.4)., Falls der kanonische Morphismus

Ax ®[A,A] A —> I auch ein Isomorphismus ist, heiBt A
"treuprojektiv". Diese Eigenschaft ist notwendig und hin-
reichend dafiir, daR der Funktor A ® -: C ——> [A,A]E eine
Aquivalenz von Kategorien ist, nach der Morita-Theorie,
siehe Satz (1.6).

Mit Hilfe der Morita-Theorie von Pareigis (zitiert
in Kapitel 1) kann man nun die Arbeit von Chase und Sweed-
ler [11] auf beliebige symmetrische abgeschlossene monoi-
dale Kategorien verallgemeinern (Kapitel 2 und 4). Hierzu
ist es notwendig, viele Beweise aus [11] durch neue Be-
weise zu ersetzen, (im Text wird im einzelnen darauf ver-
wiesen), da Begriffe wle "kurze exakte Folge", "0-Objekt",
"Annullator-Ideal™ usw. in einer beliebigen monoidalen
Kategorie keinen Sinn haben. Wir kénnen jedoch einen
groken Tell der Galois-Theorie unter wesentlich schwicheren
Voraussetzungen - als bisher bendtigt wurde - entwickeln.
Insbesondere wird dadurch gezeigt, daB dle Galois-Theorie
in groRen Teilen v3llig unabhdngig von jeglicher "additiven
Struktur" (abelsche Kategorie) der unterliegenden Kate-
gorie der k-Moduln ist.

Wenn S ein kommutatives Monoid in einer monoidalen
Kategorie C ist, und A ein kommutatives Hopfmonoid, des-
sen Dual A* in geeigneter Weise auf S operiert, dann
nennen wir S A-Galoissch iiber I, falls S treuprojektiv
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iiber I ist, und der Morphismus y: S® S —> S ® A ein
Isomorphismus ist, siehe Definition (2.2). Beispiel (2.3)
erldutert diese Bedingung fiir den Fall, da® S eine Kor-
pererweiterung von I ist. In Satz (2.11) zeigen wir, dag
diese Bedingung dazu iquivalent ist, daB ¢: S # A*> [S,S]
ein Isomorphismus ist. In Satz (2.17) wird eine dritte
Charakterisierung des Begriffs "Galoissch" angegeben,
diesmal mittels des Fixobjekts der A*-Operation und der
kanonischen Morphismen eines Morita-Kontextes.

In Kapitel 3 wird eine abgeschwdchte Frobenius-
Eigenschaft fiir endliche Hopfmonoide H bewiesen, ndmlich,
daR ein Objekt P existiert, mit H* = P® H in (o Im
Gegensatz zum Modulfall wissen wir hier nur, da® P end-
lich ist und nicht, daB es "Rang 1" hitte.

Kapitel 4 befaft sich mit Untermonoiden eines Ga-
loisschen Monoides S. Hier wird der "Hauptsatz der Galois-
Theorie", Satz (4.11), bewiesen. Er liefert eine ordnungs-
umkehrende Injektion von dem Verband der (in C zerfallen-
den) Unterhopfmonoide von A* in den Verband der (in C
zerfallenden) Untermonoide von S.

Diese Verallgemeinerung der Galois-Theorie ist auch
als Axiomatisierung aufzufassen, wie sie die Mathematik
des zwanzigsten Jahrhunderts geprdgt hat. Der Gruppen-
begriff, zum Beispiel, wurde anhand von gewissen Mengen
von Transformationen in der Geometrie entdeckt, aber erst
die axiomatische Formulierung als Menge mit Verkniipfung
hat es ermdglicht, Gruppenstrukturen allgemein zu stu-
dieren und universell anzuwenden. Ein anderes Beispiel
liefert die Theorie der abelschen Kategorien. Diese
Theorie, die die "additive" Struktur von Modulkategorien
untersucht, ist eine angemessene Grundlage fiir die homo-
logische Algebra und fand eine Berechtigung in der Ent-
deckung, daB Garbenkategorien oft abelsch sind, auch
wenn sie zu keiner Modulkategorie isomorph sind. In dhn-
licher Weise kann man die Theorie der monoidalen Kate-
gorien als Studium der "multiplikativen" Struktur, die
unter anderem auch Modulkategorien vesitzen, auffassen.
Somit ist die vorliegende Arbeit eine Entwicklung der
Galois-Theorie auf der Basis einer "multiplikativen
Struktur", ohne Hilfe einer "additiven Struktur".
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Die allgemeine Galois-Theorie in monoidalen Kate-
gorien wird dann in Kapitel 5 weitergefiihrt, indem wir
"normale" Unterhopfmonoide untersuchen. Hier sind auch
Aussagen zu finden, die im Spezialfall der Modultheorie
noch nicht bewiesen waren. Sei H' eine Unterhopfalgebra
einer endlichen kokommutativen Hopfalgebra H und sei
H'Y = Ke(ey,) (d.h. deren Augmentationsideal). In Satz
(5.3) (siehe auch Bemerkung (5.4)) zeigen wir, daB H!
genau dann normal in H im Sinne von Newman [33] (d.h.
HH'T = H'H) ist, wenn fiir alle a ¢ H, b e H' folgt,
daB a,bi(a,) € H' ist. Fir den Fall eines Gruppenrings
(bzw. einer Hiille einer Lie-Algebra) reduziert sich
diese letzte Bedingung auf die Definition eilnes Normal-
teilers (bzw. eines Lie-Ideals), siehe Lemma (7.6). In
Satz (5.5) zeigen wir dann, da® das Fixmonoid eines nor-
malen Unterhopfmonoids wieder Galoissch ist.

Nachdem die Galois-Theorie auf monoidale Kategorien
verallgemeinert ist, wird sie in verschiedenen Spezial-
fdllen untersucht. Die Konstruktionen in Kapitel 6 las-
sen sich in bestimmten Fillen als Moduln mit zus&dtz-
lichen Strukturen auffassen; die Galois-Theorie betrifft
dann Galoissche Objekte, die eine weitere Struktur
besitzen. In einem Fall kommen gerade die normalen Ob-
jekte heraus, slehe Lemma (6.9) und Folgerung (6.10).
Kapitel 7 untersucht die Spezialisierung auf den klas-
sischen Fall der Galois-Theorie von Ringen und Korpern.
Die Beispiele in diesen Kapiteln zeigen die Reichweite
der allgemeinen Theorie in "rein algebraischen" Fillen.

Die andere wesentliche Speziaslisierung, die wir
untersuchen, ist die auf den "topologischen Fall", d.h.
auf die Situation, in der die unterllegende Kategorie C
eine geeignete Kategorie von topologischen Vektorridumen
ist. In den Kapiteln 8 bis 11 werden Kategorien von to-
pologischen Vektorrdumen auf die Frage hin untersucht,
inwieweit interessante Beispiele von "endlichen" Objekten
im Sinne von Definition (1.4) (d.h., daB der kanonische
Morphismus E ® E¥* —> [E,E] ein Isomorphismus ist) exis-
tieren. Die Aussagen basieren auf bekannten Eigenschaf-
ten der entsprechenden Riume, sind aber in der angege-
benen Formulierung, die durch unsere Fragestellung be-
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dingt ist, sonst nirgends in der Literatur zu finden.
Dazu miissen wir zuerst wissen, welche dieser Kategorien
symmetrisch und abgeschlossen monoidal sind. Dabei wol-
len wir ein "endliches" Objekt in einer solchen Kate-
gorie erst dann als interessant betrachten, wenn es
unendlich-dimensional ist. DaR diese Untersuchung sinn-
voll ist, liegt in den folgenden Tatsachen begriindet:
1) Der Begriff "endlich" ist eine Verstirkung des Begriffs
"reflexiv" (siehe Lemma (3.6)). Bekanntlich existieren
viele reflexive, unendlich dimensionale topologische
Vektorraume,
2) Die Kategorie der Banach-Ridume ist bekanntlich sym-
metrisch und abgeschlossen monoidal mit dem vervollstidn-
digten projektiven Tensorprodukt. Hier sind die "end-
lichen" Objekte aber ganau alle endlich dimensionalen
Banach-Rdume (siehe Beispiel (8.9) und satz (8.10).)
3) Fiir fast alle wichtigen nuklearen Rdume E, insbeson-
dere fiir alle Fréchet-nuklearen Riume, gilt der folgende
kanonische Isomorphismus: E e Eé —_ SB(E,E), siehe
Kéthe [29].

Um, diesen Hinweisen folgend, "endliche" Objekte
zu suchen, miissen wir zuerst mdglichst viele topologische
Tensorprodukte von nicht notwendig normierten topolo-
gischen Vektorrdumen beschreiben, siehe Kapitel 8. Dies
erfolgt am zweckmidBigsten mit dem Begriff der Hyposte-
tigkeit. Dadurch wird es moglich, sowohl viele Topologien
auf dem algebraischen Tensorprodukt als auch die ent-
sprechenden "AbschluBfunktoren" [E,-) auf direktem Wege
zu konstruleren. Insbesondere miissen wir nicht auf den
Freydschen Satz iiber die Existenz von adjungierten Funk-
toren zuriickgreifen, wie es U. Seip [47] fiir die Kate-
gorie der kompaktbestimmten Rdume tut.

Bei dieser Untersuchung erwies sich ein Vertridglich-
keits-Satz von S. Dierolf [15] als sehr niitzlich. In Ka-
pitel 9 beweisen Wir eine verallgemeinerte Version dieses
Satzes, sowlie neue Anwendungen. Sei L ein Epireflektor
und R ein Monokoreflektor; dann gilt: LRL = RL (==
RLR = LR.

In Kapitel 10 betrachten wir eine der fiir die Analysis
wichtigsten Kategorien topologischer Vektorrdume, die
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der quasivollstidndigen, tonnelierten Riume. Wir zeigen,
daB sie symmetrisch und abgeschlossen monoidal ist, eine
Eigenschaft, die fiir diese Kategorie in der Literatur
nicht behandelt wird. Es ist aber gerade diese Eigen-
schaft, die zur Untersuchung der kompaktbestimmten (bzw.
folgenvollstidndigen, kompaktbestimmten) Riume gefiihrt
hat, siehe z.B. Dubuc und Porta [18] und [19]. Nach
Seip [47] ist es auch diese Eigenschaft, die es méglich
macht, das Differentialkalkiil fiir nicht normierte R&ume
zu entwickeln.

Kapitel 11 behandelt andere Kategorien, die in ana-
loger Weise konstruiert werden, insbesondere die oben
erwihnten kompaktbestimmten Riume. SchlieBlich werden in
den Kapiteln 10 und 11 Beispiele von konkreten topolo-
gischen Vektorridumen diskutiert, um AufschluB iiber die
Eigenschaft "endlich" zu gewinnen. Hier stellt sich he-
raus, daR die wichtigsten und bekannten unendlich dimen-
sionalen Riume nicht "endlich" in unserem Sinne sind.
Diese Untersuchung wirft damit viel Licht auf eine Frage,
die fir die Theorie der monoidalen Kategorien wichtig
ist, bringt aber keilne neuen Aussagen in der Theorie der
topologischen Algebren.

Meinem Betreuer bei dieser Arbeit, Herrn Prof. Dr.
B. Pareigis, mdchte ich fir viele anregende und kritische
Diskussionen danken. Mein Dank gilt auch Herrn Prof. Dr.
W. Roelcke und Frau Dr. S. Dierolf.



1. Bezelchnung und Morita-Sdtze in monoidalen Kat_gorien

In diesem Kapitél werden zundchst die allgemeine
Bezeichnung und Begriffsbildung fiir das Folgende fest-
gelegt. Dann werden einige Ergebnisse aus der Morita-
Theorie, die nachher wesentlich benutzt wird, zitiert.

(1.1) Bezeichnung (C, ®, I) bezeichnet eine monoi-

dale Kategorie C, mit Bifunktor ® und neutralem Objekt

I, wie in MacLane [31] und Pareigis [35]. Wir nehmen
welterhin an, da® C symmetrisch ist, mit funktoriellem
Isomorphismus ¢ A® B—> B® A. C soll auch abgeschlos-
sen sein, und [M,-] bezeichnet den zu - ® M rechtsadjun-
gierten Funktor, wobei M* eine Abkiirzung fiir [M,I] ist.
Auf jeden Fall wird auch angenommen, da® C Differenzkerne
und -kokerne besitzt, um die erforderlichen Konstruktionen
durchfiihren zu konnen. Ein Monoid A, mit Multiplikation

VvV und Einheit n wird genauso definiert wie ein Monoid in
(Me, X, {e]) oder eine assoziative, unitire Algebra in
(k-Mod, ®,, k). Die Einheit n, e C(I,A) wird auch manch-

mal mit 1, bezeichnet. Dual zu (A, VY, n) definiert man

A
ein Komonoid (C, A, €). Hopfmonoide, mit Antipode A, wer-

den so definiert wie Hopfalgebren in (k-Mod, ®,_, k).

k)
MonC (bzw. CMonC, KomonC, HopfmonC, CHopfmonC) bezeichnet

die Kategorie der Monoide (bzw. kommutativen Monoide,
Komonoide, Hopfmonoide, kommutativen (nicht notwendig
kokommutativen) Hopfmonoide) in C. Filr A € MonC wird ein
A-Linksobjekt so definiert, wie eine A-Menge in (Me,X,(e})

oder ein A-Linksmodul in (k-Mod, ®,, k). Dual dazu defi-

k’
nieren wir, fiir C € KomonC, ein C-Linkskoobjekt. Die Kate-

gorie der A-Linksobjekte (bzw. A-Rechtsobjekte, C-Links-

koobjekte, C-Rechtskoobjekte) wird bezeichnet mit ,C

A~
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Cg_, gc). Wir benutzen auch die elementweise

(bzw. [
Notation von Pareigis [35], mit A(X) := C(X,A) fir
A,X € C. Ein Morphismus h € C(A,B) heiBt rational sur-
Jektiv, falls h(I): A(I) —> B(I) surjektiv ist.

(1.2) Definition Ein Morita-Kontext (A,B,P,Q,f,g)

besteht aus:
(a) A, B e MonC,

(b) Pe AE-B’ Q € BQ-A’

(c) fe,Cp(PogQ, A), g¢ Cp(Q ®, P, B), und
(d) zwei kommutativen Diagrammen:

' f@ 1d :
PO, Q®, P—-——-—-—) A®, P

\Lidp B & N o \l/m

POy B : > P

An

' "g@ id )
Qe, Pey Q.___._.._3_>B® Q

\LidQ ®A f ~: ' . lﬂl

Q8 A — . > Q.

(1.3) Definition Sei B e MonC, P € Cge

(B[ P,P],B, P, B[ P,'Bj,?, Z) heipt kanonischer Morita-Kontext,

mit ¥ und Z definiert durch:

A~

Byt 7,P) (U721 p[P31) = oy (g PsBI0 p, ) P D)
ld fp,py > &

~

[P, P] Cp(P @y 5[P,B] @ S P, P) P, P) 21d, e & —>

T e B{P’P]gB[P,P](p ®y gl PsBl, [P,P]), d.h.

B(q ® p) = a<p> und T(p' ® q')<p"> = p* (q'<p™>)
AX, Y, Z € g, qQ® pe (B[P’B] ®B[P,P]P)(x)’
pt ® Q' ¢ (P ®g B[P,B])(Y), p" ¢ P(2).
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Diese Bezelchnung, wie auch die nidchste Definition,
enthdlt elnen Seitenwechsel gegeniiber der Schreibweise
von Pareigls [35]. Wir miissen [M,-] als recﬁtsadjungiert
zu - ® M betrachten, und nicht zu M ¥ -, kdnnen uns aber
der Ublichen Schreibweise in der Galois-Theorie leichter
anpassen. Wir haben jetzt einen kanonischen Morphismus
kan: [M,N] ® M —> N: f ® m +—> f¢<md und schreiben sowohl

Morphismen als auch ™ ente von [M,A](X) links von den

Argumenten.

C([M,N], [M,N]) = C([M,N] » M, N)
w w
14 — > kan.

(1.4) Definition Sei B ¢ MonC, P € Cge P heiBt

(a) endlich iiber B, falls T aus (1.3) ein Isomorphismus

ist,

(b) endlich erzeugt projektiv iiber B, falls

P 47,8 25 poy ip,5] 15 [r,P)

rational surjektiv ist,

(c) treuprojektiv iiber B, falls P endlich ist und g aus

(1.3} ein Isomorphismus ist,

(d) ein Progenerator iiber B, falls P endlich erzeugt

projektiv liber B ist, und
kan g
BlPsB) © P ——> f[P,B] © [ p) P —=> B

rational surjektiv ist.

g1.52 Lemma Falls I Kokern-projektiv in C ist, sind
die Begriffe "endlich iiber B", und "endlich erzeugt pro-
jektiv iiber B", sowie "treuprojektiv iiber B" und "Pro-
generator iiber B" zueinander Hquivalent,

Bewels Nach Pareigis [37], 5.3 ist T genau dann ein

Isomorphismus, wenn es rational surjektiv ist. Da kan ein
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Kokern 1ist, ist kan(I): (P ® ,[P,B])(I) —>
—> (P &y B[P,B])(I) surjektiv, falls I Kokern-projektiv
ist.

Der folgende Satz wurde in Pareigis [37], 5.1, 5.2,
5.3 und 5.4 bewiesen.

(1.6) satz (Morita-Pareigis) sei (C, ®, I) eine
abgeschlossene monoidale Kategorie und (A,B,P,Q,f,g) ein
Morita-Kontext in C. Dann gilt:

(a) f und g sind genau dann rational surjektiv, wenn P
treuprojektiv liber A, und Q treuprojektiv iiber B ist.
(b) Falls f (bzw. g) rational surjektiv ist, ist f
(bzw. g) ein Isomorphismus.
(c) Falls f Qnd g‘rational surjektiv sind, gilt:
(1) ‘man hat kanonische Isomorphismen;
P =5 3(Q,B] in ,Cp,
Q=5 ,[PA] In 40,
A =5 q,q] in ,C, und in ygn_g, |
B—> A[P,Pl in gCp und in MonC, und
(11) P® -: BC —> A€ und Q ® -3 ,C —> 4C sind

zueinander inverse Aquivalenzen von Kategorien.

(1.7) Bemerkung Da wir voraussetzen, daB C abge-

schlossen ist, erhdilt P ® - Kokerne, und auch das Ten-
sorieren iiber einem Monoid ist assoziativ, wie in Defi-
nition (1.2) benutzt wurde. Ohne die Abgeschlossenheit
von C 1st die Situation komplizierter, siehe Pareigis
(371.
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2. Der Begriff "Galoissch"

Falls S ein Monoid ist, auf das ein Hopfmonoid A*
in geeigneter Welse operiert, definieren wir den Begriff
"s ist A-Galoissch iiber I" so, daB er mit dem klassischen
Begriff iibereinstimmt. In Satz (2.11) wird eine andere
Charakterisierung angegeben, und Satz (2.17) beschreibt
den Begriff mittels eines Morita-Kontextes.

Die folgende Definition entspricht der einer "A*-
Modul-Algebra" in Sweedler[50], Seite 153 bzw. einesA
"A-Objekts" in Chase und Sweedler [11], Seite 55.

(2.1) Definition Sei S € MonC, A € HopfmonC,

aeC(S, s® A) und B e C(A* ® S, S).
(a) S heiBt A*-Objekt-Monoid, falls

(1) (S, B) € puC, siene (1.7), und
(11) B(x ® ss') = B(x, ® s)p(x, ® s') und
B(x® 1) = e(x) g Ax, ¥, zec, xear(x),
s € s(Y), s' e s(2).
(b) S heiBt A-Koobjekt-Monoid, falls

(1) (s, a) e c*, siene (1.1), und
(11) a« € MonC(S, S ® A).

Wie in Chase und Sweedler [11], Seite 138 sieht man,
daB die Definitionen (a) und (b) zueinander &Hquivalent
sind, falls A endlich ist, und a und B sich unter dem
folgenden Isomorphismus entsprechen:

c(s, s® A) = c(s, [A*,S]) = c(A*® s, S)

w
a — > B

(2.2) Definition Sei S ¢ MonC, A € HopfmonC und

(s, a) ein A-Koobjekt-Monoid.
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(a) set vy := (vg® 1d,)(1d4 ® a)'e MonC(s ® s, s ® A),
d.h. y(x®y) =xy, @y, \X, Y eC, x e 5(x), ¥y e 5(¥)
wenn man a(y) = y, ® y, setzt..
(p). s heipt A-Galoissch iiber I, falls

(1) S ist treuprojektiv iiber I, und

(11) v ist ein Isomorphismus in C.

(2.3) Beispiel Sei K ein Korper, C = K-Mod, und S

eine endlich dimensionale Ktrpererweiterung von K.

(a) Sel G eine endliche Gruppe>uﬁd A*“:- KG die Grubpen-
algebra. Dann ist § genﬁu dann ein A*-Objekt-Monold, wenn
G auf S dureh Automorphismen operiert, siehe:8weedler
[50], Seite 139. Da S endlich dimensionaler K-Vektor-
raum ist, ist S ein Progenerator (treuprojektiv) in K-Mod.
S ist genau dann A-Galoissch ilber K, wenn es eine sepé-
rable Galoissche Kﬁrpereiweiterung mit Galois-Gruppe G

im klassischen Sinne ist, siehe Sweedler [50], Theorem
(10.2.1) und Bourbaki [2], (V.10).

(b) Sei chark = p und L efne endlich dimensionale p-Lie-
Algebra ilber K. A* = ﬁ[p](L) bezeichne die b—uniVerselle
Hiille von L. Dann ist S genau dann ein A*-objekt;uohoid,
wenn L auf S durch Derivationen operiert, éiehe Sweedler
[50], Seite 139. S ist genéu dann A-Galoissch iber K,
wenn es eine rein inseparable Galoissche Kdrpererweiterung
von K mit Derivationsalgebra L im Sinne von Jacobson [26],
Seite 186 ist, siehe auch Sweedler [50], “(10.2.1).

(¢) sei jetzt K nur ein kommutativer Ring, S eine kommu-
tative Ringerweiterung von K und G eine endliche Gruppe.
Analog zu (a) ist nun s genau dann A-Galolssch iber K,
wenn es der Definition von Chase, Harrisoh und»Roseﬁberg

[10] entspricht.
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Das folgende Lemma, das wir fiir den nichsten Satz
bendtigen, entspricht der Aussage, daB® ein Modul, der
einen Epimorphismus auf den Grundring zuldsst, ein Gene-
rator ist.

g2.h) Lemma Seien A € MonC, P ¢ Ag und sei
h e Ag(P,A) rational surjektiv. Dann ist
g e aCa(4(P,A] ® P, A) aus (1.3) rational surjektiv.

Beweis Seien ht' und h definiert durch:

AC(P,a) = ,C(P® I, A) = C(I, ,[P,A]) = ,[P,AJ(T)
w w
h « > ht

H: P(I) —> A(I): h(p)

h p.
Nach Voraussetzung ist h surjektiv, also existiert ein

p e P(I) mit h p =T(p) = 1,. Dann ist

K
ht @ p e (,(P,A]l ® P)(I) und es gilt: g(h' ® p) = h'<p> =

=hp=1,, also ist g rational surjektiv.

§2.5) Satz Selen A € HopfmonC, A endlich iiber I und

a := A. Dann ist A A-Galoissch iiber T.

Bewels Aus der Definition eines Hopfmonoides folgt
sofort, daR A ein A-Koobjekt-Monoid ist. Da die Koeinheit
e € C(A,I) eine Retraktion der Einheit n e C(I,A) ist,
ist sie rational surjektiv. Aus dem letzten Lemma (2.%4)
folgt dann, daR A treuprojektiv iUber I ist. Wenn A die
Antipode von A bezeichnet, ist
9 := (V® 1d)(id ® A ® 1d)(1d ® A) € C(A® A, A ® A)
eln zwelseltiges Inverses zu 7y, wie man folgendermafen
sieht: 9 v = (V@1id)(1d®x®1d)(1d®A) (VR1id) (1d®4)
= (Ve1d) (Ve1d®id) (1d®1d®x®1d®1d) (14®1d®A) (1d®A)
= (Veid)(1deveid) (1d®ider®1ideid) (1demi1d) (1484)
= (wid)(id®ne®id) (1d0A) = (1d®id).

v 9 = (id®id) analog.
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Die folgende Definition eines Fixobjektes wird
nachher sehr hidufig benutzt.

(2.6) Definition Sei A ¢ HopfmonC, A endlich iiber I

A *
und (M,a) ¢ C'. Das Fixobjekt M 1st der Differenzkern

des folgenden Paares:

(2.7) Beispiel sei K ein kommutativer Ring, C = K-Mod,

G eine endliche Gruppe, A* = KG und B wie in (2.1). Dann

giltt: M = (x ¢ M| a(x) = x® 1
{x e M| B(y ® x)
{x ¢ M B(g@® x)

al
e(y)x/\ Yy € A%}

X /\g € GJ.

(2.8) satz sel S € MonC, A € HopfmonC und S A-Galoissch

lver I. Dann ist s = 1.
® 1id

Beweis (a) Behauptung I 1> § ? S® s ist

id ® q

ein Differenzkern-Diagramm,
Nach Anwendung von S ® - bekommen wir:

id ® n ® 1d

s-28 15565 > se se s.
1d ® 1d ® q
Dieses i1st ein Differenzkern-Diagramm in [s S]C’ denn,
,8]=

Nsi® sp e (s@ s)(X) mit s, @ 1@ s, =

= (1d® n® 1d)(s, ® s,) = (14 ® 1d ® 7)(s, ® s;) =

=80 8,9® 1 gilt, nach Anwendung von V ® id, :

818 8, = 8,8,® 1 ¢ (18 1)s(X). Da S treuprojektiv

iyber I ist, ist S® -: C —> [S,S]g- eine Kategoriendqui-
valenz nach (1.6), reflektiert also Differenzkerne, woraus
die Behauptung folgt.

(b) Da vy € C(S® S, S @ A) eln Isomorphismus ist, folgt

die Behauptung des Satzes aus () und der Kommutativitdt
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des folgenden Diagramms:

id ® n

Ein semidirektes Produkt fiir Hopfalgebren, das sich
im Spezialfall auf die Gruppenalgebra eines semidirekten
Produktes von Gruppen reduziert, wurde von Sweedler [50]
behandelt. Fir eine etwas allgemeinere Definition, in
beliebigen symmetrischen, monoidalen Kategorien, wurden
die entsprechenden Beweise (Unitaritdt, Assoziativitit)
von E. Wach [53] durchgefiihrt. Deshalb begniigen wir uns
hier mit einer Definition.

(2.9) Definition Sei S € MonC, A* ¢ HopfmonC und S

ein A*-Objekt-Monoid.

(a) Das semidirekte oder smash Produkt S # A* ist das

Objekt S ® A* zusammen mit den folgenden Struktur-
morphismen: n := g ® 1My, € C(I, s ® A%) und

Ve C(S® A*® 5 ® A*¥, S® A*) mit

V= (Vg ® V,,)(1d9p91d81d) (1d91087@1d) (1d84,,01d91d)
d.h. (x@ u)(y ® v) = xu1(y) ® uy v /\X, Y eC,

X® ue (S® A*)}(X), y® v e (5® A*¥)(Y).

(b) In dieser Situation definieren wir auch den kanoni-
schen Morphismus @ € MonC(S ¢ A*, [S,S]) durch
C(s® a*® s, s) = C(s® A%, [s,5])

w w
vs(id ® By —m—— 3> ¢
d.h. (p(s ® u))t> = su(t) sp(u ® t) /\x, YeC,
s® ue (S® A*¥)(X), t e s(Y).

Fiir den nichsten Satz brauchen wir zunidchst noch ein
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Lemma, das in der Modultheorie bekannt ist.

§2.10! Lemms Selen S € CMonC, S endlich iiber I;
A, Be (C, A, Bendlich tiber 5, h e C(A, B) und sei
glhs 1dg]: ([B, 8] —> S[A S] ein Isomorphismus. Dann
ist auch h e;n Isomorphismus.

Beweis AX e oC kommutiert das folgende Diagramm:

(g[h,1dg] @5 1d,) (1)

(5[B.5] @ X)(1) > ([4,5] ® X)(1)

0 i
\ 4
g[Bs 5 ®4 X](I) g[A, s @5 X] (1)
n N
v
g[B,» X1(1) sla, X1(1)
I n
v Sg-(h’ 1dx) \l’
C(B, X) > oC(A, X)

Die oberen vertikalen Pfeile sind Isomorphismen wegen
Pareigis [39], Theorem 1.2b, und die unteren wurden im
Beweis von (2.4) explizit angegeben. Aus der Kommutati-
vitit des Diagramms folgt dann, daB Sg(h, 1dx) ein Iso-
morphismus 1ist, und schlieflich auch h, wegen des Yoneda-

Lemmas.

§2.11) Satz Sel A € HopfmonC, A endlich iiber I und
S ein A-KoobJjekt-Monoid, S e CMonC. Dann sind &quivalent:
(a) s ist A-Galoissch iiber I.
(p) s ist treuprojektiv iiber I und ¢ ¢ MonC(s# A*,[s,s])
ist ein Isomorphismus.

Beweis "(a) ==> (b)" Definiere einen Isomorphismus h:

S# Ax h > 5 ® 5% —> [5,5]

ﬁlm (v, 14g] luz «/////

S[S ® A, s]__________;> s[s ® 5, S]
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Da S endlich ist, ist ¥ ein Isomorphismus, und folglich
auch ¢ = Th. Die Gleichheit sieht man folgendermaBen:
(9F(s ® v))ct ® t1> = t(F(s ® v))CKt!> = tavctt> =
= (n(s ® v))Kt® tr>, also ist oFf = 7.
(Vo(s @ u))ct ® t1> = t(p(s ® u))ctr> = tsp(u® t1) =
= ts(ids ® u)a(tr) = tsa,(t!)uca,(tr)>.
(s[v,1dg]6(s @ u))(t ® t1) = (£(s® u)y)(t® t1) =
= £(s ® u)ta,(tr) ® ay (t1)> = ta,(t1)suca,(tr)>.
Wegen S kommutativ ist also V¢ = S[y,ids]g. Dann ist
Th = ?‘n’1s[v.idsle =¥ 99 = o
"(b) ==> (a)" Da ¥ und ¢ = ¥h Isomorphismen sind, ist
auch h und folglich auch s[y,ids] ein Isomorphismus.
Jetzt folgt aus dem letzten Lemma (2.10), dag auch vy ein
Isomorphismus ist.

Nachdem wir jJetzt den Begriff "A-Galoissch iiber I"
entweder durch y oder durch ¢ ausdriicken kdénnen, steuern
wir eine andere Charakterisierung and, bei der die Morita-
Sitze wesentlich eingehen, und die im Beweis des Haupt-
satzes sehr niitzlich sein wird. Dazu dienen die folgenden

Konstruktionen.

(2.12) Definition Seien S € MonC, A € HopfmonC, A
A*

endlich {iber I, S ein A*-Objekt-Monoid, und sei S = I.
Dann definieren wir:
D := S # A*, Q := DA*,
1= vg(lag® p) e c(s® A*® 5, 5) = C(D ® 5, §),
f = vp(dg® Jg) e pCp(s ® Q, D) und
g := W(JQ ® 1ds) e c(Q ®, S, 1), wobei

Jsx S —> D und JQ: Q —> D die kanonischen Inklusionen

sind. g ist wohldefinlert wegen Q = DA* und SA* = I.
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(2.13) Bemerkung ¥ aus (2.12) und ¢ aus (2.9) sind

folgendermagfen verwandt:
c(p, [s,s]) =c(pe s, s), d.h.
w w

¢ —> ¥
(p(d))<s> = y(da ® s) /\X,Y € C, d € D(X), s € s(Y).

(2.14) Lemma (D, I, S, Q, f, g) ist ein Morita-

Kontext.

Beweis Wir miissen nur die Kommutativitidt der
folgenden zwei Diagramme nachweisen:

1d.® g 1d, ®_ f

S Q D
——— —_—
S®Qqep s S®I Q&,se®Q Qe D
n I n
f@DidS g@idQ~
D S = > S I8Q— = >

Selen nun X,Y ¢ C, s® g ® s' ¢ (S® Q ey s)(x), und
P® s®qe (Q®; s @ Q){Y). Damn gilt:
(1ag @ g)(s® q® st) = s® q(st) hE—) sq(st).
(fey1dg)(s® q@ st) = (s@ 1,,)q8® st —>
((s® 1)a)(st) = (s ® 1)(a(s')) = sa(s').
(g® 1d )(p® 5© q) = p(s) @ a —> p(s)a.
(1dQ®D f)(p® 8@ q) =p® (s® 1,,)a+—> p(s® 1)q =
(p(s® 1))a = (p(s® 1))(")a da q = p*"
= p((s® 1)(1))q = p(s1(1))a = p(s)a.

Fir den Bewels des Satzes bendtigen wir noch zweil
Lemmata, die etwas weniger iiblich sind. Sie ersetzen 8.3,
8.4 und 8.5 bei Chase und Sweedler [10]. Letztere sind
modultheoretische Aussagen, die sich nicht so leicht
verallgemeinern lassen.

(2.15) Lemma Sei P € C und sel g ¢ C(P* ®p,p] Ps I)
- - s

aus (1.3) ein Isomorphismus. Dann reflektiert
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® - .
P : C—> [P,P]g Isomorphismen
Beweis Seien A,B € C, h ¢ C(A,B) und sei

id @ h e C(P® A, P® B) ein Isomorphismus. Anwen-

(P,P]

dung des Funktors P* ® C —> C 1liefert

(p,P) ~ 7 [P,PI=
das folgende kommutative Diagramm, woraus man sieht, daB

h ein Isomorphismus ist.

id ® id.® h
px ®rp,p1tdp
* Q ® 2 > [ [
P*®rp,p) PO A P*®rp,p) PE B
ul Be 1dy 2%g®i%
I A=A h 5 B=1I ® B,

(2.16) Lemma Sei (D,I,P,Q,f,g) ein Morita-Kontext,

f rational surjektiv und g ¢ C(P* ® P, I) aus (1.3)

[?,P]
ein Isomorphismus. Dann sind f und g Isomorphismen.
Beweis Wegen Satz (1.6) ist f ein Isomorphismus und

das folgende Diagramm kommutiert:

f e, id
D ““p
P® Q@) P———>D®& P
1/ 1dP ® g _ lyl
P® I = > P

idP ® g ist also ein Isomorphismus, und wegen des letzten
Lemmas auch g.

12.172 Satz Sei A ¢ HopfmonC, A endlich iiber I und
S eln A-Koobjekt-Monoid, § ¢ CMonC. Dann sind &quivalent:
(a) s ist A-Galoissch iiver I.
(b) sB = I und f,g aus (2.12) sind rational surjektiv

(und damit Isomorphismen).

Bewels "(b) ==> (a)" Aus (b) und den Morita-Sitzen

(1.6) folgt, daR S treuprojektiv iiber I ist, und daB ¢
ein Isomorphismus 1st. Dann ist S A-Galoissch iiber I

wegen Satz (2.11),
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" A%
(8) ==> (b)": 8 = I wegen Satz (2.8). Aus (a) und
satz (2.11) folgt, dad S treuprojektiv iiber I ist und,
daB ¢ ein Isomorphismus 1ist. Nach Definition (2.6) 1ist

I-= SA* - S > S ® A ein Differenzkern, Da der Funk-

tor [S,-] recQ:::;Jungiert ist, ist auch

[S,I] —> [S,8] :’; [S, S® A] = [S,S] ® A ein Differenz-
kern, wobei der letzte Isomorphismus aus Pareigis [39]
Theorem 1.2 folgt, da S endlich ist. Also gilt:

[s,5]%" = [5,I]. Da A* ein Untermonoid von D ist, ist
De p,C. Wegen S e ,,C 1st A* — [s,8] ein Monoid-
morphismus, also [S,S] € ,,C. Mit diesen Strukturen ist
9 € A*Q(D, [s,S]), oder auch ¢ € gA(D, [s,8]). Also
existiert ein Isomorphismus ¢ derart, dad das folgende

Diagramm kommutiert:

q = p?* > D —"—? D® A
la J/‘P JI(PQ 1dA
[s,I] = (5,81 — [s,5] 2 (s,5] @ A

Dann kommutiert auch:

ldg ® P
8§ Q ——=———> s ® [5,I]

| [

D —2——5 [s,8]
T(1dg @ g)(s® q) = T(s ® B(a)) = s9(q) = se(a) = o(sq) =
=¢f(s® q) /\X eC, 3® ae (5S®Q)(X). Da S endlich
ist, 1st T ein Isomorphismus, also ist auch f ein Iso-
morphismus. Da S sogar treuprojektiv ist, ist auch g ein
Isomorphismus nach Lemma (2.16).

Bemerkung Nachdem wir Korollar 8.5 bei Chase und

Sweedler [11] mit unserem Lemma (2,16) ersetzt haben,

kénnen wir den Beweis von deren Theorem 8.6 mit Hilfe
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von unserem Satz (2.8) vereinfachen, und nehmen ihn im

Beweis von Satz (2.17) auf.

(2.18) satz sel S e CMonC, A e HopfmonC, A endlich
iber I und S A-Galoissch iiber I. Dann gilt:
(8) n e C(I,s) Dbesitzt eine Retraktion in C.
(b) s ist treuprojektiv iiber D,

Bewels Da g ¢ C(Q ®p S, I) rational surjektiv ist,
existiert ein s ®, W ¢ (Q ®p S)(I) mit g(s &y w) = e
Seil nun w! ;= sw = vD(jQ ®y Jg)(s ®, w) € D(I). Dann ist
g(w' ® -) e C(S,I) eine Retraktion von n e C(I,s), denn,
AR e c, r e I(R) gilt: g(w' & r1g) = rg(wt @ 14) =
= rg(vp(s @ w) e 1s) = rg(s ®, W) = rl; =r.

(o) Aus dem letzten Satz und den Morita-Sttzen (1.6)
folgt, da® S treuprojektiv liber D ist,

(2.19) Folgerung Sei S ¢ CMonC, A ¢ HopfmonC, A
endlich tiber T und S A-Galoissch iiber I. Dann sind
die Funktoren:

% —_— qg und Dg —
w
M—> S® M N —> Q D N =D ®D N

zueinander inverse Aquivalenzen von Kategorien. Insbe-

A A

sondere ist ME'D*®DS®MundNE'S®D*®DN.

Beweis Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem
letzten Satz (2,18)(b) und den Morita-sitzen (1.6).

(2.20) Beispiel Sei I=K ein Kdrper, K € S eine

endliche Korpererweiterung und G  Aut, (s), wie in
Beispiel (2.3)(a). Jetzt fiihren wir die Konstruktionen

von Kapitel 2 fir diesen Spezialfall durch.
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Zu (2.9): D = S # KG ist, als unterliegender Modul,
S @y KG¢ = SG und hat die folgende Multiplikation:
(sx)s'x') = sx(s?)xx?' fiir x,x' € G, 8,s8! ¢ S.
P: SG —> Endx(s)z (p(sx))(sr) = sx(s?).

. A% (¢4
Zu (2.12): Behauptung: Q = D = (SG)" = NS, wobei

N := xgc x ¢ KG 1ist.

Bewels Offensichtlich ist NS © Q. Sei nun ng 5,X € Q.
Dann gilt, fir alle y e G: '

y(xé‘.G sxx) = xZa y(sx)yx = x¥g BxX

AuBerdem gilt: y(see) = y(se)y. Da G eine S-Basis von

s@ ist, folgt: Ax e G: s = x(s,), also ist

x
Q = [ng x(se)x t By € s} = (ng x8 : 8 € S} = NS.
In diesem Spezialfall haben wir auch:
¥: SG® S —> S: 8x ® 8! —> sx(s!),
f: S® NS —> SG: 8 ® Ns! —> sNs! = x§G sx(s!)x,
g: NS ®g, S —> K: N8 8, s! —> (Ns)(s!) =

= (3 X(8)x)(s?) = ,5, x(sst).
(2.14) bleibt im wesentlichen gleich. (2.15) und (2.16)
kdnnen in diesem Spezialfall entfallen, da die Aussagen
im Beweis von (2.17) durch das Argument dim (S) & 1
ersetzt werden kdnnen. Dann kann der Beweis von (2.17)

fir den Spezialfall direkt hingeschrieben werden.

(2.21) Polgerung Tr: S —> K: 8 —> N(8)
ist surjektiv.

Beweis g(Ns ®gq 8') = N(ss'), und g ist surjektiv
nach Satz (2.17).
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3. Eine Frobenius-Eigenschaft

Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist es, satz (3.8)
zu beweisen, der besagt: Falls H ein endliches Hopfmonoid
ist, existiert ein endliches Objekt P derart, daB® H* iso-
morph zu P® H als H-Rechtsobjekt ist. Da wir nicht, wie
in der Modultheorie, zeigen konnen, daB P "endlich erzeugt
projektiv vom Rang 1" ist, haben wir weniger als die Aus-
sage, H wdre eine P-Frobenius-Erweiterung. Trotzdem geniigt
dieser Satz filr unsere Zwecke, und erweist sich sogar als
sehr nltzlich. Neben den unmittelbaren Anwendungen dieses
Satzes haben wir auch eine wichtige Folgerung in Satz
(3.12), der auch im nichsten Kapitel benutzt wird.

Unsere Nummern (3.1), (3.2), (3.%), (3.5), (3.7) und
(3.8) entsprechen 2.9, 2.10, 2.11, 2.5, 2.15 und 2.16 bei
pareigis [U40].

(3.7) Definition Sei H e¢ HopfmonC. Ein Tripel (M,p,X)

heist H-rechts-Hopfobjekt, falls (M,p) € Cyy (M,X) € gH,

siehe (1.1), und das folgende Diagramm kommutiert: -

M® H Py M X S M®H
lx@A Tp@v
Me HoeHo H3®T® 1d  yvene He H

d.h. wenn (mh), ® (mh), = mg} . ® mhy, AX e C,
m® h e (M® H)(X). Ein Hopfobjektmorphismus ist ein

Morphismus, der sowohl in 7, als auch in gﬁ liegt. Diese

Kategorie wird mit H-HopfobjC bezeichnet.

§3.2! Satz Sel H € HopfmonC. Dann sind die Funktoren
H-HopfobjC —> C und cC — H-Hopfob jC

w WH* w w

Me——>M X —> X® H
zueinander inverse fAquivalenzen von Kategorien.

Bewelis Wie konstruieren die folgenden funktoriellen
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* ._f{_é; __E_;} q*
Isomorphismen: M @ H M und X (x® H)H

< <
durch: a P
a(m* ® h) = mh = p(m* ® h), a"(m) = mox(m,) ® m,,
B(x) = x® 1, =x8® g, 3.1(x' ® ht) = xte(nt),

. *

Au,v,w,zec, me nhe (M" ® H)(U), me M(V), x € X(W),
¥*

X' ® h' ¢ (X® H)H (z). Diese Morphismen sind offenbar

alle funktoriell in M bzw. X.

o ! ist wohldefinlert, denn

X (m (my))

= mok(mB) ® myi(my) da M e H-HopfobjC
= mox(mg) ® ne(m,) da A Antipode
= mox(m1) ® 7 da € Koeinheit.

x und id ® n haben also die gleiche Wirkung auf dem ers-
ten Faktor von a"(m), der deswegen im Differenzkern
liegt. (- ® H erhilt Kerne.)

-1
a und a sind invers zueinander:

aa"1(m) = a(mol(m1) ® my) = mox(m1)m2

= moqe(m1) da A Antipode

=m da p unitdr und € Koeinheit.

o la(m ® h) = a”'(mth) = (mh) A ((mth),) @ (mth),
= méh,x(m‘he) ® méh3 da MeH-HopfobjC, HeHopfmonC
= mhyx(hy) @ hy dam ® he (M" ® H)(U)

= m'ne(h,) ® h, da A Antipode

=m' ® h da € Koeinheit.

-1
Offensichtlich ist a € QH' a € gﬁ, denn

-1
xa (m) = x(mox(m1) ® my) = m(my) ® m, ® my
= a (mo) ® my = (@ ® id)x(m)."
Damit sind a und a"1 zueinander inverse Hopfobjektmor-
phismen.

B ist wohldefinliert, denn
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X(x® n) =x®4(n) = (x® 1) ® n = (id ® n)(x @ n).
g und 6'1 sind offenbar in C. sie sind zueinander invers:
57 '8(x) = &' (x® 1) = xe(n) = x.
B™' (x' @ ht) = p(xre(nr)) = x1e(ht) ® 1 = xt & e(ht)n

() x1 e e(ny)hg = x* ® ht.

(*) gilt wegen x' ® ht ¢ (X ©® H)H*(z) ==S

Xt ® h' ® n = (1d ® n)(x* ® h') = x(x* ® ht) = x* ® hy ® h}
==>x'® g(h')® n=x'® e(h]) ® hgy = x*® ht ® 1 ==

xt ® g(ht) = xt ® ht,

Das ndchste Lemma, das wir Jetzt gleich, aber auch
spiter bendtigen, ist wieder von allgemeiner Natur. In ‘
der Modultheorie ist es bekannt in der Form: "Direkte ‘
Summanden von endlich erzeugt projektiven Moduln sind
endlich erzeugtvprojekt;v." Der gleiche Beweis wie unten
liefert auch die entsprechende Aussage fiir unsereﬂ'ﬁégriff

"endlich erzeugt projektiv".

(3.3) Lemma Seien A € MonC, N,M e Cps J € QA(N,M)
und sei k ¢ Cp(M,N) eine Retraktion von j. Falls M endlich

iber A ist, so ist auch N endlich iiber A.

Beweis Da M endlich iiber A ist, existiert ein
P&, qae (M®, ,[MA])(I) mit pa<x> = x /\X € C, x € M(X).
Sei nun p' ®, q' € (Ne, AlN,A))(I) definiert durch:

pe, q k ®, [J,1d,)
I ———> M8, ,[MA] > N &, ,[N,a].

Sei Y € C, y € N(Y). Dann gilt: p'q'<y> =
= kp([J,1d,]a)<y> = kp(a<iy>) = k(pakiy>) = k(Jy) = v,
also ist auch N endlich iiber A.

(3.4) Lemma Sei H e HopfmonC und M e H-HopfobJC.
Dann gilt:
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H* kan :
(a) M ——> M Dbesitzt eine Retraktion in C.

(v) Falls M auRerdem endlich iiber I ist dann ist es

auch MH*.

Beweis (a) Sei 6: M —> M definiert durch:
5(m) = mol(m1) /\U € C, me M(U). & ist wohldefiniert;
der Bewels geht wie fir o ' in (3.2). sei nun V € C und
mt! ¢ MH*(V). Dann gilt: m ® mj = m' ® 7, also ist
5(mt) = m*a(n) = me,

(b) Die Behauptung folgt aus (a) und dem letzten Lemma.

§3.5[ Lemma Sei H € HopfmonC mit Antipode A. Dann
gilt:
(a) X ist ein Monoidantimorphismus.
(b) X ist ein Komonoidantimorphismus.

Bewels (a) Zu zeigen ist: A(n) = n und i (gh) =
=x(nn(g) Axegc, g® ne (e H)(X).

A(n) = x(q)n da n Einheit

= x(ny)n, da n e KomonC

= ne(n) da X Antipode

=1 '

A (gh) = X(g,e(gy)nqe(hy)) da € Koeinheit
= x(g1h1)g2k(g3)e(h2) da ) Antipode
= A(gqhy)eae (np)x (85)

= x(g1h1)g2h2x(h3)k(g3) da A Antipode
= l((gh)1)(gh)ex(h3)x(g3) da H € HopfmonC
= e(ghy )2 (hy)x (85) da X\ Antipode
= e(g)e(hy A () (g5) da € ¢ MonC

= A (e(hy)ny (e (81)ey)

= x(h)x(g) da € Koeinheit.

(b) Zu zeigen ist: e(A) = ¢ und
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(x(n)); ® (A(n)), = A(hy) ® X(n,) /\Y € C, h e H(Y).

e(r(h)) = e(k(h1e(h2))) da & Koeinheit
= e(x(n;))e(ny) |

= e(x(hy)hy) da € € MonC

= ENE da X Antipode

= Eo
(A (n)); ® (r(h)),
= (A (e(hy)ny)), @ (A(e(hy)hy,)), da & Koeinheit

= (e(h1))\(h2))1 ® (e(h1))‘(h2))2
= ()\(hg))1 ® E(h1)()‘(h2))2

= (x(nj))1 ® x(h1)h2(x(h3))2 da X Antipode
= (A(ny))y ® x(h1)e(h2)h3(x(h4))2 da € Koeinheit
= e(ny) (A (ny))q @ A(ny)ng (0 (hy)),

= X(ha)h3(x(h5))1 ® X(h1)hu(x(h5))2 da X Antipode

= x(hz)(hjx(ha))1 ® x(h1)(h3k(h4))2 da H € HopfmonC
= l(hz)(e(hB))1 ® 1(h1)(e(h3))2 da X Antipode

= X(he)e(hj) ® a(h,)
= A(nye(hy)) @ A(h,)
= x(he) ® x(hy) da & Koelnheit.

Jetzt bendtigen wir wieder ein allgemeines Lemma,
das in der Modultheorie gut bekannt 1st. Der gleiche
Beweis wie unten liefert auch die entsprechende Aussage

fiir unseren Begriff "endlich erzeugt projektiv".

(3.6) Lemma Sei A e MonC, M e Cp, und M endlich
iiber A. Dann gilt:
(a) AlM;A]  1ist endlich iber A in ,C.
b) ki M —> M,A],A] 1ist ein Isomorphismus, wobel
AtA

(k(x))y> = 3> /\X,Y € C, x € M(X) und ye ,[M,A](Y).

Beweis (a) Da M endlich iiber A ist, existiert ein
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P® qe (M®, ,[MA])(I) mit pacx> = x/\x € C, x € M(X).
Sei pt ® q! € (A[A[M,A],A] ®, A[M,A])(];) definiert durch:

® B
I ‘E'iq% MQA A[M:A] ‘L& A[A[M:A]:A] QA A[M)A]

d.h. p' @ qQ = k(p) ® q. Seien X,Y € C, x € M(X) und

€ o[M,A](Y). Dann gilt: ((p'<y>)q!)Kx> =
((k(p)<y>)a)<x> =((¥<p>)a)<x> = y<P>AKX> = y<pac<xd> =
y<x>, also 1st ,[M,A] endlich iiber A in ,C.

o<

(b) set 1 e ,C(,[,[M,A],A], M) definiert durch:

1(z) = pK@> Z e C, z € ,[,[M,A],A](Z). Dann gilt:
1k(x) = p(k(x))K@> = pa<x> = x, und (k1(z)Ky> =
K(P2KQ>)<Y> = YKPED>> = YSPPA> = KYSP>P =
Kpi<y>at> = zKy>, also ist i 1nvers_zu k.

Aus diesem Lemma folgt jetzt sofort, daB der Funktor
A[-,A]: Ag —_ EA’ eingeschrinkt auf die volle Unterkat.
der ﬁﬁer A endlichen Objekte, eine Dualitit, d.h. eine
Antiidquivalenz von Kategorien ist. Da der kanonische Mor-
phismus ,[M,A] ®, A[N,A] ——>rA[M ®, N, A}, fiir M und N
endlich iiber A und A kommutativ, ein Isomorphismus ist
(siehe Pareigis [39])), ist diese Dualitidt monoidal. Des-
halb gehen endliche Monoide (bzw. Komoide, Hopfmonoide)

in endliche Komcnoide (bzw. Mcnoide, Hopfmonoide) iiber.

§5.7! Satz Sei H € HopfmonC und H endlich iiver I.
Dann ist H* ein H-Hopfobjekt.

Bewels Vermdge Vi, ist H* e ,C, also H* € gﬁ mittels
€: C(H*, H* ® H) —> C(H* ® H*, H*), wobel £(f)(g* ® h*) =
e ® 89)E%) lx e c, g @ nx e (ax @ HY)(X),

Es gilt also:
(a) g*h* = V(g% ® h*) = €(x)(g* ® h¥) = (14 ® g*)x(h*) =

= hgg*<h:> X,Y € C, g* e H*¥(X), h* ¢ H#(Y). Dann gilt
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AX,¥,2 € ¢, &* € H*(X), h* € H*(Y), h € H(Z):

(b) g*<hy>h*<hy,> = (g*h* )<h> nach der Def. von g
= h5<h>g*<h§> nach (a).
Vermoge W1 ist H ¢ QH’ also H* € Hg durch:

(c) (nh*)<g> = hacgh> = na<y (g @ n)>, Ax,v,z e ¢,

h e H(X), h* € H*(Y), g € H(Z).

Da, nach Lemma (3.5), X ein Monoidantimorphismus ist,
konnen wir eine Struktur H* ¢ EH definieren, wenn wir
die obige Operation folgendermaBen durch A modifizieren:
(d) (h*-n)ca> = hxcax(n)> AX,¥,2 € €, h* e H*(X),

h e H(Y), a ¢ H(Z). Da X auch ein Komonoidantimorphis-
mus ist, siehe (3.5), gilt auch:

(e) (b)‘(a.‘)h ® (b(k(&1))2 = b1()‘(a1))1 ® bg()‘(ag))g =
= ba(a,y) @ br(ay), AX,Y e c, a e H(X), b e H(Y).
Jetzt zeigen wir, daB® H* ein H-rechts-Hopfobjekt 1ist,
d.h. daB x aus (a) mit der in (d) angegebenen Struktur
im Sinne von Definition (3.1) vertrdglich ist. Seien
X,Ye€ C, h*® a € (H* ® H)(X) und b ® g* ¢ (H® H*)(Y).
Dann gilt: (x(h*-a))<b ® g*> =

= (h*-a)<b>(h*-a),<g*> (ibliche Schreibw.)
= (h*-a) <b>g*< (h*-a),> : durch H = H**¥, (3.6)
= (g*<b,>) (h*-a)<by> nach (D)

= g*<b,>h*<b2x(a)> nach (d)

= g*<b,e(a, )>h*<b o (ay)> da €& Koeinheit

= g*<b1x(a2)a}>h*<b2x(a1)> da A Antipode

= (aBg*)<b1)L(a2)>h*<b2X(a1)> nach (c)

= (a58%)< (572 (87)) ;>h*C (b,A (2)) > nach (e)

= ((aeg*)h*)<b1(a1)> Def. von g,

= (((ape*)n*)-a,)<b> nach (d)

= ((hg((ayg*)<ny>))-a,)<ob> nach (a)
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((n¥-a,)((aye*)<hy>))<o>

[}

= ((h6-a1)g?<h§a2>)<b> : nach (c)
= (hg-a,)<b>g*<htas>
= (h6~a1)<b>(h1a2)<g*> v : durch H = H**, (3.6)

((h§-a,) ® (hfa,))<b @ g*>.

Also ist x(h* a) = h% a, ® h#aé, was zu beweisen war.

(3.8) satz sei H e HopfmonC und H endlich iiber I.

Dann existieren P,P' ¢ C, P,P' endlich iiber I, mit

mn

H* = P® H in QH und H P* ® H* 1in 9H“°

Beweis Die erste Aussage folgt aus (3.2), (3.4)(v)
und (3.7) mit P := (H‘)H. Die zweite ist villig analog
zur ersten.

Jetzt bringen wir wieder zwei allgemeine Lemmata,
die in der Modultheorie bekannt sind. Der Beweis des
ersten liefert eine analoge Aussage auch fir unseren
Begriff "endlich erzeugt projektiv" (bzw. "Progenerator")
anstelle von "endlich" (bzw. "treuprojektiv"). Der Beweis
des zwelten Lemmas, das eine Art Transitivitidt des Begriffs
"endlich erzeugt projektiv" darstellt, 1iBt sich nicht in
analoger Weise fiir den Begriff "endlich" durchfiihren, da
eine B-Linearitdt immer fehlt. Das Lemma wird nur fir
zwel Aussagen, (3.11) und (4.6) benutzt, die fiir diese
Arbeit nicht wesentlich sind, Nach Lemma (1.5) fallen die
zwei Begriffe zusammen, falls I Kokern-projektiv in C
ist, Dies 1st bekanntlich der Fall fiir C = k-Mod, gilt
aber nicht fir die k&tegorie der quasivollstéindigen,
tonnelierten, topologischen Vektorriume, siehe (10.9).
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13.9) Lemma Seien'S € C und A,B € CMonC. Falls §
endlich (bzw. treuprojektiv) ilber I und A endlich (bzw.
treuprojektiv) iiber B ist, ist S ® A endlich (bzw. treu-
projektiv) iiber B.

Bewels Zunichst gilt: B[S ® A, B] = [5s, B[A,B]] =
= [s,I] ® g[A,B], wobel der letzte Isomorphismus, fiir S
endlich, aus Pareigis [39] folgt.

(a) sei s (bzw. A) endlich iiber I (bzw. B). Dann existieren
t®pe (S® [S,I])(I)und b® q e (A ®B‘B[A,B]_)(I) mit
tp<s> = s und baca> = a. /\X,Y € C, s € 5(X), a € A(Y).

Sei t' ® pt definiert durch:

(se [s,1] ® A®; [A,B])(I) 2 t®p&beg

((s® a) ey ([s,I] ® 5[A,B]))(I)

((s® a) ey s[se 4, B])(I) » t1® pr

1N

R

Dann gilt: (t* ® P')<s® 8> = (t® b)(p® q)<s ® a) =
= tp<s> ® bgead = 3 ® a/\x_e C, s®.a ¢ (8@ A)(X),
also ist S ® A endlich iiber A.

(b) sei s (bzw. A) treuprojektiv iiber I (bzw. B). Dann
existieren auch p® T ¢ ([S,I) ® S)(I) und

T B e (g(A,B] &5 A)(I) mit <E> = ny und K> = Nge
Sei pt' @ T' definiert durch:

((s,1] ® s ® [A,B] ®; A)(I) > petege’d
= (([s,1] ® g[4,B]) ®5 (s ® A))(I) l
= (g[S ® A, B] ®5 (s 4))(1) 2 pr e T

pann gilt: B'<E!> = (F® It ® B> = iKE> ® dcd> =
= n; ® ng = np, 8180 ist S ® A treuprojektiv iber B.

13.10! Lemma Seien A,B ¢ CMonC, B € Ag’ C e Bg’
und C (bzw. B) endlich erzeugt projektiv iiber B (bzw. A).

Dann ist C endlich erzeugt projektiv ilber A, wobel

Ce , durch A®C—>C: a® ¢c —> (a 1B) c.

A
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Beweis Wegen der Voraussetzungen existieren
c®pe (C® ;[C,B])(I) und b® qe (B® AlB,A])(T) mit
epde!> = ¢t und  bgebt> = b /\X,Y € C, c' e c(x),
b! ¢ B(Y). Sel cb® qp ¢ (C ® ,[C,A])(I) definiert durch:

1-2®aec®pg Be ,[B,A]®C® B[c,B]i>

=5 c® B® ,[B,A] ® L[C,B] —> C & ,[C,A]

Dann gilt: cb(gp)<e!> = cba<pce!>> = exe!> = ¢t \X € ¢,
et ¢ C(X), also 18t C endlich erzeugt projektiv iiber A.

13.11) sSatz Sei S ¢ MonC, A e HopfmonC, A endlich
iiber I und S A-@Galoissch {iber I. Dann gilt:
(a) s ist endlich iiber A*.
(b) D 1ist endlich iiber A%,

Beweis (a) Aus der Definiton von "S ist A-Galoissch
iiber I" folgt, dag S endlich iber I ist, und, daB
Y € C(S® S, S® A) ein Isomorphismus in gf ist, also
auch in A*g, wobel A* auf den rechten Faktor operiert.
A 18t endlich Uber A* wegen Satz (3.8), also ist S ® A
endlich tiber A%, wegen Lemma (3.9), und S ® S ist end-
lich idiber A*, da y ein Isomorphismus in A*E ist. Da, nach
satz (2.18)(a), n e C(I,S) eine Retraktion in C besitzt,
besitzt n ® idg € c(s, s ® s) eine Retraktion in ,,C,
also ist S endlich iiber A*, wegen Lemma (3.3).
(b) Aus satz (2.17) und den Morita-sSitzen (1.6) folgt,
daB Q endlich iiber I ist, Wegen D = S ® Q in o ist ins-
besondere D= §® Q 1in ,,C. Da S endlich Uber A* und Q
endlich iUber I ist, ist dann D endlich iiber A%,

Der nidchste Satz, eine Folgerung aus Satz (3.8),
wird im Beweis von Satz (4.5), und damit fiir den Haupt-

satz, verwendet.
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§3.122 satz Seien B ¢ HopfmonC, B endlich iiber I,
Me p,C und h e 5,C(B*, M). Falls h eine Retraktion in
C besitzt, besitzt es auch eine Retraktion in p*C-

Bewels Zunichst haben wir folgende funktorielle Iso-

morphismen: p,C(-, B*) = 5,C(-, [B,I]) = C(B &5y -, I)

n

c(pe B* @, -, I) wegen Satz (3.18)
c(pe -, 1).

n

Das folgende Diagramm kommutiert:

) Btg(h: idB*)

paC (M, B > puC(B*, B¥)

R R
c(id, @ h, 1d.)
c(pe M, I) AR —

- > C(P ® B¥, I)

Falls 1 eine Retraktion von h in C ist, ist

C(idp ® 1, idy) ein Schnitt von C(id, ® h, id;). Deshalb
sind g(idP ® h, idI) und Btg(h, 1dB*) surjektiv, also
existiert ein k e ,C(M, B¥) mit 1dp, = 54C(h, 1dg,)(k)
= kh.

(3.13) Bemerkung Satz (3.12) besagt, daB B* relativ

injektiv beziiglich des VergiBfunktors V;: B*g.—->ug ist.
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4, Untermonoide und Hauptsatz '

In diesem Kapitel wird der Hauptsatz der Galois-
Theorie, eine Aussage iiber den Verband der Untermonoide
einer Galoisschen Erweiterung, bewiesen. Ein wichtiger
Schritt davon ist der Satz (4.9), der uns erlaubt, von
SB* auf B* zurlickzuschlieBen. Dieses Zuriickschliefen,
das in der Theorie endlicher Korpererweiterung einfach
mit Dimensionsargumenten bewdltigt wird, erfordert schon
in der algebraischen Theorie endlicher, kommutativer

Ringerweiterungen wesentlich mehr Aufwand. Hierzu erweist

sich die Morita-Theorie als recht gut geeignet.

(4.1) Definition Seien S ¢ CMonC, A,B e CHopfmonC,

A endlich iiber I und sei e € HopfmonC(A,B) eine Retrak-
tion in C. Sel weiterhin S ein A-Koobjekt-Monoid. Wir

B*

definieren T := S~ , und

a' := (idg® e)a: S —> S® B = 5@, (T @ B).

54.22 Lemma Mit den Voraussetzungen von oben ist S
T ® B-Koobjekt-Monoid lber T.
Beweis Die algebraischen Bedingungen in Definition

(2.1), jetzt beziliglich - ®., -, werden trivialerweise er-

T
halten.

(4.3) Definition Seien S, A, B, e, T und a' wie oben.

Dann definieren wir:

T ® B*
D' ¢= S #T (T® B*) € ,Cq» Q' := (pv) € Cpr>

fr .= 'D,(JS e jQ') € piCpi (S 8pQt, DY), und

gt := w'(JQ, ®ny 1dg) € CnlQ' ®p,S, T), wobei
jS: S % D" -jQ': Q' —') Dt und
1ds @ e*
Jprt DY = S®p (T® B¥) = 5@ B¥ ———> 5S® A¥ = D

die kanonischen Inklusionen sind.
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(4.4) Lemma (D', T, S, Q', f', g') ist ein Morita-
Kontext.

Beweis Die Kommutativitidt der Diagramme in Defini-
tion (1.2) wirc trivialerweise erhalten; siehe auch
Lemma (2.14).

(4.5) satz seien s, A, B, e, T, at, D', Q', f' und
gt wie oben, und seli S A-Galoissch iiber I. Dann gilt:
(a) f* und g* sind rational surjektiv (und somit Isomor-

phismen).

(p) S ist T ® B-Galoissch iiber T.
(c) S ist treuprojektiv iiber T und n: T —> S besitzt

eine Retraktion in - v

Beweis (a) (1) satz (3.172) liefert die Existenz

eines k e ,C(A*%, B*) mit ke* = id Sei

B**®

1 :=1d5® k ¢ C(D, D'). Wegen k € ,,C ist dann 1 € ,C

und 1(Q) € @', d.h. es gibt ein T e C(qQ, Q') mit

g = ,jq,'l'. Auderdem ist 1j,, = id;,. Aus Satz (2.17)

D
folgt, daB f € DQD(S ® Q, D) rational surjektiv ist,

also existiert ein x ® w ¢ (S ® Q)(I) mit f(x ® w) =

“1ip € D(I). Dann gilt: ny, = lip,np = 1Jp,f(x ® w) =

= lJD,(xw) = xIT(w) da j,, € €, 1 € C und 1(Q)=Qq!
= f1(x® I(w)),  also ist x® T(w) e (s &, Q')(I)

und f'(xje‘I(w)) = np, und deswegen ist

' ¢ D'ED'(S ®p Q' D') auch rational surjektiv.

(2) Um die rationale Surjektivitit von g' zu zeigen,
stellen wir zunidchst einige Begriffe zusammen:

B(b® t) = (144 ® bla(t) Ax e, b® t e (a*® 5)(X),
pt(be® t) = (ids ® blat(t) = (1d ® be)a(t) =

= (1d ® e*(b))a(t) = ple* ® 1a)(b® t) Ax e c,

b® t e (B*® S)(X), also ist g1 = ple* @ 1dS)’
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¥t = Vg(idg ® Br) e c(D* ® s, S).
Sei nun X e Cund s® b® t ¢ (D® S)(X) = (s ® A* ® 5)(X).

Dann gilt: Y'(1 @ 1d;)(s @ b @ t)

=yt (s ® k(b) ® t) ‘ nach der Def. von 1
= spt (k(b) ® t) nach der Def. von !
= sp(e*(k(p)) ® t) da B! = pe* ® 1id)
= sp(b® t) da e*k = 1dg,
=y(s® be t) nach der Def. von 9.

Also ist y*' (1 ® 1dS) = ¥.

(3) Aus satz (2.17) folgt, dad g € C(Q ® S, I) rational
surjektiv ist, also existiert ein q ®; s € (Q ® s)(I)
mit g(q e, s) = np = 1d; € I(I). Dann gilt:

ny = &(a & s)

= W(JQ e, idg)(qa &y s) nach der Def. von g
wt(le ®p 1dg)(a @, s) da ¥ (1® idg) = ¥

wl(JQ' ®p 1dg)(T(q) &y, s) da 1iq = jQI

g (T(q) en, s), also ist Y(q) ®py S € (Q' ® s)(1)

und g' (I(q) ®ne s) = np und deswegen ist

g e C(Q ®ne S, I) auch rational surjektiv.
(b) und (c) folgen jetzt aus (2.11), (2.17) und (2.18)(a).

Bemerkung Dieser Satz entspricht Theofem 10.3 bel
Chase und Sweedler [11], aber der Beweis wurde geindert.
Wir sehen ndmlich nicht, wie man Theorem 8.4 bei Chase
und Sweedler benutzen kann, ohne zu wissen, dag S nicht

nur iiber R, sondern auch iber T treu ist.

Der Bewels der nichsten Folgerung verwendet Lemma

(3.10). Sie wird im Folgenden nicht benutzt.

(4.6) Folgerung Seien A,B ¢ HopfmonC, A endlich

iiber T und e ¢ HopfmonC(A, B) eine Retraktion in C.
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Seil weiterhin I Kokern-projektiv in C. Dann ist A¥* end-
lich als links- und rechts-B*-0Objekt.

Beweis Nach Satz (2.5) ist A A-Galoisasch iiber I. Mit
T := AP und satz (4.5)(b) ist A T ® B-Galoissch iiber T
und deshalb ist A auch endlich iiber T ® B*, nach Satz
(3.11). Wegen satz (2.18)(a) besitzt T —> A eine Retrak-
tion in Tg, und deshalb ist T endlich iiber I, nach Lemma
(3.3). Dann ist T ® B* endlich iiber B*, nach Lemma (3.9).
Folglich ist A endlich iiber B*, nach Lemma (3.10). Mit

Satz (3.8) schlieRen wir dann, daB A* endlich iiber B* ist,

g4.72 Lemma Seien S € MonC, A € HopfmonC, S A-Ga-

loissch iUber I, und R € CMonC. Dann ist R® S R ® A-Ga-
loissch iiber R.

Beweis Der Funktor R ® - erhdlt trivialerweise alle
algebraischen Bedingungen in Definition (2.1) und Defini-
tion (2.2). R ® S 1ist wieder treuprojektiv (iiber R)
wegen Lemma (3.9).

(4.8) Lemma Seien A,B € CHopfmonC; A und B endlich
tiber I; e ¢ HopfmonC(A,B) eine Retraktion in C;

S,R e CMonC, und S A-Galoissch iiber I. Dann gilt:

* *
R ® B¥ ~ R® SB .

B#*

(R® s)
Bewels Mit T := S~ und Satz (4.5) sehen wir, dag

S T ® B-Galoissch iiber T ist. Wegen Lemma (4.7) ist dann

R® S=(R®T)®,S R® T® B-Galoissch ilber R® T.

Nun gilt:

(re s)R® B = ((ro T) 8 s)R® T® B¥

g(m®T)%JﬂR®T®B’R®m

n

R® T wegen Satz (2.8)
rR® sP.
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§4.91 satz Seien A, B € CHopfmonC, A endlich iiber I,
e € HopfmonC(A,B) eine Retraktion in C, und j € Q(AB*, A)
der kanonische Morphismus. Dann ist
3 .
AB*——>,_°¢ s

ne .

ein Differenzkokerndiagramm in CMonC.

*
Bewels AB ist ein Untermonoid von A, also ist
(A, V') € Mon pxC, mit Ai AV7A.
——pB*=
: A® oy A v'
A

*
B , also

B* .
Nach satz (4.5) ist A A° © B-Galoissch iiber A
ist y1 = (Vi ® 1dB)('1dA ® at): A @AB, A—> A® B ein
Isomorphismus.

Sel A e C(I GAB* A, B) definiert durch:

1dI ®A Y - N
IQAB*A=I®AA®AB*A-—->I®AA®B=I®B=B'
A ist auch ein Isomorphismus, und A(x ® a) = xe(a) /\x:e C,

x® ace (I QAB* A)(X). Nach Konstruktion ist das folgende

Diagramm ein Faserproduktdiagramm in CMonC:

B* J

A > A
l € p(n ® 1id)
1pden) s 1e

B
wobel p = kan: I1® A —> I QAB’ A, Ap(n ® 1d) = e,
Ap(id ® 1) = n. Jetzt folgt die Behauptung durch einen

Vergleich der universellen Eigenschaften.

Bemerkung Bis jetzt ist die Kommutativitit von A vor al-

lem benutzt worden, um wieder eine symmetrische monoidale
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Kategorie B*g zu bekommen, wie das flir die Definition
von Hopfmoﬁoiden erforderlich ist. Sogar der letzte Satz
18/t sich ohne Kommutativitidt von A ausdriicken: Falls y!
ein Isomorphismus ist, dann auch A, und man hat das fol-
gende Differenzkokerndiagramm in C:
AB*eAEIQAB*®A31®A—->I®AB*A-£->B.
Diese Eigenschaft wiirde im Bewels des ndchsten Satzes
auch geniigen.
§4.102 Satz Seien A,B1,B2 € CHopfmonC, A endlich
tiber I, e; ¢ HopfmonC(A,B,) eine Retraktion in C,
S € CMonC, und S A-Galoissch iiber I. Dann gilt}
B BY
Bf S By <==>8 “<s |,

B B
B‘?:B§<==>S?=S§.

und insbesondere:

Beweis (a) sei B} © Bj, d.h. es existiert ein Mono-
morphismus B§ —> BX. Dé B, und B, endlich sinh; ist éas
Duale ein Epimorphismus 32 —> B,. Aus der Definition des
Fixobjekts folgt dann die Existenz' eines Monomorphismus,

der das folgende Diagramm kommutativ erginzt:

B

i‘-—és_é_ése B,

|

IB “ T BX B¥*

s§—>s "?S®132, d.h. s cc g,
B 4 B%

(b) sei jetzt S “&=—3 'S und betrachten wir das

groBe Diagramm auf der ndchsten Seite. ki’ eine Retrak-

" tion von Ji» existiert nach satz (2.18)(a). Die Quadrate

I, III, V und VII kommutieren nach Lemma (4.8). v, und v,
existieren derart, da® II und VI kommutieren, weil ¥ ein

S ® A¥-Morphismus ist. IV kommutiert nach Voraussetzung.

Wir haben also einen Monomorphismus



-34-
1= (1ds ® kqyJq)1 = (1ds ® kqJp) € [s,s]g-’ Da S treupro-
jektiv ist, i3t S ® -: C —> (s S]C eine Kategorien-
2 ,8]=
dquivalenz nach Satz (1.6), und folglich ist auch

B* B¥*
kKidy € C(A 2, A 1) ein Monomorphismus, und das folgende

Diagramm kommutiert:

B
Ag'—"?A > B,
:
kq.Jp :
B Y
At—?A > By,

wobei der Epimorphismus B, —> B, wegen Satz (4.9)
existiert, Also gilt: B} < Bg.

By 145 @ Jy
S®@A ZT————2 5 A

/’ 1dg @ k,

/4

I
S ® By
(s® A) —> S® A
v,|m II yim
s ® By
(s® s) >S® S
5 II1 |
seoslf > S®
1 Iidsei v
B
S®S§ >S®S
v
se BX
(s® s) > S® s
72"2 se B Vi YIn
(s ® A) 5 > S® A
VII
\\\ BY idg ® J,
S@ A T———=>350® A”.

ids ® ky
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(4.11) Hauptsatz Seien A,B,,B,; € CHopfmonC, A end-

lich iber I, e, € HopfmonC(A, B,) eine Retraktion in C,
S € CMonC, und S A-Galoissch iUber I. Dann gilt:

(a) SR

(b) Mit T := S°" ist S T ® B-Galoissch iiber T, also

ist insbesondere S treuprojektiv iliber T, und

T —> S ist ein Schnitt in TE‘
B§ BY
(c) BYC Bf <==> S © <5 , und insbesondere:
BY B}

Bewels (a) folgt aus Satz (2.8), (b) aus Satz (4.5)
und (c) aus Satz (4.10).

In dem Hauptsatz habenuwir jetzt eine injektive,
ordnungsumkehrende Abbildung von dem Verband derjenigen
Uhterhopfmonoide voﬁ A*, die in C Schnitte sind, in den
Vgrband der Untermonoide von S. Die Untermonoide von S,
die im Bild dieser Abbildung vorkommen, d.h. sich als
Fixmonoide bei Unterhopfmonciden von A* darstellen lassen,
missen Schnitte in C sein, sind aber im allgemeinen schwie-
rig zu charakterisieren. Dies ist schon der Fall in der
Galois-Theorie von kommutativen Ringen, siehe Chase,
Harrison und Rosenberg [ '0], Chase und Sweedler ['1],
Magid [ 32] und Takeuchi [51].

Ein Schritt in die Richtung der Charakterisierung
dieser Untermonoide von S ist der folgende Satz. Er ent-
spricht Aussage (11.4), Seite 79 oder einem Teil von
Theorem 7.6(b) in Chase und Sweedler [11}. Unser Beweis
ist jedoch viel einfacher als Kapitel 11 bei Chase und
Sweedler, und erfordert weniger Voraussetzungen: Wir be-

ndtigen nur unseren Satz (3.8), und nicht die volle
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Frobenius-Eigenschaft in Lemma 9.5 bei Chase und Sweedler.

Wir verwenden auBerdem keine Null-Objekte oder Anullatoren.

g4.122 Satz Seien A,B ¢ CHopfmonC, A endlich uber I,
e ¢ HopfmonC(A,B) eine Retraktion in C, S € CMonC, S
A-Galoissch Uber I, und i;: T —> S ein Untermonoid, das
in C ein Schnitt ist,
(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) T = s
(11) y(s® T) = s ® AB*, d.h. es gibt einen Isomor-
phismus %, der das folgende Diagramm kommuta-
tiv ergidnzt:
s®s—Y 355048
id, @

1
seT —X_3se AP

I !1d ® e!A
S ® Diffker(A A ® B).
IT® 7
(1i1) Es gibt einen Isomorphismus @, der das folgende

Diagramm kommutativ erginzt:
sear —%® 5 [5,5] 50 S*

1dg ® kan _ 1[1,1ds]

S® A*//B* — 2 _ 5 [T,s] T S® T*

v(id ® e*)
S ® Diffkoker(A* ® B* A*).

Id ¥ €

(b) Palls C = k-Mod, mit einem kommutativen Ring k, sind
die obigen Aussagen dquivalent zu:
(1v) /\w € S® A*[w(T) =0 <==>we S® A*(B*)+],
wobei (B*)+ das Augmentationsideal von B* be-

zeichnet.

Beweis "(1) <==> (i1i)": Genauso wie im Beweis von

satz (4.10) betrachten wir das folgende (etwas abgekiirzte)
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Diagramm:
1d_ ® j
RN
S® S . S® S
S B
n N
7B Y
v B#* v

ids ® i

Se T2 > 3@ S
~ 1dS§K

-1= -
vg ¥ = (1dg ® kpj)yg ¥ = (idg ® kpi) € [5 )€ 1ist ein

Isomorphismus und S ist treuprojektiv, also ist auch
kgl e C(T, SB*) ein Isomorphismus, d.h., die zwei Unter-
objekte sind gleich.

"(11) ¢==> (11i)": (1ii) ist eine Dualisierung von (ii),

mit den Methoden von Satz (2.11).

"(111) <==> (iv)": Mit Hilfe des Homomorphiesatzes ist

(111) dquivalent zur Gleichheit der Kerne der zwei Abbil-
dungen, und es gilt:

Ke(S ® A* —> [T,S]) = Ke(S ® A* —> S ® A%*//B¥*)

S ® Ke(A* —> A*//B*) da S treuprojektiv ist,

+
S ® A*(KesB*) = S ® A¥(B*) , siehe Oberst und

Schneider [34] und Lemma (5.1).
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5. Normale Unter- und Faktorhopfmonoide

In diesem Kapitel untersuchen wir den Begriff der
Normalitit fiir Unter- bzw. Faktorhopfmonoide und dessen
Bedeutung in der Galois-Theorie. Im Spezialfall einer
separablen Korpererweiterung erhalten wir wieder den
Begriff eines Normalteilers, wie man aus Beispiel (6.9)
und Lemma (7.4) sieht. Satz (5.3) liefert eine neue und
interessante Charakterisierung des Normalitdtsbegriffs,
auch fiir den Fall C = k-Mod. Satz (5.5) wurde fir den
Fall C = k-Mod auch noch nicht betrachtet. Unser Lemma
(5.1), zusammen mit Satz (4.9), enthilt die Aussagen
2.1 und 2.2 beil Oberst und Schneider [34]. Wir haben
diese "rein algebraisch" bewiesen, mit weniger Aufwand
2ls bei Chase wil Lweedler [11] und insbesondere ohne
Verwendung der Theorie der algebraischen Gruppen.

(5.1) Lemma Seien A, B € CHopfmonC, A endlich iiber I,
B* 5 4

der kanonische Morphismus. Seien H,H!' ¢ HopfmonC, H ko-

e ¢ HopfmonC(A,B) eine Retraktion in C und j:A' := A

kommutativ, H endlich iiber I, i e HopfmonC(H',H) ein

Schnitt in g und

H® Ht 5%%%%:?:%%:; H ——> H//H' ein Differenzkokern in
® ¢

C. Dann gelten:

y(i® id!E
(a) Ar ® A A =5 B 1ist ein Differenzkokern
€ Id

in [ und in CMonC.

1 (id ® m)a
(b) H* —> H H® H//H' 1ist ein Differenzkern
Id®

in C und in der Kategorie der kokommutativen Komonoide

in C.
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Beweis (a) Betrachten wir das kommutative Diagramm:

i ® id) < e
At ® A 2 A S B
T € ® 1d T
I I Ay
{ 14 ® v(j ® id) . z o 2
I® A'® A 218 A ->18,, A

mit p = kan: I® A —> 1 ®a Aund A: I ®A' A—>B
definiert wie im Beweis von Satz (4.9). Da das untere
Diagramm nach Definition ein Differenzkokern ist, und A
ein Isomorphismus ist, ist auch das obere Diagramm ein

Differenzkokern. (b) ist dual zu (a).

(5.2) Definition (a) Seien H', H ¢ HopfmonC, H ko-

kommutativ und i1 ¢ HopfmonC(H',H) ein Monomorphismus in
C. H' heiBdt normales Unterhopfmonoid von H, falls H//H!
genau eine Hopfmonoildstruktur besitzt derart, das

7 ¢ HopfmonC(H, H//H') ist. Dabei sind H//H' und 7 wie

in Lemma (5.1) definiert.

(b) Seien A, B € CHopfmonC, e ¢ HopfmonC(A,B) ein Epi-

*
morphismus und A' := AB . B heilldt normales Faktorhopf-

monoid von A, falls At genau eine Hopfmonoidstruktur be-

sitzt derart, daB j = kan e HopfmonC(A!',A) ist.

(5.3) satz selen H', H e HopfmonC, H kokommutativ,
H endlich iiber I und i e¢ HopfmonC(H',H) ein Schnitt in C.
Dann sind die folgenden Aussagen &dquivalent:

(a) H* ist normel in H.

v(ide1) | y(i®1d
(0) Diffkok (HRH! H) = Diffkok (H'®H H)
T®e 21d

(c) Es gibt genau ein p' ¢ C(H ® H',H!) mit ip?' = p, wobei
p e C(H® HY, H) durch p(a ® b) = a,1(db)r(ay) Ax e ¢
a® be (H® H')(X) definiert ist.
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Beweis (a) ==> (c): Betrachten wir das Diagramm:

He
QB"i" lP (1d® m)a
HY ————> H H ® H//H!'.
I8
Nach Lemma (5.1) ist der untere Teil des Diagramms ein
Differenzkern. Sei m e MonC(H, H//H'). Zu zeigen ist also
die Kern-Eigenschaft. Sei X e C und a ® b € (H® H')(X).
pann gilt:
(id @ w)ap(a ® b)

= (1d @ m)a(a,i(b)r(ay)) nach der Def. von p
= a,1(by)r(ay) ® 'n(aei(bz))\(a))) da H € HopfmonC

= a,1(by)r(ay) ® n(azi(bz))ﬂ()\(aj)) da 7 e MonC

= aq1(by)r(ay) ® n(aee(‘bz))\(aj)) nach der Def. von T
= a,i(b)x(ay) ®1r(a21(a3)) da € Koeinheit

= a11(b)x(a3) ® m(e(ay)) da X Antipode

= aji(b)r(ay) @ da € Koeinheit

= (1d ® n)p(a ® D).
!c! == Sb2= Betrachten wir das folgende Diagramm:

ﬂid% 12 s
He H! H ——> H//H!
Id® ¢ >

r
vgi ® 1d! Ty

H' ® HWH——}H'\\H

wobel ™ und Ty als Differenzkokerne definiert sind, und

r ;= (p' ® 1d)(id ® 7)(A ® 1d): H® H' —> H' ® H,

Das linke Viereck kommutiert:

(e ® 1d)r(a ® b)

= (e ® 1d)(p' ® 1d)(1d ® 7)(2a ® id)(a ® D)

= (e ® 1d)(p*' ® 1d)(ay ® b ® a,)

= (e ® 1d)(a,1(b)r(a,) ® aj)

= e(a,1(b)r(ay))ay = e(b)a = (1d @ e)(ae D).
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v(i ® id)r(a ® b)
= y(ip' ® 1d)(id ® 7)(A ® 1d)(a ® D)
= v(p ® 1d)(a, ® b ® a,)
= v(a,i(b)r(ay) ® a3) = a1i(b)k(a2)a3 = a,i(b)e(a,)
= ai(b) = y(id ® 1)(a ® Db).
Also existiert genau ein Morphismus T: H//H' —> H"\ H
mit Tm, = Moo Analog existiert genau ein T: H'\\ H —> H//H!

It

mit ?ﬂe m,. Daraus folgt die Gleichheit der zweil Faktor-
objekte,

‘bz ==> ga!: Da die Morphismeny, i1 und € alle mit A, €

und n vertriglich sind, ist H//H' automatisch ein koaug-
mentiertes Komonoid. Wir miissen also die Existenz von
geeigneten Morphismen ¥: H//H' ® H//HY —> H//H' und

X: H//H' —> H//H' zeigen. Die Eindeutigkeit, sowie die
Kommutativitdt der erfqrderlichen*Diagramme, folgt daraus,

da® 7 ein Epimorphismus ist. Betrachten wir zunichst das

folgende Diagramm:

id ® y(id ® 1) ‘
H® H® H > e H 2% TS he HyH
I B B I |

v fv
H—" S H//H
Dann gilt:
nv(id ® v(id ® 1i))
= nv(v(id ® 1d) ® 1)
=7nv(id ® i)(v® id)
=7(id ® €)(v® id) da M=

= nmv{id ® 1d ® €).
Also existiert genau ein V: H ® H//H' —> H//H!' mit
v = V(id ® ).

Betrachten wir jetzt das folgende Diagramm:
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v(i®1d)etd .
H* ® H® H 7; H® H
(1d®iden) id®n

v(i®id®id . I ®id
Ht ® H® H//H! 'mm—; H® H//HY ———> H//H'®H//H!
|

~

v v
b/ id > 1Y/
Nun gilt:
V(id @ 7)(V(1 ® 1d) ® 1d)
=7V (V(1 @ 1d) @ 1id) wegen oben
= V(L ® V(id ® 1d))
= V(1 ® 1d)(1d ® V)
= mw(e ® 1d)(1d © y) da =,

= ny(e ® 1d ® 1d)

=y(id ® 7)(e ® 1d ® 1d).

Dann gilt auch:

V(v(i® 1d) ® 1d)(1d ® 1d® 7) = y(e ® 1d ® 1d)(1d ® 1d ® m)
da das obere Quadrat kommutiert. Also gilt:

T(v(Li® 1d) ® 1d) = ¥(e ® 1d ® 1d), da (44 ® 1d ® 7) ein

" Epimorphismus ist. Also existiert genau ein

¥: H//H' ® H//H' —> H//H' mit T(m ® i1d) = V. Dann gilt:
T(ne n) =T(n® 1d)(1d ® 7) = ¥(1d ® =) = 7y,

Schlieflich betrachten wir das folgende Diagramm:

v(id e 1); .
He H! H ——> H//H!
[}

—_—
A 1'x
v
H-Z> H//H
Dann gilt: .
mAy(id © 1)
=7my(hA ® A)r(id ® 1) wegen Lemma (3.5)

(A ® 1) (1 @ id)r
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=7v(1 ® 1d)(x ® A)7 da 1 € HopfmonC(H',H)
=7(e® 1d)(x ® A)T Kokern-Eigenschaft

mx(e ® 1d)r = m(id ® €).

Also existiert genau ein X: H//H' —>H//H' mit Xm = mx,

(5.4) Bemerkung (a) Sei k ein kommutativer Ring,

C = k-Mod, und H'* = Ke(e: H' —> k). Mit Hilfe des Homo-
morphiesatzes sieht man, da® (5.3)(b) zur Bedingung

HH'+ = H'+H dquivalent ist. Diese ist der Normalitdts-
begriff von K. Newman [33]. In diesem Fall ist (5.3)(c)
dquivalent zu: a € H, b € H' ==> a1bx(a2) € Ht,

(b) Die Aussage von Satz (5.3) 148t sich selbstverstidndlich

“auch dualisieren.

Der folgende Satz entspricht der Aussage in der
klassischen Galbis-Theorie,daB der Fixkorper eines Nor-
malteilers der Galols-Gruppe wieder Galoissch iiber dem
Grundkorper ist. Die Umkehrung dieses Satzes ist wahr
in der Galois-Theorie separabler Korpererweilterungen,
aber nicht in der Theorie separabler Ringerweitefungen,

wie man aus Beispiel (5.7) sieht.

(5.5) satz seien A, B ¢ CHopfmonC, A endlich iiber I,
e ¢ HopfmonC(A,B) eine Retraktion in C, S € CMonC, und S
sei A-Galoissch iiber I. Sei weiterhin B ein normales
Faktorhopfmonoid von A, und At := AB". Dann ist sB”
Av'-Galoissch iber T.

Bewels (a) Zuerst zeigen wir, da S°  ein A'-Koobjekt-

Monoid ist. Betrachten wir das folgende Diagramm:
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J

S
a/’ S
: 1
®

4 a

1d® (14 ® e)A
2S®A®B
IT® a8 75 ~

&
SQA.MS

(1d @ (14 ® e)A)ad
(1a ® 1d ® e)(1d ® A)aj

(1d ® 1d ® e)(a ® 1d)aj
(a ® 1d)(id ® e)a]

*
(o ® 1d)(id ® 7)J wegen der Def. von s?

(id ® 1d ® n)aj.
Also existiert genau ein a: SB* —> 8 ® At mit
(1d ® 7*)a = aj.

Jetzt betrachten wir das folgende Diagramms
B*

_ s " S®B® A
a_ -~ e 1d®idem*
- (14 ® e)a ® 1d
sB*QAt_Je_id_)seA' >S®B®Al

—IaT T I >

(1d ® 1d ® n*)((1d ® e)a ® id)a

((1d ® e)a® 1d)(id ® 7*)a

1]

((1d ® e)a® 1d)aj -

(1de e ® 1d)(1d @ A)a da (s,a) e ¢t

(1d ® e ® 1d)(1d ® A)(1d ® 7*)a

i

(id ® (e ® 1d)am*)a
(1d ® (n® 1id)n*)a da B normal

I

(1d ® 1d ® 7*)(1d ® 7 ® id)a.

]

Da (id ® id ® m*) ein Monomorphismus ist, gilt auch:

((1d ® e)a ® 1d)a = (1@ ® n ® 1d)a. Also existiert genau
— _B* B* o~

einq: §§ —> S° ® At mit (J® id)a = a. Dann gilt:

(3@ ™ X = (L1d ® 7*)(Jj @ 1d)a = (id ® 7*)T = aj.
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Da j und (j ® m*) Monomorphismen sind, vererben sich die
erforderlichen Kommutativitdts-Bedingungen in Definition

(2.1) von a auf a.

*
(b) Jetzt zelgen wir, daB SB At-Galoissch iiber I ist.

B

*
Nach Satz (4.5) besitzt j: SO —> S eine Retraktion in

B¥*
C, also ist 8

endlich iiber I, nach Lemma (3.3). Nach
satz (2.18) besitzt auch n: I —> S eine Retraktion in C,
also besitzt T — SB* eine Retraktion in C und folglich
1st sB* treuprojektiv iiver I, nach Lemma (2.%4). Nach
Definition (2.2) missen wir nur noch zeigen, daB

B*

-— -— ¥* ¥*
¥ := (VsB*® id)(id ® Q): P e P 5 P e ar

ein Isomorphiémus ist. Betrachten wir das folgende

Diagramm:
: . id ® (id ® e)a
s e gP* _12J2_£_> S® S ; ‘%'s ® S® B
T3 ® I3 @ 7 >
Y I Y II Yy ® id
id ® (id © e)a
se A 248 T S sg g >3® A® B

Id® 1d® 7
mity = (vg® 1d)(1d ® J ® 1d)(1d ® T): 5 ® B 5> 56 ar
also Y(x ® y) = xja,(y) ® o,(y)-

II kommutiert:

(1d ® 1d ® n)y(x® y)

(1d ® 1d ® n)(xa,(y) ® ay(¥))
xay(y) ® ay(y) @ 1.

(v ® 1d)(id ® 1d @ n)(x ® y)

1]

(ve 1d)(x® y® 1)

xa,(y) ® ay(y) ® 1.
(ide® (1d ® e)a)y(x® y)
(id @ (1d ® e)a)(xa,(y) ® a,(y))

xay(y) ® ay(y) ® eGB(Y)-

1}
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(y ® 1d)(id ® (1d ® e)a)(x ® y)
= (v ® 1d)(x ® a,(y) ® eay(y))
= xa,(y) ® ay(y) ® eas(y).
I kommutiert:
y(id ® j) = (vs ® 1d)(id ® a)(id ® j)
= (V5 ® 1d)(1d ® (J ® 7*)a)
= (1d ® 7*)y.
Also ist ? ein Isomorphismus, ‘denn beide Zeilen im Dia-
gramm sind Differenzkerne. Jetzt betrachten wir das

folgende Diagramm:

(1a®e)a®id
sB* o B* BId § 55 B* >se e gB"
[7 I l? 1I (1a®7) (Y®1d) (1997)
~ (id®e)a®id
SB*QAl—ﬂéSQAI <S®B®A'
T®®Id

IT kommutiert:

(1d @ n® 1d)y(x ® y)

= (1d ® n @ 1d)(xja,(y) ® Gy(y))

= ajoy(y) ® 1® a(y).

(1d® 7)(Y® 1d)(1d ® 7)(1d ® 1 ® 1d)(x @ y)

= (1de 7)(y ® 1d)(x® y ® 1)

= ajo,(y) ® 1@ a,(y).

((1d® e)a® 1d)y(x® y)

= ((id ® e)a ® :td)(vS ® 1d)(id ® J® 1d)(id ® Q) (x ® y)

= ((1d®e)(vPv,) (1d8781d) (®a)®1d) (148 J81d) (1d8TG) (:®y)

= ((1d8e) (vg®v,) (Ld8701d)91d) (0B (J8* JTR1d) (1d9T) (x@y)

= ((1d8e) (v @v,) (1a8701d)01d) (0B (J8m* )@ 1d) (x8T, (¥ )T, (¥))
= ((1de) (v@v, ) (La07@1d)81d) (o, (X)Bay (x)0 5T, (¥)8T*G, (v)8T5 (¥) )
= ay(X) 55 (7) © e(ap(x)m¥Gy(y)) ® Ty(y)

= ay(x)Ja,(y) @ eay(x)eay(y) @ EB(Y) nach Lemma (5.1)



—47-

= aq(x)Ja,(y) @ eoy(x) ® ay(y).

(id® 7)(¥ ® 1d)(1d ® 7)((1d ® e)a ® id)(x @ y)
(1a ® 7)(¥y ® 1d)(1d ® 7)(a,(x) ® eay(x) ® y)
(1d ® 7)(¥ ® id)(a (x) ® y ® ea,(x))

(1d ® 7)(ay(x)jo,(y) ® Gy(y) ® eay(x))

aq(x)ja, (y) @ ea2(x) @ ag“’)*

I kommutiert:

Y(j ® 1d) = (vg® id)(J & j® 1d)(1d @ T)

= (J® 1d)(V g, ® 1d)(1d ® @)

- (1o a7

Alsc ist ¥ ein Isomorphismus, denn beide Zeilen im Dia-
gramm sind Differenzkerne.

(5.6) Bemerkung Mit den Bezeichnungen ven oben sind

die folgenden Auséagen dquivalent:

(2) Ein G: sP —> sB* @ A existiert derart, dad das
Diagramm I (unten) kommutiert.

(o) Ein B: H//H' ® sB° 3 sB* existiert derart, das das

Diagramm II (unten) kommutiert.

$B* oy B* g ar /oo B B 5 oB*

13 I l J® w* Iﬂ ® 1d

s—2 558 A He sP 11 3
lid@ 3

He s — P 5 s
Beweis "(a) ==> (b)":
JB(m ® 1d)(h ® y)
JE(m(h) ® y)
j(id ® m(h))a(y)
(1d ® h)(j ® m*)a(y)
(1d ® h)a(Jy)

= pg(he jy) = p(id ® j)(h ® y).
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"(b) ==> (a)":

(1d ® h)(j ® m*)a(y)

= j(id @ m(h))a(y)

= JB(n(h) ® y)

= JB(r @ 1d)(h ® y)

= p(id ® j)(h ® y)

= g(h ® Jy) = (1d @ h)a(Jy),

==> (J ® m*)a = aj.

(5.7) Beispiel Sei L = Zerfillungskdrper von X° - 2 .

iber Q. Aut(L,Q) = S5. Sei k = r.A3 und S = L X L. Dann
ist Aut, (L) =2Z/3Z und Auty (S) = Z/3Z7 S, (Kranzprodukt),
siehe Villamayor und Zelinsky [52]. Sei nun

G, = (((6,0),(1)), ((,7), (1)), ((2,2),(1)), ((3,0),(12)),
((M,7),(12)), ((22),(12))} = (AAgtkL) X s, =2z/62
offensichtlich ist |G| = 6 und S ' = k, also ist §
Galoissch iiber k mit Gruppe G,. Sei nun

G, = {((0,0), (1)), ((Z,T),(1)), ((T,’Z),(1))& ((0,0),(12)),
((2,7),(12)), ((T,2),(12))). Sei (a,b) e S 2. Dann ist
(a,b) = ((3,7),(12))(a,b) = (b,a) ==> a = b, und

(a,8) = ((2,7),(1))(a,a) = (22, Ta) ==> a = Ta = Za.

Also 1st 52 = k und layl= 6. Folglich ist S Galoissch
iiber k mit Gruppe Ge. Sei nun

u = {((0,0)(1)), ((0,0),(12))}. Dann ist U Untergruppe
von G, und von Ga. SU = AL ist Galoissch iiber k mit Gruppe
G./U =Z/3% (U ist normal in G,). Nun gilt aber

(2,7, (1)) = ((T,2),(1)) und
((Z,7),(1))((0,0),(12))((7,2), (1)) =

= ((2,7), (M) ((E,T),(12)) = ((7,2),(12)) £ U.

Also ist U kein Normalteiler von G2. Nun definieren wir
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>
[l

(kGp ) * =5 (kG)* = B. Dann ist S A-Galoissch iiber

B*

I =kund S° 1ist Galoissch ilber I, aber A —=3 B ist

ist nicht normal,

(5.8) Folgerung Sei A e CHopfmonC, A endlich iiber I,

S € CMonC und seli S A-Galoissch Uber I. Dann definiert

die Vorschrift (e: A —> B) —> (J: sB*

—> S) eine
injektive, ordnungsumkehrende Abbildung von dem Verband
der normalen, in C zerfallenden Unterhopfmonoide von A*
in den Verband der in Q.zerfallenden Untermonoide von S,
die iliber I Galolssch sind.

Bewels Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz

(4.11) und satz (5.5).
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6. Die Kategorie der H-ObJjekte

Wie in Beispiel (2.3) erwdhnt, 14Bt sich die Theorie,
die in den Kapiteln 1 und 2 entwickelt wurde, auf die
Galois-Theorie von kommutativen Ringen reduzieren, in dem
man als monoidale Kategorie (C, ®, I) die Kategorie der

k-Moduln (k-Mod, ®, , k) wdhlt. Diese ist jedoch nicht die

K?
einzige "algebraische" Kategorie, in der interessante
Beispiele fiir die obige Theorie existieren. Eine Moglich-
keit, um die Kategorie k-Mod mit zusdtzlichen Strukturen

zu versehen und dadurch neue und interessante symmetrische,
abgeschlossene monoidale Kategorien zu békommen, wird in
diesem Kapitel behandelt. Alé "zusdtzliche Struktﬁr" kann
eine zusdtzliche Modulstruktur oder eine Graduilerung ge-
wdhlt werden, siehe F. Long [55]). Die Galois-Theorie fiir
diese Kategorien ist dann eng verwandt mit der klassischen,
und die Korrespondenz betrifft jeweils einen speziellen

Unterverband des urspriinglichen. Somit bekommt man neue

Gesichtspunkte in der klassischen Galois-Theorie.

(6.1) satz sei (C, ®, I, [-,-]) eine symmetrische,
abgeschlossene, monoidale Kategorie und H € BimonC, H
kokommutativ. Dann ist (Hg, 285 I, H[H ® -, -]) symme-
trisch, abgeschlossen und monoidal, wobei die H-Struktur
der neuen Objekte folgendermafen definiert wird:

H® A® B—>A® B: h® a® b+—> h(a® b) = h,a® h,b,
H® I —> I: h® x+—> e(h)x,

H® [He A, B] —> [H® A, B]: h' ® f > h'f mit
(h'f)<h ® a> = f<hht! ® a>.

Die Abgeschlossenheit wird definiert durch:

R

Hc_:(A ® B, C) Hg_(A, ylHe® B, Cc]) mit



-51.
(2(f)(a))<h ® b> = f(ha ® b) und
(¥(g)) (2 ® b) = (&(a))<ny © b>.
Beweis Hg ist offensichtlich symmetrisch und monoidal.
Zu zeigen 1st nur, daf  und Y zueinander invers sind.
(¥o(f))(a ® b) = (#(f))(a)n, ® b>
= f(nga ® b) = f(a ® b).
((2¥(g))(a))<h @ b> = (¥(g))(ha @ b)
(g(ha))<ny @ b>
(h(g(a)))<ny ® b> da g ¢ Hg(...)
(g(a))<th ® b> wegen H-Struktur von g(a)

(g(a))<nh @ b>.

(6.2) Bemerkung Der Vergiffunktor V: i —> C ist

monoidal. Er erhdlt endliche und treuprojektive Objekte.

Beweis Die erste Aussage ist klar, und die zweite

folgt aus Pareigis [38], Theorem 17 und Korollar 19,

(6.52 Lemma Die Voraussetzungen seien wie in Satz
(6.1) und H € HopfmonC. Dann sind H[H ® A, B]z%jz [A,B]
funktorielle Isomorphismen, wobei
(f)a> = f<ny ® a> und (g)<h 8 a> = hy (<A (hy)ad).

Beweis (MZ(g))a> = (2(g))ny @ &>
= nylax (ny)a>) = ecad>.

(L (£f))<h ® a> = hy (T(£))<A(hy)a>
= h1(f‘<qH @ x(hy)a>)

= f<h1(nH @ x(hy)a)> da f e gl...]
= f<hyn, ® hex(hj)a> wegen H-Struktur von H ® H
= f<h, @ e(he)a> da A Antipode
= f<hye(hy) ® a> da e(h,) e I

= f<h ® a> da € Koeinheit.
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(6.4) Folgerung In diesem Falle ist P genau dann

endlich (bzw. treuprojektiv) in . C, wenn es endlich
(bzw. treuprojektiv) in C ist. Sei s e CMon(,.C),
A e CHopfmon(,C) und S ein A-Koobjekt-Monoid in .C.
Dann ist S genau dann A-Galoissch iiber I in Hg, wenn es
A-Galoissch tber I in C 1ist.
Bewelis Die Behauptungen folgen unmittelbar aus Bemer-

kung (6.2) und Lemma (6.3).

(6.5) Beschreibung der "inneren Komposition". In C

existiert, zum "inneren Hom-Funktor" [-,-] auch eine

"innere Auswertung" a, nidmlich:

c([A,B],[4,B]) = C([A,B] © 4, B)

id b——-—> (a: £ ® a .w_> f<ad>).

Hieraus ergibt sich eine "innere Komposition" x, ndmlich:

c([B,C] @ [A,B] ® 4, C) = c([B,C] ® [A,B], [A,C])

(fr ® £ ® a :L> fiefecads>) —> g.

In Hg bezeichnen wir nun die innere Auswertung (bzw.

Komposition) mit at (bzw. «!').

H_C_(H[H® A, B]w, ylH® A, B]) )
id > (a': g ® a —> gqay)

also a!' = ¥(id). Dann gilt:

P,

(C(glH® A, B] ® 4, B)

gap = o' (g ® a) = (¥(1d))(g ® a) = (1d(g))<n, ® 2>
= g(qH ® ad>.
S ([ H®B,Cl® [ HRA,B)®A,C) = C(,[H®B,C]® [H®A,B], [H®A,C])

(B: ' ® £© & —> g'€e(ary) —> K

also x' = ®&(B). Dann gilt:

(k*(g' ® g))<n @ a> = (2(B))(g' ® g)<h ® a>
= B(h(g' ® g) ® a) = B(h,g' ® h,g ® a)

= h,g'¢hyeqapp = h,g'qhe<n, ® adp

= h1g'<T]H ® h28<rlH ® ad>> = g'<h, @ g<h2 ® ad>,
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Das folgende Diagramm kommutiert:

yHe B, cl @ [H® A, B] s [H® 4, C]
2 3 rer z Ilr
[B, C] ® [A, B] ————> [A, C]

((5c(T®T))(g* ® g)<h ® a>

= h,((«(T ® T)(g' ® g))<xr(hy)a>)

= h, (Tg'<Te<x (hy)ad>>)

= hy(g'<ny ® Tecr(hy)ad>)

= hy(g'<ny @ &y @ A(hy)ad>)

= g'<hyny ® hyadn, @ x(h})a>> da g' € y[...] und (6.1)
= g'<hy ® ghyny ® h3)_\(h4)a>> da g e yl...] und (6.1)
= g'<hy @ gch, @ e(hs)a>> da X Antipode

= g'<h, ® g(h2 ® ad> da e Koeinheit

= (k' (g' ® g))kh ® a> siehe oben.

(6.6) Bemerkung Seien A, H € HopfmonC und A kokommu-

tativ. Dann ist H ¢ HopfmonAg vermbge p: A® H— H

falls die 7 folgenden Diagramme kommutieren:

H-=31I®H Ao AeH 22 P36y

lid I l’q@ 1d 1V® 14 II 1;)

HelaoH A® H p > H

rompy 21814 o ropeney 198T01d o remeaen 2L 5 weH
1dev II1 v

ARH P > H

Ao 1-£2d 51 AeH—L sH A®GH—P S H

lid@q v lq lid@e v le lid@l VII lx
€ ® 1d

A®H—P SH ae1f&2057 A®H—PF 3§
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ARH p H

idea VI A

ARHOH _§§E§§i§_> A® A HRH _2991§EE_> AOHOA®H _£§Hl€> HRH
d.h.:

I: p(1® h) =h

II: p(aa' ® h) = p(a ® p(at ® h))
III: p(a ® hh') = p(a, ® h)p(a, ® ht)
: p(a® ") = g, (a)

e, (a)ey(h)

VI: ap(a ® h) = p(ay; ® hy) ® p(a, ® h

V: er(a ® h)

2)
VII: xp(a® h) = p(a ® rx(h))

AX.¥,Z2 e ¢, h e H(X), h' € H(Y), a € A(Z), at e A(W).
Falls A kommutativ ist, gelten duale Bedingungen dafiir,
daB H € HopfmonAg vermdge ¥: H—> A ® H 1ist.

Das ndchste Lemma, das wir filir den Beweis von Satz
(6.8) penstigen, ist fir den Fall C = k-Mod bekannt,
siehe z. B. Pareigis [40], Satz 2.5.

§6.72 Lemma Sei H € HopfmonC und H kokommutativ.
Dann ist xe = id.

Beweis Sei X € C und h e H(X). Dann gilt:

x2(h) = x2(e(h1)h2) da € Koeinheit

= e(h ) (hy)

- h1x(h2)x2(h3) da A Antipode

= hlx(x(hj)he) wegen Lemma (3.5)
= h1x(k(h2)h3) da H kokommutativ
= hyx(ne(hy)) da X Antipode

= hye(hy) da An = 7

= h da € Koeinheit.
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(6.82 Satz Sei H ¢ HopfmonC.

(a) Falls H kokommutativ ist, ist H e Hopfmoan vermdge
p: H® H—> H: a ® h+> a,hr(a,).

(b) Falls H kommutativ ist, ist H e Hopfmon&g vermoge
Y: H —> H® H: h’—)h1)\(h3)® h2.
Beweis (a) Die 7 Bedingungen aus Bemerkung (6.6)

sind nachzuweisen, also:

h. :
pla ® apr(ay))

I: p(7® h) = Tha(1)

II: p(a ® p(a' ® h))

a,ajhx(aj)x(ay)

ajajhi(ajal) wegen Lemma (3.5)

(aar),hx((aal) ) = p(aa' @ h).

III: p(a ® hh') = a,hh')(a,)

= a1he(a2)h'x(a3) ’ da € Koeinheit
= a1hx(a2)a3h'x(au) da X Antipode

= p(a; ® h)p(ay, ® hr).

V: p(a® 1) = a;M\(a,) = e(a) da X\ Antipode.

V: ep(a ® h) = e(a,hr(ay))

= e(ayx(ay))e(h) = e(a)e(h).

VI: 8p(a® h) = (p(a® h)); ® (p(a® h)),

= (a;m(ay)), @ (a ha(ay)),

= a1h1(>\(a3))1 ® aehe(x(aj))e

= a1h1x((a})2)® aehex((a3)1) wegen Lemma (3.5)
= a,h,x(ay) ® aahax(aB)

= ajh;n(ay) ® ajhek(au) da H kokommutativ
= p(a; ® hy) ® p(a, ® hy).

VII: xp(a ® h) = x(a,hx(ay))

= xe(a1)x(h)x(a Lemma (3.5) und H kokomm.

)
2
= a;x(h)x(ay) wegen Lemma (6.7)

= p(a ® x(h)). (o) ist dual zu (a).
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(6.9) Lemma Seien H e HopfmonC, H kokommutativ, H
endlich liber I, H € Hopfmoan vermége p: H® H —> H:
a® hr> ayh(ay), H' € ,C und 1 e C(H', H) ein Schnitt
in C. Dann ist H' genau dann ein Unterhopfmonoid von H
in Hg wenn es ein normales Unterhopfmonoid von H in C ist.

Bewels Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz
(5.3) und satz (6.8).

(6.10) Folgerung Sei A e CHopfmonC, A endlich iiber I,

H := A*, S € CMonC und sel S A-Galoissch iliber I. Dann
ist 5 A-Galolssch iber I in ,C, wobei S e C (bzw. H e ,C)
vermbge B (bzw. p). Die Galois-Korrespondenz ist diejenige
aus Folgerung (5.8).

Bewels Zur ersten Aussage miissen wir nur noch zeigen,

dap die Operation B (oder a) mit der H-Struktur vertrag-

lich ist, d.h., daB das folgende Diagramm kommutiert:

h® (ht® s8) e H® (H® s)__id_Q_ﬁ_)Hes
S

|

p(n; ® 1) ® B(hy® s) e H® § N

Es gilt nun:

B(p(hy ® ht) 3 B(hy @ 5)) = B(nyh'a(hy) © B(hy @ 5))
= B(h1h')\(h2)h3 ® s) = p(h,hte(h,) @ s)

= g(hh' ® s) = g(h ® B(h' ® s)).

Der Rest folgt jetzt aus Folgerung (6.4) und Lemma (6.9).

Aus Folgerung (6.10) erkennt man, daB die Konstruk-
tionen dieses Kapitels auf sehr natiirliche Weise in die
Galois-Theorie hineinpassen, und Satz (5.3) zeigt, wie
viel der Morphismus p aus Satz (6.8) mit dem Begriff der
Normalitdt zu tun hat. In einem Spezialfall, ndmlich fiir

H = k' und kK € S eine senarable alnissche
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Kﬁrpererweiterung, ist die Abbildung p die einzige, die
die angegebenen Bedingungen erfillt. Dazu dient dann
Beispiel (6.11).

(6.11) Beispiel Sei k € S eine endliche Kdrpererwei-

terung, G und G' Gruppen und D= kGt~-Mod mit der Struktur
von Satz (6.1), mit C = k-Mod. Falls S kG*-Galoissch
iber k in der Kategorie D ist, kann G' als Untergruppe
von G aufgefa®t werden, und G' operiert auf G vermdge
g'® g h—}»g'gg|-1 = g{er(g3), also wie in Satz (6.8).

Beweis Nach Folgerung (6.4) ist S auch kG*-Galoissch
iber k in der Kategorie C = k-Mod, also ist G = Autk(s),
siehe Beispiel (2.3). Da S e CMonD ist, sind die Multi-
plikation und Einheit von S kG!'-Modulmorphismen, und
folglich operiert G! auf S durch Automorphismen. Wir
konnen also ohne Einschrénkung der Allgemeinheit (d.h.-
bis auf den Ineffektivititskern der Operation von G' auf
S) annehmen, daR G!' eine Untergruppe von G ist. Seien

nun g' € G‘, g € Gund x € S. bann gilt:

(&' (&) (&' (x))
= g'(g(x)) da B e kG'-Mod (kG ® S, S)
= (g'g)(x) da G' € G = Auty (S)

-1 '
(g'ge' )(g'(x)). _
Durch die Wahl einer k-Basis von S folgt dann, daB

-1
gt(g) = gregg'  1ist.
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7. Spezialfall; Galols-Theorie von Ringen und Korpern

Dieses Kapitel dient hauptsdchlich dazu, den Zusam-
menhang zwischen der oben entwickelten Galois-Theorie
in monoidalen Kategorien und der klassischen Galois-
Theorie zu erléutérn. Das bedeutet zuerst, daB wir die
Spezialisierung C = k-Mod betrachten, wie in Beispiel
(2.3) und Beispiel (2.7), und dann, daB wir fragen,
inwieweit die Galois-Theorie mit Gruppen oder Lie-Algeb-
ren zu der mit Hopfalgebren dquivalent ist. Satz (7.1)
und Lemma (7.4) zeigen den Zusammenhang zwischen Unter-
gruppen (bzw. Unter-Lie-Algebren) und Unterhopfalgebren.
In Beispiel (7.7) und (7.8) wird die Bedeutung der Kon-
struktionen in Kapitel 6 fiir eine separable KSrpererwei-
terung noch deutlicher. Schlieflich wird etwas iiber die
Struktur von Korpererweiterungen, die beziiglich einer

punktierten Hopfalgebra Galoissch sind, gesagt.

§7.1! Satz Sei k ein kommutativer Ring, G eine
Menge und H © kG eine Unterkoalgebra, die als k-Modul
direkter Summand ist. Weiterhin nehmen wir an, daR® eine
der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(a) k ist ein Korper.
(b) G ist endlich und k ist zusammenhidngend (d.h.

e = e2 e k ==> e e {0,1]}).
Dann existiert eine Teilmenge G' € G mit H = kG'. Falls
G eine Gruppe ist, und H eine Unterhopfalgebra von kG,
ist G' eine Untergruppe von G.

Beweis (a) Sei B eine punktiérte Koalgebra und
A < B eine Unterkoalgebra. Dann ist A punktiert, siehe
Sweedler [50] Seite 157. Sei nun g e G(A) (d.h. gruppen-

dhnlich), und A8 die irreduzible Komponente von g in A.
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Dann ist A® © B®, siehe Sweedler [50] Seite 163. Folglich
ist (kG)® = kg, denn aus Sweedler [50] (8.1.2) folgt:

® (kG)® = kG = ® kg. Daraus folgt aber auch:
gea geG

H= ®H® . Da G(H) € G ist, folgt aus dem Obigen:
geG(H)

H® © (kG6)® = kg. Also ist H = kG', mit G' := G(H). Falls
G eine Gruppe ist, ist G' unter der Multiplikation und
der Antipode abgeschlossen, also eine Untergruppe von G.

(b) Nach Voraussetzung ist kG = ® kg als Koalgebra, also
geG

kG* = 1 kg als Algebra, und es gibt einen k-Modulmor-
geG

phismus o: H*;4> kG* mit po = id, wobel p das Duale der
Inklusion ist, also ein k-Algebrenmorphismus. Sei nun

9 = Ke(p) und ¥_ = prg(u). Dann haben wir das folgende,

g
kommutative Diagramm:

~ g
KG* ——> Nk —— 2k

~ too P
= k %
i . S/ug —_— kg/ g
geG m
g
siehe z.B. Bourbaki [2] (I.8.10). O ist ein k-Modul-

also ist k=4 ® o(k . Da k zusam-
Schnitt von Pg> o ist k, g ( g/ﬂg) D

menhdngend ist, ist entweder ﬂg = 0 oder ug = kg. Folg-
lich existiert eine Teilmenge G' < G mit H* = I k_,
geG! g

also H = kG'. Der Rest folgt wie in Teil (a).

(7.-2) Beispiel Sei k ein nicht zusammenhingender,

kommutativer Ring, k 3 e = e? £ {0,1), @ = {1,g} eine

Gruppe und H = k 1 ® keg. Dann ist H eine Unterhopfalgebra
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von kG, als k-Modul direkter Summand, aber nicht von der
Form kG!', G' € G.

Beweis H ist offensichtlich eine Unterhopfalgebra
von kG, und ein k-Modul-direkter Summand vermoge
kG —> H: x'1 + yg+—> x°1 + yeg. Die letzte Behauptung
ist auch klar, da {1} die einzige echte Untergruppe von
G ist, und k(1} § H § kG.

(7.3) Folgerung Sei k ein zusammenhidngender, kommu-

tativer Ring und k © S eine separable Ringerweiterung.

Dann entspricht die Galois-Theorie von Chase, Harrison
und Rosenberg [10] mit einer Gruppe G genau der Galois-
Theorie mit der Hopfalgebra kgG.

Beweis Die "Gleichheit" der Unterobjektverbénde von
G und kG folgt aus Satz (7.1), die der Fixobjekte aus
Beispiel (2.7) und die des Begriffs "Galoissch" aus Bei-
splel (2.3).

(7.4) Lemma Sei k ein Kdrper der Charakteristik
p > 0, L eine p-Lie-Algebra, UP(L) die universelle p-Hiille
von L, und H € UP(L) eine Unterhopfalgebra. Dann existiert
eine Unter-Lie-Algebra L' € L mit H = UP(Lt).

Beweis Nach Voraussetzung 1ist Up(L) kokommutativ und
irreduzibel, also auch H. Nach Sweedler [50] Proposition
13.2.3 gilt: Ax e (UP(L))* ist xP ¢ k. sei nun
i ¢ Hopfalg(H, UP(L)) die Inklusion und r e k-Mod(UP(L),H)
eine Retraktion von i. Fir jedes y € H* gilt dann:
yP = (yri)p = (yr)pi € k. Die Bedingung "H6he" oder "Ex-
ponent" = 1 in Sweedler [50] Proposition 13.2.3 ist also
auch fiir H erfiillt, also ist H = UP(L'). Wenn P(H) die
Menge der primitiven Elemente von H bezeichnet, gilt:

L* = P(H) © P(UP(L)) = L, also ist L' eine Unter-Lie-Algebra.
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(7.5) Folgerung Sei k ein Kdrper und k © S eine rein

inseparable Korpererweiterung. Dann entspricht die Galois-
Theorie von Jacobson [26] mit einer p-Lie-Algebra L genau
der Galois-Theorie mit der Hopfalgebra UP(L).

Beweis Die Behauptung ist analog zu (7.3), wobei man
aber beachten muB, daB die "Lie-Algebra" in Jacobson [26]

eigentlich die Menge S @k L ist.

§7.6} Lemma Sei ﬁ eine endliche Gruppenalgebra iiber
einem zusammenhdngenden, kommutativen ﬁing k (bzw. die
p-universelle Hiille einer endlich dimensionalen p-Lie-
Algebra iiber einem Korper k). Sei H' © H eine Unterhopf-
algebra, die als k-Modul direkter Summand ist. Dann ist
H' genau dann normal in H, wenn es von einem Normalteller
(ozw. einem p-Lie-Ideal) herriihrt.

Bewels Wir benutzen satz (5.3), Satz (7.1), Lemma
(7.4) und die Beobvachtung, daB, fir g e G, h € G', a € L
und b e L' gilt: g;hr(g,) = ghg'1 und

a bx(a,) = ab - ba = [a,b]i

(7.7) Beispiel Sei k © S eine endliche, separable,

Galoissche Korpererweiterung und G = Autk(s). Wir defi-
nieren die symmetrischen abgeschlogssenen monoidalen Kate-
gorien C = k-Mod und D = kG-Mod, wobei D die in Satz
(6.1) angegebene Struktur trigt. Die Galois-Korrespondenz,
in der Kategorie D betrachtet, ist dann die iibliche Bi-
jektion zwischen allen Normalteilern von G und allen
Zwischenkdrpern k © St © g, die iber k Galoissch sind.
Beweis Siehe Folgerung (5.8), Folgerung (6.10),
Folgerung (7.3) und Lemma (7.6).
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(7.8) Beispiel In diesem Beispiel untersuchen wir

eine Galoissche Korpererweiterung in der Kategorie

Q[Z/2%) -Mod. Nach Folgerung (6.4) liuft das darauf hinaus,
daB wir eine Galoissche Kdrpererweiterung @ € K in der
Kategorie @-Mod nehmen und dann eine Q[Z/2Z]-Struktur
angeben.

Die Korpererweiterung: Als K nehmen wir den Zerf&dllungs-

kérper von X4 - 2, siehe Lang [54], Seite 200. a bezeiche
net eine reelle Wurzel des Polynoms, i = /=T, und o und T
Automorphismen, definiert durch 7(a) = a, 7(1) = -1,

o(1) = 1 und o(a) = ia. Dann wird die Galois-Gruppe von
o und T erzeugt, und ist isomorph zur Diedergruppe Du.
Die Untergruppen von G sind U, := (1}, U, := (1,7},

0

Uy &= (1,0%r1, Uy := (1,6%}, U, := (1,07, Ug := (1,07},

5
2 2

U6 = [1)0 »T>»O T]) U7 t= [1)0102:03])

U8 o= [1’02,0'7-,037-] und G.

Die Q[Z/2Z]-Struktur wird von der Aussage in Beispiel

(6.11) bestimmt. Das heiBt, daB Z/2Z entweder trivial
operiert, oder wie eine der Untergruppen U, bis US'
Ui operiert auf K durch Automorphismen und auf QG durch
Konjugation.

Die Galois-Korrespondenz in der Kategorie Q[Z/27Z]-Mod

wird dhnlich beschrieben wie in Beispiel (7.7). Eine
Unterhopfalgebra QG' von QG ist genau dann ein Unterhopf-
monoid von QG in der Kategorie QUi-Mod, wenn QG' unter
der Operation von QU1 global invariant ist, d.h. wenn Gt
unter Konjugation durch Elemente von U1 in sich iUberge-
fiihrt wird. Ein Zwischenkdrper K!' von @ € K ist genau
dann ein Zwischenmonoid von § © K in der Kategorie

QUi-Mod, wenn K!' unter der Operation von Ui global
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invariant ist, d.h. wenn K' durch die Elemente von U1 in
sich iibergefiihrt wird. Welche Untergruppen (bzw. Zwischen-
korper) vbeim Ubergang von der Gﬁlois-Korrespondenz in
Q-Mod zu der in QUi-Mod ausgewdhlt werden, 14t sich an-
hand der folgenden zwei Tabellen sehen. In der ersten
Tabelle ist € = + falls U1 unter Konjugation durch alle

Elemente von UJ global invariant ist, € = 0 sonst.

012345678a J
O+ +++++++ + + i e
1|++++00+000
2|+ +++00+000
31+ ++++++++ 4+
4l+o00+++00+0
5|+o00+++00+0
6l++++++++ + +
Tl++++++++ ++
Bl+++++++ + + +
Gl+++++++++ +

K=
Q(Cl.i) ~
L0
\ ~
U / Yu, T~ U
Uy 2 4 KD =

a(a) \wa) K0 a(ctia)  Q(o-ia)
|| d
U6 / \ ,’/,

Q(a ) Q(i) Q(ia )

N

Wenn wir als Q[Z/2Z)-Struktur z.B. die U, nehmen, dann
werden genau diejenigen Unterobjekte ausgewdhlt, die

unter der komplexen Konjugation globtal invariant sind.

(7.9) Lemma Sei k ein Korper und H eine Hopfalgebra
von der Form H = H' ® kG(H), wobei H' die irreduzible

Komponente von 1 und G(H) die Menge der gruppenihnlichen



-64-

Elemente von H bezeichnet. Sei H' © H eine Unterhopfal-
gebra. Dann ist H! = (H')1 ® kG(H'), wobei (H')1 cy'
(bzw. G(H') © G(H)) eine Unterhopfalgebra (bzw. eine
Untergruppe) ist,

Bewels Nach der Bemerkung von Sweedler [50], Seite
177 gllt: Ht = (H')' # kG(H') und G(H') € G(H) ist eine
Untergruppe. Nach Sweedler [50] Theorem 8.0.5 und Korol-
lar 8.0.8 ist (H')1 C H punktiert irreduzibel und folg-
lich ist (H')T < H1. Also vererbt sich die komponenten-

)
weise Struktur, d.h. H' = (H') # kG(H') = (H')’ ® kG(H!').

§7.1o! Satz Sel H eine endliche, kokommutative,
punktierte k-Hopfalgebra, k € K eine Kdrpererweiterung,
und sei K H*-Galoissch iver k. Dann ist X = L ®_ M,
wobei L rein inseparabel und M separabel Galolssch iber
k ist. Jeder Zwischenkdrper k € K* € K in der Galois-Kor-
respondenz ist von der Form K! = Lt @kM', mit k € Lt © L
und k © M' © M,

Bewels Nach Sweedler [50] Theorem 10.2.3 1ist
M, wobei L := KkG rein inse-

k
separabel Galoissch ist. Da L (bzw.

H=H # kG(H) und K = L ®
parabel und M := KH1
M) (H1)*-Galoissch (bzw. kG*-Galoissch) iiber k ist,

priift man leicht nach, da K = L&, M (#' ® kG)*-caloissch
iiber k ist. Wir konnen also ohne Einschridnkung der Allge-
meinheit annehmen, daf H = H1 + kG = H1 ® kG ist. Die Be-

hauptung {iber K!' folgt jetzt aus Lemme (7.9).

Der letzte Satz besagt, daB eine Korpererweiterung,
die mit einer punktierten Hopfalgebra Galoissch ist, in
ein Tensorprodukt von einem separablen mit einem rein

inseparablen Anteil zerf#llt. Uber den nicht punktierten
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Fall, und damit iiber die Frage, ob alle A-Galoisschen
Korpererwelterungmso zerfallen miissen, scheint recht
wenlg bekannt zu sein. Im allgemeinen ist der "gemischte
Fall" einer A-Galoisschen Ring- oder Korpererweiterung,
die also nicht notwendigerweise separabel oder rein insepa-

rabel ist, relativ wenig behandelt worden.



-66-

8. Topologische Tensorprodukte

In diesem Kapitel werden zunidchst einige Topologien
auf dem Tensorprodukt zweier hausdorffschen, lokalkon-
vexen, topologischen Vektorrdume definiert, und allge-
meine Eigenschaften angegeben. Dann fragen wir uns, ob
eine Kategorie topologischer Vektorrdume existiert, in
der auch unendlich dimensionale Riume "endlich" im Sinne
von Definition (1.4) sein konnen. Anhand einiger Beispiele
der nicht-Existenz sehen wir dann, welche Bedingungen er-

fiillt werden miissen.

(8. 1) Bezeichnung K bezeichnet entweder den K&rper

der reellen Zahlen R, oder der komplexen Zahlen €.

HfLk := Kategorie der hausdorffschen, lokalkonvexen, to-
pologischen Vektorrdume iiber X, mit linearen,
stetigen Abbildungen als Morphismen.

Seien nun E, F, G € HfLk.

P (E) :

Potenzmenge von E.

8(E) := {X S E: X ist beschridnkt].

e(E) := {X € E: X ist beschrinkt und endlich dimensionall}.
XK(E) := {X € E: \/ K © E, K kompakt, X € K}.

Bilin(E X F, G) := {f € Abb(E X F, G): f ist bilinear}.
uO(E) := {X € E: X ist Nullumgebung}.

£(E,F) := {f € Abb(E,F): f ist linear und stetig].

qs(E,F) wie in Bourbaki [4] (III, 3, 1).

sB(E,F) (bzw. £O(E,F), £K(E,F)) falls g = B(E) (bzw.

& =¢(E), & = K(E)).

Die folgende Definition wurde aus Schwartz [45],
Seite 9 entnommen. Falls & und ¥ beschridnkt sind, stimmt

sie mit der iiblichen Definition, Bourbaki [4] (III,%,2)
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iiberein, wie man aus dem nidchsten Lemma (8.3) schlieBt.

(8.2) Definition Seien E,F,G € HfLk, & < P(E),

g < pP(F). f e Bilin(E X F, G) heiBt (6,%)-hypostetig,

ralls As.c 6, ATe2: 1| und £} stetig sind.

S X F EXT

(8.3) Lemma seien E,F,G ¢ HfLk, 6 < B(E), £ < B(F),
s¥%S = B ng'r =F, f ¢ Bi1in(E X F, G), und f getrennt
stetig. Dann sind &dquivalent:

(a) f ist (8,%)-hypostetig.

() (1) Aweuy(a)\sesV veuy () [£(sxv)=u] und
(11) Aveuy(a) A eV veu (E) [£(vxT)=W).

(¢) (1) ASeG ist f(sx-)=£(F,G) gleichgradig stetig und
(11) freAbb(E, & (F,G)): ' (x)(y) = f(x,y) 1ist stetig.
Bewels Die Behauptung "(a) ==> (b)}" (bzw. "(b) ==

(a)", "(b) <==> (c)") folgt direkt aus Bourbaki [4]

(I11,4,ex.2), (bzw. (III,4,2,prop.%4), (III,4,2,prop.3)).

(8.4) Bezeichnung Seien E,F,G ¢ HfLk, 6P (E), S (F).
w6 T ) (BxF,G) 1= (£eBilin(EXF,G): £ ist § & )-hypostetig).
£€)(g,5 (r,0)) := (fes(E,% (F,0)): [\ ses st £(sx-) ©

< £(F,G) gleichgradig stetig].

(8.5) satz seien E,F e HfLk, 6% ®(E), £ < ©(F) und
6 Tgesdttigt, siehe Bourbaki [4] (III,3,ex.2).
(a) Auf E® F existiert genau eine Topologie E 8(6 %) F
derart, daB gilt:

S(E® o) F, 0) =¥®2) (& x r, 6) \c e HrLk.
Sie ist die feinste HfLk-Topologie, filir die die
kanonische Abbildung EX F —> E® F (6,% )-hypo-
stetig ist. Seien® < B(E), £ < 8(F). Dann gilt:

(b) S(E 8(6,1) F, G) = s(s)(E: %(F)G))‘
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Beweis (a) ist eine bekannte Aussage, siehe Schwartz
[4#5], Seite 9 und Grothendieck [22], Seite 74. (b) folgt

aus (a) und Lemma (8.3).

Bemerkung Teil (a) des Satzes ist auch giiltig fiir
T CP(F) mit g # 8(F), obwohl die Topologie auf £ (F,q)

nicht mehr mit der Vektorraumstruktur vertrdglich ist.

(8.6) Beispiele

E 0," F, das projektive Tensorprodukt, wird definiert

durch 6 = P(E) und £ = P (F). Es gilt:
£(E e F, G) = (f € Bilin(E X F, G): f stetig].
E®, F, das induktive Tensorprodukt, wird definiert
durch€ = €(E) und £ = £(F). Es gilt:

£(E®, F, G) = {f ¢ Bilin(E X F, G): f getrennt

stetig]}.
E @B F, wird definiert durch & = 8(E) und £ = 8(F).
E® F, wird definiert durch& = K(E) und £ = X(F).

(8.7) satz HfLk ist eine symmetrische, abgeschlos-

sene, monoidale Kategorie. Insbesondere gelten,
AE.F.6 ¢ HfLk:

(a) E ® K= E

(v) (E®, F)®, G=E® (F® G).

IR

(¢) E® F
(1) s(Ee, F, 6) = (B, £,(F,0)),

F ®t E.

Bewels (a) Behauptung: E ® K=E® K = E. sei
u ¢ Bilin(E X K, .G) getrennt stetig und W ¢ ho(G). Dann
existiert ein U e u(E) mit u(U,1) € W. sel y ¢ K mit
lyl < 1. pann gilt: u(U,y) = u(yu,1) € u(u,1), da u bi-
linear und U kreisfoérmig ist. Also ist u(U,K,(K)) < W,
wobei K, (K) die offene Einheitskugel von K ist. Folglich
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n

ist u sogar stetig und deshaldb ist E ® K=SE® K.

Der kanonische Vektorraumisomorphismus 1: E ®W1K —> E
mit 1(x ® y) = xy ist auch‘ein HomSomorphismus, weil

die Topologie auf E ®ﬂjm durch die Tensorprodukte der
stetigen Haanormen p auf E mit der Norm auf K definiert
werden kann, und (p ® |-|)(x® y) = p(x)ly| = p(xy) =

= pl(x ® y).

(p) sei H e HfLk. Die Stetigkeit von einem

u e Lin((E ®, F) ® G, H) ist dquivalent zur getrennt-
Stetigkeit von dem entsprechenden

u; e Bilin((E ®, F) X G, H), d.h. zur Stetigkeit von
uy(%,-): G —> H und u,(-,g): E® F —> H fir alle

X e E® Fund g € G. Dies ist wiederum dquivalent zur
getrennt-Stetigkelt von u, ¢ Trilin(E X F X G, H), d.h.
zur Stetigkeit von u,(e,f,-): G —> H, u,(e,-,g): F —> H
und u2(-,f,g): E—> H, fiir alle e e E, f ¢ Fund g € G,
wie man folgendermaBen sieht: Die Stetigkeit von

u1(-,g): E @t F —> H ist idquivalent zur getrennt-Stetig-

keit von u,(-,-,g): B X F —> H und u,(x,-) =
n .

= uy( Zie, ® £y, <) = Zu, (e, ® £y, -) = Suy(ey,fy,-),
und endliche Summen von stetigen Abblldungen sind wieder
stefig. Durch analoge Argumentﬁtion ist das Equivﬁlent
zur Stetigkeit von u ¢ Lin(E® (F®, G), H). '

(¢) folgt sofort aus der Symmétrie der entsprechenden
Definition. A

(d) folgt aus (8.5)(b) und der Tatsache, daB £O(F,G) aus
HfLk ist. |

(e) Alle "Kohirenz"-Bedingungen in der Definition einer

monoidalen Kategorie gelten wie in der Kategorie der

K-Vektorrdume, da wir hier mit den gleichen kanonischen
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Isomorphismen zu tun haben.

(8.8) Beispiel Sei E ¢ HfLk endlich im Sinne von

Definition (1.4)., Dann ist E endlich dimensional.

Beweis "Endlichkeit" heipt hier, daR der kanonische
Morphismus E ® EL —> SO(E,E): x® y —45 (z —> xy(2))
ein Isomorphismus ist, Da das Bild dieser Abbildung nur
aus Operatoren endlichen Ranges besteht, muB auch idE

endlichen Rang haben, also 1st'E endlieh dimensional.

Wenn der Begriff "endlich" mehr als nur endlich
dimensionale Riume umfassen soll, muf die monoidale
Struktur mehr sein, als nur eine Topologie auf dem Ten-
sorprodukt, Eine sehr naheliegende Mdglichkeit ist das
vollstdndige Tensorprodukt von Banachriumen, das wir im

ndchsten Beispiel anschauen wollen.

(8.9) Beispiel Sei Ban (bzw. Ban,) die Kategorie

der Banachriume mit stetigen, linearen Abbildungen (bzw.
stetigen Kontraktionen) als Morphismen und E'gn F die
Vervollstdndigung des projektiven Tensorproduktes. Dann
gilt:
(a) Ban und Ban, sind symmetrische, abgeséhlossene, mo-
noidale Kategorien. Insbesondere gilt:
$(E®_F, ) T L(E, £4(F,G)) und
S(E8, F, 6) ¥ gy (E, £4(F,6)) AE,F,a ¢ Ban.
(p) Falls E endlich in Ban oder Ban, im Sinne von Defi-
nition (1.4) ist, ist E endlich dimensional.
Beweis (a) ist bekannt, siehe z.B, Semadeni [48],
und kann auch direkt mit Hilfe der entsprechenden Normen
gezeigt werden.,

A~
(b) Falls E endlich ist, ist € in dem folgenden,
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kommutativen Diagramn surjektiv.

E ®" Eé

[

E®_ E'a L} SB(E,E)
Bi(¢), die Menge der Operatoren endlichen Ranges, ist
enthalten in der Menge der kompakten Operatoren, die aber
abgeschlossen ist, siehe Schifer [44], Seite 98 und.110.
Also 1st idy e Bi(€) auch kompakt, und deswegen ist E
endlich dimensional.

Das nicht-Funktionieren des letzten Belspliels hat
zwel Griinde: 1) E ® EY ist nicht dicht in Sﬁ(E,E), und

B
2) Die Topologie auf E @ﬂ Et ist im allgemeinen echt

g
feiner als die Unterraumtopologie E ® Eé (siehe K&éthe
[29]). Da® eine Untersuchung des "schwachen Tensorpro-
duktes" E ® F im Hinblick auf nicht-triviale endliche
Objekte in der Kategorie Ban, sinnlos ist, sieht man mit

dem ndchsten Satz.

(8.'0) satz Ban, besitzt keine monoidale Struktur,

fiir die unendlich dimensionale endliche Objekte existieren.
Bewels Semadeni und Wiweger [49] haben einen Satz

von Eilenberg-Watts fiir Banachriume bewiesen, der besagt,

dap jeder Funktor, der Limites (bzw. Kolimltes) erhilt,

schon isomorph zu einem £B(E,-) (bzw. - @ﬂ E) ist.

Somit sind wir in der Situation vom letzten Beispiel.

Nachdem wir jetzt gesehen haben, da® "endliche"
Banachriume endlich dimensional sein miissen, wollen wir
uns der Frage zuwenden, inwieweit das projektive Tensor-
produkt fiir uns iiberhaupt nutzlich ist. Dazu dient der

niachste Satz.
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§8.112 Satz Sei C eine volle Unterkategorie von
Hflk, Ee C, 6 © 8(E) und sges = E. Sei weiterhin
-® E: C—> C linksadjunglert zu £ (E,-). Dann ist E
normierbar und Eé = Eé.
Bewelis Aus der Adjungiertheit der zwei Funktoren

folgt, daB die folgende kanonische Abbildung stetig ist:

1
id ——— 3k

Aus der universellen Eigenschaft des projektiven Tensor-

C(EY, By) = C(BY Oy B, K), mit k(y ® x) = y(x).

produktes folgt dann, daR die Auswertung Es' X E—>K
stetig ist. Die Behauptung folgt jetzt aus Bourbaki [4]
(Iv,3,ex.2).

An dieser Stelle mdchten wir uns fragen, ob der
"innere Hom-Funktor" [E,-] immer die Form £6(E,-) haben
muB, Aus dem nidchsten Satz sieht man, daB dies nicht
ganz der Fall ist: Die Topologie kann etwas allgemeiner
sein.

g8.122 Satz Sei C eine abgeschlossene Kategorie von
topologischen Vektorridumen. Dann 14Rt sich [E,-] als
£(E,-) mit einer geeigneten Topologie darstellen.,

Bewels Da K die feinste Topologie tridgt, haben wir
die folgenden Isomorphismen von (Mengen-wertigen) Funktoren:

[E,F] = £(K, [E,F]) 2 £(K® E, F) = £(E,F).

Bemerkung DaB die "geeignete Topologie" auf £(E,F)
nicht immer eine €-Topologie ist, sieht man an dem Bei-
spiel der tonnelierten Riume in Kapitel 10. Dort handelt
es sich um eine Verfeinerung (assoziierte tonnelierte
Topologie) der feinsten g-Topologie (Topologie der be-

schrinkten Konvergenz).
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Bei unseren Bemiihungen, eine monoidale Kategorie
topologlischer Vektorriume zu finden, in der auch unend-
lich dimensionale "endliche" Riume existieren, haben wir
folgendes erkannt: 1) Die monoidale Struktur soll mehr
als nur ein topologisches Tensorprodukt sein. 2) Wir diir-
fen uns nicht auf das projektive Tensorprodukt von Ba-
nachriumen beschrinken, Um eine abgeschlbssene monoidale
Kategorie zu bekommen, werden wir uns auf eine Klasse
von Riumen beschrinken, fir die x(s)(E,-)‘=“£(E,-) gilt,
Die Riume werden also zwei Eiéenschaften'habeh; eine '
Vollstidndigkeits-Eigenschaft und die soeben genannte’’
Diese diirfen aber nicht beliebig sein, z.B. mup sich die
Vollstindigkelts-Eigedschaft von G auf £g(F,G) vererben.
" Wie wir auch sehen werden, miissen die zwel Eigenschaften
in einem gewissen Sinne mitéinandérlvéftfgéliéh"séiﬁ:
Dieser Vertriglichkeits-Begriff wird im nichsten Kapitel
behandelt, und anschlieBend die Kategorie der quasivoll-
stindigen, tonnelierten Riume, die die obengenannten Be-

o

dingungen ausgezeiéhnet erfiillt.
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9. Ein Vertrdglichkeits-Begriff fiir Funktoren

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, daB unsere
Kategorie lokalkonvexer Riume zwel Eigenschaften, eine
Vollstdndigkeits-Eigenschaft und eine andere, noch zu
nennende, haben soll. Diese zwel Eigenschaften miissen eine
Vertridglichkeits-Bedingung erfiillen, die in diesem Kapi-
tel vehandelt wird. Eine solche Vertridglichkeits-Frage
ist in der Literatur schon aufgetreten, zum Beispiel in
der folgenden Situation: Frtlicher und Jarchow [20] stell-
ten zwel Fragen, nimlich: 1) Ist die Vervollstindigung
eines Kelley-Raumes wieder ein Kelley-Raum, und 2) Ist
die Kelleyfizierung eines vollstiéndigen Raumes wieder
vollstindig? Ein Gegenbeispiel dazu wurde von Haydon [24]
gefunden, und S. Dierolf [15] zeigte, in einer allgemeinen
Situation in der Kategorie der (lokalkonvexen) topologi-
schen Vektorrdume, daf die zweil Fragen zueinander idqui-
valent sind. Von diesem Satz angeregt, haben wir Satz
(9.3) formuliert und bewiesen. Er ist von allgemeiner
(kategorientheoretischer) Natur, und 148t sich in den

folgenden Kapiteln gut anwenden.

Der folgende Satz charakterisiert eine gewisse Art
Unterkategorie, die in den Anwendungen sehr hdufig vor-
kommt. Dabei heiBt eine Unterkategorie D © C epireflek-
tiv, wenn D reflektiv mit einem epimorphen Reflektor ist.
D heipt stark abgeschlossen beziiglich Bildung von Limites
wenn Produkte, und Differenzkerne von Diagrammen A :j; B,

mit A e D, B ¢ C, wieder in D liegen.

(9.1) satz sei C vollstdndig, lokal klein und ko-

klein und D eine volle, Isomorphie-abgeschlossene
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Unterkategorie von C. Dann sind &dquivalent:
() D ist epireflektiv in C.
(b) D ist stark abgeschlossen beziliglich Bildung von
Limites in C.

Beweis Siehe Herrlich [25], (10.2.1).

Das nichste Lemma stellt den Zusammenhang zwischen
dem obigen Begriff und dem von S. Dierolf [15] her. Wir
nennen eine Unterkategorie bimorreflektiv (bzw. bimorko-
reflektiv) wenn der Reflektor (bzw. Koreflektor) ein Bi-
morphismus (Epimorphismus und Monomorphismus)ﬂist. So
vermeiden wir die Zweideutigkeit des wOrtesA"bireflekt1V"
bei Herrlich [25]. | | _

§9.22 Lemma Seil D eine volle Unterkategorie von C,
der Kategorie der (lokalkonvexen) tébblogischen Vektor;l
riume. Dann sind aquivalent- ‘ o
() D ist bimorreflektiv (bzw. bimorkoreflektiv) in C.
(v) D wird definiert durch eine Eigenschaf't, die sich

“auf Produkte und lineare Teilridume vererbt und die

die grobste Topologie besitzt (bzw. sich auf lineare

(1lokalkonvexe) direkte Summen und Quotienten vererbt,

und die die feinste Topologie besitzt).

Beweis "(a) ==> (b)"ﬁ Die Bimorphismen: in C sind

die bijektiven Morphismen. Das Vererben auf Produkte und
lineare Teilrdume folgt aus dem letzten Satz (stark>abge-
schlossen). Da der Reflektor global definiert ist, muB
ein Raum mit der grdbsten Topologle schon in D sein, weil
der Reflektor nur noch eine Vergrdberung de:r Topologie
darstellt. "(b) ==> (a)" folgt aus dem obigien Satz (9.1)
und der Tatsache, daB die entsprechende Ver:grdberung der

Topologie einen Bimorphismus darstellt,
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(9.3) satz sel C eine Ka'tegorie und
VL’ r.a. \'2 , l.a.

L —T=- C (bzw. R <—F_—__—-_ C) eine volle,
Isomorphie-abgeschlossene, epireflektive (bzw. monoko-
reflektive) Unterkategorie. Dann sind #dquivalent:
(1) R(L) € L.

(17) x 1> LX ist Isom. ==> RX —L> LRX ist Isom.
(1") RL - > LRL ist Isomorphismus.
-(2) L(R) ©R.

(2t) RX £ X ist Isom. ==> RLX ——> LX ist Isom.
(2") RLR -£ 5 LR ist Isomorphismus.

Bemerkung Nach Voraussetzung sind die Vergiffunk-
toren V, und Vp volltreu, und damit sind € € E(LVLX,X)
und n € B_(Y,RVRY) Isomorphismen fiir alle X ¢ L und Y € R.
Dann gilt auch: VLV L = viL und VRRVgR = VgR- Peshalb

2 ~

konnen wir jetzt V. und Vi weglassen, und L2 =L, R =R

L

schreiben. Es gilt auch: LIL = id = id_, und

1> Rlg = 1dg

= L(C) (vzw. R = R(C)). Nach Voraussetzung ist auch
n e C(X,1X) (bzw. € e C(RX,X)) ein Epimorphismus (bzw.
Monomorphismus) fiir alle X € C.

Beweis von Satz (9.3). Zunichst sieht man leicht,
dap (1), ('t) und (1) (bzw. (2), (2') und (2")) zu-
einander dquivalent sind. Dann betrachten wir das fol-

gende, kommutative Diagramm:

€4 M
RX > X > 1LX Hier sind €15 €5 und €
3
J;]e B o Tee (bzw. n,, N, und "3)
LRX — — X — — 5> RIX Monomorphismen (bzw, Epi-
153 ‘I'q 3 morphismen),
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Wegen der universellen Eigenschaft von R (bzw. L) exis-

]

tiert genau ein a (bzw. B) mit eya = n,e, (bzw. mit

R(n,) (bzw."
B = L(e,)). Jetzt zeigen wir nur: (1") ==> (21).

BN, ='ﬂ1e1)’ Man kann schreiben: a

(2") ==> (11) ist vollig analog (dual). Sei also (1")

wahr, d.h. ein Isomorphismus, und sei €, auch ein

3
Isomorph;smus. Davn3 ein Isomorphismus ist, eiistigrt
genau ein vy m;t Y, = a, also ist ESYN, = €50 = Ny €y =
= Bq2 und, da M ein Epimorphismus ist, ist E5Y = B. Da
€, ein Isomorphismus ist, ist es auch B = L(e1). Also
ist 9276-1 = 1de und dgswegen ist €5 eine monomorphe

Retraktion, also auch ein Isomorphismus, was zu zeigen

war.

(9.4) Definition Falls die Bedingungen von Satz
(9.3)(1) erfiillt sind, nennen wir L und R miteinander

vertrdglich.

(9.5) Félgerung Seien R und L miteinander vertrdg-
lich wie in (9.3) und (9.4). Dann gilt:

(&) (RL)(RL) = RL, (LR) (LR) = LR.

(b) RL(C) = LR(C).

(¢) RL := RL(C) ist eine volle, epireflektive Unterkate-
gorie von R und eine volle, monokoreflektive Unter-
kategorie von L.

Beweis (a) R(LRL) = RRL = RL. LR analog.
(b) sei X e C mit X = RLX. Dann gilt: LRX = LRRLX =

R

= LRLX = RLX = X. Umkehrung analog.

(c) Fir alle X ¢ RL, Y ¢ R gilt: R(Y,X) = C(¥,X) =

X
= g(Y,va) = L(LY,X) = RL(LY,X).

Wie man leicht sieht, ist das Kommutieren der zwei

Tunktoren R und T, stidrker als deren Vertridglichkeit.
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DaB es echt stdrker ist, sieht man aus dem folgenden
Beispiel. Insbesondere kann man aus Folgerung (9.5)(b)
nicht schlieBen, daB RL = LR wdre, Nach dem Beweils des
Satzes (9.3) weiR man aber, daR die zwei kanonischen

funktoriellen Morphismen von LR nach RL gleich sind.

(9.6) Beispiel (a) In der Kategorie der abelschen

Gruppen definieren wir L(X) = X/2X und R(X) = T(X) =
Torsionsuntergruppe von X. Dann sind die Voraussetzungen
des Satzes (9.3) erfiillt, R und L sind vertriglich, aber
RL(Z) =Z/2Z # O = LR(2Z).

(b) sei (X,3) = {(x)pqy € K': (ne: x| # 0} ist endlich)
mit relativer Produkttopologie und To (bzw. Qv) die as-
soziierte tonnelierte Topologie (bzw. die Quasivervoll-
stindigung) wie in (10.1) (bzw. (10.4)). (X,T) ist ab-
zghlbar dimensional und metrisierbar, ToJ ist die feinste
lokalkonvexe Topologie auf X, und ist vollstdndig.
Qv(X,T) = @5‘, Produkttopologie) ist tonneliert. Also:
ToQv(X,¥) = Qv(X,3) = w # 9 = To(X,3) = QvTo(X,3).

(9.7) Folgerung Im folgenden sind (1)(a) und (1)(b)

zZzueinander &dquivalent:
(1) 1In HfLk:
(a) Die Vervollstindigung eines kompaktbestimmten
Raumes ist kompaktbestimmt.
(b) Der assoziiert kompaktbestimmte Raum zu einem
vollstdndigen Raum ist vollstiandig.
(2) 1In der Kategorie der lokalkonvexen Riumen:
(a) Der assoziierte tonnelierte (bzw. bornologische)
Raum zu einem nuklearen (bzw. Schwartzschen)

Raum ist nuklear (bzw. Schwartzsch).
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(b) Der assoziierte nukleare (bzw. Schwartzsche)
Raum zu einem tonnelierten (bzw. bornologischen)
Raum ist tonneliert (bzw. bornologisch).

(3) 1In der.Kategorie der Hausdorffschen topologischen

R&dume : »

() Die stone-Tech-Kompaktifizierung eines Quotien-
ten elnes metrisierbaren Raumes isf wieder Quo-
tient eines metrisierbaren Raumes. _

(b) sei K ein kompakter topologischer Raum. Auf K
definieren wir eine neue Topologie durch: A € K
ist genau dann abgeschlossen, wenn A die folgen-
de Bedingung erfiillt: (xn)ndN eine Folge in A,
(x,) konvergiert in K ==> limx e A. Dann ist

n
K mit dieser neuen Topologie kompakt.

Bemerkung (1) war die erste Anwendung des erwihnten
Satzes. Siehe hierzu die Einleituﬁg zu diesem Kapitel,
sowie Kapitel 11, insbesondere (11.6) bis (11,10). Die
Aussagen sind falsch nach einem Beispiel von Haydon [24].
Die Aussagen (2) sind'Anwendungen unseres Satzes in der
Kategorie der lokalkonvexen Réumen,:die noch nicht im
Satz von S. Dierolf [15] erfaBt waren., Beispiel (9.8)
zeigt, daB To und Nu nicht vertridglich sind. Bei den Aus-
sagen in (3) handelt es sich um einen Vergleich zwischen
deh Funktoren "Stone-fech-Kompaktifizierung" und "asso-
zilerte folgenbestimmte Topologie", siehe Herrlich [25].
Um zu sehen, daB die zwei Aussagen falsch sind, geniigt
es, einen kompakten, aber nicht folgenbestimmten Raum zu
finden, denn dann ist die assoziierte folgenbestimmte

Topolcgie echt feiner, und daher nicht kompakt. Das wird
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in Beispiel (9.9) gezeigt, das mir W. Roelcke freund-
licherweise mitgeteilt hat.

(9.8) Beispiel Sei (X,T) ein unendlich dimensionaler

Banach-Raum und To (bzw. Nu) die assoziierte tonnelierte
(bzw. nukleare) Topologie. (X,3) ist tonneliert.
(X,0(X,X')) ist als schwache Topologie nuklear. Also ist
o(X,X') € Nu¥ § 3 = 7(X,X). NuJ, der assoziierte nukleare
Raum, ist kein Mackey-Raum, also weder tonneliert, borno-
logisch noch quasitonneliert. To(X,o(X,Xt)) = (X,3) ist
nicht nuklear, also ist ToNu # NuToNu.

(9.9) Beispiel Seiw die kleinste nicht abzdhlbare

Ordinalzahl und sei X := {x: x € w} mit der Ordnungsto-
pologie versehen, siehe z.B. Kelley [27]. Dann ist X
Hausdorffsch und kompakt, aber nicht folgenbestimmt.
Beweis Sei f: X —> IR definiert durch f(w) = 1 und
f(x) = 0 fiir alle x ¢ w. f ist offenbar nicht stetig. Wir
zeigen jetzt, daB f folgenstetig ist. Sei (xn)ndN eine
konvergente Folge in X, und a = 1imxn.
Fall ', a < w. Dann ist X, < w fir fast alle n ¢ N, also
f(xn) = 0 fiir fast alle n ¢ N und folglich konvergiert
f(x,) gegen 0 = f(a).
Fall 2, a = w. Dann ist x, = o filr fast alle n e N (denn,
zu je abzihlbar vielen abzihlbaren Ordinalzahlen existiert
eine abzihlbare obere Schranke). Also ist f(xn) = 1 fir
fast alle n ¢ N und folglich konvergiert f(xn) gegen

1 = f(a).

Das nichste Lemma zeigt, daB® unser Vertridglichkeits-
Begriff in den iiblichen "algebraischen" Kategorien nicht

interessant sein kann.
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g9. 10! Lemma Sel C eine Kategorie, in der entweder
jeder Monomorphismus ein Kern, oder jeder Epimorphismus
ein Kokern ist, Dann sind die Bedingungen in Satz (9.3)
immer erfillt.

Bewelis Falls jeder Monomorphismus ein Kern ist, ist
RLX —> LX ein Kern, also RLX € L nach satz (9.1), d.h.
RLX = LRLX. Der andere Fall geht analog.
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10. Die Kategorie der quasivollstédndigen, tonnelierten

Die wichtigsten kategorientheoretischen Eigenschaften
der Kategorie der quasivollsténdigen, Hausdorffschen, ton-
nelierten, topologischen Vektorrdume werden in diesem Ka-
pitel behandelt. Dlie abgeschlossene monoidale Struktur,
die durch die Funktoren Qv(- ® -) und To£6(-,-) gegeben
wird, wird untersucht. In dieser Kategorie haben wir viele
Beispiele fiir Rdume, fiir die E ® Eé dicht (sogar folgen-
dicht) in £3(E’E) ist. Somit haben wir eine abgeschlossene
monoidale Kategorie gefunden, in der das erste Hindernis
von Beispiel (8.9) iiberwunden ist. Trotzdem bleibt die
Topologie auf E ® E! feiner als die Unterraumtopologie,
so da® alle wichtigen Beispiele negativ ausfallen, siehe

Folgerung (10.16) und Lemma (10.79).

(10.17) Bezeichnung Mit HfTo < HfLk bezeichnen wir

die volle Unterkategorie der Hausdorffschen, tonnelierten
Rdume, siehe Bourbaki [4] (III,1,?). To: HfLk —> HfTo
sei die "Tonnelierung" (assoziierter tonnelierter Raum),
wie bei Robert [43]. HfTo ist eine volle, monokoreflek-

tive Unterkategorie von HfLK.

(10.2) satz seien E,F,G ¢ HfLk. Dann gelten:
(a) F e HfTo ==> £(E ®g F, G) = £(E, £6(F,G)).

(b) E,F e HfTo ==> E® F = E®, F ¢ HfTo.

B
Beweis (a) Sei B ¢ B(E) und f ¢ £(E, £B(F,G)). Dann
ist f(B) beschridnkt in £B(F,G), siehe Bourbaki [4]
(111,2,3,Cor.1), also auch in sc(F,G) und folglich gleich-
gradig stetig in £(F,G), siehe Bourbaki [4] (III,3,6,Thm.2).

Also ist sogar f ¢ Sﬂ(E)(E, £B(F,G)) und (a) folgt dann
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aus Satz (8.5).

(v) sei k = kan: E X F —> E ® F. Nach Definition trigt
E ®‘ F die feinste HfLk-Topologie derart, daB k

(e (E), &(F))-hypostetig, d.h. getrennt stetig, wird.

Mit anderen Worten, trigt E ® F die HfLk-Finaltopologie
beziiglich aller Abbildung k(x,-), k(-,y), x € E, y € F.
E 0‘ F ist also ein Kolimes (in HfLk) von tonnelierten
Ridumen und deshalb selbst tonneliert, nach Satz (9.1)
oder Bourbaki [4] (III,',2,Prop.2). Der Beweis von Teil
(a) zeigt, das, fir E,F e Hrro, #(6(E):E(F)) (g x p, ¢) -
u(a(E)’a(F))(E X F, G) gilt, siehe auch Bourbaki [4]
(II1,4,2). E®, F = E QB F folgt dann aug‘der universel-
len Eigenschaft in Satz (8.5).

Bemerkung Wir hitten hier auch den Bégr;ff "quasi-
tonneliert" benutzen kdnnen, wégen Eourbaki (41
(111,3,ex.17). Da wir aber spiter nur quaéivollstﬁndigé
Riume betrachten wollen, widre das keine echte Verallge-

meinerung, siehé z.B. Schifer [44], Seite 142,

(10.3) Folgerung HfTo ist eine symmetrische, abge-

schlossene, monoidale Kategorie. Insbesondere gilt:
£(E ®, F, G) = £(E, ToxB(F,G)).
Bewels Die Behauptung folgt sofort aus Satz (8.7),

Satz (10.2) und der universellen Eigenschaft von To.

(10.4) Bezeichnung Sei QVHfLk < HfLk . (bzw.

QVHfTo € HfTo) die volle Unterkategorie der quasivoll-

stdndigen Riume, siehe Bourbaki [4] (III,2,5,Def.3).

Qv: HfLk —> QVvHfLk sei die Quasivervollstdndigung, siehe

Robert [43] oder Schwartz [46]. QVHfLk ist eine volle,

epireflektive Unterkategorie von HfLk.
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(10.5) Lemma (a) Qv(HfTo) & HfTo.

(b) To(QVHfLk) < QVHfLKk.

(c) QVHfTo ist eine volle,epireflektive Unterkategorie
von HfTo und eine volle, monokoreflektive Unterka-
tegorie von QVHfLK.
Beweis (a) folgt aus Robert [43], (1.1.5)(a), (b)

aus (a) und satz (9.3), und (c) aus (a), (b) und satz (9.5).

(10.6) satz QVHfTo ist eine symmetrische, abgeschlos-

sene monoidale Kategorie. Insbesondere gelten:

(a) Qv(Ee K) = E.

(b) Qv(Qv(E ® F)® @) = Qv(E® Qv(F® G)).

(c) Qv(E ® F) = Qv(F ®, E).

(d) s(av(E®, F), 6) = £(E, ToLy(F,6)) G € avHrTo.
Beweis (a), (b) und (c) folgen sofort aus Folgerung

(10.3) und Lemma (10.5) und fiir (b), der folgenden {ber-

legung: Fiir alle H e QVHfTo gilt: £(Qv(Qv(E ® F) ®, G),H)

n

s(@v(Ee, F) 8, G, H) = S(Qv(E®, F), £4(0,H)) =
$(Ee, F, £4(6,H)) T S((E®, F) e, G, H) =

=s(E®, (F® G), H) = ... = £((E®, Qv(F®, G)), H).
(d) folgt aus (10.3), (10.5) und der Tatsache, daB

n

£ﬁ(F’G) wieder quasivollstdndig ist, siehe Bourbaki [4]
(111,3,7,Cor.2).
(10.7) satz QvHfTo ist vollstdndig und kovollsténdig.

Limites sind die To-Bilder der in HfLk gebildeten Limites,
und Kolimites die Qv-Bilder der in HfLk gebildeten Ko-
limites.

Beweis Die Behauptung folgt aus der Tatsache, daB
HfLk vollstdndig und kovollstdndig ist, Lemma (10.5)(c),

Satz (9.1) und Pareigis [41], 2.12, Prop. 4 oder auch

Herrlich [25].
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(10.8) Lemma Seien A,B e¢ QVHfTo und h e £(A,B).
Dann gelten die folgenden Aquivalenzen in QvHfTo:
(&) (1) h ist ein Monorphismué ==
(11) h ist injektiv.
(b) (1) h ist ein Epimorphismus <==
"(11) Bi(h) ist dicht in B.
(¢) (1) h ist ein Kern <==
(11) A ist die Tonnelierung eines abgeschlossenen
Unterraums von B (==
(111) h ist 1njektiv, Bi(h) = BITh) und A trigt die
grobste tc’)nnelierte Topoiogie, fiir die h stetig
ist.
(d) (1) h ist ein Kokern (==
(11) B ist die Quasivervollstindigung eines Quotien-
ten nach einem abgeschlossenen Unterraum (==
(111) Bi(h) ist strikt dicht in B und h ist offen.
Beweis (a) (1i) ==> (i) ist klar.
(1) ==> (11): Sei h nicht injektiv. Dann ist

1 h
ToKe (h) ? A —> B ein Widerspruch zu‘h Monomorphismus.
(v) (11) ==> (1) ist klar, wegen der Bedingung Hausdorffsch
(1) ==> (41): sei Bi(h) nicht dicht'in B. Dann ist

o o
A2y B =3 B/BITR] —> Qv(B/BI(R]) ein Widerspruch

zu h Epimorphismus.

(c) (1) ==> (i1) ==> (i11) ist klar wegen Satz (10.7).

(111) ==> (1): Behauptung: h ist ein Kern von jp im

folgenden Diagramm:

) _
, : ' .
A —> Bib B 753 B/B1(h) —I> Qv(B/B1(h))
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Sei A' € QVHfTo und h' e £(A',B), mit jph' = jOht = O.
J Mono ==> pht = 0 ==> Bi(h') © Ke(p) = Bi(h), also exis-
tiert genau ein g mit h' = ig. g ist stetig wegen der
Unterraumtopologie auf Bi(h). Da A' tonneliert ist, exis-
tiert genau ein g!' mit ht' = gth. )
(d) (1) ==> (ii) ==> (iii) ist klar wegen Satz (10.7).

(iii) ==> (1): Behauptung: h ist ein Kokern von 1 im

folgenden Diagramm:
i
Toke (h) —> Ke (h) 53 A —h 53
h Th T~ gt
1 h 3 &

A/Ke(h) —2> Bi(h) — & 3 B¢
Sei B' ¢ QVHfTo, h' € £(A,B') mit h'i = h'0 = 0. ==>
Ke(h) © Ke(ht) ==> es gibt genau ein g mit ghoh, = ht,

da h, ein Isomorphismus ist, und h, offen. Da h, injek-

3
tiv, stetig, relativ offen und strikt dicht ist, exis-

tiert genau ein g' mit h' = ghyhy = g'hshyhy = gth.

(10.9) satz In QVHfTo gilt:

(a) (1) K ist ein Generator.

(1i) X ist ein Kogenerator.
(b) (1) K ist injektiv. .

(11) X ist nicht Kokern-projektiv, also auch nicht

projektiv.

(c) O ist das einzige Kokern-projektive Objekt.

Beweis (a) Seien A,B ¢ QvHfTo und f,g ¢ £(A,B) mit
f # g. Also existiert ein x ¢ A mit f(x) # g(x).
(1) Sei h ¢ £(K,A) definiert durch 1 +—> x.h ist dadurch
eindeutig bestimmt, und existiert, da K dle feinste To-
pologie trdgt. Jetzt ist fh # gh, also ist K ein Generator.
(11) sei y := f(x) - g(x) € B. Da y # O und B lokalkonvex

ist. existiert ein h ¢ £(B.K) mit h(y) # O, nach dem Satz
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von Hahn-Banach. Also ist hf # hg und folglich ist K ein
Kogenerator. ) i
(b) (1) sei h: A —> B ein Monomorphismus und g ¢ £(A,K)."
Nach dem letzten Lemma (10.8)(a) ist h injektiv, also
existiert ein g' ¢ £(B,K) mit gth = g. g' ist stetig,
well K die grobste Hausdorffsche lineare Topologie trégt.
(c) Nach Bourbaki [4] (IV,4;ex.10) existiert ein -
A ¢ QVHfTo mit einem abgeschlossenen Unterraum U derart,

da® der Quotient A/U nicht quasivollstidndig ist. Also
i

ist h: A -£5 A/U —=> Qv(A/U) =: B ein Kokern in QVHfTo,
nach Lemma (10.8)(d), und h ist nicht surjektiv. Sei

x € B\Bi(h) und definieren wir g' ¢ £(@K,B) durch g'(1)=x..
Sel nun 0 # P ¢ QVHfTo., Da P lokalkonvex ist, existiert.
ein g" ¢ £(P,K) mit g" # 0, also existiért ein y e P mit
g"(y) = 1. Mit g := g'g" gilt dann: g(y) = x, also 1ldBt
sich g nicht iiber h faktorisieren, und somit 1st'Phn1cht
Kokefn-prdqekti§; Damit 1stl{c) und agéh'(bf(ii) gezeigt.

Bemerkung Dieser Satz, (b)(ii), hat Auswirkungen in -
der Morita-Theorie fiir monoidale Kategorien,.denn, nach
Lemma (1.5), miissen die Begriffe "endlic¢h" und "endlich .
erzeugt projektiv'" in diesem Falle hicht iibereinstimmen. -

_Die Aussage (c).zeigt auch wie wenig nutzlich der
Begriff "projektiv" in dieser Kategorie ist. Ahnliche
Fragen wurden auch von Dostal [17] und Geiler [21] be- -
handelt.

(10:10) Folgerung Sei E e¢ QvHfTo. Dann gilt:.

(2) B: Qv(ToER ® E) —> K: 1 @ .x'+—> 1(x) .und’

¥: Qu(E®, TOER) —> 'I_‘or,B(E,E): ®1 > (y > x1(y))

sind stetig ﬁnd li.rlea.x"."~ -
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(v) Qv(E ®, -): QVHfTo —> QVHfTo erhdlt Kolimites, und

To SB(E,-): QVHfTo —> QVHfTo erhdlt Limites.
(c¢) Tos (E,-) und Toxﬁ(E,-): HfTo —> HfTo sind funk-

toriell isomorph.
(d) E,F e Ban ==> Tos ((E,F) = xa(E,F) und ToEY = EL.
Beweis (a) folgt aus der Konstruktion in Definition
(1.3), und (b) ist eine allgemeine Eigenschaft von adjun-
gierten Funktoren, siehe z.B. Pareigis [41], 2.7 Thm.3.
(c) Mit satz (8.7) und Folgerung (10.3) sieht man, dag
Tof  (E,-) und To&B(E,-), als Endofunktoren auf HfTo,
beide rechtsadjungiert zu (E ®1 -) sind. Die Behauptung
folgt dann aus der Eihdeutigkeit von adjungierten Funk-
toren, siehe Pareigis [41], 2.1 Prop. 1.
(d) ist ein Spezialfall von (c), da in diesem Falle die

starke Topologie tonneliert ist.

(10.11) Lemma Sei E ¢ QVHfLK und E normierbar. Dann

ist E genau dann endlich in QvHfLk, wenn E endlich dimen-
sional ist.

Bewels Da normierbare Rdume metrisierbar sind, sind
die Quasivervollstdndigung und die Vervollstdndigung in
diesem Falle gleich. AuBerdem sind Banachrdume tonneliert.

Also ist Qv(E ®, ToE') = E®_ E' und Tof . (E,E) = £ (E,E).
s B B

B
Wir befinden uns also in der gleichen Situation wie in
Beispiel (8.9).

Bei der Frage, welche Rdume "endlich" in QvHfTo
sind, wollen wir zunidchst den "trivialen" oder "uninte-

ressanten" Fall erledigen.

(10.12) Lemma Sei E ¢ QVHfTo und E endlich dimen-

sional. Dann ist E endlich im Sinne von Definition (1.4).
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Bewels Wegen der ‘endlichen Dimension ist der kano-
nische Morphismus f: Qv(E® E') = E® E' —> £B(E,E)
bijektiv, und die Bedingung "endlich dimensional und
Hausdorffsch" sorgt dafiir, daB iiberall nur eine Topolo-
gie moglich ist.

(10.13) Lemma Sei E ein Fréchet-Raum, und sei die

kanonische Bilinearform (Auswertung) k: Eé XE—K
(bzw. E! X E —> K) stetig. Dann ist E normierbvar (bzw.
endlich dimensional).

Beweis Aus der Stetigkeit von k folgt die Existenz
einer Nullumgebung U < E und einer beséhrénkten (bzw.
kompakten) Menge B € E (bzw. K © E) mit k(B%,U) < [-1,1]
(bzw. k(K°,u) © [-1,1]), wobei A® das Polare von A be-
zeichnet. Dann ist U < B%° (bzw. U < k°°), d.h. es exis-
tiert eine beschridnkte (bzw. kompakte) Nullumgebung, wo-
raus die Behauptung folgt.

(10.14) Folgerung Sei E ein nicht normierbarer (bzw.

ein unendlich dimensionaler) Fréchet-Raum. Dann ist die
Topologie E @, Eé (bzw. E®, E!) echt feiner als E ® EL
(bzw. E ®. EL).

Beweis Nach Lemma (10.1'3) ist die kanonische Bi-

linearform getrennt stetig, aber nicht stetig.

(10.15) satz sei E e QVHfTo derart, dag Eé und
£B(E,E) auch tonneliert sind. Falls E endlich im Sinne
von Definition (1.4) ist, ist E endlich dimensional.

Beweis Nach den Voraussetzungen ist Qv(E ®, Eé) =
= xB(E,E), also ist der kanonische Morphismus

E ®t Eé e £B(E,E) relativ offen. Da aber die Unterraum-

Topologie gerade E ®e E} ist, siehe Kothe [29], gilt:

1
R/

1 = ' — E® R lgerun 10.14
Ee EL=E® El-E®e_ E Aus Folg g ( )
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schliefen wir, daB E normierbar ist und, daB E quasi-
vollstindig, sogar ein Banachraum ist. Dann folgt die

Behauptung aus Lemma (10.17).

(10. 16) Folgerung Die folgenden Riume sind nicht

endlich in QVHfTo im Sinne von Definition (1.4):
(2) o=-®" =cmx) - @)
() ¢=x™ =copn,K) - s)
(c) e(M) = ¢®(M,K), M kompakte C”-Mannigfaltigkeit,
M| > In|

() s=38(&") Ze(o,1]) =e(s)
(e) er(M), st, 81,
Dabei trigt w die Produkttopologie, ¢ die Lk-®-Topologie,
¢ (M) die Topologle der kompakten Konvergenz von Funk-
tionen und allen Ableitungen, und E' die starke Topologie.

Beweis Sei E ¢ {w, €(M), s). Dann ist E Fréchet,
nuklear, reflexiv und Eé ist tonneliert. Nach Bourbaki
(4], (I11,3,ex.9) gllt: £4(w,0) = So(0 ) = (£5(0,K)
= J‘ = wp und qw ist, als Produkt tonnelierter Riume,
wieder tonneliert, siehe Bourbaki [4] (IV,2,ex.9b).
xB(s,s) und sB(&(M), €(M)) sind vollstindig und borno-
logisch, also auch tonneliert, nach Grothendieck [23],
Seite 128 und 129. Also ist To&B(E,E) = SB(E,E). Die
Behauptung fir E folgt jetzt aus dem letzten Satz (10.15).
Die Behauptung fiir EY folgt aus Lemma (3.6), da alle

Rdume reflexiv sind, und ¢ = wt.

Falls M eine nicht kompakte C”-Mannigfaltigkeit ist,
konnen wir das obige Argument nicht mehr anwenden, denn
xB(e(R“), e(R™)) ist nicht tonneliert, nach Grothendieck
[23], Seite 98. Um die Frage der Endlichkeit von €(M) zu
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kldren, bendtigen wir jetzt noch einige Lemmata.

(10.17) Lemma Sei M eine C”-Mannigfaltigkeit und

A & M eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit. Dann
besitzt (M) —> €(A) einen stetigen, linearen Schnitt.
Beweis Nach Brdcker und Janich [7], 12.11, exis-
tiert eine Tubenumgebung U von A in M. Dann existiert
ein ¢ ¢ €(M) mit suppp © U und ¢(x) = 1 flir alle x ¢ A
(z.B. well U, M\A eine offene, lokalendliche ijberdeckung
von M ist, siehe Dieudonné [16] (16.4.1)). Jedes f ¢ €(A)
kann, wegen der Biindel-Eigenschaft der Tubenumgebung,
trivial (d.h. konstant in der transversalen Richtung)
auf ganz U fortgesetzt werden. Aus der Definition der
Topologie auf e(-) sieht man, da® dieser Fortsetzungs-
prozeB eine stetige, lineare Abbildung €(A) —> €(U)
liefert. Die Multiplikation mit ¢ ist dann eine stetige,
lineare Abbildung &(U) —> €(M), nach Dieudonné [16]
(17.1.4). Die Zusammensetzung &(A) —> €(U) —> €(M)

liefert den gewlinschten Schnitt.

(10.78) Lemma Sei M eine C™-Mannigfaltigkeit. Dann

148t sich N genau dann abgeschlossen in M einbetten,
wenn M nicht kompakt ist.

Bewels Da IN, mit der diskreten Topologie, auch die
triviale C”-Struktur tragen muB, ist eine topologische
Einbettung schon eine Cm-Einbettung. Das ist #quivalent
zur Existenz einer Folge von Punkten aus M, die keinen
Hdufungspunkt in M besitzt. Dies ist aber genau dann
moglich, wenn M nicht kompakt ist, siehe Bourbaki [3]

(1X,2,9,Prop.15).
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(10.19) Lemma Sei M eine nicht kompakte ¢”-Mannig-

faltigkeit. Dann ist € (M) nicht endlich in QVHfTo im
Sinne von Definition (1.4)

Beweis Nach Lemma (10.18) 14Rt sich N abgeschlossen
in M einbetten, und, nach Lemma (10.17) ist dann £(N) =
ein direkter Faktor von €(M). Wenn &(M) endlich wire,
dann wire auch €(N) endlich nach Lemma (3.3), im Wider-

spruch zu Folgerung (10.16)(a).

(10.20) Folgerung Sei M eine C”-Mannigfaltigkeit.

Dann sind &dquivalent:
(a) &(M) ist endlich in QvHfTo.
(b) M ist eine endliche Menge.
(c) e(M) ist endlich dimensional.
Bewels Die Behauptung folgt unmittelbar aus Folge-
rung (10.16)(c) und Lemma (10.19).
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11. Andere Kategorien topologischer Vektorrdume

In diesem Kapitel behandeln wir einige Kategorien,
die zur Kategorie der quasivollstdndigen, tonnelierten
Rdume weitgehend analog sind, insbesondere die Kate-
gorie der Mackey-Folgen-vollstidndigen, bornologischen
Riume, und die der folgenvollstidndigen, kompakt-bes-
timmten R&ume.

(11.1) Bezeichnung Mit HfBo © HfLk bezeichnen wir

die volle Unterkategorie der bornologischen Rdume, siehe

Bourbaki [4] (III,2,ex.12), und mit Bo: HfLk —> HfBo

die "Bornologisierung" (assoziierter bornologischer Raum),

siehe Bourbaki [4] (III,2,ex.13). HfBo ist eine volle,

monokoreflektive Unterkategorie von HfLk.

(11.2) satz seien E,F,G ¢ HfLk. Dann gelten:
(a) F ¢ HfBo ==> £(E ®g F, G) = £(E, £B(F,G)).
() E,F e HfBo ==> E® F=E®BFew.

Beweis Der Bewels 1st analog zu (10.2), wenn man
berﬁckgichtigt, daB beschrinkte Teilmengen von SB(F,G)
gleichgradig stetig sind, siehe Bourbaki [5], Prop. 6,
und, daB Kolimites bornologischer Rdume bornologisch

sind, wegen Satz (9.1) oder Bourbaki [4] (III,2,ex.17a).

(11.3) Folgerung HfBo ist eine symmetrische, abge-

schlossene, monoidale Kategorie. Insbesondere gilt:
s(E® F, G) = £(E, Bo£B(F,G)).
Bewels Es folgt aus (11,2), analog zu (10.3).

(11.4) Bezeichnung Sei MvHfLk < HfLk (bzw.

MvHfBo © HfBo) die volle Unterkategorie der Mackey-Fol-

gen-vollstiandigen Rdume, wie bei P. Dierolf [13], Seite
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23. Mv: HfLk —> MvHfLk sei die Mackey-Folgen-Vervoll-

stdndigung. MvHfLk ist eine volle, epireflektive Unter-
kategorie von HfLk.

(11.5) Lemma (a) Mv(HfBo) & HfBo.

(b) Bo(MvHfLk) < MvHfLk.

(c) MvHfBo ist eine volle, epireflektive Unterkategorie
von HfBo und eine volle, monokoreflektive Unterka-
tegorie von MvHfLk.

(d) E ¢ MvHfBo ==> E ultrabornologisch ==> E e HfTo.

(e) QVHfLk © MvHfLKk.

Beweis (a) folgt aus P. Dierolf [14], Prop. 1, (b)
aus (a) und Satz (9.3), und (c) aus (a), (b) und Satz
(9.5). (d) folgt aus P. Dierolf [13], Seite 27 oder
Kothe [28], seite 384(2) und Bourbaki [4] (III,3,ex.11a).
(e) folgt aus P. Dierolf [13], Seite 24,

Wir sehen also, da® Mv und Bo miteinander vertrig-
lich sind, aber auch, daB Mackey-Folgen-vollstidndige,
bornologische Rdume automatisch tonneliert sind. Da wir
eine moglichst starke Vollstdndigkeits-Eigenschaft haben
wollten, scheint die Kategorie der quasivollstidndigen,
tonnelierten Rdume fiir unsere Zwecke etwasAeher angemes-
sen zu sein als die der Mackey-Folgen-vollstidndigen,
bornologischen Ridume.

(11.6) Bezeichnung Mit HfKb © HfLk bezeichnen wir

die volle Unterkategorie der kompaktbestimmten Riume im

Sinne von "compactly determined" bei Porta [42], "ck-
Ridume" bei Frolicher und Jarchow [20] und "lokon*hvl"

bei Seip [47]. Kb: HfLk —> HfKb sei die "Kompaktbe-

stimmung, d.h. der Funktor .£ bei Porta, ck bei Frolicher



-95-
und Jarchow und LKeKE bei Seip. HfKb ist eine volle,

monokoreflektive Unterkategorie von HfLK.

(11.7) satz seien E,F,G ¢ HfLk. Dann gelten:
(a) F e HfKb ==> £(E ®,F, G) = £(E, £ _(F,G)).
(v) E,F e HfKb ==> E ® F=E® F e HfKD.

Beweis Der Beweis ist analog zu (10.2), wenn man
beriicksichtigt, dag prakompakte Teilmengen von SK(E,F)
gleichgradig stetig sind, nach dem Satz von Ascoli,
siehe Bourbaki [3] (X,2,5,Thm.2). Kolimites kompaktbe-
stimmter Rdume sind wieder kompaktbestimmt nach Satz
(9.1) oder pPorta [42].

(11.8) Folgerung HfKb ist eine symmetrische, abge-

schlossene, monoidale Kategorie. Insbesondere gilt:
¢(E®, F, G) = £(E, Kbg (F,G)).
Beweis Es folgt aus (11.7), analog zu (10.3).

(11.9) Bezeichnung Sei FvHfLk € HfLk (bzw.

FvHfKb © HfKb) die volle Unterkategorie der folgenvoll-

stdndigen Riume im Sinne von "semi-complet" bei Bourbaki
(4] (111,3,ex.10) oder Kothe [28] (18.4).
Fv: HfLk —> FvHfLk sel die Folgenvervollstidndigung.

FvHfLk ist eine volle, eplreflektive Unterkategorie von
Hka’

(11.10) Lemma (a) Fv(HfKD) < HfKb.

(b) Kb(FVHfLk) © FvHfLK.

(c) FvHfKb ist eine volle, epireflektive Unterkategorie
von HfKb, und eine volle, monokoreflektive Unterka-
tegorie von FvHfLK.

Bewels (a) folgt aus Seip [47], (b) aus (a) und

satz (9.3), und (c) aus (a), (b) und Folgerung (9.5).



-96-
(11.11) Satz FvHfKb ist eine symmetrische, abge-

schlossene, monoidale Kategorie. Insbesondere gelten:

(a) Fv(E®, K) T E

(v) Fv(Fv(E®, F)® G) = Fv(E® Fv(F® G)).

(¢) Fv(E ®, F) = Fv(F ®, E).

(d) £(Fv(E® F), 6) = £(E, Kkog, (F,G)) Aa e Fvirko.
Beweis Die Behauptung folgt aus (11.8) und (11.10),

analog zu (10.6), wenn man beriicksichtigt, dag xK(F,G)

folgenvollstindig ist.

(11.12) satz (a) FvHfKb ist vollstindig und kovoll-
stdndig. Limites sind die Kb-Bilder der in HfLk ge-
bildeten Limites, und Kolimites die Fv-Bilder der
in HfLk gebildeten Kolimites.
(b) K ist ein Generator und ein Kogenerator in FvHfKb.
(¢) K ist injektiv in FvHfKb.
Beweis (a) folgt aus Lemma (11.10)(c) und satz (9.1)
wie satz (10.7). (b) und (c) sind analog zu Satz (10.9).

(11.13) Bemerkung Wenn wir "kompakt" (bzw. "kom-

paktbestimmt", "folgenvollstindig") durch "prikompakt"
(ozw. "p-bestimmt", "p-vollstindig") ersetzen, kdnnen
wir das letzte Beispiel v5llig analog durchziehen, siehe
Brauner [6], der aber etwas andere Methoden benutzt.

(11.14) Bemerkung Wenn wir mit dem Begriff "absolut

konvex, kompakt" anstelle von "kompakt" arbeiten, bekom-

men wir den Begriff "espace de Kelley" von Buchwalter [8].

(11.15) Beispiel Die folgenden Riume sind nicht

endlich in FvHfKb: w S e@®), ¢ T e(N), (M) mit M eine

c®-Mannigfaltigkeit und |M| = IN|, s = 8(R"), &1 (M),

st, 8¢,
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Bewels Der Bewelis ist v6llig analog zu Folgerung
(10.16) und Lemma (10.19), wenn man beriicksichtigt, da
alle genannten Riume Montel sind, also SB(E,-) = SK(E,-),
daB bornologische Riume kompaktbestimmt sind, und, daB

E ®'c F hochstens feiner als E ®B F 1ist.
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