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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit widmet sich verschiedenen Aspekten der Diracgleichung der relati-
vistischen Quantenmechanik aus Sicht der Mathematik. Motiviert durch das in den letzten
Jahren geweckte Interesse an Graphen wird zuerst eine ausgezeichnete selbstadjungierte
Fortsetzung des masselosen Diracoperators in zwei Dimensionen studiert, dessen Potential
eine Coulomb-Singularitét besitzt.

In einem weiteren Kapitel wird ein semiklassischer Diracoperator mit glattem und
beschrianktem Potential in beliebiger Dimension betrachtet. Ziel ist es, unter geeigneten
Voraussetzungen die semiklassische Asymptotik des Greenschen Kerns zu untersuchen.
Dazu wird eine geeignete Gewichtsfunktion konstruiert, die zur Konjugation des Dira-
coperators mit exponentiellen Gewichten dient. Ferner werden die Eigenwerte und Ei-
genprojektionen des Symbols des konjugierten Diracoperators studiert. Im Rahmen einer
WKB-Konstruktion werden dann Néherungslosungen der komplexwertigen zeitabhéngigen
Hamilton-Jacobi-Gleichung und der Transportgleichungen ermittelt. AnschlieBend wird mit
Hilfe eines Ansatzes in Gestalt eines Fourierintegraloperators mit komplexwertiger Phase
eine Parametrix des konjugierten Diracoperators bestimmt. Schliellich wird die Asympto-
tik des Greenschen Kerns des konjugierten Diracoperators und damit auch die semiklas-
sische Asymptotik des Distributionskerns der Inversen des Diracoperators ermittelt. Es
wird gezeigt, dafl dieser Kern als Produkt eines exponentiell abfallenden Faktors, der einen
gewissen Agmon-Abstand enthélt, und einer Amplitude, die eine asymptotische Entwick-
lung in Potenzen des semiklassischen Parameters besitzt, darstellbar ist. Ferner wird eine
explizite Darstellung fiir den fithrenden Term dieser Asymptotik bewiesen.

This thesis adresses different aspects of the Dirac equation of relativistic quantum
mechanics from a mathematical point of view. Motivated by the recent interest in graphene
a distinguished self-adjoint extension of the massless Dirac operator in two dimensions will
be studied whose potential has a Coulomb singularity.

Then a semi-classical Dirac operator with a smooth and bounded potential will be
discussed in arbitrary dimensions. The aim is to study the semi-classical asymptotics of
the Green kernel under suitable assumptions. To this end a suitable weight function will
be constructed that will allow to conjugate the Dirac operator with exponential weights.
Moreover, the eigenvalues and eigenprojections of the symbol of the conjugated Dirac ope-
rator will be studied. Through a WKB construction approximate solutions of the complex
time dependent Hamilton-Jacobi equation and the transport equations will be determi-
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ned. Afterwards a parametrix for the conjugated Dirac operator will be obtained using
a Fourier integral operator with complex-valued phase function as an ansatz. Eventually,
the asymptotics of the Green kernel of the conjugated Dirac operator and thereby also the
semi-classical asymptotics of the distribution kernel of the inverse of the Dirac operator will
be established. It will be shown that this kernel can be represented as a product of an ex-
ponentially decaying factor involving an associated Agmon distance and an amplitude that
admitts an asymptotic expansion in powers of the semi-classical parameter. Furthermore,
an explicit formula for the leading term in these asymptotics will be obtained.



Kapitel 1

Einleitung

Der Physiker P. A. M. Dirac widmete sich der Untersuchung der relativistischen Quan-
tenmechanik, was zu der in [2] angegebenen Diracgleichung aus dem Jahre 1928 fiihrte.
Mittels dieser Gleichung 148t sich das Verhalten von relativistischen Teilchen mit Spin
1/2, wie das z.B. fiir Elektronen der Fall ist, beschreiben. Die Diracgleichung ist danach
stets von groflem Interesse in der relativistischen Quantenmechanik gewesen und viele ihrer
Aspekte sind studiert worden. Zu dieser langen Geschichte gesellten sich in jiingerer Ver-
gangenheit weitere Anstofle durch die neu gewonnene Bedeutung von Graphen erhalten.
Bei Graphen handelt es sich um zweidimensionale, in einem Sechseckgitter angeordnete
Kohlenstoffschichten in Graphit. Im Folgenden wollen wir uns mit zwei dieser Aspekte aus
Sicht der Mathematik befassen. Zum einen betrifft das die Frage nach der Existenz einer
ausgezeichneten selbstadjungierten Fortsetzung des minimalen Diracoperators mit Coulom-
bartigem Potential in zwei Dimensionen. Zum anderen wenden wir uns der Untersuchung
der semiklassischen Asymptotik der Resolvente eines Diracoperators zu.

1.1 Der Diracoperator mit Coulombartigem Potential
in zwei Dimensionen

Hier wird das Problem studiert, das in der Bestimmung einer ausgezeichneten selbstad-
jungierten Fortsetzung des minimalen Diracoperators, dessen Potential eine Coulomb-
Singularitét besitzt, liegt. Ein erster Schritt wurde mittels der Kato-Ungleichung unter-
nommen, mit deren Hilfe sich die Pseudo-Friedrichsfortsetzung definieren 148t. In den
Arbeiten [4, 9 [11], 35, [40] finden sich ausgezeichnete selbstadjungierte Realisierung des
Coulomb-Dirac-Operators in drei Dimensionen, sofern die Kopplungskonstante des Poten-
tials die Bedingung 0 < g < 1 erfiillt. Keine der bislang erwdhnten Arbeiten konnte jedoch
eine ausgezeichnete Fortsetzung im Fall der kritischen Kopplungskonstante 1 liefern. Dieses
Problem wurde erst im Jahre 2007 in [32] gelost. Der dabei stets betrachtete massive dreidi-
mensionale Diracoperator war lange Zeit von primérer Bedeutung. Durch die in den letzten
Jahren gewonnene Bedeutung von Graphen wurde das Interesse an der Untersuchung des-
selben Problems fiir einen masselosen zweidimensionalen Diracoperators verstéarkt. Denn
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die Anregungen niedrigenergetischer Elektronen in Graphen lassen sich durch masselose
Dirac-Fermionen in zwei Dimensionen beschreiben, wobei nur die Lichtgeschwindigkeit ¢
durch die Fermi-Geschwindigkeit vp &~ 10°2 ersetzt ist (siche z. B. [14] 15}, 17, 29]). Wie
die Artikel [15 17, 29] zeigen, ist das Problem stabil, wenn die Kopplungskonstante < % ist,
hingegen instabil, wenn die Kopplungskonstante > % ist. Das legt nahe, dafl der Wert der
kritischen Kopplungskonstante bei der Suche nach einer ausgezeichneten selbstadjungierten
Erweiterung in zwei Dimensionen % ist.

In Kapitel 2 ist das Hauptergebnis die Charakterisierung einer ausgezeichneten selbst-
adjungierten Realisierung des masselosen zweidimensionalen Diracoperators mit Coulom-
bartigem Potential, dessen Kopplungskonstante der Voraussetzung g < % geniigt. Ein we-
sentlicher Punkt des Beweises, der [32] folgt, ist die Verwendung einer Variante der Hardy-
Ungleichung. Hardy-Ungleichungen fiir den Diracoperator finden sich etwa in [20, [30] B1].
Motiviert durch [21] wird in [20] eine Min-Max-Charakterisierung der Eigenwerte, die sich
in der Liicke im wesentlichen Spektrum eines Diracoperators befinden, gezeigt. Dabei las-
sen sich auch Diracoperatoren mit Coulombartigem Potential behandeln und es ergeben
sich neue Varianten der Hardy-Ungleichung, die dann in [31] auf direktem analytischem
Wege bewiesen werden.

1.2 Semiklassische Asymptotik der Resolvente eines
Diracoperators

Das Problem sich mit dem semiklassischen Limes der Diracgleichung zu befassen, hat eine
lange Geschichte. Bereits im Jahre 1932 studierte W. Pauli in [10] mit Hilfe des WKB-
Verfahrens dieses Problem. Allerdings konnte W. Pauli die Amplitude nur in einigen Spe-
zialféllen bestimmen. Das wurde im Jahre 1963 von S. I. Rubinow und J. B. Keller in [28]
verallgemeinert. Deren WKB-Losung ist das Produkt aus einem Phasenfaktor und einer
Amplitude, die eine Potenzreihe in A darstellt. Im Jahre 1982 wurde das Problem von
K. Yajima in [41] aufgegriffen, um sich der quasiklassischen Néaherung der Diracgleichung
zu widmen, deren Evolutionsoperator zu konstruieren und sich dann in der darauf auf-
bauenden Arbeit [42] mit der Streutheorie zu befassen. Arbeiten jiingeren Datums sind
etwa [37, B8] von J. Bolte und S. Keppeler, die eine semiklassische Entwicklung des Evo-
lutionsoperators und eine Spurformel angeben. Diese Entwicklung erhalten J. Bolte und
S. Keppeler, indem sie den Integralkern des Evolutionsoperators mit Hilfe einer Variante
des WKB-Verfahrens untersuchen. An dieses Problem wollen wir in Kapitel |3| anschlieflen,
wenn wir die semiklassische Asymptotik des Distributionskerns der Inversen des Diracope-
rators ermitteln. Dieser Kern wird sich als Produkt eines exponentiell abfallenden Faktors,
der einen gewissen Agmon-Abstand enthélt, und einer Amplitude, die eine asymptotische
Entwicklung in Potenzen von h besitzt, darstellen lassen. Wir wollen dabei auf [8] auf-
bauen. In [§] wurde von O. Matte bereits eine dazu analoge asymptotische Entwicklung
fiir eine Klasse von h-Pseudodifferentialoperatoren angegeben, deren Symbole periodisch
in den Impulsvariablen sind. Der soeben erwihnte Agmon-Abstand geht hierbei aus einem
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Finsler-Abstand in [8] hervor.

Viele Arbeiten befassen sich mit diversen Aspekten des semiklassischen Diracoperators.
Abschlieend wollen wir einige davon erwidhnen. Abschnitt 14 aus [33] geht auf die semi-
klassische Naherungslosung des Cauchy-Problems fiir die Diracgleichung ein. Weiterhin
behandelt [39] die Anzahl der Eigenwerte eines Diracoperators im semiklassischen Limes
und den exponentiellen Abfall der Eigenfunktionen, sofern das Potential mehrere Minima
und Maxima besitzt. Ferner wenden sich [19, 25] der Streutheorie zu. In [25] findet sich
eine semiklassische Entwicklung der Streuamplitude eines Diracoperators und in [19] eine
der Streuphase. Uberdies werden in [5] Resonanzen und die Asymptotik der spektralen
Verschiebungsfunktion des semiklassischen Diracoperators betrachtet.

1.2.1 Ubersicht iiber die Hauptergebnisse

Im Folgenden geben wir eine Ubersicht iiber die Ergebnisse von Kapitel . Weitere Infor-
mationen befinden sich in den Einleitungen der jeweiligen Abschnitte und Unterabschnitte.

In Kapitel |3| werden wir die semiklassische Asymptotik des Distributionskerns eines
Diracoperators untersuchen und den fithrenden Koeffizienten dieser Asymptotik ermitteln.
In Abschnitt definieren wir zunéchst semiklassische selbstadjungierte Diracoperatoren
und fithren den Distributionskern ein.

In Abschnitt 3.2/ konjugieren wir den Diracoperator mit exponentiellen Gewichten. Dazu
konstruieren wir eine geeignete Gewichtsfunktion, die im wesentlichen durch einen gewis-
sen Agmon-Abstand gegeben ist, indem wir dem Beweis aus [8] folgen. Ferner studieren
wir die Eigenwerte und Eigenprojektionen des Symbols des konjugierten Diracoperators.
Denn die Asymptotik des Greenschen Kerns des konjugierten Diracoperators wird die des
eigentlichen Operators bestimmen.

Dann geben wir in Abschnitt eine Ndherungslosung der zeitabhéngigen Hamilton-
Jacobi-Gleichung an. Da diese Gleichung komplexwertig ist, ist mit fast analytischen Fort-
setzungen zu arbeiten und diese Gleichung wird nicht exakt 16sbar sein. Dabei folgen wir
den aus [6], 8, 27] bekannten Konstruktionen.

In Abschnitt bestimmen wir einen Ansatz fiir eine Parametrix des konjugierten Di-
racoperators. Dazu zerlegen wir diesen durch geeignete Projektionen in einen Plus- und
einen Minus-Teil und fiir jeden der beiden Teile konstruieren wir mittels eines WKB-
Verfahrens Parametrizen der Warmeleitungsgleichungen. Diese integrieren wir dann bzgl.
der Zeitvariablen. Als Ansatz fiir die Parametrizen der Wérmeleitungsgleichungen ver-
wenden wir Fourierintegraloperatoren mit komplexwertiger Phase. Ferner ermitteln wir
Néherungslosungen der komplexwertigen Transportgleichungen und folgen dabei der Stra-
tegie aus [41]. Die so erhaltenen Losungen der Hamilton-Jacobi-Gleichung und der Trans-
portgleichungen setzen wir zu einer Losung der zeitabhéngigen Diracgleichung, die zum
konjugierten Diracoperator gehort, zusammen.

Danach werden wir in Abschnitt 3.5 mittels eines Standardverfahrens den Teil der Pa-
rametrix konstruieren, der zum Bereich, wo das Symbol des konjugierten Diracoperators
invertierbar ist, gehort. Insgesamt liefert uns das eine Parametrix des konjugierten Dira-
coperators und damit einen Ausdruck fiir den Kern der Inversen des Diracoperators.
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In Abschnitt bestimmen wir die Asymptotik des Greenschen Kerns des konjugierten
Diracoperators mit Hilfe der Methode der stationédren Phase. Es sei bemerkt, dafl zu dieser
Asymptotik nur der Plus-Teil beitragt, wenn das Potential negativ ist.

Schliefllich ermitteln wir in Abschnitt die semiklassische Asymptotik des Distri-
butionskerns der Inversen des Diracoperators und bestimmen den fithrenden Term dieser
Asymptotik. Ferner betrachten wir statt negative, auch positive Potentiale und widmen
uns dem Beispiel konstanter Potentiale.

In Anhang[A]werden wir die BMT-Gleichung fiir die Thomas-Préizession betrachten und
den Zusammenhang zwischen dieser Gleichung und dem Ergebnis aus Abschnitt her-
stellen. Dabei werden wir der Vorgehensweise aus [38] folgen, um die Transportgleichungen
zu 16sen, und so alternative Formeln zu denen aus Abschnitt erhalten.



Kapitel 2

Der Diracoperator mit
Coulombartigem Potential in zwei
Dimensionen

2.1 Motivation

2.1.1 Verunreinigungen in Graphen

Aufgrund des in den letzten Jahren rasant gestiegenen Interesses an Graphen betrachten
wir Verunreinigungen in Gestalt einer einzelnen Coulomb-Singularitdt in Graphen (siehe
z. B. [15], [I7] oder [29]). Wir bemerken zunéchst, daf sich die Anregungen niedrigener-
getischer Elektronen in Graphen durch masselose Dirac-Fermionen beschreiben lassen, wie
etwa in Abschnitt I1.B aus [14] dargestellt. Wenn wir i = 1 setzen, ist durch

vp (—w.V—g>¢:E¢. (2.1.1)

das Problem von Verunreinigung in Gestalt einer einzelnen Coulomb-Singularitét, die sich
im Ursprung des Koordinatensystems befindet, gegeben. Hierbei notieren wir durch oy, o9
die Pauli-Matrizes und durch o := (01, 02) den Vektor der Pauli-Matrizes. Ferner bezeich-
nen wir mit r» den Betrag von z. vp = % ~ 106% ist die Fermi-Geschwindigkeit, wobei
t =~ 2,7 eV die Hopping-Energie zwischen néchsten Nachbarn und a der Kohlenstoft-
Kohlenstoff-Abstand ist. g = VZF—G:O ist die Kopplungskonstante mit der Dielektrizitédtskon-
stante €, der Elementarladung e und der Kernladungszahl Z.

Wenn wir dieses Coulomb-Dirac-Problem in Graphen betrachten, héingt das Verhalten
der Wellenfunktion vom Wert der Kopplungskonstante g ab. Einerseits gibt es den unter-
kritischen Fall, wenn ¢ kleiner als der kritische Wert g, := % ist. In diesem Fall ist die
Wellenfunktion durch gewisse spezielle Funktionen gegeben. Andererseits befinden wir uns
im iiberkritischen Fall, wenn g groBer als 1 ist. Dann ist das Problem instabil, was dazu

2
fithrt, daf§ das Elektron in den Kern stiirzt.
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Dies wird sich im Hauptergebnis, das sich im néchsten Abschnitt findet, in der fol-
genden Art und Weise wiederspiegeln. Wir werden eine ausgezeichnete selbstadjungierte
Fortsetzung des masselosen zweidimensionalen Diracoperators mit Coulombartigem Poten-
tial, dessen Kopplungskonstante g < % geniigt, bestimmen.

2.1.2 Der Coulomb-Diracoperator in zwei Dimensionen

Wenn wir A und die Fermi-Geschwindigkeit v gleich 1 setzen, erhalten wir den formalen
Differentialausdruck —io - V — 2. Wir wollen nun diesen Differentialausdruck als ausge-
zeichneten selbstadjungierten Operator realisieren. Da Diracoperatoren nicht nach unten
halbbeschrankt sind, ist es nicht moglich die Friedrichsfortsetzung als selbstadjungierte
Fortsetzung zu definieren. Wir bemerken zunéchst, dal die Kato-Ungleichung

VoA s AT

472
> — 7 ~ 0,229
I'(1/4)

1
v T(1/4)
in zwei Dimensionen gilt. Ein Beweis dieser Ungleichung findet sich etwa in [I]. Dieser folgt
der Strategie aus [22] und [23] . Folglich 1a8t sich unter Verwendung der Pseudo- Fried-
richsfortsetzung eine Realisierung des Differentialausdrucks —io -V — £ als ausgezeichneter

selbstadjungierter Operator angeben, sofern g € (0, F(iT/;l)T erfiillt ist. Nach Einfithrung
von Polarkoordinaten sehen wir, daf§ —io -V — £ aufgrund des ,,schwachen® Grenzkreisfalls
bei 0 eine selbstadjungierte Realisierung fiir g € (0, %) besitzen sollte. Dem Problem, eine

re/4)*

472

ausgezeichnete selbstadjugierte Realisierung fiir g > anzugeben, wenden wir uns im
Folgenden zu.

Beispielsweise befassen sich die Arbeiten [4, @, 11l B35, 40] mit einer ausgezeichneten
selbstadjungierten Fortsetzung des minimalen Coulomb-Dirac-Operators in drei Dimen-
sionen. Wir bemerken, daf§ es auch im zweidimensionalen Fall moglich ist den Arbeiten

[4, 9, [40] zu folgen und so eine ausgezeichnete selbstadjungierte Realisierung von
. 1
Do—g::—za'V—l—ﬁ—g, G = 0 ,
r r 0 —1

zu erhalten, dessen Kopplungskonstante 0 < g < % geniigt. Indem man mit Hilfe der
Strategie aus [40]

[ 2 (Do — in) H2 | rY2 (Dl — in) rt?u H2 > — lul)?

-
4
fiir n € R und u € C5°(R?; C?) mit dem Hilfsoperator

;L oT i
D} = . (z)(@r—i—QT)—i-ﬁ

beweist, 148t sich das zweidimensionale Analogon

2 Dy — i) 2 < 2
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zu (2.2) aus [4] zeigen. Aus dieser Ungleichung kann man mittels [0] die Existenz einer
eindeutig bestimmten selbstadjungierten Fortsetzung des minimalen zweidimensionalen
Coulomb-Diracoperators folgern.

Da jedoch keine der bislang erwdhnten Arbeiten eine ausgezeichnete selbstadjungierte
Fortsetzung fiir die kritische Kopplungskonstante, deren Wert in zwei Dimensionen gleich %
ist, liefert, werden wir im néchsten Abschnitt der Strategie aus [32] folgen und deren Bewei-
se auf den zweidimensionalen Fall iibertragen. Das wird uns zu einer eindeutig bestimmten
selbstadjungierten Realisierung des zweidimensionalen Diracoperators mit Coulombarti-
gem Potential fithren, dessen Kopplungskonstante < % ist.

2.2 Ausgezeichnete selbstadjungierte Fortsetzung

2.2.1 Vorbemerkungen und Hauptergebnis

In diesem Abschnitt studieren wir masselose zweidimensionale Diracoperatoren. Zunéchst
fithren wir die Klasse Coulombartiger Potentiale V' ein, die wir im Folgenden betrach-
ten werden. Ferner definieren wir in den Vorbemerkungen eine gewisse quadratische Form
b, und zeigen mittels einer Variante der Hardy-Ungleichung die Nichtnegativitédt dieser
Form. Schlieflich kénnen wir das Hauptergebnis dieses Abschnittes formulieren, das eine
ausgezeichnete selbstadjungierte Fortsetzung des masselosen Diracoperators mit Coulom-
bartigem Potential angibt und das im néchsten Unterabschnitt bewiesen werden wird. In
diesem Abschnitt folgen wir |31, 32] und iibertragen die dortige Argumentation auf den
zweidimensionalen Fall.

Wir definieren den freien masselosen Diracoperator in 2 Dimensionen als den matrix-
wertigen partiellen Differentialoperator

]

Hy == o (—iV) = ok (—i 0y, ) (2.2.1)

k=1

auf dem Hilbertraum L?(R?; C?). Hierbei notiert o := (07,02) den Vektor der Pauli-
Matrizes und x := (z1,7,) ein Element vom R2 Die hier auftretenden Pauli-Matrizes
01, 09 sind hermitesche (2 x 2)-Matrizen und geniigen den Antivertauschungsrelationen

{O’k, UZ} = OO0y + 090 = 2(5kg 12, 1 < k,g < 2. (222)

Wir wahlen die Pauli-Matrizes als

01 0 —i
"1:(1 0)’ "2:<z’ 0>‘

Es ist bekannt, dafl der freie Diracoperator Hy auf C§°(R?, C?) wesentlich selbstadjungiert
und auf H!(R?, C?) selbstadjungiert ist. Indem wir ein Potential V' zum freien Diracoperator
addieren, erhalten wir
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Dabei betrachten wir stets Coulombartige Potentiale V', die die folgende Voraussetzung
erfiillen.

Voraussetzung 2.2.1. Sei V : R? — R eine nichtpositive Funktion derart, daf8 fiir jedes
reR?

w‘(ﬁ) <V(z)<0 (2.2.4)

fiir eine positive, messbare Funktion w : (0,00) — R gilt, die w(|z|) < % fir jedes © € R?
genugt.

Ferner definieren wir durch

by (¢, 0) = /[R (% + (2 -7+ V(z)) y¢(x)|2> dr, ¢ € CP(R?)  (2.2.5)

eine symmetrische quadratische Form b, fiir v € (0,1) auf Cg° (R?). Im Folgenden wollen
wir die Nichtnegativitdt und damit auch die AbschlieBbarkeit der Form b, zeigen. Dazu
leiten wir in den néchsten beiden Lemmata eine geeignete Ungleichung her. Die Beweise
dieser Lemmata folgen dem Beweis von Theorem 1 aus [31].

Lemma 2.2.2. Sei h: (0,00) — R eine nichtnegative Funktion und sei g : R* — R eine
positive Funktion. Dann gilt fiir jedes ¢ € C*(R?) die Ungleichung

JRELLEIKE

: 1, , )
> /{R <2h(|a:|> + [ A (|x]) — @h (lz]) || ) () |2 da. (2.2.6)

Beweis. Wir beginnen mit der Definition der komplexen Variablen z := x1 + ix5. Folglich
gilt fiir das konjugiert Komplexe Z = x; — ixy. Ferner fithren wir die Ableitungen 0, :=
Oy — 10y, und 0z := 0,, + 10,, ein. Damit schliefen wir auf

0 Opy, — 105, (0 0O,

Offensichtlich ist fiir den Kommutator [0,, z] = 2 erfiillt. Nun sei A : (0,00) — R eine
nichtnegative Funktion. Da beliebige A, B, C' der Kommutatorrelation [A, BC| = B[A, C|+
[A, B|C' geniigen, ergibt sich

[0., zh(r)] = 2h(r) + 2z (O.h(r)) = 2h(r)+rh/'(r),
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wobei mit r der Betrag von o € R? bezeichnet wird. Das impliziert unter Verwendung der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir jedes ¢ € C5°(R?)

(¢, 2h(r) +7rh(r)¢) = (,[0:, 2h(r)] ¢)

-~ (Vaomo, L-=hir)s) - (%zhm 6 Vi0.0)

< —\|f5L¢I| + g2 12 h(r) 6 || +—||\/_(92¢||
< /[R 9(@) [Vo(x)Pde + / 2 2%';"' 6(2)[2de (2.2.8)

fiir eine beliebige positive Funktion g : R*> — R. Hierbei wird durch (., .) stets das Ska-
larprodukt auf L? (R?) und durch ||. || die zugehérige Norm notiert. Indem wir nun ([2.2.8))
nach dem ersten Term der rechten Seite auflosen, erhalten wir die Behauptung. O

Nun wenden wir Lemma|2.2.2(mit g(z) = und A (r) = % an, wobei wir den Betrag

w(r)Jrr

von z € R? durch r notieren.

Lemma 2.2.3. Sei w : (0,00) — R eine positive, messbare Funktion, die w (|z]) < & fir
jedes x € R? erfiillt. Dann gilt fiir jedes ¢ € C§°(R?) die Ungleichung

/[RQ 'Yﬁfj'i dv = /R <w|<g|j|) - 1) [¢()|” da. (2.2.9)

Beweis. Wenn wir in Lemma [2.2.2| g(z) = m und h (|z]) = ] einsetzen, erhalten wir
Va 2 1
Tl [ (Lo vl |x|) ol
R =7 T 1 g2 \ |7 |z
was aufgrund der Voraussetzung w < % unmittelbar die Behauptung ergibt. ]

Nun wollen wir mit Hilfe von Lemma zeigen, dafi die durch (2.2.5) definierte
quadratische Form b, nichtnegativ und damit abschliebar ist.

Proposition 2.2.4. Seien v € (0,1) und V' ein Potential, das die Voraussetzung
erfiillt. Dann gilt b, (¢, ) > 0 fiir jedes ¢ € C§°(R?).

Beweis. Aufgrund der Definition der quadratischen Form b., der an V' gestellten Voraus-
setzung [2.2.1) und der Ungleichung (2.2.9) aus Lemma schliefen wir auf

b (00) i = | ('fj‘;(vﬂ)') PRy V() |¢<x>|2> a

[ s [ () e

fiir beliebiges v € (0,1) und fiir jedes ¢ € C5° (R?). O
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Da die quadratische Form b, fiir v € (0,1) infolge von Proposition abschlieSbar
ist, konnen wir mit b, den Abschlu8 von b, bezeichnen. Ferner notieren wir durch H7; den

Definitionsbereich des Abschlusses 57 und durch (HL)* =: H”; den Dualraum von H7,
fiir v € (0,1). Dann existiert ein eindeutig bestimmter, nichtnegativer, selbstadjungierter
Operator S, der 37(¢, ®) = (¢, 5,¢) fiir jedes ¢ € D(S,) C H1, erfiillt. S, erweitert sich
zu einem isometrischen Isomorphismus von H_, in den Dualraum H”, und mit Hilfe von
Theorem VI1.2.23 aus [3] erhalten wir

by(0) = (S}0.8)0) (2.2.10)

fir jedes p € H, =D (S}/ 2). Im folgenden Lemma zeigen wir die Unabhéngigkeit des De-

finitionsbereiches H7; von der Wahl von ~. Der Beweis folgt dem Beweis der Proposition 2
aus [32].

Lemma 2.2.5. Sei V' ein Potential, das die Voraussetzung erfillt. Dann gilt

. A |
%W@%SWW@%HM—VL(7;+QHW§ (2:2.11)

fir alle v, € (0,1). Hierbei notiert [.], den Positivteil.

Beweis. Aufgrund der an V' gestellten Voraussetzung ergibt sich v'v < (y—=V (2))(y'—
V(z)) fiir alle v,~" € (0,1) und fiir jedes € R?. Das impliziert im Fall von v/ —~ > 0
o o
YOS v 1 1

WS G =VE) V@) v =V(e) V()

Damit schliefen wir auf die Ungleichung

1 1 Y =,
— < , 2.2.12
V@ 7-V@ S (2242
die im Fall von " — « < 0 offensichtlich erfiillt ist. Mit Hilfe dieser Ungleichung erhalten
wir die Behauptung fiir ¢ € C5°(R?). O

Aus Lemma folgern wir H), C H1, fiir alle 7',y € (0,1) und erhalten damit die
Unabhéngigkeit von H7, von 7. Im Folgenden notieren wir durch H,; den Definitionsbe-

reich von 137 und durch H_; dessen Dualraum.
Nun geben wir den Definitionsbereich

D= {(¢.x) EHuu x L* (R?) | (V+2—7) ¢+ (—i0s, — 0s,) x € L* (R?),
(=i0s, +02y) 6+ (V —7) x € L* (R*)}

an, der die ausgezeichnete selbstadjungierten Fortsetzung des masselosen Diracoperators
bestimmt, wie wir im néchsten Satz beweisen werden.
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Die Definition von D ist im schwachen Sinn zu verstehen. Das bedeutet, dafl sich die
auf C5°(R?) definierten linearen Funktionale

n—= 0,V =9)x) + (=0 — 0u,) 1, 9),
n—=n,(V+2=7)¢)+ ((=i0s + 0,)n,X),

in eindeutiger Weise zu beschriinkten linearen Funktionale auf L?(R?) fortsetzen lassen.
Ferner bemerken wir, da§ aufgrund von Lemma [2.2.5die Definition von D unabhéngig von
7 ist.

Der folgende Satz stellt das Hauptergebnis dieses Kapitels dar und gibt eine ausgezeich-
nete selbstadjungierte Fortsetzung des masselosen zweidimensionalen Diracoperators mit
Coulombartigem Potential an. Der Beweis folgt dem Beweis von Theorem 4 aus [32], der
sich mit dem dreidimensionalen massiven Fall befafit.

Satz 2.2.6. Sei V' ein Potential, das die Voraussetzung erfullt. Dann ist H :== —io -

V + V‘ die eindeutig bestimmte selbstadjungierte Fortsetzung von —io -V + V‘ (52,2’
D Ce(R2,C
deren Definitionsbereich ’

D = {(¢aX) S H+1 X L2 (|R2) | (V+2 _7)¢+ (_iaxl - 8962))( € L2 <[R2> ’
(=i0u, + 0z 6 + (V =) x € L* (R®) }

in Hyy x L* (R?) enthalten ist.

2.2.2 Beweis von Satz [2.2.6]

Indem wir der Strategie des Beweises von Theorem 4 aus [32] folgen, betrachten wir den
durch

gegebenen zweidimensionalen Diracoperator mit Masse m = 1 und Coulombartigem Po-
tential. Dann definieren wir einen ,reduzierten“ Operator, der nur auf die erste Kom-
ponente des 2er-Spinors angewandt wird. Ein wesentlicher Bestandteil des Beweises ist
die Abschédtzung b, (¢, ¢) > 0, deren Beweis sich in Proposition des vorherigen Ab-
schnittes findet. Diese Ungleichung stellt eine Variante der Hardy-Ungleichung dar, die die
Operatoren —io - V +  und V beinhaltet. Mittels dieser Ungleichung erhalten wir die
Friedrichsfortsetzung des ,reduzierten Operators, mit deren Hilfe wir eine selbstadjun-

gierte Fortsetzung des Operators —io -V + (3 + V‘ (k2.2 konstruieren kénnen. Der Satz
Cg° (R2,C2)

von Kato-Rellich impliziert, daf diese Fortsetzung auch eine selbstadjungierte Realisierung
von —io -V + V ist.

Wir beginnen mit dem Beweis zweier Hilfsaussagen, die sich in den folgenden beiden
Lemmata finden. Die Beweise folgen Proposition 6 und Lemma 7 aus [32].
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Lemma 2.2.7. Seien V' ein Potential, das die Vomussetzung erfillt, und v € (0,1).

Dann gilt

(_iaitl + a$2)¢
vy—=V

Mo C {¢ e [*(R?)

€ LZ(IRZ)} : (2.2.13)

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir ¢ € C§°(R?) zu zeigen. Infolge der an v und V/
gestellten Voraussetzungen ist v — V(z) > v — yV(z) fiir jedes x € R? erfiillt. Daraus
folgern wir mit Hilfe der Definition § := (1 — ) > 0 die Ungleichung

S S 5
v=Viz) 1=V(x) = (y=V(z))

fiir alle z € R?. Da wir aufgrund dieser Ungleichung unter Verwendung von Lemma
und wegen 1 — v > § auf

Vo, [ IV
bon0) =8 | S [ T

+ [ - Vi) o)
5/ ’V¢ > dx +A2(—1—V(x))\¢(x)]2dx

+ [ =y >>|¢<x>12dx

5/ ’v¢ sde+0 [ |¢(x)dx (2.2.14)
[Rz R2

fiir jedes ¢ € C§°(R?) schlieBen, erhalten wir die Behauptung. ]
Lemma 2.2.8. Sei V' ein Potential, das die Voraussetzung erfillt. Dann gilt fiir jedes
F € L*(R?) und jedes v € (0,1)

F
(—iBy, £ Os,) <7_—v) € H.y. (2.2.15)

Beweis. Mit Hilfe von ([2.2.14) aus Lemma erhalten wir fiir jedes n € C§°(R?)

()| - (1)

< cllnlly,, - I1F1

fiir eine geeignete Konstante c¢. Daraus folgern wir, dafl sich das lineare Funktional n —
((—i&rl F Oy )1, 7_%) in eindeutiger Weise zu einem beschrankten linearen Funktional auf

H .1 fortsetzen lait, was die Behauptung impliziert. ]
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Nun wenden wir uns dem Beweis des Satzes 2.2.6] zu. Dieser wird dem Beweis von
Theorem 4 aus [32] folgen.

Beweis. Wir werden in diesem Beweis zunéchst den massiven zweidimensionalen Diracope-
rator H,, := —io -V + [+ V mit Coulombartigem Potential betrachten. Wir werden zeigen,
daBl H,, + 1 — ~ auf D fiir jedes v € (0,1) symmetrisch ist und dal H,, +1 —~:D — L?
surjektiv und injektiv ist. Schlieflich werden wir uns mit der Eindeutigkeitsaussage der
Behauptung befassen.

Wir beginnen mit dem Beweis der Symmetrie von H,, + 1 —~ auf D fiir jedes v € (0, 1).
Dazu bemerken wir zunéchst, daf fir jedes (¢, x) € D

(Hm+1—v>(f§) - ((V(+@?)m+wai+ez§ e >)X)

)
gilt. Folglich ist fiir jedes v € (0,1) und fur alle (¢, x ( Y% ) € D die Gleichheit von

(o e1-0(3).(2)
:(uw+2_w¢+(4@q—@9xﬁ)+(Gﬁ@f+@9¢+ﬂﬁ—wxi>

und

(6, (V42 =7) 6+ (=it = 8) X) + (X0 (=i, +0ra) 64+ (V = 1) X)

“(() e ()

zu zeigen, um die Symmetrie von H,, + 1 — ~ zu erhalten. Aufgrund der Definition von D
schliefen wir, daf3

(v —7) (x+ =0 ff“”b) = (V=) x ot (=i +0ay) 6 (2:2.16)

in L? (R?) fiir jedes (¢, x) € D enthalten ist. Insgesamt ergibt sich wegen der Definition
von S, und wegen der Definition der schwachen Ableitung fiir (¢, x) € D und fiir jedes

¢GC“W%
((2 Y+ V)¢ + (—i0s — Ouy) X, )
=((2—7+V¢¢> () i 0.6
(—

_ <<( 0y, + 512) ) 0 + O,) ) + <X> (=10, + Osy) q~5>

5,9, ¢3> + ((V —7) (X + ((_Zaf} irim) (b)) ) (_ia; irim) (5) :

I
/N
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Hierbei ist die rechte Seite infolge von ¢, ¢ € H.1, (2.2.16) und Lemma wohldefiniert.
Da sowohl die linke als auch die rechte Seite der letzten Gleichungskette stetig in ¢ bzgl.
I l7¢,, sind, ist diese Gleichheit auf ganz D erfiillt. Daraus folgern wir

(e er=(7)-(3))

::«V+2—w¢+(4@{—@9%&)+«—wm+%9¢+@““wmx>
—(&m&)+Qv_w(X+P%%+&@¢)d+(%@;waﬁv.

V-~ V-~
Die Symmetrie der rechten Seite in (¢, x), (¢, X) € D impliziert die Symmetrie von H,, +
1 —~ fur v € (0,1).
Nun werden wir zeigen, dal H,, + 1 —~ : D — L? fiir v € (0, 1) bijektiv ist. Um die
Surjektivitit von H,,+1— zu beweisen, seien I}, Fy, € L? (R?) beliebig gewihlt. Als erstes

bemerken wir, dal nach Lemma [2.2.7| und Lemma 2.2.8 F} + (—i0,, — O.,) (762‘/) € H.y

erfiillt ist. Da S, ein isometrischer Isomorphismus von H,; nach H_; ist, gibt es ein
eindeutig bestimmtes ¢ € H,4, fiir das

v—=V
gilt. Ferner definieren wir x durch Fy = (—i0,, + 04,) ¢ + (V — ) x. Das liefert

B (10 —0y,) ¢
v=V A
was Y € L?(R?) aufgrund von Fy € L? und Lemma impliziert. Damit erhalten wir

(¢,x) € D. Fiir jedes n € C§°(R?) folgern wir mittels partieller Integrationen und unter
Verwendung von ([2.2.17))

(nv (V +2 - 7) ¢ + (_iam - aa:z) X)
= (777 (v +2- 7) ¢> + ((_Zam + amz) 7, X)

- (777 SV¢) + ((_iam + azz) n, X+ (_iaxl + 8952) Cb)

&¢:ﬂ+@@,ﬁw(ﬁé> (2.2.17)

(2.2.18)

X:

V=~
; £y <_Zaﬂc1 + am) ¢
- F WUz €T )
O R R R
Mit Hilfe von (2.2.18]) schliefen wir, daf} fiir jedes n € C§°(R?)
(1, (V+2=7) ¢+ (=0, — u,) X) = (1, F1) (2.2.19)

gilt. Anhand von F; € L? lifit sich das lineare Funktional C§°(R?) 3 n — (5, F}) in
eindeutiger Weise zu einem stetigen linearen Funktional auf L? (R?) fortsetzen. Das ergibt

(V+2—9)¢+ (=10 — Op,) x = FI, (2.2.20)
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was die Surjektivitidt von H,, + 1 — ~ fiir v € (0, 1) zeigt.
Im Folgenden werden wir die Injektivitdt von H,, + 1 —  fiir v € (0,1) beweisen. Aus

dem Ansatz (H,, + 1 —7) (¢, x) = (0,0) erhalten wir aufgrund von (2.2.17) und (2.2.18)

(i8x1 — 8382) ¢

Sy¢ = 0.
L S

X = -
Weil S, ein Isomorphismus ist, ergibt sich ¢ = 0 und x = 0.
Schliefflich zeigen wir die Eindeutigkeit der selbstadjungierten Fortsetzung. Wir nehmen
an, dal H' eine weitere selbstadjungierte Fortsetzung von —io -V + (§ + V’C (52,0 ist,
o (R2,
deren Definitionsbereich D’ in H,; x L? (R?) enthalten ist. Die Selbstadjungiertheit von H
liefert fiir jedes ((5, )Z) € C5° (R?,C?) und jedes (¢, x) € D’

()= (C)-(2))

<V+ 2 - 7)¢+ (_i8x1 - 89C2)X7 (_iaan +8&:2) ¢+ (V - 7)X € L2 ([RQ)

Das impliziert, dafl

im schwachen Sinn erfiillt ist. Wir erhalten D’ C D und damit gilt D' = D, was die
Eindeutigkeitsaussage der Behauptung beweist.
Damit haben wir eine ausgezeichnete selbstadjungierte Fortsetzung des massiven zwei-

dimensionalen Diracoperators —io -V + 3+ V S mit Coulombartigem Potential
o (R2,C

bestimmt. Mit Hilfe des Satzes von Kato-Rellich folgern wir, dafi diese Fortsetzung —(3

eine selbstadjungierte Realisierung des masselosen Diracoperators —io - V + V' darstellt.

]
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Kapitel 3

Semiklassische Asymptotik der
Resolvente eines Diracoperators

3.1 Semiklassischer Diracoperator

Wir werden in diesem Kapitel semiklassische, selbstadjungierte Diracoperatoren in d € N
Dimensionen untersuchen und folgen hierbei der Darstellung in [I8]. Ferner werden wir die
Klasse von Potentialen V' angeben, die wir im Folgenden betrachten werden. Dieser kurze
Abschnitt [auft auf die Einfithrung des Distributionskerns hinaus. Denn unser Ziel ist die
Bestimmung der semiklassischen Asymptotik dieses Kerns.

Der freie Diracoperator mit Masse eins und semiklassischem Parameter h in d € N
Raumdimensionen ist ein matrixwertiger partieller Differentialoperator gegeben durch

d
Dh,() = - (—ZhV) + g = Z (072 (—Zh 8xk) + o, h € (0, 1] (311)
k=1
Dabei notiert e := (ay, ..., q) den Vektor der Dirac-Matrizes und = := (zy,...,x4) €in
Element vom R?. Die hier auftretenden Dirac-Matrizes ay, . . . , ag sind hermitesche (dyxd,)-

Matrizen und geniigen den Antivertauschungsrelationen
{ag, au} = apay + oy, = 26 1, 0<k,0<d. (3.1.2)

Nach der Darstellungstheorie der Clifford-Algebren existieren Matrizen mit dieser Eigen-
schaft und ihre minimale Dimension d, lautet 2[(¢+1/2 ¢ 9N. Also ist ay = aj € L (C2d*).
Im Fall d = 1 vereinfacht sich der Vektor der Dirac-Matrizes zu a := a4 und es gilt d, = 2.
Die Dirac-Matrizes lassen sich etwa als folgende (2 x 2)-Matrizen

0 = ((1) (1]) ap = <(1) _01) (3.1.3)

wéhlen. Eine explizite Darstellung der Dirac-Matrizes fiir beliebige Dimension d findet sich
etwa im Anhang von [34]. Im Folgenden werden aber nur die Antivertauschungsrelationen
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(3.1.2) verwandt und nicht die explizite Darstellung der Dirac-Matrizes. Es ist bekannt, daf
Dy, wesentlich selbstadjungiert auf C$°(R?, C%) und selbstadjungiert auf H'(R?, C?*) ist.
Indem man die Fouriertransformierte von D}, o diagonalisiert, zeigt sich, dafl das Spektrum
von Dy, o rein absolut stetig und durch

0(Dpo) = 0ac(Dho) = (=00, —1] U1, 00) (3.1.4)
gegeben ist. Addition von einem glatten Potential V' zum freien Diracoperator liefert nun
Dyny = Dpo + V 1g4,. (3.1.5)

V geniige dabei stets den folgenden Voraussetzungen.

Voraussetzung 3.1.1. Sei V € C®(R% R) und fiir jeden Multiindex o € N¢ gelte

sup |05V (x)| < oo. (3.1.6)

z€eRd

Ferner existiere ein 6 € (0,1) derart, dajs
~14+6 < V(z) < -6, r e R (3.1.7)
gelte.

Im Hinblick auf (3.1.4]) impliziert die soeben aufgestellte Voraussetzung, da§ D,y
selbstadjungiert auf H'(R?, C%) und stetig invertierbar ist. In der Tat ist das Symbol

ﬁV(I7£> = o f + Qo + V(CL’), <x7§) € [R2d7

von Dy, v in dem Sinn gleichmafig elliptisch, daf

| det (Dy (x,)] = (1+ ¢ = V(@)™ > (26 — %)™/ >0, (2,6) € R,

gilt. Daher ist die Inverse D,j/ durch einen matrixwertigen h-Pseudodifferentialoperator
gegeben, dessen Distributionskern R? x R > (z,y) — D,:},(x, y) auBerhalb der Diagonalen
glatt ist.

3.2 Konstruktion einer Gewichtsfunktion

Wir werden die asymptotische Entwicklung in Potenzen von h des in Abschnitt ein-
gefiihrten Distributionskerns R? x R? 3 (z,y) D}:}/(:c,y) fiir feste z # y untersuchen.
In diesem Abschnitt stellen wir den ersten Schritt in der Herleitung der semiklassischen
Asymptotik dar. Dazu konjugieren wir den Diracoperator mit exponentiellen Gewichten
e?/" Bei ¢ handelt es sich um eine geeignete Gewichtsfunktion, die den exponentiellen Ab-
fall von Dﬁ/(w, y) modelliert. Die im folgenden angegebene Konstruktion von ¢ folgt dabei
dem Beweis in Abschnitt 4 aus [8]. Es wird sich zeigen, dal ¢ im wesentlichen durch einen
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gewissen Agmon-Abstand gegeben ist, da ¢ eine Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung
H (z,¢' (z)) = 0 ist, die zu der in definierten Hamiltonschen Funktion H gehort.
Genauer gesagt seien z, und 3, zwei verschiedene, fest gewihlte Punkte im R?, die
den in Voraussetzung angegebenen Bedingungen geniigen. Wenn wir nun durch da
den Agmon-Abstand notieren, dann suchen wir eine beschrinkte Gewichtsfunktion ¢ €

C>*(R% R), die
(@) = (yx) = da(@s, ys) (32.1)

erfiillt. Da ¢ beschrankt und glatt ist, gilt offensichtlich

D (e,ys) = e #EM D () eV, (3.2.2)

wobei Dﬁ/ gD(x, y) der Distributionskern der Inversen des in 1} definierten konjugierten
Diracoperators ist. Unser Ziel besteht also in der Bestimmung der Asymptotik des Green-
schen Kerns von Dy, v, da sich die Asymptotik von D,:},M(I*, Yx) von der von D,:’%/(:E*, Us)

nur um den Faktor e~ @«¥)/h ynterscheidet.

3.2.1 Eigenwerte des Symbols des konjugierten Diracoperators

In diesem Unterabschnitt geben wir die Eigenwerte und Eigenprojektionen des Symbols
des konjugierten Diracoperators an. Wir beginnen mit der Definition des konjugierten
Diracoperators durch

Dhyﬁp = e“"/h Dh,V 6_@/}1
=a- - (—ithV+iVy) + ag + V 14, (3.2.3)

und notieren durch R? x R? 3 (z,y) — D;;%/,¢(l’> y) den Distributionskern der Inversen des
konjugierten Diracoperators. Nun wollen wir die partielle Differentialgleichung motivieren,
die die Gewichtsfunktion ¢ bestimmt. Dazu betrachten wir die Matrix

Dy(z,¢) = a-C 4+ ag + V(x)1, (z,¢) € R xC, (3.2.4)
die im Allgemeinen nicht hermitesch ist. Da die Dirac-Matrizes hermitesch sind, gilt
Dy(z,0)" = a-C+ag + V(z)1,  (z,¢) e R x €%

Ergo ist lA?V(x, () zwar fiir ¢ € R? nicht notwendigerweise aber fiir ¢ € C¢ hermitesch. Die
Matrix Dy (x, () besitzt die beiden komplexen Eigenwerte

Ai(z,0) = £/1 4+ + V(z), (2,¢) e R xC? |3¢| <1, (3.2.5)

der Vielfachheit (d./2). Dabei setzen wir fiir jedes ¢ € C? zur Abkiirzung ¢? := (24 - -+(3.
Ferner notiert /- den Zweig der Quadratwurzel, der /- > 0 geniigt, wobei die komplexe
Ebene entlang der negativen reellen Achse aufgeschnitten wird. Die im Allgemeinen nicht
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orthogonalen Eigenprojektionen zu den durch (3.2.5) gegebenen Eigenwerten sind definiert
durch

._ 1 l L« "+ Cx
AE(Q) = S1+ 5 S(C), S(C):= Vel ¢elC? 3¢ < 1. (3.2.6)

Mit Hilfe von (3.1.2), was (- ()% = ¢* 1 und damit auch
(a-¢+ag)? = (@)’ +a (ag+ap-(+aj = (C+1)1
impliziert, ergibt sich fiir ¢ € C%, |3¢| < 1,
AN QO +A () =1,  SQ*=1, A%Q* =A%), (3.2.7)
Dy (2, Q) A*(¢) = As(¢) A(Q). (3.2.8)
Denn fiir ¢ € C¢, |S¢| < 1, gilt

a-( + o
VIt

:%<a-C—|—a0i 1+§2>+V £(¢)

Dy (2, A*(Q) = (e ¢+ a0) 5 (n + ) V(@A (Q)

S et A !
2 VIt

— (BVIFC+ V@) A5(Q) = A

Die iibrigen in (3.2.7)) auftretenden Gleichungen sind offensichtlich erfiillt.
Da die in 1} definierten Ay die Eigenwerte von Dy der Vielfachheit d, /2 sind,
erhalten wir

H)w

det (Dy (2,€)) = A&"(2,6) A*"(z,€)

und so schlieffen wir auf

et (Dot )] = [(VEFT + V) ETT T+ Vo)
= (1+ ‘5’2 _ (:L‘))d*/2 > (1 ( 1—|—(5)2)d*/2

= (20 — )+ >0, (x,6) € R¥, (3.2.9)

d.h. das Symbol lA)V ist gleichmé,ﬁig elliptisch.
Weil cos(f) = cos?(0/2) —sin?(0/2) fiir § € (—7/2,7/2) ist, erlangen wir die Gleichung
cos?(0/2) = (1 + cos(#))/2 = cos(f). Ferner gilt fiir z = |z e € C, Rz > 0,

Rvz = R/|2]€9% = /2] cos(0/2) = \/|z| cos(8) = VRz,

was Formel (68) aus [16] ist und im weiteren Verlauf dieses Kapitels noch Verwendung
finden wird. Insbesondere betrachten wir nun z = 1 + ¢%2. Wir bemerken, daf§ wir ¢ =
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(RC)? — (JC)? + 2iNCIC erhalten, wenn wir ¢ = RC + iS¢ notieren. Es ergibt sich fiir
CeC IS¢l <1,

RV1I4HC > V1+RC =1+ RO? - (30)2, (3.2.10)

wobei |3(| < 1 gewihrleistet, da Rz > 0 erfiillt ist.

3.2.2 Agmon-Abstand und Gewichtsfunktion

Im Folgenden behandeln wir die partielle Differentialgleichung, die die Gewichtsfunktion

© bestimmt und die bereits in der Einleitung zu Abschnitt erwiahnt wurde. Wir wer-

den zeigen, dafl die Losung dieser Eikonalgleichung im wesentlichen durch einen gewissen

Agmon-Abstand gegeben ist. Wir beginnen mit dem eindimensionalen Fall und werden

sehen, dafl die Bestimmung der Losung in diesem Fall elementar ist. Um dann den hoher-

dimensionalen Fall zu 16sen, greifen wir auf ein Ergebnis aus Abschnitt 4 aus [8] zuriick.
Zunéchst fiihren wir die Hamiltonsche Funktion

H(z,p) == —/1— |p|? = V(2), r,p e R |pl <1, (3.2.11)

ein. Die partielle Differentialgleichung, die die Gewichtsfunktion ¢ bestimmt, ist dann die
Eikonalgleichung, die zu dieser Hamiltonsche Funktion gehort. Zwischen dem Eigenwert
Ay und der Hamiltonschen Funktion H besteht der folgende Zusammenhang

H(z,p) = =1 —-p?>—=V(z) = =\ (z,ip), z,p €RY [p| < 1. (3.2.12)

Nun werden wir den zugehérigen Agmon-Abstand dy auf R? bestimmen. Dieser modelliert
die Rate des exponentiellen Abfalls des Greenschen Kerns, wie wir im weiteren Verlauf
dieses Kapitels zeigen werden. Um den Agmon-Abstand ds angeben zu kénnen, fithren wir
so wie in Abschnitt 4 aus [8] zunéchst einige Begriffe aus der Finsler-Geometrie ein. In
[8] wird ein allgemeinerer Fall betrachtet. Die dort auftretende Finsler-Metrik entspricht
hier einer geeigneten Agmon-Metrik. Denn der Figuratrix ist anders als in [§] eine Sphére
mit Radius /1 — V?2(z), wie wir sogleich zeigen werden. Alle nun folgenden Definitionen
finden sich beispielsweise in [36]. Sei fiir z € R? durch

k= {p e R H (z,p) <0} = {p c nad‘ VI— P +V (@) > o} (3.2.13)
der Polarkérper notiert. Da das Potential V' nach (3.1.7)
—-1+6 < V(z) £ =6, z€RY (3.2.14)

fiir ein 6 € (0,1) gentigt, ist der als der Rand von £} definierte Figuratrix von der Gestalt

[, :={p€R|H (z,p) =0} = {p eR||p| =1/1— V(x)2} : (3.2.15)
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Wir fithren noch f := H ! ({0}) und die Stiitzfunktion F (z,v) := sup {{p|v) |p € k% } ein.
Fir v # 0 148t sich die Stutzfunktion auch durch F (x,v) = (p(x,v) |v) charakterisieren.
Dabei ist p (z,v) der eindeutig bestimmte Punkt auf f,, in dem das duflere Normalenfeld
auf [, gleich v := 7 ist. Damit schlieBen wir auf p (z,0) = /1 -V (z)*6 und wir erhalten
fir F: R* — R die Formel

F(z,v) = /1-=V(z)?|v|, z,v € R (3.2.16)

Durch die Stiitzfunktion werden k, und der Indikatrix i, definiert. Diese sind fiir x € R?
dann von der Gestalt

@;4MF@mgu:{ﬂmg(1—vwﬁ4}

ggqup@w:uz%ﬁm=(1—vmﬁ4}

Durch G notieren wir die Matrix mit den Eintrégen

1 "
Es folgt
G (z,v) = G(z) = (1 -V32)) 1y, r€RY (3.2.17)

da G nicht von v abhéngt. Weil das Potential V' die Voraussetzung erfiillt, ergibt sich

inf { F(z,0) |z €RY, v €5} > 0. (3.2.18)
F hat alle Eigenschaften einer Finsler-Struktur und definiert durch

daloy) = int Ala) . Alo)= [ Fa.d) = [(]6@a)" (3:2.19)
fiir z,y € R? den Agmon-Abstand auf R? x R?. Dabei wird das Infimum fiir ein b > 0 iiber
alle stiickweisen glatten Kurven ¢ : [0,b] — R? gebildet, fiir die ¢(0) = y und ¢(b) = =
gilt. Wegen Voraussetzung wird das Infimum in der Definition des Agmon-Abstandes
tatséchlich angenommen. Diese minimierenden Pfade nennen wir Geodéten. Ferner findet
sich in [39] der explizite Ausdruck dy = (1 -V (ac)Q) da? fiir den Agmon-Abstand.

Betrachten wir nun zunéchst den eindimensionalen Fall. Wir suchen eine Lésung ¢ der
Eikonalgleichung H (z, ¢’ (x)) = 0 in einer kompakten Umgebung der Geodéte. AuBerhalb
dieses Kompaktums wird ¢ der Ungleichung H(z,¢'(z)) < 0 geniigen. Die Losung wird
durch einen gewissen modifizierten Agmon-Abstand gegeben sein.

Proposition 3.2.1. Seid = 1 und sei V' ein Potential, das der Voraussetzung|3. 1. 1| gentige.
Dann gelten die folgenden Behauptungen:
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(i) Fiir y € R ist die in C*(R,R) eindeutige Losung des Anfangswertproblems
H(z,¢'(x)) = —\/1=9¢'()2—V(z) =0, z€R, =£¢ >0, ¢y =0

durch die glatte Funktion
o(z) = i/ V1—=V2(t)dt, r € R,
Yy

gegeben. Es gelten ¢(x) = tda(z,y) fir x >y und ¢(x) = Fda(z,y) firz <vy.

(ii) Seien ., y, € R gegeben, die x, %y, erfillen. Dann existieren ein kompaktes Intervall
Ko C R mit z,,y, € Ko und eine Funktion ¢ € C*(R,R), fir die p(z) — p(y) = da(x,y)
fir jedes x,y € Ky mit sgn(z — y) = sgn(z, — yx) gilt, die in einer Umgebung von +oo
konstant ist und die

H(z,¢'(2)) <0, z€R, wund H(z,¢'(x)=0 & z€kK, (3.2.20)
geniigt.

Beweis. (i): Jede Losung ¢ € C'(R,R) von H(z,¢'(z)) = 0, x € R, geniigt ¢'(x)* =
1 — V(z)?. Wegen der Voraussetzung —1 + § < V < —§ gilt also entweder ¢ > 0 oder
¢ < 0 auf R. Ergo ist H(z,¢') = 0 dquivalent zu

¢ (r) = £/1 -V (x)?2, falls £¢ >0.

Da ¢(y) = 0 ist, erhalten wir durch Integrieren der letzten Gleichung die Losung

oa) = ola) = 8(w) = £ [ VI=V(ORdt, weR

Um den Teil der Behauptung, der den Agmon-Abstand betrifft, zu zeigen, erinnern wir
uns zunéchst an die Definition des Agmon-Abstandes (siehe auch (3.2.19))

q:y~r

da(x,y) := inf /<Q}G(q)q>l/2, z,y € R

Dabei wird das Infimum fiir ein b > 0 {iber alle stiickweise glatten Pfade ¢ : [0,b] — R? ge-
bildet, fiir die ¢(0) = y und ¢(b) = z gilt. Wir bemerken, da$§ der Ausdruck [(¢|G(q)¢)"/?
sich nicht dndert, wenn der Pfad ¢ umparametrisiert wird. Wir betrachten zunéchst den
Fall y < z. Fiir y < x wéhlen wir den Pfad ¢(t) =y +1¢,t € [0,z — y]. Da ¢(0) = y und
q(z — y) = z gelten, folgt

@mwslwmwwmﬁ:fOAWmmw:wm.

Fir y > z setzen wir den Pfad ¢(t) = y —t, t € [0,y — 2] ein. Insgesamt ergibt sich
¢(x) = tsgn(z — y) da(z,y).
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(ii): Wir wahlen ein Kompaktum K derart, daf z,,y, € Ko gilt. Innerhalb des Kom-
paktums K definieren wir das gesuchte ¢ durch das in (i) konstruierte ¢, auBerhalb von K
modifizieren wir ¢ geeignet. Dazu wihlen wir eine Abschneidefunktion 6 € C§°(R, [0, 1]),
fiir die 6(t) genau dann gleich eins ist, wenn t € Ky ist. Wir setzen nun

olz) = i/xe(t) -V dt, e Ko,

*

wobei wir das +-Vorzeichen genau dann wéhlen, wenn x, > v, ist. Anhand dieser Definition
von ¢ folgt

o) —oty) = % [ V-V [ VIZV0

—|—fyw\/1—V2(t)dt fir x >y, da(z.9)
= = l"
— [T VE@)dt fie @ <y Ay

fir x,y € Ky mit sgn(x — y) = sgn(x, — y,), was den ersten Teil der Behauptung zeigt. ¢
geniigt nach Teil (i) H(z, ') = 0 auf Ky und fiir x ¢ Ky gilt ¢'(z)? = 0(x)?(1 — V3(x)) <

1-V?%(z), was V2(x) < 1—¢'(2)? und damit auch 0 > —/1 — ¢/(x)2 =V (z) = H(z, ¢ (z))
impliziert. [

Nun wenden wir uns dem mehrdimensionalen Fall zu. Dazu bemerken wir zunéchst, dafl
die eindeutig bestimmte Viskositétslosung von

H(z,¢' (2)) =0 fir 2R\ {y} und ¢(y)=0 (3.2.21)

durch ¢ (x) = da (z,y) gegeben ist. Ferner gilt u < ¢ fiir jedes lokal lipschitzstetige u :
R? — R, das u(y) = 0 und fast iiberall H (z,u’ (x)) < 0 geniigt. Das Problem, daf der
Agmon-Abstand nicht glatt ist, werden wir im Folgenden 16sen. Dazu notieren wir den
FluB des zu H gehérenden Hamiltonschen Vektorfeldes durch ® = (X, P) : D(®) — R*,
wobei D(®) = {(t,z,p) ER X RY x By : t € Lnax(z,p)} ist. Also erhalten wir

0,8 — 9, < P ) _ ( _VVI’E&?) ) auf D(®), B(0) = (; ) (3.2.22)

Hierbei definieren wir durch I« (z, p) das Existenzintervall fiir die maximale Losung des
Anfangswertproblems p = (V,H (p), —=V.H(p)), p(0) = (z,p) und B; := {p € R¢: p*> < 1}.
Wir interessieren uns fiir die Trajektorien des Hamiltonschen Vektorfeldes

V,H(x,
Xu(z,p) = ( —Vpxhg(mp;) ) : reRY [p| <1, (3.2.23)

und deren Beziehung zu den Geodéten. Wir erinnern an [36], Seite 197].
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Lemma 3.2.2. Sei ( ; > . I — R?@ ¢ine glatte Kurve, die den Hamiltonschen Gleichun-

) (S Y 3220

auf einem nicht trivialen Intervall I derart gentige, daf
H(y(t),w=(t)) =0 (3.2.25)
fiirt € I gelte. Dann gilt, daf$ v eine Geoddte beztiglich der Agmon-Metrik G ist.

Nun notieren wir durch exp, : T, yR? — R? die Exponentialabbildung in y € R? die zu
der Agmon-Metrik G gehort. Dann wissen wir, dafl die Exponentialabbildung

Qyo (1), firv#0
exp, (v) =’ o s
Y, fiir v = 0,

erfiillt. Dabei ist g,, die eindeutig bestimmte Geodite, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit
Geschwindigkeit v durch den Punkt y lauft. Wir erinnern uns daran, dafl zwei Punkte
x,y € R? genau dann konjugiert zueinander heifien, wenn die Ableitung exp), (v) singulér
ist. Hierbei ist v € R? so gew#hlt, da exp,(v) = z gilt. In diesem Kapitel werden wir nur
Argumente des Greenschen Kerns betrachten, die die folgende Voraussetzung erfiillen.

Voraussetzung 3.2.3. Seien z,,y, € RY, fir die x, # vy, gelte, und es existiere eine
bis auf Umparametrisierung eindeutige minimierende Geoddte, die von vy, nach x, laufe.
Ferner seien x, und y, nicht konjugiert zueinander.

Es ist bekannt, dal die Voraussetzung stets fiir fest gewéhltes y, erfiillt ist, sofern x,
hinreichend nah bei y, liegt. Wir bemerken noch, dafl es eine bis auf Umparametrisierung
eindeutige minimierende Geodéte gibt, die in entgegengesetzter Richtung von x, nach y,
lauft, wenn die Voraussetzung gilt. Aulerdem koénnen wir die Geodéte, die von y,
nach z, lduft, bzw. die, die von x, nach g, lduft, um ein kleines Stiick derart verlangern,
daB sie ihre minimierende Eigenschaft nicht verliert. Nun kénnen wir folgenden Spezialfall
von [8, Proposition 4.5] beweisen.

Proposition 3.2.4. Seiend > 2,V ein Potential, das der Voraussetzung|3.1.1| geniige, und
x, und y, Punkte, die die Voraussetzung[3.2.3 erfiillen. Dann existieren ein Punkt yo, der
auf der Verlingerung der Geoddten, die von x, nach y, lduft, liegt, eine kompakte Umgebung
Ko von der Strecke der Geodite von y, nach z,, eine offene Menge # C T,,R? = R?, die
ein Sterngebiet in bezug auf 0 ist, und eine beschrinkte Funktion ¢ € C*(R% R), deren
partielle Ableitungen beliebiger Ordnung beschrinkt sind, fir die die folgenden Aussagen
gelten:

(i) Fiir jedes x € R gelten |Vp(x)| < 1,

H(z, V() <0 und H(z,Ve(x))=0 & zecK,. (3.2.26)
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(i1) Es gilt p(x) — p(yx) = da(z,ys) fiir jedes x, das auf der Strecke der Geoddte von y,
nach x, liegt.

(iii) expyly€ C'(# ,RY) NC=(# \ {0}, RY) ist injektiv auf # und es gilt

Ko C expy,(#) \ {yo}-

() Zu jedem x € K, existiert ein eindeutig bestimmtes Paar (T,po) € (0,00) x fy,, das
die Eigenschaft besitzt, dafi die Projektion von [0,7] 3 t — ®(t,yo,p0) auf Re eine
minimierende Geoddte, die von yo nach x lduft, ist. Es gilt

O(7,y0,p0) = (z,Vo(x)) = (X(T,yo,po),Vgp(X(T,yO,po))). (3.2.27)

Beweis. Die Proposition wurde in [8] unter den folgenden Voraussetzungen bewiesen. Zum
einen sollte

inf { F(,0) : z€R%, v €5} >0 (3.2.28)

gelten, wobei ' : R* — R die in (3.2.16) eingefiihrte Finsler-Struktur ist, die durch
F(z,v) == (v|G(x)v)"? = /T - V2(2) |v|, 7,v € R?, gegeben ist. Wie bereits in
bemerkt, ist diese Bedingung erfiillt, was unmittelbar aus folgt. Ferner sollten die
Voraussetzungen, da§ H € C*°(R??, R) ist, daB fiir jedes x € R? die Funktion H(z,-) : R? —
R streng konvex und gerade ist und daf§ H(z,0) < 0 ist, gelten. Wegen werden wir
H auf die im Folgenden angegebene Art und Weise modifizieren, um zu erreichen, dafl
die soeben eingefiihrten Bedingungen erfiillt sind. Wir schrinken nun das durch
gegebene H auf die Menge R?x {p € R? : |p| < 1—6%/2} ein und wihlen dann eine beliebige
glatte Fortsetzung dieser Einschrinkung auf R??, die den in [8] gestellten Bedingungen
geniigen. Die Behauptungen der Proposition héngen dabei nicht von der Wahl dieser
Fortsetzung ab. ]

3.2.3 Eigenschaften des Symbols des konjugierten Diracopera-
tors

In diesem Unterabschnitt betrachten wir einige wichtige Eigenschaften der Eigenwerte des
Symbols

Dy,(2,€) = Dy(z, +iVp(z)),  (x,6) € R (3.2.29)

Wir werden sehen, dal der Realteil des einen Eigenwerts nichtnegativ, der des anderen
hingegen echt negativ ist. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels wird sich zeigen, daf§ nur
der Teil, der zum Eigenwert mit dem nichtnegativen Realteil gehort, zur asymptotischen
Entwicklung des Distributionskerns beitragt.

Im Folgenden nehmen wir stets an, daf§ das Potential V' die Voraussetzung erfiillt,
daB die Punkte z, und y, der Voraussetzung geniigen und dafl ¢ die Funktion ist, die
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durch Proposition [3.2.1] im Fall von d = 1 gegeben ist bzw. durch Proposition |3.2.4] falls
d > 2 ist. Wir beginnen damit die komplexwertigen Symbole

as(z, &) == Fidg(z,& +iVe(z)) (3.2.30)
= —iV1+(E+iVe(@)? FiV(z), (2,6 eRY,

zu definieren. Da |Vy| < 1 ist, sind a, und a_ wohldefinierte, komplexwertige, glatte
Funktionen auf R??. In den niichsten beiden Lemmata sammeln wir einige grundlegende
Eigenschaften von a-.. Entscheidend wird dabei sein, dafl der Imaginérteil von a4 nicht posi-
tiv ist und dafl die Ableitung vom Realteil von a4 nicht verschwindet, falls der Imaginérteil
von a4 gleich Null ist. Dies wird es uns ermoglichen, die in Abschnitt verwendete Kon-
struktionen zur Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung durchzufiihren. Von nun an setzen
wir zur Abkiirzung (ai)gg = d¢Vaas, Hy, = d,V,H, usw.

Lemma 3.2.5. Fir alle z,& € R? gelten

a(z,€) <0, (3.2.31)
a(z,§) =0 < (2,8 € Ky x {0}. (3.2.32)

R
R

Dabei ist Ky aus Proposition |3.2.1 im Fall von d = 1 bekannt bzw. aus Proposition
falls d > 2 ist. Ferner gelten fiir jedes x € R? die folgenden Aussagen

) = Z.H(l” VQO(1’>), (
) = V,H(z, Ve(x)), (3.2.34
) = Hp,(z, V() + H (2, Vo(z)) ¢ (2), (
) = —iH}(z, V(). (

Fiir jedes © € K gelten insbesondere

ay(x,0) =0, Vsay(z,0)=0, (ay)).(z,0)=0, (3.2.37)
Veay(z,0) = —=Vo(z)/V(z) # 0. (3.2.38)

Beweis. Aufgrund von (3.2.10)) und Proposition M(l) erhalten wir fiir z, ¢ € R?

a:(,6) = —awl— (V@) + € 1 2i (€] Vela)) — V(2)
—VITT RV (@) + ) — (S(Ve(@) + &) - V(x)
:—m— w<w>> e V() <o.

Ferner gilt wegen (|3.2.26)) und der soeben hergeleiteten Ungleichungen, dafl genau dann

Say(z,&) = 0 ist, wenn & = 0 und = € KO 1st Dles impliziert (3.2.31) und (3.2.32).
Offensichtlich gilt a+ z,0) =i(—+/1— (Vp(x))?=V(x)) =iH(z,Vy(z)). Ferner folgt aus
m 3.2.12) V,H(z,p) = —V A (x,1p) = —zv§A+(a: ip) fur x € R?und |p| < 1. Daraus ergibt

sich VpH(x,Vnp(x)) = —VeAi(2,iVp(z)) = Veay(z,0) fiir jedes z € R, was (3.2.34)
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ist. Mittels (3.2.34) schlieBen wir auf (a,)¢,(z,0) = d,V,H(z,Vy(z)) = H),(x, Vo(z)) +
Hy (x,Vo(z)) ¢"(r), was (3.2.35)) ist. AuBerdem gilt

HY (z,p) = —id, Ve (z,ip) = (A )fe(w,ip), =z €RY |p| <1,

weswegen wir —iH) (v, V(1)) = —i(A\)é(z,iVe(r)) = (ai)f(r,0) , also auch Glei-
chung erhalten. Offenbar ist ay(x,0) = iH(z, Vo(x)) = 0 fir jedes x € K{ nach
Proposition [3.2.4(i). Die verbleibenden Aussagen von lassen sich wie folgt unter
Verwendung von Proposition [3.2.4(1) zeigen:

_ Veo(x)¢" (x)

(0.1, (2,6) =~ | V.V () :
1 -V (z)

{ 1 N
= T(aj) (V () V.V (z) + 3 (Vg@ (x) ) )
v @) (V(2) V.V (2) =V () V,V (2)) =0,

(" (x) + Vo (x) " (x)) /1 — V2 ()

(ay)l, (,6) = —iV" () +i

1— o2 (@2
L (Vol2) " (x)g)
1—¢2(2)
(@) + Ve (@) ¢ (@) V () + e
- —zV. (x) —1i )
. + (90”2 (x) + Vo (z)¢" (g;)) 1% (93))
= V_(;) (_90//2 (SC) - Vop (;y) (10/// (3;) + 90//2 (3;) + Vo (x) 90/” (x))
= 0.

Schlieflich berechnen wir mit Hilfe von Proposition |3.2.4{(i)

. iV (z) Vo ()
Veay (2,0) = (—1) = # 0.
' I (Vo@y V@

Lemma 3.2.6. Fiir alle x,&¢ € R? gilt
Sa_(z, &) < —26 < 0. (3.2.39)
Dabei wurde 6 in Voraussetzung eingefiihrt.
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Beweis. Da H(z,Vip(x)) <0 auf R? gilt, impliziert die Ungleichung (3.2.10))

Sa_(z,§) = —RV/1— (Ve(2))? + £ +2i ({| Ve(z)) + V()
< V1= (Vop(@)? +V(z) < 2V(z) < =20

fiir alle z, ¢ € RY. O

3.3 Die komplexwertige Hamilton-Jacobi-Gleichung

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die semiklassische Asymptotik des Distributionskerns zu be-
stimmen. Dazu wird eine Parametrix der Warmeleitungsgleichung konstruiert werden. Da
die Eigenwerte komplexwertig sind, wird als Ansatz fiir diese Parametrix ein Fourierinte-
graloperator mit komplexwertiger Phase verwendet werden. Also ist eine Naherungslosung
der zeitabhéngigen komplexwertigen Hamilton-Jacobi-Gleichung

Oe +ax (2, Vaoor) = O((Sve)Y), N eN, (3.3.1)
wi(()?xvn) = <77|x>7 Sy >0 (3.3.2)

zu ermitteln, was in diesem Abschnitt geschehen wird. Diese Néherungslosung wird sich
schlieflich in Korollar finden. Da die hier auftretenden Symbole ay komplexwertig
sind, miissen wir mit fast analytischen Fortsetzungen (siehe auch Anhang [BJ) arbeiten und
wir werden die Hamilton-Jacobi-Gleichung nicht exakt, sondern nur bis auf Fehlerterme,
die von der Ordnung O((J¢+)Y) sind, 16sen kénnen.

In diesem Abschnitt werden wir den aus [0, 8, 27] bekannten Konstruktionen folgen.
Wir werden anders als in [27], aber ebenso wie in [0, 8] stets beliebige Symbole und nicht
Symbole, die homogen vom Grad 1 sind, betrachten. Dabei stellen wir Alternativen zu den
Beweisen aus [27] dar, um die Ableitungen gewisser Fehlerterme und geeigneter impliziter
Funktionen zu kontrollieren.

Dieser Abschnitt besteht aus zwei Unterabschnitten. In Unterabschnitt geben wir
Abschétzungen des zu a+ gehérenden Hamiltonschen- und Beriihrungsflusses an. In Un-
terabschnitt geben wir eine Naherungslosung der komplexwertigen Hamilton-Jacobi-
Gleichung an.

3.3.1 Der Hamiltonsche- und der Beriihrungsfluf3

In diesem Unterabschnitt werden wir Abschitzungen des zu a gehérenden Hamiltonschen-
und Beriihrungsflusses angeben. Wir beginnen damit fast analytische Fortsetzungen der
komplexwertigen Symbole a. einzufithren. In Anhang [B] werden wir einige grundlegende
Eigenschaften der fast analytischen Fortsetzungen zusammenfassen. Die von uns gesuchten
Abschéatzungen werden sich im Folgenden mittels Taylorentwicklungen ergeben. Schliellich
werden wir noch die antiholomorphen Ableitungen des Hamiltonschen Flusses untersuchen,
was sich im letzten Korollar dieses Unterabschnitts finden wird. Wir werden dabei den
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Konstruktionen aus [8, 27] folgen. Wir werden anders als in [27], aber ebenso wie in [§]
stets beliebige Symbole betrachten und nicht Symbole, die homogen vom Grad 1 sind.

Wir nehmen an, daf§ das Potential V' die Voraussetzung [3.1.1] erfiillt und daf die Punkte
x, und vy, der Voraussetzung |3.2.3| geniigen. ¢ sei die Funktion, die durch Proposition [3.2.1
im Fall von d = 1 gegeben ist bzw. durch Proposition falls d > 2 ist. Ferner werden
wir von nun an durch die Symbole z, y, ¢ und 1 komplexe Variablen im C? notieren.
Wir definieren p = (2,§) und 0,;, = (Opa; — 10s4,)/2, Oz, = (One; + 105a,)/2, Vo =
(Vie —iVs2)/2, Vz = (Ve +iVg,)/2, ... und ebenso verfahren wir mit den komplexen
Variablen y, £ und 7.

Wir setzen ¢ und V fast analytisch fort. Die fast analytischen Fortsetzungen von ¢
und V sind glatte Funktionen, die auf C? definiert sind und fiir die zu jeder kompakten
Teilmenge K C C? und jedem N € N, o € N2 eine Konstante Cy o, € (0,00) derart
existiert, dafl

|89‘Ex Sz) (.CE) CN7K704 ’%aj‘N7 YIS Ka

|a Rz, Jx) (.T)

gelten. Wir notieren diese fast analytischen Fortsetzungen wiederum durch ¢ und V' und
mit den Symbolen ¢ und V seien fiir den Rest dieses Kapitels die fast analytischen Fortset-
zungen gemeint. Einige niitzliche Eigenschaften von fast analytischen Fortsetzungen finden
sich in Anhang[B] Es existiert eine offene Umgebung Q € €% von R?¢, auf der die Symbole

£) = —iV/1+ (E+iVe()? FiV(z), (2,6 €,

| <
’ < ONJ(@ |%$|N, T € K,

wohldefiniert und fast analytisch sind. Zu jeder kompakten Teilmenge K C €2 und jedem
N € N, a € N§? gibt es eine Konstante Cy .o € (0,00), die der Abschétzung

|0pap) Vot (p)] < Ok [SpIY, peK, (3.3.3)

geniigt. Es gilt sogar Vzax = 0 auf (2. In diesem Unterabschnitt folgen wir den Arbeiten
[0, 27], um den Hamiltonschen- und den Beriihrungsflu, der zu a1 gehért, abzuschitzen.
Auf Q fithren wir die Hamiltonschen Vektorfelder

Hay = (Vear|Vy) — (Veas | Ve) =

~~
S
H

ai);ja&

7=1
und die Elementarwirkungen
Mi(ﬂ) = <v§a’:|:(p)|£>_a:t(p)7 P = (13,5) er

ein. Hierbei notiert (-| --) die Fortsetzung des euklidischen Skalarproduktes zu einer Bili-
nearform auf C?. Aus (3.2.37)) folgern wir

oy (2,0) = —aq(x,0) = 0, z € Ky, (3.3.4)
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was wir spéter noch verwenden werden. Wir fiigen nun noch eine weitere Variable s € C zu
(x,€) € Q hinzu, die die Wirkung parametrisiert und mittels der wir die Berithrungsfelder

Ji/ai = —Miﬁer%’;i :(ai—(Vgai]Q)ﬁsnL%i auf([)xQ,

definieren konnen. Schlielich fithren wir die reellen partiellen Differentialoperatoren

—~

%/’Zi = H,, + ., Hyy = Koy, + H o,
ein. Ferner stellen wir fest, dafl sich wegen

c0,+c0z = (Re+iS¢)(Op: — 1032)/2 + (Re — iS¢) (Op. + 1052) /2
= (Rc) Op. + (S )(%z (3.3.5)

der partielle Differentialoperator I, . durch

d
!/ /
Z (Ras) e, + (Sas) Ose, — (Rax), g, — (Saz), O, (3.3.6)
darstellen li8t. Wenn wir nun die kanonische Basis vom C?¢ durch (e1,...,ezq) notieren,
ist unter der Identifizierung Op,, < €;, Oss, < i€, One, < €atj, Os¢, < i€atj, J = 1,...,d,

der Vektor im C?¢, der %/’Z . entspricht, gegeben durch

d
Z ?Rai —l—z \sai)g,

Jei = (Ras), +i(Sax), Jejia
7j=1
Also gilt

T, o ( Veas ) (3.3.7)

_vxa:l:
Aus ) und ([3.3.6]) ergibt sich

xz = R (ax — (Veas |€)) Ons + S (ax — (Veas |€)) Oa,
+ (Vg%ai)Vm; + (Vg%ai)v S (VxéRafi>V§R§ — (Vx%ai)Vgg. (3.3.8)

Offensichtlich sind jg’z . und Ji//a\ . reelle partielle Differentialoperatoren, was [Ji//a\, Rl =0
und [, S| = 0 impliziert. Ebensolches gilt fiir 7, . Wir definieren & : C1*2¢ — R durch

S(s,2,€) = —Ss— (Sz|RE) = =S(s+ (2| RE)), (5,2, € C'P*

Dieses & entspricht der Funktion — (S |RE), falls das Symbol homogen vom Grad 1

in ¢ ist, wie es in Referenz [27] zu finden ist. Die Abschétzung von J7,, &, die das nun
folgende Lemma liefert, ergibt sich mittels Taylorentwicklungen und unter Verwendung von
Sas < 0, was nach (3.2.31]) und (3.2.39)) gilt. Der Beweis ist eine Variante von Lemma 1.7
aus [27].
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Lemma 3.3.1. Zu jeder kompakten Teilmenge K C ) gibt es eine Konstante Ci € (0, 00)
derart, dafs fir jedes (s,p) = (s,z,€) € C x K die Abschitzung

— 3
(Has 6)(s,p) 2 —7 Sax(Rp) — O [Spl* (3.3.9)
qgilt.

Beweis. Mit a sei ay oder a_ gemeint. Aufgrund der in (3.3.8) angegebenen Darstellung
fiir 7, ergibt sich
%//a\(s—i-(xﬁ)?@) = R(a—(Vea|&)) +iS(a— (Vea|)) + (VeRa|RE)+
+ (iVeSa | RE) — (x| V. Ra)
= a—(Veal&) + (Vea | RE) — (2| RVa)
=a—(Vea|iSE) — (1S2 | Vea) — R(T| Vya)
auf Q2. Die letzte Gleichung gilt wegen

(z|RV,a) = (Rx|RV,a) + (S| SVea) + (iSz | RV ,a + 1SV ,a)
= R(7|Vza)+ (iSz|Vza).

Indem wir den Imaginérteil bilden und [%7; 3] = 0 verwenden, erhalten wir
—Ha® = —S(Ha(s+ (x| RE))) = S(a— (Vea|iSE) — (iSx|V,a))
= Qa— (RV,a|Sp)

fir p = (z,£) € Q. Im néchsten Schritt fithren wir eine Taylorentwicklung von a und V ,a
(6]

um Rp durch. Dabei werden die antiholomorphen Ableitungen mittels [0y, o, Vras(p)| <
Cr.r.o |Sp|Y bzw. Onpap Voa(Rp) =0, a € Ng?, was nach 1) gilt, behandelt. Es folgt

1
Sa—(RV,a|Sp) = SaRp) + (RV,a(Rp) [Sp) — 5 (Sp]Sa,(Rp) Ip)
— (RV,a(Rp) |Sp) + (Sp|Sa,,(Rp) Sp) + O(ISpl)
1
= Sa(Rp) + 3 (Sp|Sal,(Rp) Sp) +O(1Sp)). (3.3.10)

AuBerdem liefert eine Taylorentwicklung von a(Rp + t3p) um Rp fiir ¢ > 0 und die Ver-

wendung von (3.3.3))
t2 "
a(Rp £13p) = a(Rp) £ 1(V,a(Rp) [ Sp) + 5 (Splag,(Rp)Sp) + O (1Spl).

Damit schlieflen wir auf

1 1 ;
2 Sa(@p) + 5 (3Ip | Sap, (Rp) Ip)
= 2% (Sa(Rp + tSp) + Sa(Rp — t3p)) +tO(|Sp]?). (3.3.11)
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Die durch die Landau-Symbole in (3.3.10) und (3.3.11) gegebenen Konstanten lassen sich
gleichméBig wihlen, sofern p eine kompakte Teilmenge von 2 durchlauft. Wenn wir ¢t = 2
setzen und Sa < 0 verwenden, gelangen wir zu der Ungleichung

— K, S = " Sa(Rp) + % (Sa(Rp + tSp) + Sa(Rp — t3p)) + O(|Sp)?)

IN
NGO ON

Sa(Rp) + O(ISpl?).

Wir erinnern uns daran, daf§ die Hamiltonsche Matrix F,, von ay durch

a a! 9 a o 9
Fo0 (—aééx —ag€> < ¢ ) + (_agx ) (3.3.12)

fir a € {a,,a_} gegeben ist, indem wir uns auch an (3.3.7) entsinnen. Hierbei ist § =
(0, 0¢) € C*. Wir bemerken noch, daf§ die rechte Matrix auf dem reellen Bereich R?¢ C 2
verschwindet, da 0,5, Vza(Rp) = 0 fir jedes a € Na¢ nach 1' ist. Von nun an
verwenden wir die Abkiirzung agg = L(dRE+idSE) (Vrs — iVay) a, usw. Durch & : C*¢ —

C?? sei die Multiplikation mit 4 notiert. Dann folgt aus (3.3.3)), daB zu jeder kompakten
Teilmenge K C 2 und jedem N € N, a € N3¢ eine Konstante Cy k. € (0,00) existiert,

fiir die
" "
o Uez agg
(Rp,Sp) —a- —d'-

auf K gilt. Wiederum meinen wir mit a das Symbol a, oder a_. Wir bezeichnen den Flufl
von J,, mit kF = (QF,Z*) : D(k*) — €%’ Dabei ist D(k*) = {(t,y,n) € R x Q :
t € JE (y,n)}, wobei JE, (y,n) das Existenzintervall fiir die maximale Losung des 4d-

1
5 | 0o 7 Fal || = < Onka|SpY (3.3.13)

dimensionalen reellen Anfangswertproblems p = A, L(p), p(0) = (y,n) ist und

Okt = 0, ( gi ) = ( _vajigfji) ) (3.3.14)

—

auf D(k*) ist. Der FluB von .#,, ist dann durch (¢*, k%) : C x D(rk%) — C1+2¢ gegeben,
wobei ¢* durch

t
(s, ty,m) =g (s,y,m) =5 —/ A (kE(y,n))dr, s€C, (t,y,n) € D(rF),
0

definiert ist. Um das folgende Lemma formulieren zu kénnen, erinnern wir uns daran, dafl
(X, P) in (3.2.22)) eingefiithrt wurde und dafl durch I,.«(x, p) das Existenzintervall fiir die
maximale Losung des Anfangswertproblems p = (V,H(p), —V.H(p)), p(0) = (x, p) notiert
wurde.
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Lemma 3.3.2. Sei g € Ky und sei I C Ipnax(zo, Vo(xo)) ein Intervall derart, dafl
X(t,z0, V(o)) € Ky fiir jedes t € I gelte. Dann gelten I C J}. (20,0) und

max

Q+(t,$0,0) = X(t,JTo,VgO(ZL‘Q)), E+(t,$0,0) = 0, tel.

Beweis. Aus (3.3.7)) ergibt sich <%/’Z+ = Veas - Vyy — Viar Ve Damit folgt wegen ((3.2.34])

und (3.2.37) 54, = V,H(z,Vy) - Vg, auf Ky x {0}. Ferner gilt 0,X;(xo, Vo(z0)) =
V,H(®i(x0, Vio(xp))) und @4 (zo, V(o)) = (Xt, Vo(X4)) (20, Vip(z0)) fiir t € I aufgrund
von (3.2.27)). ]

fiir die

Lemma 3.3.3. Seien 7 > 0 und p : [0, 7] — R?? eine reelle Integralkurve von J,
p(0) € Ko x {0} = {Say =0} gelte. Dann gilt p([0,7]) C Ko x {0}.

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dal Ky x {0} = {Say = 0} wegen erfiillt
ist. Nach Voraussetzung gelten <4 p(t) = (Veay, —V,ay)(p(t)) und Sp(t) = 0, also auch
S(Vear, —Vaay)(p(t)) = £ Sp(t) = 0. Da a; den Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen auf dem reellen Bereich geniigt, ergibt sich (Say)y,(p(t)) = S(ay),(p(t)) =
0. Demzufolge verschwindet die Ableitung von (Say) [gea entlang p. Damit folgt aus
Sai(p(0)) =0, daB p([0, 7]) C {Sas = 0} gilt. Indem wir (3.2.32)) verwenden, erhalten wir
p([0,7]) C Ko x {0}. O

a4

Im Folgenden untersuchen wir die Trajektorien von ,%//a\ ., die von den Ebenen

n) = {(=vo(y.m).y, Vytholy.m) : y€C'}

ausgehen. Dabei ist wo(y, 77) = (n|y) firy € C¢und n € R?, was V,1(y,n) = n impliziert.
Wir betrachten nun nur reelle 7, da vy in diesem Fall der Ungleichung

Stho(y,m) — (Sy RV oy, n)) = (Sy[n) —(Sy|n)
~O0(IS(y.mF), yec, (3.3.15)
geniigt. Diese Ungleichung werden wir verwenden, um die in Lemma [3.3.4] angegebenen
Abschitzungen zu zeigen. Der Beweis von Lemma folgt dabei [27], wo jedoch zunéchst
Symbole betrachtet werden, die homogen vom Grad 1 sind. Er findet sich aber auch in

Lemma 5.3 aus [§]. Lemma wird im weiteren Verlauf dieses Kapitels zur Kontrolle
der Fehlerterme dienen.

Lemma 3.3.4. Seien 35,10 € RY. Im Minus-Fall setzen wir 7 = 0. Im Plus-Fall wéhlen
wir ein 7 € J (yo,m0), T = 0. Falls 7 > 0 ist, nehmen wir an, daf§ ki (yo,n0) fiir jedes
t € [0, 7] reell ist und daf$ Say(yo,n0) = 0 ist. Dann existieren ein € > 0, ein C' € (0, 00)
und eine Umgebung 0 C C*2¢ von (—o(yo, M), Yo, M0), fiir die die Ungleichungen

1 t
S(si k) > 5/ —Sax(Rey) du — C|Sk; |, (3.3.16)
0

t
4 S(E ) > G{I0RE P + O k) + [ —Sae)au},  (3317)
SwEP < C (9P + (6t mi)) (33.18)
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auf £o(no) N O fiir jedes 0 < r <t < 7+ € und jedes h € [0,1] gelten. Die Konstanten
und C' lassen sich gleichmdfig wdihlen, sofern sich ny in einer kompakten Menge befindet.

Insbesondere ist k7 (p) fiir jedes r € [0,t] reell, wenn (s, p) € Lo(no) N O ist und ki (p)
und ;5 (s, p) fiir eint € [0,7 + ¢] reell sind.

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen, werden wir in diesem Beweis auf alle =-Indizes
verzichten. Indem wir [27, pp. 351] folgen, bilden wir den Imaginérteil von (3.3.14) und

erhalten % Sk = %%Z(mt). Nun fithren wir an J%,(k;) eine Taylorentwicklung um Rrk;

durch und schlieflen so auf

d -~ —
E (\K/t = %(dp%(%lﬁt + Z"U(t)%/ﬁ?t)) %Ht + %%(é}%/ﬂt)

fiir eine Zwischenstelle v(t). Die Matrix A(t) := %(dpj/fz(ﬁ)?lit +iv(t)Ske)) héngt in glatter
Weise von ¢ und auch von s ab. Dann impliziert die Duhamelsche Formel

—~

Sky = Buy Sky +/ By, S, (RK,) dr,
t

wobei By, als Losung von (% — A(s))Bsy =0, By = 1 gegeben ist. Unter Verwendung der

Identifizierung (3.3.7)) folgt die Abschéatzung
t
S| < O(1) (\%| +/ y%a'(afem)ydr) . (3.3.19)

Dies gilt fiir jedes p, das sich in einer kompakten, komplexen Umgebung von (yo,70) be-
findet, und fiir jedes u,t € [0,7 + ;] fiir ein &g > 0. Denn die Kurven [0,7 + &1] 3 t
Rr(p) bewegen sich in einem Kompaktum, sofern p eine kompakte Menge durchlauft. Nun
schitzen wir weiter ab. Da nach Lemma und Lemma —SQay > 0 gilt,
1Bt sich auf —Say die Standardabschétzung fiir positive Funktionen anwenden. Ferner
schliefen wir mittels der Hélderschen Ungleichung auf

t t
/ S/ (R |dv < 0(1)/ (= Sa(®r,))do
u u . 12
< O(1) (t — u)'? (/ —Sa(%mv)dv) :
Insgesamt ergibt sich aus
t
S| < O) (IS + (1E)Y?), I (p) ::/ —Sa(Rky(p)) dv, (3.3.20)

wobei 0 < u < r <t <7+ e ist. Als néichstes erinnern wir uns daran, daf %6(@, Ky) =
Ha(S) (s, K¢) gilt. Nun integrieren wir die Abschétzung (3.3.9) von w bis ¢ und verwenden



36 3. Die Resolvente eines semiklassischen Diracoperators

(3.3.20) zur Abschitzung von |k, | fiir r € [u,t]. So erhalten wir die Ungleichung
3
(st he) 2 Slsus ku) + 71, — O(1)(t = u)| S|
3
> S(sy, ku) + 2 IN—O(1) (t —u) (|Sk® + (I1)%7). (3.3.21)

Insbesondere ergibt sich fiir den Fall u =0

3
S(st, kt) = S(s0,K0) + <Z —tO(1) (15)1/2> I — O(1) t Sk,

Ferner stellen wir im Fall von u = 0 mit Hilfe von (3.3.20)) fest, daB [Sp[* < O(1) (|Ske|® +
(15)%/?) gilt. Aufgrund von (3.3.17) folgt

S(s0. k) = ~O(1)[3pf* > ~O(1) (|Smf* + (1)*7). (3:3.22)

Falls im Plus-Fall 7 > 0 ist, verwenden wir die Voraussetzung Sa, (yo,70) = 0 und Lem-
ma [3.3.3) um auf Sa, (k7 (yo,m0)) = 0 fiir t € [0,7] zu schliefen, was I (yo,n0) = 0 fiir
0 < u <t < 7 impliziert. Nun wenden wir uns wieder dem allgemeinen Fall zu. In-
dem wir annehmen, dafl p in einer hinreichend kleinen Umgebung von (yg, 7o) enthalten
ist und dafl &y > 0 hinreichend klein ist, lassen sich die Integrale [fL(p) fir 0 < u <
t < T + &1 beliebig klein wéhlen. Daraus ergibt sich insbesondere 2 — O(1)(1§)"/? > 1

bzw. 3 — O1)(t — u)(IL)V? > L. Aus ) und (3.3.22) folgen nun (3.3.16) und die

Abschétzung
1
S(sty kt) = S(Su, k) + = 5 —IL—O) (t —u) [Ske?, (3.3.23)
fir0<u<t<7+er.
Wenn wir nun m fiir r = uw quadrieren und durch eine geeignete Konstante divi-

dieren, erhalten wir 2|Sk,[* < 1 (|Sk|? + IL). Dabei setzen wir voraus, daff die Konstante
C > 4 geniigt. Falls wir dies dann zu (3.3.23)) addieren, erhalten wir
1 2 1 1
St 1) + 719kl > Sl ) + =[S + (5 - Z) It — O)(t — )| Sk,

Wenn wir nun die Umgebung von (yo, 19) weiter einschrinken, kénnen wir annehmen, da8
maxie(o,rte,) |Ske| so klein ist, da O(1)(t — u)|Sk| < 2 gilt. Aus der vorangegangenen
Abschéatzung folgern wir, daf sich

2
S (s, kir) + |Ske* = Sy, ku) + z |Sku)® + = 1 I; (3.3.24)
fir 0 < u <t < 7+¢; ergibt. Da (3.3.16]) gilt und da das Integral aufgrund von —Say > 0

nlchtnegatlv ist, konnen wir die Umgebung von (yo,79) derart einschrinken, dafl |Sk,(p)|
so klein ist, daf

(1- é)@(cu, ) + é\%uy? > (1- %) (8(6 )+ OWISH,) 2 0
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fiir jedes u € [0, 7 4 4] gilt. Dann ziehen wir den letzten Term von der rechten Seite von
(3.3.24]) ab und verwenden C' > 4, um schliefSlich

1 1
(S, ) +[Sku[?) = 5 (S (6w ) + [Srul’) + 511

zu erhalten, was ist.

Nun ist noch zu zeigen. Wir schrianken nun die Umgebung von (yo,70) derart
ein, daB |Sk,(p)| so klein ist, daB C|Sk,| < 3 gilt. Dann schlieBen wir aus auf
&(6(sr, kr)+3 |Sk,|?) > 0. Diese Ungleichung ziehen wir von der rechten Seite von
ab und erhalten

1 1
|%’{t|2 + &(Gry hie) > 20 |%’1T|2 +1I > 20 |%’{T|2
fiir 0 <r <t, da das Integral I’ nichtnegativ ist.

Um den letzten Teil der Behauptung zu beweisen, betrachten wir (s, p) € £q(n9) N &
und nehmen an, daB i (p) und (s, p) fiir ein t € [0, 7 + €] reell sind. Mittels (3.3.18)
ergibt sich dann |k, |2 < C&(¢, ky) = 0 fiir 0 < r < t. Also ist kE(p) fiir alle r € [0,
reell. ]

Das nun folgende Korollar wird noch im weiteren Verlauf dieses Kapitels Verwendung
finden. Der Beweis der Abschéitzungen, die dieses Korollar an die antiholomorphen Ablei-
tungen liefert, stellt eine Alternative zu den aus [§, 27] bekannten Beweisen dar.

Korollar 3.3.5. Seien (yo,m0), 7 und € so wie in Lemma setze T := 7 + ¢ und
sei K C C?¢ eine hinreichend kleine kompakte Umgebung von (yo,10). Dann existieren fiir
jedes N € N und jedes o € Ng™' und 3 € NJ**' Konstanten Cy k1.0, Cy 75 € (0,00),
fiir die

“8(‘;,%p7gp)dﬁ/€f(p)|’ < CONKTa 81[10p] \%/ﬁf(p)]N, pe K, te|0,T], (3.3.25)
s€|0,t

und fiir (y,n) € KN (C? x RY) und t € [0, T]

N
"8(ﬁlf,§)?y,§y,%n)d(yﬁ)/{l:€t<y7n)H < C]/V,K,T,,H<|S’i?:(yv 77)|2 + 6(§;E7 ’ff)(yﬁ)) (3.3.26)
gelten.

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation verzichten wir in diesem Beweis auf alle +-Indizes.
Sei durch .# die Multiplikation mit ¢ notiert. Dann schliefen wir auf

1
Ha&m,gp)dﬁ/ﬁt@)” = ) || B agé,m,sp)“:s(P)]Ha p € K. (3.3.27)
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Ferner erhalten wir unter Verwendung von (3.3.14), da8 x(p), p € K,
d , v _ 9 [ Vea(s(p)) Vea(s(p))
dt t(p) = ok (—V a( ( ))) (/0) ( (li( ))) ( )
)

= ( af:t:("dﬂ) agg (p) )Ii
2 (1)) )
%x( k(p)) ( (p)) /
i < v (K5(p)) (/4;(,0))) w(p) = Falrelp)) my(p)

fir t € [0,T] geniigt, daB k. (k;(p)) = Ky, (p) fir t,t +s € [0,7] und x{(p) = 1 gelten.
Insbesondere ergibt sich [.#, k{(p)] = 0. Da beliebige A, B,C' die Kommutatorrelation
[A, BC] = B[A, C] + [A, B]C erfiillen, folgt

"

—aj¢(r(p)

% [j’ H;(p)] = [j, [Fa("it(p)) ’%:t(p)}

= Fal(re(p)) 7, 5(p)] + [, Falke(p)] ii(p),  t€10,T].

Weil die Anfangsbedingung der Gleichung [.7, k{(p)] = 0 geniigt und x} die homogene
Differentialgleichung £ x}(p) = Fo(rk¢(p)) £} (p) 16st, liefert die Duhamelsche Formel

7, K(p)] = / K (p) [ Fulss (o) K.(p) ds, ¢ €[0.T], p € K.

Indem wir sup,ecio 71 SUp,ex ||#1(p) || < oo und [F,Fa(ks(p))] = O(|Sks(p)[V), N € N, was
nach (| m gilt, verwenden, folgern wir, dafl die Abschétzung

17, 0Grpap e (D] < Cknva sup [Sk(p)Y,  peK, (3.3.28)

s€[0,T7]

fiir eine Konstante Cy y 1, € (0,00) im Fall von a = 0 erfiillt ist. Nehmen wir nun an,
daB (3.3.28) fiir jeden Multiindex der Linge < n € Ny gelte und la] = n 4+ 1 sei. Dann
berechnen wir

d

d [j a (Rp,S op ] [j a(?Rp Sp) ( (Ht> R;)] (3329)

= [j> [Fa(’%t) a(?)‘Ep %p)ﬁ";]
£ 5 ()1 ol

0<B<a

= [Fa(/it) [‘ﬂ7 aaéRp gp)’%;] + [ﬂ7 [Fa(/it)] ang Sp)H;
& a—p3 !
+ Z ( ) ‘ﬂa?ﬁpdp) a(K )]8(%,06/) t

<<

Jé] !
+8§Rp\rp) ( )[f’a(éﬁp\rp ]}
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Wenn wir darauf die Duhamelsche Formel anwenden, erhalten wir unter Verwendung von

Ippaptolp) =0, was [F, 0, o, kol = 0 impliziert,

t
[j7@?§}?ﬁ7%p)ﬁg] = /0 H:ﬁ—s<p){[j7 [Fa(,is)] a(aﬂ?p,%p)ﬁls

P —

0<B<a

+8§Rp\sp a(ks) [A, Ga%pﬁ\;p ’])}ds

Da wir wissen, daf nach (3.3.13) sup;e( 71 SUpefc H@O‘g;p ap)fit(p)|| < oo fiir 0 < f < aund

| [-#, 05%,) spyFalr)] [l = O(|Ske(p)]Y) gelten und daB fiir 0 < # < o nach Induktionsvor-

aussetzung || [, 6a§}epﬁdp ki) | = O(supyepor |Sks(p) V) erfiillt ist, folgt die Abschitzung

H[‘]7a€§)‘3p,gp)/€;(p)”‘ C;/(NT(X SEI;] ‘\S\H’S(p)’N7 pE K7
se

fiir ein C% y 7., € (0,00) und fiir o € N3, || = n+ 1. Um auch noch die Zeitableitungen
hoherer Ordnung zu beriticksichtigen, leiten wir (3.3.29) unter Verwendung der Abschéitzung
(3.3.29) nach der Zeitvariablen ab, die wir soeben fiir alle @ € N} bewiesen haben. So
schlieffen wir auf

[17- Timpsori()l < Civra sup [Sw:()IY, pe K. (3.3.30)
s€
was fiir eine Konstante CE N1 € (0,00) und fiir jedes o E D\I4d+1 gilt. Indem wir uns daran

erinnern, dafl wir (3.3.27)) bereits gezeigt haben, folgt aus (3.3.30]) die erste Abschéitzung der
Behauptung 1) Dle zweite Abschitzung der Behauptung 6) folgt aus (3.3.25))

mit Hilfe von (3.3.18]). [

3.3.2 Naiherungslésung der Hamilton-Jacobi-Gleichung

Das Ziel dieses Unterabschnittes ist es eine Losung der komplexwertigen Hamilton-Jacobi-
Gleichung & anzugeben. Da die Symbole a4y komplexwertig sind, wird die
Hamilton-Jacobi-Gleichung nicht exakt 16sbar sein. Durch eine aus der klassischen Mecha-
nik bekannten Methode werden wir diese Ndherungslosung erhalten, die dann im wesentli-
chen als gewisse erzeugende Funktion der kanonischen Relationen gegeben sein wird. Wir
werden den Konstruktionen aus [6], 8, 27] folgen. Dabei werden wir anders als in [27], aber
ebenso wie in [0 [§] stets beliebige Symbole und nicht Symbole, die homogen vom Grad 1
sind, betrachten.

Wir nehmen an, daf§ das Potential V' die Voraussetzung [3.1.1] erfiillt und daf die Punkte
x, und vy, der Voraussetzung |3.2.3| geniigen. ¢ ist die Funktion, die durch Proposition [3.2.1
im Fall von d = 1 gegeben ist bzw. durch Proposition [3.2.4] falls d > 2 ist.
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Wir beginnen mit der Einfiihrung impliziter Funktionen, die der Eigenschaft geniigen,
daB sich die kanonischen Relationen als Graph dieser Funktionen darstellen lassen. Dazu
erinnern wir uns zunéchst an die aus (3.3.14)) bekannte Notation und wir definieren

7t = {(t,y,0) € R{ x Ko x {0} = Qf(y,0) € Ko, t' €[0,4] },

7% = {(t,5,0) € R{ x Ko x {0} : QF,(z,0) € Ko, ' €[0,1] },

& = ({0} xR*HYu gt & = ({0} x R*) U 2+,

Ft ={(t,Q] (y,0),0,4,0) : (t,y,0) € 7 yU{(0,z,m,2,m) + x,n€R}.

Wir kénnen .#+ als Graph der Funktion (k*, g") : &7 — R?? darstellen, wenn wir

k*t(t,x,0) := Q" (—t,z,0), (t,z,0)e d™, (3.3.31)
kT(0,2,1m) =, (z,m) € R*, (3.3.32)

und
gt (t2,0):=0, (2,00 Z*, ¢ (0.2m) =1, (z,) € R*, (3.3.33)

setzen. Nach Lemma [3.3.2] gilt fiir (¢,2,0) € 2*
kt(t,z,0) = QT (—t,2,0) = X(—t,x,Vo(z)). (3.3.34)
Im Minus-Fall definieren wir
E =& = {0} xR*, F~ .= {(0,z,n,2,n) : z,n€ IRd}.
Dann ist .~ der Graph von (k=,¢7) : & — R, wobei
E=(0,z,nm) =z, g (0,z,n):=mn, (z,n) € R*, (3.3.35)

ist. In dem nun folgenden Lemma beweisen wir, dafl wir k* und ¢* zu glatten Funktionen
fortsetzen kénnen, die in einer Umgebung von &+ definiert sind. Ferner wird das niichste
Lemma zeigen, daf sich die kanonischen Relationen

Cf = {(z,&y,m) € C*x C*|(2,8) = v (g}, t>0,

welche durch den Flufl von % . gegeben sind, als Graph eben dieser Funktionen in einer
Umgebung von .#* darstellen lassen. Der Beweis, der eine Alternative zu den aus [, 27]
bekannten Beweisen ist, ergibt sich mittels des Satzes iiber implizite Funktionen.

Lemma 3.3.6. Es existieren offene Umgebungen 4~ von & in Ry x C* und % von F
in RS x C* x Q und Funktionen k%, gt € C>(9%,CY), fir die fir jedes (t,z,&,y,n) € H#*
die Aquivalenz

(,8) = (QF (., ), E (v.n)) = (y=k*(t,z,n) A E=g*(t,z,n))

qgilt.
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Beweis. Wir betrachten

FE(t &, y,m) = (2 —Q*(t,y,n), £ — =5 (t,y,n)) (3.3.36)

fiir alle (z,&,t,y,m) € C?** x D(k*). Wir wollen darauf den Satz iiber implizite Funktionen
anwenden. Wir fassen nun F* als eine R*-wertige Funktion in 8d + 1 reellen Variablen
auf. Fiir t = 0 gilt F£(0,2,€,y,m) = (x — y,& —n) und offensichtlich ist

Og —1
ny . pAd 4d +y/ _ (V2 2d
(F)tme semamli=0 - R = R (F) e senam li=0 = <ﬂ2d 024 )

invertierbar. Das beweist die Behauptung im Minus-Fall. Im Plus-Fall erhalten wir fiir
beliebiges (z,&,t,y,m) € C*¢ x D(kT)

02t (@,
Lo —(E")

—

(F) e .se oy (62,6 y,m) = < )(t71/7"7)~

Ry,Sy)
Wir erinnern uns daran, daB Q*(t,y,0) = X(t,y, Ve(y)) fiir (t,4,0) € 2% nach Lem-
ma gilt. Dabei verwenden wir die Notation, die vor der Formel (3.2.22)) eingefiihrt
wurde. Wir schlieBen auf (%Qﬂgy(t,y,O) = (§RQ+)§Ry(t,y,0) = d,[X(t,y,Veo(y))] und
(RQ™)4, (1,5, 0) = —(SQ)p, (t,y,0) = 0 fiir (t,y,0) € 2* infolge von (.3.28). Ebenfalls
erhalten wir Z*(¢,y,0) = 0 und folglich (%), q,)(t,9,0) = 0 fiir (£,y,0) € 7. Das
impliziert, dafl

0 —d, | X (t,y,V ®1
(F ) e st .0 (6 QT (8,4,0),0,,0) = ( 2 X Gy Vely))] 2)

Lo 024

fiir jedes (t,4,0) € 2% gilt. Ferner ist die Matrix dy[X(t,y, Vy(y))] invertierbar, da
sie die Fundamentalmatrix einer gewissen matrixwertigen gewohnlichen Differentialglei-
chung zum Zeitpunkt Null ist. Denn es ist X (0,4, Ve(y)) = Q1(0,y,0) = y, folglich
dy[X (0,9, Ve(y))] = 1 und damit auch

atdy[X(t7y7 VSO(?J))] = dyva(x7 v<p(x))|z:X(t,y,V<p(y))
= B(t,y) d,[X (t,y, V(y))]

fiir jedes (¢,y,0) € Z+ erfiillt, wobei
B(t,y) := (ng (SU,VSD(:C)) + H]'D’p(:c, V(p(x)) @"(x))|x:X(t7y,V@(y)) (3.3.37)

ist. Mit dy[X (¢, y, Ve(y))] ist auch (F'F)(pe g¢ sy, invertierbar. Da 7 sich global als
Graph darstellen 1488t, schlieBen wir mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen, daf3
Funktionen & und ¢g* mit den in der Behauptung gewiinschten Eigenschaften existieren
und daB diese Funktionen eindeutig sind, sofern die Umgebung von ¢ hinreichend klein
gewahlt ist. ]
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Im Folgenden werden wir zeigen, daf} eine Losung von (3.3.1)) durch die aus der klassischen
Mechanik bekannte Formel

Ua(t,z,m) = (Ze o Ki)(t,x,n)

t
= (K [) + [ (W o)) dr (3339)
0
fiir (t,x,n) € 9+ gegeben ist, wobei
t
Zy(ty,m) = = (=(yln)y,m) = <y|n>+/ o (k) (y,m)) dr
0

fiir (¢,y,n) € D(k*) ist und

Ki(t,z,n) := (t,ki(t,m,n),n), (t,x,n) € 9%, (3.3.39)

ist. Offensichtlich gilt 1+ (0,2,7) = (x| n) nach (3.3.32)) und (3.3.35). Um nun zu beweisen,
dafl das soeben definierte ¥y die Hamilton-Jacobi-Gleichung (3.3.1)) 16st, fithren wir die
Gewichte

Ty o= [SKTP+ S(—Zy,w5), auf D(k®),
Fi = fi 9] Ki = |%(£C,gi)|2 — <%Hf | §Rgi> + %wi7 auf gi’

ein. Diese werden zur Kontrolle der Fehlerterme dienen. In der Definition dieser Gewichte
wurde verwandt, daB F (k*(t,z,7),1) = (z, g% (t,2,n)) fiir jedes (¢t,z,n) € 47 ist.
Der Beweis des nichsten Lemmas folgt [27] und findet sich auch in Lemma 5.7 aus [§].

Lemma 3.3.7. Es gibt eine offene Umgebung o C RE x €4 x RY vom Abschluff von &%
derart, daff zu jeder kompakten Teilmenge K C AL eine Konstante Ck € (0,00) existiert,
fiir die fiir jedes (t,y,n) € K und r € [0, 1]

1 t
SZe(ty,n) > <<5Qi|3%5i>(t,y,n)—§/ Sax(Rrs(y, n)) ds
0
— i [S(Q*, 25 (t,y.m)|”, (3.3.40)

S(Q*. =) (ry,m)|* < Te(r,y.m) < Ox Tty ) (3.3.41)

| —

gelten.

Beweis. Zuerst priifen wir die Voraussetzungen von Lemma [3.3.4f Wir erinnern uns daran,
daf fiir jedes 1y € R? die in Lemma auftretende Konstante C' gleichmafBig gewé&hlt
werden kann, sofern 7, sich in einer kompakten Menge befindet. Im Minus-Fall setzen wir
stets 7 = 0. Im Plus-Fall wihlen wir 7 = 0, falls (yo,n0) ¢ Ko x {0} ist. Falls jedoch
no = 0 und yo € Ky sind, definieren wir 7 = max{t > 0 : X(r,yo, Voo(yo)) € Ko, 7 €
[0,¢]}. Dann sind alle Voraussetzungen von Lemma erfiillt, da Sa(yo,0) = 0 und
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Ske(v0,0) = S(X (¢, 90, Vip(yo)),0) = 0 fiir t € [0,7] nach (3.2.32) bzw. Lemma [3.3.2]
gelten. Im Folgenden verzichten wir auf sdmtliche +-Indizes. Mittels Lemma [3.3.4] zeigen

wir nun zunéchst den ersten Teil der Behauptung (3.3.40f). Aus (3.3.16)) aus Lemma w
folgt fiir (¢t,y,n) € K

SZ(ty,n) — (SQIRE) (L, y,n) = 6(=Z,Q,E)(t,y,n)
5 [ ~an.n)as
~0() [3(Q,E)(ty,
Wiederum unter Verwendung von und da —Sa > 0 ist, erhalten wir
U(r,y,1m) — |S(Q.E)(ry.n)|* = 6(—2,Q.5)(r,y.n)
> —0()[3(Q.D)(ry.m["

WV

Wenn wir nur eine hinreichend kleine Umgebung von & betrachten, in der ‘%(Q, =)(r,y, 77)‘
verschwindet, konnen wir annehmen, dafl %(Q,E)(r,y,n)’ so klein wie gewiinscht ist.
So ergibt sich die erste Ungleichung in (3.3.41)). Schlielich folgern wir aus von
Lemma [3.3.4]

Fltyn) > &{I3@2)0 0] + 6(-2,Q.2)0ry.0

+ [ =Saey, i} = Ty,
O

Nun wollen wir Abschitzungen der Ableitungen der impliziten Funktionen k* und g¢*
bestimmen. Dazu definieren wir

Ny = KN M), (3.3.42)

wobei K durch (3.3.39) gegeben ist und ,/I/I in Lemmam derart eingefiithrt wurde, dafl

N C 9% eine Umgebung von & in [0,00) x C? x Ry ist. Der Beweis des nun folgenden
Lemmas stellt eine Alternative zu den aus [8, 27] bekannten Beweisen dar. Ferner werden
die Abschétzungen der impliziten Funktionen, die dieses Lemma liefert, auch im néchsten
Kapitel in Hinblick auf die Transportgleichungen Verwendung finden.

Lemma 3.3.8. Seien k%, gt € C~(9*, C%) die in Lemma eingefiihrten impliziten
Funktionen. Dann existiert zu jeder kompakten Teilmenge K C 9% und jedem N € N und
a € N3 eine Konstante Oy k.o € (0,00) derart, daf fiir jedes (t,x,n) € K

||aa,§%x,%x,n)df<kia gi)<t7 Z, T]) H < CN,K,CM Iy (tv z, TZ)N

qgilt.
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Beweis. Wir verzichten in diesem Beweis zur Vereinfachung der Schreibweise auf alle +-
Indizes und erinnern uns zunéchst an die in (3.3.36)) getroffene Definition. Indem wir den
Satz iiber implizite Funktionen so wie im Beweis von Lemma [3.3.6] anwenden, erhalten wir

—1
<k/§Rx \fx) — <02d _gll(ﬂ%y,gy)> (_]12(1) 7
g(%x,i‘m) Lo _‘:(%y,%y) 024
wobei alle Ableitungen von @ und Z in (¢, k(¢, x,n),n) fir (¢, z,n) € 4 ausgewertet werden.

Wir bezeichnen diese Matrizen mit A, B und C. Also wird die obige Gleichung zu A =
B~1(C. Sei durch .#, die Multiplikation mit i auf C¢ = R?? notiert. Dann gilt

0 -1
I =1,® <1 0 ) :
Ferner fithren wir die folgende Schreibweise [#, A] := A — AZ,. ein. Da fiir beliebige
E,F,G die Kommutatorrelation [E, FG| = F[E,G| + [E, F|G ertiillt ist, erhalten wir

(£, Al=[#,B1C+B'[.¥,C]=B""B,#]B'C. (3.3.43)
Indem wir Ableitungen von bilden, ergibt sich fiir o € N§™3¢
7 s A
= > B 00 B HO w50 B IO 0 30.) (B0}

Bty+o=a

fir gewisse kombinatorische Konstanten ¢(3,7,d) € (0,00). Hierbei ist der Kommutator
[0} yB, 7] von der Gestalt

(t,Rz,Sz,n)

Z[(ﬂﬁp ap B 71 (Polynom in den partiellen Ableitungen von k).

Aus Korollar und schlieffen wir
H ﬂ 87 H CNKT’y’ F(t Xz 77)

(Rp, \sp)

]

Wir wollen zeigen, dafl die Formel (3.3.38)) eine Losung von (3.3.1]) darstellt. Dazu folgen
wir einem aus der klassischen Mechanik bekannten Beweis (siehe etwa Seite 479 aus [30])
und vergleichen das Differential von Z, mit dem Pullback unter der Abbildung

OL(t,y,m) = (t, 57 () = (,Q (L, y,m), 5ty m),  (t,y,n) € D(x*),
von der Cartanschen Form,
wy = &dx —ax(z,§)dt

ws wird als Form auf R x C?¢ betrachtet, also ist dr; = dRx; + idSx; und wir verwenden
die Abkiirzung & dx := & dxy + - - - + €4 dxg. Der Beweis des nun folgenden Lemmas findet
sich auch als Beweis von Lemma 5.8 aus [§].
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Lemma 3.3.9. (i) Auf jeder kompakten Teilmenge K C D(x%), auf der |t| < tq ist, gilt
fiir alle N € N und o € Ny**

8(027%%%7%,7,%) (dZi — Olws — ydn) = (9( max ]\m (vy, n)\N). (3.3.44)

Ir|<to
(ii) Sei Ny die in Lemma auftretende Menge (also ist n reell). Dann gilt
06 oy sy (22 — OLwy —ydn) = tO(TY)
auf,/f/l und fiir jedes N € N und o € N3 wobei die Landau-Symbole gleichmifig auf
kompakten Teilmengen von A4 sind.

Beweis. Wir verzichten auch in diesem Beweis auf alle +-Indizes zur Vereinfachung der
Schreibweise. Wir definieren \ := dZ — ©*w und verwenden

Oz = (E|Vea(Q,E)) —a(Q,E) = (£]0,Q) — a(Q,5), (3.3.45)
um die Darstellung
A=(2,-(21Q,))dy+ (Z; — (E]Qy)) dy + (Z, — (E]Q,)) dn
+( ﬁ_<‘—‘|Qﬁ>)dﬁ

zu erhalten. Hierbei haben wir fiir (Z]0,,Q)dy + --- + (£]0,,Q ) dys die Abkiirzung
(Z] Q) dy eingefiihrt. Sei durch » eine der Variablen y;,7;,7;,%;, j = 1,..., d, notiert. Wir
definieren A,, :== Z! —(=Z| Q’, ). Nun schliefen wir aufgrund von ({3.3.45)), der Hamiltonschen
Gleichungen, (3.3.14)), und der fast Analytizitit von a auf

at)\% — 8){(< E | atQ> - a(QJ E’)) - <atE | a%Q) - <E | ata%Q>
= (0,2|Vea(Q,Z)) — 9.(a(Q.6)) + (V.a(Q. 2) [ 0.Q)
= —(Vza(Q,5)|0:Q) — (Vga(Q, E) | 0:5).
Indem wir die letzte Zeile mit G,, bezeichnen, gilt 0;\,, = G,,. Mittels (3.3.3)) ergibt sich
8&:8%%%%%771%77)G% - O(|S(Q, E)|N) (3346)
Die Anfangsbedingung (Z, Q. =)|i—o = ((y|n),y,n) impliziert
Z;/|t:0 =, Z7/7|t:() =Y, Z§|t:0 = Z%|t:0 =0,
Qyli=0 = 1, Qyli=0 = Qyli=0 = Qfli=0 = 0.
Daraus folgt A(0,y,n) = ydn. Aus 9\, = G,, schlieBen wir auf

A(t,y,m) —ydn—Z/ <(ry,m) d (t,y,m) € D(x),

woraus wir mit Hilfe von (3.3.46)) Teil (i) der Behauptung folgern. Teil (ii) erhalten wir
nun infolge von Lemma |3.3.7] [
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Da auf ¥+
ZioKy =1, QfoK,=2z ZtoK,=g"% (3.3.47)

gelten, erhalten wir die folgende Proposition, deren Beweis sich auch im Beweis von Pro-
position 5.9 aus [§] findet.

Proposition 3.3.10. Sei ¢ die in (3.3.38|) eingefiihrte Funktion. Dann gelten

Ot R0, 3m) (Os + ax(z, Vioipy)) = O(TY), (3.3.48)
Ot e s3m) (Vs — g5) = ory), (3.3.49)

Ot e s3m) (Vs — EE) = oTd), (3.3.50)

Ot o 5.0 Vathe = ord), (3.3.51)

Ot pw o) Vb = ori) (3.3.52)

auf A4 fir N € N und jeden Multiindex o € INgdH. Alle Landau-Symbole sind gleichmdfig
auf kompakten Teilmengen von N..

Beweis. Lemma M(u) und Ty =Ty 0 K implizieren

a&,%x,%r,%n)[(j: (dZi - @j:wi - yd??) = O(Fg)

auf K‘l(c/;/l) = .. Ferner zeigt (3.3.47), daB

Ki(dZy — ©twy —ydn) = d(K}1Zy) — (04 0 Ki)*wy — k* dn
= dyp — gFdr + ax(z,g%) dt — kT dn

auf 9= gilt. O

Das letzte Korollar in diesem Unterabschnitt faft die Eigenschaften von ¢4 auf dem reellen
Bereich zusammen. Wie sich zeigen wird, lassen sich die Gewichte I'y durch Sy auf dem
reellen Bereich ersetzen. Wir erhalten, dafl ¢/, die von uns gewiinschte Losung des Problems

B3I&E32) ist.

Korollar 3.3.11. (i) Es gibt eine reclle Umgebung A5 von &F in Ry x R*? derart, dafs
fiir jedes (t,z,n) € M die folgenden Relationen

1
SYs(t,z,n) > m|§gi(t,$,ﬁ)|2a (3.3.53)
Sy (t,z,n) =0 & (t,o,n) €&, (3.3.54)
SY_(t,e,m) =0 & t=0, 2,n€RY, (3.3.55)
gelten. Infolgedessen gilt
1
S > —— Ty auf AT, (3.3.56)
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was (3.3.48)(3.3.52) auf 4= impliziert, wobei die rechte Seite dieser Gleichungen durch
On((SY+)N) ersetzt wird. Insbesondere gilt

a&%xsz’%n) (atwi —+ ai(z‘, V;{(pi)) = O((%wi)N) auf %uét (3357)

(Alle Landau-Symbole sind gleichmdifig auf kompakten Teilmengen von M .)
i) Fir jedes (t,x,0) € 2% und § € NI gelten
(i) 0

a(ﬁtyx)quj-l—(tvxa 0) = 07 vn¢+(ta$70) = X(—t,ZE,VQO(ZE)) (3358)
Beweis. (i): Aus (3.3.40) und (3.3.47) und da —Say > 0 ist, folgt
Spye — (S| RgE) > —01) |S(z, ¢F)? auf L. (3.3.59)

Wir erinnern uns daran, dafi .44 eine Umgebung von &% in Rf x C? x R? ist. Folglich ist
(AR = A2 N (RE x R¥M) eine Umgebung von &% in R x R*. Seien (to,xq,m0) € &+
und K C (A% )g eine kompakte Umgebung von (tg, zo, 7o) in (A4 )g. Fiir hinreichend klein
gewihltes g9 > 0 gilt (t,2 + ¢ Sg*(t,2,n),n) € K' C (A%)g fiir jedes (t,z,7) € K und
le] < ep. Dabei ist K’ ebenfalls kompakt. Aufgrund von (3.3.59) existieren Konstanten
C,C" € (0,00), die fiir jedes (t,z,n) € K den Ungleichungen

- ’%gi (t,l‘ — & %gi(t,x, 77)7 T]) ‘3

%77Z):|:(t7x - 5%gi(taxﬂ7)a77) >
P

geniigen. Indem wir eine Taylorentwicklung der linken Seite der Abschéitzung (13.3.60)) bzgl.
2 durchfiihren, wobei wir (3.3.49) und (3.3.51]) verwenden, erhalten wir

Sr = e[S )P — C" (ISP + €2 [SgF[?) — e Oy | [N auf K

fiir ein No € N, Ng > 2 und C”,Cy, € (0,00). Nun wihlen wir ein € € (0, 357), fiir das
e < go und € Cl, |4 |Vt < 1/2 auf K gelten. Damit ergibt sich s + (1/2)|S¢4| >
(£/2)|Sg%)? — C”|Sg*]? auf K. Als néichstes erinnern wir uns daran, daf nach und
die Gleichung Sgt = 0 auf &% gilt. Wenn wir die kompakte Umgebung K von
(to, T, m0) Weiter einschriinken, kénnen wir annehmen, dafi C”|Sg*| < £/4 auf K gilt. Wir
folgern ([3.3.53)). SchlieBlich definieren wir .#ZZ als Vereinigung aller Mengen K. Hierbei
lduft die Vereinigung iiber alle (to, zg,70) € &*.

Im néchsten Schritt beweisen wir und (3.3.55). Zuerst sei (t,z,m) € &*.
Fir ¢ = 0 gilt Sv.(0,2,n) = S(x|n) = 0. Falls (¢,2,0) € 27 ist, wissen wir, daf
k(r,k(t,x,0),0) € Ky x {0} fir jedes » € [0,¢] ist. Folglich ist aufgrund von
o (k(r,k(t,z,0),0)) = 0 fir r € [0,¢]. Indem wir uns an die in (3.3.38) getroffene De-
finition von % erinnern, erhalten wir ¢, (¢,z,0) = 0. Damit ist die Implikation ,,<=* in
(3.3.54)) und (3.3.55|) gezeigt. Das beweist aber auch die erste Gleichung von (ii).

Um die andere Implikation zu zeigen, nehmen wir an, daf (t,z,7) € g fiir t >
0 und Svi(t,x,n) = 0 gilt. impliziert dann Sg*(#,2,7) = 0 und damit auch
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I'yL(t,z,n) =0, da x reell ist. Aufgrund der Ungleichung und dank 148t sich
der Imaginérteil der Integralkurve von %i, die (y,n) := (k*(t,z,n),n) und (z, g=(t, z,n))
verbindet, durch I'y. abschétzen. Das beweist, daf diese Integralkurve reell ist.

Da wir wissen, da Sa(y,n) < 0 und Sa_(y,n) < 0 nach bzw. (3.2.39) gilt,
nehmen wir an, daf§ \sai(y n) < 0 ist. Dann folgt Y4 (t, z,17) > 0 mit Hilfe von (3.3.40
da z reell ist und Jg* = 0 ist. Im Minus-Fall erhalten wir einen Widerspruch zu (3.2.39)),
was zeigt, daB es kein (¢,x,n) € Ay gibt, fir das t > 0 und SY_(¢,z,n) = 0 gilt. Im
Plus-Fall folgern wir Sa, (y,n) = 0. Aufgrund von sind also y € Ky und n = 0.
Lemma impliziert (¢,y,0) € 2+ und damit auch (t,x,0) € 9.

SchlieBlich wollen wir Teil (ii) beweisen. Wir bemerken zunéchst, dafl wegen (3.3.33
[ (t,z,0) =0 fiir (¢,2,0) € 27 gilt. Damit ergibt sich mit Hilfe von (3.3.50]) und ([3.3.31

Y

Vi (t,x,0) = kt(t,2,0) = X(—t,z, Vip(z)).

Ferner erhalten wir V¢, (t,z,0) = ¢g*(¢t,2,0) = 0 infolge von (3.3.49) und (3.3.33)) und
O

Op4(t,2,0) = —ay(x,0) = 0 nach (3.3.48) bzw. (3.2.32)).

3.4 Die Transportgleichungen

3.4.1 Ansatz fiir eine Parametrix

Wir wollen eine Parametrix des konjugierten Diracoperators Dy, v, = e?/ hDhye*“”/ h be-
stimmen. Dazu zerlegen wir Dj, v, mittels der in (3.2.6) eingefithrten Projektionen in einen
Plus- und einen Minus-Teil. Fiir jeden dieser beiden Teile konstruieren wir mittels eines
WKB-Verfahrens Parametrizen der zugehorigen Warmeleitungsgleichungen. Diese integrie-
ren wir dann bzgl. der Zeitvariablen ¢. Da die Eigenwerte komplexwertig sind, verwenden
wir als Ansatz fiir die Parametrizen der Warmeleitungsgleichungen Fourierintegralopera-
toren mit komplexwertiger Phase. Also ist der Ansatz fiir den Greenschen Kern

P ” dndt
Dh%/\p(m v) ﬂ/ / iy (tem) /h—iy [ n) /hZh B (t, m
ﬁe{+ -}

Das hier auftretende Symbol ¢ gehort zum Bereich, wo das Symbol lA?h,V#, gleichméBig
elliptisch ist, und wird zu Beginn von Abschnitt konstruiert werden. Zur Herleitung
der Gleichungen die ¥+ und B! bestimmen, berechnen wir formal

e (£, + o (—ihV +iVe) +ag+ V)V S Y BY

v=0
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= (L0 £hd+ o (—ihV + Vo +iVe) + ag + V) § h” BY,
v=0
= (£i0hy + - (Votbe +iV) + ag+ V) BY

+y h”{(i@t —ia V)BT
v=1
+ (£ i0nps + o (Vothe +iV9) +ag + V) B;} L 0. (3.4.1)

Wir fiihren nun eine glatte Abschneidefunktion y € Cg°(C??) ein, fiir die x = 1 auf einer
kleinen reellen Umgebung von Ky x {0} und 0 < x < 1 auf R?? gilt und deren Triiger
supp(x) in einer kleinen komplexen Umgebung von Ky x {0} enthalten ist. Sei x eine fast
analytische Fortsetzung von x[gzq, fiir die

|06y sy msm Vamxw, )] < CnalSw,n|Y,  (y,n) € C*,

fiir jedes N € N und o € Ng? und geeignete Konstanten Cy, € (0, 00) erfiillt ist.
Nehmen wir fiir den Moment an, daf die matrixwertigen Amplituden BY

(To) : O pwsum { BLE 2, m) — A (2, Voibee (8, 2,m) + iV(x)) BL(t, x,1)}
= oY),
BY0,z,m) = x(z,n) A* (2, +iVe(x)),

geniigen. Ferner folgen aus (3.4.1)) die Transportgleichungen
(TV)V>1 : a&m,%,n){(:Fat + 1o v) B:Vtil

— (01 + - (Voba +iVp) +ag + V) BL} = On(TY),
Bi’t:O = —Bi|t=0~

Falls (Tyg) gilt, 1a8t sich die vor B} in (3.4.1)) auftretende Matrix durch einen ihrer Eigen-
werte ersetzen und es ergeben sich die Hamilton-Jacobi-Gleichungen

+i0hy £/ 1+ (Voos +iVe)2 + V = O(IY).

Diese sind geméaf3 der Definition ((3.2.30]) dquivalent zu den durch definierten Proble-
men. In Abschnitt Wurden Lésungen von bis auf Fehlerterme der Ordnung O(T'Y)
bestimmt. In Unterabschnitt werden wir die Transportgleichungen (Ty), (Tq),...
l16sen. Da auch die Transportgleichungen komplexwertig sind, werden sich dabei ebenfalls
Fehlerterme der Ordnung O(T'Y) nicht vermeiden lassen. SchlieBlich verwenden wir in Un-
terabschnitt die so erhaltenen N&aherungslosungen der Hamilton-Jacobi-Gleichungen
und der Transportgleichungen , um eine Losung von (+hd; + Dy v,,) ux = 0 zu erhalten.
In Proposition [3.4.9 werden wir zeigen, dafl diese Fehlerterme das WKB-Verfahren nicht
zerstoren.
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Wir nehmen an, daf§ das Potential V' die Voraussetzung[3.1.1]erfiillt und dafl die Punkte
x, und y, der Voraussetzung geniigen. 1+ ist die durch definierte Funktion
und ¢ ist die Funktion, die durch Proposition im Fall von d = 1 gegeben ist bzw.
durch Proposition [3.2.4] falls d > 2 ist. Ferner sind die Landau-Symbole gleichméflig auf
kompakten Teilmengen und die Variable 7 ist reell.

3.4.2 Naherungslésung der Transportgleichungen

In diesem Unterabschnitt 16sen wir die Transportgleichungen (Ty),(T7),... und folgen
dabei Abschnitt 2.2 aus [41]. Diese Strategie werden wir an unsere Situation anpassen,
indem wir Faktoren ¢ und geeignete Vorzeichen an den richtigen Stellen ergénzen. Da
sich die Transportgleichungen ebenso wie die Hamilton-Jacobi-Gleichung nicht exakt 16sen
lassen, haben wir ferner auf Fehlerterme zu achten.

Die Vorgehensweise ist dabei wie folgt. Zunéchst formen wir die Transportgleichun-
gen unter Verwendung der Hamilton-Jacobi-Gleichung zu einer neuen Folge (K, ) um und
fiithren dann matrixwertige Differentialoperatoren L* ein. Da es geniigt gewisse Differential-
gleichungen in L* zu 16sen, um eine Losung der Transportgleichungen zu erhalten, untersu-
chen wir die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen ebensolcher Differentialgleichungen.
Schliellich berechnen wir den Wert gewisser B9r(7', x,0), den wir fiir die Bestimmung der
Asymptotik des Greenschen Kerns benotigen werden.

Die hier verwandte Strategie entstammt den aufeinander aufbauenden Arbeiten [41]
und [42], in denen die quasiklassische Ndherung der Diracgleichung behandelt wird. In [41]
wird das asymptotische Verhalten des quasiklassischen Evolutionsoperators fiir endliche
Zeiten im Limes h \, 0 studiert. [42] befafit sich dann mit der Streutheorie.

Alternative Losungswege finden sich z.B. in [28, [38]. In Anhang A aus [5] wird die
Strategie aus [28] dargestellt, wenn mittels des WKB-Verfahrens eine Parametrix des Evo-
lutionsoperators fiir kleine Zeiten konstruiert wird. Es sei bemerkt, da8 in [5] dreidimen-
sionale Diracoperatoren, die mit einem nichtskalaren Potential versehen sind, behandelt
werden. Der Vorgehensweise aus [38] werden wir spéter in Anhang [A] folgen, indem wir
diese an unsere Situation anpassen werden, um die Transportgleichungen (Ty), (T1),...
im dreidimensionalen Fall zu 16sen.

Wir beginnen mit der Definition der Gamma-Matrizen

Yo = Qq, Y = —0pQy, ]:1,,d
Damit erhalten wir wegen {ay. , oy} =20, 1 fiir 0 < k, ¢ < d
(0)*=1, (y)’=-1, j=1,....4d, (3.4.2)
{v,wh=0, 0<p<v<d (3.4.3)

Ferner definieren wir

OFf = +i0,, aji 1= —0y;,

Iy = dy/1+ (Vathe +iV@)?2, 117 1= 0, 1hs + 0y, 0,
I = (I, ... I03),
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wobei j = 1,...,d ist, und
) d ) d
0F = Zwﬁf, I = Z%Hf auf AL,
pn=0 pn=0

Wir erinnern uns daran, dafl die Mengen 44 in (3.3.42) eingefiithrt wurden. Wir formen
die Transportgleichungen auf .44 mit Hilfe der in (3.3.48]) gegebenen Hamilton-Jacobi-
Gleichungen in eine neue Folge von Gleichungen um, die gegeben ist durch

(k) § Yemessa (5 = 1) BL +30BL) = On(TT), N eN,
7 o (= 4+ 1) 0% B = Ox(TY), NeN.

(t,Rz,Sz,n
Dabei ist v € Ny und wir setzen By' := 0.

Lemma 3.4.1. Fulls B} fir v € Ny die ersten Gleichungen in (Ki), (Kz),... auf einer
Umgebung N! C No von & in R x C4 x R? erfiillt, dann geniigt BY. auch den Trans-
portgleichungen (T1), (T2),... auf A.

Beweis. Unter Verwendung der soeben getroffenen Definitionen von II* und §* und durch
Multiplikation mit aq 148t sich fiir v € N die erste Gleichung von (K, ) darstellen als

837%%%77){( + a0/ + (Vaths + VPR — aga - (Votbs +i V) — 1) BY

+(Fad+impa-V) Biﬁl} = On(r%)

— a&ﬂ%mx,n){( FO+ia V)B4 (£ V14 (Vats +iVe)?
+V = a (Vo +iVg) —ag— V) By} = Ox()

= aé’zm,gx,n){(ﬂpat tia-V)B = (£i¢e + - (Ve + V)
+ag+ V) BL} = On(rY),

was dquivalent zu (T,) ist. Im letzten Schritt wurde die Hamilton-Jacobi-Gleichung

0 wasam (£ i000s £ /14 (Varhe +iVe)2+ V) = On(TY), NeN,
verwandt, die wir in (3.3.48)) finden. O

Da wir bereits wissen, daf§ die Gamma-Matrizen v, und -, antikommutieren, kennen
wir den Kommutator

[7#7 71/] = YV — WV = 27;/)’1/
fir p,v =0,...,d, p # v. Nun schreiben wir zur Abkiirzung

i .
O = 5 s W= s (1Ot 1) 1= (OFTE) — (O1L) (3.4.4)
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fir alle p,v = 0,...,d mit u # v. Wir definieren den matrixwertigen partiellen Differen-
tialoperator
d
L* = i{0, T} + > {0, TIF} —i > 0y (rot*1TF),,, (3.4.5)
j=1 ou<v<d

auf A%. Aufgrund von (3.4.2)), (3.4.3) und (3.4.4) 148t sich L* zu
d
L* = {05 5+ > A5 5+ > v (0715)
pn=1

0<p<v<d
- Z VY (jSl‘[i)

0<pu<v<d
d

= > A0 I+ D e (G4
=0 0<ptv<d

d
=Y on T > e (00T + TEOF + o))
n=0

0<u#vr<d

d
= 2 MAORTE > e (97 o T + 115 07)
n=0

0<p#v<d
d
= > O+ Y {08 Ik = (0%, 1%} (3.4.6)
p=0 0<pz#v<d

umformen. Die Differentialoperatoren L* haben wir eingefiihrt, da die BY im Folgenden als
Losungen gewisser Differentialgleichung in L™ charakterisiert werden. In Proposition m
werden wir zeigen, dal die so gewdhlten BY die Transportgleichungen 16sen. Zunéchst
untersuchen wir die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von Differentialgleichungen
gegeben durch den Operator L*.

Lemma 3.4.2. Seien A/ C A% eine Umgebung von & in RY x C¢ x R und R €
C=( AN}, L(C™)) eine glatte matrizwertige Funktion, die

O osemdzR = OTY),  NeN, ae N, (3.4.7)
erfiille. Ferner geniige ¢ € C*®(C% x R?)
ag]?x,%w,n)dfc = O(lng\[)? N e D\l, o€ Ngd (348)

Dann existiert ein B € C®(AY, £ (C*)), fir das

O oam) (L B = R) = O(TY), 00,0 (B limo — ) = O(|Sa|Y), (3.4.9)

~
Rx,Sz,n

U o 50z B* = O(TY) (3.4.10)
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fiir jedes N € N, o € N3 und 8 € N3¢ gelten. Falls C* € C®(N], L (C*)) eine weitere
Lésung von (3.4.9) und (3.4.10) ist, dann gilt 88;7%%%,77)(Bi — C*) = O(TY) fiir jedes
N € N und o € N34+,

Beweis. Mit Hilfe der Definition von LT erhalten wir
L* = £2ilIF 9, + 2IT* -V, + M™,
wobei M* durch

M* = £i(O015) + div,IT* =i Y g, (rot* %),
o<p<r<d

definiert ist. Ferner setzen wir
W = —(£205) M=, 8% = (£2llF) ' R.
Wir betrachten die maximalen Losungen B* der gewohnlichen Differentialgleichungen
0, B*(t,y,m) = W*(t,Q*(t,y,m),n) B*(t,y,m) + S* (£, @* (£, y,m), ), (3.4.11)

die fiir (¢,y,n) € ,/ZZ definiert sind, zur Randbedingung E(O, y,m) = ¢(y,n). Dabei wurde
A in Lemma [3.3.7| eingefithrt. Wir definieren noch das Vektorfeld

Zy = Vear(r,g7) -V,

auf &*. Hierbei sind uns g* und 4= aus Lemma [3.3.6] bekannt. Nun untersuchen wir den

Flufl des reellen Vektorfeldes Zi =74+ Z+. Aus c0, +¢0z = (Re) Op. + (Sc¢) Oy, folgt
unmittelbar

d
Z §Rai (z,g* &sz + (%ai(x,gi)); Oz, -

J

Wenn wir die kanonische Basis vom C? durch (ey, ..., e4) notieren, ist unter der Identifi-
zierung Opy, < €j, Ogq; <> i€, j = 1,...,d, der Vektor im C?, der Z, entspricht, durch

d
Z ( (Ra(x N +z' (%ai(%gi));) €j

Jj=1

gegeben, also ist 7. o Vear(z, g*). Fiir jedes (t,y,n) € D(k*), das die Eigenschaft
(t,Q*(t.y,m),n) € F* besitzt, gilt g*(t, Q" (t,y,n),n) = Z*(t,y,n). Dank (3.3.14) ergibt

sich dann
Q*(t,y.n) = Vear(Q*(t,y,n),Z*(t,y,n))
= vgai<Qi<t7y7n>7gi<t7Qi<t7y777)7n))'
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Damit ist eine geeignete Einschrinkung von Q% : D(k*) — C? gleich dem Fluf} des reellen
Vektorfeldes Z. Indem wir

Bi(t,x,n) = Ei(t, ki(t,x,n),n)
definieren, erhalten wir
(0:B* + Z B*) (t.Q*(t,y,n),n)

d ~
= %Bi(aQi(tayaT/)un) = atB:t(thy’n)

= WE(t,Q*(t,y,m),n) BE(t,y,m) + ST(t,Q5(t, y,n),n), (3.4.12)

da k*=(t, Q*(t,y,n),n) = y ist. Aus

. 4 ~1/2 .
Veas (i, Vaths) = (1) (14 (Vatos +iV)2) " (Vos + V)
= (£2I1F)'2IT*
schlieBen wir dank der Differentialgleichung (3.4.12)), der B* geniigt, und anhand der De-
finition von Z4 auf
(21157 (L* B* — R)

= (22Il5) " (£24105 0, + 2IT* - V, + MT) B* — §*

= (O + Vear(z,Varps) - V, — WF) B — 5

= (O + Veaus(z, Votps) - Vo — 8 — Zy) BE (3.4.13)

= —Veays(z,g%) - VaB* + (Veay (2, Varhy) — Vear(z, g7)) - Vo B . (3.4.14)

Wir verzichten in dem Teil des Beweises, der sich mit der Existenzaussage befafit, auf alle
+-Indizes. Wegen (3.3.49) wissen wir, da8 0 y, ¢, (Vo) — g) = O(TN) gilt, was

0 sw 5w (Veala, Vab) = Vea(z, g)) = OTN) (3.4.15)

fiir jedes N € N und o € D\lngrl impliziert. Offensichtlich sind alle partiellen Ableitungen
von B auf kompakten Teilmengen von .4 beschrankt. Um dzB zu untersuchen, stellen
wir fest, dafl

dzB = dzB(t, k,n) = (d,B)(t, k,n) dsk + (dyB)(t, k, n) dzk

erfiillt ist. Hierbei ist 97 , o, dzk = O(I'Y) aus Lemma bekannt und es geniigt

eine dhnliche Schranke fiir dgé zu finden, um ([3.4.10) zu erhalten. Dazu leiten wir die
Differentialgleichung (3.4.11)) ab und schlieen so auf

OidyB = W (t,Q,n) dgB + (d,W (t,Q,n) dyQ) B + (dzW (t,Q,n) d;Q) B
+ d:vS(t7 Q7 ?7) dy@ + dfs(ta Qv 77) d@@u



3.4 Die Transportgleichungen 55

was

06y sp (OedyB — W (t,Q,n) dyB) (3.4.16)
- a&”l‘iy,%y,n) ((de(tv Q, 77) dﬂQ) B + (dTW(ta Q, 77) dy@) B

wegen (3.3.26), (3-3.51)), (3.4.7) und |SQ|> < O(1)T beweist. Aufgrund von §(0,~y,n) =

c(y,n) folgt unter Verwendung der Voraussetzung (3.4.8) an ¢, dafl 8("§Ry’%ym)dg3\t:0 =
Wiy sy A€ = O(|Sy|N) gilt. Ferner bemerken wir, daf

B(0,y,m) = B(0,k(0,z,1),n) = B(0,y,7)

erfiillt ist. Indem wir darauf die Duhamelsche Formel anwenden, folgern wir
OydyB = W (t,Q,n) dzB + O(ITY),  dzBli—g = O(|Sy[").
Daraus ergibt sich
~ t ~
4B = U O(3y™) + [ U0 O(F(s,.)) ds. (3.4.17)
0

Dabei geniigt U, s der Differentialgleichung 0,U; s = W (t,Q(t,y,n),n) U;s, Uss = 1. Da
L(s,y,m) < O1)I'(t,y,n), s € [0,t], nach Lemma gilt, impliziert das

dyB = O(T(t,y,n)™). (3.4.18)
Nun wollen wir 8?§Ry§ym)dy§~: O(T™) mittels Induktion fiir alle o € N3? zeigen. ]Ben
Induktionsanfang dyzB = O(FN ) haben wir bereits bewiesen. Wir nehmen 8&%%%77)%3 =

O(fN) fiir jedes 8 € N3? mit |3] < n € Ny an. Sei @ € N3?mit |a| = n + 1. Dann ergibt

sich aus (|3.4.16))

Oy B — Oy (WL Q) d5B) = O(TY)

Ry,Sy,n
und unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung folgt

0:0%5 sy dgB — W (t,Q, 1) 95 dyB = O(TN). (3.4.19)

Ry,Sy,n Ry,Sy,n)

Da 0%, ,sy,n)dﬂéhio = O(|Sy|") gilt, liefert die Anwendung der Duhamelschen Formel auf
3.4.19

(Ry,Sy,n

t
oL ydzB = Uy o O(|Sy|™) +/ Ut,s O(L(s,y,m)N) ds. (3.4.20)
0
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Dabei ist U, s nach wie vor die Losung von 0,U; s = W (t, Q(t,y,n),n) Uss, Uss = 1. So wie
zuvor (siehe (3.4.18)) schlieBen wir auf Ofy, 5, dzB = O(I'Y). Indem wir die Differential-
gleichung (|3.4.16|) verwenden, erhalten wir zunéchst

didyB = W (t,Q,n) dyB + O(TN) = O(TM).

Wenn wir annehmen, daf§ wir 8(0273?%%%)(1?,3 = O(fN ) fiir alle N € N und o € Nj**' mit

|a| = n gezeigt haben, folgern wir induktiv mittels der Differentialgleichung (3.4.16))
o5, 10udgB = 0f; 5y 5y (W (£, Q, 1) dgB) + OIY) = O(TV).

(t,Ry,Sy,n

Das impliziert 8(‘;7%y7%y’n)dg§ = O(fN) fiir jedes N € N und o € N3*™. Insgesamt ergibt

sich . Ableiten von liefert
O ooy (L5 BE = R) = s oany ((£210F) 7 (= Veas(e, %) - VaB*
+ (Veas (2, Vooy) — Vear (z, g%)) - VxBi)>
und mit Hilfe von (3.4.13) und (3.4.17) folgt (3.4.9).

Im Folgenden beweisen wir die Eindeutigkeit der Losung. Sei C* eine weitere Losung
von (3.4.9) und (3.4.10). Dann gilt (+£2I1F) ' L*(B* — C*) =: G*, wobei
aa,ﬁx,%x,n)Gi = agf,%x,gxm)((iQiH0i>il<LiBi - R) - (Lici - R)) = O(Fg)
nach (3.4.9) erfiillt ist. Ferner betrachten wir
(£2TF) LY = 8, + Veas(z, Voths) - Vo — W = 0,4+ Zo — W
— Veas(z,g%) - Vo + (Veas(z, Vaths) — Vear (2, g%)) - Va

Dabei ist Z; = Vear(z, gF) - Vi + Veag(z, g%) - Vz (siehe (3.4.13)). Damit erhalten wir
(8t + Z\i — Wi)(Bi — Cd:) = Gi + {Vg(li(l’,gi) : VE - (Vgai(l’, v$¢i)
— Veay(z,9%)) - Vo } (B — C7F).
Sei durch S* die rechte Seite der letzten Identitéit notiert. Wir definieren E* := (B* —

C*)(t,Q*,n). Da eine geeignete Einschrinkung von QF der Fluf des reellen Vektorfeldes
Z ist, ergibt sich

OE* —WE(t, Q% n) E* = S(t,Q*%,n).

Dabei ist 8&%’%777)§i = O(T'Y) aufgrund von ([3.4.15]) und (3.4.10)) und da 8&%17%7”)611 =
O(TY) ist. Nun wenden wir uns der Anfangsbedingung zu. Wegen (3.4.9)) gilt

s B lio = Oy (BEO,5,m) = 0) = (C5(0,9,m) — ) = O(ISy|Y).
Mit Hilfe desselben Induktionsargumentes, das in diesem Beweis verwendet wurde, um
dyB 7zu untersuchen, schliefen wir auf 97 y, o, » E* = O(T'Y), was 0f 4, gy (BT — CF) =

oY) fiir N € N und a € Nj*™ impliziert. O
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Das folgende Lemma werden wir in Proposition mit f* = i0*BY~! und u* = BY fiir
v € Ny anwenden. Dabei ist By' := 0. Der Beweis des nichsten Lemmas folgt dem Beweis
der Proposition 2.6 aus [41].

Lemma 3.4.3. Seien 4] C A eine Umgebung von & in Rf x C? x R und f*,u* €
Co(ANL, L(C)) glatte, matrizwertige Funktionen, die

a(oi,m,sm,n)(ﬁi +1) £ = o), (3.4.21)
It R, 5m) (LT u* + 5ifi) = O(T'Y), (3.4.22)
33,mx,§x,n)dfui = O(rl), (3.4.23)
G egemdef™ = OY) (3.4.24)
fiir jedes N € N und o € N3 und die

O sy (0, 2,7) = 1) w=(0,2,9) + F(0,2,1)) = O(|Sz|Y) (3.4.25)

fiir jedes (0,z,m) € A/, N € N und 3 € N3* geniigen. Dann erfiillt u*
a(oi,msx,n)((ﬁi —Du*+ f*) = oY), (3.4.26)
Ofs w5y (15 + 1) 050 = O(TY) (3.4.27)

auf N fiir jedes N € N und o € N3
Beweis. Infolge von ) und ({ - ) erhalten wir

d
(it = (noi + Z%Hf) (na: § zakn:) ) -3 (1
j=1 k=1

=1

= (\/1 + (Vatbe + iV90)2)2 — (Vabs +iVp)? =
was wegen (3.4.6)
(II* — 1) L* = IIH{o*, OF) — LF = 00+ 4+ 0% — L*
= {oF , I*} I* — L* = L* (I1* — 1)
ergibt. Daraus folgt
It ((ﬁ:l: S D)uE 4 f:l:) = ([1F — 1) L* u® + (FFIT* 4+ [126%) £+
= (IT* — 1) (L* u* + 0F f%) + 05 (I1F 4+ 1) f*.

Das impliziert mit Hilfe von (3.4.21) und (3.4.22) 95 5, g, L5 (I — 1 u* + f*) =
On(TY). Darauf diirfen wir wegen (3.4.25) Lemma M mit R = 0 und ¢ = 0 anwenden.
Da C* = 0 eine weitere Losung ist, ergibt sich insgesamt 9% (tR2.52.m) ((fIi —1u* + fi) =
On(TY). Die Identltat ([3:4.27) folgern wir aus (3.4.22) und (3.4.26)), weil (II* + 1) 0*u* =

LFu® + OF fF — 0F ((ITF — 1) u® + fF) ist. O
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Aufgrund von Lemma konnen wir BY € C®(A, £ (C%)) fiir v € Ny als Losungen
der Differentialgleichungen

0 mosan (L5 BL +i05(05B ) = oY),  Bi'=0 (3.4.28)
auf A4/ zu Anfangsbedingungen

B0, z,m) = x(z,n) A*(TT(0,2,m)) = x(x,n) A (n+iVe(r)), (3.4.29)
fir (0,z,7n) € A7 und

B|io == —(2IF) tapy (107 B +i0~ B veN, (3.4.30)

t=0’

definieren. Hierbei ist x die im Abschnitt unterhalb der Formel (3.4.1) eingefiihrte Ab-
schneidefunktion. Wir fassen die Ergebnisse der vorangegangenen Konstruktionen in der
folgenden Proposition zusammen. Ihr Beweis folgt Lemma 2.7 aus [41].

Proposition 3.4.4. Die matrizwertigen Amplituden BY, € C°°(AN!, £ (C%*)), die durch
(3.4.28)(3.4.30) definiert sind, losen die Transportgleichungen (To),(T1),(T2),... auf
N und genitigen

O ooy (15 + 1) 0BL = OTY),  NeN, aeN. (3.4.31)
Ferner gilt
(rosendeBL = OTY),  NeN, aeN™. (3.4.32)

Die Triger von BY, v € Ny, sind kompakt und in einer fest gewdhlten, kompakten Umge-
bung von Y+ enthalten.

Beweis. Der Beweis erfolgt mittels Induktion und verwendet Lemma [3.4.3, Fiir v = 0

setzen wir f* = 0. Damit ist (3.4.21)) erfiillt und (3.4.22)) ist gerade (3.4.28). Die Anfangs-
bedingung (3.4.25)) ergibt sich aus

(ﬁi(07x777> - I)B?E(O’xvn)
a-C+ag
= ao(£V1+¢) (1 B T—i—@> L?HN@Bi(O,x, )
= 2ao( £ /1+(n+iVe)?) (1 — A5(n+iVe)) BL0,z,n) = 0. (3.4.33)

Letzteres gilt nach der in (3.4.29) an BY gestellten Anfangsbedingung. (3.4.23)) folgt an-

hand der Definition von BY aus (3.4.10)), was in Lemma zu finden ist. Lemma
impliziert nun, dafl (3.4.31)) fiir v = 0 gilt, da dies (3.4.27)) aus Lemma [3.4.3| ist. Ferner

ist nach (3.4.26 83’%x’%x,n)(ﬁi — 1) BY = O(T'Y). Daraus folgern wir in einer zu (3.4.33
analogen Rechnung

3,5}&,%{1:,17) (Bi - Ai<vx¢:|: + ZVQO) Bi)
= O messoay ((F 200/ T+ (Vs +iV0)2) ([ — 1)BY) = O(Y),
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Sei n € Ng. Wir nehmen nun an, da8 BY (T,), (3.4.31) und ( fir jedes v =
0,...,n geniigt. Dann gelten (3.4.21)(3.4.24) mit f* = i0=B" und ut Bfﬁ“ aufgrund
von m der Definition von B} und wegen (3.4.10) aus Lemma m Firt =0

erhalten wir

(I — 1) BE™,_, = (=2155) " (IT" = 1) g (i BL + 0" B")] _,

(—2003) ™" (I + - IT* — ag) (10" B +i0” B")|,_,.  (3.4.34)

Ferner stellen wir fest, daf sich aus (3.4.31) mit v =n

aﬂﬂ%x ,Sa,m) {H(j)E (iéiBi)L:O —(a- IT* — Q) (iéiBl)‘t:O} - O(|S$|N) (3.4.35)
ergibt, da
L(0,z,m) = Sz, g*)° = (Sz|Rg*) + Svs |,

|3(
= [S(z.n)]* = (Sz[Rn) +3(n|z)
fiir reelles 7 erfiillt ist, was I'(0, z,n) = O(|Sz|?) impliziert. Dabei ist

I _ =n+iV(z), (3.4.36)

was unabhéngig von der Wahl des Plus- oder Minus-Index ist. Aus (3.4.34))-(3.4.36]) folgern
wir

ang Sz,n) {(ﬁi B 1> Bl+1|t:0} = a(ﬂ%z,gm,n){<_2r‘[6‘:)il ((H:Ut + HSF)(ZéjLBi)
+ (I +107)(i0™B2)) |,_o }

-9’ { _ iéiBi}tZO} mod O(|Sz|V)

(Rz,Sz,n)

fir 3 € N3%. Im letzten Schritt wurde

H[ﬂtzo =1+ (n+iVe)? = —II; | (3.4.37)

t=0
verwandt. Damit erhalten wir . Wiederum mit Hilfe von Lemma |3.4.3 u 3| schliefen wir
auf (3.4.31) fir v =n+1 und 6’ i e 77)((1_[ —1) Bi™ +i9*By) = O(I'Y), was gerade die

Gleichungen (K1) sind. Das impliziert unter Verwendung von Lemma daB B}
der Differentialgleichung in (T,1) geniigt. Die Anfangsbedingung in (Tn+1) 1st erfiillt, da

B o = —(2/1+ (n+iVe)2) " ag (i0 B +i0” B")|,_, = —B"|i-0,

nach (3.4.30) und (3.4.37) gilt.

Schliefllich erinnern wir uns, daf§ die Abschétzungen aus Lemma folgen.
Der letzte Teil der Behauptung, der sich mit den Trégern von BY befafit, ergibt sich
offensichtlich aus Lemma und daraus, daf§ die Werte von t auf .4/ beschrankt sind
und daf} die Triager der Anfangsbedmgungen B! ];=o in supp(x) enthalten sind. O
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Um die Asymptotik fithrender Ordnung des Greenschen Kerns von Dpy in (z,,ys) zu
bestimmen, miissen wir den Wert von BY(r,z,0) fiir (1, ,0) € 2+ kennen. Damit befafit
sich das folgende Lemma. Dazu erinnern wir uns, daf§ anhand der Definition aus (7, z,0) €
9+ folgt, daB es ein y € K, gibt, fiir das Q*(t,y,0) € Ko, t € [0,7] und Q" (7,y,0) =
gelten.

Lemma 3.4.5. Sei BY eine Lisung von (Ty), die durch

O wzem (LTBY) = O(Y), B,(0,2,7) = x(z,n)A*(n+iVe(z))

gegeben ist (siehe auch (3.4.28)) und (3.4.29)). Seien (7,x,0) € % und U(,y):[0,7] —
Z(C¥) eine Losung von

d i VV(QT(L,y,0))
Uy = 5 V(Q*(t,y,0))

auf [0, 7], wobei Qt(7,y,0) = x ist. Dann gilt
(=V(»)"* x(y,0) U(r,y) (1 _a-iVe(y) +ao>
(=V(2))1/2 det [d,Q*(r,y,0)] /> \2 2V (y)
Beweis. Wegen Korollar [3.3.11] (ii) gelten @Z)+(t z,0) = 0 und V¢, (t,2,0) = 0. Des-
2]

Ult,y) U0,y) =1, (3.4.38)

B (1,2,0) = (3.4.39)

halb ergeben sich IIf (t,2,0) = /1 —Vp(z)2 = —V(z) aus Proposition (i) und
H;r(t,x,()) =10, fiir j € {1,...,d} und fiir alle (t x,0) € 2%. Daraus folgt II" (¢, z,0) =
iV(x) fiir alle (¢t,2,0) € 2. Ferner schlieBen wir auf 9,117 (t,z,0) = —9;V(z) = 0 und
div, IT"(t,2,0) = iAp(z). Wir erinnern uns, daf 9;" := —a,, ist und 95 := id; ist. Das
impliziert fiir 7,5 € {1,...,d}

OFILS (t,2,0) = —i0y, 0y, 0(x), IFIIG (t,2,0) = 9,V (),

OIS (t,2,0) = —0,0,,0(x) = 0.

Dann folgern wir aus der Definition von rot* IT", die wir in finden,

d
—i Z 0 (ot IIY) (¢, 2,0) = — Z a; (rot™ II%); (¢, x, 0)

ou<r<d j=1

— Z ajay (rotT TIT),; (¢, 2, 0)

1<k<j<d

= =2 a5 (1) = (97 TI)) (¢, 2, 0)

= > e (7)) = (9 TI))) (¢, 2, 0)

1<k<j<d

= — Zaj (0-0,,V(2)) = a-VV(x)
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fiir jedes (¢,2,0) € 2. Wenn wir das im Beweis von Lemma definierte

W = —(2IT) (z@tﬂg +div,IIT =i Y gy, (rot* H+>W>

op<v<d

fiir beliebiges (¢, z,0) € T betrachten, erhalten wir
W*(t,x,0) = (2iV(2)) " (iAp(z) + a - VV(2)).

Fiir (t,y,0) € 7+ ist die Differentialgleichung, die B} bestimmt, die Differentialgleichung
(3.4.11)) mit ST = 0. Damit ergeben sich

8:BY(t,y,0) = W*(t,Q*(t,4,0),0) BL(t,y,0)

L iAp(Q (8, y,0)) + a - VV(Q*(t,y,0)) =
N 2V (Q+(t,,0)) Bi(t,y,0) (3.4.40)

fiir ¢ € [0, 7] und die Anfangsbedingung

BY(0,y.0) = x(y.0) AT (iVi(y)) = X(y,O)(% - & iz‘iiz))+ ),

Dabei ist x = 1 in einer kleinen reellen Umgebung von Ky x {0} erfiillt, was x(y,0) = 1
fiir y € Ky impliziert.

Nun verwenden wir den Ansatz E?r(t,y,O) = b(t,y) U(t,y) ég(O,y,O), wobei b eine
skalare Funktion ist. Mit Hilfe dieses Ansatzes sehen wir, dafl

Ot = G M), e 0Tl B0 =x(m0) (B4

die Gleichung ist, die wir zu l6sen haben. Dazu definieren wir

F(z) := V,H(z,Vp(z)) = =V,/1 - |p|2} —V () V()

p=V(z)

fir x € Ky und betrachten die Gleichung 0,Q%(¢,y,0) = F(Q"(¢,y,0)). Diese gilt wegen
Veay(z,0) = V,H(z, Vp(x)) fir x € Ky, was in Lemma zu finden ist. Dann liefert
die Anwendung der Liouvilleschen Formel auf 9,Q"(¢,y,0) = F(Q*(¢,y,0))

0, det[d, Q" (t,y,0)] = div F(Q(t,y,0)) det[d,@"(t,y,0)], (t,y.0)€ Z*.
Hierbei ist divF = —V~'Ap — V-IVV . F. Es folgt fiir (t,y,0) € 2*

-1/2

0; (det[d,Q*(t,y,0)]) '~ = —%divF(@(?ﬁ,y,O)) (det[d,@* (t,y,0)])

—-1/2
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Nun konnen wir die elementare Rechnung

0 (—V(Q* (t,y,0))) ™/ det[d,Q" (t,y,0)]7"/*}
= 0, {(-V(Q" (t,y,0))) Y} det] yQ+<t y,0)]71/?
+ (=V(Q*(t,5,0))) 1/20t {det[d, Q" (t,y,0)]7/*}

1 VV(Q*(t,y,0)) + v +
5 ot Q. 0) + div QP (4.0 |
x {(=V(Q*(t.y,0))""? det[d, Q" (t,y,0)]7"?}
. Ap(Q*(t,y,0)) + —1/2 + —1/2
durchfithren. Es folgt, dafl

(_V(Q+(0> Y, O)))1/2
(_V(Q+(t7 Y, O))1/2

-~ 1/2
- VO a0 .,00

die in (3.4.41) gegebene Differentialgleichung 16st. Die aus (3.4.41]) bekannte Anfangsbe-
dingung ist wegen

b(t,y) == det[d, Q™ (t,y,0)] 7"/

(_V(Q+(O’ Y, 0)))1/2
(_V(Q+<O7 Y, 0)))1/2

b(0,y) = det[d,QT(0,y,0)]"/* = det[d,y] /* = 1

erfiillt.
Schlieflich zeigen wir, dafl der von uns gewéhlte Ansatz

BY.(t,,0) = b(t,y) U(t,y) B%(0,y,0)

eine Losung von (3.4.40|) ist. Denn daraus ergibt sich unmittelbar die Behauptung (3.4.39)).
Da die Anfangsbedingung offensichtlich erfiillt ist, erhalten wir mit Hilfe von (3.4.38)) und

(3.4.40)

0.BY(t,y,0) = (9eb(t,1))U(t,y) BL(0,y,0) + b(t,y) (AU (t,)) B(0,,0)
_ (iAsO(CF(t,y,O)) +a-VV(Q+(t,y,0))>
2iV(Q*(t,y,0)) 2iV(Q*(t,y,0))

x b(t,y) U(t,y) B%(0,y,0)
iDp(Q* (1, y,0) + a- VV(Q"(1,4,0))

_ 0
- 2V (Q7(1.3.0) Bilty,0)

]

Das Lemma gilt insbesondere im eindimensionalen Fall. Wir wenden uns nun dem
Fall d = 1 zu und studieren die Gleichung (|3.4.39)), die die Losung der ersten Transport-
gleichung angibt.
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Lemma 3.4.6. Seien d = 1, BY eine Lisung von (Ty), die durch ( und (3.4.29)
gegeben ist, und (1,x,0) € 9*. Dann gilt

0 x(y,0)
Belrn0) = sy v i) @y " >1/2
- (cos(¥(7)) 1 — isin(I(7)) ar) (i¢' (y) a1 + ap — V(y)), (3.4.42)

wobei QT (1,y,0) = x, ap (1 ) ((1) (1)) und

V(@ (5,5,0))
9(t) “/o W@y o) 0T

)

sind.

Beweis. Aus Lemma ist bekannt, daf} eine Losung von

V'(Q*(t,y,0))
2V(Q*(t,y,0))

zu bestimmen ist, da in einer Dimension & = a4 gilt. Dazu multiplizieren wir (3.4.43)) mit
1 1 :
und schliefen auf

a4 Ult,y) = a1 U(t,y), t€[0,7], U0,y) = 1, (3.4.43)

dt

1 -1

i [7<t7y) = -

! (b 0 Haesn

0 1) W@ ty0) L BV

wobei U(t,y) := (1 _11) U(t,y) ist. Mit Hilfe der Definition

_[TV(Q(5,9,0))
() ._/O oA el

ergibt sich
- efw(t) 0
U<t7 y) = 0 e+z’19(t) ) te [07 T]'

Dann folgern wir, daf

Ult,y) = —% G _11) U(t,y) (j —11)

1 [ei(t) 4 o=id(t) o=id(t) _ qid(t) .
= 5 (o o ) = cos0(8) L= isin(u()

Losung von (§3.4.43) fiir ¢ € [0, 7] ist. Die Anfangsbedingung U(0,y) = 1 ist offensichtlich
erfiillt. Wenn wir das in (3.4.39)) einsetzen, erhalten wir die Behauptung. ]
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In der folgenden Bemerkung widmen wir uns der Gleichung (13.4.40)), die é?r und damit
auch BY bestimmt.

Bemerkung 3.4.7. Im Beweis von Lemma[3.4.5 taucht die Gleichung

~0 _ Ap(QF(t,y,0)) o-VV(Q*(t,y,0))
OB19.0) = 000 y.0)) 2V(Q 4, ,0)

auf (siehe auch (3.4.40)). Wir erinnern uns an die im Beweis von Lemma ge-
troffene Definition F(x) := V,H(z,Vo(z)) = =V ~Hz)Ve(z) , woraus wir divF =
~V=IAp — V=IVV - F folgern. Das impliziert, dafs keine vollstindige Divergenz
von F' enthdlt. Nach dem, was uns im Fall eines semiklassischen Schrédingeroperators
bekannt ist, wirden wir eine vollstindige Divergenz von F in der Gleichung er-
warten. Der matrizwertige Teil in (3.4.40|) ist der, der dem Unterschied zwischen dem
semiklassischem Dirac- und Schridingeroperator geschuldet ist. In Anhang [A] werden wir
eine andere Herangehensweise an die Bestimmung von Bﬂ)r vorstellen. In der Gleichung, die
in Anhang [A| zur Bestimmung von BY. auftauchen wird, wird eine vollstindige Divergenz
von F' zu finden sein.

BY(t,y,0) + BY(t,y,0)

Im folgenden Korollar untersuchen wir mit Hilfe von Lemma das Symmetriever-
halten von BY. Dazu definieren wir

M (2, y.) = (=V(2.))AT (i (7)) o U(7) (= V(1)) A" (i (0)).

Wir werden zeigen, dafl M (z,, y.)* = M (yy, x,) gilt. Das impliziert, dafl die Formel (3.7.1])
aus Satz das Symmetrieverhalten eines Kerns eines matrixwertigen selbstadjungierten
Operators besitzt.

Korollar 3.4.8. Seien BY eine Lisung von (Tg), die durch (3.4.28) und (3.4.29) gegeben
ist, und ., y, Punkte, die die Voraussetzung[3.2.5 erfiillen. Sei

(;) £ 0, 7] — R

eine glatte Kurve, die der Gleichung

% < ; > - < _Vv’ﬂ[ ) (,p) (3.4.44)

und H(y(t),w(t)) = 0 geniige und fir die v(0) = y. und ¥(7) = x, gelte. Dann gilt
BY(1,2.,0) = (=V(2.)) A" (iw(7)) a0 BY(7, 2., 0).
Daraus folgt
M2+, ) X(y+, 0)
(=V(y) V2=V (2.)) /2 det [d,Q* (7, 3., 0)]

wobei M (x4, yy) = (=V(2))AT(iw0(7)) ao U(7) (=V (yx)) AT (iz0(0)) definiert ist. Ferner
gilt M (24, y5)* = M (yy, x4).

B?-<T7 .’L'*,O> = 1/27



3.4 Die Transportgleichungen 65

Beweis. Bs ist bekannt, daB II*(7,z,,0) = —aga - iVe(x,) + ao (—V(z,)) gilt, wobei

V(z,) = w(7) ist. Dann ergibt sich aus der Gleichung (Ko) (II" — 1) B} =0

1 1~
BS_(T, T4, 0) = (— + 3 It (r, 2, O)) BS_(T, Ty, 0)

2
- (Via (o et

= (=V(z,)) AT (iw(7)) o Bi(T,x*,O).

+ IL) ag BY (1,24, 0)

Wenn wir das in (3.4.39)) einsetzen, schliefen wir wegen Vi (y,) = w(0) auf

BS]F(T, T, 0) _ (—V(:L‘*)) A+(iw(7)) aO(_V(y*))l/z X(y:/vQO) U(T) A+(iw(0))
(V)2 det [d,Q* (T, 4, 0)]
M (2, ys) X(¥x, 0)

(=V () 2=V (@) det [d,Q* (r,y., 0)] >
Hierbei ist M (x4, yx) := (=V () AT (iww(7)) ao U(7) (=V (y)) AT (i (0)).
Im Folgenden werden wir beweisen, dafi das hermitesch Konjugierte von M (x,,y,)
denselben Ausdruck wie das Vertauschen der Rollen von x, und y, in M (z,,y,) liefert.

Wir bemerken zunéchst, dafl die Hamiltonsche Trajektorie in { H = 0}, deren Projektion
auf den Ortsraum von z, nach y, verlauft, durch

(;>(t> = (_7w>(7—t), telo,r],

gegeben ist. Folglich gilt

My, 2.) = (=V(g:)AT(=iw(0)) o U(7) (=V (2.)) AT (—iw (7)),
wobei U eine Losung von

%ﬁ(t) —ia-wFHE)U®), telo,7], w:=—2V)'VV

ist. Aufgrund von

A(im(m) = 51432 “_@E;))) T A (—im(r))

und wegen At (iw(0))* = AT(—iw(0)) geniigt es agU(r) = U(7)* ap zu zeigen, um
M (yy, x,) = M (x4, ys)* zu erhalten.

Nun wollen wir ap U(7) = U(7)* ap beweisen. Dazu erinnern wir uns, daB U(r) nach
(3.4.38) eine Losung von

%U(t):ia-w(fy(t))U(t), tefo,7], U©O) =1,



66 3. Die Resolvente eines semiklassischen Diracoperators

ist. Damit 148t sich U(7) durch die Dysonreihe U(7) = Y, I,(7) darstellen. Dabei ist

I(1) = /A i - w(y(ty)) - ioe-w(y(ty)) dty ... dt,.

Ferner notieren wir durch 7 A, := {0 <t¢; < ... <t, < 7} den Standard-n-Simplex. Das
impliziert unter Verwendung von {ag, a;} =0 und of =y, j =1,...,d,

L(7) ap = /A fice- w(y(ty)) - i - w((t )Y dt - dby o
~ [ Corieutn) e wG )

= ao/ i - w(y(ty)) i - w(y(ty)) dty ... dt,.
Tl

Wenn wir im letzten Ausdruck die Substitution s; = 7 —t,,...,s, = 7 — t; durchfiihren,
erhalten wir

ap /A i w(Y(T —sy,)) o w(y(T — s1)) dty ... dt,
= ao/ i w(F(sy)) i - w(F(sy))dsy ... ds, =: ag I(T).
LA

Daraus folgt U(7) = >, I,,(7). Insgesamt ergibt sich

aoU(T) = QOZEL(T) = Zln(T)*ao = U(7)" ap.

]

3.4.3 Naherungslosung der zeitabhingigen konjugierten Dirac-
gleichung

In diesem Unterabschnitt wollen wir eine Losung von (£h0;+Dp, v,,) ux = 0 bestimmen, in-
dem wir die Ergebnisse aus Abschnitt [3.3] und Unterabschnitt [3.4.2] verwenden. Dort haben
wir die Hamilton-Jacobi-Gleichungen bzw. die Transportgleichungen bis auf Fehlerterme
der Ordnung O(T'Y) gelost. Diese Fehlerterme zerstoren jedoch nicht das WKB-Verfahren,
wie wir in Proposition zeigen werden.

Wir beginnen mit der Wahl glatter Abschneidefunktionen o+ € C*°(Rf x R??), die o+ =
1 in einer Umgebung von &; geniigen, fiir deren Tréger supp(o+) C A7 N (RS x R*?) gelten
und deren partielle Ableitungen beliebiger Ordnung gleichméfig beschrénkt sind. Zunéchst
definieren wir die Borel-Resummation B.(-;h) € C3°(Ry x R, 2 (C*)), h € (0, 1], durch

Ba(twmh) = 30 0(h/z,) 0x(t,n) BL(t,,1) (3.4.45)

v=0
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fiir (t,z,1) € Rf xR* und h € (0, 1], wobei § € C*°(R, [0, 1]) gleich 1 auf (—oc, 1] und gleich
0 auf [2, 00) ist. Dabei setzen wir BY aufierhalb des urspriinglichen Definitionsbereiches A7/
gleich Null. Falls die Konvergenz ¢, ~\, 0 hinreichend schnell ist, erhalten wir

N
D |05 .y (B (b0 0) = D70 ot m) B (te,m))|| < Cxa ™ (3.4.46)
v=0

fir N € N, « € N2*"' | ¢ (0, ho ] und geeignete Konstanten Cy o, han € (0,00),
wobei das Supremum iiber (t,z,7) € Ry x R* gebildet wird. Weitere Eigenschaften der
Borel-Resummation finden sich etwa in Proposition 2.3.2 aus [7].

Proposition 3.4.9. Es gibt matrizwertige Funktionen ¥+ (-;h) € C®(R$ x R*, £ (C¥)),
die einen kompakten Trdiger besitzen, die den Gleichungen

(£h 0, + Dpv,) (V" By) = 7y, h e (0,1],

geniigen und fir die zu jedem N € N und o € D\I(Q)d+1 derart eine Konstante Cy o € (0, 00)
existiert, dafl

sup 10G2mT<(t 2,3 )| < Crna N, he(0,1], (3.4.47)

(t,z,n)ERF x R24
qgilt.

Beweis. Wir betrachten die in auftretenden Terme, die zu den verschiedenen Po-
tenzen von h gehoren. Dann wissen wir, dafl jeder dieser Terme eine glatte matrixwertige
Funktion auf .4/ ist, dessen partielle Ableitungen beliebiger Ordnung gleich O(T'Y), N € N,
sind. Wenn wir uns erinnern, da I'y < O(1) ¢4 auf dem reellen Bereich nach
aus Lemma |3.3.11]ist, ergibt sich insgesamt

(£ 0, + Dayvy) [+ Bi] = Y " h¥ 0(h/z,) eV=/" O((Spx) V)

v=0

+ Z hY O(h/e,) =" (£, — i - V)oi] BL !

- Z W (0(h/e,—1) — O(h/e,)) e¥=/
(i@t —ia - V)[ox BYY. (3.4.48)

Folglich sind beliebige partielle Ableitungen des ersten Terms der rechten Seite von (|3.4.48])
durch

Z h'6(h/e,) e=/h . (Polynom in den partiellen Ableitungen von ), )
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gegeben. Mit Hilfe von

-3 N (gwi)N ! N N
e~/ (S WV < (W> (Sys)Y = NIRY,  Nen, (3.4.49)
werden die inversen Potenzen von h, die im Polynom in den partiellen Ableitungen von ..
auftreten, kompensiert. Das impliziert, dafl die partiellen Ableitungen des ersten Terms in
von der Ordnung O(h™) sind.

Ferner gilt Sy > 0 auf supp(¢’, ) und beliebige partielle Ableitungen von R, :=
ioc- V)os| BY sind lokal beschrinkt. Daher ergibt sich Jf; , e wi/h R = O(h™).

Indem wir uns erinnern, dafl 6 gleich 1 auf dem Intervall (—oo, 1] ist und da8 (g,) eine
monoton fallende Folge ist, erhalten wir 8(h/e,_;) — 0(h/e,) = 0 fiir jedes h € (0,¢,) und
v € N. Damit folgern wir, dafl beliebige partielle Ableitungen des dritten Terms der rechten
Seite von ((3.4.48)) von der Ordnung O(h>) sind. O

[(£0:—

3.5 Parametrix des konjugierten Diracoperators

In diesem Abschnitt werden wir eine Parametrix des konjugierten Diracoperators Dy, v, 1=
e?/ hDhye*“"/ " angeben und damit einen Ausdruck fiir den Kern der Inversen des Diracope-
rators D,y erhalten. Um die approximative Inverse von Dy, v, zu bestimmen, integrieren
wir die Parametrix der Wérmeleitungsgleichung bzgl. der Zeitvariablen ¢ und ergénzen
einen Term, der zum Bereich, wo das Symbol Dy, gleichméBig elliptisch ist, gehort. Da-
zu erinnern wir uns an die asymptotische Entwicklung der Komposition zweier Symbole
und konstruieren dann mittels eines Standardverfahrens den Teil der Parametrix, der zum
Bereich auierhalb von K, x {0} gehért. Denn dort ist das Symbol Dy, invertierbar.

Seien k,m € R und b : R?? x (0, hy] — Z(C%) eine Abbildung. Wir notieren b €
Sk(&)ym; L (C)), falls hy > 0 und b(-;h) € C°(R*, L(C¥)) fiir h € (0, he] ist und falls
zu jedem a € N2? Konstanten h,, C,, € (0, 00) existieren, fiir die

106 0(z. &R < Caf&)™h7", 2,6 €RY, h e (0,hal,

gilt. Ferner definieren wir
S_OO(<§> Cd* ﬂ Sk: Cd*)>
keN

Im Folgenden verwenden wir die semiklassische Standardquantisierung matrixwertiger Sym-

bole b € S*((£)™; £ (C%)), die durch die oszillierenden Integrale

Oy (8) fa) = [ 100, ) ) 5 e FRLCH

bestimmt ist. Seien ki, ka,mi,my € R. Wir betrachten Symbole b € S*1({¢)™1; £ (C%))
und ¢ € S*2((£)™2; £ (C%)). Dann ist das Symbol b#,c von Opy,(b) o Op,(c) ein Element
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von Skitkz((gymitmz, 2(Cd+)) und b#tc besitzt die asymptotische Entwicklung
hlal

ilela!

bitnc(w, & h) = PP ba, ) ey, )], < D

aENg

in Skitk2((¢ymitma. 2(Cd+)), Im Fall von skalaren Symbolen findet sich das etwa in Kapitel
2.7 aus [1].

Nun wenden wir uns dem Symbol ﬁv (2, &) des konjugierten Diracoperators zu und
stellen fest, dafi nach Voraussetzung (3.1.1 ﬁwp(z,f) =a-(E+iVp(z)+ag+ V(z) €
SO((€); £ (C%)) gilt. Ferner ist ﬁv,@(x, ¢) auBerhalb von Ky x {0} invertierbar. Denn analog
zur Rechnung in ((3.2.9) ergibt sich

|det Dy, )| = (1+1¢ +iVip(a) — V()"

Folglich ist |det Dy, (z,&)| > (1 — |V(x)? — VZ(2))™/? > 0 fiir © ¢ K, mit Hilfe von
Lemma erfiillt.

Wenn das Symbol Dy, (z,&) fiir jedes (z,€) € R? invertierbar wire, géibe es eine
wohlbekannte asymptotische Entwicklung der Gestalt ¢(z,§) < > 7 h" ¢, (2, ) des ma-
trixwertigen Symbols des inversen Operators. Wir werden diese asymptotische Entwicklung
formal angeben und g, (z,¢) in jedem Punkt (z,€) € R? bestimmen, in dem Dy, (z,£) in-
vertierbar ist. Da das Symbol ﬁwp (x, &) nur auBerhalb von Ky x {0} invertierbar ist, fithren
wir eine glatte Abschneidefunktion ein, um allein den Bereich auerhalb von Ky x {0} zu
betrachten. Wir withlen eine Abschneidefunktion ¥ € C5°(R?%,[0, 1]), fiir die Y = 1 in ei-
ner kleinen Umgebung von Ky x {0} gilt und deren Trager supp(x) in {x = 1} enthalten
ist. Hierbei ist x im Abschnitt unterhalb der Formel definiert worden. Sei ¢ eine
Borel-Resummation der rechten Seite von

(j(f,g) = Zhquy(l‘wg) (1 - %(I,g))

(0gb)(x,€) (07 ¢)(x,€)

in S°((¢)~1; £ (C%)). Dann ist Dy v, 0Op,(g) ein Pseudodifferentialoperator, dessen Sym-
bol die asymptotische Entwicklung

BV7w#h6<x7£) = 1- %(1‘76) + Z h” 73,/(16,{)
v=0

besitzt. Denn unter Verwendung der Formel fiir die asymptotische Entwicklung der Kom-
position zweier Symbolen erhalten wir

~ |ot] ~
Popttnd(@,€) = 3 (92D (2, ) (050) (1, €)

ilola!
aeNd

= Dypl,)qo(z,)(1 = X (2. ))
+h {Vgﬁv,cp(xa f)vx (QO(:E> 6)(1 - %(Z’, 6)))
+ EV,¢(x>€> q1($,€> (1 - 5(1(3775))} T
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Wir setzen qo(z, &) = 13\/7@(1:, £)7L. Weil jeder Fehlerterm #, entweder einen Faktor (1 —X)
oder gewisse partielle Ableitungen von X enthiilt, ergibt sich supp(7,) C {x = 1} fiir jedes
vV E D\Io.

Indem wir

q = q#n(1 —x)

definieren, schliefen wir auf

ﬁv,w#hq(xag) = 1- X(‘Taf) (351)

Wir fithren einen Operator Py, ein, der die approximative Inverse des konjugierten Diracope-
rators darstellt, was wir im néchsten Satz beweisen werden. Wir definieren den Operator
Py, L (R CH) — (R4, C%) durch

giva(tam)/h—i(n|y)/h dydndt
e ﬂe{;}ﬁ/ S AL I IO oy
+O0p,(q) f(z), x€RY feCrRY,CH). (3.5.2)

Da die Amplituden By(.;h) kompakten Tréager haben, ist der Integrationsbereich der In-
tegrale, die hier in der ersten Zeile auftreten, nur ein Kompaktum. Das impliziert die
Wohldefiniertheit von P,. Ferner ist Pj, offensichtlich ein Integraloperator, dessen Kern
von der Gestalt

dndt
ei(tem)/h=i(nly)/h B (¢ h
= Dt / /[R (e h) o,

fe{+—}
+ g(z, v —y) (3.5.3)

ist. Wir erinnern uns, daf§ §(z,y — x) der Distributionskern von Op,(q) ist, wobei ¢(x,y)
durch ¢(z,y) = (F, e_yq(x,y) gegeben ist. Hierbei ist die semiklassische Fouriertransfor-
mation durch

f) = B = [ O pgdy, ne R fe LIERLY),
R
definiert. Hierbei ist # gleich C% oder £ (C%). Indem wir mittels der Operatoren

1—ih (Vyhy —y) -V
1+ ]Vnz/zi - yP

partiell integrieren und wenn wir verwenden, dafl diese Operatoren

ih (Ve =) Vo gt hitnlu)/h _ gobs(taa)/hmilnly)/n
14 ‘Vnwi — yP

erfiillen, und daf§ B. kompakten Tréger besitzen, erhalten wir
1020, Pu(z, )| < Cnaph™ @)™ ()™, 2,y eRY

fiir jedes N € N und «, 3 € N und fiir geeignete Konstanten Cy o5 € (0, 00).
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Satz 3.5.1. (i) Es gibt ein 7 € S™°((¢£)=>; L (C*)), fir das
Dhy’@ Ph = ]l — Oph(f)

gilt.
(ii) Es gibt ein hy € (0,1] und glatte Kerne Ry, € C*(R*, £ (C%)), h € (0, ho), fiir die

||8:?85,R’h($7y)” < CN,O&WB hN<‘T>7N<y>7N7 xr,y € IRdv h e (07 hO]? (354)

fiir jedes N € N und fiir jedes o, € N& und geeignete Konstanten Cy. 5 € (0,00) gilt und
fiir die

Dyy(,y) = WO (P (2,y) + Ru(z,y), = #y,
qgilt.

Beweis. (i): Mit Hilfe von Proposition schlieflen wir fiir f € Cg°(R?, C%) auf

Duve 38 / et By(t, >f<n>%

e}
Gt P dt dn
- > /Rd/ valbemih By (¢, x,m; ) f(n) i)

ge{+—}
- dndt
+ {Z:}ﬂ/ /[Rdrﬁtl’n, f()(th)dh
fe{+
= x ﬁ 7 f d
JREXE 3 W) f) o
— Op,,(71) f(x). (3.5.5)

Dabei ist AT + A~ = 1. In der soeben durchgefiihrten Rechnung wurde verwandt, daf in
dem Integral, das hier in der ersten Zeile auftritt, nur iiber ein Kompaktum integriert wird.
Insbesondere tréigt zum Wert des Integrals [~ 0,(- - - ) dt nur die Auswertung von (---) in
0, nicht aber die bei oo bei. Um die Auswertung bei 0 zu bestimmen, verwenden wir die
Anfangsbedingungen BO (O z,m) = x(z,n)A* (n + iV(z )) und BY |—g = =B |0, v > 1,
die nach ( und ([3.4.30)) gelten. Ferner definieren wir

. < y dt

Filz,m;h) =— Y / e g (8w, m; h) 7

te{+,—1 0

Da (3.4.47) gilt und 7 kompakten Triiger besitzt, ist 71 ein Symbol in S~°({n)=>°; £ (C%*)).

Denn wenn 80‘ auf 1 angewandt wird, werden die inversen Potenzen von h, d1e sich beim

Ableiten der Phase e~Hnlz)/h ergeben, durch dle Ableitungen von 74 kompensiert, die von
der Ordnung O(h*) sind. Aufgrund von erhalten wir

Dy Opalg) f(z) = / D (1 () Fp) =

) Gy~ OPlF ()
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fiir ein 7, € S7°°((n) >, Z(C%)). Damit schlieBen wir fiir f € C$°(RY, C%) auf

D (Pu)(@) = [ 01 fg) 70 = Opy () (a) — Opy (72) (o).
Rd (2mh)
Das zeigt Teil (i) der Behauptung, wenn wir 7 := 7, + 75 definieren.

(ii): Fiir hinreichend kleines h > 0 sind [|Op,(7)|| 2 < 1/2 und (1 — Op, (7))~ =
Op,(c) fiir ein ¢ € S°(1;Z(C%)) erfiillt. Da mit Hilfe der Definition von Op,(c) die
Gleichung Opy(c) (I — Op,(7)) = 1 gilt, was Op,(c — 1) = Opy(c) Op,(7) impliziert,
folgt ¢ — 1 € S7°((n)=>°; L (C%)) wegen 7 € S~({n)~>;.Z(C%)). Offensichtlich gilt
PrOp;,(¢) = Ph, + PrOpy,(c — 1) und der Distributionskern von Op,,(¢ — 1), den wir durch
Ky notieren, geniigt der Abschéitzung ||0597 Ky (z, y)|| < Cnap b (z—y)~". Uns ist bereits
bekannt, dafl P, ein Integraloperator mit Integralkern Py (z,y) ist, fiir den

1020, Pr(a Il < Crnaph™ ™ (2)™ ()™, z,y e RY,

gilt. Daraus folgern wir, daf§ R, := Pj, Op,,(c — 1) ein Integraloperator mit glattem Kern
ist, den wir mit demselben Symbol bezeichnen werden, und daf erfiillt ist. Da
Dh,V,go (Ph + Rh) = DhJ/’(’p Ph Oph(c) = 1 nach (1) gllt und da Dh,V,<p = €<‘D/h Dh,V e_‘P/h
ist, wobei ¢ beschrankt ist und alle partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung von ¢ be-
schriinkt sind, erhalten wir e=#/"(P, + R;) e?/" = D, §,. O

3.6 Die Asymptotik fiihrender Ordnung

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Asymptotik von e#(*)/% D,;%,(x, Y) e~?W/h mittels
der Methode der stationédren Phase, die wir in der Zeitvariablen und in den Impulsvariablen
des Fourierintegraloperators anwenden. Zu dieser Asymptotik tragt nur der Plus-Teil bei,
wie wir anhand von geeigneten partiellen Integrationen sehen werden. Das liefert uns die
erste Proposition dieses Abschnittes. Die in diesem Ergebnis auftretende Determinante ist
im eindimensionalen Fall, den wir zuerst betrachten werden, trivial. Im héherdimensionalen
Fall werden wir diese jedoch weiter umformen. Schliellich werden die Ergebnisse dieses
Abschnittes mit Hilfe von Satz Beweise fiir unsere Hauptergebnisse Satz und

Satz ergeben.
Seien x, und y, fest gewéhlte, ausgezeichnete Punkte, die der Voraussetzung

geniigen. Zunéchst erinnern wir uns an den in (3.5.2)) definierten Operator P, und dessen
durch (3.5.3) gegebenen Integralkern. Dessen Asymptotik in z, und in y, wollen wir in
diesem Abschnitt bestimmen. Sei

(;) 0, 7] — R

eine glatte Kurve, die (3.2.24]) 16st und (3.2.25]) erfiillt und fiir die y(0) = y, und (1) = =,
gilt. Folglich 16st diese Kurve

% ( . ) - < _vaiq ) (7, @) (3.6.1)
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und geniigt H((t),w(t)) = 0. Desweiteren definieren wir

d d
Uy, = Ev(O), Vg, = 57(7).

Proposition 3.6.1. Sei d € N. Wenn h € (0,1] gegen Null strebt, erhalten wir

Dh%@a(x*ay*)
1 ( h )d‘ U(r,y.) (i Voo(y.) + a0 — V() (1 + O(h))

- W % 0 UT
1/2 1/2
AV IV e () om )

wobei wir die aus (3.4.39)) bekannte Notation verwenden.

, (3.6.2)

Beweis. Aufgrund von Satz m(n) geniigt es den Kern Pj, zu betrachten. Zuerst zeigen
Wir mittels eines Standardargumentes, daf§ der Distributionskern ¢(x,x —y) von Op,(q) in
) nicht zur asymptotischen Entwicklung in beitrigt. Wir wollen also (j(x, T —
y) O(h>) beweisen. Fiir hinreichend grofie N € N folgt das daraus, dafl (z —y)*V§(x, z—
y) die inverse Fouriertransformation von h*™ AXq(x,£) bei x — y ist, wobei Alq(x,§)
absolut integrierbar beziiglich ¢ ist.
Als néchstes studieren wir das Integral

dndt
. : ~zen)/h=ilnly )/ B (¢ g peh 77—
y; ,y* / /[Rd ( Loes 115 ) (27Th)dh

Fir ¢t = 0 ist ¥_(0,24,m) — (n|ys) = (n|xs — y,) erfillt. Da z, # y, nach Vorausset-
zung |3.2.3| ist, kdnnen wir mittels des Operators

h (vn1/}— - y*) ’ vn
i |V17w— - y*|2

partiell integrieren. Dieser besitzt die Eigenschaft

WVl =Y Vi w pheitnlya/n v fhitnlva/n
v |V77¢— - y*|2

Indem wir beziiglich n partiell integrieren, erhalten wir

dndt
~(tzem/h=ilnly )/ B (¢ 4 peh h™
//[Rd ( Ty 715 )(2 h)dh (9( )

sofern € > 0 hinreichend klein ist. Da S (¢, x.,n) > 0 fiir ¢ > 0 infolge von (3.3.55))
ist, ergibt sich [[,e™-/P=inlvd/h B dpdt = O(h*) fiir jedes feste ¢ > 0. Damit gilt
I_(z,,y.) = O(h*™).



74 3. Die Resolvente eines semiklassischen Diracoperators

Schlieflich betrachten wir das Integral

dn dt
) = e+ bmem)/h=ilnly /b B (¢ o ph
(T ) // 6z >(2 hyih'

Das ist der einzige Term, der zur asymptotischen Entwicklung beitragt. Wir wenden die
Methode der stationéren Phase, die wir aus §2 aus [26] kennen, bzgl. der d + 1 Variablen
(t,n) an. Die kritischen Punkte der Phase sind durch die Gleichungen

0 = at¢+(tam*777)a (363)
0 = Vytbs (b 20 ) — e (3.6.4)

gegeben. Um die Asymptotik von I (z,, yx) zu bestimmen, geniigt es, alle kritischen Punkte
(t,n) zu finden, fiir die Sy (t,24,n) = 0 gilt. Wir erinnern uns, dafl Svy (¢, 2.,17) = 0
aufgrund von ((3.3.54]) aus Korollar t =0 oder (t,z,,n) € 27 impliziert. Wie zuvor
integrieren wir partiell beziiglich n mittels des Operators

h (Vb — i) - Vy
{ ’vanr - y*’2

und schlieBen dann auf [ [, e+/"=Hnlv)/h B, dpdt = O(h™) fiir hinreichend kleines
e > 0. Der einzige kritische Punkt (¢,7), fir den (¢,x,,n) € 2% gilt, ist (t,n) = (7,0)
wegen ([3.3.58)). Mit Hilfe der Methode der stationidren Phase, die sich in §2 aus [26] findet,
ergibt sich

(QWh)% eiw+(7,9«‘*’0)/h Bg_(Ta Ly, O) (1 + O(h)>

(27Th)dh a2w at w .
\/d t 1 (@VMJL d v"an;) (T, z4,0)

Aus (3.3.58) folgern wir ¢ (7,z,,0) = 0. Nun wollen wir die Ableitungen von 1, unter-
suchen, die im Nenner der rechten Seite der Gleichung auftreten. Dazu bemerken wir, dafl
021, (1,2,,0) = 0 nach (3.3.58)) gilt. Wenn wir die Identitit QT (¢, k™ (¢, x4, n),n) = x, bzgl.
t und bzgl. n differenzieren, erhalten wir

dyQ+ atk+ (t7 Ly 77) + dﬂQ+ 8tk+(t7 Ly 77) = _atQ+a

dyQ+ dnk+ (tv Ly 77) + d§Q+ dnk+ (t, Ly 77) = _an+'

I (24, ys) = (3.6.5)

Hierbei wird jede Ableitung von Q% in (¢, k™ (¢, 2*,n),n) ausgewertet. Wir setzen (t,n) =

(7,0) ein. Nach Definition von v,, und v,, gelten —0;k*(7,z,,0) = 4~(0) = v,, und

QT (7, ys,0) = Lv(1) = v,,. Ferner ist d,k*(7,2,,0) = d,V, 0, (7, 2,,0) infolge von

(3.3.50) aus Proposition [3.3.10] erfiillt. Indem wir noch Korollar fiir die antiholomor-
phen Ableitungen verwenden, schlielen wir insgesamt auf

d, QN (7, Y, 0) vy, = vy, (3.6.6)

dyQJr (7-7 Y 0) ;dﬁvanr (T7 Ly O) =1 dWQJr(T? Yo O) (367)
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Die Gleichung 0,V ¢, (7, z,,0) = Ok™ (7, 2,,0) = —v,,, was aufgrund von (3.3.50)) gilt,
impliziert in Hinblick auf die aus (3.6.5)) bekannte Determinante

0 8td77w+
det (_atvn¢+ %dnvn¢+ (7, 24,0)

pu— y*
(ht<%*<%Q+@3%wm—1u%Q+@3%w®>- (3.6.8)
Die Gleichung
*9 O U s Yk ) . . _ V .
B (r,2,,0) = X (Y, 0) U(T, y) (i - Vip(ys) + g @)L2 569

2(—V(y*))1/2(—V(:E*))1/2 det [dyQJr (7'7 Yxs 0)}

kennen wir bereits aus (3.4.39)). Nun multiplizieren wir die Determinante (3.6.8) mit der,
die in (3.4.39) auftritt. Letztere 148t sich auch darstellen durch

det [d, Q" (7, 44,0)] = det ((1) dycﬁ((r], y*,0)> '

Daraus folgern wir unter Verwendung von (i3.6.6))

T

0 v
y*
o <vx* i d,Q (7, g, 0)) | (3.6.10)

Da x(yx,0) = 1 ist, erhalten wir unser Ergebnis (3.6.2)), wenn wir ¢ (7, z4,0) = 0, (3.6.9)
und (3.6.10) in (3.6.5)) einsetzen. O

Nun wenden wir uns dem eindimensionalen Fall zu und betrachten die Formel (3.6.2) in
diesem Fall.

Proposition 3.6.2. Im Fall von d =1 gilt im Limes h \, 0
D ) = (1+ O(h))(cos(z?(T)) 1 —isin(d(r)) al)
e T R (L VR )L~ VR ()
x (isgn(ze —ys) (1 = V() o + ag — V(u)), (3.6.11)

V@0
olr) = /o 2V(Q (s5,90.0))

wobei

in Lemma eingefiihrt wurde.

Beweis. Da im Fall d = 1 die in (3.6.2) auftretende Determinante zu v,, v,, wird und o
zu «y wird, vereinfacht sich die Formel (3.6.2)) zu

U7, y.) (i () o1 + o — V(34))

Li(zy) = (L4 0(h)) 20 |V (z,)|V2|V (1) |2 (v, vy*)1/2 :
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Hierbei haben v,, und v,, dasselbe Vorzeichen. Ferner gilt

/ / " 1-— V2 * 1/2
[0y = [Vl (4., ' (42))]| = (1 —liv’((z*))L)l/g - IV(y(iJ)!)) '

Ebenso ergibt sich |v,,| = (1 — V2(z,))Y?/|V (x,)|. Daraus folgt

V(@) 2V ()2 (e, 0,) 7 = (1= V(@)1= V()"
Infolge des Beweises von Lemma kennen wir bereits die Gleichung
U(r,yx) = cos(I(1)) 1 —isin(I(1)) .

Schliefflich gilt nach der Eikonalgleichung, der ¢ geniigt und die wir in Proposition [3.2.1
finden, Sol(y*) = Sgn(w* - y*) (1 - Vz(y*))1/2' O

Das folgende Lemma befafit sich mit der in (3.6.2)) auftretenden Determinante im hoher-
dimensionalen Fall.

Lemma 3.6.3. Sei nun d > 2. Sei X die Projektion des in (3.2.22)) definierten zu H

gehorenden Hamiltonschen Flusses auf den Ortsraum. Sei

(;) 0, 7] — R

eine glatte Kurve, die (3.2.24)) lost und (3.2.25)) gendigt und fir die v(0) = y, und y(7) = x4
qilt. Dann qilt

ian+(T7 y*70) = de<T7 y*aw(o))a (3612)
wobei w(0) = V(y,) ist.

Beweis. Aufgrund von Lemma gilt QT (t,vyx,0) = X(¢,94,0) = ~(t), t € [0,7]. Wir
definieren p(t) := (v(t),@w(t)) = (v(t), Vo(y(t))), t € [0, 7]. Offensichtlich ist

d,Q+ 0
( dZE+ ) (an*ao) = ( ]]_ )
erfiillt. Ferner gilt

i ( dn9+ ) _ ((M)é’x (a+)§g ) (@QT,0) ( dnng )
it \ a2 0 —(auy ) @O gz )
wobei d,Q", d,=" und Q% stets in (¢, y,0) ausgewertet werden. Das liefert unter Verwen-

dung von (3.2.35)) und ({3.2.36|)

iz )ewo=(0 ) (22) e
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wobei A(t) := H, (p(t)) fiir ¢ € [0, 7] ist und

B(t) := B(t,y) = Hy(p(t)) + Hyy(p(t) ¢"(4(1)),  t€]0,7],

ist. Letzteres wurde bereits in (3.3.37)) definiert. Andererseits gilt

< fﬁg ) (0, p(0)) = < g ) , (3.6.14)

d( X\ ([ V,H(X,P)
dt\ P ) \ -V.,H(X,P)
ist. Weil (ay)? (z,0) = 0 fiir jedes z € Ky ist, folgt 0 = d.(V.H(xz,V¢)) = H! (z,Vy) +

HY (7, Vi) ¢" auf Ky mittels (3.2.34)). Folglich ergibt sich, indem wir (3.6.13)) und (3.6.14)

Verwenden daB

X)) _ X (t, p(t))
( P(t) ) - ( —¢"(1(1)) d, X (¢, p(t)) + d, P(t, p(t)) > t€[0,7],

d (X _(B(t) A1) X X B
E(ﬁ)(t)_( 0 _B(t)T)<§)<t>, (§><o>— (
ist, was impliziert. O

Lemma 3.6.4. Es qilt

ot ( 0 UT ) _ da(xy,y,)? t det (exp;* (expy’*l(x*)))
IV (

da—2 "

v, i, QH (7, 0)) T )|V ()1 = V2(2,)) T (1 = V()T

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation verzichten wir in diesem Beweis auf den In-
dex %, der bei den ausgezeichneten Punkten z, und y, auftritt. Zuerst fuhren w1r elmge
Schreibweisen ein. Wir notieren G(z) = (1 — V2(2))14 und F(z,v,) := /1 — )2 v,

fiir z = xz,y, was bereits in bzw. eingefithrt wurde. Sei by, .. bd eine
G(y)-Orthonormalbasis vom R?, fiir die by = F(y,v,) ‘v, = (1 — VQ(y))_l/va/|vy| gilt.
Ferner sei cy,...,cq eine G(x)-Orthonormalbasis vom R?, fiir die ¢y = F(z,v,) v, =
(1 —V?%(x))~ Y20, /|v,| erfiillt ist. Wir bezeichnen mit b%, ..., b5 bzw. mit ci, ..., c; die zu-
gehorigen dualen Basen. Das liefert b} (b;) = d6;; und c}(c;) = 0;; fir 1 < 4,57 < d. Wir
definieren B bzw. C' als die Matrix, deren i-te Zeile gleich b7 bzw. ¢/ ist. Damit erhalten
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wir Buv, = (1 — V2(y))? |v,| eq und C v, = (1 — V%(x))/?|v,| eq, wobei e; der d-te kano-
nische Basisvektor vom R? ist. Wenn wir id, Q" (7,y,0) = d, X (7,9, w@(0)), was in (3.6.12)

zu finden ist, verwenden, ergibt sich

det <o c) det (vx zanﬂT,y,O)) et (0 BT)

0 —ey
112 1/2 _ V2 1/2 d
= (1 =V=(2)) 7" |va] (1 = V(y)) /" |vy| det <ed (jde(T,y,w(o))BT> '

Offensichtlich gelten det B = (1 — V2(y))¥?, det C = (1 — V?(x))%2,

- U2(1/2
’Uy’ = |va(y7w(O>>‘ = (1 _| ?IJ((%))L)UQ = (1 H‘;(;?)JR) )

und |v,| = (1 — V%(2))2/|V(2)|. Das impliziert
(det C) ™1 (1 = V(@) 2 [0a] (1 = VE(y)) 2 v, | (det B)™!
= (V@) [Vl —Va) T (1-V3iy) ) .

Durch geeignete Entwicklung der Determinante schliefen wir auf

0 —e) _ * A\ T
det (ed C de(T, Y, TD(())) BT) = det ((Cz de(T, Yy, W(O)) (b]> )lgi,jgd—l) .
Insgesamt folgern wir

—r det ((cf d, X (1,y,@(0)) (b)) 1<iicd—
Y e i B 2 G T TP E
v QT Y. 0)) V@)V )1 - V)T (1= VEy) T
Um die Projektion X des zu H gehorenden Hamiltonschen Flusses auf den Ortsraum mit
der Exponentialabbildung in y zu vergleichen, bemerken wir zunéchst, daf3

X(1,y,p) = exp, (dA (X (7, 9,p),y) (L= V() '/ p/|p\)

fiir p € R? in einer Umgebung von w(0) gilt, da L(p) := (1 — V(y))""2p/|p| bzgl. G(y)
normiert ist und da der Anfangsimpuls p der Hamiltonschen Trajektorie kollinear mit seiner
Anfangsgeschwindigkeit ist. Mit Hilfe der Definition r(p) := da (X (7,y,p),y) folgt

d, X (7,y,p) = exp), (r(p) L(p)) [L(p) @ 7' (p)] + 7(p) expi, (r(p) L(p)) L' (p)-

Aufgrund des Gauf’schen Lemmas ist ¢} expj (r(w(0)) L(=(0))) L(w(0)) = 0 fiir i =
1,...,d — 1 erfiillt. Folglich gilt

¢; dpX (1,y,@(0)) (0)" = r(w(0)) ¢} exp;, (r(w(0)) L(w(0))) £'(2(0)) (b) "
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fir 2,5 = 1,...,d — 1. Sei durch Pé(o) die orthogonale Projektion auf das euklidische
orthogonale Komplement von w(0) im R? notiert. Dann erhalten wir

£(0) () = (1= Vi) s Pl (1= V@) by = by
da |@(0)] = (1 — V3(y))Y/? gilt. Indem wir r(w(0)) = da(z,y) und r(w(0)) L(w(0)) =
exp, ' () verwenden, ergibt sich

det (¢} dpX (7,9, @(0)) (0) ")1<ij<a1)
= da(x,y)"" det ((¢] expy(exp, () bj)i<ij<a1)-

Nun kénnen wir mittels ¢ exp), (exp, ' (z)) by = 1 auf

det (¢} dpX (7,5, @(0)) (b)) Ni<ijca—1) = da(a, y)*" det ((exp)(exp, ' (x)))
schliefen. Wenn wir diese Identitdt in (3.6.15)) einsetzen, liefert das die Behauptung. [

3.7 Hauptergebnisse

In diesem Abschnitt werden wir die semiklassische Asymptotik des Distributionskerns der
Inversen des Diracoperators Dj, y fiir fest gewéhltes z # y ermitteln. Wir werden zeigen,
dafl dieser Kern sich als Produkt eines exponentiell abfallenden Faktors, der einen gewis-
sen Agmon-Abstand enthélt, und einer Amplitude, die eine vollstindige asymptotische
Entwicklung in Potenzen von h besitzt, darstellen 1a8t. Ferner werden wir den fiihren-
den Term dieser Asymptotik bestimmen. Eine dazu analoge asymptotische Entwicklung
wurde bereits in [8] fiir eine Klasse von h-Pseudodifferentialoperatoren angegeben, deren
Symbole periodisch bzgl. der Impulsvariablen sind. In [8] entspricht die hier auftretende
Agmon-Metrik einer geeigneten Finsler-Metrik.

Wir geben zuerst das Hauptergebnis fiir den Fall d > 2 an und beschéftigen uns mit
dessen Symmetrie. Dann wenden wir uns dem eindimensionalen Fall zu, in dem keine ein-
schrinkende Voraussetzung an die Punkte x # y zu stellen ist. Danach halten wir fest, dafl
wir statt negative, auch positive Potentiale V' betrachten konnen. Die Ergebnisse, die wir
fiir positive Potentiale erhalten, finden sich in den beiden Korollaren dieses Abschnittes.
Schliefllich wenden wir Satz fir d > 2 bzw. Satz fir d = 1 auf konstante Po-
tentiale an und vergleichen die so erhaltene Formel fiir die Asymptotik fithrender Ordnung
mit dem wohlbekannten Ausdruck fiir den Greenschen Kern des Diracoperators.

Wir beginnen mit dem Hauptergebnis fiir den Fall d > 2. Dazu setzen wir die in
Lemma erhaltene Darstellung fiir die Determinante in die Formel fiir D,;%W(x*, Us)
ein, die wir aus Proposition kennen.

Satz 3.7.1. Seien d > 2, V' ein Potential, das der Voraussetzung geniige, und T, Yy
Punkte, die die Voraussetzung[3.2.5 erfiillen. Sei

(;) £ 0, 7] — R
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eine glatte Kurve, die (3.2.24) und (3.2.25)) genige und fir die v(0) = y, und (1) = x4
gelte. Dann gilt, wenn h > 0 gegen Null strebt,

D; (24, ys) = 1 a- V() (1 - V{"(y*)/)dzx2 (1+0(h)) e—dA(z*,z:i)l/h
| (27 da(wa ) /h) =

P det [exp), (expy ! (2))]
V() (~V() A (i(0), o

wobei U(t), t € [0, 7], eine unitire Matriz ist, die das matrizwertige Anfangsproblem

d i VV(4(t))

U0 =5 Top VO telsd UO=1

lost. Der in (3.7.1) mit O(h) bezeichnete Term besitzt eine vollstindige asymptotische
Entwicklung in Potenzen von h.

Beweis. Wenn wir die aus Lemma bekannte Darstellung der Determinanten in ({3.6.2))
einsetzen, erhalten wir

1 L 0 =Ve)F0-Ve)T  1+0(m
Dh o\ Ty Y ) = 77 | w
Vi (Txs U) h det [expy exp, () } 2 (QWdA(I*ay*)/h) ’

i Volys) +ao = V(y.)
2

U(7) - (3.7.2)

Wegen V(y,) = w(0) und =V (y,) = /1 — |w(0)|? gilt
io-Vo(y) tao—Viy) 1 a - iw(0) + o
; = V)3 (1 =)
= (=V () A" (iw(0)).

Da th(:c*,y*) = th¢(x*,y*) —da(@y)/h qufgrund von (3.2.1) und (3.2.2) erfiillt ist,
folgt aus ) die Behauptung des Satzes. [

Die folgenden beiden Bemerkungen befassen sich mit der Symmetrie des Ausdrucks fiir
Dﬁ/(x*, Yx) in x, und y,, den uns Satz liefert.

Bemerkung 3.7.2. Der Faktor o(x,y) := det [exp;(expy_l(x))]l/2 ist aus der asympto-
tischen Entwicklung des zu G gehorenden Wirmeleitungskerns bekannt. In dieser Ent-
wicklung tritt der Faktor o(x,y) im Nenner des fiihrenden Koeffizienten auf. Insbesondere
wissen wir, daf8 dieser Faktor symmetrisch ist. Folglich gilt o(x,y) = o(y, x).

In der nédchsten Bemerkung zeigen wir, dafl die durch (3.7.1) gegebene Formel fiir
D,:}/(x*, ) die Symmetrieeigenschaft eines Kerns eines matrixwertigen selbstadjungierten

Operators besitzt, indem wir Dﬁ/(x*, Ye)* = D,;%/(y*, x,) beweisen.
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Bemerkung 3.7.3. Die Gleichung lafit sich auch darstellen als

det [exp), (exp,(z.)]" (2w da(@a ) /)
: M(l’*, y*>7

wobei M (x4, yy) := (=V (24)) AT (iwo (7)) ao U(T) (=V (yx)) AT (iww(0)) ist. Ferner gilt

_ 1 (1=V2(z)T (1= V2(g)T (14 O(h)) e dal@eu)/h
%&meZE-( (z.)) 7 ( (3) ( (h))

d—1
2

Dy (e 4s)" = Dy y (s, 2.
Beweis. Aus Bemerkung schliefen wir auf
BY(1,24,0) = (=V () AT (i (7)) ag BL(7, 24, 0).
Daraus folgern wir mit Hilfe von Lemma [3.4.5
U(r) A (iw(0)) = (=V(x.)) A (iw(7)) ap U(7) A (iw(0))
und das ergibt

M (2, y0) = (=V(z))A" (iw(7)) ao U(T) (=V (y.)) AT (i (0))
= U(7) (=V(y) A" (iw(0)),

was den ersten Teil der Behauptung zeigt.

1/2

Da wir nach Bemerkung|3.7.2| wissen, dafl der Faktor o(x,y) := det [exp; (expy_l(x))]
symmetrisch in x und y ist, ist

(1-V2(@)'T (1= V()T e/

d—1

det [exp;* (exp?j*l (ZL‘*)>] 1/2 (dA<.T*, y*)) )

offensichtlich symmetrisch in x, und y,. M (x4, y.)* = M (y«, ), was aufgrund von Bemer-
kung [3.4.8| gilt, liefert D}:}/(x*, Y ) = D,:}/(y*, Ty). O

Bemerkung 3.7.4. In Anhang[A| werden wir im Fall von d = 3 den Zusammenhang zwi-
schen U(T) (=V (y+))AT (iw(0)) und der BMT-Gleichung fiir die Thomas-Prdzession eines
Drehimpulses entlang einer Teilchenbahn erldutern. Die Verbindung der BMT-Gleichung
zur semiklassischen Analysis der durch Dy erzeugten Zeitentwicklung wurde in [28, [38]
untersucht. &

Als néchstes geben wir unser Hauptergebnis im eindimensionalen Fall an. In diesem Fall
miissen wir keine einschréinkende Voraussetzung an die Punkte = # y stellen.

Satz 3.7.5. Seien x,y € R mit v # y und V ein Potential, das die Voraussetzung

wm Fall von d = 1 erfiille. Sei
( " ) . [0, 7] — R*
w
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eine glatte Kurve, die (3.2.24) lose und (3.2.25)) geniige und fir die v(0) =y und (1) =
gelte. Dann gilt tm Limes, wenn h > 0 gegen Null strebt,

(=) P a /n)
(1-V2(x ))1/4( — V2(y))/4
. (cos(”ﬁ(T)) 1 —isin(d(1)) « ) (=V(y)) At (iw(0)), (3.7.3)

_ [TV'((®)
I(r) = /0 e

ist. Der in (3.7.3) durch O(h) abgekiirzte Term besitzt eine vollstindige asymptotische
Entwicklung in Potenzen von h.

(1+ O(h)) exp ( _

Dy (x,y) =

==

wobes

Bewers. Wir setzen

isgn(z —y)(1— V()2 o1 + ag — V(y)
2

— (~V(y) A" (i=(0)) (3.7.4)

in Proposition [3.6.2 ein. (3.7.4)) ergibt sich ebenso wie im Fall d > 2, der sich im Beweis

von Proposition [3.7.1| findet. Wir erinnern uns an da(z,y) = ‘f; (1- VQ(t))l/2 dt‘ aus
Proposition |3.2.1 Dann folgt die Behauptung folgt aus D,;%,(x, y) = D};%/’@(m, y) e~dal@v)/h

was nach (3.2.1) und (3.2.2) gilt. [

Es ist nicht notwendig, die in Voraussetzung |3.1.1] angegebene Wahl an das Vorzeichen
der Potentiale V' zu stellen, um unsere Hauptergebnisse zu beweisen. Statt dessen konnen
wir auch positive V' betrachten. In den néchsten beiden Korollaren wollen wir Potentiale
V' studieren, die der folgenden Voraussetzung geniigen.

Voraussetzung 3.7.6. Sei V € C®(R% R) und fiir jeden Multiindex o € N¢ gelte

sup |09V (z)] < oo. (3.7.5)

zcRd

Ferner ezistiere ein ¢ € (0,1), fir das
§<V(z) <134, r € R (3.7.6)
gelte.
Nun fithren wir noch eine neue Hamiltonsche Funktion
1 —|p|>+ V(x), xR [p| <1,

ein.
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Korollar 3.7.7. Seien d > 2 und V : R* — R ein glattes Potential, das der Vorausset-
zung [3.7.0] gendige. Seien x, und y, Punkte, die die Voraussetzung[3.2.5 erfiillen. Sei

(1) -
% ( ; ) - < _VVPZ'I ) (7, @) (3.7.7)

lose, ITI(’?, w) = 0 gendige und fir die ¥(0) = y, und ¥(T) = x, gelte. Dann gilt im Limes,
wenn h > 0 gegen Null strebt,

eine glatte Kurve, die

D (g = L A2 VI@DT A= VIG)T  (1+ O(h))einlenl
hV\Px Ix) — 747 d—1
h? det [ exp), (exp;!(z.))] 12 (27 da (4, ys) /1) E

U (7) (i - 3(0) + ap — V(y) 1), (3.7.8)

wobei (7(t), t € [0,7], eine unitdre Matriz ist, die das matrizwertige Anfangswertproblem

d ~ ia VV(F(t)) ~ ~

Low =2 X gy refo, 7], U0)=1 3.7.9

GO0 = - S U, te 0., T0) (379

lost.

Beweis. Wenn «, . .., aq Dirac-Matrizes sind, geniigen die Matrizen a; = —a; (3.1.2
fir j = 0,...,d und damit sind «a;, j = 0,...,d, Dirac-Matrizes. Da D;,y durch (3.1.1

und (B.1.5)) definiert ist, gilt mit Hilfe der Definition Dp_y = & - (—ihV) + &y — V die
Glelchung D)y = —a-(—ihV)—ag+V = —D,, _y. Folglich kénnen wir den Satz auf
Dh _y anwenden. Zunéchst untersuchen wir dle Voraussetzung 3l Wir erinnern uns, daB

Geoditen minimierende Pfade von [ < q ‘ G(q > sind. Hierbei gllt fiir die Agmon-Metrik
G = (1-V?) 1 nach (3.2.17] m Da G nur von V2 abhéangt, ist G unabhéngig vom Vorzeichen
von V. Deswegen hingt die Giiltigkeit der Voraussetzung [3.2.3] fiir zwei gegebene Punkte
Ty Ys nicht vom Vorzeichen von V ab. Auch der Term, der in der ersten Zeile der rechten
Seite von auftritt und den wir durch

d—2

A(z,,y) = 1 (1- V2(x*))%(1 V() . (1+ O(h)) e~dal@y)/h
, / (27 dA(g;*,y*)/h)d%

d 1/2

h det [exp!, (exp;!(x.))]
notieren, ist unabhéngig vom Vorzeichen von V', da der Agmon-Abstand und die Expo-
nentialabbildung durch G bestimmt sind. Nun wenden wir uns der letzten Zeile von (3.7.1])

ZU. D;%/ = —15};1_‘/ liefert

Dy (T ye) = Al ) UF) (=V (5.)) AT (i85(0)),
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wobei U(t) fiir ¢ € [0,7] durch (3.7.9) definiert ist. Da nach Voraussetzung H(3,%) = 0
und damit auch /1 — [@(0)]2 = =V (y,) gilt, was

—V(y) AT (iw(0)) = —V(y.)

1 a-iw(0) + o
: (U e mor)
= za%(()) + o —V(y*)]l

impliziert, 1a8t sich das auch durch

D,;%/(:L‘h Y) = ATy, y2) U(T) (ia ~@(0) + a0 — V(ys) ]l)
darstellen. ]

Nun wenden wir uns dem Fall d = 1 zu. Das folgende Korollar liefert eine asymptotische
Entwicklung von D,:},(x, y), wenn V' ein positives Potential darstellt.

Korollar 3.7.8. Seien z,y € R mit x # y und V ein Potential, das die Voraussetzung[3.7.6

im Fall von d =1 erfiille. Sei
( J ) . [0,7] — R*

w

% ( ; ) - ( _vafﬁ ) (7, @) (3.7.10)

lose, f]ﬁ, @) = 0 geniige und fiir die 5(0) = y und ¥(T) = x gelte. Dann gilt im Limes,
wenn h > 0 gegen Null strebt,

eine glatte Kurve, die

(1+0(m) exp (- ‘ (1= vE) dt)/h)
(1= V2(@) (1 = V2(y))

. (008(19(7')) 1+ isin(d(7T)) al) (—=V(y)) At (i (0)),

SRS

Dy (z,y) =

wobes
[T VG@)
0= [ e

18t.

Beweis. Wir folgen dem Beweis von Korollar und definieren l~)h _y analog zu der
in diesem Beweis getroffenen Definition. Dann wenden wir den Satz [3.7.5| auf lN)h’_V an.
Offensichtlich hiingt die erste Zeile der rechten Seite von (3.7.3]) nur von V2 ab. Damit ist
diese unabhéngig vom Vorzeichen von V. Das einzige, das sich in Formel andert, ist
das Vorzeichen von isin(9(t)). Aus diesem Minus Vorzeichen wird aufgrund von a3 = —ay
ein Plusvorzeichen. O
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Im folgenden Beispiel betrachten wir konstante Potentiale V' = —E| wobei E € (—1, 1)
ist. Wir bestimmen den Greenschen Kern von Dj, _g mittels Fouriertransformation. Dann
vergleichen wir den auf diese Weise erhaltenen Ausdruck mit der Asymptotik fithrender

Ordnung, die Satz fiir d > 2 bzw. (3.7.3)) aus Satz fiir d = 1 liefert.

Beispiel 3.7.9. Wir wollen den Greenschen Kern von
Dy-p = (—iha -V, +ay— E)

in Dimension d > 1 bestimmen. Dabei ist V = —E konstant und E € (—1,1). Dazu fiihren
wir zundchst die modifizierte Besselfunktion 2. Art der Ordnung v

1 v [
K,(r) == r o T At—t t=vdt, Rr2>0, veClC,
2 \2 0

ein, die auch MacDonald-Funktion genannt wird. Falls d € N ungerade und v = %l -1

ist, lafst sich das K, (r) definierende Integral explizit berechnen. Nach (6.54) aus [12] ergibt
sich beispielsweise Ky /o(r) = (2—7;)1/2 e, r € C\ {0}, fir d =3, wobei /. der Zweig der
Wurzel mit /. > 0 ist. Mittels Fouriertransformation laft sich zeigen, daf fir x,y € R?
mit x #y

[S]ISW

1—
- —d r—Y
Dy p(,y) = Dy—p(2m) <hl/?‘EQ>

gilt (siche z.B. Abschnitt 3.6 aus [12]). Zur Vereinfachung der Schreibweise notieren wir

Kg—1 = K%_l (\/1 — FE? @) Aus

Ky ( Vo @)

—iho -V, Ki | = —iha Y A E2 o
2 |z =yl h .

(—iha - V,) m_y‘L%———m |- N . 22y (lr=yl o
* h B 2 |z — y|? h ’

folgt
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Das aus (9.7.2) und (9.7.4) aus [24] bekannte asymptotische Verhalten

Kur) = [ 1007, KI0) = -y f3e [140 ()

im Limes r gegen unendlich impliziert

Jun

Dib(a,y) = (27)78 (1— B?)* (|m _ yl) {(ao By 5

Lia- x_y}f(l—EQ) i(\x—y\)_ o~ VI=E%|e—y|/h
|z —y] h

+O( G —VI-E?|o— y|/h)

N|=

Damit erhalten wir die Asymptotik fihrender Ordnung

. 1 e r—Yy 1_E2|z—
Dhi?('x?y) = 5(277') 2 (1 EQ) <| . |) V1—-E2|z—y|/h {ao _E
+ia | - y|,/1 — E2} + 0O (h%e*\/ﬁmfy\/h) ' (3.7.11)
r—Yy

Da w(0) = v/1 — E? |z der konstante Impuls der Hamiltonschen Trajektorie, die von y
nach z in {p* =1 — E2} liuft, ist und da(z,y) = V1 — E? [z —y|, exp, = 1, U = 1 und

(1= V@) T (1 - V)T = (1- )%

erfillt ist, stimmt die Asymptotik (3.7.11]) mit der, die der Satz|3.7.1| fiir d > 2 bzw.
aus Satz[3.7.3 fir d =1 liefert, iberein.



Anhang A

Die BMT-Gleichung fiir die
Thomas-Prizession

In diesem Anhang werden wir die Bargman-Michel-Telegdi-Gleichung fiir die Thomas-
Prézession eines Drehimpulses entlang einer Teilchenbahn betrachten und den Zusammen-
hang zwischen dieser Gleichung und dem Ergebnis, das Satz im dreidimensionalen Fall
liefert, herstellen. Dabei werden wir der Vorgehensweise aus [38] folgen, um die Transport-
gleichungen zu l6sen, und so werden wir eine Alternative zu der aus Unterabschnitt
bekannten Herangehensweise zur Bestimmung von BY angeben. Wie bereits in Bemer-
kung[3.4.7 erwéhnt, wird sich anders als in ([3.4.40)) in der Formel, die wir im Folgenden fiir
BY herleiten werden, eine vollstindige Divergenz von F finden. Diesen Ausdruck, den wir
fir BY (7, x,,0) erhalten werden, verwenden wir dann in einer zu den Beweisen von Ab-
schnitt analogen Rechnung, um eine Formel fiir die Asymptotik des Greenschen Kerns
zu erlangen.
Wir wahlen die Darstellung

(0 o\ /1 0
aj_(aj 0)7 j_]-72a3> aO_(O _]1)

der Dirac-Matrizes. Dabei notieren

(01 (0 —i (1 0
T=%10) 27\i o) 7 o 21

die Pauli-Matrizes. Wir wissen, dafl der matrixwertige Term
M (s, y.) = (=V(2.)) AT (i (7)) ao U(7) (=V () AT (i (0)),

der in (3.7.1) auftritt, RanA*(iew(0)) auf RanA™(iew(7)) abbildet. Wenn wir geeignete
Basen dieser Unterrdume wihlen, ist die zu diesen Basisvektoren gehorende darstellende
Matrix von M (., y,) eine Losung einer Spin-Transportgleichung. Diese Transportgleichung
ist der BMT-Gleichung fiir die Thomas-Prézession eines dreidimensionalen Drehimpulses
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dhnlich (siehe z. B. [28], [38]). Falls kein Magnetfeld auftritt, ist die Hamiltonsche Funktion,
die die Teilchenbahn (7, w) bestimmt, durch

H(l‘,p) Y 1- |p|2 - V(I)v T,p € [Rd7 |p| < ]-7 (AOl)
gegeben (siehe auch (3.2.11])). Also ist

(7):1—»%2‘1
w

% ( z ) = < _Vv”i{ ) (z,p), (A.0.2)

fur die H(y(t),w(t)) = 0 fiir ¢t € I gilt, woraus v/1 — w? = —V(v) folgt. Damit erhalten
wir die Spin-Transportgleichung

d _ o (E) xp)
g o) = MO0, @W)s(t),  Mz.p) = —5mrsm—pr

eine Loésung von

(A.0.3)

wobei B = —VV das elektrische Feld und s(t) eine komplexe (2 x 2)-Matrix ist. Wir
bemerken, dafl wir in H den Impuls durch einen imagindren Impuls ersetzen. Die zur
BMT-Gleichung analoge Gleichung fiir die Hamiltonsche Funktion H ergibt sich aus der
Gleichung . Wir withlen ein 4 € C? und berechnen die Differentialgleichung

idw:SMXUWNDXW@)
dt =2V (y(1)[1 = V(v®)]

die der Erwartungswert s(t) := (s(t) u| o s(t) u)c2 des Vektors der Pauli-Matrizes erfiillt.
wird. Wir wollen nun (A.0.3) zeigen und die Verbindung zu (3.7.1]) herstellen. Wir beginnen
mit der Gleichung (3.4.31)) fiir BY, welche auf 2, von der Gestalt

(A.0.4)

(Tt +1)8*BY = 0

ist. Dabei ist 0 1= ag (i0, + a - V) und It := ag (/1 — [V@[?) — e - iV auf 2. Es
folgt
(=V () + e - iVo(x) + ag)(i0, + e - V) B (t,2,0) = 0

unter Verwendung von /1 — |Vp|? = =V und so ergibt sich
=2V (z) At (iVp(x)) (i0, + e - V) BY(t,2,0) = 0, (t,z,0) € 9,. (A.0.5)

Fiir jedes z € R? wird der Bildbereich von AT (iVp(x)) von den zwei paarweise orthonorma-
len Eigenvektoren von D(x,iV(x)) aufgespannt, die sich in der folgenden (4 x 2)-Matrix

._ 1 [1-V(z)]1
Wie) = V=2V(2)[1 - V(z)] (U-Ns&(fﬂ)) (4.0.6)
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finden. Wenn wir durch W (z)" das Transponierte von W (x) notieren, erhalten wir

1

W(z)T = N U CIEAO] ((1 V(@) 1,0 z’Vgo(x)).
Damit gilt
WV = ooy (1o ve) - et )
= —25(35) a-iVe(z) + —25(35) <(1 ) g@))ﬂ (—V(:S _ 1)1)
= —2&(9;) (- iVp(x)+ag—V(z)1) = AT (iVe(z)).
Wiederum mit Hilfe von (o - iVp)? = —|Vp[*1 = (V2 — 1) 1 schliefen wir auf
W(z)T W(z) = _QV(@& vy (Ve V@ - = 1

Da BY die Gleichung (Tp) erfiillt, geniigt BY fiir (¢,2,0) € 2,
BY(t,x,0) = AT (x,iVp(z)) B(t,x,0) = W(z) W(x)" Bl(t, x,0).

Folglich gilt BY(t,x,0) = W(x)C(t,x) fiir eine (2 x 4)-Matrix C(t,z). Die Gleichung
(A.0.5) impliziert W' (i0; + a - V) W C' = 0 und der Operator —iW " (i0; + a - V) W
148t sich so wie in [38] zu

g —iWwT (a Vo (=2V(1-V)) Vo v:w>
! o-V,o/(1-V)(-2V)!
(4V—-2)(i VV -Vp—o-(VV xV)) + (iAp+iVe-Vi+o: (VexVy))
o —i W' ( )

—2(—2V(1-V))3/2 (=2V (1-V))1/2
—oVV (1-'2o-V,
1/2 + (_2v)1/2

2V (—2V(1-V))
3’ 4V — 2 (
2 (=2V)2(1-V)

— (-21/)22(1 — (iVe-VV =0 (Ve x VV))
1

= 8t—V_1V90-Vx+§(—V_1A90+V_2VV-V<,0)
+i(2V(1=V)) e (Ve x VV)

= 0, + iVV - Vp—o-(VV x V) +(=2V) i Ap)

umformen. Nach der in (A.0.3)) getroffenen Definition fiir 9% 148t sich der matrixwertige
Teil durch
Mz, Vo) = —(2V(1 -V)) o - (Vo x VV)

darstellen. Ferner definieren wir F'(z) := V,H(x, Vy(z)). Aus
P@) =~V T ], guy = —V"'(2) V(o)
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fir v € Ky, woraus divF = —V " 'Ap — V-IVV . F folgt, ergibt sich
—iW' (i0i+ - Vo)W = 0+ F -V, + %divF — i M(z, V).
Wir suchen nun Losungen von
(0 + Flx) -V, + %divF(:c) —iM(z, Vo(x)))Clt, z) = 0.

Indem wir ~ fiir  einsetzen und weil w = V(v) und 4 = F(v) erfiillt sind, erhalten wir

L 0A(0) = 3 AVFG) CeA ) +iMO@,=(0) CleaB).  (A07)

Wir bemerken, dafl in (A.0.7) anders als in die vollstdndige Divergenz von F
auftritt. Um (A.0.7) mit der Anfangsbedingung C(0,v,) = W(y,)" zu lésen, verwenden
wir den Ansatz C(t,v(t)) = o(t)s(t) W(y,) ", wobei g eine skalare Funktion ist und s die
Gleichung

d

@ s(t) = im0, =(10)s(0),  5(0) = 15 (A0.8)
16st. Das impliziert
Colt) = —5dvFG) o), 0f0) =1 (4.0.9)

Da y(t) = QT (¢, yx, 0) ist, liefert das die Gleichung ,Q" (¢, yx,0) = F(Q" (¢, ¥, 0)). Nun
wenden wir die Liouvillesche Formel auf 0,Q7 (¢,ys,0) = F(Q* (¢, yx, 0)) an und erhalten

8, det[d, Q" (t, ys,0)] = div F(Q* (¢, y,,0)) det[d,Q* (£, 4,,0)], (£,5,0) € Z+.
Daraus folgt

—-1/2

0, (detfd, Q7 (1., 0))) " =~ div F(Q™ (1,11,0)) (detldy Q7 (¢, 31, 0))

Damit ist o(t) := det[d,Q. (¢, vs,0)]"V2, ¢t € [0,7], Losung von (A.0.9), da o(0) = 1 ist.

Wir schlieflen also auf
BY(7,%,,0) = W(z,) C(r,2,) = W(x,) o(r) s(T) W(y,)"
= det[d,Q+ (T, Ys, 0)] Y2 W (z,)s(T) W ()T, (A.0.10)

was eine Alternative zur Formel (3.4.39) fiir BY darstellt. Nach (3.6.5)), was sich im Beweis
von Proposition findet, gilt

1 BY (1,2,,0) (1+ O(h))

2mh? 2 '
oY Od,
det l t Y+ t4n %+ . 0
Joect (a5, 4 )

I (2, y,) = (A.0.11)
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Das Produkt der Determinanten 1afit sich als

1 2 d
det[d, Q4 (T, yx, 0)] det (; (a?%zfllr szn:ii) (T, @,O))

0 .
= det (Ux* ian+<77 Yss O))
__ da(e g det (exp, (exp,/(.))
IV (2)|[V (g)|(1 = V()2 (1 = V2(y,))/?

berechnen. Dabei ergibt sich die erste Umformung aus dem Beweis von Proposition |3.6.1
die zweite gilt nach Lemma [3.6.4, Das impliziert

D=

Lo(eny) = 0o V()5 (1= V2(5)5 (V@) V (3)
+\Tx, Yx h3 det [exp;*(expy—S(m*))}l/Z

-W(x,)s() W(y*>T ' 27r<61i;$(3(;*)))/h.

Indem wir den Ausdruck, den (A.0.10) fiir BY (7, z,, 0) liefert, statt ([3.4.39) im Beweis von
Proposition verwenden, erhalten wir die Asymptotik

D};%/(LL’*, Ys)
(A= V2@))5 (1= V2(5) 5 (VI(@)V(9e)® (1+ O(h)) e dalamwn/
h3 det | exp), (exp; ! (:E*))}l/z 2m da (e, yu) /P

W (@) (1) W(y,) "

N|=

Dabei 16st s (A.0.3) mit s(0) = 1o, W ist durch (A.0.6) gegeben und es gelten V(z,) =
Vo (y(7)) = @(7) und Vi (y,) = V(v(0)) = =(0).
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Anhang B

Fast analytische Fortsetzungen

In diesem Anhang zitieren wir die Definition einer fast analytischen Fortsetzung und listen
einige Eigenschaften dieser Fortsetzungen aus Kapitel X.2 aus [I3] ohne Beweis auf. Dabei
verwenden wir die Notation aus [13].

Wir beginnen mit der Definition einer w-flachen Funktion. Dazu betrachten wir eine
offene Teilmenge 2 vom R” und eine nichtnegative, in 2 Lipschitz-stetige Funktion .
Eine komplexwertige Funktion f in 2 heifft w-flach, falls zu jeder kompakten Teilmenge K
von € und zu jeder nichtnegativen ganzen Zahl N eine positive Konstante C' = C(K, N)
existiert, fiir die

1f(2)] < Cw(z), r ek, (B.0.1)

erfiillt ist. Wir bezeichnen die Funktionen f und g in {2 als w-dquivalent, falls die Diffe-
renz f — g eine w-flache Funktion ist. Ferner nennen wir eine Funktion f flach auf einer
abgeschlossenen Teilmenge S von (2, falls f eine w-flache Funktion ist und w(x) als der
Abstand von z zu S definiert ist. Eine niitzliche Eigenschaft jeder glatten w-flachen Funk-
tion ist, dafl alle Ableitungen dieser Funktion ebenfalls w-flach sind (siehe Lemma 2.2 aus
[13]).

Nun wenden wir uns der Definition einer fast analytischen Funktion zu. Seien O eine
offene Teilmenge vom C™ und S eine abgeschlossene Teilmenge von O. Eine auf O glatte
Funktion f heifit auf S fast analytisch, sofern 0f flach auf S ist.

Damit schlieen wir wie folgt auf die Definition einer fast analytischen Fortsetzung.
Wir notieren durch A(O,S) den Raum aller auf O glatten Funktionen, die auf S fast
analytisch sind. Desweiteren fithren wir die Schreibweisen Og == O N R” und O :=
Or + iR" C C" ein. Seien nun O eine offene Teilmenge vom C", die in Og enthalten
ist, und N (O, Og) der Raum der auf O glatten Funktionen, die auf O flach sind. Dann
stellen nach Lemma 2.3 aus [I3] die Einschriankungen auf Og einen Isomorphismus von

A(O,0r)/N (O, Or) auf C*°(Og) dar. Folglich 1d8t sich jede Funktion f € C*(Og) als
Aquivalenzklasse auf O fast analytischer Funktionen modulo Funktionen aus A (Q, Og)
auffassen. Einen Reprisentanten dieser Aquivalenzklasse nennen wir eine fast analytische
Fortsetzung von f in O.

Die Konstruktion einer fast analytischen Fortsetzung f der Funktion f ergibt sich mit
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Hilfe der Darstellung .
fz2) =) (W) 0 f (@) hllyl/€a)).

Hierbei wird die Summe iiber alle Multiindizes nichtnegativer ganzer Zahlen gebildet. Fer-
ner notiert z := x + iy die komplexe Variable und (€, ),ecn €ine geeignet gewéhlte, monoton
fallende Nullfolge. Desweiteren wird mit h eine glatte Abschneidefunktion bezeichnet, die
auf R definiert ist und h(t) = 1 fiir [¢| < 1 und h(t) = 0 fiir [¢| > 2 geniigt.
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