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Zusammenfassung

In einer all-electron-Rechnung wurden ab initio die elektronischen Eigenschaften von Gra-
phit im Grundzustand mittels des MAPW (“modified augmented plane wave” )-Verfahren
([Bro64]) in “warped-muffin-tin”-Néherung selbstkonsistent bestimmt. Vielteilcheneffek-
te wurden im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie in der Parametrisierung der lokalen
Dichtendherung (LDA) von Hedin und Lundqvist ([HL71]) beriicksichtigt. Ausgehend
von dem ermittelten selbstkonsistenten Einteilchenpotential wurden iiber die Fourier-
Transformierten der Bloch-Wellenfunktionen die elektronischen Impulsdichten (EMD fiir
“electronic momentum density” ) senkrecht und parallel zu den Schichtebenen aller besetz-
ter Zustinde von Graphit berechnet und mit neueren experimentellen und theoretischen
Werten verglichen. Der spezielle Ansatz der MAPW-Methode gewéhrleistet Stetigkeit der
Wellenfunktion und ihrer ersten Ableitung in der gesamten Wigner-Seitz-Zelle und somit
ein rasches Abklingen der Fourier-Koeffizienten ([RSB77]). Dieser Sachverhalt wurde aus-
genutzt fiir die Berechnung der experimentell leichter zugénglichen Compton-Profile, die
in Impulsnidherung ([EP70]) eine Integration {iber alle Komponenten der Impulsdichten
in der interessierenden Kristallrichtung darstellen. Diese Ergebnisse, insbesondere das ani-
sotrope Compton-Profil, welches die Differenz der Profile in zu den Schichten senkrechter
und basalen Richtungen bezeichnet, wurden ebenfalls mit experimentellen Arbeiten und
anderen Rechungen verglichen.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Eigenschaft von Graphit abzufirben fiihrte dazu, Graphit zum Schreiben zu verwen-
den, und das hat ihm seinen Namen gegeben (ypdperv = schreiben). Die Besonderheiten
von Graphit nutzt man in einer Fiille von technischen Anwendungen. Die Weichheit und
leichte Spaltbarkeit parallel zu den charakteristischen Schichtebenen machen Graphit zu
einem geeigneten Feststoff-Schmiermittel. Durch gute elektrische Leitfdhigkeit und chemi-
sche Bestidndigkeit eignet sich Graphit als Elektrodenmaterial, durch geringe Reibung mit
Metallen fiir bewegte elektrische Kontakte (,, Kohlebiirsten“von Elektromaschinen). Dem
Schmelzen von Metallen in Graphittiegeln dienen die Bestdndigkeit gegeniiber Hitze und
die gute Wiarmeleitfihigkeit. Auch in Kernreaktoren findet Graphit Anwendung dank der
Fahigkeit, schnelle Elektronen abzubremsen ohne sie zu absorbieren; in der Beschaffung
ist es zu dem billiger als schweres Wasser.

Von physikalischem Interesse ist die ausgeprigte Anisotropie in Warme- und elektrischer
Leitfahigkeit, die sich jeweils quasimetallisch parallel zu den Schichtebenen verhalten,
senkrecht zu ihnen dagegen stark vermindert sind. Diese Zwischenstellung zwischen Me-
tall und Valenzkristall gibt auch aus theoretischer Sicht Anlaf zur Untersuchung. Graphit
ist in vielerlei Hinsicht ein allgemeiner Festkorper. Zum einen besetzt eine mehratomige
Basis das hexagonale Bravais-Gitter, zum anderen ist die Raumgruppe nichtsymmorph.
Kohlenstoff, dessen Isotop '2C fast 99% der natiirlichen Zusammensetzung ausmacht,
nimmt als Bestandteil aller organischen Verbindungen bekanntlich eine Sonderstellung
ein. Mit Wasserstoff, Sauerstoff (so in COy bzw. CH4) und mit sich selbst geht er sehr
stabile Bindungen ein. Zur Elektronenkonfiguration 1s?2s?2p® ist zu sagen, da8 die 1s-
Elektronen stark an den Atomkern gebunden sind, die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist
bereits bei lag (ap = 0.529A ist der Bohrsche Radius) weitgehend abgeklungen. Die
verbleibenden 4 Valenzelektronen kénnen durch Hybridisieren der 2s- und 2p-Orbitale
homdopolare Bindungen eingehen. In Graphit sind das die 3 sp2-Orbitale, die zusammen
mit dem restlichen p-Orbital die o- bzw. 7-Bindungen in bzw. zwischen den Schichtebe-
nen, die auch als Basalebenen bezeichnet werden, bilden. Den 7-Elektronen schreibt man
den metallischen Charakter zu. Graphit gibt es in zwei Modifikationen, dem hexagona-
len a-Graphit mit der Schichtfolge ABAB und dem rhomboedrischen -Graphit mit der
Schichtfolge ABCABC. In dieser Arbeit ist nur ersteres Gegenstand der Untersuchung.
Graphit war und ist hiufiger Gegenstand von experimentellen und theoretischen Un-
tersuchungen. Experimentell zugingliche Grofle ist unter anderem die Impulsverteilung
der Elektronen, die zum Beispiel mit Elektron-Elektron-Streung ((e,2e)-Prozesse), der
Winkelkorrelation von Elektron-Positron-Vernichtungsstrahlung (ACAR="angular corre-
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lation annihilation radiation”) oder mit (,ey)-Spektroskopie aufgeklirt werden kann.
Letztere Methode ist Gegenstand dieser Arbeit. Bevor man in der Lage war das gestreu-
te Photon und das Riickstoflelektron simultan zu messen, gewann man aus den doppelt
differentiellen Wirkungsquerschnitten beziiglich Raumwinkel und Energie das dazu pro-
portionale sogenannte Compton-Profil, eine zweifache Integration iiber die Impulsdich-
te J(p,) = [ p(pz, Py, Pz)dpzdpy. In der interessierenden Richtung (hier z) wird dem-
nach iiber alle Impulsdichten mit der Komponente p, gemittelt. Im Fall von Graphit
sind solche interessierenden Richtungen [0001] senkrecht zu den Ebenen sowie basale
Richtungen parallel zu den Schichten und das daraus sich ergebende anisotrope Pro-
fil Jooor — Jay, wobei mit J,, das iiber die basale Ebene gemittelte Profil bezeichnet
ist. Bereits 1938 fiihrten Kirkpatrick und DuMond ([KD38]) Compton-Profil-Messungen
durch, fanden jedoch keine Anisotropie, wie auch Cooper und Leake 1967 ([CL67]), de-
ren Rechnung allerdings Anisotropien fiir p < 0.5au voraussagte. Annihilationsexperi-
mente hatten diese bereits 1957 gezeigt ([BKP57]). Mit verbesserter Auflsung stellten
Weiss und Phillips 1968([PW68]) Anisotropien in den Compton-Profilen von pyroliti-
schem Graphit fest. Letzteres besteht aus Kleinst-Kristallen, deren c-Achsen parallel aus-
gerichtet sind, wihrend die Orientierung der basalen Ebenen statistisch ist. Ahnliche
Messungen wurden in den folgenden Jahren von Felsteiner et al. ([FF70]), Bonse und
Schroder ([BS74]) mit der besseren Auflésung eines Si-Detektors sowie Paakari ([Paa74))
und Reed et al ([REPS74]) durchgefiihrt. Weitere Messungen, auch an amorphem Gra-
phit ([WB82]), bzw. mit Synchrotostrahlung statt radioaktiver Quellen schlossen sich
an ([LCG83]). Bis Mitte der neunziger Jahre wurden Compton-Profile und dessen Ani-
sotropie an Graphit experimentell untersucht, 1984 von Vasudevan et al ([VRWHS84)),
1985 von Tyk et al ([TFGMS85]) mit einer Americium-Quelle, 1993 von Manninen et
al ([TSB*93b]) mit einer Hochspannungs-Wolfram-Réntgenréhre. Um Vielfachstreuung
der Photonen mdoglichst zu unterdriicken verwendeten Guo et al ((GGM194]) und Mo
et al ((MGG™96]) nanokristallines Graphit. Korrekturen fiir Vielfachstreuung berech-
neten Felsteiner et al ([FPC74],[FPWCT74]), Chomilier et al ([CLF85]), Pitkanen et al
([PCHLS87]), Tschentscher et al (|[TSB93a]) sowie Bell und Felsteiner ([BF95]). Von den
gemessenen Compton-Profilen kann auf die dreidimensionale EMD geschlossen werden
([HPS87],[DBS87],[K099],[GFB99]), jedoch gibt es seit 1989 von einer Arbeitsgruppe um
Rollason, Schneider und Bell ([RSDB89],[RSB89],[BRSD90],[SBTR9I2],[BTSRI3], [STS*00])
Bemiihungen, die EMD direkt mittels Koinzidenzspektroskopie zu messen, d.h. der Im-
puls des Riickstoflelektron wird simultan mit dem des gestreuten Photons registriert. Diese
Technik wurde zur Messung der Impulsdichten u.a. von Graphit am HASYLAB des DESY
in Hamburg sowie am ESRF in Grenoble verwendet ([KTSS*96],[KWS*t97], [MTS*99]),
wobei zur Minimierung von Vielfachstreuung des Riickstofelektrons sehr diinne Graphitfo-
lien im Nanometerbereich verwendet wurden, die durch spezielle Techniken (“laser plasma
ablation” und “thermal evaporation”) gewonnen wurden, und zwar polykristallin oder als
HOPG (“highly orientated pyrolytic graphite”). Auf demselben Prinzip beruht eine Arbeit
zur Bestimmung der 3D-EMD von Itou et al (IKK*99]). Innerhalb der Impulsniherung
von Eisenberger und Platzman ([EP70]) berechneten eine Reihe von Autoren Compton-
Profile und EMDs von Graphit mit unterschiedlichen Methoden. Nach Vasudevan et al
([VRWHS84]) mit einer tight-binding-Methode verwendeten Chou et al ([CCL86]) mittels
LCAO (“linear combination of atomic orbitals”) berechnete Wellenfunktionen zur Ermitt-
lung der Profile. Pseudopotentiale (EPM="empirical pseudopotential method”) wurden
von Lou et al ([LJN91],[LIN92]) benutzt; neben Compton-Profilen (auch eindimensionale
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EMD genannt) berechneten sie auch die zweidimensionale EMD, jeweils fiir den Anteil
der Valenzelektronen. Eine neuere Berechnung eines Compton-Profils fiir polykristallines
Graphit findet sich auch in der Arbeit von Mo et al ((MGG*96]). In der Arbeit von Metz
et al ((MTS*99]) werden die EMD-Messdaten mit einer FPLMTO(“full-potential linear
muffin-tin orbital”)-Rechnung von A. S. Kheifets verglichen.

In der vorliegenden Arbeit wurde, ausgehend von einem mittels des MAPW-Verfahrens
in “warped-muffin-tin”-Nédherung gewonnenen, selbstkonsistenten Einteilchen-Potential,
ebenfalls die Impulsdichte und das Compton-Profil mit seinen anisotropen Eigenschaften
berechnet. In der “warped-muffin-tin”-Ndherung wird das Einteilchen-Potential in der
Umgebung der Kerne (genauer innerhalb der APW-Kugeln) als sphérisch symmetrisch
angenommen, gerechtfertigt durch die Tatsache, dass die APW-Kugeln weniger als ein
Fiinftel der Wigner-Seitz-Zelle ausmachen. Die core-Elektronen wurden sowohl in den
Selbstkonsistenzzyklus wie auch in die Berechnung der EMDs in derselben Weise wie die
Valenzelektronen integriert (“all-electron”-Rechnung).

Nach Darstellung der besonderen Kristallstruktur von Graphit in Kapitel 2 wird in den
Kapiteln 3, 4 und 5 der MAPW-Ansatz fiir ein Gitter mit Basis diskutiert und der SCF-
Zyklus (SCF fiir “self consistent field”) im allgemeinen und in der “warped-muffin-tin”-
Néherung dargestellt, sowie die Gesamtenergie pro Wigner-Seitz-Zelle angegeben, wie sie
bei der Bestimmung von theoretischen Gitterkonstanten minimiert werden muss. Das Ka-
pitel 4 zerfillt in die beiden Abschnitte 4.1 und 4.2, in denen aus der berechneten Wellen-
funktion von Kapitel 3 die Ladungsdichte bzw. die Fourier-Koeffizienten eines neuen Ein-
teilchenpotentials berechnet werden. In Kapitel 6 folgt die Berechnung der experimentell
zugénglichen Groflen Impulsdichte und Compton-Profil. Die verwendeten Parametersitze
fiir den Ansatz der Wellenfunktion (Anzahl der ebenen Wellen und der Radialfunktionen)
sowie fiir die Impulsdichte und Compton-Profil (Feinheit und Reichweite des Integrations-
grids) werden in Kapitel 7 gegeben. Insbesondere ist hier auch die Technik zur Ermittlung
der basal gemittelten Impulsdichten bzw. Compton-Profile beschrieben. Die berechneten
Daten werden dann im Vergleich mit dem Experiment in Kapitel 8 diskutiert.

1.1 Einheiten und Konstanten

Um fiir die Festkorperphysik geeignete atomare Einheiten verwenden zu kénnen, beniitzen

wir die Setzung

1
h=1, €=2 me=-
2

fiir Plancksches Wirkungsquantum, Elementarladung und Elektronenmasse. Damit erge-
ben sich der Bohrsche Radius zu

2

ap = =lau = 0.529177249 - 10~'% m,

mee?
die Ionisierungsenergie des Wasserstoffatoms
meet € 18
Ey= —5 = — =1Ryd = 13.6056981 eV = 2.1798741 - 10~ °J
2h 2&0
und der atomare Impuls

mee

h k
=2 1au=1099285336- 10~24 &1

Po= h ao S
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Die Gitterkonstanten von a-Graphit betragen ([Wyc63])

a = 2456A = 4.641au,
c = 6.696A =12.654au;

a ist der Abstand der Gitterpunkte in den Basalebenen, ¢ der Abstand der Gitterpunkte
in senkrechter Richtung. Der Abstand nichster Nachbarn ist gleich % = 1418A =
2.680 au. Die Gitterkonstante senkrecht zu den Basalebenen ist um den Faktor

€ — 927
a

grofler als die parallel zu den Ebenen. Das Volumen der Wigner-Seitz-Zelle ergibt sich
daraus zu:
V3

Vo= "5 a’c=34.98 A’ = 236.0au’.



Kapitel 2

Die Kristallstruktur von Graphit

Das Kristallsystem von a-Graphit ist hexagonal, d.h. die zwei primitiven Translationsvek-
toren @; und dy sind gleich lang und schliefen einen Winkel von 120° ein.

]

Abbildung 2.1: Die primitiven
Translationsvektoren des hexago-
nalen Bravais-Gitters

o \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ R
DR \\\\3 ‘\}\v\\\\\\ \‘\\:“

RN
1
]
]
]
1

Q
ST SR \\\‘ PR \\\\\»
R N R

6,

570k

Oy
O \\\\\\. ~ \\\‘o\q\
N

Abbildung 2.2: Schichtebenen von
Graphit und Inversionszentrum

ds steht mit unterschiedlicher Lénge senkrecht auf der
von @; und @ aufgespannten Ebene. Die holosymme-
trische Punktgruppe ist ['y, die entsprechende Kristall-
klasse ist in Schonflies-Symbolik Dgy, (internationale
Bezeichnung & 3”%) mit 24 Symmetrieelementen. Man
kann die Gruppe D¢y als direktes Produkt aus den Un-
tergruppen C; = {E, I} (E =Identitéit, I =Inversion)
und Dg schreiben:

D6h = Ci D DG- (21)

Die Gruppe Dg hat eine sechszihlige Hauptrotations-
achse Cg in der Richtung von @3 und sechs zu ihr senk-
rechte zweizéihlige Achsen C; ;, Cy 5, Cj 5, Cy 1, Cy 5 und

53- Die anderen zwolf Symmetrieoperationen ent-
stehen durch Nachschalten der Inversion. Das liefert
uns die Inversion I o ' = I und eine Spiegelebene
oy, = I o Cy durch Nachschalten der Inversion an Cy
um die Hauptrotationsachse. Aus den restlichen Ele-
menten von Cg werden Drehspiegelachsen: I o Cg =
S;t, IoCs=8;"10C;'=Ssund [oCy' = Ss.
Hintereinanderausfiihrung der Cy-Drehungen und der
Inversion ergibt sechs um 30° gegeneinander verdrehte
vertikale Symmetrieebenen (3 x oy und 3 x o) durch
die Hauptrotationsachse. In den Gitterpunkten sitzen
Basen von vier Kohlenstoffatomen, die bei Ausfiihrung
der 24 Symmetrieoperationen bei zwolf von ihnen mit-
tels nichtprimitiver Translationen um einen Schichtab-
stand zur Deckung gebracht werden miissen, d.h. die
Raumgruppe Dg, (Internatioles Symbol: P63/mmec,
Internationale Nummer: 194) ist nichtsymmorph. Wir
haben zwei Gruppen zu je zwei Kohlenstoffatomen
vorliegen; die eine Gruppe hat ihren in @s3-Richtung
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néchsten Nachbarn in der n#chsten Schicht (also im Abstand von J%L), die andere erst
in der iibernéchsten (im Abstand von |d3|). Die primitiven Translationsvektoren sind in
Abbildung 2.1 mit a, bund @ gleichbedeutend mit den im Text verwendeten Symbolen
dy, dy , a3 bezeichnet. Die Atome seien so durchnummeriert, dass 1 und 3 zur ersten so-
wie 2 und 4 zur zweiten Gruppe gehéren. Ublich ist, den Koordinatenursprung in das
Inversionszentrum zu legen (im folgenden Standardlage genannt), dann haben wir die

generierenden Elemente der Raumgruppe
1 1
{C§ 1002}, {C4,100-}, {1]000}

In Abbildung 2.2 ist das Inversionszentrum in der Mitte zwischen zwei iibereinanderlie-
gender Atome zweier benachbarter Schichten zu sehen. Eine mogliche Definition der Basis
ist dann:

0
R! = -4 = 0
_c
4
__a_
o V3
2 . __@1+23 _ a3 _
R = 3 L = 0
_c
4
0
R = 94& = 0
c
1
_a_
o V3
2 1oz .
R' = 4 & - 0 |,
<
4

mit den primitiven Translationen (a und ¢ sind die Gitterkonstanten parallel bzw. senk-
recht zur Schichtebene)

— — — a Y — — —
a1 = —aey, dy= 5(\/3635 +éy), d3=ce,.

Diskutabel ist auch, den Ursprung in einen der Kerne zu legen(,,Atomlage“), dann kann
man folgende Basis angeben:

0
Rl =0 = 0
0
3
" 2v/3
2 241+ —
R® = alsa2 - _%
0
0
R = & = |0
%G,
Bt = 1‘1’1—;2&’2_’_%1 — ‘65
<
2

Diese nennen wir Atomlage, und das entsprechende Erzeugendensystem lautet dann

1, ., 1
{GF 1003}, {03,000}, {1100}
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In Abbildung 2.3 ist die Wigner-Seitz-Zelle von
Graphit mit den APW-Kugeln um die Kohlen-
stoffatome zu sehen. Es ist zu erkennen, dass der
APW-Radius durch die Gitterkonstante parallel
zu den Basalebenen festgelegt ist.

a

eV 1.340 au. (2.2)
Ebenfalls wird deutlich, dass nur ein gerin-
ger Teil der Wigner-Seitz-Zelle durch das Vo-
lumen der vier APW-Kugeln ausgefiillt wird
(17%). Die Brillouin-Zone hat ebenfalls hexago-
nale Symmetrie und ist in Abbildung 2.4 mit
den hochsymmetrischen Richtungen, die auch
den irreduziblen wedge begrenzen, dargestellt.

Abbildung 2.3:

Abbildung 2.4: Brillouinzone des hexagonalen Gitters



Kapitel

Das M er ahren

1 er nsat ur die Einelektron ellen unktion und
das E tre alprin ip

Hier soll nun eine Darstellung des verwendeten Verfahrens zur Berechnung der Einteil-
chenenergien der Elektronen gegeben werden. Ausgehend von der von Slater ([S1a37]) ein-
gefithrten APW-Methode (“augmented plane waves”) entwickelte Bross 1964 ([Bro64])
sein MAPW-Verfahren (“modified augmented plane waves”). Zur Beschreibung der Wel-
lenfunktion teilt Slater die Wigner-Seitz-Zelle in ein Gebiet I bestehend aus um die Rumpf-
ionen der Basis als Mittelpunkte beschriebene Kugeln und dem Restgebiet II ein. Im Ge-
biet I wird das Gitterpotential ndherungsweise sphérisch symmetrisch (sogenannte muffin-
tin-Néherung) angenommen, wodurch die Schrodinger-Gleichung sich dort exakt 16sen
1a8t. Da die Wellenfunktion in Gebiet II weit entfernt von den Coulomb-Singularititen
vermutlich nicht mehr stark ortsabhéngig ist, bietet sich hier eine Entwicklung nach einer
verhéltnismafig geringen Anzahl von ebenen Wellen an. Durch stetige Verkniipfung der
ebenen Wellen aus Gebiet II mit den Lésungen der Schrodinger-Gleichung von Gebiet I
erhilt Slater im Prinzip dann auch eine stetige Wellenfunktion, die in der Praxis aller-
dings dadurch verletzt wird, dass im Bereich I alle Drehimpulsquantenzahlen von 0 bis
mitgenommen werden miissten. Die Translationssymmetrie einer Bloch-Funktion wird
automatisch durch die reziproken Gittervektoren in den Exponenten der ebenen Wellen
sichergestellt. Sind die Wellenfunktionen der Rumpfelektronen auf der Oberfliche der
APW-Kugeln geniigend abgeklungen, erreicht man (sieche Anhang A.1.1) gute Orthogo-
nalitéit der berechneten Wellenfunktionen auf den Rumpfzustinden.
Im Streben nach Stetigkeit auch der ersten Ableitung der Wellenfunktion auf den Ober-
flichen der APW-Kugeln (siehe die Einleitung von [Bro64]) schlug H. Bross in seinem
Verfahren vor, die Stetigkeit von Wellenfunktion und ihrer ersten Ableitung dadurch zu
erreichen, dass man sie als Lagrangesche Nebenbedingungen in dem der Schrédinger-
Gleichung dquivalenten Ritzschen Variationsverfahren beriicksichtigt.
Die Einteilchen-Schrédinger-Gleichung in Ortsdarstellung unter Benutzung des reduzier-
ten Zonenschemas lautet

- O+vO) O=E- -0 (3.1)
Das Einteilchenpotential V' (7) ist dabei invariant gegeniiber den Symmetrieoperationen

der Raumgruppe .
V() =V a ™+ +Ra ; (3.2)
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wobei o fiir die Matrix der -ten Punktoperation der nichtsymmorphen Raumgruppe Dg,

von Graphit steht. ~ bezeichnet die zugehdrige nichtprimitive Translation, und ﬁm einen
primitiven Translationsvektor

Rm = myd] + Meds + Mmsds. (3.3)
In Operatorschreibweise lautet obige Gleichung:
V(D) =P a, +Rx V(). (3.4)
Analoges gilt fiir die Ladungsdichte:

(V=P a, +Rx (. (3.5)

Dem aus der Translationssymmetrie des Potentials
V() =V(+ Rp) (3.6)
resultierenden Blochschen Theorem

-(7) =e -(7) (3.7)

und obiger Annahme folgend, dass im Gebiet II nur schwach ortsabhéngig ist, schreiben
wir jetzt als Ansatz fiir die Wellenfunktion eines Elektrons im Gebiet II:

-(7) =e (, e = (e ™ (3.8)
I+ T+
wobei der Abschneideparameter  durch Genauigkeits- und Rechenzeitiiberlegungen ver-
niinftig festzulegen bleibt (siehe Kapitel 7 ,Numerische Durchfithrung“). Im Gebiet I ist
wegen der am Ort des lonenrumpfes auftretenden Coulomb-Singularitit ein solcher Ansatz
nicht vorteilhaft.
Verwendet man auf das -te Basisatom bezogene Relativkoordinaten ~— R , so lautet

der Ansatz:
() =e e (7, e + T | (3.9)

() =e T e (, e * - (3.10)

wobei man Ry = 27z beriicksichtigt hat. Der Ansatz (3.8) ist wegen e " " bis auf einen
Phasenfaktor translationsinvariant und wegen e o beziiglich anderer Propagationsvekto-
ren ' orthogonal. Um die Stetigkeitsbedingungen an den Kugeloberflichen schreiben zu
kénnen entwickeln wir die ebenen Wellen nach reellen Kugelflichenfunktionen:

2 +1

e = e+ (UD ™ O (3.11)

0 1
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bzw. hier (zur Definition von  siehe Anhang A.1.2)

2 +1

e T T = (2 +1) '+ TIT=Ril (C+ ) ("-R;) |
0 1
(3.12)
wobei . . .
und damit
. 2 41 .
(7)) = e (2 +1) ("= Ry)" x
ol L. B L. (3.14)
x e (0T C+TY T+ TIP=Ral
™+ 7

Die in (3.11) auftretenden sphirischen Bessel-Funktionen erster Art der Ordnung stellen
dabei die im Nullpunkt reguléren Losungen der Differentialgleichungen
d? 2d (+1)

F+_d_+ 1- 3

=0 (3.15)

dar.

Nimmt man das Potential im Gebiet I als kugelsymmetrisch an, kann die Schriodinger-

Gleichung durch einen Produktansatz in eine Differentialgleichung fiir die Winkelabhéngig-

keit und eine fiir die Radialabhéingigkeit separiert werden. Die Losungen fiir die Win-

kelabhéngigkeit sind die bekannten Kugelflichenfunktionen . Die von der azimutalen

Quantenzahl v unabhéngigen Radialfunktionen R ( ) geniigen der Gleichung
d2R()+2dR() (+1)

d 2 g T EF-——=-V () R()=0 (3.16)

von den beiden linear unabhingigen Lésungen wihlt man wieder die im Nullpunkt re-
guléren Losungen, und durch V' () ist der sphiirische Anteil des Einelektronenpotentials
bezeichnet. Der Index zidhlt die Losungen zu den zunéchst unbestimmten Separations-
parametern F durch, denn im Unterschied zum Fall des freien Atoms sind letztere hier
nicht durch Randbedingungen festgelegt. Die zu einer Quantenzahl gehorende Radial-
funktion ist nun eine Linearkombination aus den R ( ) mit verschiedenen Energiepara-
metern E dergestalt, dass die Einteilchenenergie E - moglichst klein wird. Wenn wir
dies in Symbolen fassen, dann ergibt sich als Ansatz fiir die Wellenfunktion im Gebiet I:

L = 2+l - L = L = (3.17)
—[7= Ry LR |7 Ry ("= Rz .
m 1 0 1 1
Dabei ist .
:= {m|Rm 1 (3.18)
und steht fiir die Ausdehung des betrachteten Makroblocks im IR3. wird durch
dghnliche Uberlegungen wie schon vorher festgelegt. gibt die Anzahl der Basisato-

me an, im Fall von Graphit also = 4. Da, wie schon oben erwéhnt,  -(7) und
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- ~(7) auf den Oberflichen der APW-Kugeln stetig sein sollen, miissen die Drehim-
pulsqua}ltenzahlen alle nichtnegativen ganzen Zahlen durchlaufen. Dies in der Praxis
unmdégliche Vorgehen wird nun folgendermaflen umgangen. Innerhalb der Kugeln gilt fiir
geniigend grofles

V() 0< : (3.19)

Die Radialgleichung (3.16) lautet dann niherungsweise

CR () 24R (), o _ (+1)

T — R ()=0. (3.20)

(3.20) erinnert aber stark an die Differentialgleichung fiir die sphérischen Bessel-Funktio-
nen (3.15). Setzt man nidmlich R( ) =: R(a ), und setzt R(« ) in (3.20) ein, so ergibt
sich
2 E (+1)
R "(a )+O,/_R ,(O! )+ y— ol 2

R (o) =0. (3.21)

Wegen der Freiheit in £ kannnun R ( ) = R (o ) = (o ) gesetzt werden. Dabei ist
o= |_' + ﬁ|. Ab einem geniigend grofiem = ist demnach die Radialabhingigkeit
in Gebiet I in guter Néherung die gleiche wie in Gebiet II. Wir machen also nur einen
geringfiigig anderen Ansatz, wenn wir schreiben

(3.22)
Fiir wurde damit der Ansatz auflerhalb der Kugeln in diese einfach fortgesetzt,
sowie den Koeffizienten der Radialfunktionen ein Faktor giinstig herausdividiert:
ML) =2 +1) e () (3.23)

Wenn wir den Ansatz II demnach iiber den gesamten Makroblock erstrecken, miissen wir
in den Kugeln nur fiir eine Korrektur anbringen, und wir kénnen (3.14) und (3.22)
zu einem Ausdruck zusammenfassen:

(3.24)

worin nur noch endliche Summen auftreten. Mit diesem Ansatz lassen sich jetzt auch
sehr einfach die Stetigkeitsbedingungen fir ~ -(7) und - =(7) bel |T=R| =
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formulieren:

=1,..., und =0,..., ,

wobei insbesondere bei der sphirischen Besselfunktion der Apostroph die Ableitung nach
meint, demnach also nachdifferenziert werden muss. Mit den Abkiirzungen

sowie

B L 2 +1
() =e (2 +1) (P - (17 (3.28)
0 1
schreibt man kiirzer fiir den Ansatz
-0 = (5 )e * T+ —|7"= Rzl ("— RAp-29)
"+ mo

mit

()= ~ "= Bl P Ry). (331)

Fiir ndherungsweise Losung der Schrodinger-Gleichung in der Kristallphysik ist das ihr
dquivalente Extremalprinzip am besten geeignet:

E - - -d? . (3.32)

) I

Es geht also um die Mimimierung des Ausdrucks

= - -d? (3.33)

unter den Nebenbedingungen

1. Normiertheit der Wellenfunktion: /| - -=1,

5 )

2. Stetigkeit der Wellenfunktion und ihrer ersten Ableitung auf den Oberflichen der
APW-Kugeln,

wobei letztere durch Lagrangesche Multiplikatoren o und 8 beriicksichtigt werden; d. h.
zu variieren ist folgender Variationsausdruck
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I_':<a| ‘7 _E_'<:|a +
2 +1
+ a P. ( )+ (3.34)
1 0 1 ’
241
+ BPL( )
1 0 1 ’

Fiir das Minimum ist dann zu fordern

-

Da wie erwdhnt die £ zunichst frei wihlbar sind, miisste man nun die F - beziiglich
der £ auch noch minimieren. In der Praxis hat sich aber folgendes einfachere Verfahren
bewéhrt. Fiir einen bestimmten Wert der Drehimpulsquantenzahl betrachtet man nur
solche Losungen der Radialgleichung (3.16), die auf der Oberfliche der jeweiligen APW-
Kugel diesselbe logarithmische Ableitung besitzen:

R'C )

R ) =c . (3.37)

Durch (3.37) ist fiir gegebenes und nur noch eine Energie £ frei wihlbar. Der Index

zéhlt die Anzahl der Nulldurchgéinge der Losungsfunktion R (). Durch die Forderung
(3.37) wird zudem erreicht, dass die Radialfunktionen mit verschiedener Knotenzahl auf-
einander orthogonal sind ( siche Anhang A.1.1).

. us ertun des ariationsausdrucks
Zu berechnen ist zunéchst der Erwartungswert

=<1, = (= +V(O)) -4

Mit der Darstellung des Laplace-Operators in Kugelkoordinaten

1 ) 1 . 1 ?
=2 T — T toge o

2 gin?

der Radialgleichung (3.16), der Differentialgleichung der sphérischen Bessel-Funktionen
(3.15) und der Gleichung fiir die Kugelflichenfunktionen

1 1 2

— sin — - = — 1 3.38
s — to— (9= () () (339
findet man fiir die Berechung von | , in (3.24)
S R S - T - -

-
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Damit haben wir

() = L+ PV (0, )e T+
™+ 7]
.. 2 41 .
— 7= R;| e (2 +1) (T—Rz)" x
m 1 0 1
(3.39)
X (,)E +VO)-V (I"-Rzl) R [T—ERsl -
1
- (, e (+ ) I+ P+v() | + [I”-Rg

Technisch ist es bei der Integration giinstig, analog zur Konstruktion des Ansatzes fiir die
Wellenfunktion zu verfahren, d.h. das Integrationsgebiet aufzuspalten:

= - -d? - . -d® + - -d? (3.40)

Die etwas miithsamen Rechnungen sollen hier nur skizziert werden. Eine ausfiihrlichere
Darstellung findet sich in [Blo72]. Fiir die Auswertung von ; beniitzt man zur Integration
iiber die APW-Kugeln (3.22) mit (3.39), entwickelt den asphérischen Anteil des Potentials
nach Gitterharmonischen ( siche Anhang A.1.2)

—

V() =V ("= Ral) = ("= Ra)" V(7= Rgl) (3.41)

und beriicksichtigt die Orthogonalitéit der reellen Kugelflichenfunktionen.

Fiir 5 macht man Gebrauch von der nach reellen Kugelflichenfunktionen entwickelten
Darstellung der ebenen Wellen sowie von (3.41), wodurch die Winkelintegrationen durch-
gefiihrt werden koénnen.

Die Ausfiihrung von 3 benutzt weiterhin die Fourier-Entwicklung des Einteilchenpoten-
tials

V()= V( e (3.42)

worin durch die Integration iiber die Wigner-Seitz-Zelle der Koeffizient V/( ~ — ') her-
ausgestanzt wird.

Die sich so ergebenden Ausdriicke lassen sich unter Ausnutzung der Hermitizitdt des
Hamilton-Operators zusammenfassen, und mit Hilfe der Symbole



.2. AUS ERTUNG DES VARIATIONSAUSDRUCKS 19

cemy T TP TR Vv (T = T
+dre TV () o= )=
)1 o o o ) (3.43)
- 01(2+1) (+ ) (+ 0 0+ 1) ¢+ ") *d-
(e e e
1 - [
- - =—V. -~ —4rwe X
241 L L . . (3.44)
X 01(2+1) (+ ) C+ 9 0+ 1)+ 1),
S- - =e T 2+DER'+1)(-) T+ ) T+ 7 x
. L . (3.45)
X (™M ("= Rz)° d (+ 1) 4+ "Hv ()?*d,
, ==(E +E,) +2 +1D)2"'+1)(—) X
) (3.46)
X (™ ("-Rz)" d R ()R ()*d,
=4n(2 +1) R ()R ()3d (3.47)
und
L=y e @) x
! (3.48)
X i (™ (- Rg)° d RO)'(I"+ 1)V ()2d

lésst sich der Erwartungswert  {ibersichtlich ausdriicken:
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R
—
—
—
w
o
Ne)
N—r

+ o ( ’ ) (’) - +C'C'1

Der FORTRAN-Code arbeitet dabei 50, dass das gitterperiodische Elnelektronenpotentlal
in Form von Fourier-Koeffizienten V ( ) vorliegt, und fiir die Bestimmung von V(  — ')
in - - die Menge der Koeffizienten nach dem passenden reziproken Gittervektor durch-

sucht wird. Das Normierungsintegral berechnet man mit der gleichen Aufteilung des Ma-
kroblockvolumens zu

< 717 = (3.50)

=1.

Fiir das Ritzsche Verfahren, das die Forderung nach Normiertheit und Stetigkeit der Wel-
lenfunktion sowie Stetigkeit des Gradienten mittels Lagrangescher Parameter beriicksich-
tigen soll, erhdlt man mit (3.49),(3.50), (3.25) und (3.26) den Variationsansatz

(3.51)

( |
( |

Die Extremalforderungen
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(7N —E s () - -
m 1 ‘-’_|_-" 0 1
2 +1 L. L L
- a e (+ )° L+ (3.52)
0o 1
2 +1 oo . 5 d 5 . .
- s O I L
o 1 d
o 2 41 .
( ) ) - + (’) , —-F - , +
m 0 1 1
(3.53)
d =1,... =0,.
R _R :0 J 3 ) 7 J Y
to RO )+8 TR () ’ —1,..., sv=1,...2 +1

und die dazu konjugiert komplexen Gleichungen.
Wenn wir beriicksichtigen, dass die Summation iiber m nur einen Faktor ausmacht, und
die Summen iiber zum Teil ausgefiihrt werden kénnen:

- - = o - - = - = (354)

dann lassen sich die obigen Gleichungen mit den beiden Stetigkeitsbedingungen (3.25)
und (3.26) folgendermaflen in Form eines verallgemeinerten hermitischen Eigenwertpro-
blems schreiben:

=12 =22 — =F - 0 _, = - , (3.55)
(4] 0 o ’ - 0_ 0 (67
Co = B - - 5}
oder korrekter
—12 =22 — | =E - 0 Yy - — |, (3.56)
(&1 0 a ’ - 0_ 0 (6%
Co = é — — é
wobei man sich die Matrizen __,,,_,,,¢1,¢o und _,, als
1 2 3 4

=12 —12 =12 =12 =12
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und entsprechend fiir die vier Basisatome aufgeblockt vorzustellen hat. Mit den eingefiihr-
ten Abkiirzungen lautet das Eigenwertproblem noch kompakter

- -=FE -5 - (3.57)

Fiihrt man wie in dieser Arbeit geschehen eine “warped-muffin-tin”-Rechnung durch,
d.h. nimmt man in der Entwicklung des Einteilchenpotentials nur den sphérisch-
symmetrischen Term mit, so verschwinden die Nebendiagonalmatrizen wie man an
(3.48) abliest.

Nach Losung der Eigenwertprobleme wurden mit von Bross zur Verfiigung gestellten Rou-
tinen des weiteren Fermi-Energie und mittles des Hellman-Feynman-Theorems die Ener-
giegradienten -E - bestimmt. Beide werden im Selbstkonsistenzzyklus sowie der Be-
rechnung von Impulsdichten und Compton-Profilen benétigt.

=12’



Kapitel
Der el stkonsistenzz klus

Mit der bestimmten Wellenfunktion berechnet man jetzt iiber die Ladungsdichte (Ab-
schnitt 4.1) wiederum das Potential (Abschnitt 4.2), vergleicht mit dem Eingangspotential
und mischt das erhaltene Potential mit dem Ergebnis fritherer Zyklen so lange, bis das ge-
fundene Potential im Rahmen der Rechengenauigkeit selbstkonsistent ist (Abschnitt 4.3).

.1 Elektronische adun sdichte

Die Berechnung der spinentarteten Ladungsdichte erfolgt nun nach

2Ve 2 43
() = n) (B -E ) -O)Fd, (4.1)

1

worin F die Fermi-Energie bezeichnet. In der Praxis kann man natiirlich nur eine Summe
iiber ein endliches —Raster auswerten:

O=2 1 -OF - (4.2)

I

mit
-= (B —E -)d". (4.3)

-(0) = (5 e © T+ — "= Rzl (- Rp)

"+ w1

ein, so hat es sich fiir die weiteren Rechnungen als zweckméflig erwiesen, die Ladungs-
dichte in einen ausschliefilich von den ebenen Wellen im Ansatz herriihrenden und einen
gemischten restlichen Term aufzuteilen:

D) =p()+p ) (4.4)
mit

p(7)=2 - (. 0, e ~ (4.5)
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und
p ()=
=2 - (7, e 7 ~ "= R, T(C-Ry)+
;. ™+ 7 m 1
2 +1 . . 9
+c.c + — 7= R ("= R;) (4.6)
m 1
= —"=R,l pTO)+p 50
m 1
=p 1) +p 209,
mit
p 1) = (4.7)
-9 - (7, )e 7 — "= R, ™("-R,)+ cc
) "+ mo
m M — = 2
po()=2 - ("= Ry) (4.8)

Um das Eigenwertproblem (3.57) moglichst selten 16sen zu miissen, macht man Gebrauch
von der Symmetrie:

p(7) =2 - (2, ) (a, e =~ ; (4.9)

die Menge S- umfasst dabei alle die zu einem speziellen " des irreduziblen Keils gehorigen
Symmetrieoperationen, die bei Anwendung auf diesen ein Element des zugrunde liegenden
“_Rasters der Brillouin-Zone ergeben. - bezeichne die Michtigkeiten dieser Mengen.
Unter Ausnutzung von ~ -= - und

’

el — - — ind
+

(e a2 )= (, ) =", (4.10)

was aus der Symmetrieeigenschaft der Wellenfunktion

-(0) = (@ "+ ) (4.11)

e

folgt, gewinnt man daraus

p(7)=2 - (D Cy)e= . (412

Aus weiter unten zu verstehenden Griinden berechnen wir die dazugehorigen Formfakto-
ren, d.h. die Fourierkoeffizienten

p(C )=y 2O T (4.13)
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Einsetzen ergibt

=2 - (5 (L De = - (414)

Um den numerisch lasstigen Exponentialfaktor e~ B loszuwerden, beschrinken
wir uns im weiteren, wie schon in Kapitel 2 erwidhnt, auf die Untergruppe D3 , in der in
Standardlage alle Symmetrieoperationen Punktoperationen sind, d.h.

—

=0 c {ola D;}.

Da der zugehorige Keil gerade doppelt so grof} ist wie der irreduzible bezeichnen wir ihn
suggestiv mit 2 . Damit haben sich auch die Mengen S- reduziert, und die dazugehori-
gen Méchtigkeiten - verringert. Damit gilt

- - - (4.15)

=2 - (N ) -_-- ) (4.16)

wobei in der Summe - die Matrizen o so ausgewihlt werden, dass sie den Stern
des Vektors in D3 erzeugen. Man sieht auch
p(a )=p( ) und p -(a )=p, ~( ) a Dz (417)

mit der aus (4.15) motivierten Definition

:0,_'( )::2 7 ( ) ,) ( ) ) T . (418)

p(0) = —, ( Je = (4.19)

— p = )—— e L (4.20)

oder kiirzer

p(7)= p, )S 5 ( ) (4.21)
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unter Einfiihrung symmetrisierter ebener Wellen

S (T )= e (4.22)

-

Zur Berechnung von p (7) miissen wir demnach nur die Beitrige der Fourier-Koeffizienten
p -~ ) mit Vektoren aus dem doppelten irreduziblen Keil kennen, diese mit

den zugehdrigen symmetrisierten Wellen multiplizieren und iiber die Zustéinde summieren.
Unter Ausnutzung von (4.11) gilt entsprechend

p () = — "= Rzl p () =

R

3

(V)
3
—

und wenn wir uns nur fiir ein “mit |7— R | < interessieren, muss fiir eine nichtver-

0
schwindende Heavyside-Funktion ¢ R = R; sein, was uns schliefflich

=2 - (, Ne = e- t = T x
i I
2 41 L (4.23)
X 2 +1) (@) ("=R))" x
0 1
x (,)R |"-R| - (5 e C+ ) '+ 7Im=-R
! I+

Die - werden dabei so berechnet, dass man innerhalb der Parallelepipede V- eine lineare
Néaherung fiir die Einteilchenenergien anwendet:

E- E-+("-)- -E-.. (4.25)

’
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und den Integrationsraum geeignet parametrisiert:

] 1 2 3
fd b b b _ = Z.
MG, 1+MG2 2+MG3 3 9 2

(4.26)

Im Falle von Graphit empfiehlt es sich wegen der hexagonalen Symmetrie dabei MG; =
MGs zu setzen. Zur Auswertung derartiger Integrale hat Bross FORTRAN-Routinen be-
reitgestellt. Besonders hinzuweisen ist noch auf die Tatsache, dass fiir diese numerische

Integration - nicht gleich - ist, da in dem Integral
. Yoo BE_E-+("-T)-al! -E-..d'
= (271')3 ’ = T 7

die Orientierung des Energiegradienten in Bezug auf das Parallelepiped fiir den Integral-
wert von Bedeutung ist (siehe auch Abbildung 6.1 und den erlduternden Text dazu)
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