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Kapitel 1: Einleitung

Der Psychologie und den Sozialwissenschaften stehen eine Fulle von numerischen Verfah-
ren und Modellen zur Verfiigung, mit deren Hilfe empitische Gegenstinde dieser Wissenschaften
abgebildet werden; und diese numerischen Bilder werden mathematisch behandelt. Zur Recht-
fertigung und Begriindung verschiedener mathematischer Behandlungsweisen hat sich eine eigene
methodische Teildisziplin entwickelt: die Messtheorie (Scott & Suppes, 1958; Pfanzagl, 1959,
1968; Suppes & Zinnes, 1963; Krantz, Luce, Suppes & Tversky, 1971; Narens, 1985). Suppes
umschreibt diesen Begriff in Introduction to LOGIC (1957, S. 265) so: “The primary aim of the theory
of measurement, ... , is to show in a precise fashion how to pass from qualitative observations
(‘This rod is longer than that one,’ ... ) to the quantitative assertions needed in empirical science
(“The length of this rod is 7,2 centimeters,’ ...).”” Auch 45 Jahre spiter formuliert er nahezu gleich-
lautend in seinem Buch Representation and Invariance of Scientific Structures (2002, S. 4).

Die messtheoretischen Bemithungen zur ErschlieBung eines empirischen Bereichs oder zur
Begrundung eines spezifischen numerischen Modells, werden gemil3 der oben zitierten Literatur

zur Messtheotie in drei verschiedene Themenbereiche unterteilt:

1. Sind in einem Reprisentationssatz (meist nur hinreichende und nicht immer einstufige)
Bedingungen zu nennen, die ein empitischer Bereich / ein Datensatz zu erfiillen hat, damit
eine homomorphe Abbildung des empirischen in den fraglichen numerischen Bereich
besteht.

2. Ist ein Eindeutigkeitstheorem zu formulieren, das angibt mit welchen Transformationen von
einer homomorphen Abbildung zu einer anderen - wiederum homomorphen - iibergegan-
gen werden kann; das Theorem sagt aus, wie eindeutig die Abbildung ist. Dabei werden
funf Grade der Eindeutigkeit unterschieden: Nominal-, Ordinal-, Intervall-, Ratio- und Ab-
solutskalierbarkeit. Dieses Konzept der Eindeutigkeit, das auf Stevens (1946, 1959) zurtck-
geht, ist nun ausdifferenziert worden (Narens, 1981a, 1981b; Luce & Narens, 1983, 1985).
Neben den Begriff der Eindeutigkeit ist nun der der Homogenitit getreten.

3. Sind in einem Bedeutsamkeitstheorem Aussagen dariiber zu treffen, welchen statistischen
Behandlungen die numerischen Bilder der empirischen Gegenstinde unterworfen werden
konnen, ohne zu einer Artefaktbildung zu fithren. Uber dieses Theorem sind Messtheotie

und Statistik miteinander verknipft.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit dem Reprisentationstheorem und sieht dabei
erstens ihre Hauptaufgabe darin, darzustellen, welche (algebraischen) Bedingungen hinreichend
und/oder notwendig dafiir sind, dass eine Klasse von Strukturen in einer Sprache erster Stufe
axiomatisiert werden kann. Wegen der Testbarkeit einstufiger Allsitze (Lehmann; 1985) und wegen
der Vollstindigkeit einstufiger Sprachen wird dieses Vorgehen fiir wichtig gehalten.
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2 1. EINLEITUNG

Die zweite Art von Reprisentation betrifft die homomorphe Einbettung einer Struktur in
eine numetische Struktur; hier geht es darum, hinteichende und/oder notwendige Bedingungen
dafiir zu finden, dass eine Klasse von Strukturen durch eine numerische Struktur reprisentiert, d.h.

metrisiert werden kann.

In beiden Fillen befasst sich die Arbeit hauptsichlich mit Resultaten, die mit Hilfe der
modelltheoretischen Methode der Konstruktion von Quotierten Reduzierten Produkten von
Familien von Strukturen desselben Typs modulo eines (Ultra-)Filters gewonnen werden kénnen.
Die Arbeit mochte so einen Beitrag zur allgemeinen Wissenschaftstheorie leisten, deren Aufgabe
u.a. darin besteht, die logische Struktur wissenschaftlicher Theorien aufzukliren. Wobei unter einer
wissenschaftlichen Theotie — gemif der strukturalistischen Auffassung, die auf Bourbaki zuriick-
geht, — eine Klasse von Strukturen einer Strukturart / eines Typs vetstanden witd. Suppes hat 1957
schon die Wichtigkeit dieser Auffassung fiit messtheoretische/methodologische Zwecke betont.

Als Metasprache fir die vorliegende Ausarbeitung dient die Umgangssprache zusammen
mit einer naiven mengentheoretischen Sprache, wie sie etwa bei Enderton (1977) dargestellt ist, und
die auf den Axiomen von Zermelo und Fraenkel, dem Fundierungsaxiom und dem Auswahlaxiom

aufbaut.

Dabei witd die Subtraktion zwischen Mengen mit '\' symbolisiert. Fuir alle A4, B soll also
gelten: AB={x|x€A&x¢B}.
Eine Relation ist eine Menge von geordneten Paaren; fiir das geordnete Paar (x;, j) soll
gelten: (x3)={{x}{xy}}
Um die etste und die zweiteProjektion / Koordinate eines geordneten Paares ansprechen
zu konnen, soll fiir alle p, # gelten:
pr1(p) = # gdw p ist geordnetes Paar & dvp = (#, v ).
Und fiir alle p, » soll gelten:
pr2(p) = v gdw p ist geordnetes Paar & dup = (u, v ).
Fir den Definitions-, den Wertebereich und das Feld von Relationen werden eigene

Bezeichnungen eingefiihrt, so soll fiir alle R gelten:
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DomR) = { x| Jy& (xy) € R},
RanR) = {y| Ix& (x3) € R},
Fld(R) = Dom(R) u Ran(R).
Fiir alle 4 und alle B wird das Cartesische Produkt von .4 und B mit
A X B={p| pist geordnetes Paar & pr1(p) € A & pr2(») € B }
definiert.

Relationen konnen in ihrem Definitions-, ihrem Wertebereich oder auch in beiden Berei-
chen beschrinkt sein; fiir alle R, 4 soll jeweils gelten:

RtA={(ab)|(ab)eR&ac A},
R1A={(ab)|(ab)eR&bc A},
R[A={p|peR&pecAxA}.

Funktionen sollen rechtseindeutige Relationen sein. Die Funktionswerte einer Funktion
f werden mit f, £, f(i) oder mit f 'i bezeichnet, mit i € Dom(f); dementsprechend fiit eine etwa
dreistellige Funktion f mit {a,b,c) € Dom(f): f,}, ) usw. Die Redeweise 'f ist Abbildung von A nach
B' meint: f ist Funktion & Dom(f) = A und Ran(f) ¢ B; 'f ist Funktion von A auf B": Ran(f) = B;'f
ist Funktion auf A": Dom(f) = A.

Umstindlichkeiten in der Darstellung werden dadurch hervorgerufen, dass in der Meta-
sprache der Konvention gefolgt wird, den Zihlvorgang bei 1 und nicht bei 0 zu beginnen. Die
Menge der Funktionen von {1, 2} nach M wird so mit "*'M bezeichnet und nicht mit *M, wobei

NM = { f | fist Funktion auf N und Ran(f) c M }.

Tupel sind Relationen, deren Definitionsbereich ein nichtleeres Anfangsstiick von N* ist.

Fir alle 4, 4, ¢ soll gelten: (a,b)={(1,4),(2,b) };
(a,bye)={(1,a),(2,b),(3,¢)}.

#t gibt die Linge des Tupels t an, z.B. ist #{ 4, b ) = 2.
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Die Kartesische Produktbildung die zu Tupeln fithrt, soll mit einer eigenen Funktionskon-
stanten definiert sein: fur alle 4, B:
AQB={¢| tist2-Tupel& , € A& ¢,€B}.
N bezeichnet die natiitlichen, R die teellen Zahlen, N* die positiven natiitlichen Zahlen und
R* dementsprechend.
Mit <y wird auf die 2-stellige Pradikatkonstante der natiirlichen Zahlen Bezug genommen,
fur die gilt: VacVy (%, 9 € N, dann x <y y gdw x € y).
Des weiteren soll gelten:
Vs Vy (x <nygdw (x <yyorx=3)) und
VaeVy (y>nxgdw x <y y & x #y).
Wenn der Index an den Symbolen ‘<‘ und ‘<’ fehlt, so ist immer ‘<y’ bzw. ‘<y’ gemeint.
Analog dazu bezieht sich < auf die Pridikatkonstante der mengentheoretischen Metasprache, fiir

die gilt: Va VB ( @ B Ordinalzahl, dann & <, Bgdw a € B).

Fir alle anderen Indizes, die von N und von O verschieden sind, soll gelten:
VAVxYy (x <4y gdw (x9) € Ay, );
VAVXVy (x <,y gdw (%) € A, & (5, 2) €A4,1);
VAVYy (x~4y gdw (x9), (5 %) €A,,).
(Vgl. Definition 5.1.1. In Anwendungen ist A in der Regel eine Struktur vom Typ ((2), @)
gemif Definition 2.2.7).
Die Kardinalitit einer Menge A wird mit | A| bezeichnet.
Als Junktoren der Metasprache werden '=', 'wenn..., dann ..., '=', 'genau dann, wenn...",

'gdw', '&', 'und', 'ot' und 'oder' verwendet. Die Quantoren 'es gibt ein ...' und 'fiir alle ... werden mit

'3" und mit 'V bezeichnet; 'Q' steht fur die leere Menge.



Kapitel 2: Grundbegriffe

In diesem Kapitel werden die syntaktischen und modelltheoretischen Begtiffe bereitgestellt,
die in den spateren Kapiteln benotigt werden.

2.1 Definition der syntaktischen Begriffe einer Sprache erster Stufe

Im Abschnirt 2.1 wird zunichst ein Begriff der Sprache erster Stufe eines Typs definiert. Eine
Sprache S erster Stufe im Sinn dieser Definition ist ein 4-Tupel. Das erste Glied S, ist eine abzahl-
bar unendliche Folge, deren Glieder die VVariablen von S sind. Das zweite Glied S, ist eine einein-
deutige Funktion auf dem Definitionsbereich des ersten Gliedes 1, des Typs p von S, deren Werte
die Pridikatkonstanten von S sind. Das dritte Glied von S S, zihlt die logischen Konstanten von S
auf, und zwar das Negationszeichen, das Konjunktionszeichen, den Existenzquantor, das Identi-
titszeichen, die linke und die rechte Klammer und das Komma. Das vierte Glied S, ist eine
eineindeutige Funktion auf dem zweiten Glied W, des Typs | von S, deren Werte die Individuenkon-
stanten von S sind. Ist S eine Sprache erster Stufe vom Typ W, dann ist 4 ein 2-Tupel; das erste
Glied W, ist eine Folge natiitlicher Zahlen, welche die Stellenzahlen der Pridikatkonstanten mit
entsprechendem Index darstellen, und das zweite Glied W, ist eine Menge, die als Indexmenge der
Individuenkonstanten dient; ist / € W, , dann ist S, ; die Individuenkonstante mit Index Z Eine
Sprache erster Stufe enthilt keine Funktionskonstanten; dies ist keine echte Einschrinkung, da

Funktionskonstanten durch Pradikatkonstanten vertreten werden kénnen.
Fir Sprachen erster Stufe werden die tiblichen Begriffe definiert: Zeichenrezhe, Atomformel,
Formel, Atomsatz, Satz (Atomformel bzw. Formel ohne freie Variablen). Ferner werden die {iblichen

Standardjunktoren und -quantoren, die keine logischen Grundkonstanten sind, eingefiihrt. Ebenso

verschiedene Normalformbegriffe, die spater benotigt werden.

Die Darstellung wird zum Teil von Bell & Slomson (1974) tibernommen; in diesem Buch
witd auch skizziert, welche Anderungen an der Sprachdefinition vorgenommen werden miissten,
um auch mit Funktionskonstanten umzugehen.

Ein Teil der Begriffe wird vorausgesetzt; so: 'freies' und 'gebundenes Vorkommnis einer

Variablen', "Variable x frei fiir y in ¢, "Teilformel' und 'Tautologie'.
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2.1.1 Definition.-
Sist eine Sprache erster Stufe von Typ 1
gdw
(1) Sist ein 4-Tupel &  ist ein 2-Tupel & g, ist Folge in N*
(2) S, ist eine unendliche Abzihlung
(3) S, ist eine eineindeutige Funktion auf Dom(u,)

(4) S, ist ein 7-Tupel

R R R R

(5) S, ist eine eineindeutige Funktion auf (4,

(6) Ran(S)), Ran(S,), Ran(S;) und Ran(S;) sind wechselseitig disjunkt.

Ist die Abzihlung S, endlich, so ist S eine endliche Sprache erster Stufe. Der Begriff

‘einstufige Sprache’ wird bedeutungsgleich zu ‘Sprache etster Stufe’ verwendet.

2.1.2 Definitionen.-

Es set

ne = (S,.1) (das Negationszeichen von S);
N = (S;,») (das Konjunktionsseichen von S);
3. = (S, 3) (det Existengguantorvon S);

(s = (S, 4 (die linke Kiammervon S);

)e = (S, s (die rechte Klammervon S);

< = (S,,¢ (das Komma von S);

= = (S,.7) (das Identitits3eichen von S).
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2.1.3 Definitionen.-

VAR, = { 7| es gibtein p € Ran(S}) & V' = {p) }.
PRAD. = { P | esgibtein 7€ Ran(S) & P= (9 }.
INDK ¢ = { K| es gibt ein # € Ran(S,) & K= {») }.

Fir die Erfiilltheitsdefinition weiter unten werden die folgenden "Abzihlungen" benétigt.
2.1.4 Definitionen.-

°V ist Funktion auf Dom(S)) & Vi (7 € Dom(S;) =°V,; = (S, »).

°P ist Funktion auf Dom(S,) & Vi (7 € Dom(S,) =P, =(S, ).

°K ist Funktion auf Dom(S,) & V7 (i € Dom(S,)) =°K;=(S, ).

Mit *V werden die Variablen, mit °P die Pridikatkonstanten, mit *K die Individuenkon-
stanten und mit S; die logischen Partikel von S "abgezihlt". Wenn i € Dom(S,), dann ist (S, )
eine 4, (?)-stellige Pradikatkonstante; d. h. Pist eine #-stellige Pridikatkonstante von S, wenn es ein
i € Dom(S,) gibt, so dass # = (i) und P = (S, ).

Die Definitionen 2.1.2 und 2.1.3 sind so angelegt, dass die atomaren Ausdriicke von S'1-
Tupel sind; das ist nétig, damit diese Elemente bei einer unten zu definierenden Verknipfungs-
operation von Tupeln, als Argumente zur Verfiigung stehen.

Die nichste Definition legt die Menge der _Atomzeichen von S fest:

2.1.5 Definition.-

AT<= Ran(S)) U Ran(S;) U Ran(S;) U Ran(S)).

Nun wird die Menge der endlichen Zeichenrethen von S definiert.
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2.1.6 Definition.-

ZR.={p |].‘) =QodetdneN" &pe L AT,

Auf der Menge ZR ist eine zweistellige Verkniipfungsoperation VK definietbar.

2.1.7 Definition.-
VK st eine Funktion, Dom(VKy) = @ ZR & fiir alle x, y € ZR ¢ gilt:
VK ((x0)) =%
gdw
g endliche Folge & #3= #x+ #y & furalle /mit 1 <7/ <y #xgilt g, = x;

und fir #x+ 1 <y 7 <y Hx+ Hygilt 5= 95 4,

Da bei der Definition der Begriffe 'Atomformel' und 'Formel' eine Verkniipfungsoperation
mit nur zwei Argumentstellen zu schwer lesbaren Symbolreihen fithren wiirde, soll nun rekursiv
eine Verkniipfungsoperation VVK " mit einer beliebigen Zahl von Argumentstellen definiert wer-

den. Die Korrektheit der folgenden Definition sichert das Rekursionstheorem:

2.1.8 Definition.-
(1) VVK, st Funktion auf N &
(@) VVKL = VK &
(3) fir alle n € N:
VVK"*! ist Funktion auf {:%~"*37ZR_und fir alle g:

g€ Bt IZR = VVK " 1(R) = VK ((VVKS (( g5y o 202) s 205 )):
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Um im folgenden Text die metasprachlichen Ausdriicke wie tiblich anschreiben zu kénnen,
wird nun auch das Funktionssymbol VVK/” fiir die #-stellige Verkniipfung weggelassen; es witd
also die folgende Schreibkonvention getroffen:

VVEKG " (51, 5 5 vy X,) = X1 X o0 X,y 5
Die Argumente von VVK_" werden nebeneinander geschrieben unter Weglassung der Klammern,

der Kommata und der Funktionskonstanten.

2.1.9 Definition.-
@ ist Atomformel von S
gdw
(1) es ein U gibt, so dass S Sprache erster Stufe vom Typ p ist &
(2) es gibt ein P, { € VAR, U INDK & @ = ¢ =, £ oder
es existiert ein # € Dom(;) & @ist 4, (n) + 1 — Tupel &

¢ =S,,&firic {2,.. (n)+1}ist ¢ € VAR U INDK.

Atomsatze von S enthalten nur Individuenkonstanten von S und keine Variablen:

2.1.10 Definition.-
@ ist Atomsatz von S
gdw

@ ist Atomformel von S & @ enthilt keine Variablen von S.

Nun kann FML, 'die Menge der Formeln von S’ induktiv definiert werden:
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2.1.11 Definition.-

(1) Wenn ¢ Atomformel von S, dann ¢ € FML.

(2) Wenn ferner ¢ € FML_, dann 7@ € FML. und wenn weiterhin ¢ € FML und ¢ €
FMLg dann (¢ @ As ¢ )s € FML, und wenn schliefllich ¢ € FMLsund v € VAR, dann
Jov e FML;.

(3) Fiir alle M- wenn fiir alle Atomformeln @ von Sgilt ¢ € M, wenn ferner fir alle P €
M gilt 7. € M, und wenn weiterhin fiir alle § € Mundalle e Mgilt ( PN\ ¥ )€ M,
und wenn schlieBlich fiir alle ¢ € Mund alle ve€ VAR gilt I.v@ € M, dann ist FMLc

M.

2.1.12 Satz.- (Schwaches Prinzip der Formel-Induktion)
Fir alle St wenn S'eine Sprache erster Stufe ist, dann gilt fiir alle M
wenn fiir alle Atomformeln @von Sgilt e M,
wenn ferner fiir alle g € MNFML_ 7. P e M,
und wenn fiir alle p € M N FML_ und alle y€ M FML_gilt (c PN\ ¥)s € M,
und wenn schlieflich fiir alle g € M N FML und alle ve VAR gilt . v e M,

dann ist FML,c M.

Die Sitze von Sbilden eine Teilmenge von FML ; dazu:
2.1.13 Definition.-

SATZ.= { ¢ | ¢ € FML, & @ hat keine freien Variablen }.

Als Abkiirzungen, um manche Formeln leichter lesen zu kénnen, werden nun noch die drei

tiblichen logischen Operatoren und der Allquantor in die Metasprache eingefiihtt:
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Wenn ¢, ¢ € FML_und v € VAR, dann soll
@Vs ¥ fir 5 TsP Ns s ¥)s

(¢-s¥) fur  (7sP Vs¥)s

(Pes¥) fir (P-sP)sNss¥-sP)s)s und
Vsv @ fir "o 3. v @ stehen.

Fur die Anwendungen in Abschnitt 2.3 werden die folgenden syntaktischen Begtiffe
benotigt.
2.1.14 Definition.-
@ ist in prinexer Normalform in S
gdw
¢ € FML. und @ ist entweder quantorenfrei, oder es gibt ein » € N* und Funktionen R, §
und T, so dass Dom(R) = Dom(S) = Dom(T) = {1, ..., #} und Ran(R) = Ran(T) = { O, "¢
} und Ran(S$) € VAR, und S ist linkseindeutig und weiterhin gibt es eine quantorenfreie
Formel von S, so dass: ¢=R I8 T,..R, IS, T, ¢.
2.1.15 Definition.-
Y ist in konjunktiver Normalform in S
gdw
¥ quantorenfreie Formel von S} und es gibt eine endliche Teilmenge @ der Atomformeln
von Sund ein » € N* und eine Abzihlung s der Elemente von @, so dass fiir alle £ € {1,
oy 1} gilt: 5, € @D; und weiterhin gibt es ein 7 € N* und eine Funktion 4 auf { 1, .., 7 } X
{1,..,n},sodass furalle;€ {1,..,7}und allej€ {1,..,7} gilt
(A= goder 4, ;= 7gg0der 4,,= D)

& Y= (A Ve Ve ) Agu N (Apy Ve Vi, ).
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2.1.16 Definition.-
Cist Prifixvon pin S
gdw
@ € FML. und ¢ ist entweder quantorenfrei und £ = @, oder es gibt ein » € N* und
Funktionen R, S und T, so dass Dom(R) = Dom(S) = Dom(T) = {1, ..., #} und Ran(R) =
Ran(T) = { @, 7. } und Ran(S) ¢ VAR und S ist linkseindeutig und es gibt es eine
quantorenfreie Formel ¢ von S, so dass:

¢=R, A5 T,..R, IS, T, ¥ &

(=R 38 T .. R, IS, T,.

2.1.17 Definition.-
Eist Kernvon Pin S
gdw
@ € FML. und ¢ ist entweder quantorenfrei und £ = ¢, oder es gibt ein » € N* und
Funktionen R, S und T, so dass Dom(R) = Dom(S) = Dom(T) = {1, ..., #} und Ran(R) =
Ran(T) = { @, < } und Ran(S) € VAR und S ist linkseindeutig und £ ist quantotenfreie

Formel von Sund $=R 38 T,..R, IS, T, &

2.1.18 Definition.-
@ Allsats von S
gdw
@ € SATZ und es gibt ein #» € N* und eine linkseindeutige Funktion S so dass Dom(S) =
{1, ..., 7} und Ran(S) «¢ VAR und weiterhin gibt es eine quantorenfreie Formel §von S,

so dass: $=".3.8 .. 35, U
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2.1.19 Definition.-
@ Excistenssaty von S
gdw
@ € SATZ und es gibt ein » € N* und eine linkseindeutige Funktion S so dass Dom(S) =
{1, ..., n} und Ran(S) € VAR und weiterhin gibt es eine quantorenfreie Formel yvon S,

so dass: $=3s8, .35, ¥



2.2 Algebraische und mengentheoretische Begriffe

Im Abschnitt 2.2 werden verschiedene rein mengentheoretische Begriffe eingefiihrt, deren
genaue Definitionen spiter benotigt werden: Vorausgesetzt wird der Begtiff des #z-Tupels im Sinn
einer Funktion auf der Menge der positiven ganzen Zahlen von 1 bis einschlieBlich #. Definiert
werden dann z.B.: Verkettung zweier Tupel, n-stelliges Pridikat (Menge von n-Tupeln), n-stellige
Operation (rechtseindeutiges (7 + 1)-stelliges Priadikat usw. Der Wert einer #-stelligen Operation P
fiir ein Argument ¢ wird mit P[f] bezeichnet. ( x ¢p y) steht fiir P[(x, ].

Die weiteren Definitionen im Abschnitt 2.2 betreffen den Begriff der Struktur eines Typs
und damit zusammenhingende Begtiffe. Eine Struktur.A vom Typ g ist ein 3-Tupel, bestehend aus
einer nichtleeren Menge A, , einer Folge A, det Linge Dom(u,) von f; stelligen Pridikaten A, J
(/€ Dom(i,)) und einer Abbildung A, von y, nach A, . Eine solche Struktur liefert im Kontext des
Erfillbarkeitsbegriffs die Interpretanten der Pridikatkonstanten und Individuumkonstanten einer
Sprache S erster Stufe des Typs 4. Als weitere auf den Begriff der Struktur Bezug nehmende Be-
gtiffe werden u.a. definiert: Substruktur, homomorphe Einbettung einer Struktur in eine andere dessel-
ben Typs, isomorphe Einbettung einer Struktur in eine andere desselben Typs, Isomorphismus von einer

Struktur auf eine andere desselben Typs. Ferner werden einige einschligige Theoreme bewiesen.

2.2.1 Definition.-
Fir alle , o (" v) = { (3,9) | 3 In (wist m-Tupel & vist n-Tupel

&[Gy €nor I (1 <yjsyn&i=m+;&y=y9)])}.

2.2.2 Satz.-
Fir alle #, v, m, n: wenn # ein m-Tupel und » ein #-Tupel ist, dann gilt:
@® #" vistein (m + n)-Tupel;
(i) Vi(1lsyisym=n"v),=u);
@) (1 <njsnn= (2" 0),.,= ).
Beweis: Sei u m-Tupel und v n-Tupel.
ad (i): Nach Voraussetzung ist m € N* & n € N, also ist (m + n) € N*. Nach Definition ist
(u" v) eine Relation. Wir beweisen nun, dass (u " v) rechtseindeutig ist.

Sei(i,y) € W v) & (i,2) € (uv).

14
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Dann

T An (nist m-Tupel & v ist #-Tupel & [(i,y) Euor F (1 <y <yn&i=mtj&y =v,)]).
Seien m', n' so.

Dannistm=m'&n=n',also [(i,y) Euor /(1 <yj<yn&i=m+;&y =v;)]. Ferner
dm dn (uist m-Tupel & v ist #-Tupel & [(i, z) €uor Fj (1 <yj<nn&i=mtj&z=vV;)]).
Seien m" und n" so.

Dannistm=m"undn =n"und [(i,2) Evor F/(l <yjsyn&i=m+,;&z=v;)]).
Es ergeben sich vier Fille:

Fall 1: (1, y) € u& (i, z) € u. Da u Funktion ist, ist dann y = z.

Fall 2: Ly)Eu&d(l<y/syn&i=m+,;&z=yv;).
Seij so. Dann ist einerseits 1 € Dom(u), also 1 <y1 <y m, andererseits ist1 =m + jmit 1 <y
j <nyn,alsom <yi,alsoi<ym&m <yi;unddal <yjistm # i. Also kann dieser Fall nicht
eintreten.
Fall 3: F(1<njsyn&i=m+,;&y=v;) & (4,2 € u
Dieser Fall fithrt ebenso wie Fall 2 zu einem Widerspruch, kann also nicht eintreten.
Fall4: 3/ (1 <njsyn&i=m+j&y=v,) &I/ (1 <pjsyn&i=m+,&z=v;).
Seij,j'so. Dannisti=m +j&i=m+j,alsom+j=m+j,alsoj=j. Dannisty = v; &
z=vi&y=z
In den beiden Fillen, die eintreten kénnen ist also y = z. Also ist y = z. Dann gilt

ViVyVe (G eEuv& b g)euv=y=72).
Also istu” y techtseindeutig. Also ist u Ny rechtseindeutige Relation, d. h. Funktion.
Als nachstes beweisen wir, dass

Dom@u”’v)={g|1syg<ym+n}.

Sei also zunichst i € Dom(u " v).
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Dann Jy (i, y) € u” v. Sei (4, y) € u” v. Dann

dm An (u ist m-Tupel & v ist #-Tupel &

[Gy) Eu&oder I/ (1 <nj<yn&i=m+j&y=v;)]).
Seien m', n' so. Dann ist m' = m & n' = n, also
[Gy) Euoder /(1 <yjsyn&i=m+;&y=v,)]
Fall1: (i, y) € u. Dann isti € Dom(u), also 1 <yi1<ym,also 1 <yi<ym +n.
Fall 2: FH(1<yjsyn&i=m+,;&y=v;).
Seijso. Dannist 1 <yj<yn&i=m+j Dannistm +j<ym+n,alsoi<ym+ n.
Alsoisti<ym+n. Alsoisti€ {g|1<yg<ym+n}.
Also ist Dom@u”"v)c {g|1<yg<ym+n}.
Sei nun umgekehrt 1€ {z|1<ygsym+n}.
Dannist 1 <yi <y m + n. Wit unterscheiden zwei Fille:
Fall1:n = 0. Dannist 1 <y1i <y m, also i € Dom(u). Dann 3y (1, ) € u. Sei (1, y) € u.
Dann Jm An (v ist m-Tupel & v ist #-Tupel &
[Gy) €Euvordj(1<n/syn&i=mij&y=v;)]).
Dann ist (i, y) € u” v. Dann ist i € Dom(u " v).
Fall 2: 0 <y n. Dann folgt miti <y m + n,
dassi<ymor 3/ (1 <yjsyn&i=m+y).

Fall 2.1: i <y m. Dann folgt wie im Fall 1, dass i € Dom(u " v).
Fall 2.2: F(1<yjsyn&i=m+)).
Sei j so. Dann ist j € Dom(v), also Jy (j, 3) € v. Sei (j, y) € v.
Dannisty =v,.Dann 3/ (1 <yjsyn&i=m+;&y=v;).
Dann 37 3# (u ist »-Tupel & v ist z-Tupel

&[@,y)€uvoder (1 syjsyn&i=m+j&y=v;)]).
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Dann ist (i, y) € u” v. Dann ist i € Dom(u " v).

Also ist i € Dom(u " v).

Alsoist {3 | 1 <yg<ym+n} cDom(”’v).

Insgesamt ist also Dom@u”v) = { g | 1 syg<ym+n }.

Dann ist also u” v Funktion auf { g | 1 <y g <ym + n }& (m + n) € N*.

Also istu” v ein (m + n)-Tupel.

ad (ii): Sei 1 <yi <y m. Dann isti € Dom(u). Dann ist (i, u) € u. Dann ist (i, u) € (u " v),

alsoist (u” v), = y.

ad (iif): Sei 1 <yj <yn. Dannist1 <yjsyn&m+j=m+j&v,=v;. Also
F(1<njsyn&m+j=m+;&v,=v;).

Dann ist (m + j, v) € (u "v). Alsoist (" V)4, =V

" .

In den Definitionen 2.2.3 wird nun der Begriff "Pridikat' in der Reihe von Bedeutungs-

zusammenhingen fiir die mengentheoretische Metasprache definiert, die fiir die vorliegende Arbeit

benotigt werden; insbesondere werden 'Operationen’ als spezielle Pradikate definiert.

2.2.3 Definitionen.-

(b)

Fur alle P, alle # und alle A:
P ist ein Pradikat

gdw  Pc {7] tist ein Tupel mindestens der Linge 1 }.

Pist ein Pradikat in A

gdw  Pist ein Pradikat & Vz (# € P = Ran(z) < A).
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(© P ist n-stelliges Pradikat

gdw 7€ N' & V¢ (€ P= tist n-Tupel).

d P ist n-stelliges Pradikat in .4

gdw  Pist #-stelliges Pridikat & V(2 € P = Ran(?) ¢ A4).

(e) dom(P) = { #| tist Tupel mindestens der Lange 1 & J5 7" (3) € P }.
() ran(P) = { g | ¢ (tist Tupel mindestens der Linge 1 & " () € P) }.

@  fld@ =Ran(UP).

() P ist ein rechtseindeutiges Pradikat
gdw P c { 1] tist ein Tupel mindestens der Linge 2 } & VzVz Vg’ ( #ist ein Tupel

mindestens der Lange 1 & #"(3) € P& " () € P= 3= 2").

@) P ist ein rechtseindeutiges Priadikat in 4

gdw  Pist rechtseindeutiges Pradikat & V7 (# € P = Ran(?) < A4).

Q) P ist ein #-stelliges rechtseindeutiges Pradikat
gdw 2<yn&Pc {t] tist ein n-Tupel }

& VYtV Vg (tist ein (n-1)-Tupel & 1" (3) € P& t" () € P= 3 =2").

k) P ist ein #-stelliges rechtseindeutiges Pradikat in 4

gdw  Pist ein #-stelliges rechtseindeutiges Pradikat & V¢ (1 € P = Ran(?) < A).
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O P ist eine Operation

gdw  Pist ein rechtseindeutiges Pridikat.

(m)  Pist ene Operation in A4

gdw P ist rechtseindeutiges Pradikat in 4.

(n) Pist eine 7-stellige Operation

gdw 1 <y 7 & Pist ein (#+1)-stelliges rechtseindeutiges Pradikat .

(0 P ist eine #-stellige Operation in A4

gdw  Pist eine #-stellige Operation & V¢ (£ € P = Ran(?) c A).

® P ist eine abgeschlossene, #-stellige Operation in A4
gdw  Pist eine #-stellige Operation in 4 &

Vet (tn-Tupel & Vi (1 <yisyn=14€.A)=1t€ dom(P)).

(@ P ist ein homogenes Pradikat

gdw  Pist Pradikat & V2V (4 #’€ P = Dom(2) = Dom(?)).

@® [die Stellenzahl des Pridikats P:] stz (P) = Dom(U (P)).

(s) P ist homogene Familie von Pridikaten

gdw P # @ & Pist Funktion & V7 (7 €Dom(P) =P, ist homogenes Pridikat &

Vi’ (€ Dom(P) = stz(P;) = stz(P) ) ).
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® P ist Familie von #-stelligen Pridikaten
gdw  Pist Funktion & V7 (7 € Dom(P) = P, ist #-stelliges Pradikat ).
(v) P ist homogene Familie von Pridikaten in .4
gdw P ist homogene Familie von Pridikaten & 4 ist Funktion auf Dom(P) &
Vi (i € Dom(P) = P,ist Pradikat in A4;).
\9) P ist Familie von #-stelligen Pridikaten in 4
gdw P, A sind Funktionen & Dom(P) = Dom(A) &
Vi (7€ Dom(P) = P, ist n-stelliges Pradikat in 4, ).
(w) [dze Stellengabl der Familie P:] stz*(P) = stz( U Ran(P)).
2.2.4 Lemmata zu 2.2.3.-
(2) Fir alle P: wenn P ein homogenes Pradikat ist, dann ist stz(P) € N* &

V¢t (¢ € P = tist Funktion auf stz(P) ) & V# ( P ist #-stelliges Pradikat = stz(P) = 7).
Beweis: Sei P homogenes Pradikat. Dann ist P Pradikat & P # @ &
VeV (¢, € P= Dom() = Dom(?)).
Nach Def. 2.2.3(r) gilt stz(P) = Dom(UP).
Und da P homogen ist, gilt: V£ (#€ P = Dom(?) = Dom(UP),
und stz(P) € N* folgt, da fiir alle 7 gilt:
¢t Tupel = Dom(#) € N*

und da alle Tupel von P mindestens die Linge 1 haben.
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(®)

©

Nun gilt fiir alle # € P: #ist Funktion auf Dom(?) & Dom(?) = stz(P),

also gilt V¢ (¢ € P =tist Funktion auf stz(P) ).

Seinun n € N und sei P n-stelliges Pradikat.

Dann V¢ (t€ P = tist n-Tupel), nach Def. 2.2.3(c).
Dann V¢ (1€ P=Dom) =n).

Und es folgt: Vn (P ist #-stelliges Pradikat = stz(P) = »).

Fuar alle P, »: P ist Familie von #-stelligen Pridikaten
gdw  Pist homogene Familie von Pradikaten & V7 (7 € Dom(P) = stz(P) = ).
Beweis: Sei P Familie von n-stelligen Pradikaten
gdw P # @ & P Funktion & V7 (7 € Dom(P) = P; ist n-stelliges Pridikat )
gdw P # @ & P Funktion & V7 (7 € Dom(P) = P, Pridikat & P; #@
&neN"&Vr(reP;= tistn-Tupel))
gdw P # @ & P ist Funktion & Vi (i€ Dom(P)
= P, ist homogenes Pridikat & stz(P;) = n)
gdw P # Q&P ist Funktion & V7 (7€ Dom(P) = P,ist homogenes Pridikat &
Vi’ (7’ € Dom(P) = stz(P;) = stz(P;) ) )
& Vi(7i€ Dom(P) = stz(P;,) =n)
gdw P ist homogene Familie von Pridikaten

& Vi(i€ Dom(P) = stz P;) =n).

Fir alle P: wenn P eine homogene Familie von Pridikaten ist, dann gilt

Vi(i€ Dom(P) = stz*(P) = stz(P)).
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Beweis: Sei P eine homogene Familie von Priadikaten und sei i € Dom(P).

Sein € stz*(P), dann n € stz(U Ran(P)); dann gibt es ein i€ Dom(P), so dass P, € Ran(P)
& n € stz(P;); sei i’ so; dann n € Dom(U P, ) = stz(P; ); und da P homogene Familie von
Pridikaten ist, gilt fir alle /, ;7: /, /€ Dom(P) = stz(P;) = stz(P;), und n € stz(P;) folgt.
Sein € stz(P); dann ist n € Dom(UP, ); dann ist n € Dom(U (URan(P))) = stz(URan(P))
= stz*(P), da u. a. P; € Ran(P);

somit folgt: Vn (n€ stz¥(P) = n € stz(P;) ).

Und schlieBlich folgt V7 (7 € Dom(P) = stz*(P) = stz( P,) ).

(d) Firalle P, 2 wenn P eine Familie von #-stelligen Pradikaten ist, dann ist stz*(P) = #.
Beweis: Sei n € N* und sei P Familie von n-stelligen Pradikaten.
Dann folgt mit 2.2.4(b):
P ist homogene Familie von Pridikaten & V7 (i € Dom(P) = stz(P;) = n).
Und da nach Lemma 2.2.4(c) gilt:
Vi (7€ Dom(P) = stz*(P) = stz(P) ),

folgt unmittelbar die Behauptung.

Nun ist noch allgemein ein Ausdruck festzulegen, der den Wert einer Operation fiir ein

Argument bezeichnet:

2.2.5 Definition.-
Furalle P, 4, g
Ply]=¢ gdw ([P ist eine Operation & 7€ Dom(P) & " () € P

ot [ (P ist keine Operation or # ¢ Dom(P)) & 5= ] ).
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Fiir den Spezialfall 2-stelliger Operationen wird nun noch eine Infix-Notation eingefiihrt:

2.2.6 Definition.-

VPV Vy ((x9) = Pllx, )] ).

Der folgende Begriff ist zentral fiir den Rest der Arbeit:
2.2.7 Definition.-

A st eine Struktur vom Typ

gdw

(1) Aist 3-Tupel, p ist 2-Tupel, &, ist Folge in N*

QA+ 0

(3) A, ist Funktion auf Dom(t,)

R R R R

Vi (i € Dom(i,) = A, ;ist ein g, ;—stelliges Pradikat in A, )

(4) A, ist Abbildung von &, nach .1, .

Wenn A Struktur, dann heiBe 4, der Individuenbereich von /.

2.2.8 Definition.-

tYP(/@ = (( Stz(/iz,j) >je Dom(A 2) » Dom(.A4) ).

2.2.9 Satz.-
Fiir alle A, : wenn A eine Struktur vom Typ g ist, dann ist typ(A) = p.
Beweis: Sei A Struktur vom Typ H. Dann gilt nach Def. 2.2.7: [ ist 2-Tupel & W, ist Folge
in N* und A, ist Funktion auf Dom(}.,) so dass

Vi (i€ Dom(u,) = A, ;ist ein y, ,—stelliges Pradikat in A )
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und A, ist Abbildung von W, nach A, .
Nun gilt Dom(u,) = Dom(A,), des Weiteten ist fiir jedes j € Dom(A,) A, ;ein W, ; -stelliges
Pridikat in A, und W, ; = stz(A, ;) folgt; d. h. W, = typ(A), . Und da A, Abbildung von L,

nach A, ist, gilt: typ(A), = Dom(A;) = W, , und es folgt schlieBlich typ(A) = p.

2.2.10 Definitionen.-
) Rist numerische Struktur des Typs 4

gdw  AStruktur vom Typ 4 & 4, = R.
2 £ist numerische Struktur

gdw Iy & Aist numerische Struktur vom Typ p.

2.2.11 Definition.-
Bist Sub-/ Unterstrukitur von A
gdw

es gibt ein K, so dass gilt:

(1) A und E'sind Strukturen vom Typ u &
(2) B, ¢ A, und fiir alle i € Dom(A,): B, i=AN L) 6} B7 &
@) B=A41E,.

2.2.12 Definition.-

fist homomorphe Einbettung von Ain 5
gdw
es ein U gibt, so dass .4 und 5jeweils Strukturen vom Typ 4 sind und f Abbildung von .4,

nach 5, ist und
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@ ViVa (i€ Dom(i,) & a € h-HOH_4 =
(a€ A, ={fla) e By 0) )€ B,,)) und
(i) VE(Ee = A @) =5 ().
2.2.13 Definition.-

[ist isomorphe Einbettung von Ain 5

gdw  fist homomorphe Einbettung von Ain B& fist eineindeutig.

2.2.14 Definition.-
Aist in B isomorph [homomorph] einbetthar
gdw

3, so dass fisomorphe [homomorphe] Einbettung von .4 in Fist.

2.2.15 Definition.-
[ ist Lsomonphismus von A anf 5
gdw

fisomorphe Einbettung von _4in 5'& Ran(f) = B, .

Fiir isomorphe Strukturen wird noch eine kompaktere Bezeichnungsweise eingefiihrt:

2.2.16 Definition.-
A« E
gdw

3 £, so dass fIsomorphismus von .4 auf &'ist.
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Fiir eine Klasse von Strukturen und fiir Sub- und isomorphe Strukturen von einzelnen Strukturen

werden nun Funktionskonstanten definiert:

2.2.17 Definitionen.-

STRUK = {A| es gibt ein y & A Struktur vom Typ 4 }.
S(A) = { &| B'Substruktur von A }.

S,(A) = { 5’| B’Substruktur von .4, n € N* und | 5;| <y 7 }.
So(A) = { B| BSubstruktur von Aund 5, endlich }.

I(A) ={F| B=A}.

Die Funktionskonstanten fiir Sub- und isomorphe Strukturen von Klassen von Strukturen sollen

folgendermallen bezeichnet und definiert werden:

2.2.18 Definitionen.-
II(K) = { 5| es gibt eine Struktur A€ K& B= A}.
SS(K) = { 5’| es gibt eine Struktur A4 € K & 5 S(A) }.
SS,(K) = { 5| es gibt eine Struktur 4 € Kund 5€ S,(A }.

SS.(K) = { 5| es gibt eine Struktur A4 € Kund 5€ S (A }.

Fiir die Betrachtung isomorpher Strukturen ist folgendes Theorem wesentlich:

2.2.19 Satz.-

Wenn A und 5 Strakturen eines Typs i sind, und wenn f isomorphe Einbettung von A in Bist, dann

Libt es eine Struktur C vom Top b und einen Isomorphismus g von C auf B, so dass f< g und A€ S(O).
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Beweis : Seien A und B Strukturen des Typs W und sei f Einbettung von A in B.

Sei nun Ci= A v{,» | xeB,\ Ran(f) }.
Dann gilt: AN { A, % | x€B, \Ran(f) } = ©;
denn wire S=An{A,x | xeB \Ran(f) } * O,

dann wiirde fiir alle 7 € S gelten:
m = (A, ) mit x € B, \ Ran(f),
weiterhin wiirde fiir alle 7 € S gelten:
mNS # Q;
es gibe also kein 7 € S mit # N S = J; die Annahme S # @ wiirde so zu einem Widet-
spruch zum Fundierungsaxiom fiihren, das fiir alle S fordert:
S+Q=dAdm(meS&mnS=0),

somit folgt schlieBlich:

An{(A, % | xeB \Ran(f) } = 0.
Sei nun g Funktion von C, nach B}, so dass gilt :

g(a) = f(a) fiir alle s € A,
und
2(A,, ) = x fiir alle x € B, \ Ran( f);

aufgrund der Konstruktion von C, und von g ist g dann offenkundig eine eineindeutige
Funktion von C, auf E,.
Nun witd eine Struktur C von Typ W definiert, so dass C, der Individuenbereich von C ist
und g ein Isomorphismus von C auf K ist.
Sei dazu i € Dom(l,), sei 4, ; = m, seien ¢, , ..., ¢, € C, und sei die m-stellige i-te Relation

von C:

02,1 ={ ( Ciseen Cm> | &), glew)) € EZ,i |5
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dann gilt firalle ¢, , ..., ¢, € Cy:
( Gl 5 oo cm) € Oz’i = (gl),glw)€ 'Bz’i;
das gilt fir alle 7 € Dom(,)).
Seinun £ € W, . Dann gilt g(C, €) ) =B, (), da f isomorphe Einbettung von Ain E ist
und da f ¢ g. Und es folgt, dass g Isomorphismus von C auf E ist.

Offensichtlich ist A € S(C).

Weiterhin gelten einige Hilfssdtze:

2.2.20 Hilfssatz.-
Sei B Struktur eines Typs M, dann gilt:
VA (A€ S(B) = Aist in B isomorph einbettbar).
Beweis: Sei A € S(E); dann ist die Identititsabbildung I# von A, nach B, isomorphe

Einbettung von A in 5.

2.2.21 Hilfssatz.-
Seien A und B Strukturen eines Typs [ und sei A = E.
Dann
VA (A€ SA) = TB* (B e S(B) & A = B*)).
Beweis: Gelte A = 5.
Dann folgt mit Definition 2.216: 3, so dass fIsomorphismus von A auf E ist.
Sei f so. Sei nun A* € S(A).

Dann ist f | A*, isomorphe von A* in ein Submodell von E.
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2.222 Lemmata.-
Sei K ¢ STRUK. Seien A, B € K.
Dann sind die folgenden drei Bedingungen dquivalent:
(i) A ist in K isomorph einbettbar.
(i) IB* (B* € S(B) & A = B*).
(i) A € ILS(B)).
Beweis: Sei K < STRUK und seien A, 5 € K.
(i) = (ii): Sei A in B isomorph einbettbar.
Dann gibt es nach Def. 2.2.14 eine Funktion f; so dass fisomorphe Einbettung von A in .
Sei f so.
Sei nun B* 3-Tupel, so dass
B*, = Ran(f),
B*, sei Funktion auf Dom(y,),
so dass fiir Vi (7 € Dom(,) = B*, , =B, ,n - O0IEx )
und B*; sei Funktion auf 1, , so dass Vi (i € p, = B*, , =6, ).

Dann ist B%, # @, da A, # @ und mit den Definitionen 2.2.11 und 2.2.17 folgt:

B* e S(B).
Weiterhin gilt:
ViVa (i€ Dom(,) & a € -rO 04 -
(a€ Ay = (K@), o KAy ) ) €Boi))s
und VE(Ee w = (A9 =ByG),
da f isomorphe Einbettung von A in B ist; und mit B*, = Ran(f) folgt: A = B*.
Somit gilt: JB* (B* € S(B) & A = B*),

wenn AinE einbettbar ist.
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(i) =(iti): Gelte: JB* (B* € S(B) & A = B *).

Dann folgt mit Definition 2.2.18: A € II(S(B)).

(ii))= (1) Gelte A € II(S(B).

Dann gibt es ein B* € §(B), so dass A = B*.

Sei B* so.

Dann 37, so dass fIsomorphismus von A auf B* ist.

Sei f so. Dann ist f isomorphe Einbettung von A in 5. Und mit Definition 2.2.14 folgt:

Aistin® isomorph einbettbar.

2.2.23 Hilfssatz.-
Sei K ¢ STRUK. Dann gilt:
SSAI(K)) < II(SS(K)).
Beweis: Sei K ¢ STRUK. Sei A € SSAI((K)).
Dann gilt gemiB Definition 2.2.18:
35 II(K) & A € S(B).
Sei E so.
Da F € II(K) gilt gemil Definition 2.2.18:
dceK&E=C
Sei C so.
Es ist A € S(B); da weiterhin B = C, folgt mit Hilfssatz 2.2.21:
JC* € S(C) & C* = A.
Sei C* so.
Da C € Kund C* € §(C), ist

C* € SS(K).
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Und es folgt: A € TI(SS(K)).

Damit ist SSAIK)) < II(SSK)) bewiesen.
Nach Tarski (1954; S. 575) gilt zwar auch IN(SS(K)) < SSAI(K), aber frir diesen Beweis wird der
Austauschsatz von Steinitz benitigt und die dabei eingusetzenden algebraischen Hilfsmittel jibersteigen den

Unmfang der vorliegenden Arbeit.

Nun werden noch einzelne Eigenschaften von Klassen von Strukturen definiert, auf die

weiter unten Bezug genommen wird.

2.2.24 Definition.-

Furalle K, p: K ist homogene Klasse von Strukturen des Typs (4

gdw

K# @ &VA(A€ K= AStruktur des Typs 14).

2.2.25 Definition.-
Fir alle K: K ist homogene Klasse von Strukturen
gdw

34 ( Kist homogene Klasse von Strukturen des Typs 4).

2.2.26 Definition.-
Firalle K, p:  typ"(K) = p
gdw
([ K ist homogene Klasse von Strukturen & 4 € { typ{A4) }_4c x ] oder [ K ist keine homo-

gene Klasse von Strukturen & 4= @] ).
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2.2.27 Satz.-
Fir alle K: wenn K ist homogene Klasse von Strukturen, dann gilt
VA(A€ K=typ’(K) = typ(A)).
Beweis: Sei K homogene Klasse von Strukturen. Dann gibt es ein 4, so dass K homogene
Klasse von Strukturen des Typs g ist. Sei W so. Sei nun A € K. Dann ist A Struktur des

Typs K. Dann folgt mit Satz 2.2.9: typ(A) = p. Und da p € {typ(B)}g. k folgt mit 2.2.26

typ’ () = .



2.3 Semantische Begriffe

Im Abschnitt 2.3 wird der fiir die modelltheoretische Semantik grundlegende Begriff det
Erfiillung einer Formel einer Sprache erster Stufe eines Typs 4 durch eine Struktur des Typs u bzgl.
einer Belegung x definiert. Ferner werden die grundlegenden Standardtheoreme bewiesen, also das
Koinzidenztheorem, das Isomorphietheorem und das Uberfiibrungstheorem. Der modelltheoretische Begriff
der logischen Folgerung (aus der Klasse X folgt in der Sprache erster Stufe S die Formel @, X |} @)

witd definiert und das Deduktionstheorem wird bewiesen.

Auf den letzten Seiten des Abschnitts 2.3 wird eine Version der Methode der Diagramme
dargestellt. Diese besteht darin, dass einerseits eine Sprache S erster Stufe um die Elemente einer
Menge X als neue Individuenkonstanten und andererseits eine Struktur .4 desselben Typs um die
Werte einer Funktion fals Interpretanten fiir die neuen Individuenkonstanten erweitert wird; das
Diagramm von Ain Sist die Klasse der Atomsitze und negierten Atomsitze der Erweiterung von S
um A, , welche nur “neue” Individuenkonstanten enthalten und dutch die Erweiterung von .{um
die Werte der auf 4, beschrinkten Identititsfunktion, d.h. um die Elemente von .4, , erfiillt
werden. AnschlieBend wird das Diagramm-Lemmabewiesen, welches besagt, dass das Diagramm von
Ain Sgenau durch die Strukturen erfiillt wird, welche durch die Erweiterung der Strukturen 5 in

die A isomorph eingebettet wetden kann, um die Werte des jeweiligen Isomorphismus entstehen.

2.3.1 Definition.-
A st ein Modell fiir S vom Typ
gdw

A ist Struktur vom Typ p & Sist eine Sprache erster Stufe vom Typ 4.

2.3.2 Definition.-
A ist Modell fiir S
gdw

es ein y gibt, so dass ./ Modell fiir Svom Typ 4 ist.

33
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2.3.3 Definition.-
x i5t eine Belegung ans A
gdw

x ist Abbildung von N nach .4, .

2.3.4 Definition.-

xn/a) = (x\{(nx,)})v{(na)}

Die Belegung x unterscheidet sich also von det Belegung x(#/ a) allenfalls an der Stelle #.
Es soll hier der Konvention gefolgt werden, dass in Kontexten, in denen kein Bezug zu einer
Sprache betrachtet wird, von einer Struktur geredet wird; ist der Sprachbezug relevant, wird der

Begriff 'Modell' verwendet.

Nun werden Modellklassen einer einstufigen Sprache definiert.

2.3.5 Definition.-

MOD_ = { 4| AModell fiir S'}.

2.3.6 Definition.-
K ist Klasse von Modellen von S
gdw

K< MOD..

Es wird noch ein Begriff fir das Komplement einer Klasse von Modellen benétigt:
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2.3.7 Definition.-
K' ist das Komplement von K in S
gdw

K'=MOD,\ K.

Bevor nun der zentrale semantische Begriff fiir die Modelltheorie — nach Tarski — definiert
werden kann, muss noch eine Funktion definiert werden, die die Interpretation der Variablen und

der Individuenkonstanten der fraglichen Sprache regelt:

2.3.8 Definition.-
Fiir alle S, A
(1) Wenn A Modell fiir Sund x Belegung aus A ist, dann soll gelten:
valg . ist Funktion auf VAR, U INDK &
Vi(ieN=valg ,.(°V;)=x) &
Vj(j € Dom(S,) = valg 4. ( SI%) =)
(2) wenn A kein Modell fiir S oder x keine Belegung aus A ist, dann soll gelten:

Vals;_/ﬁng-

Jetzt kann der Begriff 'Modell A4 mit der Belegung x etfiillt die Formel ¢ in S' definiert

werden, der abgekiirzt so geschrieben werden soll:

Abs . &.

Wenn kein Missverstindnis auftreten kann, wird der Bezug auf die Sprache 'S' 6fters

weggelassen: AE. @
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2.3.9 Definition.-
Sei A ein Modell fiir S vom Typ M und sei x eine Belegung aus A, dann soll gelten:
(1) Va¥b (a b€ VAR; U INDK, =
Absca=sb gdw val 4 ,(a) = vals 4,(9)) &
Q ViVe(ie Dom(SP) & tist Folge der Linge W, ;in VARg u INDK, =
A b 5Pty oty
gdw  (valg 4, (£ ), Vals 4y (41.:) ) €Az ) &
@ VY(YePMLg=
A ks ¥ gdw nicht A kg, ) &
@ VEVY (& Ye FMLg =
Abse6 ENW)s gaw Afg fund A kg, ¥) &
(5) V¢ (n € Dom(*V) und ¢ € FMLg =

'A }=S,x ESSVﬂ w gdW fur ein 46/41:‘}4 FS,x(ﬂ/a) ¢')

Fir die definierten logischen Zeichen von S: Vg, =g, <5 und Vg ergeben sich dann die

ublichen Erfiilltheitsbedingungen fir Formeln:

2.3.10 Satz.-

Wenn S eine Sprache erster Stufe ist, dann gilt fiir alle @, Y € FMLg,, alle Modelle A von S und alle

Belegungen x ans A:

Abs Vs ¥ gdw Ak, Poder A kg, Y

Abs =¥ gdw (nicht A kg, @) oder A kg, ¢
Absbs¥ gdw Abg P-cpund Abg Yo

Abs VSV, ¥ gdw  fiiralle s € A gilt A kg 0y ¥
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Beweis : Sei also S Sprache erster Stufe, seien ¢ und Y Formeln von S, sei A Modell fiir S

und sei x eine Belegung aus A.
Dann gelten die folgenden Aquivalenzen:
Abs b Vs
(nach Definition von V)
gdw A ks 7s(7sb As W)
gdw nicht A k5, 75 A 7
gdw nicht (A |, sd und A ks, 7s¥)
gdw nicht (nicht A | , $ und nicht A kg )
gdw A |, ¢ oder A kg ).
Die Beweise fiir -4 und <4 erfolgen entsprechend.
Fiir den Allquantor gilt:
Ak VsV ¥
gdwA ks 7 IV s ¥
(nach Definition von V)
gdw nicht A |=S,x 3.5V, " ¥
gdw nicht (es gibt ein 2 (a € A, und A kg 10 s ¥))
gdw es kein 4 gibt, so dass (4 € A, und A |=S,x(n/a) “sY)
gdw fiir alle @ (4 ¢ A, oder nicht A |=s, e s V)
gdw fiir alle # (wenn 2 € A, dann A kg /0 ¥)

gdw fiir alle a € A, gilt A kg o/ U-

Die Definition 2.3.9 zeigt, dass es bei verschiedenen Belegungen fiir die Erfiillung einer

Formel ¢ nur auf die Belegung der freien Variablen von ¢ ankommt; dazu
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2.3.11 Koinzidenztheorem.-
Sei S Sprache erster Stufe vom Typ W, sei A Modell fiir S, sei  Formel von'S, seien a & b Beleg-
ungen aus A, so dass fiir alle i:
(i€ Dom(S)) &V, freiin ¢ = a,=b,),
dann gilt: Ak, =A I:S,b .
Beweis : Seien die Voraussetzungen fiir S und A erfillt.
Der Beweis erfolgt mit Formelinduktion gema8l Def. 2.1.11(3). Sei dazu
M= {@| ¢ FML, & VaVb (a, b Belegungen aus A &
Vi (i€ Dom(S;) &SV, freiin ¢ = 4,= 4,) =
A i:S,a p=A l=S,b $)}
Angenommen ¢ enthilt keine Quantoren und keine Junktoren. Dann ist entweder
¢ =x=gy
mit x, y € VAR U INDK, und fiir alle Belegungen 4, # aus A, die den freien Variablen
identische Individuen zuweisen gilt:
A I:S,a ¢ gdw A l:s,b ¢,

odet es gibt ein j € Dom(},) und ein 4, so dass 7 Folge der Linge Y, ;in VARg U INDKg
ist und: G =Pt by
dann gilt fiir alle Belegungen g4, 4 aus A, die den freien Vatiablen identische Wette zu-
weisen: Ak, o

gdw (valg 4, (%), valg 4, (4,1,)) €A,

gdw (valg 4, (%), valg 4, (%1,) ) €A,

gdw A I‘s, » O3

das gilt fiir alle so spezifizierten Belegungen @ und 4 aus A; damit ist gezeigt, dass alle

Atomformeln von S Element von M sind.
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Sei nun ¢ € M und seien a und b Belegungen aus A so dass:
Vi (i€ Dom(S,) & °V, freiin ¢ = a,=b).
Dann gilt: A ks ¢
gdw nicht A kg ,
gdw nicht A kg, ¢
gdw A ks 75 §;
das zeigt, dass 7 ¢ € M, wenn ¢ € M.
Seinun ¢ € M und sei § € M; seien a und b Belegungen aus A, so dass
Vi (i€ Dom(S;) & (°V, freiin ¢ oder °V, freiin J ) = 2,= b).
Dann gilt: Abs: O AU )s
gdw A ks, dund A, ¥
gdw A kg, Gund Ag, ¥
gdw A ks P As )5
Sei wiederum ¢ € M, sei v € VAR, und seien a und b Belegungen aus A, so dass
Vi (i€ Dom(S,) & °V, freiin ¢ = 2, = b,).
Da v € VAR, gibt es ein j € N* mit v = °V,. Sei  so.
Dann gilt: Aks. = A
gdw es ein ¢ € A, gibt, so dass A kg /s ¢
gdw es ein ¢ € A, gibt, so dass A kg vy §
gdw A ko, 3V, 0
das zeigt, dass 3v ¢ € M, wenn ¢ € M und v € VAR, .
Somit erfiillt M die Voraussetzungen von Def. 2.1.11(3), und es gilt:
FMI  c M.

Damit ist das Theorem fir alle Modelle und alle Formeln von S bewiesen.
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Es gilt folgender Spezialfall des obigen Theorems:
2.3.12 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe; dann gilt fiir alle Modelle A und alle Sitze @ von'S:
Va b (a, b Belegungen aus A= A kg, = Ak, P

Beweis : Wenn ¢ € SATZ, dann hat ¢ keine freien Variablen.

Eine Folgerung aus diesem Theorem ergibt:
2.3.13 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe. Dann gilt fiir alle Modelle A von S und alle Sétze @ von S:
Ja (a Belegung ans A und A ks, @)
gdw

Vb (b Belogung ans A = A ke, @ ).

Wegen dieses Theorems wird bei der Erfiillheitsrelation eines Satzes durch ein Modell

von S die Angabe einer Belegung 6fters weggelassen. Wenn ¢ Satz von S, dann sagt man fir
Ak ¢

auch 'A erfidllt §',
'} ist wahr in A',
' gilt in A’
oder 'A ist Modell fiir ¢".

Nun kann der Isomorphiesatz fiir Formeln bewiesen werden, der besagt, dass zweli iso-

morphe Modelle einer einstufigen Sprache die gleichen Formeln dieser Sprache etfiillen.
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2.3.14 Isomorphietheorem.-

Sei S Sprache erster Stufe vom Typ W. Dann gilt fiir alle Modelle A, Bvon' S und alle Formeln @ von
S: wenn f Isomorphismus von A auf Eist dann gilt fiir alle a, b:
( @ Belegung ans A & b Belogung aus B'&
Vi(i€ Dom(S)) &V, freiin @ = b, = f{a))
= A |:S,a ¢ gdw g}:S,h ?).
Beweis : Sei S Sprache erster Stufe vom Typ W, seien A und B Modelle von S und sei f
Isomorphismus von A auf 5.
Nun witd mit Formelinduktion bewiesen, dass FML, ¢ M, wenn
M= { @ | ¢€ FML; & VaVb ( a Belegung aus A & b Belegung aus 5 &
Vi(i€ Dom(S,) & V,freiin ¢ = b, = f(a))
= A I:S,a PgdwE |=S,b ?)}.

Sei nun ¢ Atomformel von S; seien a und b Belegungen aus A bzw. aus T, so dass

Vi(i€ Dom(S)) &V, freiin ¢ = b, = f(a) ).
Dann ist entweder ¢=x=gy
mit x, y € VARg U INDKg , dann gilt:

A ks x=sy
gdw A kg val 4, () = vals 4, ()
gdw B kg, vaksg, (%) = vaksg, ()
gdwB kg x =gy

da f eineindeutig ist, oder es gibt ein / € Dom(M;) und eine Folge #der Linge W, ;in
VAR, U INDK, so dass G =Pt .ty
dann gilt: A |=s,a ¢

gdw (valg 4 .(4), -, valg 4 .( bor,) ) €A,
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gdw ( f(vals g 4(4) ), s f(vals g o( £01) ) ) € B,
gdw & l=S,b b,
da f Isomorphismus von A auf 5 ist.
Damit ist gezeigt, dass alle Atomformeln von S in M sind.
Sei nun ¢ € M und seien a und b entsprechende Belegungen aus A und aus .
Dann gilt:
Akbs. s
gdw nicht A |, ¢
gdw nicht B kg, ¢
gdw B kb s s

das zeigt, dass 7 ¢ € M, wenn ¢ € M.
Sei nun ¢ € M und sei € M und seien a und b Belegungen aus A und aus E, so dass

Vi (i€ Dom(S,) & (V, freiin ¢ oder °V, freiin § ) = b, = £(3,) ).

Dann gilt: A |=S,a ¢-F |=S,b ¢;
und weiterhin gilt: Ak UeoBl, U
Und es folgt:

A6 dN¥)s
gdw A ks dund A |, ¥
gdw® |=S,b dund® I=s,b ¥
gdwB ks, AW )s
damit ist gezeigt, dass ¢ \g € M, wenn ¢ und y € M.
Sei nun ¢ € M, sei v € VAR, und seien a und b Belegungen aus A und aus B,
s0 dass Vi (i€ Dom(S)) & V, freiin ¢ = b, = £(a,)).

Dann gibt es ein /€ N* mit v = °V; sei j so.
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Angenommen : A k.. IV, ¢.
Dann gibt es ein ¢ € A, , so dass A |=S’ 275 P Sei c so. Nun ist ¢ € M und a(j/c) ist Bele-
gung aus A und b(j/f(c)) ist Belegung aus 5 und

Vi (i€ Dom(S,) & V, freiin ¢ = (b(i/£())); = f(a(j/<);) ).

Daher gilt: A s a0 © 8dw B ks v/ s
und es folgt: B ks vy O
also gilt B, IV
Angenommen umgekehrt: B ks, 3V .

Danngibteseine € B, sodass B kg vi/o P-
Sei e so. Nun ist b(j/€) Belegung aus 5, a(j/£'(e)) ist Belegung aus A und es gilt:
Vi(i€ Dom(S;) &V, freiin ¢ = (b(j/e)), = f(a(j/£f'(e)),)).
Seinun g = fl(e). Danngilt B kg 40 ¢ gdw A k. i/ P>
also: A |=s,ao/g) o;
und es folgt schlieBlich
A k. 3V, ¢.
Somit ist das Bikonditional
A |=s,a E]SVi ¢ gdw B |=s,b E|SVi ¢

bewiesen, und es ist gezeigt, dass 3v ¢ € M ist, wenn ¢ € Mist.
D. h. M erfiillt die Voraussetzungen von Def. 2.1.11(3) und es gilt:

FML. c M;
und das Theorem ist fiir alle Modelle A4 und B'von S fiir die

A«F

gilt und alle ¢ € FMLg bewiesen.
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2.3.15 Korollar.-
Sei S Sprache erster Stufe vom Typ . Dann gilt fiir alle isomorphen Modelle A und Bvon'S und alle
Sétze @ von S:

A |=s ¢gdw gl’s .

Neben dem Koinzidenztheorem und dem Isomorphiesatz ist das Ubetfithrungs-
theorem ein weiteres wichtiges logisches Hilfsmittel; es regelt den Umgang mit Formeln einer
einstufigen Sprache, bei denen Individuumvariablen durch Individuumkonstanten — und umge-
kehtt — substituiert werden.

Hierbei ist es notwendig, sog. Vatiablenkonfusion zu vermeiden. Da nur freie Vorkomm-
nisse von Individuumvariablen durch Individuumvariablen oder -konstanten ersetzt werden, gilt
es, diejenigen Substitutionen auszuschlieBen, bei denen die ,,neue® Individuumvariable unter den
Wirkungsbeteich eines Quantots gerit. Die Bedingungen, unter denen eine Individuumvariable /

-konstante durch eine Individuumvariable ersetzt werden darf, regelt die folgende Definition.

2.3.16 Definition.-
Fir alle S Vist fiir & in @ von S substituierbar
gdw
ve VAR & @ € VAR, U INDK, &
( @ ist Atomformel von S
oder
Y (PeFML & ¢ = g & Vist fiir @in Prvon S substituierbar )
oder

Y36 (¢, e FML & @ = (c Y\ 8)s & Vist fiir @in P von S substituierbar
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& vist fur @ in O von S substituierbar )
oder
Y (e VAR & YEFML & p=T . (P &
([ @€ VAR & @ist nicht freiin I, & ¢
oder
[ @ € INDK & @ ist kein Teilausdruck von 3. & ¢])
oder

[v# {& vist fir @in P von S substituietbar ] ) ).

Nun wird die Substitutionsfunktion Subs(<_, - _)) rekutsiv definiert.

2.3.17 Definition.-
Sei S Sprache erster Stufe. Dann soll gelten:
(1) Subg ist eine Funktion auf
{ 7] tistein 3-Tupel & 4, , 4, € VAR; U INDK & 4, € FML } &
@) firalle v, @ b, ¢ wenn v, @ € VAR, U INDK, & 4, ¢ € VAR U INDK,,
dann gilt:
@b=a&c* a = Subs({ v, @ (b=c0)))= (V=50 &
b re=a&b*a = Subs( v & (b=c9))=(b=s V&
©be=«a = Sub{ v, @ (h=c¢)))=(v=¢ V&
b+ = Sub{ v, @ (b=c¢)))=(b=c o) &
(3 furalle v, @, 4, 2, ¢
wenn V, & € VAR U INDKg & 7 € Dom(l,) & 2, 2‘sind

Folgen der Lange W,(?) in VAR U INDK &
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Ve @ = ([5=a=r=v]&[s*a=1;=1])),
dann ist Subg(( ¥, @, 5P, 4, ... A (i) ) = SP, £ ... 1 (i) &
@) fiir alle v, @, -
wenn V, @ € VAR U INDK, & ¥ € FML,, dann
Subs({ v, @, s ¢)) = s Subs(( v, &, ¥)) &
(5) fiir alle v, @, Y, &
wenn V, @ € VAR U INDK, & ¥, 6 € FMLg, dann

Subs(( v, @, S A\g ¢)) = Subs(( v, @, 6)) As Subs(( v, &, ¥))) &

(©6) fiir alle v, @, Y &
wenn V, @ € VARG U INDK & i € FMLg & £ € VAR, dann gilt:
([wenn @ = & dann Subs({ ¥, & I E¢)) = A £ Y] &

[wenn @ # & dann Sub(( v, & I ) = I ESub( v, &, ¥ ) ]).

2.3.18 Ubetfithrungstheorem.-

Fiir alle S, A4, @, x: wenn S eine Sprache erster Stufe, .4 ein Modell fiir S, ¢ € FML¢
und x eine Belegung aus ./ ist, dann gilt:
(1) VaVvV.A(ae INDK & ve VAR, &
A=A A A (S @) [ x(S7(V))

= (Abs. @ gdw A kg Substs (2, v, §)))).

2) VaVvVx(ae INDK & ve VAR, & Vist nicht freiin ¢
& Vvist substituierbar fiir #in gvon S
& ox’=2x(S(V)/ A(S(@))
= (A s P gdw A ks Substs ((v, @, §)))).
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Beweis: Es wird nur (2) bewiesen, da dieser Fall weiter unten benotigt wird.
Sei S Sprache erster Stufe, A Modell fiir S, & € INDK,, v € VAR, . Sei
M = { @ | VxVx‘(Vist nicht freiin ¢ &
V ist substituietbar fiir & in ¢ von S & x ist Belegung aus A &
x'=x (S(V) / A(Si@))) &
= (A ks $gdw A kg . Substs (v, a, §))) }-
Wir beweisen mit Formel-Induktion: FML, ¢ M.
Sei ¢ € FML .

(Induktionsbasis)

Sei ¢ Atomformel von S. Angenommen, die Voraussetzungen von M sind erfullt, d. h.
es gelte v ist nicht frei in ¢ & Vv ist substituierbar fur o in ¢ von S & x ist Belegung aus
A& =x(S7(V) / A(SH(@)).
Nun sind zwei Falle moglich:
Fall 1: Angenommen,
36 3c (b, c€ VAR U INDK & ¢ = b =g 0).
Seien b, ¢ so. Dann sind vier Unterfille méglich:
Fall1.1: Seib=a & ¢ # o.
Da v nicht freiin ¢ ist,ist v # b & v # c. Dann gilt:
Ak d
gdw A |=S,x b=¢gc
gdw A s 0 =5 c
gdw valg 4 . () = valg 4, ()
gadw vals, 4 (V) = vals 4 (0)

gdw A |=S, «V=cc
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gdw A kg, Subg((v, &, ).
Die restlichen drei Falle beweist man entsprechend.
Fall 2: Angenommen,
3/ (j € Dom(W,) & 31, ... Ity py (45 s By y € VAR U INDK
&P =Pty .. t,05))
Seien jund t; , ..., t, s0. Da v nicht freiin ¢ gilt V7 (7€ {1, .., 1,()} =t # V).
Sei t* Folge der Linge W,(j) &
Vi([ie {1, ., ()} &t,=a=t;=V]
&l[ie {1, ., k() &t a=t,=t]).
Dann gilt: Ak d
gdw A |=S,x SPj t - tuayg)
gdw (valg 4, (t), - valg 4« () )€ As;
gdw (valg 4 (), - vals 4 v (Eug) ) € Asj
gdw A ks o 5Pt ...t
gdw A |=S,x Subg((v, a, O).
Das zeigt, dass alle Atomformeln von S in M sind.

(Induktionsschritt)

(2) Sei ¢ € M, und gelte
v ist nicht frei in 7 ¢ & V ist substituietbar fiir & in 7 ¢ von S &
x ist Belegung aus A & x' = x (S;(V) / A,(S, (@) ).
Dann ist V nicht frei in ¢ & V ist substituietbar fiir & in ¢. Dann folgt mit I. V.:
Ak & gdw A kg Subg((v, o, ).
Dann folgt: A |=S,x ¢

gdw nicht (A ks, d)
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gdw nicht (A kg . Subs((v, a, $)))
gdw A kg . g Subg((v, , d))
gdw A kg . Subg((v, @, 75 $)).

Also ist 7 ¢ € M, wenn ¢ € M.
(b) Seien ¢, ¥ € M und sei v nicht frei in (s ¢ Ag U )g und sei v substituierbar fiir & in
(c ® As ¥)e. Dannist v in ¢ und in § nicht frei & v ist fiir & in ¢ und in P substituier-
bar.
Dann folgt mit L. V..

A ks ¢ gdw A g . Subg((v, o, )
und A Fsx U gdw A kg . Subg((v, &, §).
Dann folgt: Ak 6PN U)s

gdw A kg G &A ks U
gdw A | . Subg(v, &, §)) & A g, Subg((v, a, )
gdw A kg - Subg((v, , §)) A Subg((v, &, 1))

gdw A fg . Subg((V, @, (s & As ¥)s))-
Und (c ® As U )s € M, wenn §, € M.
(c) Seip € M und sei € € VAR,
Sei v nicht frei in 3¢ £ ¢ und sei v fiir & in I € $ von S substituietbar.
Dann gilt nach 2.3.17:

JEAY (FE VAR & WEFML & I Ed=3 . F Y&
([ @ € VARG & o ist nicht freiin I £ ¢
oder
[ o € INDK, & o ist kein Teilausdruck von 3¢ £ ¥/])

oder
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[v# & vist fir & in P von S substituietbar | ).
Seien &‘ und ¥ so. Dann ist & = § und ¢ = ¢. Fetner ist & ¢ VAR ; dann folgt:
([ & € INDK & a ist kein Teilausdruck von 3 & ¢ ]
oder
[v# & &Vist fiir & in ¢ von S substituierbar ] ).

Dann sind zwei Fille zu unterscheiden:
Fall 1: Sei o kein Teilausdruck von 3¢ § ¢. Dann gilt:

Subs (v, 0, 3 £ &) = 3. b.
Dann FINERT

gdw A fg , Subg((v, &35 € b))

gdw A by . Sube((v, &, 30 £ ).
Der Ubergang (¥) gdw (**) folgt aus dem Koinzidenztheorem.
Fall 2: Sei v # £ & v ist fiir & in ¢ von S substituierbar. Dann ist v nicht frei in ¢.
Nun gilt die Induktionsvoraussetzung; d. h.:
fiir alle Belegungen x aus A und alle x“mit x‘= x (S, (V) / A; (S, (@) ))
gilt:
A ks« & gdw A ks . Subg((v, &, §)),
wenn V nicht frei in ¢ ist und wenn v fiir & in ¢ von S substituierbar ist.
Aus typogtaphischen Griinden sind fiir die folgende Aquivalenzenkette drei Abkiir-
zungen erforderlich:
1=S,TE€)s k=S, (v)und 1 = A, (S ().

Dann Ak 3 €D

gdw 3z (a€ A &A ks ,50 D)

gdw Ja (ae A &A kg, g0 Sub(v, a, d))

®
W)

@)
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gdw Ja (ae A & A kg, w0 SubV, o, §)) )
gdw A kg o Is £ Subs((v, @, §))
gdw A kg g Subs((Vv, &, I £ ) )
gdw A [ . Subg({v, &, 35 £ ).
Der Ubergang (*) gdw (**) etfolgt mit: j # k.
D.h:3.éd M, wenn d € Mund £€ VAR, .
Und es folgt: FML, c M;

damit ist das Uberfithrungstheorem (2) bewiesen.

Um tiber die Eigenschaften von Strukturen zu reden, tritt neben den Isomorphiebegriff

der schwichere modelltheoretische Begtiff der einstufigen Aquivalens;:

2.3.19 Definition.-
A und E'sind in S einstufig dquivalent — A =g 6—
gdw
S Sprache erster Stufe & 4, 5" Modelle von S & fiir alle { € SATZ gilt:

A |=ngdw gl‘sg-

Isomorphe Strukturen sind immer einstufig aquivalent, die Umkehrung gilt nicht. Bei-
spiele fiir einstufig dquivalente Strukturen, die nicht isomorph sind, lassen sich etwa bei Bell &
Slomson (1974%, S. 74-77) finden.

Der Begriff der 'einstufigen Aquivalenz' bezieht sich auf Strukturen und die Erfiillung
von Sitzen einer einstufigen Sprache durch diese Strukturen. Die analoge Begriffsbildung fiir die

Erfillung von Formeln einer einstufigen Sprache durch Modelle dieser Sprache ist:
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2.3.20 Definition.-
Alist einstufiges Submodel/von B'in S
und Fist einstufige Erweiternngvon Ain S
gdw
S Sprache erster Stufe & .4, 5'Modelle von S & A € S(B) & fiir alle ¢ € FML¢

und alle Belegungen x aus A gilt:
/4 ‘:S,x ¢ And g‘:.s‘,x ¢

Fur die obige Definition wird nun noch eine metasprachliche Pridikatkonstante einge-

fuhrt:

2.3.21 Definition.-
Fur alle S'soll gelten:
A< E
gdw

A ist einstufiges Submodell von Bin S.

Die nichste Definition fiihrt eine bequeme Redeweise ein, um mit einstufigen Submodel-

len und Einbettungen umgehen zu kénnen.

2.3.22 Definition.-
[ ist einstufige Einbettung von A in Eiiber S
gdw

AC (G < s B& fist Isomorphismus von A anf O).
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Im Beweis fiir das Theorem von Léwenheim und Skolem (abwirts) wird das folgende
Lemma benétigt. Es gibt notwendige und hinreichende Bedingungen an, damit ein Submodell A

von B ein einstufiges Submodell von Bist.

2.3.23 Lemma.-
Sei S Sprache erster Stufe. Seien A undS Modelle fiir S, so dass A € S(B). Dann gilt:
A=< E
gdw
V@ VnVx(pe FMLg & n€ N' & x Belegung aus A&E |=S,x = SV, ¢
=3a(a€ A &B ks g B)-
Beweis: Seien die Voraussetzungen erfiillt.
(=) Gelte A <. B.
Sei ¢ € FML, sein € N*, sei x Belegung aus A und gelte B | , 3¢ 5V, ¢.
Dann
A ks 3V, ¢,
da vorausgesetzt ist, dass A einstufiges Submodell von Bist.
Dann gibt es ein 2 € A, , so dass:
A b d
und (=1 |=s, wota) @ folgt.
(=) Angenommen
VPVnVx (@€ FMLg & n€ N* & x Belegungaus A & B ks 35V, ¢
=Ja(a€A&B by ®)).
Es ist zu zeigen, dass A=<.EB folgt; d. h., dass fiir alle Formeln ¢ von S und alle Bele-

gungen x aus A gilt:
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A |=S,x Pgdw |=S,x .
Sei dazu: M= { @ | @€ FMLg & Vx ( x Belegung aus A

=J4 |=S,x ¢ QB |=S,x ¢) }
Es wird mit Formelinduktion gezeigt, dass FMLg ¢ M gilt.

Induktionsbasis: Da A € S(B), gilt fiir alle Atomformeln ¢ von S und alle Belegungen x

aus A: Abs-® gdwB k. &
Somit sind alle Atomformeln von S in M.

Ebenso offensichtlich ist, dass ¢ € M, wenn ¢ = 7 Y& ye M
und dass @€ M, wenn = YA\, y & ¥, y € M.

Seinun ¢ = I °V, P und gelte Y € M.

Angenommen x Belegung aus A und gelte: A k¢ 355V, U

Dann gibt es a € A, , so dass A |=S’x o W- Sei a so. Nun gilt fiir alle Belegungen x aus A:
‘/4 |=S,x l|J And B |=S,x l|"’

also gilt A |=S,x(n/a) ¥ ~F |=s,x(n/a) LE

dann B |=s, x(n/2) P

und Bl 3V, ¥ folgt.
Gelte nun B |=s, 3TV, .

Dann gibt es nach Voraussetzung ein 4 € A, , so dass

B |=S, x(n/a) l|J
Sei a so. Da § € M, folgt: A |=S, <oy s
und schlieBlich gilt: A ks 35V, 0.

Das zeigt, dass 3. 5V, € M, wenn § € M.

Der Satz 2.2.19 iiber Einbettungen gilt auch fiir einstufige Einbettungen:
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2.3.24 Satz.-
Wenn S Sprache erster Stufe und wenn f einstufige Einbettung von A in'B diber S ist, dann gibt es ein
Modell C von S, und einen Lsomorphismus g von C auf B, so dass A <g Cund f c g.
Beweis: Sei S Sprache erster Stufe und sei f einstufige Einbettung von A in B iiber S.
Dann gilt gemiB Definition 2.3.22:
1B (B € S(B) & B’ <, B & f ist Isomorphismus von A auf 5°).
Sei B so.
Nach Satz 2.2.19 gilt:
3¢ (A € S(O) & Jg (gist Isomorphismus von Cauf B & fc g)).
Seien C und g so.
Sei nun ¢ € FMLg und sei x Belegung aus A.
Dann gilt Ak ®
gdw B s o
-B <. B&foxBelegungaus B —
gdw [ |=s, fox P
— Koinzidenztheotem 2.3.11 & Ran(x) ¢ A, & g 1A, = f—

gdWB I:S,g°x ¢

— Isomorphietheorem 2.3.14 —

gdW O |=S,x q)

Damit ist A=< C bewiesen.

Im Folgenden werden die logischen und modelltheoretischen Begriffe, die weiter unten
benotigt werden — angepasst an die vorliegende Sprache — definiert. Sitze, die diese Begriffe ent-

halten, werden angefiihrt, und ein Teil dieser Sitze wird bewiesen.
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Um nun ausdriicken zu kénnen, dass eine Klasse X von Formeln in A gilt, benétigt man

den Begtiff ‘A etfiillt simultan X', fiir den eine eigene Pridikatkonstante eingefiihrt wird:

2.3.25 Definition.-
Als 2
gdw
AModell fiir S'ist, x Belegung aus A ist, ¥ ¢ FMLgist &

V¢(¢62=/4I=SA¢)

Nun kann der Isomorphiesatz fiir Satzmengen einer Sprache erster Stufe bewiesen wet-

den:

2.3.26 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe vom Typ . Dann gilt fiir alle Modelle A und Bvon S und alle X <
SATZ, : A=Al Zgdw B}, 2.
Beweis : Sei S Sprache erster Stufe, seien A und B Modelle von S, so dass A = B, und

sei X% ¢ SATZ;.

Seipe X.

Dann gilt Ak bgdwB kb,

da ¢ Formel von S ohne freie Vatiablen ist. Das gilt fiit alle ¢ € Z und es folgt
schlieBlich: Al Z gdw B |k 2,

wenn A = .

Nun kann definiert werden, wann ' logische Folgerung in S aus X' ist:
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2.3.27 Definition.-
Zlso
gdw
Yu {¢} c FML . &

VAV (AModell fir S & x Belegung aus A& A |- . Z= Ak, . @)

Die nichste Definition legt fest, welche Formeln von S zueinander logisch dquivalent
sind:
2.3.28 Definition.-

@ und Y sind logisch dquivalent in S

gdw

& ks v& gt s o

Nun werden einige Sitze — ohne Beweis — zitiert, die weiter unten bei Beweisen angezo-
gen werden.
2.3.29 Hilfssatz.-
Sei S Sprache erster Stufe; sei P quantorenfreie Formel von S. Dann gibt es eine quantorenfreie Formel
Y von'S in konjunktiver Normalform, so dass @ und Y logisch dquivalent sind und fiir alle Variablen
VvonS gilt:
Virdin @ vfreiin Y.
2.3.30 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe. Dann gibt es su jeder Formel @ von'S eine Formel Y von S, so dass Y in

priinexer Normalform ist, § und Y logisch dquivalent sind und fiir alle Variablen v von S gilt:
Virdin @ Vfreiin Y.
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2.3.31 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe. Dann gibt es u jedem Sat, @ von S einen Satz Y von'S, so dass Y in

préinexcer Normalform ist, und @ und Y logisch dquivalent sind.

Es gilt das Deduktionstheorem:
2.3.32 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe, sei X U { @, Y } € FML. Dann gilt:

2u {¢} "‘s'/’ - X ”’s¢"s'/f-

Beweis : Seien die Voraussetzungen fir S, 2, ¢, und | erfullt.

(=) Gelte: U {d} s w.

Dann folgt mit Definition 2.3.27:

VAV (AModell fir S & x Belegung aus A& A |k . B U {¢p} = A F . U).

Sei nun A Modell fiir S, sei x Belegung aus A und gelte:

A frs x 2.
Gelte weitethin: Ak b
Dann folgt: A Fsx U,
und mit Satz 2.3.10 ethilt man:
A |=s,x -
Gelte nun Ak ® nicht.
Dann folgt: Ak d-sV.

Also gilt fiir alle Modelle A4 von S und alle Belegungen x aus A so dass
Ak, 2
Ak -5,
wenn Tu{$} “‘s v,
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und Zlsd-sw folgt.
(=) Gelte Zhso-sv.
Sei A Modell fiir S, sei x Belegung aus A, so dass A [  , dann folgt:
Absx s
Gemil Satz 2.3.10 gilt dann:

(nicht A kg, ¢) oder A kg, ).
Wenn nun A |, §, dann folgt: A k¢ , §. Und es gilt:
VAV (AModell fiir S & x Belegung aus A & A ||'=S’x 2u{p}=A ':S’x ).

Und es folgt: Zu {$} "’s U,
wenn p) “g ¢ ~s . O

Die folgenden Begriffe werden weiter unten noch benétigt.
2.3.33 Definition.-

2 Theorie von S

gdw

JcSATZ & 2+ O.

2.3.34 Definition.-
2 endlich axdomatisierbare Theorie in S
gdw
Y Theorie von Sist und es ein » € N* und eine Funktion & € (" SATZ gibt, so dass
gilt:
{P| PeSATZ & B | P} ={P| P SATZ & (&, ... &} ||s P}
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Es gilt folgender Hilfssatz:

2.3.35 Hilfssatz.-

Wenn S Sprache erster Stufe ist, und wenn X Theorie von S ist, die in S endlich axiomatisierbar ist,
dann gibt es einen Satz @ von S, so dass:
{U| peSATZ & B | ¢} = { ¥ | Y SATZ & (@} || ¥ }-
Beweis: Sei S Sprache etster Stufe und sei X Theotie von S, die in S endlich axiomati-
sierbar ist. Dann gibt es ein # € N* und eine Funktion & € ""SATZ , so dass gilt:
{U| YeSATZ & B sy} ={ ¢ | YeSATZ ;& { @, ., &,} |s ¥}
Seien n und ¢ so.

Dann gilt fir
b=a, Ng .. g, :

(Y| YeSATZ (& {ay, ..} |s ¥} ={ ¥ | yeSATZ & {¢} |s ¥}

2.3.36 Definition.-
2 ist widerspruchsfrei in S
gdw

Z'c FML_ und es gibt ein ¢ € FML und nicht gilt X |}« @.

2.3.37 Definition.-
X erfiillbare Theorie von S
gdw

Z'Theorie von Sund es gibt ein Modell A von S, so dass A |- 2.
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2.3.38 Definition.-
2 endlich erfiillbare Theorie von S
gdw
2'Theorie von S und fiir jedes endliche o c X gibt es ein Modell 4 von S, so dass

Also.

2.3.39 Hilfssatz.-
(1) Wenn 'S Sprache erster Stufe, dann wird dze leere Menge O von allen Modellen von S erfiillt.
(2) Die leere Menge O ist widerspruchsfrei in S.
Beweis : Sei S Sprache erster Stufe.
(1) Sei A Modell fiir S und sei x Belegung aus A. Da es kein ¢ € FMLg gibt, so dass ¢ €
@, folgt aus Vo (ped = Al @)
A b5« @5
somit gilt fiir alle Modelle 4 von S und alle Belegungen x aus A4
AModell fir S = A5 . @.

(2) Sei ¢ diejenige Formel von S, so dass gilt: ¢ = 5V, =¢ SV, . Sei weiterhin A Modell
von S so dass A; = N und sei x Belegung aus A, so dass:

Vi(7€ Dom(x) = x;=1).
Dann gilt: nicht A |=S,x ¢ N .
Es gibt also eine Formel § von S mit §f = ¢ Ag 7¢ , so dass A Y nicht erfiillt.
D.h.:
3.4 3x (A Modell fiir S & x Belegung aus A & A "’s,x @ & nicht A kg ).
Dann gilt weiterhin:

nicht V_4Vx (./4 Modell fiir S & x Belegung aus A&
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Al D=Aks V).

Nach Definition 2.3.27 gilt dann =~ @ |} ¥ nicht.
D.h.: @ c FMIL & es gibt ein ¢ € FML¢ & nicht gilt @ |} ¢
Und mit Definition 2.3.36 folgt:

O ist widerspruchsfrei in S.

Also ist die leere Menge widerspruchsfrei in S.

2.3.40 Satz.-

Sei S Sprache erster Stufe; dann sind die folgenden wei Bedingungen dquivalent:
(1) X'ist erfiillbare Theorie von S.
(2) & widerspruchsfreie Theorie von S.
Beweis : Sei S Sprache erster Stufe.
(1)=(2) Sei X etfiillbare Theotie in S. Dann ist 2 Theotie von S und es gibt ein Modell
von S, das X simultan erfiillt. Sei A ein solches Modell. Dann gilt:

Al 2.
Da 2 nichtleer ist, gibt es ein ¢ € Zund es gilt: A kg @;
dann gilt weiterhin: nicht A ks ¢ ¢;
somit gibt es ein Modell_4von S, so dass

A |k Z und nicht A . ¢

und 7@ € SATZ ; somit ist 7 @ keine logische Folgerung aus %. Da 2 ¢ FMLg und
(nicht I |}s @) ist gezeigt, dass T und ~¢ das Definiens von Def. 2.3.36 etfiillen; und
somit ist 2 widetspruchsfteie Theorie von S.
(2)=(1) Sei nun X widerspruchsfreie Theotie von S.

Dann gibt es ein ¢ € FMLg, so dass nicht gilt 2 ||-S @ . Sei " eine solche Formel. Dann
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gilt nach Def.2.3.27, da X u {¢*} < FML :
nicht (V.AVx ( (A Modell von S & x Belegung aus A& A |l . T)
= Ak 9
also gilt: 343x ((AModell von S & x Belegung aus A& A | . T)
& nicht (A s ¢7));
damit ist gezeigt, dass es ein Modell von S gibt, das X simultan etfiillt, wenn X wider-

spruchsfreie Theorie von S ist. O

2.3.41 Definition.-
2 vollstindige Theorie von S
gdw
2'widerspruchsfreie Theotie von S'ist & fiir alle ¢ € SATZ gilt:

2 "’s @ oder X ”’s s @

2.3.42 Hilfssatz.-
Sei S Sprache erster Stufe. Dann gilt fiir alle Theorien 2'von S:
2 vollstiindige Theorie von S
gdw
V¢ (@€ SATZs = (Z s ¢ = nicht X |5 7s9)).

Beweis. Sei S Sprache erster Stufe und sei Y. Theorie von S.

(=) Sei X vollstindig und sei ¢ € SATZ .
Dann gilt:
Z "’s ¢ oder "‘s 5.

Angenommen weiterhin 3 |} ¢.
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Dann gilt £ |} <¢ nicht; denn sonst wire X widetspriichlich.
Gelte nun X |}¢ =< nicht, dann folgt — wegen der Vollstindigkeit —
Z s ¢.
(=) Gelte
V@ (P SATZs = (2 |rs ¢ = niche Tt ~s)).
Und sei ¢ € SATZ . Dann fiihrt die Annahme
nicht (2 |fs ¢ oder B |t 7s¢)

zu einem Widerspruch.

Zum Schluss dieses Kapitels werden nun noch die notwendigen Begriffe definiert, die zur
exakten Anwendung der sog. Diagramm-Methode benotigt werden; in vielen Fillen wird mit
dem Diagramm einer speziellen Struktur gearbeitet; dazu wird fiir jedes Individuum einer Struk-
tur eine eigene Individuenkonstante in einer erweiterten Sprache eingefiihrt. Hier nun die not-

wendigen Definitionen und Sitze.

Als Erstes wird der Begriff der um X einfach erweiterten, einstufigen Sprache S definiert:
2.3.43 Definition.-

sELy(S) =( S}, S, Si, S, u ( (prl(p), AT) >p€(XX{Dom(S, 4)))>-

Die nichste Definition legt den Begriff einer um feinfach erweiterten Struktur A fest:

2.3.44 Definition.-

SEM/W = (A, A, AU <f(Pr1@7)) >pe (Dom(f) X {Dom(A3)}) ).
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Mit einer Spezialisierung von fauf die Identititsabbildung, beschriankt auf den Indi-
viduenbereich eines Modells / einer Struktur A, erhilt man den Begriff der volistindigen, einfachen

Erweiterung der Struktur A:

2.3.45 Definition.-

CsEM (A) = sEMy,; /4(1)(/49.

Fir das Diagramm-Lemma (s. u.) ist eine Reihe von Hilfssitzen wichtig:

2.3.46 Satz.-
Wenn V eine Menge ist, dann ist { (x, V) ),y eineindeutige Funktion auf U und
VO {&V) hev= 0.
Beweis: Seien x, x* € U mit x # x°, dann ist (x, V) # (x, V) und <(x, V))x ¢ u Ist einein-
deutig.
Angenommen, es gibt ein 2 mit
a€ Vo {(xV)}heu-
Seia so. Dann ist a € V, und es gibt ein x € U, so dass:
a=(xV).
Dann gilt: Ve{x,V}ie{{xhL{xV}}=(xV)eEV,
im Widerspruch zum Regularititsaxiom. Also gilt

Vn{(xiv)}xEU = @

Offensichtlich gilt folgende Verallgemeinerung von 2.3.46:
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2.3.47 Satz.-

Wenn V eine Menge und h eine eineindeutige Funktion auf U ist, dann ist {(h(x), V)), c y

eineindeutige Funktion auf U und

V{0, V) }eeu = O.

2.3.48 Satz.-
Wenn A Struktur vom Typ p & f Funktion & Ran(f) ¢ A;, dann ist sSEM{(A) Struktur
vom Typ { Py, P U (Dom(f) X {1, }) )-
Beweis: Es ist zu zeigen, dass SEMgA); = A, U (E(pr1(p)) ), c mome x .2y Abbildung von
K, U (Dom(f) X {,}) nach A, ist.
sEM(A), ist eine Funktion; denn nach 2.3.47 ist
Kz N { (%, K2 }xe pomy = D5
d h: Dom(A;) = W, und
Dom({ fpr1(p)) 25 e pomp x w2y = Dom(® X {H,}
sind disjunkt; und da die Vereinigung zweier Funktionen mit disjunkten Definitionsberei-
chen wiederum eine Funktion ist und da Ran(A,) < A, und Ran((£(pt1(p))) e mom@px (u2))

c A,, ist SEM{(A); Abbildung von [, U (Dom(f) X {l,}) nach A,.

2.3.49 Satz.-
Wenn S Sprache etster Stufe vom Typ W, dann ist sSELy(S) eine Sprache erster Stufe
vom Typ ( Py, Py U (X X {1} ) ).
Beweis: Es ist zu beweisen, dass sELy(S), eineindeutige Funktion auf p, U (X X {l,} )
ist und dass Ran(sELy(S),) bis Ran(sELy(S),) wechselseitig disjunkt sind.

Zunichst sind Dom(S,) = W, und Dom({(pr1(p), ATS))pe xx wap = X X {H,} nach
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2.3.47 disjunkt.
Des Weiteren sind Ran(S,) und Ran({(pr1(p), ATY), e x x way ) disjunkt;
denn Ran(S,) ¢ AT und nach 2.3.47 gilt:
AT 0 { Gri(®) AT } pee oy = O
Weiterhin ist {(pr1(p), ATo)), e x x (), €ineindeutige Funktion auf X X {p,}, denn fiir x,
x' € X mitx # x' gilt:
(Pr1P)s AT e ey B2 # {PELE), AT e oo x ueyy (K> -

Und da die Adjunktion zweier eineindeutiger Funktionen mit je disjunktem Definitions-
und Wertebereich wiederum eineindeutig ist, st

SELy(S)s = Sy U {Pr1(), AT e x oy
eineindeutige Funktion auf g, U (X X {H4,} ).
Und da je Ran(sEL(S);) = Ran(S,) ... Ran(sEL4(S),;) = Ran(S,) und da Ran(S)) ...
Ran(S,) ¢ AT folgt mit 2.3.47 je die Disjunktheit von Ran(sELy(S),) bis Ran(sELy(S),)
von Ran(sEL4(S),).

Und ( by, B, U (X X {1y} ) ) ist somit der Typ von sELy(S).

2.3.50 Satz.-
Wenn A Modell fiir S vom Typ p & f ist Abbildung von X nach A;, dann ist sSEMy(A)
ein Modell fiir sSELy(S) vom Typ { Ky, Ko U (X X {H,} ).
Beweis: Seien die Voraussetzungen erfillt. Dann ist nach Satz 2.3.48 sEMf(fl) Struktur
vom Typ { 1y, Ko U (X X {W,} )) und nach Satz 2.3.49 ist sELy(S) Sprache erster Stufe

des Typs Wy, B U X X {H,})). Und somit ist SEM{(A) Modell fiir sELy(S) vom Typ

(g, B U (X X {Hs} )>
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2.3.51 Satz.-
Wenn A, B Modell fiir S vom Typ b & X ¢ A, & f Abbildung von X nach B, dann ist
sEM(E) Modell fiir sSELy(S) vom Typ { Wy, hp U (X X {1,}))-
Beweis: Wenn die Voraussetzungen gelten, folgt wiederum mit Satz 2.3.48: sSEM(B) ist
Struktur vom Typ ( [y, Ky U (X X {l,} )); weiterhin ist sSELy(S) Sprache erster Stufe des

Typs { Ky, K U (X X {H4,} )) und somit ist SEM(E) Modell fiir sEL,(S) vom

TYP< Ky, Bo U (XX {H,} )>

Nun kann der Begtiff des Diagramms der Struktur A in der Sprache S definiert werden.
2.3.52 Definition.-
Diagt(A, S) = { @ | [ Pist Atomsatz von sEL ,,(S) ot
J¢‘( P‘ist Atomsatz von sEL ,,(S) & ¢ = 75 ¢) ]

& Ve (@€ Ran(sEL 4,(S),) & akommtin Pvor = a € (A X {ATs}))

& CsEM(A) |=sEL(/I. e P }-

2.3.53 Satz.-
Fiir alle A, S, p: wenn A ein Modell fiit S vom Typ 4 ist, dann gilt
V@ ( @ist Atomsatz von sEL 4,(5) =

@ € Diagr(A, S) odet ¢ @ € Diagr(A, S)).

2.3.54 Diagramm-I.emma.-

Wenn A, B Modelle fiir S vom Typ p und f Abbildung von A, nach B, ist, dann gilt:

fisomorphe Einbettung von Ain B

gdw sEM /('B)

II:sEL(A,l)(S) Dlagr('/qs S) .
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Beweis: Seien die Voraussetzungen fiir A, B, S, |, ferfiillt.
Sei S'=sEL,q (S).
Sei A' = CSEM(A).
Sei B = sEM; ®).
(1) Sei f isomorphe Einbettung von A in 5 und sei § € Diagt(A, S). Dann gilt:
[ ¢ ist Atomsatz von S' or Q' (P’ ist Atomsatz von S'& ¢ = 7 d') | &
A ks §.
Es sind nun zwei Fille zu unterscheiden. Um diese zu beweisen, beweisen wir zunichst
(H,) und (H).
(H,): Vi (i€ Dom(A'"y) = fA ) =B, ).

Sei dazu i € Dom(A';). Dannisti € p, U (A; X {1,} ).
Fall 1: Seii € p,. Danni € Dom(A;). Dann f(A,) = ;. Dann f(A,) = B;.
Fall 2: Seii € (A, X {1,} ). Dann f(A}) = f(pr1(), mit pri() € A, . Ferner B, =
(pr1(i)). Dann f(A',) = F; . Also f(A",) = B;.
(H): Ve (@ist Atomsatzvon S' = (A' ko @ =B ko @)).
Sei ¢ Atomsatz von S'. Dann
dm 3n (m € Dom(,) & # ist Folge der Linge W, ,, in Dom(S',)
& =°P,°K,, - K, waym )-
Seien m und n so. Seix = N X {A'; ;}. Dann ist x Belegung aus A'. Dann gilt:
A s &
gdw A' Fo "Po Koy o % Koy
gdw ( valg 4 (° K.;) >i € {1,..pmm) € J42,m
gdw (A'sag 2 e 1w € Azm

gdw (f (/4'3(:1@))) ) i€ {1, n)m) € Bz,m
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gdw (B30 je 1, uoen € Bom (mit (H,))
gdw ( valg g ¢ (¥ K,;) >j € (hosut) € Brm
gdw B Fg e Pr S Ky o S Kopym
gdw B l’s’, ex -
Mit (H,) folgt nun weiter:
Fall 1: Angenommen, ¢ ist Atomsatz von S'. Dann folgt mit A" o ¢ und mit (H,):
Bk ¢.

Fall2: Angenommen

3¢’ ( @' ist Atomsatzvon S' & ¢ = g @').

Sei ¢' so. Dann folgt mit (H,):

At d' =B ko .
Dann gilt: A ke 7sd' = B ko e,
also Abd=B kb
Dann folgt mit A' ko ¢ B ke §. Also B ko ¢
Also gilt V@ ( @€ Diagt(A, S) =B ko @).
Also B [k, Diagt(A, S).
(1) Gelte B |k Diagt(A, S).

Um zu beweisen, dass f isomorphe Einbettung von A in B ist, wird (A), (B) und (C)
bewiesen.

(A): f ist Injektion von A, nach B, .

Nach Voraussetzung ist f Abbildung von A, nach E, . Dann ist nur noch die Einein-
deutigkeit von f zu beweisen. Sei also a, b € A, & f(a) = f(b).

Dann ist (a9 I"l‘2)> (b> |J'2) € (‘/41 X {|J'2})) also (a» |J'2)’ (b’ |J'2) € Dom(gii) und (a, |"l‘2)’ (ba UQ
# Py und By yoy = £(@) & Blyg, u = b)-
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Dann ist B, @rE) = B, ®, 1) -
Nach Theotem 2.3.51 ist B' Modell fiir S' vom Typ ( Wy, By U (A; X {[,}) )- Seix = N X

{f(2)}. Dann ist x Belegung aus &'. Ferner ist (a, W,), (b, k,) € Dom(S',). Dann gilt:

val g, .CKeue) = B aue

und vals g ,CKp,uen) = Bl ey -

Dann ist valg g CKe uey) = Vals g, CKp, uay)-

Dann gilt (5 |=s',x (S'K(a,p.(Z)) ~s S'K<b,u(2)))'

Nun ist (SKeapey =s “Kopay) ein Atomsatz von S'.

Seiy = N X {a}. Dann ist y Belegung aus A'. Angenommen,
nicht A' kg, ("Kepe) 7s “Kouay-

Nach Theorem 2.3.50 ist A' Modell fiir S' vom Typ { Ky, Ho U (A; X {12}) ).

Dann gj.lt: ./4‘ Fsl’y -_|S ( S'I<(a,p.(2)) :s S'K(b’u(z))).
Dann ist s (PKapey =s “Kppey ) € Diagr(A, S).
Nach Voraussetzung ist B | Diagr(A, S). Dann ist

S' — s
B ks 75 (Kapay s “Kope )
Dann gilt nicht: B ks« CKapey =s “Kopey )s im Widetspruch

zum oben bewiesenen Gegenteil. Also gilt

s —_ s
A |=S':Y( K(axll(?-)) S K(b,u(Z)))'

Dann ist valg Ay (S ‘I<(a,p(2))) = Vals‘,fl‘,y <S'K(b,u<2)))'
Nun ist valg, Ay 6 ‘I<(a,p.(2))) = J4'3 pe) = 2
& valg 4.y CKepey = Asppe) = b-

Also ist a = b. Also gilt
VaVb (a, b€ A & () = f(b) = a = b).

Dann ist f Injektion von A, nach F, .
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®) ViVa (i€ Dom(,) & a€ (b=l A -
(a€ Ay o (Ka), - fa,1)) €Boy)).
Sei hierzui € Dom(l,) & a € {1-*1 A Seiy =N X {a;}. Dann ist y Belegung aus A"
Seix = N x {f(a,)}. Dann ist x Belegung aus K.
Dann gilt: a€ A,
gdw (ay, .., 2,,;) € Ay
gdw (A's 502 je (1,m0) € Aoy
gdw (valg r, (% Kajuz) De (1,m1) € Ao
gdw A |=S',y *P T Koy - Kaptina
gdw P, 5K 2y - 5 Kiapiipay € Diagr(A, S)
gdw B ks, °P " Ko - Kepina
gdw <Vals','8',x(s' Kejua) >is<1,.-., wii) € By
gdw (B (aip2) P je (1miti) € Bay
gdw (£) )je (1, u10) € Bai-
© Vi (i€ Dom(A) = f(A,) = B,).
Seii € Dom(A;). Dannisti€ W, Dannist A, =A, ,und B, ;= E, ;. Fernerist A, ; €
Ay, also (./43,“ H,) € Dom(A';) & (Asis Ba) # Mo, also./4'3,(ﬂ,3’i’u’2) =J43,i .
Seix = N x {A,;}; dann ist x Belegung aus A und aus A'. Seiy = N x {f(A,)}; dann ist
y Belegung aus K und aus .
Angenommen, fA,) * ;.
Dann folgt mit Valsv’-g’y ( s K( A3 ) )= '@3’( A3ip2) = f(flz, D)
und Valg’g’y(S'Ki) ='Q3J ='83,i
valo g,y (7 Kasip ) * vals gy (T K).

Dann nicht (Q Fs',y(S‘K(A,s,i,u,z)zs S'Ki) ).
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Dann (P Kasipz) s~ K;) € Diagr(A, S).
Dann s (YK zipzy =s - K;) € Diagr(A, S).
Dann A ko5 (5 Kasinz =s - Ki)-
Dann vals o (T Kiaipz) )# vals, i (T K.
Dann A's asionzy * A's i
Dann Asi = Alsis
im Widerspruch zu A=A,
Also fA) =B,
Mit (A), (B) und (C) folgt, dass f isomorphe Einbettung von A in Kist. O



Kapitel 3: Die Ultraprodukt- und Ultrapotenzkonstruktion

In diesem Kapitel wird der Begriff des Ultraproduktes einer homogenen Familie von
Strukturen und dessen Spezialfall der Ultrapotenz einer Struktur entwickelt und das grundlegende
Theotrem von Los bewiesen. Ferner witd bewiesen, dass es zu einer Struktur mit unendlichem
Individuenbereich Ultrapotenzen beliebig hoher Kardinalitit gibt. Zusammen mit der Tatsache,
dass die Ultrapotenz einer Struktur A elementar dquivalent zu A ist, folgt, dass Probleme der
Messtheorie, die auf einer nicht hinreichend groBen Kardinalitit einschligiger Strukturen ent-
standen sind, durch den Ubergang zu einer geeigneten Ultrapotenz der betreffenden Strukturen

gelost werden kénnen.

3.1 BOOLEsche Verbinde

Abschnitt 3.1 ist der Einfithrung des Begriffs des Boolschen VVerbandes gewidmet. Zunichst
werden ordnungsrelevante Eigenschaften von Relationen definiert wie z.B. transitiv, reflexiv, asym-
metrisch, konnex. Mit diesen werden dann Ordnungsstrukturen vom Typ ((2), @) definiert, z.B.
partielle Ordnung (transitiv, reflexiv, antisymmetrisch), strikte partielle Ordnung (transitiv, irreflexiv, a-
symmetrisch), strikte totale Ordnung (transitiv, irreflexiv, asymmetrisch, konnex), pozentielle Ordnung
(Struktur vom Typ ((2), @)). Es folgen Definitionen fiir die Begtiffe obere/ untere Schranke, Supre-
mum/ Infimum, maximales| minimales Element, grifites/ kleinstes Element. Mit diesen Begriffen werden
dann eingefihrt die Begriffe 1/erband (partielle Ordnung, welche zu je zwei Elementen ein Infi-
mum und ein Supremum enthilt), komplementirer Verband, Boolescher Verband. Eine im weiteren
Vetlauf der Arbeit wichtige Art von Booleschen Verbinden sind die Verbinde V(I) = (POT(I),
(Sporg), @) fur I * Q.

3.1.1 Definitionen.-

Fuir alle R, A:

Rist

(1) transitiy (7) konnex

(2) reflexiv (8) asymmetrisch

() irreflesciv 9) dicht

(4) symmetrisch (10) wohlgeordnet

(5) antisymmetrisch (11) streket woblgeordnet

(6) linear inA

74



3.1 BOOLESCHE VERBANDE

75

gdw
RcA® A& fiiralle x, y, 3 € A:

(1) () €R& (), 3)€R= (x, )€ R
@ (x,x/€R

(3) (xx) ¢ R

@ (cy)€eR= (5, x)eR

(5) (xy)€eR& (5 x)e R=x=y

(6) (x, 3) € R oder (5 x)€ R

(7) (x, ) € Roder (3, x) € R oder x =y

®) (3)€ER=(3,x)¢R

) (x,y)eR&x#)/=>ELr€A,sodass (x,s)eR&(s,y)eR&xaﬁJ#y

(1)) VX (XcA&X* O

=3Jr(re X&Vs(s€ X= (4 5)€R)))

() VX (XcA&X?* O

= 3r(te X&Vs(s€ X= (t,s)€ A odert=5))).

3.1.2 Definitionen.-
Fiir alle A:
Alist eine (1) QuasiOrdnung
(2) partielle Ordnung
(3) schwache Ordnung
(4) totale Ordnung
(5) dichte Ordnung

gdw

(6) Wohlordnung

(7) strikte, partielle Ordnung
(8) strekte, totale Ordnung
(9) strikte Woblordnung

(10) potentielle Ordnung
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Aist Struktur vom Typ  (2), @ ) & :

1) /42,1 ist transitiv und reflexiv in A,

(2) A, , ist transitiv, reflexiv und antisymmetrisch in .4,

(3) A, , ist transitiv, reflexiv und linear in .4,

) /42’1 ist transitiv, reflexiv, antisymmetrisch und linear in .4,

(5) A, , ist transitiv, reflexiv, antisymmetrisch, linear und dicht in

(6) A, , ist transitiv, reflexiv, antisymmetrisch, linear und wohlgeordnet in 4,

(7) A, 1 ist transitiv, itreflexiv und asymmetrisch in

®) /42,1 ist transitiv, irreflexiv, asymmetrisch und konnex in .4,

(9) A, ; ist transitiv, irreflexiv, asymmetrisch, konnex und strikt wohlgeordnet in 4]

(10) — .

Zu der obigen Definitionenkette ist zu bemerken, dass die Reflexivitit schwacher Ord-
nungen aus den Axiomen der Transitivitat und der Konnektivitit folgt. Bei den Totalordnungen
folgt die Reflexivitit aus den anderen Axiomen. Bei den strikten partiellen Ordnungen folgt die
Asymmettie aus der Transitivitit und der Irreflexivitit. Ubersichtlichkeit war bei den votliegen-
den Definitionen ein wichtigerer Gesichtspunkt als Sparsambkeit.

Die Terminologie ist bei den Ordnungsbegriffen noch uneindeutig. Z. B. werden totale
Ordnungen haufig auch als lineare oder auch als einfache Ordnungen (simple orderings) bezeichnet.

Oder: Suppes (1957; S. 216) nennt die Linearitat 'strong connectedness'.

3.1.3 Definition.-
A ist die durch K bestimmie Subordnung von A

gdw

A= (K (A, IK), D).
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Es ist der folgende Satz offensichtlich:
3.1.4. Satz.-
Wenn A Struktur vom Typ ( (2), @ ), Kc A, & K # @, dann ist die durch K bestimmte

Subordnung von .4 Substruktur von A,

3.1.5. Definition.-
K ist Kette in A
gdw
(1) A st potentielle Ordnung & K ¢ A4, &

(2) die durch K bestimmte Subordnung von A ist linear.

3.1.6. Definition.-
x ist eine obere [untere] Schranke von A in A
gdw
(1) A ist eine potentielle Ordnung & x € A, & A< A &

) firalle a € A: (a,x) [(x, a)] € Ay,

Als nichstes wird die kleinste obere und die grof3te untere Schranke definiert.
3.1.7. Definition.-

x ist Supremum [Infimum] von A in A

gdw

(1) x ist obere [untere] Schranke von A4 in A &

(2) fur alle y:

(yist obere [untere] Schranke von A4 in A = (x, 3) [(y, x)] € A,).
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3.1.8. Satz.-
In jeder potentiellen Ordnung A, in der A, , antisymmetrisch in A, ist, gibt es 3u jedem A < A,
hichstens ein Supremum [Infimum] von A in A.
Beweis: Seien x und y Suprema von A in A. Dann gilt: (x, y) € A,; und (y, x) € A,,.

Und es folgt x = y. Entsprechend der Beweis fiir die Eindeutigkeit des Infimums.

Fir das Supremum und das Infimum einer Menge wird eine Abkiirzung eingefiihrt:
3.1.9. Definitionen.-

Wenn es ein Supremum [Infimum] von 4 in A gibt, dann fiir alle y:

Sup_¢(A) =y [Inf ; (4) =]

gdw

 Suptemum von A in A [y ist Infimum von A4 in 4]

Nun werden zwei eigene, 2-stellige Funktionskonstanten ... 1, ... bzw. ... L1 4 ... einge-

fihrt, um das Infimum bzw. das Supremum von 2-elementigen Mengen zu bezeichnen.

3.1.10 Definitionen.-

x = Inf,; ({x})

und

XUy = Sup 4 ({23})

In einer potentiellen Ordnung ist zwischen dem groBten und den maximalen Elementen
zu unterscheiden; analog dazu ist die Begriffsbildung fiir das kleinste und die minimalen Elemen-

te. Dazu die folgenden Definitionen:
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3.1.11 Definitionen.-
x ist maximales [minimales] Element von A
gdw
(1) A st eine potentielle Ordnung und x € A &

() firalle y € A, : wenn y # x, dann (x, 3/ [(y, x)] € A, ;.

3.1.12 Definitionen.-
x ist grijfites [kleinstes] Element von A
gdw
(1) A ist eine potentielle Ordnung und x € 4, &

) firalle y€ A : (9, x) [(x,9)] € A, 1.

In jeder potentiellen Ordnung ist das groBte und kleinste Element eindeutig; dazu der
folgende Satz:
3.1.13 Satz.-
In jeder potentiellen Ordnung A, in der A, | antisymmetrisch in A, ist, gibt es hichstens ein grofites
Element.
Beweis: Seien s und t grofite Elemente von A. Dann ist (s, t) € /42,1 und (t, s) € ./42’1 ;
wegen der Antisymmetrie der potentiellen Ordnung gilt dann
s=t

Entsprechend der Beweis fiir das kleinste Element.

Das groBte und kleinste Element einer partiellen Ordnung werde je mit Hilfe einer ein-

stelligen Funktionskonstanten bezeichnet:
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3.1.14 Definition.-
Wenn es ein kleinstes [groBtes] Element von A gibt, dann fiir alle x:
041 4=x
gdw

x ist kleinstes [groBtes] Element von A.

Ein Spezialfall der partiellen Ordnung ist der Verband:

3.1.15 Definition.-
Alst ein Verband
gdw
(1) A ist eine partielle Ordnung &
(2) fiir alle x, y € A, gibt ein sund ein 7 so dass s Infimum von {x, y} in 4 ist und #ist

Suptemum von {x, y} in .A.

Weiter unten wird die Kommutativitit und Assoziativitit der Infimum- und der Supre-
mumsbildung bei 2-elementigen Teilmengen eines Verbandes benotigt, hierzu die folgende Satz-

reihe:

3.1.16 Satze.-

Sei A ein Verband, dann gilt fiir alle x, y, 3 € A, :

(1) XU y=yu  x &
) X< 4&Y <= XU )< 4] &
3 XU, () = (XU ) uasg &

) (XU )=y
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Beweis: Sei A Verband und seien x,y,z € A, .
Oixy}r={pnx}
(2) Gelte x < 4 z & y < 4 z. Dann ist z obere Schranke von { x,y } in.A;. Da x L 4 y klein-
ste obere Schranke von { %,y } in A, ist, folgt: x Li4 y < 4 2.
(3) Es gilt: X< xy&y<xuy7&

XU Y < (xUyy)uz&z < (XUyy) Uz
Wegen der Transitivitit von < 4 folgt:

X< (xUyy)Usz&y <4 (XU y) Uz

Und mit (2) folgt: YUz < (XU Y ) U2

Und wiederum mit (2):

XUy (yuuz) < (xuyy)uaz *
Weiterhin gilt: y<ayu z<axuy(yuyz)
und x<uxuy(yusz).
Mit (2) folgt: XUy <uxty(yuyz).
Und wegen 2Ly z < xU, (YU 2Z)
folgt (xuy)u iz xy(yuyz). ok

Und wegen der von < 4 geforderten Antisymmetrie folgt schlieBlich aus * und **:

(xuyy)uyz=xuy(yuasz).

(4) Es gilt:

(XUAY) T4y S4Y-
Und da y<4XU4Y
und YASYs

folgt mit 3.1.17(2): V<4 (xXU4y) M4y
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Weiterhin gelten die folgenden zu 3.1.16 dualen Sitze:

3.1.17 Satze.-

Sei A ein Verband, dann gilt fiir alle x, y, 3 € A,

) Xy =)myx &
@ REAX& I Y= R 4X T

©) Xy (Ngg) = (xMy) Mg &
Q) (xM ) Ly =

Beweis analog zu den Beweisen in 3.1.16.

3.1.18 Definition.-
_y ist Komplement von x in A
gdw

(1) Aist Vetband und x, y € A & (2) x U 4y =1 yund x11 .y = 0 4.

3.1.19 Definition.-
Alst ein komplementirer Verband
gdw
(1) Aist Verband, der ein kleinstes und ein gréBtes Element enthilt &

(2) zu jedem x € A, existiert ein y, so dass y Komplement von x in A ist.

3.1.20 Satz.-
In jedem komplementiren Verband A gilt fiir alle y € A, :
Myu,0,=r&

@yl y=y&yn, 0,=0,&y 0,41 ,=1,.
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Beweis: (1) Nach Definition von 0 ,gilt fiir alle y € 4, : ( 04, y ) € A, ; nach Definition
der partiellen Ordnung gilt fiir alle y € A, : (5, y ) € A, ; somit ist y obere Schranke von {
04, } in_A. Da fiir eine beliebige obere Schranke g von {0 4, y} in A gilt: (4, 3/ € A,
ist y Supremum von {0 4, y} in A

(2) Analog die Beweise fiir die drei Gbrigen Identititen.

Die Distributivitit macht komplementire zu BOOLEschen Verbinden.

3.1.21 Definition.-
A ist ein BOOLEscher Verband
gdw
(1) Aist ein komplementirer Verband &
(2) furalle x, 3, g € ./412
G U= (XU )M U3 &
L) MAR= (XML M) &

30,1,

Die Bedingung (2) in der Definition des BOOLEschen Verbandes stellt die Eindeutigkeit

der Komplemente sicher; dazu der folgende Satz:

3.1.22 Satz.-
In einem BOOLEschen Verband A hat jedes x € A, genau ein Komplement in A.
Beweis: Seien y und z Komplement von x in A.
Danngilt: x iy =xuz=1,,&xmuy=xryuz=0,

Es ist y=yu,0,
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=y U4 (EM42)
= &Mz Uay
= EUAY) MU (zUay)
=14Mu(EUay)
=zUyy.
Analog dazu gewinnt man z = z L4 y und somit ist y = z.
Zur Bezeichnung des Komplements eines Elements eines BOOLEschen Verbandes wird

eine 2-stellige Funktionskonstante eingefiihrt:

3.1.23 Definition.-
Wenn 4 BOOLEscher Verband ist und x € 4, , dann soll fiir alle y € 4, gelten:
s =y
gdw

yist Komplement von x in A.

In Abschnitt 3.2 wird noch folgender Hilfssatz benotigt:

3.1.24 Satz.-
Wenn ./ BOOLEscher Vetband ist, dann gilt fiir alle x, y € A, :
XM y*=0, gdw x< 4.
Beweis: Angenommen xMyy*=0,.
Dann gilt: X =
XMyl =xmy (Yuay*) = (Xmay) Ua(xmay*) = (xmyy)uy 0y
=XMyy <4y

Seinun x < 4y.
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Dann folgt mit x < 4 x und mit Satz 3.1.17@): x < 4, x M, .

Weiterhin ist XM,y <4%.

Wegen der Antisymmetrie der Ordnungsrelation < , folgt dannx M,y = x.
Dann gilt:

XMy = (xmyy) My =xn, (ynay*) =xn, 0,=0,. O

Den zu 3.1.24 dualen Satz —
3.1.25 Satz.-
Wenn 4 BOOLEscher Vetband ist, dann gilt fiir alle x, y € A, :
xU %=1, gdw y < 4x

— beweist man analog.

In 3.2 werden 'Filter' und 'Ultrafilter' als Untermengen der Individuenbereiche von
BOOLEschen Verbianden definiert. Fiir das Los'sche Theorem bendtigt man aber speziellere
Filter. Um nun die Eigenschaften eines BOOLEschen Verbandes be1 diesen Filtern zur Verfi-
gung zu haben, witd gezeigt, dass V(I) = ( POT(I), { Sporq ), @ ) ein BOOLEscher Verband ist,

wenn [ # @ . Dazu die beiden Definitionen:

3.1.26 Definition.-

cx={p|esgbtein 4, BE K sodass AcB&p=1(AB/)}.

3.1.27 Definition.-
Fiir alle I soll gelten:

V(@) = { POT), { Sporg )» D )-
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3.1.28 Satz.-

Fiiralle I + O gilt : V(1) ist esn BOOLEscher Verband.
Ferner gilt :
(1) wenn A, B< 1, dann

AryyB=ANBund

AuyyB=Au Bund

AFO =T\ A
2) lyg = Lund Oy = O.
Beweis: Sei I nichtleer und seien A, B, C € POT(I). Dann gilt:
A c A und somit (A,A) € Cporq (Reflexivitit);
(A c B) & (B c A) = A = B (Antisymmettrie);
(A< B) & B c C)) = (A c C)) (Transitivitat);
somit ist V(I) eine partielle Ordnung.
Furalle A, B € POT(I) ist A U B das Supremum von {A, B}; denn es gilt A < A U B und
B c A U B und somit ist A U B obete Schranke von {A, B} in V(I); weiterhin gibt es
keine obere Schranke C von {A, B} in V(I) fir die A € C,B c Cund C c A u B gilt; also
ist A U B Supremum von {A, B} in V(I);
also ist AuB=AuygB.
Analog der Beweis, dass A N B Infimum von {A, B} in V(I) ist und dass
ANB=Anryg,B.
Da somit fiir alle zweielementigen Mengen aus V(I); ein Supremum und ein Infimum
existieren, ist V(I) ein Verband.
I ist groBtes Element von V(I), denn fiir alle A € V(I), gilt:
A < T und somit (A, I) € V(I), ; und I = 1y,

@ ist kleinstes Element von V(I), denn fiir alle A € V(I), gilt:
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@ < A und somit (@, A) € V(I), ; und @ = Oy,

Zujedem A € V(I), existiert das Komplement A* von A in V(I):
AYO =T\ A;
also ist V(I) ein komplementirer Verband.
In V(I) gelten die beiden folgenden mengentheoretischen Theoreme:
fur alle A, B, C € POT(I):
DAUBNC=ANCuBNC)und
@ ANBUC=AUCN@BUC).

Da I nichtleer ist, gilt: lyq * Oyq.

Damit ist gezeigt, dass V(I) = { POT(D), € Srorq ), @) BOOLEscher Verband ist.



3.2 Filter und Ultrafilter

In _Abschnitt 3.2 werden verschiedene Filterbegriffe definiert. Ein Filter auf einem Boo-
leschen Verband F ist eine Teilmenge von E, , welche das groBite Element 1z von B enthilt,
unter der Infimumbildung von Zweierklassen abgeschlossen ist und zu jedem Element x alle g
mit {x, g) € 32,1 enthilt. Von den verschiedenen betrachteten Varianten des Filterbegriffs ist der
Begriff des Ultrafilters fir spitere Zwecke besonders wichtig: ein Ultrafilter auf einem Booleschen
Verband T ist ein Filter auf &, der ein Element x genau dann enthilt, wenn er das Komplement
x*von x in 5 nicht enthilt. Fiir die Konstruktion von Ultrafiltern ist das Ultrafiltertheorem wichtig,
welches besagt, dass es zu jeder Teilmenge E des Individuenbereichs eines Booleschen Verban-
des B, welche unter endlichmaliger Schnittbildung nichtleer ist, einen Ultrafilter auf B gibt, der E
als Teilmenge enthilt. Ferner wird bewiesen, dass es zu jeder unendlichen Menge I, deren Kardi-
nalzahl |I| = « ist, einen a-reguliren Filter auf V(I) gibt; dabei ist ein &-regulirer Filter auf V(I)
ein echter Filter, d.h. # POT(]), auf V(I), der eine Teilmenge E der Kardinalitit o enthilt, so dass

jedes Element von I nur in endlich vielen Elementen von E enthalten ist.

3.2.1 Definition.-
Fist Filter anf &
gdw
(1) Eist BOOLEscher Verband &
(2 Fc Bund1z€ F&
() firallex, 5, s€ 5, :x,y€ F=xrngye F&

(4 firallex, y, s€ 5, : (x€ F& x<pg) = g€ F.

Nach dieser Definition ist jeder Filter F nichtleer, da ja 1€ F.

3.2.2 Definitionen.-

Fist Hauptfilter iiber x anf 5 gdw x€ 5l & F={y|{(xy)€ 5, }.

Fist Hauptfilter auf & gdw  dx ( Fist Hauptfilter iiber x auf 5).

88



3.2 FILTER UND ULTRAFILTER 89

3.2.3 Satz.-
Wenn 5’ BOOLEscher Verband & x € 5], dann ist der Hauptfilter iiber x auf 5ein Filter
auf &
Beweis: Sei K BOOLEscher Verband und seix € E, .
Sei F={y|(xy)€B, }.
Dannist F ¢ B, denn wenny € F,dann (x,y) € ,, , dann y € B,. Ferner ist 1z € F,
denn es gilt
Vz(z€B, =(z15) €8, ), als0(x,1g) € B, ,also 1z € F.
Weiterhin gilt: VaVb(a, b€ F =1Infz {a, b} €F).
Denn seien a, b € F.
Dann{x,2)€B,, &(x,b)€FE,,;. Dann(x,Infz {a,b} ) €, ;.
Dann Inf; ({a, b}) € F.
SchlieBlich gilt noch VaVb(a€F&(ab)€eB, =beF).
Denn angenommen, 2 € F & a, b )€ K, .Dann (x,2) €6, &{a,b) € '82,1 . Dann

mit Transitivitit von 15, ; : (x,b)€ B,,.Dannb € F.

3.2.4 Definition.-
Fist echter Filter auf 5
gdw

Fist Filter auf 5& F # B].

Echte Filter existieren auf allen BOOLEschen Verbinden. Da 1€ 5 fiir alle BOOLE-

schen Verbinde Fgilt, ist z.B. {15} echter Filter auf &
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3.2.5 Definition.-
E ist in B unter endlichmaliger Schnitthildung nichtleer
gdw
(1) BOOLEscher Verband und E ¢ 5, &

@ VX (Xendlc E& X # @ = Infp(X) # 05).

3.2.6 Hilfssatz.-
Sei EBOOLEscher Verband, sei E ¢ B, und gelte:
VEVG(FEE&GEE=Infp({F,G}) #* 0z&Infz({ F, G })€ E).
Dann ist E in B unter endlichmaliger Schnitthildung nichtleer.
Beweis : Sei X endl € E und sei X # (3. Dann
dn de (n € N & eist Abzihlung der Linge # von X).
Seien n und e so. Dann Ran(e) = X. Sei nun
M = { 7| Ve (eist Abzihlung der Linge » & Ran(e) ¢ E
& Infz (Ran(e)) € E = Infz (Ran(e)) # 0g) }.
Nun witd durch N-Induktion bewiesen, dass N ¢ M.
L B.: Da X # () vorausgesetzt ist, ist e keine Abzahlung der Linge 0 und 0 € M.
L S.: Sein € M N N. Sei e Abzihlung der Lange n+1 und sei Ran(e) c E.
Dann ist
e=elnu {(n,e)}.
Ferner ist e f n Abzidhlung der Linge n & Ran(e ' n) < E. Dann folgt mit der Induktions-
voraussetzung:  Infp (Ran(eln)) # Oz & Infz (Ran(efn)) € E.
Nun ist
Ran(e) = Ran(eln) U {e,}.

Dann ist Infzp (Ran(e) ) = Infz (Ran(eln) U {e,})
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= Infz ({Infz (Ran(eln),e,})) # 05 .

Unddae, € E,ist

Infg ({Inf (Ran(e 'n)), e,}) € E.

Alsoistn + 1 € M und Infg (X) # 0O folgt. O

3.2.7 Definition.-
E generiert den Filter F anf 5
gdw
(1) BOOLEscher Verbandund E c 5, &

) F=n {D | E c D & Dist Filter auf 5}.

3.2.8 Satz.-

Sei F Filter auf 5. Dann ist F der durch F generierte Filter auf K.

Beweis: Sei F Filter auf E.

Sei x € F. Sei D Filter auf K & F ¢ D. Dann ist x € D. Also
x€N{D | DFilterauf E&Fc D }.

Also ist x Element des durch F generierten Filters auf 5.

Sei nun x Element des durch F generierten Filters auf 5.

Dann
VD (D Filterauf E& Fc D =x€ D).

Dann x € F. Insgesamt ist also F der durch F generierte Filter auf 5.

Mit dem nichsten Satz werden generierte Filter genauer charakterisiert.
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3.2.9 Satz.-
Sei 5 BOOLEscher Verband, sei E ¢ B, #nd sei D der von E generierte Filter anf B.
Dann gilt:
(1) D ist Filter auf .
@D={X|XeB &(X=1goder AY endl ¢ E & Infg (Y) <z X)}.
(3) D ist echter Filter
4w B inB unter endlichmaliger S chnitthildung nichtleer ist.
Beweis: Sei § BOOLEscher Verband & E ¢ B, & D der von E generierte Filter auf .
(1) Esist D ¢ B}; denn wenn X € D, dann gilt fiir alle D mit E ¢ D und D Filter auf E,
dass X € D; nun ist E ¢ B, und B, Filter auf ; also X € . Also D ¢ E,. Ferner ist 15 €
D. Denn wenn D Filter auf 5, dann ist 15 € D;
also VD (E ¢ D & D Filter auf K= 1z € D);
also 1z € D.
Sei weiter X, Y € D, sei E ¢ D & D Filter auf 5; dann ist X, Y € D,
alsoist X g Y € D;
also VD (E ¢ D & D Filter auf K= X rz Y € D);
also Xz Y € D.
Sei schlieBlich X € D & X < Z <5 1. Sei E ¢ D & D Filter auf 5.
Dannist X € D;alsoist Z € D;
also gilt VD (Ec D&DFilterauf K= Z € D);
also ist Z € D und somit ist D Filter auf 5.
(2) Es ist D =n {% | E c °f & f Filter auf 5 }.
SeiD'={X| XeB & (X=1goder3Y,, .., Y, (Y;,.., Y, €E
&Y ng.ngY,<xX))}.

Beh.: D =D".
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Wir zeigen zunichst, dass D ¢ D'.
Da VYF (E ¢ of & & Filter auf B = D c &),
geniigt es zu zeigen, dass E ¢ D' Filter auf .
Zunichst ist E ¢ D'. Denn wenn E, € E, dann ist E, € B, und es ist
E,MgE, <z E,,
also 3Y,,Y,(Y,,Y,€EmitY,rng Y, <gE;);
alsoist E; € D';alsoist E c D'.
Ferner ist D' Filter auf 5. Denn es ist D' ¢ ), da, wenn X € D', X € E,. Weiter ist 1z €
D',denn esist 1Ig€ 5, & 15 = 15, also ist 1z € D".
Seien ferner X, X' € D"; dannsind X, X' € B, und X = 1
oderesgibt Y ,.., Y, € EmitY,rng..MngY, <gX,undesist X' = 15
oderesgibtY',,..., Y, € Emit Y ng..ng Y, <gX.
Es sind also 4 Fille zu unterscheiden:
1L.Fall: X =1pund X' = 1g;dann X mp X' = 1€ D",
2.Fall: X =1gundesgibtein Y',,..,Y € Emit Y, rng..rmg Y, <X}
dannist X ne X' =X'e D"
3. Fall : Analog zum 2. Fall mit X' = 1.
4.Fall: Esgibtein Y, , .., Y, € Emit Y, Mg..MgY, <gXundein Y, .., Y € Emit
Y rg..mg Y, <pgX' ;dannist X g X' € B, und es gibtein Y;, .., Y, , Y, .., Y, € E
mit Y} Ng..Mp Y, < (XngX');
alsoist (XMgX') € D' Esistalso
VX, X'(X,X'eD'=XmgX eD').
Sei schlieBlichnoch X e D' & X <z Z <5 1.

Dannist Z € B, &
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(Z=1godet3Y,, .., Y, (Y, .. Y, €E& Y Ng..5 Y, <gZ));
alsoist Z € D".
Es ist also VX, Z(XeD' & X<gZ<glg=2Z€D").
Insgesamt ist damit gezeigt, dass D' Filter auf Bist. Also ist E ¢ D' & D' Filter auf .
Alsoist D c D'.
Es bleibt noch zu zeigen, dass D' ¢ D.
Sei also E ¢ F & F Filter auf 5. Dann ist D' c F.
Denn sei X € D".
Dannist X € B, &
(X=1goderdY,, .., Y, (Y;,., Y, €EE& Y, Ng..Mg Y, <gX));
wenn X = 1p,dann ist X € F,da 1z € F;
wennY,,.., Y,EE&Y n..nY, <X dannY,,.. Y, €F,alsoist

Y1 f—|-g r—lg Yn € F, und Wegen Y1 n-g ﬂ'g Yn SBX S-g 1-3 gﬂtX € F,

also gilt VX(XeD'=XeF),
also ist D'cF.
Also gilt VF (E c F & FFilter auf K= D' c F).

Also ist D' ¢ D. Und somit ist D' = D.

(3) Angenommen D echter Filter auf 5 und E ist unter endlichmaliger Schnittbildung
leer. Dann gibt es ein Cendl ¢ E & Infz (C) = 0z . Da E den Filter D generiert, ist C endl
c D; da nach (1) D Filter auf K ist, ethilt man Infz € D, also Oz € D; ferner gilt fiir alle
X € B): 0g <g X; da nun Oz € D und D Filter auf 5 ist, gilt fiir alle X € B;: X € D und
somit ist D = B, im Widerspruch zur Annahme, dass D echter Filter ist. Also, wenn D
echter Filter auf K ist, dann ist E unter endlichmaliger Schnittbildung nichtleer.

Sei nun E unter endlichmaliger Schnittbildung nichtleer.

Nach (1) ist D Filter auf 5. Nach (2) gilt fiir alle X € D:
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X=1godetE;n..nE <p XfurE,, .., E € Emitne N.
Se1X € D.
Wenn X = 15, dann X # 0z, da ¥ BOOLEscher Verband und daher Og # 15.
Wenn E, ..M E, <X, dann X # 0z, weil E, 1 ... 1 E, # 0g, da E in T unter endlich-
maliger Schnittbildung nichtleer ist.
Also ist X # 0g . Also VX(XeD=X=#0g)

Also 0z ¢ D.Da0g € B, ,ist D # E,. Also ist D echter Filter auf . O

3.2.10 Satz.-
Es sei F Filter auf einem BOOLEschen Verband 8. Dann sind die drei folgenden Bedingungen dqui-
valent:
(1) F st echter Filter.
(2) 0z ¢ F.
(3) F ist in B unter endlichmaliger S chnitthildung nichtleer.
Beweis:
(1) = (2): Sei F echter Filter und gelte Oz € F. Dann sind alle X € 5| Element von F, da ja
0g <g X fiir alle X € , gilt, und somit ist F =, im Widerspruch zur Annahme.
(2) = (3): Wenn Og ¢ F, dann ist F # T, und somit ist F echter Filter und F ist der durch
F generierte Filter auf 5. Dann ist nach 3.2.9 F unter endlichmaliger Schnittbildung
nichtleer.
(3) = (1): Angenommen F ist in 5 unter endlichmaliger Schnittbildung nichtleer. Nach
Voraussetzung ist F ¢ 5, und F ist der von F genetierte Filter auf K. Dann ist F echter

Filter auf 5 (3.2.9).
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Als nichstes werden speziellere Filter definiert.

3.2.11 Definition.-
U ist ein Ultrafilter anf 5
gdw
(1) U ist ein Filter auf 5'&

(2) firalle x€ 5, : x € Ugdwx“‘ge U.

Bei Ultrafiltern entfallt die Unterscheidung in echte und unechte Ultrafilter, da Ultrafilter

immer echte Filter sind.

3.2.12 Definition.-
U ist ein Hanptultrafilter auf 5
gdw
(1) U ist ein Hauptfilter auf 5&

(2) U ist ein Ultrafilter auf 5.

Der folgende Satz dient zur weiteren Charaktetisierung von Ultrafiltern.

3.2.13 Satz.-
Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:
(1) U ist ein Ultrafilter auf 5
(2) U ist ein maximaler echter Filter auf 5.
D. h. U'ist ein echter Filter auf 5'und der einzige echte Filter auf 5, der U als Teilmenge

enthilt, ist U selbst.
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Beweis: (1) = (2): Angenommen (1). Dann ist U echter Filter, da ja 1z € U und (Ig)*g =
05 ¢ U. F sei nun ein echter Filter auf 5 der U als Teilmenge enthilt.
Es seix € Fund x € U, dann gilt x* € U, da U Ultrafilter, und x* € F, da U c F voraus-
gesetzt ist, dann Oz = x Mg x* € F im Widerspruch zur Annahme, dass F echter Filter ist.
D. h. es gibt kein x € Fmit x ¢ U. Daherist Fc U&F =U.
(2) = (1): Angenommen, U ist maximaler echter Filter auf 5. Dann ist U Filter auf 5. Sei
fernerx € B,.
Dann nicht (x € U&x** € U);
denn wenn x € U & x*® € U, dann Infg({ %, x** }) € U und Infg({ x, x*¥}) = 0g; dann
0z € U, im Widerspruch zu Og ¢ U, da U echter Filter auf B ist. Also gilt:
xeU-x¥¢U.
Es ist nun noch zu beweisen, dass
#FeU=xeU.
Sei also x* ¢ U. Sei F der durch U U {x} generierte Filter auf 5. Wir beweisen nun, dass
U v {x} in B unter endlichmaliger Schnittbildung nicht leer ist; denn dann folgt mit
Theorem 3.2.9, dass F ein echter Filter ist, der U U {x}, also U als Teilklasse enthilt, und
es folgt mit der Annahme, dass U maximaler echter Filter ist, dass F = U, also wegen U U
{x}cF,dhxeFxel.
Seialso Yendlc Uu {x}.Esist(x€ Yorx ¢ Y).
Wenn x ¢ Y, dann ist Y endl ¢ U, also Infg (Y) € U, also Infz (Y) # Og, da U ein echter
Filter auf B ist.
Wenn x € Y, dann ist Y=(Y\ {x})u {x},
dann  Infp (Y) =Inf( (Y \ {x} ) U {x} ) = Infg({ Infe( Y \ {x} ),x })

und Infg( Y \ {x} ) € U. Wire nun Infg (Y) = Og dann wiirde
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Inf(Y\ {x} ) igx=0g

gelten; und mit x = (x®)™® und mit Satz 3.1.24 wiirde

Infz (Y \ {x}) <gx*
folgen und x* € U im Widerspruch zur Annahme; und es folgt somit:

Inf (Y \ £x}) U {x}) # Og.

Und es ist bewiesen, dass U U {x} in B unter endlichmaliger Schnittbildung nichtleer ist.
UnddaUvu {x} c Fund F = U, ist

x € U, wenn x* ¢ U.
Damit ist gezeigt, dass fiir alle x € B, gilt:

x€Uex*¢g U

Somit ist U ein Ultrafilter.

Die Existenz von Ultrafiltern wird dutch den ubetnichsten Satz — das Ultrafiltertheo-
rem — belegt. Zuvor aber ein Hilfssatz fiir dieses Theorem:
3.2.14 Satz.-

Wenn 8 BOOLEscher Verband ist und wenn

C c { % | & echter Filter auf B }

und wenn  C,{ ¢ ), @) linear ist, dann ist UC echter Filter anfB.

Beweis: Seien die Voraussetzungen fiir 5 und C erfiillt. Dann gilt:

(1) UC ¢ B,. Denn wenn x € UC, dann 3% (f € C & x € &F ). Sei &F so. Dann x € & &

FcB,alsoxeB,.

(2) 15 € UC. Denn nach Voraussetzung ist { C, { . ), @ ) linear, also C # @, also gibt es

ein &f, so dass F € C. Sei °F € C. Dann ist °f Filter iiber 5. Dann 13 € &F. Also

3%F (F € C & 15 € &F).

Dann 15z € UC.
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3 Vax Vy (2,9 € UC = Infg({x, y}) € UC.

Denn seien x,y € uc.

Dann 39, (°f, € C & x € ZF,). Sei &4, so.

Ferner 3%, (¢f,e C&y € %,). Sei 7, so.

Nach Voraussetzung ist { C,{ c¢ ), @) linear. Dann Zf, ¢ %, oder 7F, c ZF,. Wenn F,
c %, dann x, y € %, dann Infg ({x, y}) € &, also Inf ({x, y}) € UC. Wenn &, c &F,,
dann x, y € &f,, dann Infg ({x, y}) € ZF,, dann Infg ({x, y}) € UC, also Infg ({x, y}) € UC.
©) VxVy(xeUC&(x 5)€B, = zelUC).

Denn seix € UC & (x,z) € B,;. Dann 39 (9f € C & x € &F ). Sei 7 so. Dann x € f &
(x,2z) €6, und Y% ist ein Filter auf B. Dann z € &f. Dann z € UC.

(5) Wenn C < { &f | °f echter Filter auf 5 }, dann UC echter Filter auf B.

Denn sei C < { &f | &f echter Filter auf 5 }. Angenommen 0g € UC. Dann 3% (% € C
& 0g € 9F). Sei &F so. Nach Voraussetzung ist 7 echter Filter auf B. Dann Og ¢ &f im

Widerspruch zu Og € ZF. Also Og ¢ UC. Dann UC echter Filter auf 5.

3.2.15 Satz.- (Ultrafiltertheorem)
Sei' B BOOLEscher Verband, sei E ¢ B, und sei E inB unter endlichmaliger S chnittbildung nicht-
leer. Dann excistiert ein Ultrafilter D aufS so dass E < D.

Beweis: Sei § BOOLEscher Verband, sei E ¢ K, und sei E in K unter endlichmaliger

Schnittbildung nichtleer. Sei F der von E auf K generierte Filter. Dann ist nach Satz 3.2.9
F echter Filter auf 5 & E ¢ F. Sei nun.

A = { 9| % ist echter Filter auf E& E < 7F }.
Dannist A # @. Dann ist { A, (c,) , @ ) eine partielle Ordnung.

Sei C Kette in ( A, (c,), @ ).



100 3. ULTRAPRODUKTKONSTRUKTION

Dann ist C ¢ A und ¢ A, (c A), @ ) ist lineat geordnet. Dann folgt mit Satz 3.2.14:

UC ist echter Filter auf 5, und des Weiteren gilt: E < UC.

Wit beweisen nun, dass UC eine obere Schranke von Cin ( A, ( <, ) ) ist.

Erstens ist ( A, ( ¢, ), @) eine partielle Ordnung & UC € A & C c A.

Zweitens gilt fur allef)te C:{ f)‘, Uc)e Ch-

Das zeigt, dass alle linearen Teilklassen von A eine obere Schranke besitzen. Mit dem
ZORNschen Lemma folgt dann, dass A wenigstens ein maximales Element besitzt. Sei D
ein solches Element. Dann gilt: E ¢ D und D ist maximaler echter Filter auf 5. Denn sei
D¢ echter Filter, so dass D c Df, dann folgt E ¢ D und D € A und D = D. Mit Satz

3.2.13 folgt schlieBlich, dass D Ultrafilter auf Fist.

Fir das Lossche Theorem in Kapitel 3.3 benétigt man Filter, die von einer Menge I und
nicht von einem BOOLEschen Verband ausgehen. Um fiir diese Filter den Anschluss an die
vothergehenden Begriffsbildungen herzustellen, dient der folgende Satz. Dabei soll darauf hinge-
wiesen werden, dass in der Literatur meistens der Begriff 'F ist Filter auf I' definiert wird und
nicht — so wie hier — 'F ist Filter auf &' bzw. 'F ist Filter auf V(I)'. Diese Begriffe '... Filter auf T'

und "... Filter auf V(I)' sind aber extensional dquivalent.

3.2.16 Satz.-
Fiir alle Fund alle I gilt: F ist Filter anf V(])
gdw
(1)I+@,FcPOT()undI€ F&

@ firalle X, Y (X, YeF=XNY€EF) &

@) firalle X, Z (((X€F)& (X< ZcI)) = Z€ F).
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Beweis: Mit V(I) BOOLEscher Verband,

offensichtlich.

Um weiter unten eine fiir die Messtheorie wichtige Folgerung aus dem Los'schen Theo-
rem ziehen zu kénnen, wird noch der Begriff des ' - reguliren Filters' benétigt; im Definiens

kommt dabei der Ausdruck |E|vor; mit |E| wird die Kardinalitit der Menge E bezeichnet.

3.2.17 Definition.-
D ist a—regulirer Filter auf V(1)
gdw
(1) & Kardinalzahl &
(2) D echter Filter auf V(1) &

B)IEcD&|E|=a&Vi(icl={e¢|ec E&i€ce}endl).

Die Existenz von t-reguliren Filtern belegt:

3.2.18 Satz.-
Zu jeder Menge I mit unendlicher Kardinalitit & gibt es einen ot-reguliiren Ultrafilter anf V (I).
Beweis: Sei I unendliche Menge mit |I| = a.
Sei J={x|xendlcI}.
Dann gilt: 11| = [J| = «.
Sei f eineindeutige Abbildung von I auf J.

Sei F Funktion auf I, so dass fiiralle ;€ L Fz)= {j€ 1 | i € fj) },
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und sei E=Ran(F) = {F@) | i€ 1}.
Dann ist E ¢ POT(I).
Des Weiteren ist F eineindeutig.
Denn seien i, j € I, miti # j. Dann gibt es endliche Teilmengen von I, die 1, aber nicht j,
enthalten. Sei j* eine solche endliche Teilmenge von I. Dann gilt
£1 () € FQ) & £ (%) € F();
und F@) # F() folgt.
F ist surjektiv, denn es ist E = Ran(F).
Dann Ve(e€ Ran(F) = di (i€ 1&e=F())).
F ist also eineindeutige, surjektive Abbildung von I nach E. Und es folgt:
Bl = 1] = .

Nun wird bewiesen, dass

Vi(iel={e|e€ E&i€e}endl)
gilt. Sei dazu i € L. Dann gilt aufgrund der Definition von F:

Vk(kel&i€Fk) = kel& k€ f(i)),
und {k|kel&i€eFk)}={k| kel& ke ()} = £ folgt.
Dann ist Fx=F[{k| kcl&icF(4)}
Bijektionvon { £ | #€ I & i€ F(k) } nach {¢|e€ E&i€e}.
Denn erstens ist F* eineindeutig, da F eineindeutig. Zweitens gilt:
Ve(e€ E&i€e=¢€Ran(F¥)),

denn wenn e € E &1 € e, dann ist F'(€) € £(i) = Dom(F*).
Des Weiteren ist {e]| e€ E&i€ e} endlich,
da £(i) endlich ist. Somit gilt

Vi(iel={¢|e€ E&i€e} endl).

Nun wird bewiesen, dass E in V(I) unter endlichmaliger Schnittbildung nichtleer ist (Def.
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3.2.5). Dazu genigt es,
VX (XendlcE=n(X)=#0) zu zeigen.
Sei X endl c E.
Dann dedn (# € N & ¢ist Abzihlung der Linge » von X).
Seien e und n so. Dann ist also X = {e;},., . Dann gilt:

Vi(i€n=FF(e) = ¢).

Sei k= £ ({F(e) }iea)-
Dann ist fl) ={ F'(e) }ica-
Dann gilt Vi(ien=F'(e) € f(k)).
Dann gilt Vi(ien=ke FF'())),
also Vi(ien=kE€e),
also ken({e}ica)
also ke nX).

Dann ist N(X) # 0, also Infyq X) # Oyg -

Und E ist in V(I) unter endlichmaliger Schnittbildung nichtleer. Nach dem Ultrafilter-
theorem (3.2.15) ist dann E zu einem Ultrafilter auf V(I) erweiterbar. Sei D so. Dann ist
D Ultrafilter auf VQI), Ec D, |[E| = & Vi (i€ 1= {¢| e€c E&i€c ¢} endl).

Damit werden die Bedingungen 2 und 3 von Definition 3.2.17 erfiillt. Und D ist &t-regu-

lirer Ultrafilter auf V(I).



3.3 Das Theorem von Los

Im Abschnitt 3.3 werden zunichst die Begtiffe definiert, die fiir die Formulierung und den
Beweis des Theorems von Los ben6tigt werden. - Eine (homogene) Familie von Strukturen des Typs 4
ist eine nichtleere Funktion, deren Werte Strukturen vom Typ i sind. - Wenn 7 ein Term der
mengentheoretischen Metasprache ist, dann ist das verallgemeinerte Cartesische Produfkt nach i aus I
von T CPr, (1) = { f| fist Funktion auf & Vi (i € I = f.€ 7)}. - Wenn F ein Filter auf V(]) ist,
dann ist ~(F, I) die Klasse der 2-Tupel {f, g, so dass f, g Funktionen auf I sind und {7 | 7 € I & f{)
= g(i)} € Fist. ~(F, I) ist ein Aquivalenzpridikat zwischen Funktionen auf I. - Wenn A eine
homogene Familie von Strukturen und F ein Filter auf V(Dom(A)) ist, dann ist = (F, A) = ~(F,
Dom(A) ) [ CPr;, Domeg (A1) €in Aquivalenzpridikat in CPt;¢ pop g (A, 1)- - Wenn A eine homo-
gene Familie von Strukturen des Typs 4 und F ein Filter auf V(Dom(A)) ist, dann ist das reduzzerte
Pridikatprodukt nach i aus Dom(A) der A, , ; (7 € Dom(u,)) in A, ; moduio F

RPPriEDomW ('/41',2,]"/4[,1 ’ F) = { t I Zist FOlgC der Lénge Iul,jin CPrt'EDom(/I) ('/41,1 ) &
{7| i€ Dom(A) & <t/e,i>/ee{1,...,p(1)w} Equ,z,j} € F}.

(Dies ist natiirlich nicht die Definition des Begriffs des reduzierten Priadikatproduktes (fiir diese
siehe Definitionsschema 3.3.8), sondern die Anwendung dieses Begriffs auf den Spezialfall, der in
der Definition des Begtiffs des reduzierten Produktes bzw. des quotierten reduzierten Produktes

einer homogenen Familie von Strukturen modulo eines Filters verwendet wird (siche unten)).

Nun stehen die Begtiffe zur Verfiigung, die in die Definition des Begtiffs des reduzierten
Produktes einer homagenen Familie A von Strukturen des Typs |4 modulo eines Filters F eingehen:

RP:r (A F) =
= (CPr, Dom(A4) (/4:1 )
<RPPrie Dom(A) (/41 2,/ >/4i,1 ) F)>j€ Dom((1)) »
( <J4i,3,/e >i€Dom(.A) Ve e ).

Wenn A eine homogene Familie von Strukturen des Typs 4 und F echter Filter auf V(Dom(A))
ist, dann ist RPt (A, F) Struktur vom Typ L.

Der nichste Schritt besteht grob gesprochen datin, die drei Glieder von RPr (A, F) durch
ihre Quotienten bzgl. der Aquivalenzrelation = (F, 4) zu ersetzen. Fiir das erste Glied ist dies:

Quot(zﬂ:,/ﬁ’)) ={ [~ 9 | x € CPtic pomey (/4;;1) ).

104
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Fir das zweite Glied ist dies:
<QRPPrie Dom(A) ('/41',2,j > -/4,;1 > F)>je Dom((1)) —
= <QuotPréid (RPPr;, Dom(A) (qu, 2,j> -’41;1 s F)) >j€ Dom(u(l)) *

Flir das dritte Glied ist dies:
( [ ( -’4:; 3,k Die Dom(A) 1= 4 Die BE)

Durch diese Ersetzung erhilt man das guotierte reduzierte Produkt von A modulo F:
QRPr (A F) =
= { Quot(=(F, A)),
<QRPPrie Dom(4) (-/4: 2,/ -/41 15 F)>j€ Dom(u(1)) »
(A 3.8 e vomedy =9 ke )-

Wenn A eine homogene Familie von Strukturen des Typs # und F echter Filter auf V(Dom(A))
ist, dann ist QRPr (A, F) eine Struktur vom Typ L.

Ist F ein Ultrafilter auf V(Dom(A)), dann heiBt QRPr (A, F) das Ultraprodukt von A modu-
lo F. Ist F ein Ultrafilter auf V(Dom(A)) und sind die Glieder der Familie A alle miteinander
identisch, d.h. Ran(A) eine Einermenge, dann heiBt QRPr (A, F) die Ultrapotens; von A modulo F.

Das Theorem von £o5 besagt nun grob gesprochen, dass ein Ultraprodukt QRPr (A, F) eine
Formel @ genau dann erfiillt, wenn fast alle Faktoren des Ultraproduktes ¢ etfiillen. Die wegen
der Bereitstellung der etforderlichen Belegungen etwas komplizierte genaue Formulierung des
Theorems befindet sich auf Seite 116. Das Korollar des Theorems von Los fiir den Spezialfall
der Ultrapotenzen ist einfacher und besagt: Wenn S eine Sprache erster Stufe vom Typ 4, A eine
homogene Familie von Strukturen des Typs g mit Ran(A) ={E} und F Ultrafilter auf
V(Dom(A)) ist, dann ist QRPr (A, F) elementar dquivalent B in S, d.h. QRPr (A4, F) erfiillt genau
die Sitze von S, die T erfiillt (S. 124).

Der Rest des Abschnitts 3.3 ist einer ersten wissenschaftstheoretisch relevanten Anwen-
dung des Theorems von Los gewidmet, nimlich dem Beweis des Theorems, dass es zu jeder
Struktur A mit unendlichem Individuenbereich A, und jeder unendlichen Kardinalzahl & einen
Ultrafilter U auf V(&) gibt, so dass die Kardinalzahl des Individuenbereichs der Ultrapotenz
QRPr (A, U) von A modulo U gleich |A, |#ist. Wegen des Korollars zum Theorem von Los fiir
den Spezialfall der Ultrapotenzen kénnen allfillige Schwierigkeiten in wissenschaftstheoretischen
Untersuchungen, die auf einer zu kleinen Kardinalzahl des Individuenbereichs einschligiger

Strukturen beruhen, durch den Ubergang zu geeigneten Ultrapotenzen umgangen werden.
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3.3.1. Definition.-
Fiir alle A, p: A ist eine Familie von Strukturen vom Typ 14
gdw

A st nichtleere Funktion & V7 (7 € Dom(A) = A, ist Struktur vom Typ 4).

3.3.2. Definition.-
Fir alle A4 A ist eine homogene Familze von Strukturen
gdw

es ein /4 gibt, so dass A4 Familie von Strukturen vom Typ i ist.

3.3.3. Satz.-

Zu jeder homogenen Familie A von S trukturen gibt es genan einen Typ 4.

3.3.4 Definition.-

Firalle A4 typ*(A) = typ’(Ran(A)).

3.3.5 Satz.-
Firalle#  Wenn . ist homogene Familie von Strukturen, dann gilt
Vj (j € Dom(A) = eyp*(A) = typ(A)).
Beweis: Sei A homogene Familie von Strukturen. Dann gibt es ein 4, so dass A Familie
von Struktuten des Typs /4 ist. Sei [b so. Dann ist A nichtleere Funktion & und es gilt fiir
alle / € Dom(A): A, ist Struktur vom Typ |4 .
Dann ist nach Definition 2.2.24 Ran(A) homogene Klasse von Strukturen des Typs J.

Dann folgt mit 2.2.26, da u. a. b € {typ(B}zc ranea)}:

typ’Ran(A) = p.



3.3 Theorem von Los 107

Und mit 3.3.4 folgt: typ*A) = .
Also gilt fiir alle j € Dom(A):

typ*A) = typ(A)).

3.3.6. Definitionsschema.-

Wenn 7 ein Term ist, dann soll die folgende Formel ein Axiom sein (das dann eine De-
finition ist):
CPr1,. (%) = { f| fist Funktion auf I & Vi (i€ I = fi€ T) }.

( CPrt;¢ (7) soll 'das Cartesische Produkt nach 7 aus I von 7' heiflen. )

Fiir die weitere Konstruktion ist die folgende Pradikat wesentlich:
3.3.7. Definition.-

~(F,I) = { p | es gibt ein fund ein g, so dass f, g Funktionen auf I sind &

P& {i|licl&fi)=g46)}€eF}.

3.3.8 Definitionsschema.-
Wenn 7und & Terme sind, dann soll die folgende Formel ein Axiom sein (welches dann
eine Definition ist):
RPPy, (7, & F) = { ¢ | ¢ist Folge der Linge stz*((7),.;) in CPr; ;()
& {i]|i€I&{ty; Ducamynien € TEF}
(RPPy; (7, @, F) soll 'das reduzierte Pradikatprodukt nach 7 aus I der Tin & modulo F'

heiflen. )

Bevor nun gezeigt wird, dass CPr; (7) durch ~(F, I) in Aquivalenzklassen eingeteilt wird, sollen

kurz die Definitionen der einschligigen mengentheoretischen Begriffe rekapituliert werden.
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3.3.9 Definitionen.-
Firalle R, A: R ist Aguivalenzpridikat in A
gdw  Rist 2-stelliges Priadikat in 4 & R ist symmetrisch in .4 & R ist transitivin 4 & R

ist reflexiv in A.

Fir alle R: = {y]| (%) ER}.

( [y ist die 'Aquivalenzklasse von x unter dem Pridikat R').

Fur alle R: Quot(R) = { g | x € fld(R) }.

( Quot(R) ist die 'Quotientenklasse des Pradikats R").

Fiiralle P, R: QuotPrad(P,R) = {# | ¢ (1€ P& u=([t)x ),eeDom(,)) }.

( QuotPrad(P, R)ist 'das dutch P induzierte Quotientenpradikat bzgl. des Pradikats R').

FiralleR, 4: RlA={p|pER&pe AR A}

( R[A ist 'die Totalbeschrinkung des Pridikats R auf 4').

Fur alle 4, R: . A4/R = Quot(R[A).

(A/R ist 'die Quotientenklasse des Pradikats R in 4").

3.3.10 Definition.-

Fiis alle A, F: =(F, A) = ~(F, Dom(A) ) [ CPt;c pomzy (A,1).
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3.3.11 Definitionsschema.-
Wenn 7und & Terme sind, dann soll die folgende Formel ein Axiom sein (welches dann

eine Definition ist):

QRPPr;; (7, @ F) = QuotPrad( RPPy,, (7, @, F), ~(F, ) [ CPt;¢, (@)).

(QRPPy;¢, ( 7, &, F) soll 'das Quotientenpridikat des reduzierten Pradikatprodukts nach

Zaus I der Tin @ modulo F' heiflen. )

3.3.12 Satz.-
Fiir alle A, F: wenn A eine homogene Familie von Strukturen und F Filter auf
V(Dom(A) ist, dann ist = (F, ) Aquivalenzpridikat in CPt;¢ pom g (A 1)-
Beweis: Sei A homogene Familie von Strukturen und sei F Filter auf V(Dom(A)). Sei
p € =(F, A). Dann ist nach Definition 3.3.11a
p € ~(F, Dom(A) [ CPeye pungy LAy ).

Dann folgt mit 3.3.9:

p € ~(F, Dom(A) ) & p € CPt;c pomesy A1) b2 CPt;c pompty Ai 1)
Dann gibt es Funktionen f, g auf Dom(A), so dass

p={fg & {i|icDom(A) &) =g(i) } € F &£, £€ CPt;c pompg (A; 1)-
Dann ist p ein 2-Tupel, dann gilt: =(F, A) ist Klasse von 2-Tupeln; somit ist = (F, A) 2-
stelliges Pridikat.
Da Dom(A) € F gilt fiir alle f€ CPr;, Dom(A) A
(£f) € =F,A.

Des Weiteren gilt fiir alle f; g € CP1;¢ pomes) (A; 1):

(fg)€=FA) = (gf)e=FN;
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das zeigt, dass ~(F, A) symmetrisch in CPt;c pomes (A, 1) ist.
Seien nun f, g und h € CPt;¢ pomeyy (A; 1) und gelte (£, g), (g, h) € =(F, A).
Dann folgt mit Filtereigenschaft (3) von Definition 3.2.1:
{i| i€ Dom(A) & f(i) = h()) } € F;
somit ist = (F, A) transitiv in CPr;, Dom(A) Ao

Und es ist erwiesen, dass = (F, A) ein Aquivalenzpréidikat in CPt;¢ pompy (A L ist.

Nun wird bewiesen, dass = (F, I) beziiglich der reduzierten Priadikatprodukte eine
Kongruenzrelation ist.
3.3.13 Satz.-
Fiir alle A, y, j, F: wenn .4 Familie von Struktuten vom Typ 4 undj € Dom(y,;) und F
Filter auf V(Dom(A4)) ist, dann gilt fiir alle #, #:
wenn £ € RPPt; ¢ oy (Ainj, A1, F) & u Folge der Linge u,(7)
in CPt;c pom (A;1) & VA (£ € Dom(t) = (t, ,u,) € =(F, A))
dann # € RPPt;c pomg (A2, A1, F).
Bewetis : Seien die Voraussetzungen erfullt sei
t € RPPY, ¢ pongy (Asz 1 »Ai1» F)y
sei u Folge der Linge W,(j) in CPt;c pomes (A; 1) und gelte fiir alle 4:
k€ Dom(t) = (t, ,uy) € =(F, A).
Da (A, ;| )ie poms €ine homogene Familie von Pradikaten ist, gilt:
stz*( (A, 2,j die Dom(4) ) = Hi,j-
Nun gilt:
3X ( X ist Funktion auf {1, ..., l"'l,i} & Ve (ke {1, .., |J,1,i} =
X.={i|ic Dom(A) &t,;,=u,,;})).

Sei X so.
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Da t € RPPt; ¢ pomty (Ai2 > A1, F),
ist nach Definitionsschema 3.3.8
Y = {i| i€ Dom(A) & t,(2) Y pomp € A;2; } € F.

Sei Z={i|ie Dom(A) & (wyft) )i pom € Aiz; }-
Da F Filter auf V(Dom(A)) folgt:

Xin.nX, ;NYeEF
und da

Xin.nX,;NnYcZ,
gilt wegen Filterreigenschaft(4) von Definition 3.2.1: Z € F.
Fiir u gilt also: u ist Folge der Lange W, ; in CPt;¢ pom(s) (A; 1) und

{i| i€ Dom(A) & (us(t) )4e pomey € A;2; } € F.
Und es folgt
u € RPPr;¢ pomiy) (ﬂ,,z’j s A, F).

Das gilt fiir alle j € Dom(l,).

Die Definitionsschemata 3.3.8 und 3.3.11 werden nun auf Modelle angewendet; es ergibt
sich ein Begriff — RPr (A, F) - fiir das 'reduzierte Produkt von 4/ modulo F' und einer — QRPx

(A, F) — fiir das 'quotierte, reduzierte Produkt von .4/ modulo F'.

3.3.14 Definitionen.-
Fiir alle 4 und alle F:
RPrt (A F) = { CPtic pom g (A1) s  RPPLic pomeg (2,55 415 F) Dje omimprea ) »
(A 3.4 i¢ Domet Ve i@ )5
QRP: (A F) = { Quot(=(F, A)), { QRPPL; ¢ nomg (A2, 15 F) e dom(ypren 1)) »

( [<-/‘z 3,4 >ie Dom(A) ]=(F,_/4) >kEtyp*M(2) ).



112 3, ULTRAPRODUKTKONSTRUKTION

Im Theorem von Los geht es um einen Zusammenhang zwischen Formeln einer ein-
stufigen, pridikatenlogischen Sprache S und bestimmten Strukturen. Daher muss nun nach-
gewiesen werden, dass die fraglichen Strukturen geeignete Modelle fiir die fraglichen Sprache
sind. Dies belegen die nichsten beiden Sitze, die zeigen, dass sowohl ein quotiertes, reduziertes
Produkt als auch ein reduziertes Produkt genauso wie die Ausgangsstrukturen geeignete Modelle

fiir eine Sprache erster Stufe sind:

3.3.15 Satz.-
Wenn A Familie von Strukturen vom Typ b und F echter Filter auf VN (Dom(A)) ist, dann ist
QRPs (A, F) Struktur vom Typ pu.
Beweis: Sei A Familie von Strukturen vom Typ W, sei F echter Filter auf V(Dom(A)), sei
Q = =(F,.A) und sei B = QRPr (A, F).
Um die Aussage ‘E ist Struktur vom Typ B’ gemifl Definition 2.2.7 zu erweisen, sind die
folgenden Beweisschritte zu gehen:
AE, * .
(B) B, ist Funktion auf Dom(l) &
Vj (j € Dom(,) =B, ist 4, ; - stelliges Pradikat in ).
(C) B, ist Abbildung von W, nach E,.
(D) Bist ein 3-Tupel, 4 ist 2-Tupel und , ist Folge in N*.
Ad (A). Nach Definition 3.3.1 ist A nichtleere Funktion und es gilt
Vi (7 € Dom(A) = A, ist Struktur vom Typ [ ).
Dann giit nach Definition 2.2.7:
Vi (i€ Dom(A) =A;; #0);
also Vi (i€ Dom(A) = Jaac A, ). Dann

Jx (x ist Funktion auf Dom(A) & V7 (i € Dom(A) = x;€ A;,)).
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Dann Jx x € CPr;¢ poms; 1)-
Sei x so. Dann ist [x]q € Quot(Q),
denn Quot(Q) = Quot(=(F, A) = Quot( ~(F, Dom(A) ) [ CPr;c poncy (4 )
= { [¥q | € 8d(~(F, Dom(A)) [ CPtic pumey A, ) }.
Alsogilt B, # @.
Ad (B). Nach Definition 3.3.14 ist
B, = ( QRPP;e pompny (A; 2515 F) )e bomiypren1) -
Es ist A Familie von Strukturen des Typs [. Dann ist nach Satz 3.3.3b typ*(A) = L.
Also ist 5, eine Funktion auf Dom(},).
Nun ist Vj (j € Dom(,) =B, 18t Wby ; - stelliges Pridikat in [ zu zeigen.
Seij € Dom(l,).
Dann gilt
By, = QRPPr, pomgsy (Asz;» Asr» F)-
Nach Definitionsschema 3.3.11 gilt:
QRPPr; ¢ poms) (/4132& ,-/4:‘,1 ,F)=
QuotPrid (RPPt;¢ ponesy (A, 55 A 15 F ), ~(F, Dom(A) [ CPrie pomesy (A; 1) )-
Und nach 3.3.9 gilt:
QuotPrid (RPPt; ¢ pomey (A, 55,1, F), Q)

= {ﬂi Ht(tERPPriEDom(_A) (/’4,;2,i afli,l F)&u= <[tla]Q >/eeDom(t)) }.

Sei nun u € QuotPrid (RPPr,c pomesy (A2 A1, F), Qs
dann glbt es ein tE RPPrieDom(A) (J4,, 2,j ’J4i,1 ’ F)
so dass u= <[tk]Q >k6u(l)(i);

dann ist u eine Folge der Linge W, ; in Quot(Q); das zeigt, dass
QuotPrad (RPPr;¢ pomes (/4:; 2,j» J4i,1 »F),Q)

ein U, ; - stelliges Pradikat in Quot(Q) ist. Also gilt fiir alle / € Dom(p.,):



114 3. ULTRAPRODUKTKONSTRUKTION

Bz,j ist ein W, ; - stelliges Pridikat in B, .
Ad (C). Es gilt:
By = ([ Ausu die pomey ety Jae copremy2
Nach Definition 3.3.4 ist (typ*(A)), = U( {Dom(A; )}/ poms) )- Und da
Vi (i€ Dom(A) = A, , ist Abbildung von W, nach A, ;) gilt,
ist (typ*(A) ), = U{l,}. Und es folgt: typ*(A), = W, -
Seinun k € W, . Dann gilt:
By = [{A; 50 e Dom(A) Iq -
Dannist B, , € Quot(Q) =B, . Das zeigt, dass 5, Funktion von [, nach B, ist.

Ad (D). Offensichtlich gilt: B ist ein 3-Tupel, W ist 2-Tupel und W, ist Folge in N*.

3.3.16 Satz.-
Wenn A Familie von Strukturen vom Typ b und F echter Filter anf V (Dom(A)) ist, dann ist
RPrt (A, F) Struktur vom Typ 4.
Beweis: Sei A Familie von Strukturen vom Typ W, sei F echter Filter auf V(Dom(A)) und
sel B=RPr (A4, F).
Um die Aussage B ist Struktur vom Typ W’ gemil Definition 2.2.7 zu erweisen, sind die
Aussagen (A) bis (D) wie im obigen Beweis zu zeigen.
Ad (A). Es gilt wie in 3.3.15: B, # @.
Ad (B). Nach Definition 3.3.14 ist
B, = (RPPr;c pompp (A; 2415 F) Dre pom(prey 1) -
Es ist nach Satz 3.3.5 , eine Funktion auf Dom(l,).
Nun ist Vj (j € Dom(u) =B, jist Yy ; - stelliges Pridikat in B) zu zeigen.

Sei j € Dom(K,).
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Dann gilt
BZ,i = RPPt;¢ pomes) ("4:'.24 ,J‘L;l ,F).
Nach Definitionsschema 3.3.8 gilt:
RPPt; e pomepy (A; 25541, F) =

{ 7| tist Folge der Linge stz*({A; 5 ; )¢ pom¢4) i CPL; ¢ pomeay (A; 1)

& {i]| i€ Dom(A) &ty )icym(hizj)icpomey) E A2} €F ).
Sei nun t € RPPY; ¢ pomesy (A2, A; 1, F).
Dann ist t Folge der Linge stz*( (A, 2 Die Domh) 1 CPLe oy A, -
Nun gilt: stz*( <.24,-, 2 >,-€Domw) =My,
und da endliche Folgen Tupel sind, ist t 1, ; -stelliges Tupel in CPr;, Dom(A) (.24,; D
Also gilt fir alle / € Dom(,):

B, ;istein Yy ;- stelliges Pradikat in B, .
Ad (C). Es gilt: typ*A), = K, -
Seinun k € W, . Dann gilt:
Ba,k = <J4i,3,k Vi Dom(A) *

Dann ist ‘33),( € CPt;c pomea) (J4,~y ) =B, .Das zelgt, dass B, Funktion von W, nach F, ist.

Ad (D). Offensichtlich gilt: K ist ein 3-Tupel, W ist 2-Tupel und W, ist Folge in N*.

Spezialfille von Definition 3.3.14 erhalt man, wenn der Filter F Ultrafilter ist und/oder
wenn die Glieder der Familie A identisch sind. Ist F Ultrafilter auf V(Dom(A)), so nennt man
QRPz(A, F) 'das Ultraprodukt von A modulo F'. Ist der Funktionswert fiir alle 7 € Dom(A)
einer Familie A immer ein und dieselbe Struktur und ist F Ultrafilter, so nennt man QRPr(A, F)

'die Ultrapotenz von A modulo F'.



116

3. ULTRAPRODUKTKONSTRUKTION

Auf die Frage, wie nun die einstufig formulierbaren Eigenschaften eines Ultraproduktes,

mit den Eigenschaften der Faktoren zusammenhingen, die das Ultraprodukt konstituieren, gibt

das Theorem von Los eine erschépfende Antwort.

3.3.17 Satz.- ( Das Theotem von F.os ).

Fiiralle S, A W, F, @, ¢, x, und y. Wenn S eine Sprache erster Stufe vom Typ p4 ist, und A ist

Familie von Strukturen vom Typ 4, und F ist Ultrafilter anf V(Dom(A)), und ¢ € FMLg und

¢ ist unendliche Folge in CPt;¢ pom g, 1)s

und x={ le] -9 >je N+
und j:<<6'j,; e N+ >iEDom(/4),
dann gilt.

QRPIM F ) |=S.x ¢
gdw

{i|icDom(A) & A s,y P} €F.

Beweis: Seien die Voraussetzungen fiir S, A, 1, F, §, e, x, und y etfiillt. Sei Q = =(F, A).

Und sei I = Dom(A). Dann ist x Belegung aus QRPt(A, F) und
Vi (i€ 1= y,ist Belegung aus A;).
M={7n|V@pVeVxVy(Pe FMLg &grad(@) =n &
¢ ist unendliche Folge in CPr;, (A, ;) &
x=([e]lq hene &I =8, Jens diea
= QRP:(A, F) b, Pgdw {7 | i€T&A s,y $} €F) }.

Dann beweisen wir durch N-Wertverlaufsinduktion
* NcM.
Seialson e N&Vm (m<n=meM).

Seien ¢ € FMLg & grad(¢) = n & e unendliche Folge in CPr;¢, (A;;) &

Sei
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x = [elq >jeN+ &y =({ ej,i>j€N+ die -
Nun sind zwei Fille moglich:
Fall 1: n = 0. Dann ist ¢ Atomformel von S. Dann sind zwei Fille méglich:
Fall1.1: da3b(a,be VARGUINDK & ¢ = (a=g4)).
Seien a, b so. Dann gilt:

QRPr(A, F) Fs,. ¢

gdw QRPr(A, F) ks, (a=¢b)

gdw valg qreea B, x @) = Vals qreea, 1, < (B)

gdw [<Va]S,J4,i,y(t) (a)>iEI]Q = [<Va]‘3,./4,i,y(t) (b)>i€ 1lq
gdw (<Va]S,.A,i,y(t) @)ie1, (valg 4 ; y6) ®)ic1) €Q
gdw {i|ieT&valg 4,4 @) =valg 4,,,0)} € F
gdw {i|i€eT&A kg ,y(a=sb)} €F

gdw {i|ic1&Akg,yd}€F

Fall 1.2: drd¢ (r€ Dom(l,) & zist Folge der Lange |4, , in

VARg UINDK & ¢ = °P, 4 .4, 4, ).
Seien r und t so. Dann gilt:

QRPr(A, F) |=S,x ¢

gdw QRPr(A, F) kg Pty oty 1,
gdw ( Va]S,QRPr(A, F), x (to >/e.e 1,0 € QRPPI;eI(-A,; 2,¢ ,/4,;1 , F)
gdw ( valg orpea, By x (€0 Dee tmt,n €

QuOtPr;‘id ( RPPrie I(’/li, 2, ’-/4‘1',1 ) F)’ Q)

gdw ( [<Va]S,A,i,y(t) (t) Diet lq Dec 1wt €

QUOtPré'd ( RPPriE I( ‘)41} 2,r)> '/41', 1 F)’ Q )

gdw (( valg 4 ;0 (to) diet ee (11, 1)
€ RPPI{E I(‘/A‘i,Z,r "Ai,] > F)
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gdw {’| igI&(va]S,J{,i,Y(l) (to) >/ee{1,...,p,1,r} E-Ai,z,r} €F
gdw {i|ieT&A |=S,y(,, Pty .ty } EF
gdw {i|ie1&A kg, }€F

Fall 2: n >y 0. Dann ist gradg($) >y 0.

Dann sind drei Falle moglich.

Fall 2.1: TP (PeFML & =g ¢).

Sei  so. Dann ist gradg(P) <y n. Dann folgt mit I. V. grad () € M. Dann gilt:

QRPr(A, F) kg P gdw {i|i€cT1&A kg, U} EF

Dann gilt:
QRPr(A, F) fs .

gdw QRPr(A, F) ks s ¥
gdw nicht QRPr(A, F) kg, ¥

(nach Induktionsvoraussetzung)
gdw nicht {i | i€ 1&A kg, W} €F
gdw IN{i|i€1&A ks,yW}EF

(Ultrafiltereigenschaft von F)

gdw {i|ie1&A g,y sV} EF
gdw {i|icT&A ks,yd}€F
Fall 2.2: JYA6(Y, 0e FMLs & p = (Y0 )).

Seien ¥ und & so. Dann ist grad () <y n und grad;(0) <y n. Dann ist nach I. V.

grad () € M und grad_(8) € M. Dann gilt:

QRP:(A, F) ko W gdw {i]i€T& A |g, ¥} €F
& QRPr(A, F) kg 8 gdw {i|ie1&A kg, 0} €F.
Dann gilt: QRPr(A, ) fg .
gdw QRPt(A, F) kg, (WA D)
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gdw QRPr(A,F) s ¥ & QRP(AP |, 8

gdw {i|ic1& A kg,yU}EF
&{i|iel&A kg,;,0}€F

gdw {i|ieT&A kg,pV}

N{i|icl&A kg,y,0}€F

gdw {i|ie1&A kg ,yUNsO}EF
gdw {i|ic1&A kg,,d}€F.
Fall 2.3: I¢3Y (£€ VAR & € FML, & ¢ = 3. £ o).

Seien £ und § so. Dann
Ak (k€ Dom(*V) & =°V,).
Sei k so.

Dann ist ¢ = 3%V, ¥ und es ist grad ({) <y n. Dann ist nach L. V. grad (§) € M.

Angenommen, QRP:(A, F) ke, ¢

Dann QRP:(A, F) ko TV, .

Dann 37 (3 € Quot(Q) & QRP(A, F) ks uqrp W)-

Sei z so.

Dann Jr (1€ CPr (A, 1) &z =[1q). Sei t so.
Dann QRPrA, F) kg wry ¥-

Seinun €' = e(k/t), x' = ([e']q Yyens und y' = ( (€} ) ens Ve -
Dann ist ¢ unendliche Folge in CPt, (A, ;). Dann folgt mit I V..
QRPr(AF) koo ¥ gdw {i]i€T& A ksyy¥}€F.
Nun ist x' = ([e']q )ens
= ([e(k/O]q )jene
= ([elq Yens (/[tlg)
= x (&/[tlo),



120 3. ULTRAPRODUKTKONSTRUKTION

und y = e'j,i>jeN+ die1
= (( e(k/t)j,i>jEN+ Diex
= (( ej,t‘)jel\H— (k/t) Dier
=<y,-(k/t1) >ieI'
Dann gilt: QRPt(A, F) ks v ¥
gdw
{i|ieT&A ks, panp ¥} EF
Dann ist {i|iel&A Fs, e ¥} EF
Nun ist {i|ieT&A |=S’y(,)(k/t@ U}
cf{i|lieT&A kguyIsV U}
Dennseii€ {7| i€ 1& A, kg punp ¥ }- Dannisti€ Tund € A, &
A, |=S’y® wioy U-Dann Ju (#€ A & A |=S,y® @ ¥). Dann
L A
Also ist i€l&A Fe,pIs Vi .
Dann ist ie{ilieT&A FgypIs Vil }.
Nun ist F Filter auf V(Dom(A)). Dann ist
{i|ieT&A kg, yISVi U} €F.
Dann ist {i|ic1&A ks,yd}€F.
Sei nun umgekehrt
{i|ic1&A kg, }eF
Dann ist {ilieT& A kg,yIsViW } €F.
Sei i€{i|ieT&A FgyyIs ViU }.
Dannisti € I & A kg 535V, . Dann Ju (n€ A & A Fg yomm ¥)-
Also gilt Vi{i|iel&A kgupIs Vil }

= Ju(neA, & A |=s,y(r)(k/u) ¥))
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Dann folgt mit dem Auswahlaxiom:
Ju (ist Funktion auf {7 | i€ I& A, kg, Is SV, U }
& Vi (i€ Dom(u) = u,€ A1 &A; kg ypyaruy U))-
Sei u so. Nach Voraussetzung gilt fiir alle 2
iel=3dasodassac A, .
Dann folgt mit dem Auswahlaxiom:
Jda (aist Funktion auf I& Vi (i€ =g €A, ,)).
Sei a so. Dann gilt: dm ( m ist Funktion auf I &
Vi(i€1&A kg yyIs Vil =m=u) &
Vi(i€I&nicht (A kg, IV W) = m,=1,)).
Sei m so. Dann ist m € CPr;; (A, ;). Dann gilt:
{i|ieT&A kg,y3ISV, U}
c{i|lieT&A ks yyumpV }
Denn sei i€{i|i€l&A kg3 Vil }
Dann i€1&A kg ypIs Ve U
Dann ist i € Dom(u), also A; |=S‘ v0 ke P> und m; =u; , also
A F .10 trmey V-
Also ist 1€l & A I:s, y® G/m@) U
Dann ist i€ {i€1&A ke ppmp ¥ }-
Nun ist nach Voraussetzung F Filter auf V(I) und nach Fallannahme ist
{i|ieT&AFg,y IV .U} EF
Dann ist {i|iel&A; I:S,y(,)(k/mw) ¥} eF.
Ferner ist e(k/m) unendliche Folge in CPrt;; (A, ,).

Sei weiter 1 € I. Dann ist

Vi (k/ml) = ej'i>j€N+ (k/m:) =(e (k/m)J;i>jsN+ .
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Dann ist (Cek/m); )ens dier =y e/m) e -
Und es ist
x (k/[m]q)
= (lelq yens (/[mlQ) = ( fe(k/m)]q )ens -
Dann folgt mit I V.

QRPr(fl, F) |=s, &/ [m]Q) Y gdw {: l iel &/4;' I:S,y(i)(k/m(t)) Y} eF.

Dann ist

QRPr(A, F) sy g/imo ¥
und es ist

[m], € Quot(Q) = QRPx(A, F), .
Dann
Ju (# € QRPr(A, F); & QRPr(A, F) kg g W

Dann QRP:(A, F) ke, 35V, .
Dann QRP(A, F) ke . ¢.

Insgesamt gilt also im Fall 2.3:

QRPt(A, F) kg, & gdw {i|i€T1&A kg, b} €EF.
Also gilt in allen Fillen:

QRPr(A, F) kg, ¢ gdw {i|icI&A kg, b} eF.
Dann ist n € M. Damit ist (*) dutch N—-Wertverlaufsinduktion bewiesen und mit (*) und
den am Anfang des Beweises gemachten Annahmen folgt sofort die Behauptung des zu

beweisenden Theorems.

Wenn nun ¢ ein Satz von S ist, also eine Formel von S ohne freie Variablen, dann gilt

als Spezialfall von 3.3.17:
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3.3.18 Lemma.-
Wenn S Sprache erster Stufe vom Typ ps, A Familie von Strukiuren vom Typ s und F Ultrafilter anf
V(Dom(A)) ist, dann gilt fiir alle Sitze @ von S:

QRP:(A, F) }=S¢gdw{z'|z‘€Dom(/@&./4i i:s¢}€F-

Wenn die Glieder einer Familie jeweils immer ein und diesselbe Struktur sind, dann ist

diese Struktur einstufig dquivalent zur Ultrapotenz dieser Familie:

3.3.19 Korollat.-

Wenn S Sprache erster Stufe vom Typ fs, A Familie von Strukturen vom Typ b, 5 S truktur vom Typ
K, 50 dassNi (i € Dom(A) = A = ) und F Ultrafilter anf V(Dom(A)), dann:

QRP:(A, F) =5 B
Beweis: Seien die Voraussetzungen etfillt. Es ist zu beweisen, dass fiir alle Sitze ¢von S
gilt: QRP(A, F) ks ¢pgdw B ks ¢.
Sei also ¢ Satz von S.
(<) Gelte auBerdem B F ¢.
Da fiir alle / € Dom(A) vorausgesetzt ist: A; = B, folgt

{7| i€ Dom(A) & A; F$ } = Dom(A);

da F Filter auf V(Dom(A)) ist Dom(A) € F; und mit 3.3.18 folgt:

QRP:(AF) .
(=) Angenommen nun QRP:(A, F) F¢ .
Sei C={i|i€ Dom(A) & A [ }.
Mit 3.3.15 folgt C € F. Da nun F Ultrafilter auf V(Dom(A)) ist, ist F echter Filter; d.h. @
¢ F;also ist C # @, und da Vi (i € Dom(A) = A, =F), gilt

B¢ 0
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Damit ist bewiesen, dass eine Struktur zu einer Ultrapotenz einstufig dquivalent ist, zu
der die Struktur die Faktoren bildet. Des Weiteren lasst sich eine sog. kanonische Einbettung f de-

finieren, die die Ausgangsstruktur einstufig in die Ultrapotenz einbettet:

— Fiir den folgenden Satz, sei Q Abkiirgung fiir den Mengenterm = (F, A) —
3.3.20 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe. Sei A Modell fiir S. Sei 1 nichtleere Menge. Sei F echter Ultrafilter anf
V(). Sei f Funktion auf A, , so dass
Va(a€A = @) = [{@ic1]q)-
Dann ist £ einstufige Einbettung von A in QRPt(A);c, , F) diber S.
Beweis: Seien die Voraussetzungen erfillt.
Nun gilt 3¢ ( C€ S(QRPt(A);e1, F)) & & = Ran(f) ).
Sei C so.
Dann gilt:
Vi(i€ Py = Cy; = QRPL(A)cy, F), N b-HOON 0 ),
und Vi(i€ Py =Cs,;= QRPL(A),cy, F)s ).
Als erstes wird bewiesen, dass f Isomorphismus von A auf C ist ((A), (B), (C) und (D)).
Dann wird gezeigt, dass C einstufiges Submodell von QRPt((A), ., F)in S ist
—C <g QRPt((A)c, B,

nach Definition 2.3.22 folgt daraus die Behauptung.
(A) f ist eineindeutig. Denn gelte f(a) = f(b), mit 2, b € A, . Dann:

{i|i€1&(a);e; ) =(b)ie; () } EF.
Wenn nun a # b, dann

Q={iliel&(@)ic; (=1 };

nun ist F aber echter Filter, d. h. @ ¢ F und es folgt: a = b.
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(B) Es ist VjVa (j € Dom(,) & a € (b=BOM A -
(a€A, ;= (f(@), ... fayny ) € Cs))) zu zeigen.
Seij € Dom(,) und seia € {:-#00} A Dann gilt:
ac ./42’]-
gdw(a,, .., a,16 ) Gflz,i
gdw (et o (apphier) € RPP,cy (g, Ar
gdw ( [(ar);e, lgs - [<ap(‘1)(j)>iel lo) € QRPPy,, Az » AL )
gdw (Kap)ie lqs - [<ap(1)(j)>iel ]Q> € QRPI(<'/4>1'GI » ) @)
gdW ( [<al>:'EI]Q SIRTIN [<ap(1)(j)>iel ]Q )€ Oz,j (**)
gdw ( f(a), ..., f(a,1)6) )€ Cy;-
Der Ubergang (*) = (**) gilt, da
Kaie1lq s -+ KauyglierJo € Ci -
(C) Es ist Vi (i€ Dom(A;) = f(A; ) = Cs ;) zu zeigen.
Sei k € Dom(A;,). Dann:
fA; ) = [As ier Jo = QRPe((A ey, By -
Nun ist C Substruktur von QRPr({A);, F). Dann folgt mit Definition 2.2.11:
Cax = QRPr((A);c1, By -
Also ist f(./43,k) =Cs -
(D) Es gilt C, = Ran(f).
Somit ist f surjektiv, und es ist gezeigt, dass f Isomorphismus von A auf C ist.
Es bleibt zu zeigen, dass: C <¢ QRPr((A)c1, B).
Sei dazu ¢ € FMLg & x Belegung aus C. Dann gilt
Vi (keN*=Ja(ac A &x,=fa))).
Dann folgt mit dem Auswahlaxiom

Ja (aist Funktion auf N* & V& (ke N* = g, € A, & x, = f(a))).
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Sei a so. Dann ist a Belegung aus A

Dann ist x=foa.
Sei | y = CYI
Dann gilt: QRPr((A)c1, F) ks o §

(Theotem von Los)
g {i]7€T& (e () boyy @) € F
gdw A ks, ¢
(Satz 2.3.14)
gdw C s o
gdw C ks, §.
D. h. Vx V¢ (xBelegung aus C & ¢ € FMLg
= C ke, @ gdw QRPr(A)cr, ) ks &),
Dann folgt mit den Definitionen 2.3.20 und 2.3.21:
C <g QRPr((f]),-EI , F).
Damit ist gezeigt, dass f einstufige Einbettung von C in QRPr({(A);., F) iiber S ist (De-

finition 2.3.22).

Nun zu Satz 3.3.23, der zuerst von Frayne, Morel & Scott (1962) bewiesen worden ist.
Der Begriff des a—reguliren Ultrafilters (Definition 3.2.17) wurde von Keisler (1964) eingefiihrt.

Von 3.3.21 bis 3.3.24 wird von der Ordnungsrelation < det Otdinalzahlen Gebrauch gemacht.

Fir 3.3.23 benotigt man noch die folgenden zwei Hilfssitze:
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3.3.21 Hilfssatz.-
Sei 1 nichtleer; sei weiterhin F echter Filter anfV (1); seien A und B Funktionen mit Dom(A) =
Dom(B) = 1. Wenn fiir alle i € 1 gilt |A,| = |B,|, dann folgt
|CPr,(A)/~(E, D] = |CPx,,(B)/~(F, D).

Beweis: Sei I nichtleer und sei F echter Filter auf V(I) und seien A und B Funktionen mit
Dom(A) = Dom(B) = L Sei fiiralle s € I |A;| = |B,].
Sei weiterhin A = CPt;((A)/~(F, 1) und

E=CPr,e,(B)/~(F, D).
Da |A,] <¢ |B,] fiir alle 7 € I, existiert fiir jedes 7 € I eine eineindeutige Funktion auf A,
mit Werten in B; .
Sei @, so eine eineindeutige Funktion auf A; mit Ran() < B;, fiir jedes 7 € L
Nun wird eine eineindeutige Funktion B auf CPrt;¢ (A) mit Ran(f) c CPt,(B) definiert.
Sei dazu f € CPr;((A) und sei

BEO = o, (6) )t

Wenn f, g € CPr;(A) mit f # g, dann gibt es ein j € I mit f(j) # g(j); und da o, einein-
deutig ist, ist o, () # &; (g) und B(f) # P(g) und somit ist  eineindeutig,
Damit ist gezeigt, dass | CPr;¢((A)| <o |CPr;¢(B)].
Um zu zeigen, dass |A| <q |B| wird nun eine eineindeutige Funktion Y von A nach &
definiert; sei dazu fiir alle £ € CPr; ;(A):

Y([4l-,1) = [B&)-@,1 -
Dann ist [B(&)]-@ 1 € CPr;c:(B)/~(F, .
Es bleibt, die Eineindeutigkeit von Y zu zeigen.
Seidazu [x].g 1 [V]-@ 1 € Aund sei [x].g 5 # [y]-@, - Dann gilt:

{i|iel&x,=y,} ¢F;

weiterhin gilt
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{i|ieT&P®E=PH)E} ¢ F;
d h. B, Bo) € ~F, s
und schlieBlich gilt:

V(1) = BE]- * BEI- = v([51-);
damit ist die Eineindeutigkeit von y gezeigt und es gilt:

(Al <0 [B].

Analog dazu lisst sich eine eineindeutige Funktion y' von B nach A entwickeln, so dass
man Bl <o |A] ethilt.
Mit dem Theorem von Schréder—Bernstein folgt dann:

|CPt;1(A)/~(F, D| = |CPr;c,(B)/~(F, D).

Es gilt folgende Spezialisierung von 3.3.21:

3.3.22 Hilfssatz.-

Sei 1 nichtleer; sei weiterhin ¥ echter Filter auf V (1); seien A und B Mengen, fiir die gilt: |A| = |B|,

dann folgt |CPt;e(A)/~(F, D| = |CPr,e,(B)/~(F, D).

3.3.23 Satz.-
Sei 1 nichtleer, sei ¥ - regulirer Filter anf N (1) und sei |1| = a.
Wenn nun A unendlich, dann gilt:
|CPre(8)/~(F, D] = [A[*.
Beweis: Seien die Voraussetzungen erfillt. Sei Q = ~(F, I).
Es wird gezeigt, dass
0 |CPre(A)/Q] <o |A]"

und (if) |A[* <6 [CPr;c (A)/Q5
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mit dem Theorem von Schréder—Bernstein folgt dann:
|CPr;.(A)/Q| = |A|*.
@) Da |I| = azist |[A|* = |A|!" und nach der Definition der Potenzbildung bei Kardinal-
zahlen gilt |A|T = |'A].
Nun ist:
'A = {f| fFunktion auf I& Vi (/€ I = f.€ A) } = CPr,,(A).
Da F Filter auf V(I), ist Q Aquivalenzpridikat in CPr; (A) (Satz 3.3.12). Es lisst sich
eine Funktion Y auf 'A definieren, so dass fiit alle f€ CPr,(A) gilt:
Y() = [flqmit [flq € CPre1(A)/Q;
dann folgt aus der Surjektivitit von ¥:
CPeei(8)/Q 5o I'A] = [A]%.
(i) Da F « - regulirer Filter auf V() ist, existiert ein E ¢ F mit | E| = @, so dass gemil
Def. 3.2.17 fir alle 7 € T gilt:
{e¢|e€ E& i€ e} istendlich.
Sei E so und sei B = { x | xist endliche Folge in A }.
Da A unendlich, ist |A| = |B| und da F echter Filter auf V(I) gilt nach Hilfssatz 3.3.22:
|CPr;1(A)/Q| = |CPr;,(B)/Q
und da weiterhin |A|* = |A|/El = |EA|, geniigt zum Beweis von (ii) die Angabe einer
eineindeutigen Funktion Y von ®A nach CPr;,(B)/Q.
Sei nun g beliebiges Element aus "A.
Da F d-regulirer Filter auf V(I) ist, gilt:
Vi(i€el={¢|ec E&i€ e} istendlich).
Dann gilt:
Vi(i€1=dedn (n € N & ¢ist Abzihlung der Linge »

von{e¢|e€ E&i€e})).
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Dann folgt mit dem Auswahlaxiom:
de In (e, 7 sind Funktionen auf I &
Vi (i€ 1= ¢ ist Abzihlung der Linge 7,von {¢ | c€ E&i€e})).
Seien e und n so. Dann gilt:
Vi(iel=Vj(je{1,.,n} =e ,EE&i€e;)).
Nach obiger Annahme ist g € *A. Dann ist
(g(e;) et np) (F€T)
eine endliche Folge von Elementen aus A und somit Element von B. Dann ist
((g (&) >j€ {1,n(f)) )ic1 € CPr;¢; (B),
unddaher  [{{g(€,))ye(n a0 YieJo € CPrrer B)/Q,
und dies gilt fiir jedes g € ®A. Diese Ubetlegung zeigt, wie die gesuchte Abbildung y von
FA nach CPr;.; (B)/Q eingefiihtt werden kann, nimlich:
Sei Y Funktion auf "A &
Vg (g€ "A=v(g) = [{{g(ey) e (1un(i) ierla)-
Dann ist ¥ Abbildung von ®A nach CPr,.; (B)/Q.
Es bleibt noch die Eineindeutigkeit von Y zu zeigen.
Angenommen also g, h € ®A und g # h. Dann gibt es ein ¢ € E, so dass g(e) # h(e); sei e*
so. Dann gilt fiir jedes 7 € e*: e* kommt in der endlichen Menge {¢| e€ E& i€ ¢ } von
Elementen aus E vor, die 7 enthalten. Dann gilt fiir alle 7 € e*: es gibteinj € {1, .., n,}
mit e* = e, ;. Dann gilt fiir alle / € e*: es gibteinj € {1, ..., n, } mit g(e, ) # h(e; ). Dann
gilt fir alle 7 € e*:
( gle;) >jE (1,00} * ( h(e; ) >je (1,00} *
Sei nun g' Funktion auf e* & Vi (7 € e* = ¢'(1) = ( g(e;) >je (1,..a09) » und sei h' Funktion
auf e¥ & Vi (i€ e*=h'() = (he,) e (1,..n0) -

Dann gilt:
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exc{i|iel&g'@)*h'(}.
Danune* € E & E c F,ist e* € F, und es folgt:
(i |iel&agh=h@) ek
denn wire
{i|ic1&g@+ W@} cFund {i|icTl&g@=h'()}€F,
dann wire
O={i|liel&g@+hG}n{i|icl&g@=h'(G}€eF
im Widerspruch zur Annahme, dass F echter Filter auf V(I) ist. Somit ist (g', h') ¢ Q und
es folgt: Y(® = [glq * [h]q = Y(h).

Das zeigt, dass Y eineindeutige Funktion von "A nach CPr;(B)/Q ist; und mit

[FA = [A[*
und |CPriel(A)/Q| = |CPIiEI(B)/Q|
folgt weiterhin |A|* <o |CPr;c1(A)/Q].

Und schlieBlich zeigt das Theotem von Schroder—Bernstein:

|A]* = |CPr;e (A)/Q]. O

Eine Anwendung dieses mengentheoretischen Beweises fiir Strukturen ergibt:

3.3.24 Korollar.-
Wenn A Struktur mit unendlichem Individuenbereich, dann hat A Ultrapotenzen beliebig hoher Kard;-
nalitit.
Beweis: Sei A Struktur und sei |A;| >, N. Sei & unendliche Kardinalzahl. Dann ist |a| =
¢, also ist & Menge mit unendlicher Kardinalzahl. Mit 3.2.18 folgt:
3U (U ist c—regulirer Ultrafilter auf V(a) ).

Sei U so. Dann folgt mit 3.3.23:
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Dann ist

Sei

Dann

und

Dann ist

| CPriea(Al) / ~<U’ 0(.) I = ]‘}41 |a_

<o | A |*=|CPrc (A) / ~U, ) |.
B = QRPt({A),cq, U).
B = (CPrieo(A) / ~(U, @)
Bl = [(CPric oAy / ~(U, a))].

a<0|g1|3

und QRP1r( (A, , U) ist Ultrapotenz von A.



Kapitel 4: Theoreme zur einstufigen Axiomatisierbarkeit und zur

Reichweite einstufiger Sprachen

Im diesem Kapitel werden auf verschiedenen Wegen die Grenzen der Ausdrucksmog-
lichkeiten von Sprachen erster Stufe dargestellt. - Im Abschnitt 4.1 wird die Axiomatisierbarkeit
vier verschiedener Arten von Modellklassen in einer Sprache erster Stufe untersucht, und zwar
Axiomatisierbarkeit durch eine Klasse von Allsitzen, durch eine endliche Klasse von Allsatzen,
durch eine Klasse von Sitzen und durch eine endliche Klasse von Sitzen; fir jede dieser Satz-
klassen werden hinreichende und notwendige Bedingungen formuliert, die eine Klasse von Mo-
dellen erfiillen muss, um durch die jeweilige Satzklasse axiomatisierbar zu sein Zu diesen Bedin-
gungen gehort u.a. Abgeschlossenheit der Modellklasse unter Ultraproduktbildung. - Im Ab-
schnitt 4.2 werden Theoreme bewiesen, welche hinreichende und notwendige Bedingungen
dafiir formulieren, dass eine Theorie bestimmte Eigenschaften hat, z.B. widerspruchsfrei und
endlich axiomatisierbar zu sein. Diese Bedingungen werden mit Hilfe von Filtern auf dem
Lindenbanm-V erband der Sitze einer Sprache erster Stufe formuliert. - Im Abschnitt 4.3 wird mit
den bisher bereitgestellten Mitteln bewiesen, dass der Begriff der endlichen Klasse nicht in einer
Sprache erster Stufe ausgedriickt werden kann; ferner werden die Theoreme von Léwenheim-

Skolem rein modelltheoretisch bewiesen.
4.1 Modelltheoretische Axiomatisierbarkeit

Im Abschnitt 4.1 werden Theoreme bewiesen, welche hinreichend und notwendige Be-
dingungen dafiir formulieren, dass eine Klasse von Modellen fiir eine Sprache erster Stufe durch
eine Klasse von Sitzen dieser Sprache axzomatisiert wird. Es werden vier verschiedene Axiomati-

sietbarkeitsbegriffe definiert, die sich durch die Art der Satzklassen unterscheiden.

Die historisch frithesten Ergebnisse (Tarski, 1954) wurden fiir den Fall erzielt, dass eine
Klasse von Modellen durch eine Klasse von Allsitzen axiomatisiert wird. Die Definition dieses
Begriffs lautet: eine Klasse K von Modellen fiir eine Sprache erster Stufe S'ist einstufig durch Al-
siitge axiomatisierbar in S ;wenn es eine nichtleere Klasse 2'von Allsitzen von S gibt, so dass
genau die Elemente von K die Klasse % simultan erfiillen. Eine Klasse K von Modellen fiir eine
Sprache erster Stufe S hei3t #niverselle Klasse fiir S, wenn K in S einstufig durch Allsitze axiomati-

sierbar ist.

Das Theorem von Tarski gilt nur fiir Sprachen erster Stufe mit endlich vielen Pradikat-
konstanten und null Individuenkonstanten und besagt (Theorem 4.1.9): Eine nichtleere Klasse K
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von Modellen fiir eine Sprache erster Stufe S, welche nur endlich viele Priadikatkonstanten und
null Individuenkonstanten enthalt, ist eine universelle Klasse fiir S genau dann, wenn jedes Mo-
dell fiir S, dessen endliche Substrukturen jeweils isomorph in ein Element von K einbettbar sind,
Element von K ist. Der Beweis dieses Theorems wird mit Hilfe einiger Hilfstheoreme gefiihrt,

die zuvor bewiesen werden.

Durch Verwendung der Ultraproduktkonstruktion lisst sich eine Verallgemeinerung des
Theorems von Tarski fiir beliebige Sprachen erster Stufe beweisen (Theorem 4.1.12): eine Klasse
K von fiir eine Sprache etster Stufe S'ist eine universelle Klasse fir S genau dann, wenn K unter
Isomorphie, Substrukturbildung und Ultraproduktbildung abgeschlossen ist (siehe Definition
4.1.11). Der Beweis wird mit Hilfe der Diagramm-Methode gefiihrt.

Ein zweiter Axiomatisietbarkeitsbegriff betrifft den Fall, dass eine Klasse von Modellen
fur eine Sprache erster Stufe durch eine endliche Klasse von Allsitgen axiomatisierbar ist: Eine Klasse
K von Modellen fiir eine Sprache erster Stufe S'ist eznstufig durch endlich viele Allsitze axiomatisierbar
in S, wenn es eine nichtleere endliche Klasse 2'von Allsitzen von S gibt, so dass genau die
Elemente von K die Klasse 2’ simultan etfiillen. Eine Klasse K von Modellen fiir eine Sprache
erster Stufe S heil3t #niverselle Basisklasse fiir S, wenn K in S einstufig durch endlich viele Allsitze

axiomatisierbar ist.

Vaught hat 1954 das Pendant des Theotems von Tarski fur universelle Basisklassen be-
wiesen (Theorem 4.1.10). Es lautet: Eine nichtleere Klasse K von Modellen fiir eine Sprache
erster Stufe S, welche nur endlich viele Pradikatkonstanten und null Individuenkonstanten ent-
halt, ist eine universelle Basisklasse fiir S genau dann, wenn es eine positive Zahl # gibt, so dass
jedes Modell fiir S, dessen hochstens #-zahlige Substrukturen jeweils isomorph in ein Element

von K einbettbar sind, Element von K ist.

Ein dritter Axiomatisierbarkeitsbegriff betrifft den Fall, dass eine Klasse von Modellen
fir eine Sprache erster Stufe durch irgendeine Klasse von Sitzen axiomatisierbar ist: Eine Klasse
K von Modellen fir eine Sprache erster Stufe Sist einstufig asciomatisierbar in S, wenn es eine nicht-
leere Klasse 2'von Allsitzen von S gibt, so dass genau die Elemente von K die Klasse 2'simul-
tan erfilllen. Eine Klasse K von Modellen fiir eine Sprache etster Stufe S heilt e/nstufige Klasse fiir

S, wenn K in S einstufig axiomatisietbar ist.

Das folgende Theorem liefert hinreichende und notwendige Bedingungen dafiir, dass eine
Klasse von Modellen fiir eine Sprache erster Stufe eine einstufige Klasse fiir S'ist (Theorem
4.1.15): Eine Klasse K von Modellen fiir eine Sprache erster Stufe S'ist eine einstufige Klasse fir
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S genau dann, wenn K in S unter einstufiger Aquivalenz und unter Ultraproduktbildung abge-
schlossen ist. Der Beweis wird mit Hilfe einer Ultraproduktversion des modelltheoretischen
Kompaktheitstheorems erstellt. (Siche Theorem 4.1.13).

Der vierte Axiomatisierbarkeitsbegriff betrifft den Fall, dass eine Klasse von Modellen fiir
eine Sprache erster Stufe durch eine beliebige endliche Klasse von Sitzen axiomatisierbar ist: Eine
Klasse K von Modellen fiir eine Sprache erster Stufe S'ist eznstufig endlich axiomatisierbar in S, wenn
es eine nichtleere endliche Klasse 2 von Sitzen von S gibt, so dass genau die Elemente von K die
Klasse X simultan etfillen. Eine Klasse K von Modellen fiir eine Sprache erster Stufe S heilt
einstufige Basisklasse fiir S, wenn K in S einstufig endlich axiomatisierbar ist.

Fur diesen Fall gibt das folgende Theorem hinreichende und notwendige Bedingungen an
(Theorem 4.1.15): Eine Klasse K von Modellen fiir eine Sprache erster Stufe S'ist eine einstufige
Basisklasse fiir S genau dann, wenn K und das Komplement von K in MOD unter einstufiger
Aquivalenz und unter Ultraproduktbildung abgeschlossen sind. Der Beweis witd mit Hilfe eines
Korollars Kompaktheitstheorems gefithrt (Theorem 4.1.14).

4.1.1 Definitionen.-

Kist einstufig |, durch endlich viele Allsitze]
[, durch Allséitze]
[, endlich]

[ ]

axiomatisierbarin S
gdw
(1) S Sprache erster Stufe & K< MOD. &
(2) es gibt ein X so dass X' # @ & X'c SATZ

[ & Y endlich & fiir alle ¢ € 2! @ Allsatz von S|
[ & fiir alle ¢ € 2 ¢ Allsatz von S|
[ & &'endlich |

[ ]
& firalle A A€ Ko AL 2.

Zur Bezeichnung der viet eben definierten Arten von Modellklassen werden eigene Re-
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deweisen eingefihrt:

4.1.2 Definitionen.-

K ist eine universelle Basisklasse von S
gdw
K durch endlich viele Allsitze einstufig in S axiomatisietbar ist.

K ist eine unzverselle Klasse von S
gdw
K durch Allsitze einstufig axiomatisierbar in S'ist.

K ist eine einstufige Basisklasse von S
gdw

K einstufig, endlich in S axiomatisierbar ist.

Kist emne eznstufige Klasse von S
gdw

K einstufig in S axiomatisierbar ist.

Nun werden zwei Hilfstheoreme (4.1.4 und 4.1.5) bewiesen, auf die mehrfach Bezug ge-
nommen wird; sie zeigen, dass alle Submodelle [Erweiterungen] eines Modells A einen Allsatz
[Existenzsatz] erfiillen, der von A erfiillt wird. Beim Beweis von 4.1.4 und 4.1.5 wird das folgen-

de Hilfstheorem angezogen.

4.1.3 Hilfssatz.-
Sei S Sprache erster Stufe, sei A Modell fiir S, sei' B € S(A), sei y Belegung aus 6. Dann gilt fiir alle

quantorenfreien Formeln @ von S:

A |=S,y CI) gdw B |=S,y d)

Beweis : Es wetden die Voraussetzungen angenommen. Mit Formelinduktion wird nun
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bewiesen, dass FMLg € M. Sei dazu:

M= {¢| (¥ FML; & ¥ quantorenfrei) = (A ks, ¥y =B ks, ¥) }.

Induktionsbasis: Wenn ¢ Atomformel von S ist, dann gilt:
Abs, ¢ gawB ks, b,
da y Belegung aus 5 und somit auch Belegung aus A ist, da B € S(A) und da fiir alle j €
M, gilt (Def. 2.2.11): B,=A;.
Somit sind alle Atomformeln von S Element von M.

Induktionsschritt — Fall a: Sei ¢ € M.

Sei weitethin 7 ¢ € FMLg & g ¢ quantorenfrei.
Dann ist ¢ € FMLg & ¢ quantorenfrei. Nach L. V. ist ¢ € M. Dann gilt:
Aks, o gdwB ks, 6.
Also gilt: A ks, 7<d gdw B ks, b
Also ist 7 ¢ € M.
Fall b: Gelte ¢, ¥ € M. Und sei (¢ ¢ N\s ¥ )s € FMLg & (s ¢ /s ¥ ) quantorenfrei.
Dann sind ¢, § € FMLg & ¢, § quantorenfrei. Nun giltnach I. V.: §, ¢ € M.
Danngilt Ak, ¢ gdw B, d& Ak, WgdwB ks, .
Und es folgt: Ak, PNV )s
gdw A ks, Gund A |, ¥
gdw B ks, und B ks, ¥
gdwB ks, 6P A W)
D.h.$ As¥)s €M, wenn ¢, P € M.
Fall c: Sei ¢ € M & v € VAR . Dann ist 3v ¢ nicht quantorenfrei, und Jv ¢ € M folgt.

Somit ist FMLg € M und der Hilfssatz ist bewiesen.
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4.1.4 Hilfssatz.-
Sei S Sprache erster Stufe, sei A Modell von' S, sei ¢ Allsats von S und sei k die Anzabl der in @
allguantifizierten Variablen.
Dann sind die folgenden Bedingungen iquivalent:
O Ak
@ VB(BeSA) = Eks @)
() VB(BES A =Bk @)
) VEB(BeS A =Fks p).
Beweis : Sei S Sprache erster Stufe, sei A Modell von S, sei ¢ Allsatz von S und sei k
die Anzahl der allquantifizierten Variablen von ¢.
@) = (). Gelte A F< ¢.
Da ¢ Allsatz ist, gibt es eine linkseindeutige Funktion 7 auf { 1, ..., k } mit Werten in N*,
so dass ¢ =535V ISV ¥
und { quantorenfreie Formel von S. Sei 1 so.
Dann gilt fiit alle Belegungen x aus A und alle 4, ..., 4, € A;:
A Fs.wir/aty - ito/at) "sY-
Sei nun B € S(A) und sei y beliebige Belegung aus 5.
Dann gilt fiir alle 4,, ..., 4 € B, < A;:
A Fs.yaavy - i sV
Und mit 4.1.3 folgt: B Ee. ooy . awruey Vs
fur alle 4,, ..., b, €5, .
Dann: Bk 73V o 3V s
und es folgt schlieBlich:

B ¢.
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(i) = (iii). Gelte nun VB (BeSA) =B k ).
Dann folgt wegen S,(A) < S(A):

VB (BeS,A) =B ks §).
(i) = (iv). Wegen S,(A) c Sy(A) folgt

VE(BeSiA =Bk d),
wenn VB (BeS,A=Bkd)
angenommen wird.
(iv) = (i). Gelte VB (BeS (A =Bk o).
Sei b Abbildung von {1, .., k} nach A,. Dann gibt es ein 5'€ S,(A), so dass Ran(b) < 5.
Sei B* so. DaB* kg ¢, gilt fiir alle Belegungen y aus B*:

B I:SaJG(D/b(U) ~awmey s V-
Und A by comay s ¥

folgt mit 4.1.3. Das gilt fiir alle k-elementigen Teilmengen von A, . Und es folgt:
A |=s —'sassvia) EIsSVi(k) y;
d. h.: A ks .

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

4.1.5 Hilfssatz.-
Sei S Sprache erster Stufe. Dann gilt fiir alle Modelle A von S und alle Existenzsétze @ von' S:
Akbs ¢ VB (A S(E) = Bk §).
Beweis : Sei S Sprache erster Stufe; sei A Modell von S, sei ¢ Existenzsatz von S, sei k €
N* und sei i linkseindeutige Funktion auf { 1, ..., k } so dass
¢ =3V .. IV U

Gelte nun: A ks ¢.
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Dann gibt es eine Belegung x aus A und Elemente a,, ..., 4, € A,, so dass
A ks, vsvvar - sty ¥-
Seien x, a, , ..., 2, so.
Sei nun K Modell von S, so dass A € S(E). Dann ist x(i(1)/a(1)) ... (i(k)/a(k)) Belegung aus
B, Y ist quantorenfreie Formel von S und mit Hilfssatz 4.1.3 folgt:

[ l:S, xG@(1)/2(1)) - G()/2(K) "IJ

Und weiterhin folgt:

B¢

Nun werden die Modellklassen algebraisch charakterisiert, die mit einstufigen Allsitzen
axiomatisierbar sind. Tarski (1954) ist es erstmals gelungen, die Bedingungen fiir universelle Klassen
zu finden (Satz 4.1.9). Im Anschluss daran konnte Vaught (1954) das Theorem von Tarski so
umformulieren, dass damit die universellen Basisklassen gefasst werden konnten (Satz 4.1.10).

Da Nichtaxiomatisierbarkeitsbeweise in der Messtheotie bisher mit Hilfe dieser Theoreme gefiihrt
worden sind (Scott & Suppes, 1958; Titiev, 1969; 1972; Luce, Krantz, Suppes & Tversky, 1991,
Kapitel 21), werden diese Theoreme hier nochmals ausfiihrlich aufgearbeitet. Allerdings wird fiir die
universellen Klassen auch die modernere Ultraproduktversion angefiihrt; vor allem geschieht dies
auch deshalb, weil die Formulierung nach Tarski nur fiir einstufige Sprachen gilt, die nur endlich
viele Pridikatkonstanten und keine Funktionskonstanten und keine Individuenkonstanten auf-

weisen. Die Ultraproduktversion hingegen gilt fiir alle einstufigen Sprachen (Satz 4.1.12).

Die Modelle in den einstufigen Klassen und in den einstufigen Basisklassen werden nur mit

Ultraproduktmethoden charakterisiert (Satz 4.1.15 (i) und (it)).
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Die nichsten beiden Sitze (Satz 4.1.6 und 4.1.7) sind zentral fiir das Theotrem von Tarski.
Sie gelten ebenfalls nur fiir Sprachen mit endlich vielen Pridikatkonstanten. Im Hilfssatz 4.1.6 wird
gezeigt, dass man alle diejenigen Modelle mit einem Existenzsatz charakterisieren kann, in die ein

vorgegebenes Modell mit endlichem Individuenbereich einbettbar ist.

4.1.6 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe obne Individuen- und mit nur endlich vielen Pridikatkonstanten; sei A Modell
JfiirS, sei k € N und sei die Ansabl der Elemente von A, = k. Dann gibt es eine quantorenfreie Formel
O v0n'S, in der hichstens die Variablen SV, , ..., >V, frei sind, und es gilt fiir alle Modelle B von S:

Bk 35V, .. 35V, o gdw A ist in Beinbetthar.

D. b. : Die Klasse der Modelle von S in die A einbettbar ist, ist eine einstufige Basisklasse.
Beweis: Sei L der Typ einer einstufigen Sprache S mit Dom(,) endlich und g, = @, sei A
Modell von S und sei |A,;| = k. Dann gibt es ein k - Tupel 4, das den Individuenbeteich
von A abzihlt, so dass 4, € A, firallei€ {1, ..,k }.
Set a so.
Es wird nun ein Existenzsatz von S konstruiert, der von A und von allen Modellen von S
erfiillt wird, in die A einbettbar ist.

Dazu sei ®={y| yeFML &

[(3h,Tj,sodass 1 sy b j< k& b+ ;& =5V, ZSSVj)
oder
(37, 3r, so dass i € Dom(l,) & r Funktion von {1, ..., 4,(9)} nach {1, .., k} &
((¢¥= SP:'SV,(U SV}(p.,l,:) & ( Ay 05 A, 1,)) )€ J42,i)

oder

( w: _|S SPi SV,(l) ves SV’(p,l’l) & < a’(j), ceny a,(p,lll) > $ ./42"~) ) ) ] }.
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Da vorausgesetzt ist, dass A, nur k Individuen und S nur endlich viele Pridikatkonstanten
enthalt, ist auch @ endlich. Und es gibt ein 7 € N* und ein @, so dass ¢ Abzihlung von @
ist.
Seien m und § so. Sei & = (¢ P; g ... \s oy )s -
Dann ist & quantorenfreie Formel von S, in der hochstens die Variablen SV, oy OV, frei
sind.
Dann gilt fiir eine beliebige Belegung x aus A:
A |=s, *(1/a(D)) ... (k/a(k) (s ¢f /\s /\s d)m )s 5

und gemif der Definition des Erfilltheitsbegriffs erhilt man:

A IV, TV 6 Dy Ag o A Bn)s -
Sei U= 35V, 3V P Ag e N D )s -
Also ¥= 35V, .. 35V, a
Nun witd fiir alle Modelle 5von S folgendes Bikonditional gezeigt:
Aistin Beinbettbar < 5k 1.
(=) Sei also B Modell fiir S und sei A in B einbettbar.
Dann gibt es nach Lemma 2.2.22 ein 5 € §(B), so dass A = 5 Sei B* so. Und nach Def.
2.2.16 gibt es einen Isomorphismus fvon A auf B. Sei f so.
Dann folgt mit dem Korollar 2.3.15 zum Isomorphiesatz 2.3.14:

Bk

Und da { Existenzsatz von S ist, folgt schlieflich:
Bl

(<) Sei nun B Modell fiir S und gelte B k. §.

Dann gilt fir jede Belegung x aus B

B |=S,x Hssvl assvk (s (l)l Ng oo /\s (bm )s 3
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folglich gibt es eine Abbildung b von { 1, .., k } nach 5, , so dass:
B |=S,x(1/b(1)) o (&/b(K)) (S (I)l /\s /\s ¢m )S :
Sei b so & sei f Funktion auf A, so dass f(a;)) = b, € B, ... f(a) = b, € E, .
Dann ist f eineindeutig; denn seien i, j € { 1, .., k } miti # j; dann enthilt @ die Formel
=SV, =¢ SVj ,daa # a;und da B alle Formeln aus @ erfiillt, folgt: b; # b; . Und es gilt:
Vivj(4j€{1,. ..k} &i#j=Db;#Db).
Weiterhin ist f eine isomorphe Einbettung von A in .
Denn seii € Dom(l,), seiy Belegung aus A, sei x Belegung aus 5 und sei r Funktion auf

{1, ..., b0}, so dass Ran() c {1, ..., k}. Dann gilt:

Wenn ( A1) s o Be(,1,)) ) €A,

dann A |=S,y (/a)) .. (k/a(k) SP;SVra) Svr(p, 1,9)
dann PV - SV, w1y €D,

dann B |=s,x(1/b(1)) (/D) SPiSVr(l) SVr(u,l,i) >
dann ( br(l) y reny br(p,l,i)) )€ Bz,i ,

dann < f (a, (1)), ey £ (ar (}1,1,1)) > € Bz,i .
Wenn nun: ( f@ ) - f @y )eB,,
dann < br(l) y eees br(p.,l,i) > € Bz,i ,

dann B |=S,x(1/b(1)) . (/) SPiSV:(l) SVr(p,l,i) >

dannsind r, , ..., 1, 1 ; € {1, ..,k } = Dom(a) = Dom(b); dann gilt:
(argys o g ) €A, oder (a4, qy) €A

Wite nun Cargys o Beqiy ) € Azis

dann wire s spi Vay - Ve 1y €9,

und ein Widerspruch wiirde folgen, da B |¢ .

Somit folgt ( a, @ s = R, ) € Asi» wenn (f(a, @ - £ (u,l.i))> € '82’-( .
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Und es ist gezeigt, dass A in B isomorph einbettbar ist, wenn B  erfiillt.
D. h., dass K mit
K = { &| 6'¢ MODq & es gibt eine Einbettung von A in &'}
einstufige Basisklasse ist; denn es gibt eine endliche Teilmenge {{/} von SATZ , so dass
fir alle Bgilt: BeK« Bl {U};

somit ist K einstufig, endlich axiomatisierbar.

4.1.7 Satz.-
Sei'S Sprache erster Stufe obne Individuen- und nur mit endlich vielen Pridikatkonstanten. Sei A Modell
JiirS, sei k € N und sei die Anzabl der Elemente von A, = k. Dann gibt es eine quantorenfreie Formel
& von S, in der hichstens die Variablen V', ... SV, frei sind, und es gilt fiir alle Modelle B von S:
Bk 35V, .. 35V, a gdw A ist nicht in B einbetthar.
D. h.: Die Klasse der Modelle von S in die A nicht einbettbar ist, ist eine universelle Basisklasse.
Beweis: Seien die Voraussetzungen erfillt.
Nach Satz 4.1.6 gibt es dann eine quantorenfreie Formel @ von S, in der hochstens die Va-
riablen °V, , ..., ®V, frei sind, so dass fiir alle Modelle 5von S gilt:
Bk, 3V, ..V, & gdw Aistin Beinbettbar,
Sei & so. Dann gilt:
VB(B Modell fir S = ( 5 ks 7 I°V, ... IV, o0 gdw A ist nicht in Beinbettbar ).
Sei Y=, 3V, .. PV, a
Dann ist J nach Def. 2.1.18 Allsatz von S. D. h. weiterhin, dass K mit
K = { &| 5'¢ MODy & es gibt keine Einbettung von A in 5’}
eine universelle Basisklasse ist; denn es gibt eine endliche Teilmenge {{} von SATZ, so

dass P Allsatz von S ist und fiir K und fiir alle Bgilt: 5€ K = g":S {¥}.
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Um zu sehen, dass 4.1.6 und 4.1.7 nur fiir einstufige Sprachen mit endlich vielen Pridikat-

konstanten gelten, wird nun kurz ein Gegenbeispiel in Anlehnung an Vaught (1954) datgestellt.

4.1.8 Hilfssatz.-
Es gibt Sprachen erster Stufe, fiir die 4.1.6 nicht gilt.
Beweis : Se1 S Sprache erster Stufe mit abzihlbar unendlich vielen einstelligen Pradikatkon-
stanten.
Sei A Modell fiir S, so dass A, = {D} und gelte fiir alle
i€ Dom(Ay): A, ;= {(D) }.
Wiirde 4.1.6 fiir beliebige einstufige Sprachen gelten, gibe es einen Existenzsatz von S, der
von allen Modellen B von S erfiillt werden wiirde, in die A einbettbar ist.
Sei § so.
Dann wiitden in § nur endlich viele Pridikatkonstanten vorkommen, da alle Formeln von
S von endlicher Liange sind; dann gibe es eine natiirliche Zahl 7, so dass fiir alle 7 gelten
wiirde
1€ Dom(S,) = (S, ; kommt in  vor = i <y 7).
Sei m so.
Sei weiterhin nun A* Modell von S, so dass A*, = A, und fiir alle / € Dom(A,) mit / <ym
gelte A=A,
und fiir 7/ >y m gelte A*, = O.
Dann wiirde A* { erfiillen, aber A wire nicht in A* einbettbar, im Widerspruch zur
Annahme der Giiltigkeit von 4.1.5.

Das zeigt, dass Satz 4.1.6 nicht fiir beliebige, einstufige Sprachen gilt.
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Der nichste Satz enthilt die algebraische Charakterisierung von einstufigen Modellklassen,
die mit einer Menge von Allsitzen axiomatisiert werden kénnen. Er gilt nur fiir einstufige Sprachen

mit endlich vielen Pridikat- und ohne Individuenkonstanten.

4.1.9 Satz.- (Tarski, 1954, S. 578, Th. 1.2)
Sei S Sprache erster Stufe obne Individuen- und nur mit endlich vielen Pridikatkonstanten. K sei eine
nichtleere Klasse von Modellen von S.
Dann sind die beiden folgenden Bedingungen dquivalent:
@ K ist eine universelle Klasse.
(1) VA (A Modell fiir S & S,(A) < II(SS(K)) = A€ K).
Beweis: Sei S Sprache etster Stufe mit Dom(l,) endlich, 1, = @; sei K € MODg und sei K
* Q.
(i) = (i1). Angenommen (i). Dann gilt:
Y (X B &V SATZ & VP (Ppe V= ¢pAllsatzvon S)
&VA(Ae K= Al 2)).

Sei X so. Weiterhin witd (nicht (ii)) angenommen.

Dann 3 A (AModell fiur S & S,(A) < II(SSK)) & A ¢ K).
Sei A so.

Dann AP (P€ T &nicht (A k @)).

Sei ¢ so.

Da S,(A) < S(A), folgt:
I A* (A% € S (A) & nicht (A* ko d)).
Sei A* so.

Dann ist A* € II(SS(K)).
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Dann J5 (e SSK) & A* = ). Sei E so.
Nach Voraussetzung gilt: VA (A€ K= A ¢).
Dann folgt mit Theorem 4.1.4:
VA(AESSK) = Ak ).
Also Blo&A =B
Dann folgt mit Korollar 2.3.15:
A* ko ¢, im Widerspruch zu: (nicht A* | ¢).
Also gilt (ii).
(1) = (1). Angenommen
VA (AModell fiir S & S,(A) < II(SSK)) = A€ K).
Sei T={¢| pAllsatzvon S &VA(Ac K= A} @}
Dann ist X # @, da etwa der Allsatz 7 IV, ¢ °V, = 5V, Element von X ist; des
Weiteren gilt offensichtlich:
V@ (@pe X = @ Allsatz von S)

und VA(Ae K= A Z).
Um zu zeigen, dass K eine universelle Klasse ist, bleibt

VA(ALZ = A K)
zu beweisen.
Sei dazu A Modell fiir S und gelte A |Lg T und gelte A € K nicht.
Dann IA* (A* € Sy(A) & A* ¢ TI(SSK)) ).
Sei A* so. Dann ist A*, endlich. Dann folgt mit Satz 4.1.7:

Ay (Yist Allsatz von S & VE'( 5 Modell fiir S =
Bk ¢ = A* ist nicht in Beinbettbar ) ).

Sei § so.
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Dann VE(BeII(SSK)) = Bk ¥).
Nun gilt K ¢ SS(K) und K < II(K) und es folgt.
VBE(BeK=FEk V).
Das zeigt, dass § € 2.
Nun gilt A [ Z, im besonderen gilt A | §. D. h. das Submodell A* von A ist nicht in A
einbettbar, im Widetrspruch zu Hilfssatz 2.2.20. Und es folgt schlieBlich:

AeK wenn A |, Z.

Und es ist bewiesen, dass K eine universelle Klasse ist, wenn (i) gilt.

Wie schon bemerkt, gilt der Satz 4.1.9 von Tarski nur fiir einstufige Sprachen, die keine
Funktions- und keine Individuenkonstanten vorsehen und nur endlich viele Pradikatkonstanten
enthalten. Die Ultraproduktkonstruktion gestattet nun eine Verallgemeinerung, so dass die Be-
schrinkung auf endlich viele Pradikatkonstanten entfallen kann (Theorem 4.1.12).

Da man in der Messtheotie an Strukturen interessiett ist, die mit endlich vielen Allsatzen
axiomatisiert werden konnen, wird hier nun die von Vaught (1954) stammende Spezialisierung des
Theorems von Tarski (4.1.9) bewiesen, die angibt, unter welchen Bedingungen eine Klasse von

Modellen mit endlich vielen Allsitzen einer endlichen, einstufigen Sprache axiomatisierbar ist.

4.1.10 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe obne Individuen- und nur mit endlich vielen Pridikatkonstanten. K sei eine
nichtleere Klasse von Modellen von S.
Dann sind die beiden folgenden Bedingungen dquivalent:
@ K ist eine universelle Basisklasse.

(if) dn (ne N* & VA (A Modell fix S & S,(A) < IISS(K)) = A € K)).
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Beweis: Seien S und K wie vorausgesetzt.
(i) = (1i). Sei K eine universelle Basisklasse. Dann
32 ( Y+ D & Yendlc SATZ, & Vo (o€ XY= gAllsatzvon S) &
VA(Ae K oA 2)).
Sei 2 so. Dann gibt es einen Allsatz von S, det einer Konjunktion aller o € X logisch
aquivalent ist. Sei ¢ so. Dann gibt es ein 7 € N*, so dass 7 die Zahl der verschiedenen
Variablen von ¢ angibt. Sei m so. Gelte nun (i) nicht. Dann folgt fiir alle » € N*:

A (AModell fiir S& S,(A) < II(SSK)) & A ¢ K).

Dann 3.A (AModell fiir S & S, (A) < I[(SSK)) & A ¢ K).
Sei A so.

Dann Ay (e T &nicht (A ks 7))

Sei I so.

Dann folgt mit Hilfssatz 4.1.4:

I A* (A% € S_(A) & nicht (A* U )).

Sei A* so.

Dann ist A* € II(SS(K)).
Dann 1B (B SS(K) & A* = F).
Sei B so.

Nach Voraussetzung gilt: VA (A€ K=A| X );
dann gilt VAAEe K=AFk P).
Dann folgt mit Theorem 4.1.4:

VE(Ee SSK) = Bk V).
Dann Bhy&A*=B

Dann folgt mit dem Korollar 2.3.15 zum Isomorphietheorem:
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A* b,
im Widerspruch zu (nicht A* k. ) . Also gilt (ii).
(i) = (i). Angenommen
(*) Fn(ne N*&V.A(AModell fir S & S,(A) < II(SS(K)) = A€ K)).
Sein so.
Sei Y = { ¢ | Ja ( @ist Formel von S in konjunktiver Normalform
& hochstens die Variablen SV, ..., 5V, sind frei in & &
¢=-3"V, .35V, a &VA(AcK= Ak @) }.
Dann ist X nichtleer. Weiterhin ist 2 endlich, da S nur endlich viele Pridikatkonstanten hat
und da in den Formeln von X nut endlich viele Variablen vorkommen.
Dann Vo (pe X = @ist Allsatzvon S).
Dann VA(AeK=A | ).
Um zu zeigen, dass K eine universelle Basisklasse ist, bleibt zu zeigen:
VA(A|Z = A K).

Sei dazu A Modell von S, so dass A |- X gilt, und A € K nicht gilt.

Dann nicht ( Sn(fl) c II(SS(K)) ).
Dann A (ﬁ’* € Sn(/‘l) & A* ¢ II(SS(K)) ).
Sei A* so.

Dann ist A* héchstens n-elementig und somit endlich. Dann folgt mit Satz 4.1.7:
Je (@ ist quantorenfreie Formel von S & V&'( 5’Modell fiir S
= (B ke ¢ 35V, ... A, 5V, @ = A* ist nicht in B einbettbar ) ).
Sei o so.
Nach Hilfssatz 2.3.29 gibt es eine quantorenfreie Formel & ‘von S in konjunktiver Normal-

form, so dass @‘zu & logisch dquivalent ist und @‘genau die Vatiablen von S frei enthiilt,



4.1 MODELLTHEORETISCHE AXIOMATISIERBARKEIT 151

die o frei enthalt. Sei &t so.
Und sei: 0=-.3.%,..3.°V, a
Da A* zu keiner Struktur aus SS(K) isomorph ist, gilt:
VB(BeISSK)) = Bk 0).
Und da K ¢ SS(K) und K ¢ II(K), folgt:
VB(BeK=EE0).
Nun ist der Kern von 0 in konjunktiver Normalform und das Prifix von 0 ist ¢ 3¢ 5V ...

3, 5V, und weiterhin gilt V.A (A € K = A k. 0), somit folgt fiir den Allsatz 6:

0el.
Und da A |%S pX
gilt im besonderen: Ak 6.

D. h., dass das n-elementige Submodell A* von A nicht in A einbettbar ist. Damit ist
gezeigt, dass die Annahme A ¢ K zu einem Widerspruch fithrt. Und es gilt:
A €K, wenn A |||’s 2.
Somit gilt: VA(AeK = A T).
Und da X eine endliche Menge von Allsitzen von S ist, ist damit bewiesen, dass K eine

universelle Basisklasse ist, wenn (i1) gilt.

Nun wird Theorem 4.1.12 bewiesen. Dieser Satz formuliert, fiir alle einstufigen Sprachen,
die algebraischen Bedingungen, die eine Klasse von Strukturen zu erfiillen hat, um mit einer Menge
von Allsitzen axiomatisiert werden zu konnen.

Zuvor miissen aber noch vier verschiedene Abschlussbedingungen fiir Klassen von

Strukturen definiert werden.



152

4, THEOREME ZU AXIOMATISIERBARKEIT UND REICHWEITE

4.1.11 Definitionen.-

K ist

)

(1)
(1)
()

)

(1)

(iif)

()

4.1.12 Satz.-

unter Lsomorphiebildung
unter Substrukinrbildung
unter Ultraproduktbildung

unter einstufiger Aquivalens,

gdw
Kc STRUK &
VAVE (A Be STRUK & 3f( fEinbettung von Fin A) &
& A€ K= Fe K).
VAVE (A Be STRUK & A€ K& e S(A) = FEe K).
VAVF (A homogene Familie von Strukturen &
Vi (i€ Dom(A) = A € K) & F Ultrafilter auf V(Dom(A)
= QRP1(A F) € K).
Vu VS ( S Sprache erster Stufe des Typs y =
VAVE (A BEModelle fiit S& A€ K& A=, E— Be K).

abgeschlossen

Sei S Sprache erster Stufe; sei K< MODyg.. Dann sind die beiden folgenden Bedingungen dguivalent:

() K ist ezne universelle Klasse.

(i) K ést unter Isomonphie-, Substruktur- und Ultraproduktbildung abgeschlossen.

Beweis : Sei S Sprache erster Stufe; sei b der Typ von S und sei K € MODyg .

@® = (). Set K universelle Klasse.
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Dann gibt es eine Menge X' von Allsitzen von S, so dass fiir alle Modelle .4/ von S gilt:
A€ K gdw Ak 2.
Sei X so.
Sei A € K, sei 5 Modell fiir S und sei f eine isomorphe Einbettung von 5 in A.
Dann AA (A€ SA) &E =_A).
Sei A' so. Da K eine universelle Klasse ist, enthilt £ nur Allsitze von S; da A' € S(A) und
A Z,ist A' € K. Da A" = B, sind A' und F einstufig dquivalent, und B € K folgt. Also
ist K unter Isomorphiebildung abgeschlossen, wenn (1) gilt.
SeiA € Kund sei B € S(A). Dann ist 5 isomorph in A einbettbar, und da K unter Isomot-
phiebildung abgeschlossen ist, ist 5 € K; also ist K unter Substrukturbildung abgeschlossen.
Sei nun A eine Familie von Strukturen vom Typ W und sei Ran(A) c K; sei weiterhin F
Ultrafilter auf V(Dom(A)).
Sei @ € X. Dann gilt fiir alle / € Dom(A):
A Fo,daA €K
Nun ist Dom(A) € F, da F Filter auf V(Dom(A)) ist; und es folgt mit Satz 3.3.18:
QRPt(A, F) s 0;
das gilt fur alle 0 € X und es folgt
QRPr(A, F) ts Z;
also ist QRPr(A, F) € K.
Das gilt fiir alle Familien A mit Ran(A) ¢ K und alle Ultrafilter F auf V(Dom(A)). Also ist
K unter Ultraproduktbildung abgeschlossen, wenn K eine universelle Klasse ist.
() = @)
Sei K unter Isomorphie-, Substruktur- und Ultraproduktbildung abgeschlossen. Sei

I'={o| oAlsatzvon S & VA (AcK=AF 0)}.
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Dann ist I'* @ &I c SATZg
&Vo(oel = oist Allsatzvon S).

Ferner gilt VA(AeK=A[T).

Es bleibt noch zu zeigen: VA (A |, T = A€ K).

Gelte also AT,

Beweislibersicht:

Es wird nun die einstufige Sprache S um A, erweitett, so dass in der so erweiterten Sprache
sEL 44)(S) fiir alle Individuen von A, Individuenkonstanten zur Verfiigung stehen. In det
Sprache sEL 4,,(S) witd dann das Diagramm von A gebildet. Weiterhin wird fir jede
endliche Teilmenge des Diagramms von A eine Struktur aus K festgelegt, die einen
Existenzsatz von S erfiillt, der aus den Atomsitzen und den negierten Atomsitzen jener
endlichen Teilmenge des Diagramms gebildet worden ist. Das Ultraprodukt der Familie
dieser Strukturen aus K gehort dann nach Voraussetzung zu K. AnschlieBend wird eine
Abbildung h von A in dieses Ultraprodukt definiert. Um dann mit dem Diagrammlemma
folgetn zu kénnen, dass h isomorphe Einbettung von A in dieses Ultraprodukt ist, wird
bewiesen, dass das um h erweiterte Ultraprodukt das Diagtamm von A iiber S simultan
erfiillt.
Sei S* = sEL,4y(S),

A* = CSEM(A).
Dann ist S* eine Sprache erster Stufe des Typs (1, B, U (A; X {H4,})) und A* ist eine
Struktur desselben Typs. Also ist A* Modell fiir S*.
Es wird nun als erstes eine Familie 5 von Elementen aus K konstruiert, ferner ein Ultra-
filter F, um das reduzierte Produkt dieser Familie 5 bzgl. F zu bilden.

Als Indexmenge der gesuchten Familie von Strukturen aus K wird die Klasse aller endli-
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chen Teilmengen des Diagramms von A iiber S gewihlt. Sei
I = { @ | Oist endliche Teilklasse von Diagr(A, S) & @+ @ }.
Um nun die gesuchte Familie 5 von Elementen aus K als Funktion auf I konstruieren zu
konnen, werden einige Funktionen auf I eingefiihrt.
Sei ® € I. Dann
{a|ac A, & (4, AT) Teilausdruck eines Elementes von @ } endl c A, .
Dann gilt
VO (Oc1=3a3Im(me N & aist Abzahlung der Linge 7 von
{a]| a€ A, & (4, ATy) ist Teilausdruck eines Elementes von @ } ) ).
Dann folgt mit Auswahlaxiom
Ja 3m (a, m sind Funktionen auf I &
VO (O¢€ 1= agist Abzihlung der Linge mgvon
{a]|aeA, & (4 AT,) Teilausdruck eines Elementes von @} )).
Seien a, m so.
Ferner gilt:
VO (O¢c1- Oendl c Diagi( A S) & O+ 0).
Dann gilt
VO (Oel= 3¢ Ir(@ist Abzihlung der Linge rvon 6)).
Dann folgt mit Auswahlaxiom
3¢ 3r ( @, rsind Funktionen auf [ &
VO (Oec 1= ¢gist Abzihlung der Linge rgvon @)).
Seien ¢, r so.
Ferner gilt:

3¢ ( Yist Funktion auf I &
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VO (O c1=yyist Funktion auf { 1,..,tg} &
Vi(je {1, ., t9}=
Yo, ist das Ergebnis der simultanen Substitution
det Vatiablen °V, , .., °V_ g von S
fiir die Konstanten (ag ; , AT), ..., (3g m@ > ATs) in Pg;)) ).
Sei | das Ergebnis der Substitution von resp. 5V, , ..., SVm(@ fir die INDKg (ag, , ATy), ...,
(g m@ > AT in Pg; (d. h. es wird erst 5V, fiir (ag, , AT), dann V, fiir (ag, , ATY), ...,
dann SVm(@) fiir (ag m@ , ATs) substituiert.
Dann gilt VO (@ec 1= Ran(Yy c FML,).
Ferner gilt
3p ( pist Funktion auf I &
VO (Ocl=pg=3°V, .35V, Konjs (Vg))),

wobe1 Konjg (Y g) die Konjunktion der Glieder der Folge g bezeichnet.
Sei p so.
Nun gilt VO (O¢cl= 6c Diagr(A,S)).
Dann folgt mit Def. 2.3.52

VO(Oel= A*

L. ©).
Dann gilt
VO (Oc 1= 3z (gist eine Belegung aus A* & A* |, . Konje. (Pg)) ).
Dann folgt mit dem Auswahlaxiom
dg ( gist eine Funktion auf I &
VO (O € 1= z9Belegung aus A* & A* L. o Konjs. (Pg) )).
Sei z so.

Sei ferner fiir jedes Pcl:
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z*g = zg(1/26(1)) ... (mg/2g(myg)).
Dann ist fiir jedes & € I z*g eine Belegung aus A* (und aus A).
Dann folgt mit dem Uberfithrungstheorem 2.3.18:
VO (OeT= A* |, . Konjs (Ug).
Dann gilt
VO(Oe 1= A k. 9355V, ... 3¢ SV, 9 Konjs (Ug) ).
Dann ist Js °V, ... 35 5V 9 Konjs () € SATZg,
und es folgt:
VO (Oel=A kg 4973V, ... 3¢ °V, i Konjs (Pg) ).
Dann gilt
VO(Oel=A ks 7o VsV, .. Vg5V, g s Konjs (Pg) ).
Dann gilt
VO (Oe 1= nicht (A kg VsV, .. Vs 5V, s Konjs (Ug) )).
Nach Voraussetzung gilt V¢ (e = A kg ¢).
Alsogilt  VO(Oel=V®,..Vs°V, g s Konjs (Ug) ¢ T').
Dann gilt nach Einfithrung von I':
VO (Oecl=3F3x(E€ K & xist Belegung aus 5&
nicht ( B ke, Vs 5V, .. Vs 5V 06 ' Konje ))).
Dann gilt: VO (Oel=
35 3x (6€ K & xist Belegung aus 5& 5 |=S’x Konjs (Wg) ) ).
Dann folgt mit dem Auswahlaxiom:
36’3x ( B, x Funktionen auf I & VO ( @ € 1
= By € K & xg Belegung aus 5y & Bp Fg .6 Konjs (Pg) ) ).

Seien B, x so.
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Eist eine homogene Familie von Strukturen aus K. Um zu dieser Familie ein reduziertes
Ultraprodukt bilden zu kénnen, wird ein geeigneter Ultrafilter benétigt, der als nichstes
eingefithrt wird.
Der gesuchte Ultrafilter muss eine Teilmenge des BOOLEschen Verbandes V(I) sein. Wir
fuhren den Ultrafilter mit Hilfe des Ultrafiltertheorems 3.2.15 ein. Dazu wird eine Teilmen-
ge von POT(]) angegeben werden, die unter endlichmaliger Schnittbildung in V(I) nicht leer
ist. Nun gilt:
dM (M ist Funktion auf I &
VO(Oel=Mg={Q|R2cl&BOcR})).
Sei M so.
Dann ist RanM) < POT(T) = V(I),.
Seien ferner X, Y € Ran(M). Dann
30326, Lec1&X=Mg&Y = M,).
Seien 0, Q so. Dann gilt:

Infva)({X, Y} =

=XnY

= Mg N Mg .

Ferner ist
BcOUQ&QcOUQ& O uUQ endl c Diagr(A, S)
&OUQEMg&OuUQEeEM,,

also OuQeMgnM,.
Also ist Mg N Mg # O,
also Infyg, ({X,Y}) # Oy -

Ferner ist ©® U Q endl ¢ Diagr(A,S) & O U Q # &;
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dann ist 0 u Qe I=DomM),
und es gilt: Mo a =
= {H | Hendl c Diagt(4,S) & O uUQc H}
={H| Hendl c Diagt(A,S) &« O c H& Qc H}
= { H | Hendl c Diagr(A,S) & © < H}

N { H | Hendl c Diagr(A,S) & Q c H }

= Mg M.
Also ist O uQ € DomM) & Mg, o = Mg N Mg;
dann ist Mg N Mg € Ran(M),

also Infyq, ({X, Y}) € Ran(M).

Dann folgt mit Theorem 3.2.6, dass Ran(M) in V(I) unter endlichmaliger Schnittbildung
nicht leer ist. Dann folgt mit dem Ultrafiltertheorem 3.2.15:
JF ( Fist Ultrafilter auf V(I) & Ran(M) c F).
Sei F so.
Nun ist 5 eine homogene Familie von Strukturen aus K, F ein Ultrafilter auf V(I) =
V({Dom(E)) und K nach Voraussetzung unter Ultraproduktbildung abgeschlossen; dann ist
QRP:(B, F) e K.
Es bleibt noch zu zeigen, dass A in QRP«(E, F) isomorph einbettbar ist, denn dann folgt
mit der Voraussetzung, dass K unter isomorpher Einbettung abgeschlossen ist, dass A € K.
Um eine isomorphe Einbettung 4 von A in QRPx(E, F) einfithren zu kénnen, wird zu-
nichst eine Abbildung von A, nach CPtg, (Bg ) eingefiihrt. Es gilt nimlich:
Jg (g ist Funktion auf A; & Vu (u € A, = g(u) ist Funktion auf I &
& VO (Oel&uc Ran(ag) = gn)e = xelae () ) &

&VO(Oecl&u¢ Ran(ag = g)e=xg1)))-
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Sei g so.
Mit Hilfe von g kann nun eine Abbildung von A, nach QRP«(E, F), , also nach
Quot(= (F, A) cingefiihst werden, denn es gilt:
34 ( hist eine Funktion auf A, &
&Vu(neA = hu)=[gw)ls))
wobei # den Tetm (= (F, .A)) abkiirzt.
Sei h so.
Dann gilt:
H,) h ist eine Abbildung von A, nach QRPx(B, F), .
Um nun mit dem Diagrammlemma schlieBen zu kénnen, dass h eine isomorphe Einbettung
von A in QRPr(E, F) ist, muss noch bewiesen werden:

(Hy) sEM, (QRP«(E, F))
Sei dazu B* =sEM, (QRP:(E, F)).

L_. Diagr(A, S).

Dann ist nach Theorem 2.3.51 B* ein Modell fiir S* vom Typ ([, , B, U (A; X {Ho}))-
Sei nun p € Diagt(A, S).
Dann sind zwei Falle moglich:
Fall 1: Angenommen, p ist ein Atomsatz von S* &
Vi(i € Po U (A; X {Hy}) & ¥'K, Teilausdruck von p = 7 € (A; X {l,})).
Dann 37 (j € Dom(y) & Aoty oo Aty 1 (41, oy #y 4, € A &
& p =5P, (1, AT .. (u(sfi), ATS) )
oder
B, oy (9, € AL & p = (my, AT =¢ (p, ATY) ).
Fall 1.1: Angenommen,

37 (j€ Dom(W,) & oty .. Aoty (#y vy ty 4, € A &
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& p :SPj (”1’ ATS) (”(I‘l’lﬁ))’ ATS) ) )
Seien j, uy, ..., u, ; ; so.
Sei O* = { °P; (u;, ATy) . (a(ph(), ATs) }-
Dann ist ©* € 1.

Sei Q € Mg, . Dann ist Q € I & ©* c Q. Dann ist

°P, (u;, ATy) ... (u(,()), ATS) € Q.

Dann ist °P; (u;, ATY) ... (), ATo) € Ran(y).
Sei k=gt (°P; (uy, AT) . (u(py())), ATS)).
Dann ist P = °P; (w, ATY) ... (), ATy).
Ferner gilt Vi(i€ {1,.. k() } = u € Ran(ag) ).
Dann gilt:

Vi(ie {1, .., =3/ (/€ {1,..,mg} &u,=ag,)).
Dann folgt mit dem Auswahlaxiom:
3/ (/ist eine Funktion auf {1, ..., b,(j)} &
&Vi(ie {1, ., O} =/4€{l,..,mg} &u,=ag)).
Seil so.
Dann gilt: g, = das Ergebnis der simultanen Substitution
der Variablen 5V, | ..., SVm(Q) von S
fur die Konstanten (ag ; , ATy) ... (ag(mg), AT) in g ,
= das Ergebnis der simultanen Substitution
der Variablen 5V, | ..., SVm(g) von S
fir die Konstanten (ag ; , ATy) ... (ag(mg), ATY)

in °P; (ag((1)), ATg) ... (ag ((:())), ATo)

=P,V ;o Vi -
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Dann folgt mit det Einfiihrung von :

Ba Fsx@ PV i1 Vi -
Dann ist ( xqQ) ;e (1wt} € BQ’ZJ .
Nun folgt mit der Einfithrung von g:

Vi(i€ {1, ., () } = glu)o = g(ag, 1o = XQ,l(x));

dann gilt: (gadic (1,11 € Bazj-
Also gilt:

VO (02€ Mg = Q€T1&¢ g(u,)g>,~e{1,_._,p,1,,-] 680,2,;)-
Dann ist

Mg.c { 2] Q€ 1&¢ g(u,)g),e“mu,u} E‘Bg,z,i }clL

Ferner ist Mg, € F; dann ist
{Q| Qe1&{gu)glic(1,..u1j) € Basi} EF
Nun ist { g(u) )c (1,.1,;) eine Folge der Linge |,(j) in CPtg. (Bg ); dann folgt:
(g(u) Die (1,.m1,j) € RPPtge; (8@,2,,' ,39,1 , F).

Dann ist ([8@)ls die (1,..11,j) € QRPPro.; (Bg s, Bai» ),

wobei # = ~(F, DICPtgc, (B ).
Dann ist < h(u,) ),-e (1, By 1} € QRPI(B, F)z,,' .
Dann folgt mit QRP:(5, F), ; = B,

(h(u) )ie (1, p1j) € B
Nun gilt Vi(i€ {1, i} = h(w) = B* wyue)
und Vi(i€ {1, ()} = (W, AT = S*, wpue )-
Nun 3y y ist eine Belegung aus B*; sei y so. Dann gilt:
Vi(i€ {1,.., Q) } = vals. 5 ,({ (u;, ATS) ) ) = h(u)).

Also ist ( Va]g*,@«,y ( ( (u;, ATy) ) ) >ie 1wt € '8*2,]. .
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Dann gilt B* ke, 5P, (u, ATY) .. (), ATo).
Also B* ks 5P, (uy , AT) ... (i), ATy).
Also sEM,(QRP:(B, F)) ke p.

Fall 1.2: Angenommen,
Ty Joy (w1, € A, & p = (0, ATS) =¢ (, , AT).
Seien u, , u, so.
Sei O* = { (u,, ATy =¢ (u,, ATY) }.
Dann ist ©* € L.
Sei Q € Mg, . Dann ist Q € I & ©* ¢ Q. Dann ist

(u,, AT =¢ (1, , AT € Q.

Dann ist (u, ATY) =¢ (u, , ATS) € Ran(y).
Sei k= ¢g'((u, AT) =¢ (uy, ATY)).
Dann ist do. = (u, AT =¢ (u, , AT).
Ferner gilt Vi(i€ {1,2} = u, € Ran(ag) ).

Dann folgt mit dem Auswahlaxiom
3/ ( /ist eine Funktion auf {1, 2}

&Vi(i€ {1,2} = /e {l,..,mg} &u,=ag 4)).
Sei 1 so.
Dann gilt:

g, = das Ergebnis der simultanen Substitution

der Variablen 5V, , ..., SVm(Q) von S
fur die Konstanten (ag ; , AT) ... (ag(mg), ATg) in Pg
= das Ergebnis der simultanen Substitution

der Variablen 5V, | ..., SVm(Q) von S
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fiir die Konstanten (aq ; , ATS) .. (ag(mg), ATs)
in (ag(l(1)), ATg ) = (a((2)), ATs)
= Vi) =s Vi -
Dann folgt mit der Einfithrung von :
Ba ks Vioy =s “Vigy -
Nun folgt mit der Einfiihrung von g:
Vi(i€ {1,2} = g(u)a = glag,ipa = %) );

dann gilt: g(w)a = gua -
Also gilt:

V(026 M= £2€1&gu)g=glu)ga)
Dann ist M. { 2] Q€18 glu)g= gy} L.
Ferner ist Mg. € F; dann ist

{2 Qel&g)g=gw)o} €F.

Dann folgt mit Def. 3.3.7:

(8wy), g(wy) € ~(F, D[CPrg; (89, 1)-

Dann [g()]s = [g(u]x -

Dann ist h(u,) = h(uy).

Nun gilt Vi(i€ {1,2} = h(w) =% u4u0)
und Vi(i€ {1,2} = (u;, ATS) = S*, wpue) )

Nun Jy y ist eine Belegung aus B*; sei y so. Dann gilt:

Vi(i€ {1,2} = valg ., (( (0, ATg))) = h(w)).
Dann gilt B* ko, @, ATg) =¢ (u,, ATY).
Also B* ko (u;, ATY) =¢ (u,,, ATY).

Also sEM,(QRPt(B, F)) fex p-
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Fall 2: Angenommen,
30 (P ist Atomsatz von S* &
Vi(i€ pyu (A X {H,}) & 5K, Teilausdruck von o' = i € (A, X {W,}))
&p=Tgp).
Sei p' so. Dann
37 (j € Dom(i,) & oty ... Aty s ; (#4y 5y #y1 ;€A &
& p' =P, (i, AT) ... (u(1(), ATS) ) )
oder
oy Juy (1, , 1, € A, & p' = (4, ATQ) =¢ (1, ATS) ).
Fall 2.1: Angenommen,
37 (7 € Dom(,) & Juty ... gy (#y 5 ooy #y 1, € Ay &
& p' =P, (1, ATg) ... ((phs(), ATS)))
Seienj,uy, ..., u, ;SO
Dann ist p = 7 P, (u;, ATY) ... (u(h,()), ATy).
Sei Q* = { 7 5P, (uy, ATG) ... (a(h(), ATY) }-
Dann ist Q* € L.

Sei® € Mg, . Dannist @ € [ & Q* c ©.

Dann ist =6 5P, (u, ATy) ... (u(l,())), ATg) € ©.
Dann ist 7 °P; (uy, AT) ... (u(,())), ATS) € Ran(de).
Sei k= o (75 °P; (w, AT ... (a(k())), AT))-
Dann ist do, = 75 °P; (ug, ATy) ... (i), ATY).
Ferner gilt:

Vi (i€ {1, ki) } = u; € Ran(ag) ).

Dann gilt:
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Vi(ie {1,.., @} =3/(/e {l,.. ,meg} &u,=2ag,)).
Dann folgt mit dem Auswahlaxiom:
3/ ( /ist eine Funktion auf {1, ..., B,(j)} &
&Vi(i€ {1, ., ()} = Le {1, .., me} &u;=ag 45) ).
Seil so.
Dann gilt:
g, = das Ergebnis der simultanen Substitution
der Variablen 5V, , ..., SVm(g) von S
fir die Konstanten (ag ; , ATg) ... (ag(mg), ATY)
in g,y ;
e = das Ergebnis der simultanen Substitution
der Variablen °V, , .., °V,_ von S
fur die Konstanten (ag ; , AT) ... (ag(mg), AT)
in = 5P, (a(I(1)), ATS) - (ao (1 (), AT
= 75 °P; Vi) - Vigqyg) -
Dann folgt mit der Einfithrung von E:
Be |=s, x®) s SPj
Dann ist ( xq, o diettmp € Boaj-
Nun folgt mit der Einfihrung von g:
Vi(i€e {1, ., 10) } = ge = g(2e, 1) = Xe,1p )5
dann ist (8o e (howij) € B@,z,j .
Also gilt:
VO (O€e Mg = O€1&(gu)eo)ic(1,..u1j} € Bozj)-

Also ist
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Mg { @] OcT&(gW)olic(1, p1j) € Baaj) L

Ferner ist Mg, € F; dann ist

{O] Oc1&(gu)o)ic(1,..p1j) € Baz;} €F.
Nun ist

{0 OcT&{gWu)elici,pr1j) € Bozj} =

=IN{ O] Oc1&(gW)e)ic(1,..u1j) € Boz;}

={0| Oc1&(gW)e)ic(1..u1i) € Bz} "
und F ist ein Ultrafilter auf V(I); dann ist

{O] Oc1&(gu)elic(r,..u1j) € Boa;} € F.
Nun ist { g(u) ). (1,..1,j) €ine Folge der Linge Y,(j) in CPrg, 1(Bg,1); dann folgt:

( gw) >ie{1,..,,p.,1,i} ¢ RPPrge; (ge,z,i )BQ1 , B).

Dann ist
( lg)]s e (1am1,j) € QRPProe; Be,2,; ,Be1, )
wobei # = ~(F, D[CPtgc; (Bag)-
Also ist (h(u) Die (1, p1,j) € RP(B, F), ;.
Dann folgt mit QRP:(E, F),; = B,

(h@) D (1,m15) € BY-
Dann folgt wie im Fall 1.1:
(vals g, (C 5 AT D) Die q1,m 1, € B
Dann gilt B* koo, 76 °P; (uy, ATY) ... (u(hi()), ATo).
Also sEM,( QRPt(B, F)) - p.
Fall 2.2: Angenommen,
o, I, (,, 4, € A, & p' = (), ATS) =¢ (p, ATS) ).

Seien u, , u, so.
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Daan st p =g (u, AT =« (u,, ATY).
Sei O = { ¢ (u;, ATY) = (u,, AT }.
Dann ist % € 1.

Sei Q € Mg. . Dann ist Q € I & ©* ¢ Q. Dann ist

g (0, ATY) =g (u,, ATg) € Q.

Dann ist < (0, , AT = (u,, ATS) € Ran(g).
Sei k= dg™( s (ur, ATS) =¢ (8, AT ).
Dann ist b = s (uy, AT =¢ (u, , ATY).
Ferner gilt Vi(i€ {1,2} = u, € Ran(ag) ).

Dann folgt mit dem Auswahlaxiom
3/( /ist eine Funktion auf {1, 2}
&Vi(iE {1,2} =/e{l,.,mg} &u = an’,(,))).

Sei 1 so.

Dann soll Y , das Ergebnis der simultanen Substitution der Variablen 5V , ..., SV,

S fiir die Konstanten (ag(1), ATy) ... (ag(m(Q)), ATy) in g, sein;
dann ist Yo = T (SVm) =s SVl(z) )-
Dann folgt mit der Einfiihrung von B:

Ba |=s, x@ s (Svm) ~s SV](z) ):

Nun folgt mit der Einfithrung von g:

Vi(ie {1,2} = gu)g = g(aq, 1pa = Xq, o )

dann gilt: gu)a * g(ua -
A].SO g]lt VQ(QE M@*=’Q€I&g(u1)g¢ g(uz)_a)
Dann ist Mo { 2| Lel&gu)g*glu)ge}cl

Ferner ist Mg, € F; dann ist
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{ Q| QeT&gl)g*gu)g} €F.

Dann folgt mit Def. 3.3.7:

(g(w), g(wp) € ~(F, D[CPrg¢, (39, -

Dann [g(u)ls * [l

wobei # = ~(F, DICPrgc; B )-

Dann ist h(u) # h(u).

Nun gilt Vi(i€ {1,2} =h@) =B* wue))
und Vi(i€e {1,2} = (u;, ATg) = S*, woue) )-

Nun Ty y ist eine Belegung aus E*; sei y so. Dann gilt:
Vi(i€ {1,2} = valg. g, (( (u;, AT )) = h()).
Dann gilt B* ey (, ATY) #5 (0, ATy).
Also B* Fee s (u, ATY) =¢ (uy, ATY).
Dann folgt wie im Fall 2.1:

sEM, (QRPt(E, F)) ke p.

Es gilt also in allen Fillen
sEM, (QRPt(B, F)) fs. p.
Also gilt:
Vp (p € Diage(A, S) = sEM, (QRP:(B, F)) ke p).

Also sEM, ( QRPr(B, F))

L. Diagr(A, S).
Nun kann das Diagramm-Lemma 2.3.54 angewendet werden und es folgt:
h ist isomorphe Einbettung von A in QRP1(E, F).
Wie oben festgestellt, ist RPt(F, F) € K und nach Voraussetzung ist K unter isomorpher
Einbettung abgeschlossen; dann ist A € K. Also gilt:

VA(A|T = A€K):
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Also gilt: VA(AeK = A T),
und nach Konstruktion ist I eine Klasse von Allsitzen von S. Also ist K eine universelle

Klasse.

Zum Abschluss dieses Kapitels werden die einstufigen Klassen und die einstufigen Basis-
klassen mit mengentheoreischen Mitteln charakterisiert; dazu wird das Kompaktheitstheorem
beniitzt, das nun — in det Ultraproduktversion — fir die Art von einstufigen Sprachen bewiesen

wird, mit denen hier gearbeitet wird.

4.1.13 Kompaktheitstheorem / Endlichkeitssatz
Sei S Sprache erster Stufe. Sei'T Theorie von S. Sei 1 die Menge aller nichtleeren, endlichen Teilmengen
von'T' und sei A Funktion auf1, so dass

Vi (i€ 1= A, ist Modell fiir S & A,

s 7).
Dann gibt es einen Ultrafilter D anf V (1), so dass
QRPt(A, D) |k T.

Beweis: Es werden die Voraussetzungen angenommen. Dann gilt nach Def.2.3.33: T ¢
SATZ, & T # @; und A mit Dom(A) = I ist eine homogene Familie von Struktuten (Def.
3.3.2).
DaT # @ istI # @ und nach Satz 3.1.28 ist V(I) BOOLEschet Vetband.
Sei nun M Funktion auf T, so dass:

Ve(teT=M(n={i/|icl&rei}.
Dann ist Ran(M) ¢ POT(I) = V(I), .

Um nun mit dem Ultrafiltertheorem auf die Existenz eines Ultrafilters auf I schlieBen zu
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kénnen, der Ran(M) enthiilt, ist zu zeigen, dass Ran(M) in V(I) unter endlichmaliger Schnitt-
bildung nichtleer ist (Def. 3.2.5).
Sei X endl € Ran(M) & X # .
Dann Jn Je (n € N* & ¢ist Abzihlung der Linge 7 von X).
Seien n und e so. Dann
Ran(e) = X.
Nun gilt: V/ (/€ Dom(e) = d7( 7€ T & M(7) =¢; € X).
Sei daher e* Folge auf Dom(e), so dass

Vi (j € Dom(e) = e*()) € T & M(e*())) = e;).

Dann Vi(G{1l,.,n}={e*,.,eX }Ee)).
Und es folgt: {e*, ., ef t €lnfypX) =€, N..Ne,.
Das zeigt, dass Infyq # O,

und somit ist Ran(M) unter endlichmaliger Schnittbildung nichtleer.
Nach dem Ultrafiltertheorem (Satz 3.2.15) gibt es dann einen Ultrafilter auf V(I), der
Ran(M) als Teilklasse enthilt. Sei D ein solcher Ultrafilter.
Seinunt € T.
Es gilt
Vi(iel=A | ).
Dann
Vi(iel&tei=A ks T).
Und es folgt:
M) ={i|icl&t€i&A st} {i|icl&A T}
Nun ist M(T) € Ran(M) und Ran(M) < D und da D Filter, folgt:

{iliel&A fsT}€D.
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Und mit dem Lemma 3.3.15 zum Theorem von Los$ folgt weiterhin:
QRPt(A, D) k. .
Das gilt fiir alle 7€ T; und somit erfiillt QRPr(A, D) T simultan:

QRPt(A, D) |t T.

Fur den Satz 4.1.15, der die einstufigen Klassen und die einstufigen Basisklassen mengen-
theoretisch — mit Ultraproduktmethoden — charakterisiert, wird ein weiteres Korollar des

Kompaktheitstheorems benotigt:

4.1.14 Korollar.-
Sei S Sprache erster Stufe; seien T, und B, Theorien von'S und gelte fiir alle A:
A Modell fir S = (A |ts Z, = nicht At Z,).
Dann sind B, und X, jeweils endlich axiomatisierbare Theorien von S.
Beweis: Sei S Sprache erster Stufe, seien X, und X, jeweils Theorien von S und gelte:
VA (AModell fir S = (A |ts 2, © nicht A |Lc T,)).
Dann ist X, U Z, keine erfiillbare Theorie von S. Dann ist X, U X, keine endlich erfiillbare
Theorie von S. D. h.:
Vo (oendlc B, U X, 3A(AModell fir S & A |5 0)).
Dann
Jo(oendlc T, U Z, & VA (AModell fiir S = nicht (A |k 0))).
Sei 0* so.
Dann ist 0* nichtleer, denn die leere Satzmenge wird von allen Modellen von S erfiillt.

Dann gibt es endliche Teilmengen von X, und von X, — seien X;* und X,* so — so dass
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o* = Xk u B *
und X * U X,* ist nicht erfiillbare Theorie von S.
Sei nun.A Modell von S, so dass: A |Ifs P
Dann nicht: Ak Z,.
Denn A [k B, wiirde A |- Z,* implizieren und A [t Z,* U Z,* wiirde folgen, im Wider-

spruch zur Annahme, dass 0* nicht erfiillbare Theorie von S ist.

Dann: Al 2.

Dann VA (AModell fir S & A | Zx = A | Z)).
Nun gilt: VA (AModell fiir S & A |k B, = A |k, B,*).
Dann VA (AModell fir S = (AL, Zx = AL B))).
Angenommen: 0 € SATZ, .

Dann gilt: ge {o|Z*|o}

gdw VA (AModell fir S & A |- Zx = A | o)
gdw VA (AModell fir S & AL =, = A | 0)
gdw o€ {0]|Z o}

Dann

{0|0€SATZ & Z* .0} ={0|0€SATZ. & Z, ||c 0 }.
Und es ist gezeigt, dass X, eine endlich axiomatisierbate Theotie von S ist, da X* nur
endlich viele Sitze / Axiome von S enthalt (Def. 2.3.34). Entsprechend beweist man, dass

%, auch eine endlich axiomatisierbate Theotie von S ist. O

Nun werden die Modellklassen charakterisiert, die durch beliebige oder durch endliche,

einstufige Satzmengen axiomatisiert werden kénnen.
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4.1.15 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe des Typs b und sei K € MODyg . Dann gilt:
() K i einstufige Klasse von S
gdw
K in'S unter einstufiger Aquivalens, und unter Ultraprodukthildung abgeschlossen ist.
(i) K zst einstufige Basisklasse von S
gdw
K und das Komplement von K in'S unter einstufiger Aquivalens und unter Ultraprodukthildung
abgeschlossen sind.
Beweis: Sei S Sprache erster Stufe des Typs B und seit K € MODy, .
(i=) Sei K einstufige Klasse von Modellen von S.
Dann 3X( Zist Theotievon S& VA (A€ K= A L X)).
Sei X so.
Seien A und B Modelle von S und gelte A € K und A =, B. Dann gilt A [\, X und da A
=, B, gilt fir B: B |k Z; und somit ist B € K. Das zeigt, dass K unter einstufiger Aqui-
valenz abgeschlossen ist, wenn K eine einstufige Klasse ist.
Sei nun A eine Familie von Strukturen vom Typ W so dass Ran(A) c K; sei weiterhin F
Ultrafilter auf V(Dom(A)).
Sei 0 € . Dann gilt fiir alle ; € Dom(A):
A ko, daAek
Nun ist Dom(A) € F, da F Filter auf V(Dom(A)) ist; und es folgt mit Satz 3.3.18:
QRP:(AF) ks o;
das gilt fiir alle 0 € X und es folgt

QRP:z(A, F) ||Ls 2
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und QRPr(A F) e K.
Das gilt fiir alle Familien A mit Ran(A) ¢ K und alle Ultrafilter F auf V(Dom(A)). Also ist
K unter Ultraproduktbildung abgeschlossen, wenn K eine einstufige Klasse ist.
(i=) Sei nun K eine Klasse von Modellen von S, die unter einstufiger Aquivalenz und unter
Ultraproduktbildung abgeschlossen ist; sei
O={P| pecSATZ &VA(AcK=> AL P)}.
Dann gilt: VA(AeK = A| D).
Es bleibt zu zeigen, dass alle Modelle von S, die ® simultan erfiillen, Element von K sind.

Sei also B Modell von S und gelte:

B ®.
Sei T={¢| pcSATZ . &B k. ¢}.
Dann gilt: Bl =
Sei I={i|iendicZ&iz*Q}.

Seii€ L.
Dann  dzdo(n€ N* & g Abzihlung von I & Dom(0) = {1, ..., #} ).
Seien n und 0 so.
Nun gibt es ein Modell aus K, das i erfiillt, da ansonsten alle Modelle in K folgenden Satz
aus S erfillen wiirden:
(0, N\g ... N\ 0,);

und “¢( 0, Ag ... \g 0, ) wire Element von ®, und fiir B wiirde gelten:

B ke 7e( 0, Ag o Ns G, ) Ag (0 Ag ... N\s G).
Dieser Widerspruch zeigt, dass es fiir i ein Modell aus K gibt, das i erfiillt. Das gilt fiir alle
1€ L

Dann folgt mit Hilfe des Auswahlaxioms:
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3.4 (_AFunktion auf 1 & Vi (i€ 1= A€ K& A | 7)).
Sei A so.
Nun etfiillen X, I und A die Voraussetzungen fiir eine Anwendung des Kompaktheits-
theorems; und es kann gefolgert werden:
3D ( D Ultrafilter auf V(T) & QRPr(A, D) |- X ).
Sei D so.
Da alle Glieder A, der Familie A aus K sind, und da K unter Ultraproduktbildung in S
abgeschlossen ist, folgt:
QRPr(A, D) € K.
Sei nun 0 € SATZ, .
Gelte
QRPt(A, D) ks 0 & (nicht B ko).
Dann folgt B k. 7.0 und 7.0 € Z und
QRP:(A, D) | 0 A 0.
Aus der Annahme
B | 0 & (nicht QRPr(A, D) k. 0)
folgt ebenfalls ein Widerspruch.
Also
Vo(oe SATZ. = (B k. 0= QRPt(A, D) k. 0)),
und mit Definition 2.3.19 folgt:
QRPt(A, D) = F;
und da K unter einstufiger Aquivalenz abgeschlossen ist, folgt schlieBlich:
Fek.

Somit gilt fiir alle Modelle 5'von S:
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Fl.® - BeK.
Das zeigt, dass K einstufige Klasse von Modellen von S ist, wenn K in S unter Ultra-
produktbildung und beziiglich einstufiger Aquivalenz abgeschlossen ist.
(1i=) Sei K einstufige Basisklasse.
Dann ist K eine einstufige Klasse und K ist unter einstufiger Aquivalenz und unter Ultra-
produktbildung abgeschlossen.
Dann
3 (Yendlc SATZ & X+ @ &VA(AE Ko A 2)).
Sei X so. Dann
dn 30 (n€ N* & 0 Abzihlung von X & Dom(0) = {1, ..., n} ).
Seien n und 0 so.
Dann VA(A€ K < A ks Konjg (0)),
wobei Konjg (0) die Konjunktion der Glieder der Abzihlung 0 bezeichne.
Nun gilt VEB( € MOD, \ K = 5 |k ~¢ Konjg (0)).
Und es folgt
35X ( Yendlc SATZ, & F+ @ & VA (A€ MODg \ K = A |, 2)).
Damit ist gezeigt, dass das Komplement von K eine einstufige Basisklasse ist; und es gilt:
MOD, \ K ist unter einstufiger Aquivalenz und unter Ultraproduktbildung abgeschlossen.
(ii=) Sei K' = MODq \ K und seien K und K' jeweils unter Ultraproduktbildung und unter
einstufiger Aquivalenz abgeschlossen.
Dann sind K und K' einstufige Klassen von Modellen von S. Dann
A0 (2 + D& B c SATZ & VA( A€ K= A Z))
und

35,(2%* D& 5,c SATZ & VA(AK = A 5,)).
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Seien 2, und %, so.
Nun gilt
VA (A€cMOD, = (_A€K odet A€ K') & nicht (A€ K & A€ K')).
Dann
VA (A€ MODg = (AL B, < nicht A |5 ,).
Dann folgt mit Korollar 4.1.14, dass %, und 2, endlich axiomatisietbare Theotien von S

sind, woraus folgt, dass K und K' einstufige Basisklassen von S sind.



4.2 Lindenbaum-Vetband und endliche Axiomatisietbarkeit

In diesem Abschnitt werden hinreichende und notwendige Bedingungen dafiir bewiesen,
dass Theorien, d.h. nichtleere Klassen von Sitzen einer Sprache erster Stufe, bestimmte Eigen-
schaften wie z.B. Widerspruchsfreiheit oder Vollstindigkeit haben. Die Bedingungen bestehen
darin, dass die iiber eine Aquivalenzkassenbildung gewonnene Folgerungsmenge der Theorie eine

bestimmte Art von Filter iiber dem Lindenbaumschen Verband der Sprache ist.

Zunichst wird der Begriff des Lindenbaum-Verbandes einer Sprache erster Stufe definiert.
Dazu wird zunichst definiert: =~ = {{( @, ¥) | @, ¥ € FMLe & ||c @ <c ¢ }. = ist fiir jede
Sprache erster Stufe S eine Aquivalenzrelation mit fld(~) = FMLg . Dann witd auf Quot(~ ) ein
2-stelliges Pridikat =g definiert: =g = { { [@.c, [#.c) | @, ¥ € FML & || @~ ¢ }. Dann wird
der Lindenbanm-V erband der Sprache S definiert:

BA, = (Quot(=), (cs), D).
BA,ist ein Boolescher Verband. In den folgenden Theoremen wird nur eine Substruktur von BAg
verwendet, nimlich
BA_" = (Quot(= [SATZJ), (), D).
BA_” ist ein Boolescher Verband. Ferner wird noch der Begtiff der Menge der Aquivalensfelassen der
Satze von S, die logische Folgerung einer Theorie T von S sind:
Dg(T)= { [@l.s | peSATZ & T |5 ¢ }.
definiert. Mit den vorstehend eingefiihrten Begriffen werden vier Theoreme bewiesen, die notwen-
dige und hinreichende Bedingungen fir grundlegende Eigenschaften von Theorien einer Sprache
erster Stufe formulieren. Das erste Theorem lautet:
T ist widerspruchsfreie Theotie von S gdw Dg(T) ist echter Filter auf BAS .

Das zweite Theorem lautet:
T ist widerspruchsftreie und endlich axiomatisierbare Theorie von S

gdw Dg(T) ist echter Hauptfilter auf BA.

Das dritte Theorem lautet:
T ist vollstindige Theotie von S gdw Dg(T) ist Ultrafilter auf BAS .

Das vierte Theotem lautet:
T ist vollstindige und endlich axiomatisierbare Theorie von S
gdw Dg(T) ist Hauptultrafilter auf BA_ .
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Auf FML, witd als erstes ein Aquivalenzpridikat ~¢ definiert:

4.2.1. Definition.-

gs:{<¢s ¢’>|¢s¢'€FMLS&”'S¢“S /88

Dann gilt der folgende Hilfssatz:
4.2.2. Satz.-
Wenn S Sprache erster Stufe ist, dann ist =g Aquivalenspridikat in FML .

Beweis: Sei S Sprache etster Stufe und seien ¢, ¥ ¢ € FMLg .

Dann gilt: fsd-sb&lsd-sd,

und mit der Regel der Bikonditionaleinfithrung folgt:
ks ¢ << .

d. h. ¢ ~s d;

somit ist =4 reflexiv.

Sei ¢ =5 %

Dann gilt b s

und mit der Regel det Symmetrie des Bikonditional folgt:
kx-s

und es gilt ¥ =5 ¢ und =4 ist symmetrisch.

Angenommen ¢sx&X=sV,

dann gilt b -sx&Fx-st

dann folgt mit der Regel der Transitivitit des Bikonditionals:
b s

weitethin folgt ¢ ~¢  und = ist transitiv. O
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Somit teilt ~g die Menge FMLg in Aquivalenzklassen ein. Dann gilt gemil Def. 3.3.9.:

4.2.3 Satz.-
[@].s = {y|(@ ¥le=s}
FMLg/ =g = {[#l.c | ¢ FMLg }.

Da es im vorliegenden Abschnitt 4.2 nur um eine Aquivalenzrelation — ~¢ — geht, wird in
den Beweisen der Index ofters weggelassen, es witd also [(] fiir [P].g geschrieben.

Definition 4.2.1 liefert nun zusammen mit der Theorie der Aquivalenzrelationen folgenden

Satz:
4.2.4. Satz.-
Wenn'S eine Sprache erster Stufe ist, dann gilt fiir alle @, ¥ € FMLg :
9 [As=[#s = ks @ =s ¥ &
b Pedl.s.
Auf FMLg/ =g witd ein Ordnungspridikat g definiert:
4.2.5. Definition.-

Es= {{[Pl.s, [W.s) | § YeFML & |} P~ ¥}

Im vorliegenden Abschnitt 4.2 wird statt  x, y ) € &g auch die Schreibweise x c¢ y verwen-
det. Der nichste Satz zeigt die Wohldefiniertheit von Cg :
4.2.6. Satz.-

Wenn'S Sprache erster Stufe, dann gilt fiir alle @, @', Y und Y’ € FMLg :

(P=s P& Y= )= ([Pl.s s [Yls = [Ples Es [¥)es)-
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Beweis: Sei S Sprache etster Stufe, seien ¢, ¢', P und §' € FML, gelte
(p=sd'&P=s1")
und sei weiterhin [}].c < [V].s -
Dann ”‘s ¢-sy.
Da ¢ = ¢, folgt mit Definition 4.2.1 und mit Bikonditionalabschwichung |} §' - ¢; und
mit dem hypothetischen Syllogismus folgt
ks &'~ v
Da { = §' angenommen ist, gilt ks ¥ < ¥' und man erhilt
ks '~ .
Also [§].s =5 [W].s -

Entsprechend zeigt man, dass [{].s £ [P].g aus [P.g =g [P'].s folgt.

Es sei nun fiir alle S
4.2.7. Definition.-

BA_.=(FMLy/=~.,{Cs), D).

Die Struktur BA trigt einen eigenen Namen; sie wurde nach dem polnischen Logiker

Adolf Lindenbaum benannt; man nennt BAg den ‘Lindenbaum — Verband der Sprache S

Es gelten die zwei folgenden Sitze:
4.2.8 Satz.-
Wenn'S eine Sprache erster Stufe ist, dann gilt fiir alle :
@) [#].s € BAY, = § € FMLs.
(b) Des Werteren ist BAg eine partielle Ordnung.
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Beweis: Sei S Sprache erster Stufe.

(@) Sei [§].< € (BAL),

Dann ist [{].g € { [@].< | @ € FMLg }und ¢ € FML folgt.
Seinun ¢ € FML, .

Es gilt ¢ ~¢ ¢. Dann ist § € [P]g . Nach Satz. 4.2.3 ist [P].c € FMLg/ =~ .

Und da FMLg/=~s = (BAg); ,

folgt [p].s € (BAS), -

(b) Sei [].c € (BAY), . Dann: ¢ € FML . Dann gilt |}s ¢ < ¢. Dann [¢] = [¢]. Also ist
C, reflexiv in FMLg/= .

Sei nun [¢], [Y] € (BAy), und gelte [¢] = [¥] und [¥] = [¢].
Dann: || ¢ << P und [§] = [] folgt. Also ist c antisymmetrisch in FMLg/ = .

Seien nun [¢], [Y], [A] € BA), und gelre [¢] = [¥] und [] £ [A]
Dann folgt |} ¢ ~< A und somit [¢] & [A]. Also ist £ transitiv in FMLg/ = .

Das zeigt, dass (BAy), eine partielle Ordnung ist.

4.2.9 Satz.-
Wenn'S eine Sprache erster Stufe ist, dann ist BAg ein BOOLEscher Verband.
Beweis: Sei S Sprache erster Stufe.
Um den Satz zu beweisen ist zu zeigen, dass
(a) alle zweielementigen Teilmengen von (BAg), ein Supremum und ein Infimum besitzen
(Def. 3.1.15), dass
(b) BA ein groBites — 1p, ) — und ein kleinstes — Og, ) — Element besitzt, dass
(c) jedes Element von (BA), ein Komplement hat (Def. 3.1.18 und 3.1.19), dass

(d) die Infimumbildung distributiv beziglich der Supremumsbildung ist und umgekehrt,
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und dass
(e) 1pag) * Opa) -
Zu (a): Seien [§], [] € BAY),
Es gelten fir alle ¢, # € FML die beiden Tautologien:
ks #-s @V 9
und s ¥ ~< (@ Vs 9;

und es folgt: [@] c< (P Vs ¥)] und [#] =5 (@ Vs Y.
Somit ist [(¢ Vg #)] obete Schranke von { [¢], [#/] } in BA; .

Sei [€] beliebige obete Schranke von { [§], [U] } in BA, .
Dann gilt [§] c¢ [€] und [{] = [€]. Dann folgt u. a. mit Def. 4.2.5:

"sd) »s&und ||'s'~|J ~s &

Mit der Tautologie

s @ =8 =5 (0 =5 &) =< (b Vs ¥) =< &)
und zweimaligem modus ponens erhilt man
[s @ Vs ¥) = &
d. h. [(® Vs $)] = [€]; und somit ist [(¢ Vs Y)] Supremum von {[¢], [{1]} in BAs und es gilt
Supgag{ [Dl-s » [Wl.s } = [$].s Upag) [Wos = [ Vs ¥l.s -
Der Beweis, dass [(¢ A\s §)] Infimum von {[¢], [{]} in BAg ist, etfolgt entsprechend mit
Hilfe der drei Tautologien:
s @ As ¥) =5 &,
ks @ As ¥) =5 ¥ und
Is € +s &) ~s (€ ~s ) ~s € =5 @ As W))).

Damit ist gezeigt, dass es zu allen zweielementigen Teilmengen von (BAy), ein Suptremum

und ein Infimum aus (BAy), gibt; somit ist BAg ein Verband.
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Zu (b): Fur alle Modelle .4 von S, alle Belegungen x aus ./ und alle ¢ € FML gilt:

A |:S,x $-s IV, PV, =7V,)
und

Absx 73V (V1 =5V,) »s &
und man erhalt:
s @5 35V, (5Vi = °Vy)
und ks =35V, (5V1 =6 5V,) =< &.
U. a. mit Def. 4.2.5 folgt fiir alle [@] € (BAY), :
[#les [37V: (V1 =°V) s

und [ 73V (PV: =6 °V)) s ss [
Es gibt also ein x und ein y € (BAY), , so dass fiir alle [@)] € (BAY), :

[#] £s x und y = [¢] gilt;
somit ist [ 3>V, (5V, =¢ 5V, ) |. groBtes und [ 73g 5V, (°V, =¢ V) ].¢ kleinstes Ele-
ment von BA; . D. h.

laag = [3Vi (Vi =6°V1) 1g &
Opae) = [ = *V, (SVI =s v, ) s -
Zu (c): Um nachzuweisen, dass BAg ein komplementirer Verband ist, ist
Vx (x€ BAg) = dy (y € BAg), & xMps) ) = Opa) & X Upag ) = Ipag)) )

zu zeigen.
Sei [¢] € (BAY), . Dann gilt:

[$] =< Ipag) > [7s ¢ =< 1) > Osag) Es [$] und Opae) Es [T ¢l
d. h. 1g,, ist obere und Ogs, untere Schranke von { [§], [7¢] } in BAS . Es bleibt zu

zeigen, dass 1g5) Supremum und Og, s, Infimum von {[¢], [7¢]} in BA, ist.

Sei also [E] € (BAY), obere Schranke von { [¢], ["¢] } in BA.
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Dann gilt [$] = [&] und [7¢] =5 [E]; und
ks ¢~ Eund s ~d -~ &
mit Hilfe der Tautologie
ks @ =58 =5 (¢ =58 s (@ Vs ) =5 &)
und mit zweimaligem modus ponens folgt dann
ks @ Vs ") ~< &
Nun ist (¢ Vg 7P) € 1ga, - Denn fiir alle Modelle A von S und alle Belegungen x aus A
und alle ¢ € FML gilt:
Abs (Vs ) = 35V, (V= V).
Dann folgt mit Definition 4.2.1:
(@Vs 2P = IV, (V=6 V)).
Dann (PVs P € E]sSV1 (Svl s V, ) l.s = lgag -
Dann 1pag Es [E]-
Das zeigt, dass 1p,, Supremum von { [@], ["¢)] } in BAg ist:
lgag = (& Upag [T @
Analog der Beweis, dass Opa) = [&] M) [ &l
Und mit Definition 3.1.23 folgt:
([4.s)™O = s Blus -
Somit gilt: In BAg gibt es zu jedem [@] € (BA,), ein Element aus (BA,), , das Komplement
von [@] in BA, ist; d. h., dass der Verband BAg, der ein gtoBtes und ein kleinstes Element
aufweist, ein komplementirer Verband ist (Definition 3.1.19).

Zu (d):Es bleibt zu zeigen, dass die Supremums- und die Infimumbildung distributiv sind.

Seien dazu [¢], [{/] und [A] € (BAY), . Dann gilt fiir alle x € (BAy), :
x € ([¢] LUpa) [¥]) Mpag [A]
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x€[PVsP]nA]
“x€[@VsWAsA] (%
*x€[(PNAMHVsWASAH] ()
cx€[( AU WAA)]
< x € ([§] Mpag) [A]) Usag) ([W] Mpags) [A]);
die Uberginge von (¥) nach (**) liefert folgende Tautologie:
lbs (@ Vs W) As A) = (b A A) Vs (W Vs A)),
die zeigt, dass [(@ Vs W) As Al = [(@ As A) Vs @ Vs M)
Somit folgt:
([9] Upae [W]) Mag) [A] = ([4] Mrag) [A]) Usag) ([W] Mpags) [A])-
Entsprechend wird
([9] Mpa [W1) Unag) [A] = ([9] Uag) [A]) Meag) ([W] Upa [A])
bewiesen, und die Distributivitit der Suptemums- und der Infimumbildung in BA ist
damit gezeigt.
Zu (e): Da die Individuenbereiche aller Modelle von S nichtleer sind, gilt somit nicht:
ks 35V2 (Vi =55V, 5 73 5V (BV = °V)).
Dann nicht 35V, (5V, =, 5V,) =5 73 5V, (5V, =4 5V)).
Dann [V, (Vi =°V)) s # [ 3V, (PVi = V1) L.
Und Ipa) * Opag folgt.

Damit ist bewiesen, dass BAg ein BOOLEscher Verband ist.

Fur die folgenden Theoreme, die widerspruchsfreie, endlich axiomatisierbare und voll-
stindige Theorien mit Hilfe von Filterbegriffen charakterisieren, ist eine spezielle Unterstruktur von

BAg wichtig:
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4.2.10 Definition.-

BA. = (SATZ/=,cc,D ).

Der Beteich von BA." sind die Aquivalenzklassen det Formeln von S, die 0 freie Variablen
enthalten; (BA"), sind also die Aquivalenzklassen der Sitze von S unter dem Aquivalenzpridikat
~ . Det Beweis, dass BA.” ein BOOLEscher Vetband ist, vetliuft analog zu den Sitzen 4.2.8 und
4.2.9.

Fir den Rest von Abschnitt 4.2 sei nun T eine Theorie von S; d. h. gemil3 Def. 2.3.33:
@+ T c SATZ,.

Zur Formulierung der Sitze wird folgende Definition benotigt:

4.2.11 Definition.-

Dy(D) = { [@l.s | PESATZ. & T | ¢ }.

Dg(T) ist also die Menge der Aquivalenzklassen der Sitze von S, die logische Folgerungen
von T sind. Mit Hilfe dieser Definition kénnen die folgenden vier Sitze formuliert und bewiesen

wetrden.

4.2.12 Satz.-
Ser S Sprache erster Stufe; und sei ' T Theorie von S, dann gilt.
T ist widerspruchsfreie Theorie von S
gdw

Dq(T) echter Filter anf BAS ist.
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Beweis: Sei S Sprache erster Stufe und sei T Theotie von S.
(=) Sei T widerspruchsfrei.
Da BA_® ein BOOLEscher Vetband ist, wird Filterbedingung (1) von Definition 3.2.1

erfiillt. Da T widerspruchsfrei, existiert ein ¢ € SATZg (Definition 2.3.36), so dass nicht gilt

T|¢
d' h [¢] ¢ D8m9
und somit ist Dg(T) # SATZs/=s = (BAY), .

Ferner ist Do(T) ¢ (BAS"), und wegen

T "'s EIS;SV1 SV1 =s SV1 ,

gilt Filtereigenschaft (2): 1paso € Ds(T)-
Seien nun [}], [P] € Dg(T).

Dann gilt Thsdund T s v
und es folgt: T ks @ As W),

und [(@ s W)] € Dg(D);
und da [(@ As W] = [$] Npagye (W]

erfillt Dg(T) Filtereigenschaft 3 von Definition 3.2.1.

Sei nun [] € Dg(T), sei [Y] € (BAS"), und gelte [p] =¢ [P].

Dann s & ~s W,

und mit T |l ¢

folgt T [fs v,

und [W] € D(T) (Filtereigenschaft 4).

Wegen Dg(T) # SATZg/ =g ist Dg(T) echter Filter auf BAS’ (Definition 3.2.4).
(7 = ™) Sei nun T widerspriichlich.

Dann gibt es keinen Satz ¢ von S, so dass T |} ¢ nicht gilt.
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Dann V(P € SATZ, = [¢)] € D(T)).
D. h.: D(T) = (BALY), = SATZ,/~o,
und Dg(T) ist kein echter Filter auf BA" . O

Satz 4.2.12 impliziert den folgenden Hilfssatz:

4.2.13 Hilfssatz.-
Wenn'S eine Sprache erster Stufe ist, dann gilt fiir alle @
@ € SATZg = ( {@P} widerspruchsfrei in' S < [l # Opa g0 )-

Beweis : Sei S Sprache erster Stufe und sei ¢ € SATZ.
Sei {$} widerspruchsfrei in S. Dann ist Dg({¢$}) echter Filter auf BA" ; weitethin ist

(4] € Ds({$}). da {9} |5 $-
Und da echte Filter auf einem BOOLEschen Verband BA das Element Og, nicht enthalten
(Satz 3.2.10), folgt:

[$].s * Opa ) -

Seinun {¢} nicht widerspruchsfrei in S. Dann gilt fiir alle € SATZ:

{O}s s
und mit dem Deduktionstheorem folgt:

o -sw
Und fiir Y =35V, (V= %V))
gilt: [RVENOE

und man erhilt [¢] ¢ Opy ) und Oy 0) Es [P]; und wegen der Antisymmetrie des

Ordnungspridikats c¢ folgt:  [(].g = Oga ) -
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4.2.14 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe und sei T Theorie von S; dann gilt:
T ist widerspruchsfreze und endlich axiomatisierbare Theorie von S
gdw
Dg(T) echter Hanptfilter anf BAS® ist.

Beweis: Sei S Sprache erster Stufe und sei T Theotie von S.
(=) Sei T widerspruchsfrei und endlich axiomatisierbar in S. Dann ist Dg(T) echter Filter
auf BA" . Um die Hauptfiltereigenschaft von D(T) zu erweisen, ist

dx (x€ BAS), & Vy (y€ Dg(T) = x5 y)) zu zeigen.
Nun ist T endlich axiomatisierbare Theorie von S. Dann folgt mit Hilfssatz 2.3.35:

36 (0€ SATZ; &

{Y| YeSATZ & Ty} ={y¥| YeSATZ; & {6} | ¥}).

Sei O so. Dann

(V| WeSATZ & T s ¥} = { ¥| Y€ SATZ; & {8} | ¥}
Und es folgt:
Ds(T) = { [¥l.s | Y€ SATZs & T s ¢}
= {[#s | Y€ SATZ & {8} |}s ¢}
= {[#l-s | ¥ SATZs & || & -5 ¥}
= { [Yl.s | Y€ SATZ; & [8).c Cs [#l.s }-
Das zeigt, dass Dg(T) echter Hauptfilter auf BA ist.
(=) Seinun Dg(T) echter Hauptfilter auf BAS’ .
Dann folgt mit Definition 3.2.2:
Ix (x € (BASY), & Dg(T) ist echter Hauptfilter iiber x auf BAL).

Sei x so. Dann gibt es ein 6 € SATZ so dass x = [0)]. Sei 0 so.
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Dann gilt fir alle [#] € (BALY), :
[#] € Dg(T) & [0] € Dg(T) = [8] =¢ [¥]-
Dann {[9]| peSATZ & T |ks ¢}

= Dg(T)
= {[4] | € SATZ & [0] =5 [¢] }
={[¢]| peSATZ & | 6-¢ §}
= {[#] | € SATZ; & {8} |}s ¢}
Somit gilt:
{[9]]| PeSATZ & T |ls ¢} = {[#] | e SATZ; & {8} ||s ¢}

Und da 8 € SATZ, folgt mit Definition 2.3.34, dass T endlich axiomatisietbar in S ist.

4.2.15 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe und sei T Theorie von S; dann gilt:
T ist vollstindige Theorie von' S = Dg(T) Ultrafilter auf BAS® ist.
Beweis: Sei S Sprache erster Stufe und sei T Theorie von S.
(=) Sei T vollstindige Theorie von S.
Dann ist nach Def. 2.3.41 T widerspruchsfreie Theotie in S und fiir alle @ € SATZ gilt:

T s @ oder T ||s

und da T widerspruchsftei ist, gilt fiir alle ¢ € SATZ :
T |s ¢ gdw nicht T |} —¢b.
Weiterhin ist Dg(T) echter Filter auf BA." , da T widerspruchsfrei. Es bleibt, die Ultrafilter-

eigenschaft von Dg(T) zu zeigen.

Sei nun [P] € (BAY), .

Da [$].**400 = ["sb].s
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und da fir alle ¢ € SATZ gilt:

T ”’s ¢gdw nicht T ”’s @,

folgt fiir [¢)]: [$] € Dg(T) gdw ["§] & D(T).
Und es ist fiir alle [¢)] € (BAY"), gezeigt:
[#] € Dg(T) gdw [@]* € Dg(T);

und der echte Filter Dg(T) ist Ultrafilter auf BA’ .
(=) Sei Dg(T) Ultrafilter auf BA." .
Dann ist T widerspruchsfteie Theotie von S. Dann gilt fiir alle [¢] € (BAS"), :

[#] € Dg(T) gdw []* € Dy(T).
Seinun ¢ € SATZ..
Gelte T |} ¢. Dann ist [¢] € Dg(T) und [O]* ¢ Dg(T); und da [~d] = [P]*, ist [~P] &
D¢ (T) und nicht gilt: T | ~¢.
Gelte nun nicht T |} . Dann ist [7¢] € Dg(T) und wegen der Ultrafiltereigenschaft ist
[¢] € D(T) und T |} ¢ folgt.
Somit gilt fiir alle ¢p € SATZ:

T |s ¢ gdw nicht T s =

Das zeigt, dass T vollstindige Theorie von S ist, wenn Dg(T) Ultrafilter auf BA' ist.

4.2.16 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe und sei’T Theorie von S. Dann gilt.
T ist vollstindige und endlich axiomatisierbare Theorie von S
gdw
Dg(T) Hauptultrafilter auf BAS ist.

Beweis: Mit Satz 4.2.14 und 4.2.15.
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In diesem Abschnitt werden bekannte modelltheoretische Theoteme mit den bisher bereit-
gestellten Mitteln formuliert und rein modelltheoretisch bewiesen: Erstens, das Theorem, dass die
Klasse der endlichen Modelle fiir eine Sprache S erster Stufe nicht in S axiomatisierbar ist, wohl
aber fur jedes » € N* die Klasse der #-zahligen Modelle fiit S. Zweitens das Theotem von

Lowenheim-Skolem abwarts und drittens des Theorem von Lowenheim-Skolem aufwarts.

4.3.1 Definitionen.-
Sei S Sprache erster Stufe.
(1) Dann soll fiir alle n € N* 3" Abkiirzung fiir den folgenden Satz von S sein:
A5V, . A5V, (7S, =5V, N\ N TV, =51,
N 7V, =V Ag o Ns T 5V, =317,).
(i) Und fiir alle n € N* soll 35 \n_Abkiirzung sein fiir:

2n 2nt+1
3" Ag g 3.

4.3.2 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe. Dann ist die Klasse K mit
K = { A | A Modell fiir S & A, endlich }
keine einstufige Klasse von S.

Bewelis: Sei S Sprache erster Stufe. Gelte das Korollar nicht.

Dann
I ( I'ist eine Theorie von S & V.4 (A Modell fiir S =
(A| I' = A, istendlich))).
Sei I so.
Sei A=Tu {3 | neN"}.
Dann gilt A c SATZ,,

und A ist eine Theotie von S.
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Sei [={A%| A*+ D& A*endlc A }.
Dann gilt:
*) VA* (A* € 1= 3A (A MOD, & A |-, A*)).

Denn sei A* € lundseiT= {7 | ne N* &3 "€ A* }.
Seim =1, wenn T = ) und sei m = max(T), wenn T # O.
Sei A Funktion auf {1, 2, 3 }, so dass
Ai={i|ieN" &isym};
A, ist Funktion auf Dom(p,) &
Vi (i€ Dom(W,) = A, ;ist b, , - stelliges Pridikat in m;
Aj ist Abbildung von W, nach m.
Dann gilt A ks A*.
Und es folgt:
A4 (A ist Funktion auf I & VA* (A*€e 1
— A (A# ist Modell fir S & A (A% |- A4%)).
Sei A so. Dann etfiillen A, I und A das Antezedens des Kompaktheitstheorems, und es
kann geschlossen werden:
3D ( D Ultrafilter auf V(I) & QRPr(A, D) | A).
Sei D so. Dann ist QRPt(A, D), endlich, da
QRP:(A, D) | T.
Andererseits ist QRPr(A, D), unendlich, da
QRP:(A, D) s { 37" | e N* .
Dieser Widerspruch zeigt, dass
K = { A| AModell fiir S & .4, endlich }

keine einstufige Klasse von S ist. ad
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Allerdings ist die Klasse der Modelle einer einstufigen Sprache, die alle genau n Elemente

besitzen, mit n € N*, eine einstufige Basisklasse:

4.3.3 Lemma.-
Sei S Sprache erster Stufe und sei n € N*.
Dann ist K mit
K= {A| AModell fir S & |.4| =n }
eine einstufige Basisklasse von S.
Beweis: Sei S Sprache erster Stufe und sei n € N*.
Sei A Modell fiir S. Dann gilt:
AeKe Al {Iin}.
Daraus folgt: (Y * O & X< SATZ, & XYendlich &
VA(AeK = A {3n})).
Das zeigt gemil} Definition 4.1.1, dass K einstufig, endlich axiomatisierbar in S ist. Somit

ist K eine einstufige Basisklasse (Definition 4.1.2).

Nun zu den Theoremen von Léwenheim und Skolem und einem dazugehérigem Korollar
— fiir Sprachen erster Stufe. Verbal vergrobernd lisst sich sagen, dass es zu jeder Menge von Sitzen
einer einstufigen Sprache S, die von einem Modell A mit unendlichem Individuenbereich etfiillt
wird, es ein einstufiges Submodell zu A gibt, dessen Individuenbereich die Kardinalitit von FMLg
nicht Uberschreitet (abwirts). Aufwirts gilt, dass es zu einer Menge von Sitzen von S Modelle
beliebig hoher Kardinalitit gibt, wenn diese Menge ein Modell mit unendlichem Individuenbereich

besitzt.



4.3 ASPEKTE DER REICHWEITE EINSTUFIGER SPRACHEN 197

4.3.4 Theorem von Lowenheim und Skolem (abwirts).-

Sei S Sprache erster Stufe. Sei B Model fiir S. Sei m Kardinalyahl, so dass [FMLg| <o m <¢ |B,|
und sei C < B, , so dass |C| <o m.
Dann gibt es ein einstufiges Submodell A von'B, so dass C ¢ A, und | A,| =¢ m.
Beweis: Seien die Voraussetzungen erfiillt. Und sei 4 der Typ von S.
Eine Formulierung des Auswahlaxioms lautet:
VA 3JF (FFunktionauf { B| Bc A& B+ @}
& VB (B € Dom(F) - F(B) € B)).
Sei W eine solche Auswahlfunktion auf 5, .
Es gilt: IC(Cc C'& |C| =om& C'<B)). Sei C* so.
Da FMI # @ & | C*| =, m, ist C* # @; und da C* ¢ B, , ist C* € Dom(@W) und W(C?) € C*.
Sei fiir den Rest des Beweises d =W (CH.
Nun gilt:
3D ( D ist Funktion auf N &
D,=C'&
Vm(meN=D,,,=D,u{b|IPIkIx(Ppe FML; & ke N*
& x ist Funktion auf N* & Vj (j € N* & °V, kommt in ¢ nicht vor = x, = d )
& Ran(x) endlc D, & E |=S,x 3.5V, ¢
&b={W({a|aeB &B ks, wyd}))}

Sei D so.
Im Folgenden wird mit N-Induktion bewiesen, dass fiir alle #» € N gilt:

ID,| =om.
Sei dazu

M={n|neN&|D,| =gm}.
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Induktionsbasis: Nach Voraussetzung gilt |D,| =, m.
Also ist 0 € M.
Induktionsschritt:
Seinun n € M.
Dann gilt: |D,| =om.
Es ist |{ F| Fendlc D, }| =¢ |D,| =¢c m.
Und da |FMLg| <o m gilt:

|{ F| Fendlc D, }| * |[FMLg| * X, = m.
Sei A Abkiirzung fiir den folgenden Mengenterm:

{b| JPFkIx(Pe FML, & k€ N*
& x ist Funktion auf N* & V; ( € N* & °V, kommt in ¢ nicht vor = x,= d)
& Ran(x) endlc D, & B k. .35V, ¢
&b={W({a|aeB &B ks uyP}))}
Dann gilt:
D,,;,=D,UA.

Um eine Abschitzung fiir die Kardinalitit von A zu bekommen, wird die Existenz einet
eineindeutigen Abbildung fvon

A nach CPy; ; , 5 ({ { F | Fendlc D, }, FMLg,N),).

gezeigt. Mit

[{F| Fendlc D, }| * [FMLg| * Ry =0 m
folgt dann: |A| <om.
Nun gilt

Vo(be A= 3@PIkdx( ¢ FML, & ke N*

& xist Funktion auf N* & V/ (€ N* & SVj kommt in ¢ nicht vor = x; = d )
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& Ran(x) endlc D, & B k; .35V, @
&b={W({a|aeB &B ks uy®})))-
Dann folgt durch dreimalige Anwendung des Auswahlaxioms:
3@ 3k Jx ( P, 4, x sind Funktionen auf A &
Vo(be A= @, € FML, & &, € N* & x;, ist Funktion auf N* &
Vi(jeN' & SVj kommt in ¢, nicht vor = (x,), = d) &
Ran(x,) endlc D, & B Fs,x(b) = SVM) ¢, &
b=W({a|aeB &EB ks muurg $})))-
Seien ), k, x so.
Ferner gilt:
3f (fist Funktion auf A &
Vb (be A= fib)=(Ran(x), d,,k,))).
Sei f so.
Dann ist f Abbildung von A nach CPt; (; 55, ({ { F| Fendlc D, }, FMLg,N*))).
Gelte nun: b,c€ Asodassb # c.
Dann ist ¢, # ¢, oder Ran(x,) # Ran(x.) oder ky # k_; denn
d, = . & Ran(x) = Ran(x) & k, = k, & f(b) = £(0)
wiirde zu dem Widerspruch fihren:
W ist keine Funktion.
Somit gilt:
VoNe(bce A& b+ c=f(b) * £(0)).
Das zeigt die Eineindeutigkeit von f. Und es gilt: |A| <o m.
Und es folgt:

ID, 41| =0 |Da| + |A | =g m.
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D.h:n+1€M,wennn € M. Und N ¢ M ist erwiesen.
Der Induktionsbeweis diente dazu, die Kardinalitit der Vereinigungsmenge
A=U,nD,
zu kriegen. Es gilt:
|A] =g Ryem=gm.
Sei nun
A=A (B, 0 1m0 A), B,
Dann gilt A =0 |A] =om.
Des Weiteren ist A € S(B). Hietfiir ist insbesondere zu beweisen:
A ist Struktur vom Typ W.

Und hierfiir ist u. a. zu beweisen:

Vi(iew,= A, €A).
Wegen K, = A, geniigt es, zu beweisen:

Vi(iep,=6,,€eD,).
Sei also 1€EM,.
Nun ist zu beweisen:
@) @Ik dx (@ € FML, & £ € N* & xist Funktion auf N* &

Vj (€ N* &°V, kommt in @ nicht vor = x,= d ) &
Ran(x) endlc D& B ks 3.5V, p &

B3,i:q’\/({a| 46—81&3 |=S,x(/e/a)¢}))'

Z. B. zeigt ¢ =6, =K )s,
k=1
und x’ Funktion auf N* & V/ (€ N* = x>, = d)

die Giiltigkeit von (*).
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Und es folgt:
Bi=W{a]|aeB &B ks vu/gd}) €D
Es bleibt zu zeigen, dass A einstufiges Submodell von E'in S ist.
Dazu ist gemill Lemma 2.3.23
VPVEkVx($eFML; & k€ N* & x Belegung aus A & B k. . I 5V, ¢
—3a(ae A &B ks u/y @)
zu zeigen.
Sei also ¢ € FML, sei k € N*, sei x Belegung aus A und gelte:

B }:S,x 3S S\Ik d)

Es ist nun Ja(ae A &E }zs,x(k/a)d))
zu beweisen; wobei A, = U (Ran(D) ).
Es gilt: Jy (y ist Funkton auf N* &

Vj(j€ N* & °V kommtin ¢ vor = 3, = x,) &
V/ (j € N* & 5V, kommt nicht in ¢ vor = y,= d)).
Seiy so.
Dann gilt:
Ran(y) < {d} U { x; | °V, kommt in § vor }& Ran(y) endlich.
Nun gilt: Ran(y) endl ¢ A, = URan(D))
und man ethilt: V¢(c€Ran@y)= Im (meN" & ceD,)).
Mithilfe des Auswahlaxioms wird gefolgert:
dm ( m ist Funktion auf Ran(y) &
Ve(c€Ran(y) = m) e N* & c€D,)).
Sei m so.

Dann ist {m,} ¢ rangy endl < N* und es folgt:
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J¢’(¢’€ Ran(y) & Ve (¢ € Ran(y) = m, <ym,) ).
Sei ¢’ so.
Da D kumulativ ist, gilt:

Ve (¢ € Ran(y) = Dy € Dy )-

Dann Ve (¢ € Ran(y) = ¢ €D )-
Also Ran(y) endlc D, .
Es gilt [ SPE A )

x ist Belegung aus A und somit aus , da A € S(E),
y ist Belegung aus 5, dau. 2. d € B,
und x und y ordnen den Variablen die in ¢ frei vorkommen die gleichen
Individuen aus B, zu.

Dann folgt mit dem Koinzidenztheorem (2.3.11):

g |=S,y 38 S\]k ¢

Dann gilt: 3a(a€B, &B ks yn 9 ),
dann st {a€B, | Blsyuad}cBis
dann {a€B, | B kg 000 § }€ Dom(W);
dann

36 (beB &b=W{a€B, | B ksyua®})

Sei b so.
Dann gilt B }=s, yarn) -
Nun gilt: ¢ € FML, & k € N* & y ist Funktion auf N* &

Vj (j € N* & °V, kommt nicht in ¢ vor =y, = d ) &
Ran(y) endlc D, & B kg, 35V, ¢ &

b:q’\/({a| ‘1€‘B18C—8 }:S,y(k/a)d)}'
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Dann folgt gemiB den Festlegungen fir D:
b€ Dpgyes -
D. h: b € A, = URan(D).
Und da x und y hinsichtlich der Belegung der in ¢ votkommenden Variablen iiberein-
stimmen, folgt schlieBlich
Ja(a€ A &E kg iyny §)-
Und A=<.B

ist bewiesen. O

Der nachste Satz zeigt, dass eine widerspruchsfreie Satzmenge einer abzihlbaren, ein-

stufigen Sprache, die ein unendliches Modell besitzt, auch ein abzihlbares Modell hat.

4.3.5 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe, so dass Dom(S,) abzihlbar. Sei X eine Menge von Sitzen von
S. Dann gilt:
35 (BEModell fir S & B[ T)
= 3.4 (AModell firS & A |}, T & | A]| <o |FMLg]).
Beweis: Seien die Voraussetzungen erfiillt und sei § Modell fiir S, so dass: B ||fs 2.
Es gilt: |FML| abzihlbar & || < |[FMLg|.
Dann sind zwei Fille zu unterscheiden:
Fall a: E, endlich.
Dann gilt: |B,| <o |FMLg].
Fall b: K, unendlich.

Sei also |FMLg| <o |B,]-
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Dann gilt:
Jg (gist eineindeutige Abbildung von FMLg nach/in B, ).

(Chang und Keisler, 1990°, S. 587).

Sei g so.
Dann gilt: Ran(g) ¢ B, & |Ran(g)| =¢ |FMLg|.
Mit C = Ran(g) & m =, FMLg

folgt aus dem Theorem von Lowenheim und Skolem (abwiirts):
A (A< B&Cc A &|A| =om).

Sei A so.

Dann gilt: Vo (peZ=Ak @)

Und A etfiillt X simultan:

A s & [ A ] <0 |FMLg].

4.3.6 Theorem von L.Owenheim und Skolem — aufwarts.-

Sei S Sprache erster Stufe. Sei m unendliche Kardinalzahl, so dass |FMLg| <o m. Sei A
Modell fiit S mit unendlichem Individuenbereich so dass |A;| <o m. Dann gibt es eine
einstufige Erweiterung 5'von A, so dass |E,| =g m.
Beweis: Seien die Voraussetzungen erfillt.
Sei I={i|iendlcm}.
Dann gilt |1| =¢ m.
Dann gibt es nach Satz 3.2.18 einen m-reguliren Ultrafilter auf V(I). Sei F so.
Dann folgt u. a. mit Satz 3.3.23:
m <o [ A" =¢ |CPtiey (A)) / ~(F, T) [CPre; (A) |.

Sei - aus typographischen Griinden - Q = ~(F, I) [CPt; ¢ (A,).
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Sei f Funktion auf A, , so dass
Va(a€eA = £a) = [(a)ie1]q)-
Nun ist F echter Ultrafilter auf V(I) und mit Satz 3.3.20 folgt, dass f eine einstufige Ein-
bettung von A in RPr({A);¢;, F) iiber S ist.
Und nach Satz 2.3.24 gilt:
CTg (A=< C&fcg&k
g ist Isomorphismus von C auf QRPr({(A),;, F)).

Seien C und g so.

Nun gilt: m<o |G,
| Al <om
und A e,

Mit dem Theorem von Léwenheim und Skolem — abwirts — folgt:
AB(B< C & | B =om& A c B)).
Sei B so.

Dann beweist man ohne Miihe, dass A einstufiges Submodell von T Giber S ist.



Kapitel 5: Ultraproduktkonstruktion und Messtheorie

In diesem Kapitel wird das Arsenal der in den vorangehenden Kapiteln bereitgestellten
Begriffen, Theoreme und Methoden dazu verwendet, einige neue Ergebnisse oder auf neue Art
bewiesene Ergebnisse, die fir die Messtheotie einschligig sind, zu erzielen. Im Abschnitt 5.1 wird
bewiesen, dass weder die Klasse der positiven, eingeschrinkt I6sbaren und in den Standardsequen-
zen Archimedischen Konkatstrukturen (PKS) in einer Sprache erster Stufe axiomatisierbar ist
(Theorem 5.1.16 mit 5.1.11), noch die Klasse der Dedekind-vollstindigen Konkatstrukturen
(Theotem 5.1.18 mit 5.1.17). Im Abschnitt 5.2 werden verschiedene Begriffe der Mettisietbarkeit
einer Klasse von Strukturen definiert, die sich aber alle als nicht adiquat erweisen. Abschnitt 5.3
enthalt einen Ausblick auf zukiinftige Forschungsaufgaben im Rahmen der Messtheorie.

5.1 Nichtaxiomatisietbatkeitsbeweise

Im Abschnitt 5.1 wird nach einigen historischen und methodologischen Vorbemerkungen
der in der Literatur tibliche Begriff der Konkatenationsstruktur definiert: Eine Konkatenationsstruktur
A ist eine Struktur vom Typ (2, 3), @), so dass (A, , (A, ,), @) eine schwache Ordnung und A, ,
eine nichtleete zweistellige Operation in A, ist, die die Axiome der lokalen Definierbarkeit und
Monotonie erfillt. Gegen die Notwendigkeit des Axioms der lokalen Definierbarkeit wird vor-
getragen, dass diese auf dem Irrtum beruhe, dass eine Funktion etst dann als definiett gelten kann,
wenn allen Argumenttupeln auch empirisch-operativ tatsichlich ein Wert zugewiesen werden kann.
Deshalb wird dieses Axiom fallen gelassen und zur Unterscheidung der Begriff der Konkatstruktnr
eingefithrt: Eine Konkatstruktur A ist eine Struktur vom Typ (2, 3), @), so dass (A, , (A, ;), ©) eine
schwache Ordnung und A, , eine abgeschlossene zweistellige Opetation in A, ist, die die Axiome
der Monotonie erfillt.

A, , — die Konkatenationsoperation von A — ist eine zweistellige Opetation. Fiir die Formulie-
rang des Archimedischen Axioms wird fir jedes n € N* eine #-stellige Konkatenationsoperation
benétigt. Dazu witd fiir jede Konkatstruktur A und fiir jedes 2 € A, eine Funktion C 4 , N*-rekursiv
definiert, so dass C 4 , (#) fiit jedes 7 € N* die n-fache Konkatenation von « ist (Definition 5.1.4).

Im nichsten Schritt werden verschiedene Spezialisierungen des Begriffs der Konkatstruktur
definiert: Dedekind-vollstindige Konkatstrukinr, positive Konkatstruktur, assogiative Konkatstruktur, in den
Standardsequenzen Archimedische Konkatstruktur (Definition 5.1.5). Mit diesen Begriffen wird der Begriff
det positiven Konkatstruktur - PKS - definiert: eine PKS ist eine positive, eingeschrinkt 16sbare und in
den Standardsequenzen Archimedische Konkatstruktur.

206
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Um beweisen zu konnen, dass die Klasse der PKS in keiner Sprache erster Stufe einstufig
axiomatisietbar ist, wird eine spezielle Struktur N = (N*, (y, , . ), ©) definiert. N ist eine PKS.
Weiterhin wird eine Familie N = (), y definiert. Al ist eine homogene Familie von Strukturen des
Typs (2, 3), @). Das wesentliche Hilfstheorem fiir den Beweis, dass die Klasse der PKS nicht
einstufig axiomatisietbar ist, besagt: Es gibt einen Ultrafilter U auf V(Dom(}\f)), so dass QRPr(N , U)
nicht Archimedisch in den Standardsequenzen ist (Theorem 5.1.11). Dieses Theorem erfordert
seinerseits vier Hilfstheoreme (Theoreme 5.1.12, ..., 5.1.15). Mit Theorem 5.1.11 folgt dann sofort
Theorem 5.1.16: Fir jede Sprache erster Stufe S des Typs {2, 3), o) gilt: die Klasse der PKS ist

nicht in S einstufig axiomatisierbar.

Mit den bisher in diesem Abschnitt eingefithrten Mitteln wird anschlieBend bewiesen, dass
auch die Klasse der Dedekind-vollstindigen Konkatstrukturen in keiner Sprache erster Stufe des
Typs ((2, 3), o) einstufig axiomatisierbar ist (Theorem 5.1.18). Der Beweis wird mit Hilfstheorem
5.1.17 gefiihrt, welches besagt, dass es in der Klasse der Dedekind-vollstindigen Konkatstrukturen
eine Familie von Strukturen gibt, nimlich A, und einen Ultrafilter U, so dass die Ultrapotenz QRPr
N, U) von A modulo U nicht Dedekind-vollstindig ist. Dieser Beweis ist neu, daher wird das
Umfeld des Axioms fiir Dedekind Vollstindigkeit kursorisch, nicht systematisch, erkundet; es geht
dabei um Beziige, die dieses Axiom zu den reellen Zahlen, zur Messtheorie allgemein, zu Reprisen-
tationstheoremen, zu Eindeutigkeitstheoremen und zur Homogenitit und zu Theoremen zur

Bedeutsamkeit (meaningfulness) hat.

Dass die Klasse der PKS nicht einstufig axiomatisierbar ist, ist insofern trivial, als das
Definiens dieser Klasse von Strukturen das Archimedische Axiom enthialt, von dem man weil3, dass
es nicht einstufig formulierbar ist; allerdings ist uns hierfiir kein allgemeines Theorem bekannt. Von
Robinson (1951; 1963) stammt der Beweis, dass der Begriff des 'Archimedisch angeordneten
Kotpers' nicht einstufig axiomatisierbar ist; und ein Theorem von Narens (1974a, S. 377) zeigt die
Unabhingigkeit des Archimedischen Axioms von einstufigen Axiomensitzen und er folgert: “the
following theorem shows that in all interesting situations Archimedean axioms are not derivable
from axioms expressible in [(G)”, wobei L(G) eine einstufige Sprache bezeichnet. Nun gilt der
Beweis von Robinson fiir einstufige Sprache des Typs [, = (2, 3, 3) einerseits und andererseits gilt
unser Beweis fiir einstufige Sprachen des Typs p = (2, 3), @). U. E. ist dieser Beweis direkter und
durchsichtiger als der von Narens, des Weiteren wird in ihm erstmals das Metatheorem 4.1.15 fiir
messtheoretische Zwecke eingesetzt; aus diesen eher didaktischen Motiven wird in 5.1 bewiesen,

dass der Begriff der PKS nicht einstufig axiomatisierbar ist.
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Diese Aussage ist allerdings vor dem folgenden Hintergrund zu sehen: Suppes schligt 1957
im Kapitel 12 vor, Theorien durch die Definition eines mengentheoretischen Pridikats zu axiomati-
sieren, weil “... the same standards of clarity and precision may be achieved in axiomatizing compli-
cated theories within set theory as are achieved by axiomatizing relatively simple theories in first-
order logic.” (S. 249). Hierfiir wire eine allgemeine Wissenschaftsprache zu schaffen, deren Vorteile
und Vorgehensweise beim Aufbau Suppes so schildert (S. 250): “Any ambiguities concerning what
is already a part of the general set-theoretical framework we assume can in principle be completely
eliminated by an axiomatic development of set theory. The properties of general operations on sets
are developed first. Then the natural numbers are constructed, followed by the real numbers and
the systematic development of classical mathematics. This much can be accomplished by roughly
a thousand theotrems and five or six hundred definitions. Definition 601, say, could define the
predicate ‘is a probability space’. Any use of classical mathematics in this definition or in proofs of
theorems about probability spaces could then be explicitly and completely justified by reference to
the approptiate preceding theorems and definitions.” (S. 250). Und in einer FuBlnote fiigt er an: “A
group of contemporary mathematicians writing under the collective pseudonym ‘Bourbaki’ are

indeed pursuing such a systematic development of the whole of mathematics.”

In der Wissenschaftstheotie ist der Votschlag, Theorien durch Definitionen mengen-
theotetischer Pradikate zu definieren, aufgenommen und weiterentwickelt worden; fiir diese sog.
strukturalistische Theorien- und Wissenschaftsauffassung nennt Suppes (2002, S. 34) die Grundla-
genarbeiten von Sneed (1971), Stegmiiller (1973, 1979), Moulines (1975, 1976), Moulines und Sneed
(1979) und Balzer (1978). Insbesondere hat Hinst (1996) eine mengentheoretisch begriindete
Sprache der “... fundamental parts of the structuralist theory of empirical theories ...” (S. 233)
entwickelt.

Nun ist es fraglich, ob in einer allgemeinen Wissenschaftssprache der Begriff ‘Einstufigkeit’
Uberhaupt vorkommt und wenn ja wie er definiert werden wiirde. Welche Bedeutung dann die
Aussage ‘die Klasse der PKS ist nicht einstufig axiomatisierbat’ hitte, ist unklar. Dieser Hintergrund
hat vermutlich die Autoren — Luce, Krantz, Suppes und Tversky — des dritten Bandes der Foxnda-
tions of Measurement im 21. Kapitel Gber Axiomatization bei der Diskussion des Archimedischen
Axioms zu folgender Bemerkung veranlasst (S. 248): “The statement that the Archimedean Axiom
cannot be formulated in elementary logic must be carefully qualified. It is true only when variables
range over the objects in the Domain of the relation structures that are the intended models of the
elementary theory. ...

If we take axiomatic set theory as our elementary theory [e. g. Zermelo-Fraenkel set theory
as formulated in Suppes (1960 / 1972)], then all of the definitions of measurement structures in

eatlier chapters of this volume and of volume I can easily be cast as elementary definitions satisfying
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the canons of definition laid down in Section 21.3.1, and the part of each definition that formulates
the Archimedean Axiom stays within this elementary framework. Explicit discussion of this set-
theoretical approach to axiomatization is to be found in Suppes (1957, Chap. 12).

The taking of set theory as our standard theory is really the foundation of the mathematical
developments in our earlier chapters. Nonetheless, the axiomatic structure of various theories of
measurement is illuminated if we view each theory as an independent elementary theory and not as
characterized by a definition within set theory. Valuable insights into the structure of theories of
measurement can be gained by looking at them as elementary theories, but that point of view is not

necessary for general purposes.”

Die Relevanz axiomatischer Untersuchungen wird im Kapitel 21 des dritten Bandes der
Foundations of Measurement von Luce, Krantz, Suppes und Tversky (1990) angedeutet. Dort wird auch
diskutiert, welchen Stellenwert die beiden Axiome — fiir Dedekind-Vollstindigkeit und fir
Archimedizitat — in der messtheoretischen Heuristik einnehmen. Einerseits soll vermieden werden,
dass messtheoretische Axiomensysteme zu kategorischen Theorien fithren, andererseits werden fiir
die Abbildbarkeit von Strukturen in den reellen Zahlen gewisse Vollstindigkeitsbedingungen
benotigt.

Als Erstes wird der Begriff der Konkatenationsstruktur definiert. Um diesen Begriff
moglichst unverindert aus dem Lehtbuch tber Foundations of Measurement I1I (Luce, Krantz, Suppes
& Tversky, 1989, S. 26) ibernehmen zu kénnen, werden noch ein paar Verabredungen getroffen.
Zentraler Bestandteil der folgenden Definition 5.1.2 ist eine zweistellige Konkatenationsoperation

<. %4 ... . Dabei ist die Definition 5.1.1(a) im Zusammenhang mit den Definitionen 2.2.5 und 2.2.6

zu sehen.

Den typographischen Gepflogenheiten der Foundations; wonach Quasi- und schwache
Ordnungen mit dem Symbol ‘<’ bezeichnet werden, und partielle und totale Ordnungen mit ‘<’,
witd hier nicht gefolgt. Der Zusammenhang machtjeweils klar, um welche Ordnungsrelation es sich

handelt.
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5.1.1 Definitionen.-
@ VAV ((x049) = (x%4220)).
b) VAYxYy(x<yuy gdw (xy)eA).
©  VAVxVYy(x<,y gdw (x) €A, & x eA,,).

d  VAVXVYy(x~4y gdw  (xy){yx) €A, ).

5.1.2 Definition.-
A ist eine Konkatenationsstruktur
gdw
(1) A ist eine Struktur des Typs { (2, 3), @ ), so dass (A, ,{A, ), D) eine schwache
Otrdnung und A, , eine nichtleere, zweistellige Operation in A, ist &
(2) (lokale Definierbarkeit:)
VaVbVeNd(a, b, cde A &{a b) € dom(A, ) &g a) € A, &{d b) € A,
= (¢, d) € dom(A, ,)) &
(3) (Monotonie:)
VaVbVe(a b c€EA &{a0,{b0 € dom(z‘lz’z)
= ({ab)eA,=((@o 0, (bo,0)EA,)) &
VaVbNe(a, b c€A & e a),{cb) € dom(z‘lz,z)

=((ab) 6/42,1‘=’<(‘°,4”), (¢ b)>€/‘42,1))-

Die zentrale Aufgabe bei der Definition des Begriffs ‘Konkatenationsstruktur’ ist die
Formulierung einer sog. Konkatenationsoperation. Das Standardbeispiel hierzu ist die Lingen-
messung. Bei dieser Messung ist es moglich, die betrachteten Einzelindividuen zu konkatenieren,

um so ihr gemeinsames AusmalB der fraglichen Eigenschaft (hier: Linge) festzustellen. Die ent-
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sprechende Handlung besteht darin, bei einzelnen Holzstiben etwa den ersten an einen Vergleichs-
gegenstand anzulegen, an das Ende des ersten Stabes legt man den Anfang des zweiten und liest ab,
ob die so konkatenierten Gegenstinde den Vergleichsgegenstand in der Linge tiberschreiten oder
nicht. Die analoge Operation in der Massenmessung besteht datin, zu konkatenierende Gegen-
stinde zusammen in die Waagschale auf einer Seite einer Balkenwaage zu legen, um dann zu
beobachten, ob die beiden so konkatenierten Gegenstinde schwerer sind als ein Vergleichsgegen-
stand in der anderen Waagschale der Balkenwaage. In den Sozialwissenschaften hat man kaum
solche Verfahren. Z. B. ist es schwet zu sehen, wie man die Intelligenz von mehreren Personen (fiir
Messzwecke) konkatenieren soll; aus ersichtlichen Griinden ist das gemeinsame Bearbeiten eines
Intelligenztests hierfiir keine Losung. In der Entscheidungstheorie gibt es allerdings Verfahren, um
z. B. das Risikoverhalten von Individuen und Gruppen zu messen und vorherzusagen, die mess-
theoretisch begriindet sind. Unseres Wissens hilt man diese Ansitze aber noch nicht fiir wissen-

schaftlich zufriedenstellend.

Da diese Konkatenationshandlungen nicht beliebig ausfiihrbar sind, wird in der Definition
des Begriffs ‘Konkatenationsstruktur’ gefordert, dass diese Operationen nur fiir Elemente einer
Teilmenge des cartesischen Produktes des Individuenbereichs der Struktur durchfiithrbar sind. In
Band I der Foundations of Measurement (Krantz et al., 1971, S. 81-82) wird explizit dieser Standpunkt
eingenommen. Unseres Erachtens ist es aber nicht notwendig, Funktionen nur dann als definiert
anzusehen, wenn fiir jedes Argument aus dem Definitionsbereich einer Funktion der dazugehorige
Wert tatsichlich — operational — ermittelt werden kann. Z. B. ist die Entfernung von der Erde zum
Mond bekannt, oder die Masse der Sonne oder die Zahl der Lichtjahre, die das Zentrums der
MilchstraBBe von der Erde entfernt ist; ebenso sind GroBenverhiltnisse im Kleinen bekannt /

erforscht: wie weit etwa im Wasserstoffatom die Elektronen vom Atomkern entfernt sind usw.
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Daher werden wir im Folgenden nur den Begriff einer Konkatstruktur betrachten, dessen De-

finiens die Abgeschlossenheit der Konkatenationsoperation fordert:

5.1.3 Definition.-
A ist eine Konkatstruktur
gdw
1) A ist eine Struktur des Typs ((2,3),0 >, so dass (./41 R (./42’1 >, O ) eine schwache
Ordnung und A, , eine abgeschlossene, zweistellige Operation in A, ist &
(2) (Monotonie:)
VaVbVe(a byce A= ({ab)eA, = (@o, 0, (bo,0)€A.)) &

\/a\/b\/c(a,b,cefll=>(<a,17>€f12,1‘=’<(f°,qﬂ),(€°ﬁb)>€/42,1))'

Die Klasse der Konkatstrukturen enthilt eine Reihe von Spezialfillen. In den Foxndations of
Measurement Vol. III (Luce et al, S. 26-27) werden Eigenschaften definiert, die Klassen von Unter-
strukturen festlegen. Davon werden hier aber nur die Eigenschaften definiert, die fiir den weiteren
Argumentationsgang in diesem Abschnitt 5.1 benotigt werden.

Fur die Definition des Archimedischen Axioms bedatf es einer rekursiven Definition det #-
fachen Verkniipfung eines Elementes mit sich selbst. Dabei ist zu beachten, dass bei Konkaten-
ationsstrukturen der Fall (4o, 4) o, a # a9, (a °, 4) zugelassen ist. Um typographisch darauf
aufmerksam zu machen, unterscheiden Luce e/ 4/ zwischen der Notation #z (aus Band 1 der
Foundations und der dortigen assoziativen Konkatenationsoperation) und 4(#) bei den hier zu
definierenden Standardsequenzen; die Konkatenation eines Elementes zu einer Sequenz von bereits
konkatenierten Elementen erfolgt von rechts, um das Axiom fiir eingeschrinkte Losbarkeit anwen-

den zukonnen. Die Standardsequenz fiir ein Element 2 aus dem Individuenbereich einer Konkaten-
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ationsstruktur enthalt so die Elemente 4, 4044, (a°4a)°, a,((a°,a)°a)° a....1Im Folgen-
den wird nun eine Funktion C rekursiv definiert, die fiir das Definiens des Begriffs einer in den

Standardsequenzen Archimedischen Konkatstruktur bendtigt wird.

5.1.4 Definition.-
C ist eine Funktion auf { A | A ist eine Konkatstruktur } &
VA (A ist eine Konkatstruktur = C 4 ist eine Funktion auf A, &
Va(a€e A = C, ,ist eine Funktion auf N* &
® Cho()=a&

(1) Va(n€N'=Cy,(#+1)=(Ch,(®°44))))-

In 5.1.5 werden nun Eigenschaften von Konkatstrukturen definiert.
5.1.5 Definitionen.-
Sei A eine Konkatstruktur. Dann soll gelten:
A ist eine Dedekind-vollstindige Konkatstruktur
gdw
VX (@ # X c A, & X hat eine obere Schranke in ( A, ,(A,,),0) =
Jx (¢ ist Supremum von X in ( A, , (A, ), D)).
A ist eine positive Konkatstruktur
gdw
VaVb(a beA =a<,(ao, b)) &b<,(@oy b)).
A ist eine eingeschrinkt-I6sbare Konkatstruktur
gdw

VaVb(a be A &b<, a=Tc(ceA &b<,(ho,¢)<,a)).
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A ist eine assoziative Konkatstruktur
gdw
VaVbVe(a bece A= (acb)o,e)~, (a0, (b oye)).
Aist eine in den Standardsequenzen Archimedische Konkatstruktur
gdw

VaVh (g be A = 3n(neN" & b<,C,, (7))

Luce et al., (Ss. 33-37) sind gezwungen, drei Versionen des Archimedischen Axioms zu
formulieren: in idempotenten Strukturen (Luce ¢f 4/, S. 26) etwa wird das Archimedische Axiom
mit sog. Differenzensequenzen gefasst; auBerdem definiert Narens (1985, S. 150) eine dritte
Version: regulire Sequenzen.

Nun wird der Begriff einer ‘PKS’ — positive Konkatstruktur — festgelegt. Er lehnt sich an
den Begriff einer PCS an. PCS steht fiir ‘positive concatenation structure’; ‘positive concatenation
structures’ wurden urspringlich von Narens und Luce (1976) eingefithrt. Im Laufe der Weiter-
entwicklung des messtheoretischen Begriffsapparates hat es sich aber als zweckmaBig herausgestellt,
diesen Begriff so zu definieren wie in Luce et al. S. 38 geschehen; und um Verwechselungen zu
vermeiden wurde dafiir das Akronym ‘PCS’ eingefiihrt; siehe auch die Fulnote hierzu in Luce ez /.

auf S. 37.

5.1.6 Definitionen.-
@ A ist eine PKS
gdw
A eine positive, eingeschrinkt 16sbare und in den Standardsequenzen Archime-

dische Konkatstruktur ist.
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@)  Aisteine extensive Konkatstruktur

gdw A ist eine assoziative PKS ist.

Es wird jetzt bewiesen, dass die Klasse der PKS einstufig nicht axiomatisierbar ist. Dazu
wird aus dieser Klasse eine einzelne Struktur mit bekannten Eigenschaften gewihlt. Fur die folgen-
den Definitionen wird vorausgesetzt, dass die mengentheoretisch begriindete 2-stellige Pradikatkon-
stante <y zur Bezeichnung der Kleiner-gleich-Beziehung der natiitlichen Zahlen und die zweistellige

Additionsoperation +y auf den natiitlichen Zahlen bereits zur Verfiigung stehen.

5.1.7 Definitionen.-

SN = { #]| rist ein 2-Tupelin N* & # <y 1, }.
<N = {#] tist ein 2-Tupel in N* & 7, <y 4, }.
N = {#]| tistein 3-Tupelin N* & £, +y 4, = 4 }.
€N = (N (2pe, Fe ), O).
Dann gilt:
5.1.8 Hilfssatz.-

RN ist eine PKS, N ist Dedekind-vollstindig & typ) =((2,3), D).
Beweis: N ist Konkatstruktur. Denn es gilt nach Definition 2.2.8:
typ@) = ( st2( Ny, ;) pomen, 2 » DOmM(IT) ).
Und da nach 2.2.3(r) fiir alle P gilt:
stz(P) = Dom(U (P));
und da <y, Klasse von 2-Tupeln und +y, Klasse von 3-Tupeln und da Dom(@) = @, ist

typM) =((2,3),0).
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Des Weiteren ist { N*, { <y, ), @) eine schwache Ordnung (Definition 3.1.2).

Denn es gilt
Va(ae Nt =42y a) &
VaVbVe(a bce N"&aiy b& by c =aiy ) &
VaVb(a, be N" = a2y, botb iy, a).
Dariiber hinaus gilt:

(N*, ( 2y, ), @) ist eine partielle Ordnung, denn es gilt
VaVb(a,be N* &aiy, b& by, a=a=b).
Weiterhin ist +y, zweistellige Operation in N* . Denn +y; ist rechtseindeutiges, dreistelliges
Pradikat in N* . Und da
Va Vb (a be Nt = (g, b)€ dom(+y,)) gilt,
ist+y, zweistellige, abgeschlossene Operation in N* .
AuBerdem gilt:
VaVbVe(a b ce€ N* = ({4 b) € 2y = (aog0), (695 ¢) ) € £ns)) &
VaVbNec(a b ce N* = ({ab)€ <y, = (coqa),(cogb)) € iy, )).
Also ist I Konkatstruktur.
N ist positiv, denn fiir alle 4, € N* gilt:
a<gaogb& b<gaogb,
dau. a. (a6, i (2, b)]) €N, ,.
M ist eingeschrinkt 16sbat, denn es gilt:
VaVb(a,beN" & b<ga=Tc(ceN' & b<g(bogc)<qa)).
I ist Archimedisch in den Standardsequenzen, da N den folgenden Satz erfiillt:
VaVbh(a, b EN"'=3n(ne N*" & b<qCq , (1)) ).

Also ist 9N eine PKS.
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Des Weiteren gilt
VX (@ # X c N* & X hat eine obere Schranke in (R, , (R, , ), D) =
Ax (xist Supremum von Xin (I, , (I, ), D)).

D. h.: N ist Dedekind-vollstindige Konkatstruktur.

5.1.9 Definition.-

N= <ER>:'GN .

5.1.10 Hilfssatz.-
N ist eine homogene Familie von Strukturen & typ*(N) = typ) =((2,3),0)
& Ran(N) ¢ { A | Aist eine PKS & A ist Dedekind-vollstindig }.
Beweis: Es gilt: N ist eine Familie von Strukturen des Typs ({2, 3 ), @ ). Dann ist nach
Definition 3.3.2 A eine homogene Familie von Strukturen. Und mit Satz 3.3.5 folgt:
typ*(N) =((2,3),0).
Und da Ran(\) = {9}, folgt mit Hilfssatz 5.1.8:

Ran(\) c { A | Aist eine PKS & A ist Dedekind-vollstindig }.

Mit Hilfe der Familie Al diskreter Strukturen lisst sich nun zeigen, dass die Klasse der PKS
nicht einstufig axiomatisierbar ist. Um das zu erweisen, wird eine Ultrapotenz von N gebildet; von
dieser Ultrapotenz wird unter Anwendung eines Diagonalargumentes — wie es von Robinson (1951)
benutzt wurde, um die Existenz nicht-Archimedischer Ringe zu belegen — gezeigt, dass sie in den
Standardsequenzen nicht-Archimedisch ist, somit ist die Klasse der PKS unter Ultraproduktbildung
nicht abgeschlossen; was hinwiederum eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir die Nicht-

axiomatisierbarkeit der Klasse der PKS in einer einstufigen Sprache ist.
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5.1.11 Satz.-
Es gibt einen Ultrafilter U auf V(Dom(A)), so dass QRPt(N, U) nicht-Archimedisch in den
Standardsequenzen ist.
Beweis: Es gilt:

3U (U ist Ultrafilter auf dem BOOLEschen Vetband V(N) );

denn sei E={X|XcN&(N\ X) endlich },
und seien F,G€E,
dann gilt F+0&G=#0,

denn N \ @ ist nicht endlich;
dann ist N\ (FNnG)=N\Fu(N\G) endlich, und

FN G =Infyy ({F,G}) € E

folgt; weiterhin gilt:

Infypy ({F, G}) # Oyqy ,
da O ¢ E & Infyy ({F, G}) € E;
das zeigt, dass

VFVG (F, G € E = Infyy ({F, G}) # Oy & Infy ({F, G}) €E)
gilt; und mit V(N) BOOLEscher Verband und E ¢ V(N), folgt mit Hilfssatz 3.2.6: E ist in
V(N) unter endlichmaliger Schnittbildung nichtleer; und mit dem Ultrafiltertheorem (3.2.15)
folgt, dass es einen Ultrafilter U auf V(N) gibt, der E enthilt.

Sei U so.
Nun ist QRPr(N, U) mit
QRPx (N, U) = { Quot(= (U, ),
(QRPP; (N5, N1, U) ) Dom(ypr U 1) » D )

eine Ultrapotenz von N modulo U.
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Es wird bewiesen, dass QRPr(N, U) das Archimedische Axiom (5.1.5) nicht erfiill.
Es gilt (Djen, i+ 1)en € CPr (N )-
Und fiir alle » € N* gilt:

{/17€N&i+ Dien (), (Caq1 (W) dien () ) € Eny } endlc N,
Ferner gilt fiir alle € N* :

{/1/eN&(G+Dien () (Cqs () dien )) € ns }
=N\ {/|/eN&(G+1en (1 (Cos M) Dien ))& 2ns 35

also N\ {/|/eN&(G+1en(){Caqi()en)) € <ns }endlc N;
also  {/|/eN&(G+1),en(){Cqi@)cn()) €<ne } EECT;
also {j17EN&(Gi+ 1;en () {Caqi(®)ien)) € <ns } € UL
Nunist {7+ 1);cn,{Cq; (7 )en) Folge der Linge 2 in CPr; y(N; ;)

& {7 jEN&i+1)en (), (Caqs ) )ien () EN,pr } € U.
Daher gilt nach Definitionsschema 3.3.8:

((G+1;en,(Caqy () ien) € RPPr oy (N1, N1, U).

Es gilt:

QRPPy, (N, , N, , U) ist 2-stelliges Pradikat in Fld(~ (U, )

&[G+ Dienlew > [{<C o1 () dien] @y ) ist 2-Tupel in Quot(=(U,A))
& (i + 1ien, (Copy (1) ien) & RPPrcy (N5, M, U)
& i+ 1) cn€E [+ ey lauy & (Caqy1 (M) )ien€[(Caqy(®))ien] =UN)
Unter Anwendung der Definitionen 3.3.9 folgt dann:
( [<i+ 1>ieN]z(U,)o ’ [<C a1 (1) )ieN]=(U,_N)>
¢ QuotPrid (RPPr,cy (N4, M1, U), =(U,N)).

Und mit dem Definitionsschema 3.3.11 folgt:

([G+ 1>ieN]=(U,_N) [{Caqi () >ieN]=(U,)J)>
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¢ QRPPr;y (M5 1, M1, U).

Und mit Hilfssatz 5.1.12 folgt:

[(C w1 (1) >iEN]=(U,N) = Cqree (LU [(1)ieN] ~(UN) (1)-

Und somit gilt:
(K + Dsenlew » Caree v, (i = D))
¢ QRPPr; . § Ni,z,l ,_N,-,] ,U).
Und da QRPPt; .y (N5, N, U) = QRPr (N, U),
gilt fir alle 7 € N*:

nicht [<’ + 1>ieN]=(U,)\!) < QRP: (A, U) CQRP:W,U), K1) i€ N] =(U, ) ().
Und es folgt schlieBlich:
a3k (a, b€ QRPr (N, U), & V7 (7€ N* = nicht @ <qrp, o, uy Caree g, 0y, 4 () )-

Somit ist gezeigt, dass QRPr(N, U) nicht-Archimedisch in den Standardsequenzen ist.

5.1.12 Hilfssatz.-

Fiir alle A4, alle U und alle 4:

Wenn .4 Konkatstruktur & U Ultrafilter auf V(N) & 4 € 4, dann gilt fiir alle n € N* :

[< Cya(m) >jEN lscu i ieny

C qree(( A e N, UY, [(a) i€ N] =(U,{ A ieN) (7)-
Beweis: Sei A Konkatstruktut, sei U Ultrafilter auf V(N), seia € A, und sei

Q = =(U, {(A);en)- Es gilt fiir die Induktionsbasis n = 1:

[<CA,a (1) >ieN]Q = CQRPr((A)iEN,U),[(a)iEN]Q (1);

denn Ch.()=a

und C ety iem, Uy p@ieng (D) = [(a) ieNlq -
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Sei n € N* und gelte die Induktionsvoraussetzung:
[ Cu. @ >ieN]Q = C qree({A)ie N, U), [(a) ie NjQ (D)-

Es gilt x€[{(C_,@t+1)) cnlq
gdw {i]ieN&(C,(0t1)),en(@)=x} €U
gdw {ie N| ({C 4, (n) >j6N @,{C 4. (1) >jEN @, x)€A,,} €U
gdw  ({C 4@ Ven»{C4a (1) Jyen>x) € RPPrcn (A2, A, U)
gdw <[<C.A,a(n) >jeN]Q’[<C.A,a(1) >jEN]Q’[X]Q>

€ QRPPr;cy (A 225451, U)
gdw ( C Qrec((AY ie N, U, (a) ieN @ (1) [(C 4. >jEN la> [X]Q>

€ QRPPt; ey (A ;22 ,A;1,U)
gdw [Xlq = Caree¢ ) ieN v, () ien @ (@)

gdw X € Cqrpe(AYieN, Uy [(a)ienN @ (@THD).

Im Hilfssatz 5.1.12 wird bei der Anwendung von Definition 5.1.4 von Hilfstheorem 5.1.14

Gebrauch gemacht, zu dem 5.1.13 vorbereitend ist.

5.1.13 Hilfssatz.-
Fiir alle 4 und alle U:
Wenn .4 homogene Familie von Konkatstrukturen und wenn U Ultrafilter auf V(Dom( )
dann ist RPr(/ﬁ U) eine Struktur des Typs ((2, 3), @) und
(RPt(A, U), (RPt(A, U), ), @)
ist eine schwache Ordnung.

Beweis: Seien die Voraussetzungen erfillt.

Dann ist A Familie von Strukturen des Typs ({2, 3), @) und da U echter Filter auf
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V(Dom(A)) ist, folgt mit Satz 3.3.16: RPr(A, U) ist Struktur vom Typ {(2, 3), @).
RPr(A, U),,, ist eine schwache Ordnung.
Denn seien x, y, z € CPt;¢ pomes) A ;1 dann gilt fiir alle 2
i€ Dom(A) = (x;,x,) €A, .1,
da A, , , fiir alle € Dom(A) teflexiv in A, ; ist. Und da Dom(A) € U, ist
(x,%) € RPt(A, U),, .

Gelte nun (x, y) € RPt(A, U), ; ; dann

{i| i€ Dom(A) &(x;,y,) €A;21} €U
dann {i| i€ Dom(A) &(x;,y,) €A1} €U,
da U Ultrafilter; und mit der Linearitit der Konkatstrukturen der Familie A folgt:

{i| i€ Dom(A) &(y;,x,) €A, } €L;
somit ist RPt(.A, U ), , lineat in CPt; pomen A1 -

Gelte (x, ), {y, z) € RPt(A, U), ; ; dann:

{i| i€ Dom(A) & (x;,y;y €A1 } €U und
{i| i€ Dom(A) &(y;,zy€ A2} €U und
{i]| i€ Dom(A) &(x;,zy€A,,,} €U folgt;

also ist RPt(A, U), ; transitiv in CPt; ¢ pomeayA ;1 -

Also ist { RPt(A, U), , (RPr(A, U),.1), @ ) eine schwache Ordnung.

5.1.14 Hilfssatz.-

Fiir alle A4 und alle U:
Wenn .4 homogene Familie von Konkatstrukturen und wenn U Ultrafilter auf V(Dom(A))
dann ist QRPr(A, U)

eine Konkatstruktur.
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Beweis: Seien die Voraussetzungen erfiillt.

(1) Dann folgt mit Satz 3.3.15: QRPr(A, U) ist Struktur vom Typ { (2, 3), @ ).
Sei Q = =(U, A).

( QRPt(A, U, , { QRPt(A, U), , ), @ ) ist schwache Ordnung.

Denn seien [x]q , [ylg , [2]q € Quot(Q);

es gilt: (x,%) € RPr(A, U),,

und es folgt ([Kg» Xlq) € QRPr(AU), 5
gelte ([xlg, Flg) € QRP1(A,U), 5
dann gilt (x,7) € RPPL; ¢ pomesy (Ain15 401, U)
gdw {i| i€ Dom(A) &(x;,y;,) €A} U
gdw {i]i€ DomA) &(x,,y,) €A, } €U
gdw {i]| i€ Dom(A) &(y;,x,) €A, } €U
gdw (y, x) € RPPt;e pomeny iz 1, A; 15 U)

gdw (g » [¥lq ) € QuotPradRPPt; ¢ pomeny (A; 215 A1, U), Q)
gdw ([¥lq» (Kl ) € QRPPrc puy Ay 1, Ar 1, U
somit ist QRPr(A, U ), ; linear in Quot(Q).
Gelte
([lq. o) € QRPE(A, U), s und { [ylq, [zl ) € QRPE(A, U),
dann gilt 3X, 3%, (X,,X, €U &
X, ={i| i€ DomA) &({x;,y,) €A} &
X,={i| i€ Dom(A) &(y;,2) €A1}
seien X, und X, so;
dann ist wegen Filtereigenschaft (3) in Definition 3.2.1

XinX,eU;
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dann {7|i€ Dom(A) & (x;,2,) €A, } €U
gdw (X, Z> € RPPr;, Dom(A) (fl,; 2,1 ,Az;l s U)
gdw ([Klq» [2lq ? € QRPPt;c oty A1 A1, U)s

somit ist QRPtr(A, U), ; transitiv in Quot(Q).
Also ist ¢ QRPr(A, U),, { QRPr(A, U), 4 ), @ ) schwache Ordnung.
Wenn nun fiir alle 7 € Dom(A) gilt:
A, 51 ist antisymmetrisch in A, , ,
dann ist { QRPt(A, U), , { QRPt(A, U), , ), @ ) partielle Ordnung.
Denn seien [x]q , [y]lq € Quot(Q) und geite:
([q . [lg) € QRPE(A U),, &
([lq» [Xlq) € QRPe(A, U),, .
Dann folgt: {i]i€ Dom(A) &(x,,y,) €A, } €U &
{i| i€ Dom(A) &(y,,x;) €A1} €U;
und {i] i€ Dom(A) & x;=y,;} € U;
D. h.: Ko = [¥lo -
Nun wird bewiesen, dass QRPt(A, U), , eine abgeschlossene, zweistellige Operation in
QRPr(A, U), ist. D. h. QRPt(A, U), , ist dreistelliges, rechtseindeutiges Pradikat in Quot(Q)
& V1 (¢ist 2-Tupel & Ran(f) € Quot(Q) = # € dom(QRPr(A, U), ,) ).
Wiederum nach Satz 3.3.15 gilt:
QRPr(A, U), , ist dreistelliges Pridikat in Quot(Q).
Seien [x]q , [y]q » [Z]q » [Z]q € Quot(Q) und gelte:
([xlg, o, [lq ) € QRPx(A, U), , &
(g, Blo» [2]q ) € QRPr(A, U), 5 .
Dann gilt (Kl > Ylq » [2lg) € QRPPL; ¢ pomesy (Aiz2 5 As 1, U)
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gdw <[X]Q > [Y]Q > [Z]Q> € QuotPrad(RPPr,, Dom(A)(J41; 2,2 ,J4,;1 ,U), Q)

gdw <X,Y) z) € RPPt; ¢ pomes) (qu,z,z,j{m ,U)
gdw {z'|z'GDom(J‘l)&(x,.,y,-,z,->€J4,~,2,2}EU
gdw {i| i€ Dom(A) & X0y, >jEDom(,4) () =z} €eU.

Ebenso gilt: { | 7€ Dom(A) & (x; O Y )epomeny () =2} € UL
Da U Filter, ist {7 | 7€ Dom(A) & (x;0,1 ;)¢ Domet) () = 2: }
N

{i] i€ Dom(A) & (x,04,¥;) e pomesy () = 2’ } € UL
Und es folgt: {i]| i€ Dom(A) &z=2’;} €U,
d. h. weiterhin: [zlq = [2]q »
und es ist erwiesen, dass QRPr(A, U),,, rechtseindeutiges, dreistelliges Pridikat in Quot(Q)
ist. Und mit den Definitionen 2.2.3 (k) und (o) folgt:

QRP1(A, U), , ist zweistellige Operation in Quot(Q),
deren Abgeschlossenheit noch gezeigt werden muss.
Seien [x]q , [y]lq € Quot(Q).
Dann ist X, y € CPt;c poms) fl“ .
Dann gilt Vi(i€ Dom(A) = Iz (g€A,1 &3=%x,0,4,7,)),
da fiir alle / € Dom(A) A, eine Konkatstruktur ist, und somit A; , , zweistellige, abge-
schlossene Operation in A, ; ist. Dann folgt mit Auswahlaxiom:
Iz (g ist Funktion auf Dom(A) & Vi (i € Dom(A) = € A, &(x;,¥;, %) €A1 22)).
Und es folgt

3% (%€ CPtie pomety A; 1 & Vi (i€ Dom(A) = (x,, 7, %) €A 52))-

Sei z so. Und da Dom(A) € U folgt weitethin:

(g [lg > [2lg ) € QRPr(A, U), ;.
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Es gilt also
Vi (#2-Tupel & ¢, , 1, € QRPt(A, U), = £ € dom(QRPt(A, U), , ), da
dom(QRPr(A, U), ,) = { #| #ist 2-Tupel & Iz #"(3) € QRPr(A, U),, }.
Das zeigt nach Definition 2.2.3 (p) die Abgeschlossenheit der Operation QRPr(A, U), , .
(2) (Monotonie) Seien [x]q , [ylq » [2]q € Quot(Q).
Dann gilt (g, o) € QRPe(A, U), 4
gdw (g » [¥lo) € QRPPYc pomesy A1 5451, U)

gdW <[X]Q ’ [Y]Q> € QuOtPréd (RPPriE Dom(A) (‘)41, 2,1 ’-/4;‘,1 > U )’ Q)

gdw (x,7) € RPPt,c pomesy (Aizr s Ai1» U)

gdw {i| i€ Dom(A) & x;,y;,) €A, } €U

gdw {i]i€ Dom(A) & (x,04,2), §:04:2) ) €A1} €U
gdw (%042 Dic pomety » 7100121 Dic Domeny !

€ RPPr;, Dom(_A)(‘Ai, 215 A1, 0)

gdW ( [< X O_A,i Z; >iE Dom(.A)]Q > [< Y: OA,i Z; >1'€ Dom(.A)]Q > *
€ QuotPrid ( RPP1;¢ pomes) (J‘L 21 ,/‘1,;1 ,U),Q)
gdw ( ([xlq Oaqrees, vy [Z]q ) (g Oqreecs, vy [2lq) ) € QRPr(/l, U)y,1 - oK

* gdw ** folgt u. a. aus dem folgenden Hilfssary 5.1.15.

Ebenso beweist man ( Xlg > [Ylq ? € QRPt(A, U),

gdw ( ( [zlq Cqrews vy [Xlq ) ([2lq Oqree(4, 1) [Y]Q) ) € QRPI(A, U)y,1 -

5.1.15 Hilfssatz.-

Fiir alle A, U, x, y: Wenn ./ homogene Familie von Konkatstrukturen & U Ultrafilter auf
V(Dom(A) & x, y € CPr;, Dom(A) (/4: 1), dann gilt:

[(x Oy, i dic Dom) 1=, 4 = [ X ]-w, 4 Careesvy V]9 -
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Beweis: Es werden die Voraussetzungen angenommen.

Es gilt: € [< X O, Vi die Dom(A) 1=, A
gdw ((x O Vi >ieDom(,z4) > %> € =(U, A
gdw (« X Oui Vi >ieDom(A) > z> € ~(, Dom(./l)) &

(( X Op, Vi >ie Dom(A) » ’Z> € CPr;, Dom(A) (/41',1) ® CPr,. Dom(A) (qu)

gdw {/ |J‘€ Dom(./l) & X0, >i€Dom(,4) )= %} evU
gdw {i| i€ Dom(A) &{x;,y;,,3) €A, €U
gdw (x,7, % € RPPt;cpomesy (A;225,A4;1,U)

gdw ( K-, > w4 > [F-©,4 )

€ QuOtPrid(RPPriE Dom(A)(‘jqi, 2,2> -/41', 1> LI): = (U> "4) )

gdw ( Xl-w,4 > T~©,4 » [D=w, 4 )

€ QRPPL; ¢ pomy iz s At , U)
gdw ( [Xl-w,4 > D=4 > [=w, 4 ) € QRPr(A, V), ,
gdw (D@, 4 = [Xl-u, 4 Cqres ) Vl-w,.4
gdw 2 € [Xl-@w,.4 Cqrecs,uy [V, 4 -

Aus Satz 5.1.11 folgt:

5.1.16 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe vom Typ (( 2,3 ), @ ); sei K die Klasse der PKS. Dann ist K in
S nicht einstufig axiomatisierbar.
Beweis: Die Klasse K ist in S unter Ultraproduktbildung nicht abgeschlossen. Nach Satz
4.1.15() ist dann K keine einstufige Klasse von S und somit (Def. 4.1.2) auch nicht ein-

stufig axiomatisierbar in S.
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Im Folgenden wird nun bewiesen, dass auch die Klasse der Dedekind-vollstindigen
Konkatstrukturen nicht einstufig axiomatisierbar ist. (Fiir den Rest dieses Abschnitts wird
‘Dedekind-Vollstindigkeit’ mit ‘DED’ abgekiirzt.) Ein solcher Beweis ist insofern nicht iiberra-
schend, als man dem Axiom fiirt DED seine Zweistufigkeit “ansieht”’; denn es macht Aussagen tiber
Teilmengen einer geordneten Struktur (Definition 5.1.5). Barwise (1977, S. 13) betont ausdriicklich,
dass dieses Axiom das einzige zweistufige Axiom ist, in der Menge der Axiome, die die reellen
Zahlen — bis auf Isomorphie — charakterisieren. Auch Narens (1985) weist wiederholt auf diese
Zweistufigkeit hin; und auf den Seiten 315-316 deutet er eine Beweismoglichkeit an: “Let £2=( R,
+, ', > ) be the ordered field of the real numbers. Let . be an appropriate countable first-order
language for A2 and I be the set of true sentences about &% in /. Then by the downward
Lowenheim-Skolem theorem, I' has a countable model, i. e. there is a relational structure £%2’ =
Re’, +°, 2, 2° ) that is a substructure of &2 and is such that each sentence of I' is true about &2’ In
particular, the set of sentences of / that say £2is an ordered field are in I. Now it is well known that
each Dedekind complete ordered field is isomorphic to the reals and therefore is uncountable. Thus
£%’ is not Dedekind complete, i. e. “Dedekind completeness” cannot be defined in /. In fact, the
same argument shows that “Dedekind completeness” cannot be defined in any countable first-order
language /’that contains /.

Man kénnte nun naiv spekulieren, ob DED in anderen Zusammenhingen nicht doch
einstufig axiomatisierbar ist; in Analogie zu der Tatsache, dass ‘Endlichkeit’ zwar nicht einstufig
axiomatisietbar ist (Satz 4.3.2), aber der Begtiff ‘endlicher Korper’ ist rekursiv axiomatisierbar (Ax,
1968, nach Keisler, 1977, S. 51). Daher wird der Empfehlung von Dedekind gefolgt, dessen Namen
das fragliche Axiom in der messtheoretischen Literatur trigt, und der in seinem beriihmten Aufsatz
“Was sind und was sollen die Zahlen?” (1888) im ersten Satz des Vorwortes gefordert hat: “Was
beweisbar ist, soll in der Wissenschaft nicht ohne Beweis geglaubt werden.” Weiterhin wird ver-
sucht, mit ein paar kursorischen Anmerkungen die Relevanz des Axioms fiir die Messtheorie anzu-
deuten. Die Beispiele, auf die Bezug genommen wird, stammen dabei hauptsichlich aus drei
Lehtbichern. Etstens und zweitens dem ersten und dem dritten Band des Standardwerkes “Fownda-
tions of Measurement” Band I von Krantz, Luce, Suppes und Tversky (1971) und Band III von Luce,
Krantz, Suppes und Tversky (1990). Und drittens dem Lehrbuch von Narens (1985) “Abstract
Measurement Theory”.

Metaphorisch lisst sich sagen, dass das Axiom fiir DED verantwortlich ist fiir die Singulari-
tit der reellen Zahlen. Denn die einstufigen Axiome (und deren Folgerungen), die ausdriicken,
dass (R ( +. ) ) ein K&rper ist und dass <y eine lineare Anordnung auf R ist, die mit Addition und
Multiplikation vertraglich ist, sind mit den Axiomen und den Folgerungen der Theorie der reell-
abgeschlossenen Kotper (RLC) identisch (Rabin, 1977, S. 610). Wobei sich die Axiomensitze, mit
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denen die Theorie der reell-abgeschlossenen (angeordneten) Korper formuliert wird, leicht unter-
scheiden kénnen. Die Formulierung von Chang und Keisler (1990, S. 41) und die von Rabin (1977,
S. 609) sind hierfir ein Beispiel. Nun ist die Theorie RLC vollstindig, (im Sinne von Definition
2.3.41) und entscheidbar, aber nicht kategorisch in irgendeiner Kardinalitit (Rabin, S. 609). Die
einstufige Theorie der reellen Zahlen ist somit auch vollstindig, und entscheidbar, nimmt man aber
das Axiom fur DED hinzu, so fuhrt das — unter anderem — dazu, dass alle Modelle dieser Theotie
isomorph sind (Mainzer, S. 42). Wobei es fiir die Formulierung der Vollstindigkeit, (der reellen
Zahlen) dquivalente Formulierungen gibt. Fiir die Messtheorie ist dabei wichtig, dass DED aquiva-
lent ist zu (Archimedizitit und der Eigenschaft, dass alle Cauchyfolgen konvergieren) (Mainzer, S.
40). Vollstandigkeit, in diesem Sinne driickt Hilbert (1900, S. 183) so aus: “Es ist nicht moglich,
dem System der Zahlen ein anderes System von Dingen hinzuzufiigen, so daB3 auch in dem durch
Zusammensetzung entstehenden Systeme die Axiome ... simtlich erfiillt sind; oder kurz: die Zahlen
bilden ein System von Dingen, welches bei Aufrechterhaltung simtlicher Axiome keiner Er-

weiterung mehr fahig ist.*

Die Meinung der Autoren der “Foundations of Measurement” zur Frage, welche Rolle DED in
der allgemeinen Messtheorie einnehmen soll, wird deutlich im Kapitel 21 des dritten Bandes iiber
“Axiomatization” ausgedrickt. Hier argumentieren sie dafiir, kategorische Theorien zu vermeiden.
S. 247: “The reason for this attitude in the theory of measurement is apparent: diverse empirical
applications are intended, and it would be surprising if different applications led to isomorphic
models of the theory. The same attitude is strikingly evident in physics. The theory of mechanics or
any other branch of physics, is applicable to physical situations that have quite different and
boundary conditions. Unless the object of physics is to create the one true model of the entire
universe, categoricity of a physical theory is a defect, not a virtue.” Diese Haltung ist vermutlich
einer der Griinde, warum die Autoren im ersten Band der “Foxndations” Holders (1901) System fur
extensive GroBen nicht Gibernehmen, sondern einen eigenen Axiomensatz entwerfen. Holders
Axiom VII ist dquivalent zu DED, wie Holder selber angibt (S. 12) und “consequently, it can be
proved that any two models of his axioms for extensive measurement are isomorphic” (Luce e @/,
S.247). Das Bestreben, in der Messtheorie kategotische Theotien zu vermeiden zieht nun die Wich-
tigkeit des Archimedischen Axioms nach sich; denn Luce ¢z @/ (S. 248) argumentieren im Kapitel
iiber Axiomatisierung weiter: “So the situation is this. To characterize the real numbers we need an
axiom of completeness, which implies #h¢ Archimedean axiom for real numbers but is not implied
by it ... . But such a strong completeness axiom is not appropriate for measurement structures
because we do not want the theory to be categorical. In general, diverse models are required for
divers applications. On the other hand, some axiom, which we are unable to formulate in elemen-

tary logic, is required for proof that infinite structures of a given class can be embedded in the
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system of real numbers. The Archimedean axiom plays this role very well. There is, of coutse, no
unique Archimedean axiom, as the various examples in Volume I demonstrate, but the thrust of all

variations is the same; consequently, we shall continue to speak of #b¢ Archimedean axiom”.

Es werden nun noch einige globale Einschitzungen des Axioms fiir DED zitiett, bevor in
den nichsten Absitzen konktetere Zusammenhinge angefithrt werden, in denen dieses Axiom

benutzt wird.

Auf Seite 33 des dritten Bandes der ‘Foundations” wird eine Eigenschaft dieses Axioms
angefiihrt: “... its function is to force the structure to be representable by a whole real intetval rather
than by a ragged set of real numbers. As such, it is invariably an idealization; for instance, in the
gambling example, we assumed that amounts of money are indefinitely divisible in order to obtain
a mixture operation in which Dedekind completeness is satisfied. This idealization leads to a far

simpler mathematical structure and thus facilitates other investigations.”

Die langste Textstelle in Narens (1985) in der er iiber DED redet (S. 146): ... Dedekind
completeness is a useful and powerful condition. However, from a measurement-theoretic viewpoint,
Dedekind completeness is a very strong and perhaps unwarranted condition. This is because measure-
ment theoty is concerned with empirical processes and their idealizations, and since by their nature,
empirical processes are finite, their idealizations should be potentially infinite, ot, from one point of
view, at most denumerable infinite. But as we have seen in Section 2, Dedekind completeness and
reasonable density conditions yield ordered sets of ordet type 0, which be Theotem 2.2 are isomot-
phic to ( Re*, > ), i. e. Dedekind completeness usually implies the existence of uncountable sets.
Nevertheless, Dedekind completeness is routinely invoked in the desctiptions of empirical situa-

tions, and apparently without ill consequences.”

Um nun auf etwas konkretere Zusammenhinge einzugehen, so hat das Axiom fiir DED bei
gewissen Axiomatisierungsbemithungen eine Art Leitfunktion: DED wird einerseits als zu stark
angesehen, als nicht adiquat fiir empirische Messsituationen; daher wird DED nicht im Definiens
bei Definitionen gefordert, mit denen Strukturen benannt und festgelegt werden, deren Abbildbar-
keit dann in einem Reprisentationssatz behauptet und gezeigt wird. Andererseits mochte man aber
formale Ziel- / Bildstrukturen haben, die Dedekind-vollstindig sind, “... to achieve measutement
onto real intervals, to permit use of standard mathematical machinery, for example, functional or
differential equations” (Luce ef 4/, S. 48). So gilt es, schwichere Bedingungen zu finden, die
Einbettbarkeit in Dedekind-vollstindigen Strukturen ermdglichen, “... much as the rationals are
embeddable in the reals ...” (Luce ef 4/, S. 49). Narens (1985, Ss. 147-155) definiert Bedingungen,
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unter denen total geordnete positive Konkatenationsstrukturen (definiert im Sinne von Narens S.
73) erweiterbar sind zu Dedekind-vollstindigen, total geordneten, positiven Konkatenations-
strukturen, in die die Ausgangsstruktur ordnungsdicht einbettbar ist (Theorem 13.1 auf S. 153). Ein
analoges Verfahren konzipietren Luce et al. im Abschnitt 19.4 (Ss. 48-56) fur PCSs; wobei sich die
beiden Verfahren unterscheiden, schon weil die beiden Begtiffe ‘positive Konkatenationsstruktur’
bei Narens und ‘PCS’ bei Luce et al. verschieden definiert sind.

Einen etwas anderen Charakter besitzt das Axiom fiit DED bei der Betrachtung von
Eindeutigkeitsfragen. Hier hat Narens (1981a, 1981b) gezeigt, dass der Begriff der Eindeutigkeit
einer Zuordnung von formalen Gegenstinden in zwei Teilbegriffe aufzuspalten ist: dem der
Homogenitit und dem der Eindeutigkeit (uniqueness). Der Skalentyp einer Struktur A wird nun so
definiert, indem man ganze Zahlen M, N angibt und formuliert, dass eine Struktur.A vom Skalentyp
(M, N) ist, wenn der héchste Grad der Homogenitit von A M und der niedrigste Grad der Ein-
deutigkeit Nist (Luce ¢z 4/, S. 116). Erkenntnisse iber Homogenitit und Eindeutigkeit einer Klasse
von Strukturen liefert die Untersuchung der Automorphismengruppe der Strukturklasse. Und eine
wichtige Eigenschaft dieser Funktionenklasse der Automorphismen ist die Erfullung oder Nicht-
erfillung der DED. Nun sind die Individuen einer Automorphismengruppe spezielle Funktionen;
und zwar isomorphe Einbettungen einer Struktur A in A; darauf bezieht sich die Anmutung, dass
diese Individuen sich von den Individuen einer zu reprisentierenden Struktur unterscheiden; was

das begrifflich bedeutet, bedarf einer eigenen Untersuchung.

Nun kommen zu den Eigenschaften der zu reprisentierenden Strukturen noch die — nur
teilweise verschiedenen — Eigenschaften ihrer Automorphismengruppen hinzu und die Befunde, die
die logischen Abhingigkeiten zwischen diesen Eigenschaften betreffen sind reichhaltig , so dass sich
diese Ergebnisse schwerlich zusammenfassen lassen, daher soll die Wichtigkeit des Axioms fiir
DED bei Untersuchungen zur Eindeutigkeit und zu Skalenfragen durch ein Zitat belegt werden:
“the question of which structures can be Dedekind completed without altering the scale type is of
great importance” (Luce ez 4/, S. 121).

Zum Problem DED und Bedeutsamkeitstheoreme (meaningfulness) ist hauptsichlich
auf Abschnitt 14 im 2. Kapitel im Lehrtext von Narens (1985) tiber “Abstract Measurement Theory”
und auf Kapitel 21in Luce ¢ a/. uber “Tnvariance and Meaningfulness” zu verweisen. Narens definiert
und diskutiert drei verschiedene Begriffe fiir Bedeutsamkeit. Vor allem zeigt sich dabei, dass die
wissenschaftstheoretische Bedeutsamkeit der Bedeutsamkeitstheoreme weit mehr umfasst als die
Eigenschaft, Schnittstelle zur Interferenzstatistik zu sein. Der Stellenwert des Axioms fiir DED wird

dabei u. a. von Narens darin gesehen (S. 156): ”Since there are strong connections between auto-
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morphisms of a qualitative structure and these standard meaningfulness concepts, cettain theorems

about Dedekind completions of qualitative structures have important meaningfulness ramifications

3

5.1.17 Theotem.-

Fir alle K Wenn K die Klasse der Dedekind-vollstindigen Konkatstrukturen ist, dann
gibt es eine Familie von Strukturen aus K, deren Ultrapotenz nicht
Dedekind-vollstindig ist.

Beweis: Sei K die Klasse det Dedekind-vollstindigen Konkatstrukturen. Seien It und N wie

in den Definitionen 5.1.7 und 5.1.9 festgelegt. Dann folgt mit Hilfssatz 5.1.10, dass A eine

Familie von Strukturen aus K ist.

Sei E={X| XcN&(N\ X) endlich }.

Dann beweist man wie im Beweis fiir Satz 5.1.11:

E = V(N); & E ist in V(N) unter endlichmaliger Schnittbildung nichtleer.

Dann folgt mit dem Ultrafiltertheorem 3.2.15:

3U (U st Ultrafilter auf dem BOOLEschen Verband VIN) & E c U).

Sei U so.

Nun ist N Konkatstruktur, U ist Ultrafilter auf V(N) und QRPr(N, U) ist Ultrapotenz der

Familie Al modulo U. Dann folgt mit Satz 5.1.14:

QRPr(N, U) ist Konkatstruktur.
Es bleibt zu zeigen, dass QRPr(\, U) Dedekind-unvollstindig und somit nicht Element von
K ist. Dies geschieht, indem von der nichtleeren, echten Teilklasse

{1 (@)ien ]=(U,J\D }sens von Quot(= (U»AD)

gezeigt wird, dass sie kein Supremum in

(Quot( =(U, M) ), (QRPPt,.y (3ns , N*, 1)), @) besitzt.
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Es gilt
A (x € Quot( =(U, N) ) & xist obere Schranke von { [ {4 ),y -y Jaens in
<Qu0t( z(U,N) )’ <QRPPI:'EN ('%N-f > N+, U) >’ % > )

Denn z. B.ist [ 7);en ]-w_y eine solche obere Schranke; denn fiir ein beliebiges 4 € N*

gl ([@enToouns [ ien ) € QRPPr,oy (e, NV, U),

da fiir (@ren € [(@dien Loy

und fiir (idien € [{F)ien 1o gilt:
{jljeN&({a)enh{i)ien()) € 2 } €L, weil

{/1/eN&{{a)en(){i)ien()) € Ens } EECU.
Nun wird indirekt bewiesen, dass gilt:
nicht Ty (y ist Supremum fir { [ (@ )en Jaqop Jocns in
(Quot( =(U,\)), (QRPPrey (i, N*, 1)), )).
Angenommen, Jy (y ist Supremum fiir { [{2);en -y }oen+ in
(Quot( (U, /) ), (QRPPr.y 3y, N, 1)), @)).
Sei y so.

Dann ist y obere Schranke von { [{2 };cn -y Jacn+ I

<QUOt( Z(U,M ), <QRPPI:'6N (§N+ > N+’ U) >’ % ) )

Dann ist y € Quot (=(U, N)).

Dann dx (x€ CPrieny (NY) &y = [x]ou )
Sei x so.

Nun gilt: 3h (b ist Funktion auf N &

Vl(ZEN&X’>N1=’b,:Xlw1)&
Vi(ieN&x=1=h=x)).

Sei h so.
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Um zu zeigen, dass y nicht Supremum von { [{2);cn ]y }aen+ in QRP(N, U) ist,
werden die beiden Behauptungen (A) und (B) bewiesen:
(A) [h]..,  ist obete Schranke von { [{a );en l-w. Jaens 10 QRP:(N, U).
B) (¥, Bl ) € QRPN 1),
Zu (A) wird nun

Va(aeN"=([{a)ien]l-wp» M-y ) € QRPPLcy (Sns , N, U))
bewiesen.
Seia € N*. Dannista +y 1 € N*,
Es ist [x].(y_ obete Schranke von { [{2);cn]-w_y Jaen+ i

(Quot( = (U, A)), (QRPPr, y (s, N%, 1) ), @)).

Dann ist (Ka +1);en ey » Ky ) € QRPPr y (2: , N¥, U);
dann {jijeN&((a+1)ieN(;),xj>€§N+}EU.
Nun gilt {j|j€N&<(a+1>ieN(/),xj)€§N+}‘;

c (1/eN& i () h) € 2 ).

Denn es gilt:
UljeNax=18(a+en(),x) € 2xe } = O &
{/ljeN&1<yx& ({a+1);en (), %) € <y } €
c UljeN &l @iy (), h) € 2 ).
Und da {/l/jeN&({a+1),cn(),x) €N Y ET,

folgt mit Filtereigenschaft 3.2.1 (4):

{/1/€N&({a)en(),h) €y} €U
Dann ([{a)en lew, > [hl-w, ) € QRPPr; y 2y, N¥, 1)),
und Behauptung (A) ist bewiesen.

Nun wird (B) indirekt bewiesen.
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Angenommen (y, [h]-w, ) € QRPr(N, U), ;.
Dann gilt (X > Ml ) € QRPLN, U), ;5
dann {i|ieN&(x;,h;) € <y } €U
Es gilt {i|ieN&x,#1}eU.
Denn wenn {i|ieN&x,=1}€U,

dann wiirde es ein @ € N* geben, so dass
{i|ieN&(x;,(@)en ()€ <y €U
Set a so.
Dann wiirde
(e » K2)enl-wn) € QRPPr y (2 , N, U)
folgen, im Widerspruch zur Annahme:

[x].u. obere Schranke von { [ {4 );cn 1-u,jy }aen+ in

<Qu0t( z('[_]’j\[) )’ <QRPPriEN (§N+ s N+’ U) >’ @ >

Also gilt {i|ieN&x;#1}eU.

Und mit {i|ieN&(x;,h;) €2y }EU
folgt {i|ie N&(x;,h;) € Sy, &x;21} €U,
D. h. {i|ieN&(x;,x,-y1) €, &x, %21} € UL

Nungiltaber {i|ieN&(x;,x;-y1) € s &x,21} =0,
und es folgt o el.

U ist aber Ultrafilter auf V(N), also maximaler echter Filter (3.2.13). Fiir diese Art Filter

gilt nach 3.2.10: Oy € U.
Und mit Satz 3.2.16 folgt: @ ¢ U.
Damit ist ein Widerspruch zu DelU abgeleitet.

Somit gilt (¥, ey ) € QRPE(N, U), nicht
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und y ist nicht Supremum von { [{a);cn Tsw, gy Yaens i0

(Quot(=(U,N) ), (QRPPt; .y (s , N*, 1)), @)).
Und es ist gezeigt, dass QRPr( N, U ) Konkatstruktur ist, die nicht Dedekind-vollstindig ist
und somit nicht in K ist, wenn K die Klasse der Dedekind-vollstindigen Konkatstrukturen

ist.

Daraus folgt:

5.1.18 Satz.-
Sei S Sprache erster Stufe vom Typ | = (( 2,3 >, D ); sei K die Klasse der Dedekind-voll-
staindigen Konkatstrukturen.
Dann ist K in S nicht einstufig axiomatisierbat.
Beweis: Die Klasse K ist in S unter Ultraproduktbildung nicht abgeschlossen. Nach Satz
4.1.15(1) 1st dann K keine einstufige Klasse von S und somit (Definition 4.1.2) auch nicht

einstufig axiomatisierbar in S.



5.2 Zum Begriff der Metrisierbarkeit

Abschnitt 5.2 enthilt Untersuchungen zum Begriff der Metrisierbarkeit. Ausgangspunkt
dieser Untersuchungen ist eine Definition des Begtiffs Klasse metrisierbarer, Struktnren im Anschluss
an eine entsprechende Definition in Luce et al. Foundations of Measurement I11. Die Definition lautet
(Definition 5.2.1):

Kist eine Klasse metrisietbarer, Strukturen

gdw (1) Kist eine homogene Klasse von Strukturen & II(K) ¢ K &

) 3£ ( £ numerische Struktur vom Typ typ° (K) &
VA (A€ K= Aistin £ homomorph einbettbar ) ).
Diese Definition ist nicht adidquat. Dies wird mit einem Gegenbeispiel gezeigt (Definition 5.2.2 und
Theorem 5.2.3). Um die Definition zu verbessern, witd im Anschluss an einen Vorschlag von
Suppes ein allgemeiner Reprisentationsbegriff definiert (Definition 5.2.4), als Spezialfall davon ein
Begtiff Klasse metrisierbarer;, Strukturen, dessen Definiens logisch vereinfacht, und schliefllich der
Begtiff Klasse metisierbarer, Strukinren definiert (Definition 5.2.7):

K ist eine Klasse metrisierbarer, Strukturen

gdw

(1) K ist homogene Klasse von Strukturen & II(K) ¢ K &

(2) VA (A€ K= IR ( Kist numerische Struktur & A ist in #homomorph einbettbar ) ).

Auch diese Definition ist nicht adiquat. Zur Begriindung wird am Beispiel einer sehr
einfachen lexikographischen Ordnung, welche eine strikte totale Ordnung ist, bewiesen, dass die
Klasse der strikten totalen Ordnungen keine metrisietbare, Klasse von Strukturen ist (Defintionen
und Sitze von 5.2.8 bis 5.2.17). Dagegen ist die Klasse der strikten totalen Ordnungen mit abzihl-
barem Bereich metrisierbar, wie schon Cantor bewiesen hat.

In der vorliegenden Arbeit wird eine andere Option weiterverfolgt, nimlich als homomot-
phe Bilder Ultrapotenzen einer numerischen Struktur zu verwenden. Nach Theorem 3.3.24 kann
man dadurch Strukturen beliebig hoher Kardinalitit erzeugen. In Verfolgung dieser Idee wird eine
weitere Definition des Begriffs der Mettisietbarkeit vorgeschlagen (Definition 5.2.20):

Kist eine in einer Ultrapotenz einer numerischen Struktur metrisierbare Klasse von

Strukturen

gdw

(1) Kist eine homogene Klasse von Strukturen & II(K) < K &

b) VA (A€ K= ILII3U ( Fist numerische Struktur des Typs typ®(K) & U ist Ultrafilter

in V(I) & Aist in QRPt(#);¢;, U) homomorph einbettbar ) ).
Auch diese Definition ist wohl nicht adiquat. Zur Begriindung wird ein Trivialisierungstheorem
bewiesen, welches besagt, dass die Klasse alr Strukturen A mit A, = @ eine in einer Ultrapotenz
einer numerischen Struktur metrisierbare Klasse von Strukturen ist (Theorem 5.2.24).

237
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Nachdem im ersten Band der Fowndations of Measurement von Krantz, Luce, Suppes &
Tversky (1971) ausdriicklich auf eine Definition des Begtiffs der Mess- / Metrisietbatkeit (s. u.)
verzichtet wurde (S. 13), wird im dritten Band von Luce, Krantz, Suppes & Tversky (1990, S. 225)
an die einschligige Argumentation in Suppes (1957, S. 263 und S. 265) und die Definition von Scott
& Suppes (1958) angekniipft und es wird festgelegt, was unter einer Klasse von messbaren Struktu-
ren verstanden werden soll:

“DEFINITION 1. Let L be an elementary langnage. Then a nonempty class K of models of L is a class

of measurement structures (with respect to L) iff

(@ K is closed under isomorphism, i. e., if U is in K and W' is isomorphic to U, then A’ is in K;: and

(11) there is a numerical model R of L, i. e., a model of L whose domain is the set of real numbers,

such that all models in K are homomonphically embedable in R.”

Luce et al., 1990, S. 225.

Angepasst an die vorliegende, mengentheoretische Sprache, und mit dem Index 1 versehen,
ohne Bezugnahme auf die Sprache, da in der vorliegenden Arbeit Strukturen einen Typ haben,

lautet die Definition folgendermaflen:

5.2.1 Definition.-

K ist eine Klasse metrisierbarer; Strukturen

gdw
1) K ist eine homogene Klasse von Struktnren & II(K) < K &
) AL ( R numerische Strakinr vom Typ typ 1K) &

VA (A€ K= Aistin [ homomorph einbetthar)).
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Die Definition 5.2.1 ist ein Beispiel fiir eine gewisse Uneinheitlichkeit im Umgang mit
wissenschaftstheoretischen Begriffen. U. a. beim Gebrauch der Begriffe ‘Messung’ und ‘Metrisie-

rung’. Stegmiiller (1970, Teil A, S. 46) schreibt hierzu:

“Die Einfithrung eines quantitativen Begriffs fir einen Bereich von Objekten wird auch als
Metrisierung bezeichnet. Von der Metrisierung ist die Mess#ng zu unterscheiden, worunter
man den empirischen Progef§ der Bestimmung eines Griffenwertes versteht. Messungen konnen erst
vorgenommen werden, wenn bereits eine Metrisierung vorliegt. Leider bezeichnen viele

Autoren das, was wir Metrisierung nennen, als Messung. Es ist nicht verwunderlich, dass bei

einer derartigen irrefiihrenden Terminologie leicht Begriffsverwirrungen entstanden sind.”

Wir halten die Definition 5.2.1 fiir inadidquat, denn sie fordert, dass es ein numerisches
Modell gibt, in das alle zu mettisierenden Strukturen homomorph einbettbar sind. Wir zeigen dies
mit Hilfe von einfache Ordnungsstrukturen auf den natiirlichen Zahlen. Nur fiir diesen Satz 5.2.3

sollen die folgenden Individuenkonstanten so definiert sein:

5.2.2 Definitionen.-
A= (N, { 23), {@, 0} );
B =(N, (&), {@, 0)} %
K* = I(A%) U I(B¥).

523 Satz.-

K* ist keine Klasse metrisierbarer, Strukturen.



240 5. ULTRAPRODUKTKONSTRUKTION UND MESSTHEORIE

Beweis: K* eine homogene Klasse von Strukturen des Typs ((2), {@} ) und es gilt
II(K*) c K*.
Angenommen, K* ist metrisietbar, .
Dann A ( £ numerische Struktur &
& VA (A€ K* = b ( hist homomorphe Einbettung von Ain £))).
Sei R so.
Dann gilt 3h ( b ist homomorphe Einbettung von A* in ).
Sei h so.
Weiterhin gilt 34 (4 ist homomorphe Einbettung von 5* in K).
Sei b’ so.
Dann gilt
Vo Vy (5,9 € A* = ({x9) €A%, < (h(),h()) € Ry,)) &
Ve Vy (%9 € B¥ = ({9 €B%,, =« (), 0) €L,,)).
Dann folgt mit
0€A* & 0€B* &(0,0) € A*, ; &(0,0) ¢ B*,
(h(0), h(0)) € R, ; & (W’(0), ’(0)) ¢ K, ; .
Nun folgt mit
A, (@) = 0 & B, (@) = 0 & h(A*, (@) = Ry(D) & b’(B*, (@) = Ry(@) :
h(0) = h’(0).
Also gilt (h(0), h(0)) € K, ; & (h(0), h(0)) € K, , .

Also ist K* nicht metrisietbat, .

Satz 5.2.3 zeigt also, dass selbst diskrete Ordnungsrelationen nicht metrisierbar, sind. Da

man aber solche Ordnungsstrukturen vom Metrisierungsprozess nicht ausschlieBen will, ist das De-
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finiens der Definition des Metrisierbarkeitsbegriffs entsprechend abzuindern. Um Anhaltspunkte
fir eine Weiterentwicklung der Definition 5.2.1 zu gewinnen, soll nun die Leitidee fur diese
Definition zitiert werden, die Suppes (2002, S. 57) so formuliert: “Mote precisely, let M be the set
of all models of a theory, and let B be some distinguished subset of M. A representation theorem
for M with respect to B would consist of the assertion that given any model M in M there exists a
model in B isomorphic to M. In other wotds, from the standpoint of the theory every possible
vatiation of model is exemplified within the restricted set B. It should be appatent that a ttivial
representation theorem could always be proved by taking B = M. A representation theorem is just
as interesting as the intuitive significance of the class B of models and no more so. An example of
a simple and beautiful representation theorem is Cayley’s theorem that every group is isomorphic

to a group of transformations” .

Diese Festlegungen lassen sich wie folgt prizisieren:

5.2.4 Definitionen.-

2) Fiir alle 7, B: Mist in B reprisentierbar genau dann wenn gilt:
(1) Pist eine homogene Klasse von Strukturen & II(P) c¢ W& Bc W&
() VM (M e M= 3B (B € B& M isomorph einbettbar in B)).

b) Firalle 77:  ist reprisentierbare Klasse von Strukturen genau dann, wenn gilt:
(1) Pist eine homogene Klasse von Strukturen & II(P) ¢ MW &
(2 IB(Bc WM&VM (Me W=

3B ( B € B & M isomorph einbettbar in B)).

In 5.2.4 2) wird eine zweistellige und in 5.2.4 b) eine einstellige Pradikatkonstante definiert.

Da im Folgenden die verschiedenen Metrisierungsbegriffe immer als einstellige Pradikatkonstanten
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definiert werden, und da Metrisierbarkeit ein Spezialfall von Reprisentierbarkeit ist, nehmen wit

Definition 5.2.4 b) als Vorlage und definieren:

5.2.5 Definition.-
Fiir alle K: K ist eine Klasse mettisierbarer,, Strukturen
genau dann wenn gilt:
(a) K ist homogene Klasse von Strukturen & II(K) c K &
(b) IR (R ist eine homogene Klasse von Strukturen des Typs typ” (K) &
VR (R € R = R ist numetische Struktur ) &

VA (A€ K= 3R (R € R & .4 homomorph einbettbar in R) ) ).

Definition 5.2.5 unterscheidet sich im Teil (b) wesentlich von Definition 5.2.4 b) (2). Die
Bedingung ‘B c P/’ witd so abgeindert, dass nicht mehr die Zugehorigkeit det numerischen
Strukturen zur Klasse K — der zu metrisierenden Klasse — verlangt wird; diese Abtrennung der
Klasse R von det Klasse K ist mehtfach in der messtheotetischen Literatur gefordett worden;
auBerdem witd fiir alle Strukturen in R festgelegt, dass sie numetische Strukturen sind, das heif3t
nach Definition 2.2.10, dass deten Individuenbereich von den reellen Zahlen gebildet wird. Steg-
miiller (1970, Teil A, S. 2) weist ausdriicklich darauf hin, dass die Verwendung der reellen Zahlen
durch theoretische Uberlegungen erzwungen wird. Die Forderung ‘M isomorph einbettbar in B’
wird abgeschwicht zu <A homomorph einbettbar in R’; damit wird der Tatsache Rechnung getra-
gen, dass verschiedenen Gegenstinden die gleiche Quantitit einer zu metrisierenden Grofe

zukommen kann; sie sind etwa gleichlang oder gleichschwer.

Nun gilt
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5.2.6 Satz.-
Fir alle K: Wenn K eine Klasse von homogenen Strukturen ist & II(K) c K,
dann sind die beiden folgenden Bedingungen dquivalent:
6 VA (A€ K= IR ( List numerische Struktur &
Aist in #homomorph einbettbar ) ).
@ I ( Hist eine homogene Klasse von Strukturen des Typs typ’ (K) &
VR (Ke R= Fnumerische Struktur ) &
VA (A€ K= IR ( Ke R & Ahomomorph einbettbar in £))).
Beweis: Sei K eine homogene Klasse von Strukturen und gelte II(K) c K.
Angenommen (i). Dann folgt mit dem Auswahlaxiom:
3F ( Fist Funktion auf K & V.4 (4 € K = F(A) ist numerische Struktur
& A homomorph einbettbar in F(A))).
Sei F so. Dann gilt:
Ran(F) ist homogene Klasse von Strukturen des Typs typ’(K) &
VR (K€ Ran(F) =K, =R) &
VA (A€ K= I (K€ Ran(F) & A homomorph einbettbar in&’) ).
Dann gilt
39 ( Hist eine homogene Klasse von Strukturen des Typs typ”(K) &
V(K € F= K numerische Struktur )
&VA(A € K=K (K € R & Ahomomorph einbettbarin £))).
Gelte nun (1).
Sei R so.
Angenommen AeK

Dann AR ( K € R & A homomorph einbettbar in ).
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Dann
R ( £ ist numerische Struktur & A homomorph einbettbar in £ ).
Also gilt VA(AeK=3 12 (,@ ist numerische Struktur

& A homomorph einbettbar in £ )).

Satz 5.2.6 ist Anlass, den Metrisierbarkeitsbegtiff, so zu formulieren, dass er dem der
Definition 5.2.5 zwar logisch dquivalent ist, aber eine andere Abfolge der Quantoren in Bedingung

(b) aufweist, die u. E. angemessenetr ist.

5.2.7 Definition.-
Fur alle K Kist eine Klasse metrisierbarer, Strukturen
genau dann wenn gilt:
(a) K ist homogene Klasse von Strukturen & II(K) ¢ K &
(b) VA (A€ K= IL( Kist numerische Struktur &
Aistin £homomorph einbettbar ) ).

Nun wird gezeigt, dass auch dieser Begtiff noch Defekte aufweist, denn es gibt Strukturen,
die fir die aktuelle Forschung relevant sind, aber nicht das Definiens der Definition 5.2.7 etfiillen.
Lexikographische Ordnungen sind ein Beispiel hierfiir. Diese Ordnungen sind spezielle Total-
ordnungen. Sie sind fiir die Okonomettie von Belang; wobei die Probleme mit der Metrisierung bei
der Reprisentation von lexikographisch geordneten Wahrscheinlichkeitstiumen entstehen, die
unendliche viele Punkte / Ereignisse / Individuen enthalten.

Um das zu zeigen, wird nun der Begriff der ‘lexikographischen Ordnung’ definiert, dann
wird bewiesen, dass lexikographische Ordnungen von strikten, totalen Ordnungen auch strikte,

totale Ordnungen sind. [Bei der Betrachtung von totalen / linearen Ordnungen kann man zwischen



5.2 ZUM BEGRIFF DER METRISIERBARKEIT 245

den reflexiven und den irreflexiven Ordnungen wihlen; wir legen uns, wie inzwischen tblich, auf
die strikten, also irreflexiven totalen Ordnungen fest.]| Daran schlieBt sich der Beweis — Satz 5.2.10
— an, dass alle homomorphen Einbettungen von strikten, totalen Ordnungen isomorphe Ein-
bettungen sind. AnschlieBend werden fiir das Weitere bendtigte Individuenkonstanten fiir die
mengentheoretische Metasprache definiert und es werden ein paar Definitionen und Hilfssitze aus
dem Lehrbuch von Enderton (1977) angefiihrt, die fiir den in Satz 5.2.17erforderlichen Umgang mit
reellen Zahlen hilfreich sind. AnschlieBend wird dieser Satz aus Krantz et al. (Kapitel 2) bewiesen
und eine Verallgemeinerung dieses Satzes wird vermutet. Der Satz 5.2.17 besagt, dass nicht alle

lexikographischen Ordnungen isomorph in (R, (<g), @) einbettbar sind.

5.2.8 Definition.-
Lex ist eine Funktion auf { 4 | Aist Struktur vom Typ {(2), @) } & V.4 (A € Dom(Lex)
=Lex,={{p¢) | wIxTyIzx(wxp A &p=(m,x)&q=(y %)

&(({wy)e A, &wry)oder (w=y&(x3)€A1)))})

Es gilt folgender
5.2.9 Hilfssatz.-
Firalle.4:  Wenn A strikte, totale Ordnung ist, dann ist 4’ mit
A=(AQ A ,(Lex , ), ) strikte, totale Ordnung.
Beweis: Sei A strikte, totale Ordnung. Es ist zu zeigen, dass Lex 4 transitiv, irreflexiv,
asymmetrisch und konnex in A, ® A, ist (Definition 3.1.2 (8)).
Seien p; , p, > p3 € A ® A, . Dann gilt
JuJpIw3Ix Ty o w x5 €A &P =) &p, =W, &ps = (), Q)

Seien u, v, w, %, y und z so.
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Gelte nun p1, P2 P2»Ps) € Lex, -
Dann folgt aus { p; , p, ) € Lex 4 gemiB Definition 5.2.8:

(u,w) €A, &u#w) oder (u=w&(v,x) €A, ).
Und aus {p, , py) € Lex, folgt:

(<W,y) €J42’1 & w # y) oder (w = y&(x, z) Eﬂm).

Gelte (Fall 1): (u,w) €A, &u#w
und (w, y> E./42’1 &w#y.
Dann folgt (wy)eA,,,

und da A, , itreflexiv in A, ist folgt weitethin u # y;

dann (u,y) €A, &u #y) oder (u=y&(v,z) €A,,),
also {p1,ps € Lex,.

Gelte (Fall 2): (,w) €A, &u#w

und w=y&(x,2) €A ;.

Dann folgt (u,y)e A, &u#y;

dann (u,y) €Ay &u#y)oder (u=y&(v,z) €A,;).
Gelte (Fall 3) u=w&(v,x) €A,

und (w,y) €A, 1 &w #7y.

Dann folgt (u,y)e A, &u#y,

und es folgt schlieSlich

(u, v €A, &u #7y)oder (u=y&{v,2) € A,,).

Gelte (Fall 4) u=w&(v,x) €A,
und W:y&<x,2>€/42’1.
Dann u=y&(v,z) €A,

und (u,y) €Ay &u#y)oderu=y&({v,2) €A,,)

folgt.
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Somit ist Lex 4 transitiv in A, @ A, .
Angenommen nun p € A, & A, und {p, p) € Lex, .
Seien x, y € A, so dass p = (x, y).
Dann folgt  ((x,x) € A, ; & x # x) oder (x = x &y, y) € A, );
und da A, ; irreflexiv in A, ist, ist {x, x) € A, ; &y, y) € A, , und es folgt fiir alle
peARA: (pp) €& Lex,.
Das zeigt die Itreflexivitit von Lex 4 .
Seien nun p, , p, € A, & A, und gelte: {p, , p,) € Lex, .
Dann fithrt die Annahme {p,, p,) € Lex 4 zu einem Widerspruch;
denn es wiirde wegen der Transitivitit von Lex 4 in A, & A,
{p1, p1) € Lex, folgen;

Lex 4 ist aber irreflexiv in A, & A, ; und somit ist Lex 4 asymmetrisch.
Seien nun p, , p, € A, @ A, und seien u, v, w, x € A, , so dass p; = (u, v) und p, = (w, x).
Um die Konnektivitit von Lex 4 zu erweisen, zeigen wir, dass

{p1, p2) € Lex, oder (p,, p,) € Lex, odet p, = p, gilt.
Da A, , konnex in A, ist, gilt (u, w) € A, ; oder (w, u) € A, , oder u = w.
Fall 1: (u,w) € A, ;. Dann folgt {p, , p») € Lex,.
Fall 2: (w,u) € A, ,. Dann folgt{p,, p,) € Lex,.
Fall3:u=w.
Fall 3a: (v, x) € A, ;. Dann folgt{p, , p,) € Lex .
Fall 3b: {x,v) € A, ;. Dann folgt{p,, p;) € Lex, .
Fall 3c:x=v. Dann folgt p, = p, .
Damit ist gezeigt, dass die lexikographischen Ordnungen von strikten, totalen Ordnungen

auch strikte, totale Ordnungen sind.
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5.2.10 Theorem.-

Fiir alle 4, 5 Wenn A strikte, totale Ordnung ist und wenn 5 Struktur vom Typ typ(A)
ist, dann sind alle homomorphen Einbettungen von .4 in 5 isomorphe
Einbettungen.

Beweis: Sei A strikte, total Ordnung, und sei 5 Struktur vom Typ typ(A).

Dann folgt mit Definition 3.1.2 und mit Satz 2.2.9:

typ(B) = ((2), D).
Sei f homomorphe Einbettung von AinBund seiena, b € A, , mita # b.
Dann ist <a, b) € ./12,1 oder <b, a) € qu’l .

Gelte (a,b) € A, ; .

Dann folgt (f(a), f(b)) € By, -

Weiterhin folgt f(a) # f(b).

Denn wire f(a) = f(b),

dann wiirde (fb), f@)) € B, gelten,
und (b,2) € A, wiirde folgen,

und A, ; wire nicht asymmetrisch in A, .
Der Fall (b, a) € ./12’1 wird analog behandelt.
Also sind alle homomorphen Einbettungen von A in B eineindeutig, d. h. es sind isomot-

phe Einbettungen.

Verabtedung: Im Rest dieses Abschnitts wird die Menge der rationalen Zahlen mit Q bezeichnet.
Mit ‘<q’ wird die Kleiner-Beziehung, mit ‘<y’ wird die Kleiner-Gleich-Beziehung zwischen ra-

tionalen Zahlen bezeichnet. Entsprechend werden ‘<g’, ‘<g’ fiir die reellen Zahlen verwendet.
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5.2.11 Definitionen.-

X, = { 7| tist ein 2-Tupelin Q & 4 <q 4, }.
< = { 7] ¢tistein 2-Tupelin R & 4, <g 4, }.
<R = {#]| tistein 2-Tupelin R & 4 <z , }.
R = (R, (%), 0).

Fir 5.2.16 witd die Definition eines Dedekindschen Schnittes benotigt; wir ibernehmen diese

Definition aus Enderton (1977, S. 113):

5.2.12 Definition.-
Fir alle x: x ist ein Dedekindscher Schnitt / eine reelle Zahl
gdw
(@) xc Q& x#* Q.
(b)VgVr(ge x&r<qgg=re€ x).

O©Yy(ex=3z(gex&y<q3))

5.2.13 Satz (Enderton, S. 113).-

(R,( &g ), @) ist strikte, totale Ordnung.

5.2.14 Satz (Enderton, S. 119).-
Sei E Funktion auf Q, so dass fiir alle 7 € Q gilt:
Efr)={q]9€ Q& qg<qr}.
Dann ist E eineindeutige Funktion von Q nach R und fiir alle 7, s € Q gilt:

r<qs = E() <z E(9.
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5.2.15 Satz (Enderton, S. 121).-
Sei E eineindeutige Funktion von @ nach R gemiB Satz 5.2.4c. Dann gilt:

VaVy(xyER&x<gy = Ar(re Q& x<g Ef) <gy).

Fir den weiteren Argumentationsgang benétigen wir die folgende Vermutung, fir die wir allerdings
keinen Beweis sehen. Daher beweisen wir in Satz 5.2.17 nur eine Spezialisierung der folgenden

Vermutung; 5.2.17 ist schon im Kapitel 2 der Foundations of Measurement I gezeigt worden.

5.2.16 Vermutung.-
Wenn A= (R ®R, ( Lexy ), @ ) und wenn B Struktur vom Typ typ(A) ist, so dass =

R, dann gibt es keine isomorphe Einbettung von A in E.

5.2.17 Satz.-
Wenn A = (R ®R, ( Lexy ), @ ), dann gibt es keine isomorphe Einbettung von A in R
(Definition 5.2.11).
Beweis: Sei A wie vorausgesetzt. Da R strikte, totale Ordnung, folgt mit Satz 5.2.9: A ist
strikte, totale Ordnung.

Sei ¢ isomorphe Einbettung von A in .

Seix € R.

Dann gilt fiir (x,0),(x,1)eRQOR:
({x,0),(x,1)) € Lexy.

Und es folgt: (U, 0, d(x, 1)) € &g .

Da (x,0)#(x1),

und da ¢ isomorphe Einbettung, ist
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b((x, 0)) # d(lx, 1)).
Sei nun E Funktion auf Q, so dass fiir alle 7 € Q gilt:
Ef)={q]9€Q&g<qr}.

Dann ist E eineindeutige Funktion von @ nach R (Satz 5.2.4¢).
Und da <¢(<X, o), ¢(<X, 1>)> € Ly
und dx, 0) # d(x, 1)
folgt mit Satz 5.2.15:

Jr(re Q& ¢((x,0) <R E() <z ¢ ((x, 1))).
Das gilt fiir alle x € R.
Somit kann mit Hilfe des Auswahlaxioms auf R eine Funktion o definiert werden, so dass
fir alle x € R gilt:

o) € Q& d((x, 0)) <g E(0¥) <g D 1))
Sei 0 so.
Dann ist Ran(0) € Q. Des Weiteren ist 0 eineindeutig.

Denn seien x, x' € R mit x # x'. Dann ist x <g x' oder x' <g x. Angenommen x <g X'.

Dann gilt d((x, 0)) <g E(0(®)) <g P(x, 1))
und d((x', 0)) <g E(0(x) <g d(x', 1)).
Und da (=, 1), d(=,00) ) € &g,
folgt d(x, 1) <g (%, 0)).

Und da < strikt und transitiv in R ist, folgt.
E(0(x)) # E(o(x)).
Dann gilt wegen der Eineindeutigkeit von E:
©®) # (0(x))-

Und 0 ist eineindeutig.
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Der Fall x' <g x witd analog behandelt.
Da aber die rationalen Zahlen abzihlbar sind und die reellen tiberabzihlbar, gibt es die

Funktion 0 nicht und somit auch nicht den Isomorphismus ¢. U

Vermutung 5.2.16 macht zusammen mit Theorem 5.2.10 folgende weitere Vermutung
plausibel:
5.2.18 Vermutung.-
Sei K = { A | Aist strikte, totale Ordnung }.
Dann ist K keine Klasse metrisietbarer, Strukturen.
Beweisidee: A = ( R ® R, ( Lexg ), @ ) ist strikte, totale Ordnung; also A € K. Nun gibt es
gemiB Vermutung 5.2.16 keine Struktur ' mit K, ¢ R in die A isomorph einbettbar ist. Und
da nach Theotrem 5.2.10 alle homomorphen Einbettungen von totalen Ordnungen isomor-
phe Einbettungen sind, gibt es fiit A auch keine homomorphe Einbettung. Somit ist K

keine Klasse von metrisierbaren, Strukturen.

Bewiesen ist nur der Satz

5.2.19 Satz.-

Es sind nicht alle strikten, totalen Ordnungen in R homomorph einbettbar.

Eine hinreichende Bedingung fiir die Metrisierbarkeit, strikter, totaler Ordnungen besteht
in der Beschrinkung der Kardinalitit der zu metrisierenden Strukturen auf abzihlbare Bereiche
(Cantor; 1895). Krantz, Luce, Suppes und Tversky (1971) haben im 2. Kapitel der Foxndations of

Measurement I einen entsprechenden Reprisentationssatz bewiesen.
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Man kann aber auch den Begriff der Metrisierbarkeit so verandern, dass auch allgemeine le-
xikographische Ordnungen metrisierbar sind: Da im Abschnitt 3.3 (Korollar 3.3.24) gezeigt worden
ist, dass man von Strukturen mit unendlichem Individuenbereich Ultrapotenzen von beliebig hoher
Kardinalitit bilden kann, unter Beibehaltung der einstufigen Eigenschaften der Ausgangsstruktur,
und da in Ultrapotenzen der reellen Zahlen ebenso Analysis betrieben werden kann wie in den
reellen Zahlen selbst (Robinson, 1963; 1974), bietet sich an, den Metrisierbarkeitsbegriff so zu

verallgemeinern:

5.2.20 Definition.-
Fir alle K: K ist eine in einer Ultrapotens, einer numerischen Struktur homomorph metrisierbare
Klasse von Strukturen
genau dann, wenn gilt:
a) Kist eine homogene Klasse von Strukturen &
b) V.A (A € K= LTI AU ( Fist numerische Struktur des Typs typ” (K) &
U ist Ultrafilter in V(I) & Aist in QRPt({ #);.;, U) homomorph einbettbar ) ).
Gemil dieser Definition sind alle strikten, totalen Ordnungen metrisietbar (s. u.). Dazu wird
im Folgenden bewiesen, dass alle strikten, totalen Ordnungen sogar isomorph in eine Ultrapotenz
der reellen Zahlen eingebettet werden kénnen. Der Beweis wird in Analogie zu einem Beweis von
Narens (1985, S. 258) konstruiert, in dem er zeigte, dass alle schwachen Ordnungen homomorph in
eine Ultrapotenz der reellen Zahlen einbettbar sind:
5.2.21. Satz.-
Firalle.4:  wenn _#ist eine strikte totale Ordnung,
dann JU (Uist Ultrafilter in V({ 6 | Sendlc A, & 6+ @ })

& A ist homomorph einbettbar in QRPr((R) 5, (6] Gendic A1& 620} > U))-
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Beweis: Sei A strikte, totale Ordnung. Sei
A={3| O # dendic A, }.
Dann ist A ¢ POT(A)).
Es gilt 37 (fist Funktion auf A, & und fiir alle x € A, ist
fo)={0| e A&xe b}).
Sei f so.
Da A, # @, istauch A # @. Und mit Satz 3.1.28 folgt:
V() = (POT(A), { Spore )» D)
1st BOOLEscher Verband.
Es gilt: Ran(f) ¢ POT(A).
Weiterhin ist Ran(f) unter endlichmaliger Schnittbildung nichtleet, denn sei n € N* und sei
a Funktion auf {1, .., n}, so dass Vi (i € {1, .., n} = a;€ A, ), dann ist Ran(a) endlc A, ;
dann gilt Ran(a) € f(a;)) N ... N f(a,);
und da V(A) BOOLEscher Verband und Ran(f) = V(A), und da
VX (X endlc Ran(f) & X # @ = Infyp (X) # Oyyy) gilt,
folgt mit Definition 3.2.5 , dass Ran(f) unter endlichmaliger Schnittbildung nichtleer ist;
somit folgt mit dem Ultrafiltertheorem 3.2.15:
3U (U Ultrafilter auf V(A) & Ran(f) c U).
Sei U so.
Sei R = (R, s .
Dann ist K eine homogene Familie von Strukturen des Typs { (2), @ ). Dann ergibt eine
Anwendung von Definition 3.3.14:
QRP:(R, U) = { Quot( =(U, B ), { QRPPr,c 4 (45, R, U) ), B );

und QRPx(R, U) ist Ultrapotenz von K modulo U.
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Dann folgt mit 3.3.15: QRPr(R, U) ist Struktur des Typs ((2), @).
Es gilt:
Vo(6eA=(06,(A,,n"27), D) ist endliche, strikte, totale Ordnung );
weiterhin gilt:
3¢ ( @ Funktion auf A & V6 ( 6 € A = ¢, ist isomorphe Einbettung von
(6,( A, n38),3)inR)).
Sei ¢ so.
Esgilt 3JE ( E Funktion auf A, & Vx (x € A; = E, Funktion auf A
&VO(0eEA&xe 6=E, s= Ps(x))
&Vo(0eA&x¢ 6=E, ;=0))).
Sei E so.
Dann gilt fiir alle x € A;: E, € CPrs. a(R).
Nun ist R homogene Familie von Strukturen und U ist Filter auf V(A), mit A = Dom();
dann ist nach Satz 3.3.12 = (U, ) Aquivalenzpridikat in CPr4, 5 R).
Des Weiteren gilt fiir alle x € A, :
[E.].0,0 € Quot( =(U, D).
Es wird nun gezeigt, dass die Funktion
([E.Jew. Ivets
eine homomorphe Einbettung von A in QRPr(R, U) ist.
Um dies zu erweisen, ist fiir alle 7, # € A, folgendes Bikonditional zu beweisen:
m<,ngdw{[E,l.up,[E,]-up’ € QRPt (K, U),,.
Seienm, n € A, .
Da f(m), f(n) € Ran(f) und Ran(f) < U ist, gilt: f(m), f(n) € U. Und da U Filter ist, folgt

f(m) N f(n) € U;
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also ist {6| 0eA&med&ned}eU.
Dann gilt m<,n
gdw (m,n) € A,,
gdw {0|eA&med&ne d&{mneA, N3} eU
gdw {0| 0EA&MET&NE O& Ps(m) Xy Gyn) } €U
gdw {0|6eA&me d&neO&E, () <R E, ()} €U
gdw (B, ,E,) € RPPrg 5 (< ,R,U)
gdw ([Eul-w.n > Ed-u.p) €

QuotPrid (RPPrs. » (g, R, U), =(U, )
gdw ([Bal-w,0> Bd-u,0) € QRPPrs (% ,R,U)
gdw (Eul-w,8» Ed-g,p) € QRPx(R, U), ;.

Damit ist gezeigt, dass ([ E, ].y, p)xc4; €in homomorphe Einbettung von A in
QRPr(K, U) ist.
Nun wird noch die Eineindeutigkeit dieser homomorphen Einbettung nachgewiesen. Seien
dazu m, n € A, und gelte m # n.
Da f(m) N f(n) € U gilt:
{0|0eA&med&ne 0& Ps(m) # Ps(n) } € U.
Dann {6|6eA&meS&ne O&E_(0)*E, ()} €.
Und [Eml-u,p * [Eal-wo folgt.
Damit ist die Linkseindeutigkeit von { [ E, lw,p )vea1 bewiesen und die homomorphe ist

eine isomorphe Einbettung von A in QRPr(K, U).

Mithilfe von Definition 5.2.20 und von Satz 5.2.21 kann man nun beweisen:
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5.2.22 Satz.-
{ A | A strikte, totale Ordnung } ist eine Klasse von Strukturen, die alle mit Hilfe einer
Ultrapotenz einer numerischen Struktur homomorph metrisierbar sind.
Beweis: Es gilt

typ”({ A | A strikte, totale Ordnung }) = ((2), @).

Somit ist { A | A strikte, totale Ordnung } homogene Klasse von Strukturen.
Sei nun A strikte, totale Ordnung. Dann gibt es gemiB Satz 5.2.21 einen Ultrafilter U auf
(POT({ 6| D # endlc A, }),{ Spor( 6|0+ bentic 41)) )» D ). Weiterhin gibt es eine
numerische Struktur R, so dass A in QRPx( (R ) se (6|@» bendic A1) » U ) isomorph und damit
homomorph einbettbar ist.
Dann folgt mit Definition 5.2.20: alle Strukturen aus { . | 4 strikte, totale Ordnung } sind

in einer Ultrapotenz einer numerischen Struktur homomorph metrisierbar.

Bei der Konstruktion in Satz 5.2.21 ist von den eigentlichen Axiomen fiir die strikte, totale
Ordnung kein Gebrauch gemacht worden; offensichtlich kann man den Beweis verallgemeinern,
und behaupten — Trivialisierungstheorem —, dass man jede Struktur in ein Ultraprodukt homo-
morph, ja sogar isomorph einbetten kann, dessen Faktoren Strukturen sind, deren Individuenbereich
die Klasse der reellen Zahlen ist. Somit sind alle homogenen Klassen von Strukturen metrisierbare

Klassen.

Dazu die beiden folgenden Sitze:

5.2.23 Hilfssatz fiir Trivialisierungstheorem.-
Fiiralle 5 y: wenn Fist Struktur vom Typ p & i, = @ & 5, ist endlich, dann I£( Fist

numetische Struktur vom Typ # & 5'ist homomorph einbettbar in #).
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Beweis: Sei B Struktur vom Typ W mit 4, = Q.

Es gilt n(neN*&n=|F |). Sei n so.

Es gilt da (aist Abzihlung von 5, ). Sei a so.

Sei R 3-Tupel, so dass R, = Dom(a),

K, sei Funktion auf Dom(l,), so dass V7 (7 € Dom(l,) =
Ry, ={z|3beB,,&r=(a" (b), .2’ by } )
und R, = @.
Dann ist a” isomorphe Einbettung von B in K.
Denn es gilt fiir alle ; € Dom(l,) und alle 4 € OO,
beB,,
gdw
(2 (b)), s 2 (buy) ) € Ry

Und da Dom(a) < R, ist K numerische Struktur; weiterhin gilt: typ(K) = p.

5.2.24 Trivialisierungstheorem.-

Fiir alle 4, g: wenn A ist eine Struktur vom Typ y & &, = @, dann
AU AR (Uist Ultrafilter auf V({7 | 7endlc A, & i * @ }) & Fist Funktion
auf {7 | iendlc A &i* @} & Vi(i€ Dom(k) = £ ist numerische
Struktur des Typs ) & A ist homomorph einbettbar in QRPr(£), U) ).

Beweis: Sei A Struktur des Typs b & 1, = @.

Sei I={i|iendlc A &i*OD}.
Da A, # @,istauch I # @. Und mit Satz 3.1.28 folgt:
V(@) = (POT),{ Sporg ), D)

ist BOOLEscher Verband.
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Es gilt 3f (fist Funktion auf A; & und fiir alle x € A, ist
fix)={i|i€el&x€e€i}).

Sei f so. Es gilt: Ran(f) ¢ POT(D).
Weiterhin ist Ran(f) unter endlichmaliger Schnittbildung nichtleer, denn sei n € N* und sei
a Funktion auf {1, ..,n}, so dass V7 (7€ {1, ..,n} = a,€ A, ), dann ist Ran(a) endlc A, ;
dann gilt Ran(a) € f(a)) N ... N f(a,);
und da V(I) BOOLEscher Verband und Ran(f) € V(I), und da

VX (X endlc Ran(f) & X # @ = Infyg (X) # Oyq ) gilt,
folgt mit Definition 3.2.5 , dass Ran(f) unter endlichmaliger Schnittbildung nichtleer ist;
und es folgt mit dem Ultrafiltertheorem 3.2.15:

3U (U Ultrafilter auf V(I) & Ran(f) < U).
Sei U so.
Es gilt 35 ( B'ist Funktion auf I &
Vi(iel=B= (i (A, nH-b00i) o iy, D))
Sei B so. Dann ist  eine homogene Familie von Strukturen des Typs H.
Es gilt 3£( Rist Funktion auf I & Vi (i€ 1 =
/€ ist numerische Struktur vom Typ W & B, ist in £/ homomorph einbettbar ) ).

Denn gemiB Hilfssatz 5.2.11 gibt es zu jedem 7 € I eine Struktur Fmit £} ¢ R in die E;
homomorph eingebettet werden kann; und mit Hilfe des Auswahlaxioms ldsst sich fiir jedes
i € 1 ein solches K, festlegen.
Sei K so.
Dann ist K eine homogene Familie von Strukturen des Typs .. Dann ergibt eine
Anwendung von Definition 3.3.14:

QRPr(R, U) ist Ultraprodukt von K modulo U.
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Dann folgt mit 3.3.15: QRPx(R, U) ist Struktur des Typs W.
Es gilt db (b ist Funktion auf I & Vi (7€ 1=
b; ist homomorphe Einbettung von B, in ).

Sei h so.
Esgilt  3E ( E Funktion auf A, & Vx (x € A, = E, Funktion auf I

&Vi(iel&xei=E,;=h;(x))

&Vi(i€l&x¢i=E, ;=1))).
Sei E so.
Dann gilt fiir alle x € A, : E, € CPy;. I(IQ,-, -
Nun ist K homogene Familie von Strukturen und U ist Filter auf V(I), mit I = Dom(K);
dann ist nach Satz 3.3.11b = (U, K) Aquivalenzpridikat in CPr;, (Q,; V-
Des Weiteren gilt fiir alle x € A, :

[E. ] € Quot( =(U, B)).
Es wird nun gezeigt, dass die Funktion
([E:lew.p dxeaq
ein homomorphe Einbettung von A in QRPr(fQ, U) ist. Seidazu H = ( [Eil-w 0 Dve Aq) -
Um zu zeigen, dass H der gesuchte Homomorphismus ist, ist u. a. fir alle / € Dom(\,) und
alle b € (1:-#OD) A folgendes Bikonditional zu beweisen:
beA,; gdw (H(b), ..H(b, ) Y€ QRPr (R, U), ;.

Seij € Dom(l,) und sei b € {L-POOLA
Da f(by), ..., f(byag) € Ran(f) und Ran(f) ¢ U, ist f(by), ..., f(bypg) € U. Und da U Filter ist,
folgt f®b) N ... N f(buay ) € Us
also ist {i/|i€1&b €4..,bypg€i} .

Dann gilt beA,,
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gdW < b] 5 vory bp ) 6 > €J42’i
gdw
gdw

{i|i€1&b, €i& .. &b, 45 €i8&(h;(by), .. by Blyg) ) €Rin; } €U

gdw (b (by), s by (bp. TN (j)) ) € RPPt;¢g (Qi,Z,i ) QU ,U)
gdw ( E®,);, - E(by g (j))i> € RPPr;¢, (Qi,z,,‘ > ’Qi,l , U)
gdw ( [E® 1)]=(U,l® I [E(bu N @))]=(U,|® )

€ QuotPrad(RPPy; (Q; 2,j> Qi,l , U), =(U, Q) )
gdw ( [E® 1)]z(u,p) > w0y [E(bp. 0 (,))]z(u,@ )

€ QRPPy;, (Qi,z,j > Qm , U)

gdw ( [E® 1)]=(U,@ s s [E(by, o (D)]=(U,Q )€ QRPr (Q’ U)Z,j
gdw (H(b,), ..., Hb, 1)) ? € QRPx (R, U), ;.

Das zeigt, dass H ein Homomorphismus von A nach QRPz(K, U) ist. Nun wird noch dessen
Linkseindeutigkeit nachgewiesen; seien dazu m, n € A, und gelte m # n.
Da f(m) N f(n) € U, folgt:

{/|iel&mei&n€i&h,(m)#h;n)}eU

gdw {i|iel&mei&n€i&Em),*Em),} €U
gdW [Em]=(U,P) * [En]=(U,Q
gdw H(m) # H(n).

Damit ist gezeigt, dass es zu allen Modellen 4 des Typs 4 mit f, = @ einen Ultrafilter U auf
der Menge I der endlichen Teilmengen von 4, und eine Familie von numerischen Struktu-
ren Kgibt, so dass A isomorph in ein Ultraprodukt der Aiiber U modulo der Indexmenge

I eingebettet werden kann. O
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D. h. dass der in 5.2.20 formulierte Metrisierungsbegtiff zu weit ist. Denn man sieht, wie der
obige Beweis — in Anlehnung an den Beweis fiir Theorem 4.1.12 — erginzt werden muss, um zu
folgern: Zu allen Strukturen eines Typs 4 mit nichtleerem Individuenbeteich gibt es eine numerische
Struktur dieses Typs, so dass die Ausgangsstruktur in ein Ultraprodukt der numerischen Struktur
isomorph eingebettet werden kann; d.h. alle Strukturen mit nichtleerem Individuenbereich sind
metrisierbar im Sinne von Definition 5.2.20; d.h. weitethin, dass in 5.2.20 eine “Alleigenschaft”
formuliert worden ist, die wenig hilfreich ist fir den Aufbau des messtheoretischen Begriffsinven-
tars.

Wit schlieBen nun diesen Abschnitt mit ein paar Zitaten aus messtheoretischen Grundlagen-
arbeiten, in denen Intuitionen formuliert werden, von deren Formalisierung eine Weiterentwicklung

des Metrisierungsbegriffs zu erwarten ist.

Suppes (1957, S. 263): “When a theoty is not categorical, an important problem is to
discover if an interesting subset of models for the theory may be found such that any model for the
theory is isomotrphic to some member of this subset.” 2002 driickt Suppes (S. 57) diese Idee so aus:
“A certain class of models of a theory, distinguished for some intuitively clear conceptual reason, is
shown to exemplify within isomotphism every model of the theory.”

In Suppes & Zinnes (1963) wird dieses Problem auch erwihnt. Es wird verlangt, dass das
numerische Modell, das Zahlen als Bildpunkte fiir die zu messenden Entititen enthilt, geeignet
gewihlt ("appropriately chosen" S. 8) sein soll. Vermutlich wegen der Fille verschiedenartiger
empirischer Situationen, in denen Mettisierungsverfahren eingesetzt werden, wird weiter argumen-
tiert: "A complete or precise categotization of the intuitively desirable relations is unfortunately

somewhat elusive" (S. 8).

Narens (1985, S. 157) argumentiert so: “Basically, the various definitions of meaningfulness
attempt to define a class of relations that have empirical significance. Now for quantitative K-
meaningfulness for X [dem empirischen Relativ] to have empirical significance, the numerical
structure [ must relate in an interesting way with the empirical structure X, and I see no reason why
this should automatically be the case”.



5.3 Ausblick

In diesem Abschnitt werden drei verschiedene Problembereiche angesprochen, deten
Bearbeitung eine Weiterentwicklung der Messtheorie versprechen.

Der erste Problembereich betrifft Fragen der Metrisierung endlicher Strukturen, d.h.
Strukturen mit endlichem Individuenbereich.

Der zweite Problembereich betrifft Probleme die dadurch entstehen, dass kategorische
Strukturen und Klassen von Strukturen nicht metrisierbar sein sollen.

Der dritte Problembereich betrifft die Entwicklung geeigneter Fragment der Mathematik fiir
die Formulierung physikalischer und allgemein empitischer Theotien, wodurch eventuell Probleme
der Messtheorie einer Losung zugefiihrt werden kénnen.

Diese Ausfuhrungen stiitzen sich hauptsichlich auf Zitate aus der z. T. neueren Literatur zut

Messtheotie.

1) Sowohl in Scott & Suppes (1958) als auch in Luce et al. (1990) und in Suppes (2002) werden
in Argumentationsgingen sog. "finitary classes of measurement” betrachtet; man méchte empirische
Strukturen einbetten, die einen endlichen Individuenbereich haben. Das hat nicht nur mit der
schlichten Tatsache zu tun, dass nur endlich viele Messprozesse jeweils durchgefiihrt werden
konnen, sondern auch mit der spezifischen Definition des Begriffs der "Metrisierbarkeit". Ander-
erseits wird argumentiert (Suppes, 2002, S. 118, Fullnote): “Given this finiteness, some numerical
representation can be constructed in a more or less arbitrary manner, which will be of little if any
scientific interest. Only those, reflecting some actual procedures of measurement, perhaps somewhat
idealized, will be of some interest.” Dementsprechend werden in den formalen Untersuchungen
einzelner Mess- / Metrisierungstheorien Strukturen mit unendlichem Individuenbereich betrachtet.
Insbesondere ist dies der Fall bei der Untersuchung der Automorphismengruppen spezieller Klassen
von Konkatenationsstrukturen. Begriindet wird diese Vorgehen ofters damit, dass die “Mathematik

einfacher wird”.

U. E. konnte hier eine Rekonstruktion des Verfahrens des Ubergangs von endlichen zu
immer groBeren endlichen und dann zu unendlichen Strukturen verstindnisfordernd sein. Wir

denken hier an eine Arbeit von Narens (1974b), in der er theoretisch zeigte, wie Strukturen, die
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Axiomensitze erfillen, immer weniger “Moglichkeiten” fur die Zuordnung numerischer Werte
lassen, sobald diese Strukturen an Umfang zunehmen. Empirisch konnte diese Idee schon 1966 von
Shepard im Rahmen des Verfahrens der multidimensionalen Skalierung demonstriert werden. Wobei
allerdings der Witz bei Shepard darin bestand, dass et von qualitativen Daten ausging; er ethob eine
Rangteihe von Distanzen zwischen Punkten (Entfernung von A nach R ist gr6Ber als Entfernung
von C nach K usw.); und mit steigender Punktzahl stimmte mit immer hoherer Genauigkeit die von
Programmen errechnete numetische Konfiguration zur Losung des Ungleichungssystems mit der
Ausgangskonfiguration Uberein, der die Daten / Ungleichungen entnommen worden waren. Hier
sehen wir ein Beispiel fiir den Ubergang von qualitativen Beobachtungen zu quantitativen Aussagen;
Shepatd betitelte seine Atbeit entsprechend: “Metric Structure in Ordinal Data”. Und in einer
spateren Arbeit (Shepard, 1980, S. 398, Endnote 17) erklirte er sich diesen Vorgang so: “The
paradoxical possibility of recovering quantitative structure from merely qualitative data is connected
with the citcumstance that the number of pairs of points and hence the number of ordinal con-
straints on their distances increases approximately as the square of the number of to-be-estimated
quantitative coordinates of the points. Methods taking advantage of this circumstance are called
“nonmetric” because they use only ordinal properties of the input. However, the output can achieve

great mettic precision and is always metric in the sense that it satisfies the distance axioms.”

(2) Neben empirischen Gegebenheiten wirken auch formale auf die Entwicklung von Mess-
/Metrisierungstheorien ein. Unter der Maflgabe, kategorische (Luce et al. S. 247) und vollstandige
(Narens, 1985, S. 321) Theorien zu vermeiden, bleibt zu untersuchen, ob vorgelegte Theotien diese
Eigenschaften besitzen, oder nicht. Zum Beispiel zeigt Narens (1985, S. 158), dass Erweiterungen
von total geordneten positiven Konkatenationsstrukturen, die diese zu Dedekind vollstindigen, total

geordneten, positiven Konkatenationsstrukturen machen, eindeutig sind. Hier stellt sich ebenso die



5.3 AUSBLICK 265

Frage nach Kategorizitit und Vollstindigkeit wie bei anderen Theorien, die Spezialisierungen des
Axiomensatzes fiir reell-abgeschlossene (geordnete) Korper sind, da diese Theorie rekursiv axiomati-

sietbar und vollstindig und somit entscheidbar ist.

(3) Ein Weg, um zu Weiterentwicklungen der messtheoretischen Begriffsapparatur zu
kommen, den auch die vorliegende Arbeit u. a. beschreitet, besteht darin, das logische-mathemati-
sche Umfeld, in dem sich messtheoretische Begriindungen vollziehen, so einzurichten, damit
manche Einzelprobleme gel6st werden oder gar nicht erst auftreten. Dementsprechend weisen
Suppes & Chuaqui (1993, S. 2) darauf hin, dass in den Forschungsarbeiten (nicht nur) der Physik nur
eine ganz bestimmte Mathematik verwendet wird: “The natural foundational question that arises
about the disctepancy between the way mathematics is ordinarily done in theoretical physics and the
way it is built up from a foundational standpoint in any of the standard modern views, raises the
question of wether it might be possible to construct quite directly a rigorous foundation that reflects
very closely a large part of this standard practice in theoretical physics. ... On the other hand, we
think it is possible to give a foundational formulation of the differential and integral calculus and
differential equations that corresponds to much of the mathematical practice in theoretical physics.”
Die Rationale ist also so, dass man die benétigten Theoreme der Mathematik betrachtet und dann
einen Kalkil bildet, der es gestattet, diese Theorem herzuleiten. Suppes & Chuaqui (1993, S. 3)
kommen so zu den folgenden Forderungen an den zu bildenden Kalkiil: “... the foundational
approach we develop here has the following features: (1) the underlying logic is positive: there is no
use of negation; we adopt Hilbert’s positive propositional calculus; (i) the formulation is a free-
variable one with no use of quantifiers; (iii) we use infinitesimals in an elementary way drawn from
nonstandard analysis, but the account here is axiomatically self-contained and deliberately elemen-

tary in spirit.” In Sommer & Suppes (1996) wird dieser Ansatz vereinfacht, weiterentwickelt und mit
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einem Namen belegt, der Kalkiil heit Elementaty Recutsive Nonstandard Analysis (ERNA). Es
wird ein Widerspruchsfreiheitsbeweis mit finiten Mitteln gefithrt, (S. 73) “... in particular, we will
show that PRA, the system of primitive recutsive arithmetic, which is generally recognized as
capturing Hilbert’s notion of finitary, proves the consistency of ERNA. From the consistency proof
we can extract a constructive method for obtaining finite approximations of models of nonstandard
analysis. We present an isomorphism theorem for models that are finite substructures of infinite
models.” Weiterentwickelt wird der Kalkiil u. a. durch die Einfithrung einer eingeschrinkten Form
der Definition durch Rekursion; mit der vollen Definition wire der Widetspruchsfreiheitsbeweis
nicht mit finiten Mitteln zu fihren (S. 74). [In Thiel (1995a) findet sich eine Darlegung des finiten
Standpunktes unter Zuhilfenahme der Kriterien von Herbrand.] Der ganze Ansatz kann mit dem
programmatischen Titel der Arbeit von Sommer & Suppes (1997) gekennzeichnet werden: “Dis-
pensing with the Continuum”. Ein empirisches Argument fiir diesen Standpunkt sehen die Autoren
(Sommer & Suppes, 1996, S. 75) u. a. darin, “... that no experiments can distinguish between any
physical quantities, even space and time, being continuous or discrete at a fine enough level. Philo-
sophically, we can say that the continuum may be real for Platonists, but it can nowhere be unequiv-
ocally identified in the real world of physical experiments.” Dieser konstruktivistische Standpunkt ist
vereinbar mit der umfassenderen Auffassung der Erlanger (und Konstanzer) Schule des Kon-
struktivismus wie sie im Handbuchartikel (Stichwort: Konstruktivismus) von Thiel (1995b, S. 452)
formuliert worden ist, und die einleuchtet: “Allgemein gilt auch fiir diese bislang stirkste Erweite-
rung des selbstgesetzten Aufgabenbereichs des Konstruktivismus [Ubertragung konstruktivistischer
Betrachtungen und Regelungen auf den Bereich von Moral und Werturteilen], dass das Ziel ein von unstrittigen
Verhiltnissen der | Lebenswelt ausgehender, methodisch einwandfreier und nachvollziehbarer Weg
zu menschlichem Handeln und Reden in komplexeren Bereichen der kulturellen Welt, insbesondere

der wissenschaftlichen, technischen und politischen Praxis ist, deren faktisch vorfindliche Elemente
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es mit Hilfe konstruktiver 1Sprachkritik, Zweck-Mittel-Diskussionen usw., soweit dies tiberhaupt
moglich ist, begreifend und rechtfertigend zu ‘rekonstruieren’ gilt (...). Die Forderung, auch in diesen
Bereichen Begriindungen und insbesondere 1 Rechtfertigungen schrittweise methodisch aufzubauen
(1 Prinzip der pragmatischen Ordnung), sie argumentativ zu vertreten und ihrerseits begriindeten
Revisionen offenzuhalten, und somit die Gemeinsamkeit von Otientierungen in allen Bereichen
menschlichen Zusammenlebens effektiv mit Mitteln der Vernunft allein herzustellen, bildet die
Briicke zu den Urspriingen des Konstruktivismus in der Grundlagendiskussion der exakten Wissen-

schaften.”



6: Zusammenfassung

Es ist in dieser Arbeit der Begriff 'Sprache erster Stufe' definiert worden, zusammen mit
anderen Begriffen aus Mengentheorie, elementarer Algebra, Modelltheorie und Logik. Die alle dem
Zweck dienen, mit thnen auf der Metaebene atbeiten zu kénnen (Kapitel 2).

Weiterhin wurde die Ultraproduktkonstruktion ausfiihrlich dargestellt und wesentliche
Begriffe, auf denen diese Konstruktion ruht, wurden tekapituliert (BOOLEscher Verband; Filter
und Ultrafilter). Das zentrale L.o§’sche Theorem, in dem sich u. a. der Wert dieser Konstruktion
zeigt, wurde mit den bereit gestellten Mitteln bewiesen. (Kapitel 3).

In Kapitel 4.1 wurden die Metatheoreme dargestellt, die Aussagen iiber die Axiomatisierbar-
keit von Modellklassen machen — unter Zuhilfenahme der Ultraproduktkonstruktion. In 4.2 wurden
die Folgerungsmengen von einstufigen, widerspruchsfreien Theorien, die endlich axiomatisierbar
und/oder vollstandig sind, mit Filterbegriffen charakterisiert. 4.3 widmet sich Aspekten der Reich-
weite einstufiger Sprachen. Des Weiteren werden hier die Theoreme von Léwenheim und Skolem
bewiesen.

Kapitel 5 enthilt Ergebnisse. In 5.1 wird mit prizisen Mitteln nachgewiesen, dass bestimmte
Strukturen — positive und Dedekind-vollstindige Konkatenationsstrukturen — nicht mit einer
einstufigen Satzmenge axiomatisierbar sind.

In 5.2 witd eine Moglichkeit diskutiert, den Begriff 'Mettisierbarkeit' zu verallgemeinern. Es
wird gezeigt, dass es eine untere Grenzen (zu eng) und obere Grenzen (zu weit) fiir diesen Begriff
gibt. Da nach den Theoremen von Lowenheim und Skolem einstufige Axiomensitze, die ein
unendliches Modell haben, Modelle mit beliebig hoher Kardinalitit aufweisen, sind die reellen
Zahlen als homomorphe Bilder nur fiir Teilklassen von mettisierbaren Strukturen tauglich. Wie eine
Ultrapotenz der reellen Zahlen dieses Problem lésen kénnte, wird fir strikte, totale Ordnungen
gezeigt; wobei alle einstufigen Sitze die von den reellen Zahlen erfiillt werden auch von einer

Ultrapotenz der reellen Zahlen etfiillt werden und umgekehrt. Alle strikten, totalen Ordnungen sind
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mettisierbar, wenn man fiir ‘Metrisierbarkeit’ den verallgemeinerten Begriff ansetzt. Dieser Metrisier-
barkeitsbegriff lisst sich so verallgemeinern, dass er zu einem sog. Trivialisierungstheorem fiihrt;
demgemaB sich alle Strukturklassen von einstufigen Axiomensitzen mettisierbar.

Abschnitt 5.3 weist auf Problembereiche hin, in denen weiter Arbeit zu leisten sein wird.
Insbesondere sind hier u. E. die Neuentwicklungen wichtig, die sich unter der Uberschrift ‘Fiir

Anwendungen geeignete Fragmente der Mathematik’ zusammenfassen lassen.
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strikte, totale .. ...t e e 75
160 =1 L P 75
/e <Y N 75
Paar
ZEOrdNet .. ... 2
PO 214
Pradikat . ..o e 17
antisymmetrisch .. ... 74
ASYMMELEISCh .. ..ot e 74
diCht .o e 74
homogen .. ... 19
031 (o>« 2 AP 74
ROMNEX .ot e e s 74
Hnear oo e e e e 74
n-stellig oo 18
n-stellig, rechtseindeutig . .. ... o 18
rechtseIndeutig .. ... i 18
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Stellenzahl . . ... o e 19
strikt wohlgeordnet ......... ... 74
symmetrisch ... ... e 74
L 55 Lo P 74
wohlgeordnet . ........ .. 74
Pradikat I A ..o 17
nstellig .o 18
n-stellig, rechtseindeutig . . ........... L 18
rechtseindeutig . ....... .o 18
Pradikatkonstanten vOnLS . ... ... 7
Pradikatprodukt
FEAUZIETTES .« . o v vttt et ettt e e e e e e 107
203 < 12
Produkt
CarteSISCRES . v vt vttt e 3
Projektion
L3 ] (P 2
ZWEIEE .« ot ettt e e e e e e 2
QUANTOLEIL . . o\ttt t ettt ettt e et e e e e e 4
QuotientenKIasse .. ... ...ttt e 108
Quotientenpradikat .. .....o it 108
REIatiOn .ottt e e 2
techtseiNdeutig . ... .vvvt it 3

SAtZE VOIS vttt et e e e e e e e e e 10
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Schnittbildung
endlichmalig ........ ... . 90
Schranke
GrOBLe UNLELE . . oottt 77
kleinste Obere . ... ...ttt 77
OB ELE i e 77
10013 L 77
Sequenzen
Differenzen- .. ... ...t e e 214
re@UIATE . ... 214
Standard- . .. ... e 214
Sprache
CINSTUFIZE . o ot 6
endliche, erster Stufe ... .ottt e e e e 6
erster Stufe vom TYP b .. oo oot 6
L T o s Y 64
Struktur
Erweiterungum f .. ... 64
IAEMPOLENt L.ttt 214
NUMETISChE . ..o e 24
SUD-/URterstruKtUr .. v\ttt ettt e et e e 24
VO TYP H oot 23
Submodell

CINSTULIZES .+ ottt e e 52
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SUDSHEUHON . . .ot 44
Subtraktion

von Mengen ... e 2
SUPIEMIUIM . . oottt ittt ettt e e 77

D08 e e 116, 268
Lowenheim-Skolem ... ... . . e 197
Schroder—Bernstein .. ...ttt e 128
TREOLIE . . o oottt et e 59
endlich axiomatisierbare . ....... ...ttt e 59
endlicherfillbare ....... ... .. i e 61
erfllllbare ... .. e 60
mengenth. Pradikat .. .......... ... 208
vollstAndige . ..ot 63
widerspruchsfreie ..... ... 60
TUpel e 3
Typ
einer Sprache erster Stufe . .............. 6
Ultrafiltertheorem .. ... ...t e e e e 99
Ultrapotenz . ...ttt 115
Ultraprodukt .. ..o e 115
Variablen VOn S . ... e 7
Vetband .. ..o e 80

BOOLESCher ..ot e e, 83
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diStEDULVEL . . ..ttt et e e e e e 83

komplementarer . ....... .. ... e 82

Lindenbaum-der Sprache S ....... .. ... .. . i 182
Verknupfungsoperation VICS . ... i 8
Verkniipfungsoperation VVKSn ... ... 8
Wahrheitsbegriff

WAl L 40

WertebereiCh . ... e 3
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R o 4
Nt 4
R 4
7. T 4
P 6
O P 6
T 6
P 6
S 6
A 6
O 6
S S 6
P 6
S D 6
S e e 6
VAR ottt 7
PRA D oottt 7
0] ) 7
/2 PP 7
P e 7
K e 7
AT ot 7
y A 8
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Vo K 8
I 10
SA T Z g e 10
R P 11
dom(P) oo e 18
AN D) e 18
A D) e 18
SEZ (P 19
SEZ ) 20
DA e 23
e e e 25
ST RUK . .. 26
(A ) o 26
S () 26
Sl A ) 26
(A 26
TL (R .o e 26
S K)o 26
S ) 26
D (K ettt 31
XA A) oo 34
MO DDy .. 34
VAl g e 35
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B 51
ks 56
b o 57
SE L (8 ot 64
SEM, (A) e 64
CSEM (A) .« o 65
Diagr(A, 8) 68
SUP A (A et 78
PP 78
PP 78
0 80
L e 80
R 84
P 85
27 85
7 101
P () oo 106
C L 1(T) e e e e e 107
S D) e 107
RPPL; (T, @, F) oo 107
5 108
QUOt R . e 108
QuotPrad(P, R) ..o e 108
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QRP Pt (T & F) ettt e 109
0 v et e 126
NG e 180
g v ettt e 181
B 182
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11: Lebenslauf

14.04. 1944  Geburt in Miinchberg
Vater: Christian Hegner (Dipl. Braumeister);
Mutter: Frieda Hegner — geb. Ott — (Hausfrau).

1950 — 1964 5 Jahre Volksschul- und 9 Jahre Obertealschulbesuch in Miinchberg.

1964 Abitur.

1968 Vordiplom in Psychologie an der Universitit Erlangen-Nurnberg.

1972 Hauptdiplom in Psychologie an der TH Darmstadt; Schwerpunkt mathematische
Psychologie.

1973 Wissenschaftliche Hilfskraft am Psychologischen Institut der TH Darmstadt.

1974 -1976  Programmieratbeit am MPI fiir Psychiatrie in Minchen und freiberufliche Leg-
asthenikdertherapie in einer psychologischen Beratungspraxis in Miinchen.

AbOkt. 1976 Wissenschaftlicher Angestellter am Sozialwissenschaftlichen Institut der Bundeswehr
(bis 1994 in Miinchen ab 1995 in Strausberg).

Seit 1984 Wissenschaftlicher Rat am Sozialwissenschaftlichen Institut der Bundeswehr.

Seit 1989 Wissenschaftlicher Oberrat am Sozialwissenschaftlichen Institut der Bundeswehr.
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