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Zusammenfassung

Gibbssche Punktprozesse dienen als Modell fiir die Gleichgewichtszustdnde thermo-
dynamischer Teilchensysteme. Dabei wird die Wechselwirkung zwischen den Teil-
chen hiufig durch ein Paarpotential beschrieben. Gibt es zu einem gegebenen Wech-
selwirkungspotential mehrere Gleichgewichtszustéinde, so liegt ein Phaseniibergang
vor. Bei der Untersuchung des Phasenportrits spielen Erhaltung und Brechung von
Symmetrien eine Rolle. Hierbei spricht man von Symmetrieerhaltung, wenn fiir eine
Gruppe von Transformationen, die das Potential unveréindert lassen, auch samtli-
che Gleichgewichtszustéinde unveréndert bleiben. Wichtige Klassen von Symmetrien
sind Spinsymmetrien, bei denen die Transformationen nur die inneren Eigenschaften
der Teilchen betreffen, und rdumliche Symmetrien, bei denen entsprechend nur der
Ort der Teilchen transformiert wird. Des Weiteren unterscheidet man diskrete und
stetige Symmetrien, wobei letztere dadurch charakterisiert sind, dass sie sich kon-
tinuierlich in die Identitét tiberfithren lassen. Wahrend in einer Dimension Symme-
trien in der Regel erhalten bleiben und in drei und mehr Dimensionen Symmetrien
leicht gebrochen werden kénnen, kommt es in zwei Dimensionen auf den Symmetrie-
typ an: Diskrete Symmetrien kénnen auch hier gebrochen werden, wihrend stetige
Symmetrien unter geeigneten Bedingungen erhalten bleiben. Das Ziel unserer Ar-
beit ist es, moglichst schwache Bedingungen zu finden, die die Erhaltung stetiger
Spinsymmetrien bzw. die Erhaltung der Translationssymmetrie garantieren.

In der Regel beinhalten solche Bedingungen die Glattheit des Potentials. In Git-
termodellen mit stetigen Spinsymmetrien konnte kiirzlich gezeigt werden, dass die-
se Glattheitsannahmen stark abgeschwéicht werden kénnen. Unser erstes Ergebnis
iibertrigt dieses Resultat auf das Punktteilchen-Modell.

In Gittermodellen sind die Translationen diskrete Transformationen; dagegen sind
sie im Punktteilchen-Modell stetig. Bestehende Resultate fiir die Symmetrieerhal-
tung erforderten hier Potentiale, die bis auf eine mogliche Ausnahme im Ursprung
glatt sind, im Ursprung selbst aber eine Singularitéit haben diirfen. Im Gegensatz
dazu kommen wir mit deutlich schwécheren Regularitdtsannahmen aus, und kénnen
auBlerdem auch Potentiale mit hartem Kern betrachten, beispielsweise also Systeme
mit reiner Harter-Kugel-Wechselwirkung.
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Abstract

Gibbsian point processes serve as a model for equilibrium states of thermodynam-
ical systems of particles, where the interaction between particles often is given by
a pair potential. If there is more than one equilibrium state for a given potential
the system exhibits a phase transition. In this context conservation and breaking of
symmetries play an important role. Conservation of symmetries means that a group
of transformations preserving the potential also preserves every equilibrium state.
Important classes of symmetries are spin symmetries, i.e. transformations acting
on the inner properties of particles, and spatial symmetries, which only change the
positions of particles. Furthermore discrete symmetries can be distinguished from
continuous symmetries, which can be transferred into the identity transformation
in a continuous way. In one dimension symmetries are usually conserved, whereas in
three or more dimensions symmetries can be broken. In two dimensions the type of
the symmetry plays a crucial role: Discrete symmetries can be broken, whilst contin-
uous symmetries are conserved provided the potential satisfies suitable conditions.
The aim of this work is to present fairly weak conditions which still guarantee the
conservation of continuous spin symmetries or the conservation of translation as a
Symimetry.

Usually such conditions involve smoothness properties. For lattice models with con-
tinuous spin symmetries it has recently been shown that the smoothness assumption
can be relaxed considerably. Our first result will transfer this to the particle model.
While translations are discrete in lattice models, they are continuous in the parti-
cle model. Existing results on symmetry conservation required the potential to be
smooth with a possible exception at the origin, where a singularity was allowed.
Here we show how to treat potentials with weaker regularity assumptions and po-
tentials with hard cores; in particular this includes systems of particles interacting
by pure hard core repulsion.
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Kapitel 1
Einleitung

Die statistische Physik ist der Zweig der Physik, in dem typischerweise das
makroskopische Verhalten grofler Teilchensysteme untersucht wird. Dabei kann
ein Teilchen neben seiner Position im Raum auch zahlreiche weitere quantitative
Eigenschaften haben. Diese inneren Freiheitsgrade des Teilchens werden iiblicher-
weise zum so genannten Spin des Teilchens zusammengefasst. Zwischen je zwei
Teilchen besteht eine Wechselwirkung, die von den Positionen und den Spins der
beiden Teilchen abhéangt. Diese Wechselwirkung kann durch eine Potentialfunktion
beschrieben werden, die sich aus den physikalischen Gesetzméafigkeiten der Situa-
tion ergibt. Das Teilchensystem wird sich nun aufgrund der durch das Potential
induzierten Kréfte zeitlich entwickeln, und geméfl der Voraussagen der statistischen
Physik erwartet man, dass sich das System einem Gleichgewichtszustand annéihern
wird; in diesem konnen dann keine deterministischen Aussagen iiber einzelne
Teilchen getroffen werden, wohl aber Aussagen iiber die Bevorzugung gewisser
Teilchenkonfigurationen vor anderen, also Aussagen probabilistischer Natur. Es
liegt daher nahe, den Gleichgewichtszustand als Verteilung, das heifit als Ma$,
auf dem Raum aller moglichen Teilchenkonfigurationen zu beschreiben, so dass
der ganze Apparat der Wahrscheinlichkeitstheorie als Untersuchungswerkzeug zur
Verfiigung steht.

Fiir diese Art von Gleichgewichtszustand eines thermodynamischen Systems
wurde Ende der sechziger Jahre das Modell des Gibbsmafles von R. L. Dobrushin
(vgl. [DI] oder [B2]), O. E. Lanford und D. Ruelle (vgl. |[LR]) unabhingig
voneinander eingefithrt und untersucht. Hierbei werden statt sehr vieler Teilchen
unendlich viele Teilchen betrachtet; der dabei auftretenden Schwierigkeit der
Divergenz von Energietermen begegnet man dadurch, dass man zun#chst feste
Randbedingungen vorgibt. Zu einem vorgegebenen endlichen Beobachtungsfeld und
einer vorgegebenen Teilchenkonfiguration auflerhalb des Beobachtungsfeldes ldsst
sich die Verteilung der Teilchen innerhalb des Feldes explizit angeben, und zwar
ergibt sich nach den Gesetzen der Thermodynamik eine Boltzmannverteilung, bei
der Konfigurationen um so wahrscheinlicher sind, je weniger Energie es erfordert,
diese im Beobachtungsfeld zu realisieren. Die Konstruktion von Verteilungen zu
festen Randbedingungen entspricht einer Modellierung durch bedingte Wahrschein-
lichkeiten. Die Gibbsmafle sind dann solche Verteilungen der Gesamtkonfiguration,
die mit allen Verteilungen zu festen Randbedingungen vertréglich sind.



2 Einleitung

Bei der Modellierung der Situation bleiben noch verschiedene Freiheiten.
Beispielsweise kann man die Anzahl der rdumlichen Dimensionen der Situation an-
passen, je nachdem, ob man beispielsweise an dem Geschehen auf einer Oberfléiche
oder im dreidimensionalen Raum interessiert ist. Man kann sich Gittermodelle
vorstellen, in denen wie im Metallgitter jedes Teilchen einen festen Platz hat
und nur die Spins verdnderlich sind, oder kontinuierliche Modelle, in denen sich
die Teilchen frei bewegen konnen, wie in einem Gas. Solche kontinuierlichen
Modelle werden auch als Punktteilchen-Modelle bezeichnet. Es ist nicht {iberra-
schend, dass zunichst eher Gittermodelle untersucht wurden; sie sind nédmlich
zum einen technisch leichter zu behandeln, zum anderen treten aber schon hier
interessante Phénomene auf. Eine Einfithrung in die vielfiltigen Fragestellungen
und Ergebnisse fiir Gibbsmafe in Gittermodellen findet man beispielsweise in den
ausfiihrlichen Biichern von H.-O. Georgii [GI], B. Simon [Sim] und Y. G. Sinai [Sinl.

Schon in den oben zitierten ersten Veroffentlichungen von R. L. Dobrushin,
O. E. Lanford und D. Ruelle konnten erste Antworten gegeben werden auf die
nahe liegenden Fragen, wann Gibbsmafle iiberhaupt existieren (vgl. dazu auch
IGI], Kap. 4), welche Struktur die Menge aller Gibbsmafle hat (vgl. [GI], Kap. 7)
oder wann es iiberhaupt nur ein einziges Gibbsmafi gibt (vgl. [GI], Kap. 8);
der letzte Punkt ist nicht zuletzt deshalb von Interesse, weil die Mehrdeutigkeit
von Gibbsmaflen das Auftreten eines bestimmten Typs von Phaseniibergingen
beschreibt.

Des Weiteren ist es interessant zu untersuchen, unter welchen Umsténden
Eigenschaften des Potentials entsprechende Eigenschaften der Gibbsmafle nach
sich ziehen. Von besonderer Bedeutung ist die Frage, wie es sich mit Symmetrien
verhélt. Hierbei versteht man unter einer Symmetrie eines Potentials eine Gruppe
von Transformationen mit der Eigenschaft, dass sich das Potential zwischen zwei
Teilchen nicht verédndert, wann immer eine dieser Transformationen auf beide
Teilchen angewendet wird. Analog wird eine Transformationsgruppe als Symmetrie
einer Verteilung bezeichnet, falls die Verteilung unter allen Transformationen
invariant ist. Hat nun das Potential eine bestimmte Symmetrie, trifft das dann
auch auf die zu diesem Potential gehorigen Gibbsmafle zu? Ist dies tatséichlich der
Fall, so spricht man von Symmetrieerhaltung, anderenfalls von Symmetriebrechung,
und man kann zeigen, dass es in letzterem Fall mehr als ein Gibbsmafl geben
muss, dass also ein Phaseniibergang vorliegt. Auch daran kann man erkennen, dass
Symmetriebrechung ein Phinomen ist, das einer ndheren Untersuchung wert ist.

Zwei wichtige Typen von Transformationsgruppen, die hiaufig als Symmetrien
von Potentialen auftreten, sind reine Spintransformationen wie die Drehungen
des magnetischen Spins und reine Ortstransformationen wie Verschiebungen oder
Drehungen im Raum. Auflerdem unterscheidet man noch diskrete und stetige (oder
kontinuierliche) Symmetrien: Im Gegensatz zum Falle einer diskreten Symmetrie
lassen sich bei einer kontinuierlichen Symmetrie die Symmetrietransformationen
stetig ineinander iiberfiithren.

Ob Symmetriebrechung oder -erhaltung vorliegt, hdngt ganz entscheidend von
mehreren Faktoren ab: Man erhélt unterschiedliche Ergebnisse je nach der Anzahl
der rdumlichen Dimensionen und je nachdem, ob die betrachtete Symmetriegruppe



diskret oder kontinuierlich ist. Wichtige Bedingungen konnen auflerdem sein, wie
schnell die Stérke des Potentials bei wachsenden Entfernungen abnimmt oder
wie glatt das Potential bzw. die Wirkung der Symmetrietransformationen auf
das Potential ist. W&hrend in einer Dimension schon unter relativ schwachen
Bedingungen Gibbsmafle eindeutig sind, und daher Symmetrien erhalten bleiben
(vgl. etwa [GI], Kap. 8), stellt man fest, dass in mehr als zwei Dimensionen
Symmetriebrechungen auch bei einfachen Systemen vorkommen kénnen (vgl. etwa
[GI], Kap. 20). Auch in zwei Dimensionen kann dies zumindest bei diskreten
Symmetrien leicht geschehen (z. B. in [GI] Kap. 6.2). Wie aber verhilt es sich mit
kontinuierlichen Symmetrien in zwei Dimensionen?

Diese Frage wurde zunéchst in einem Gittermodell fiir Symmetrien im Spin-
raum untersucht. M. D. Mermin und H. Wagner waren die ersten, die in einem
quantenmechanischen System Symmetrieerhaltung zeigen konnten ([MW]), und
M. D. Mermin iibertrug dieses Ergebnis auf ein klassisches Teilchensystem ([M]). In
IDS] verallgemeinerten R. L. Dobrushin und S. B. Shlosman dieses Resultat auf eine
Klasse von glatten Potentialen mit endlicher Reichweite. Die Bedingung endlicher
Reichweite konnte C.-E. Pfister in [P] weiter abschwiichen. Unter Verwendung des
Konzeptes der Superstabilitit (vgl. [R]) iibertrug S. B. Shlosman in [Sh] dieses
Ergebnis auf ein kontinuierliches Modell. In [G2] findet man ein entsprechendes
Resultat von H.-O. Georgii, das sogar ohne Superstabilitdt auskommt. Alle diese
Resultate greifen auf eine (physikalisch nicht ganz plausible) Glattheitsbedingung
zuriick, und erst kiirzlich konnten D. Ioffe, S. Shlosman und Y. Velenik im Falle
des Gittermodells diese Bedingung zu einer Stetigkeitsbedingung abschwichen
(ISV]). Entscheidende Hilfsmittel dabei waren Konzepte und Ergebnisse der
Perkolationstheorie, die zur Erforschung der Gibbsmafle schon an ganz anderen
Stellen erhebliche Beitriige liefern konnten (vgl. etwa die Darstellung in [GHM]).
In [Ril] haben wir gezeigt, wie man auch im kontinuierlichen Modell ohne Glatt-
heitsbedingung zurechtkommt.

Bei der Betrachtung kontinuierlicher Symmetrien im Ortsraum ist man von
vornherein auf ein kontinuierliches Modell festgelegt, da im Gittermodell Orts-
transformationen automatisch diskret sind. Wahrend man hier bei den Drehungen
bisher Symmetrieerhaltung nur unter sehr starken Voraussetzungen zeigen konnte
(IEETD), bewiesen J. Frohlich und C.-E. Pfister in [EPI] und [EP2] mittels Su-
perstabilitit und eines Entropiearguments, dass Translationssymmetrie erhalten
bleibt, falls das Potential schnell genug abfiallt und glatt ist. Ist eine gewisse
Integrierbarkeitsbedingung erfiillt, wird hier sogar eine Singularitéit des Potentials
im Ursprung zugelassen. Wir haben dieses Ergebnis in [Ri2] verallgemeinert, so
dass wir nun auch Potentiale mit beliebigen Singularititen, hartem Kern und
Unstetigkeitsstellen betrachten kénnen.

Wir werden in dieser Arbeit unsere beiden Resultate zur Erhaltung stetiger
Symmetrien bei Gibbsschen Punktprozessen in zwei Dimensionen présentieren.
Anders als in [Ril] und [Ri2] versuchen wir hier, die Aussagen und Beweise in den
beiden Fillen von Spinsymmetrien und Translationen in moglichst einheitlicher
Weise darzustellen, um Analogien und Unterschiede besser aufzeigen zu kénnen. Die
Beweise stiitzen sich im Wesentlichen auf ein allgemeines Kriterium zur Symmetrie-
erhaltung (siche [GI], Prop. 9.1), das beispielsweise auch in [G2] angewandt wird.



4 Einleitung

Dieses hat im Vergleich zu dem in [ISV] oder [FPI] verwendeten Entropieargument
den Vorteil, dass sich Ausnahmesituationen, wie wir sie betrachten miissen, leichter
behandeln lassen. Wie fast alle Arbeiten zur Symmetrieerhaltung verwenden auch
wir als Werkzeug eine deformierte Transformation, bei der die Transformation
ortsabhéngig nach auflen hin abgeschwicht wird, die Teilchen aber nach wie vor
unabhéngig voneinander transformiert werden. Die Storung eines glatten Potentials
wird in [ISV] in einem Kantenprozess kodiert, der durch eine erneute Modifikation
der Transformation behandelt werden kann, wobei allerdings die eben angespro-
chene Unabhingigkeit verloren geht. Die Situation in [[SV] ist aber insofern
einfacher als die Situation bei uns, als dort reine Spintransformationen betrachtet
werden. Daher ist es dort moglich, zu festen Teilchenorten und Kanten jeweils eine
modifizierte Transformation auf den Spinkonfigurationen zu definieren. Wir wollen
dagegen auch Transformationen betrachten, die gerade die Teilchenorte veréindern;
daher liegt im Kern unseres Argumentes die Konstruktion einer deformierten
Transformation auf den Teilchen- und Kantenkonfigurationen, bei der einerseits die
Abhéngigkeiten stark genug sind, dass gewisse Beziehungen zwischen den Teilchen
bei der Transformation erhalten bleiben, und andererseits diese Abhingigkeiten
kontrollierbar sind, in dem Sinn, dass das Transformationsverhalten des Refe-
renzmafles auf dem Teilchen- und Kantenkonfigurationsraum kontrollierbar ist.
In diesem Punkt besteht auch der wesentliche Unterschied unserer Behandlung
von Spintransformationen und Translationen: Bei den Translationen haben wir
mit dem Lebesgueschen Transformationssatz ein geeignetes Werkzeug, um zu
untersuchen, wie sich das Referenzmaf} unter rdumlichen Transformationen verhilt,
wéhrend wir bei den reinen Spintransformationen ein nicht weiter spezifiziertes
Maf auf einem abstrakten Spinraum betrachten miissen. In diesem Fall besteht die
einzige Moglichkeit zur Kontrolle darin, die Invarianz des Referenzmafles auf den
Konfigurationsraumen unter der modifizierten Transformation sicherzustellen. Bei
den Translationen ergibt sich noch eine weitere Komplikation, die dadurch entsteht,
dass wir insbesondere auch harte Kerne betrachten wollen. Harte Kerne dienen zur
Modellierung von Teilchen, die nicht als punktformig vorausgesetzt werden, son-
dern eine gewisse rdumliche Ausdehnung haben, in die die anderen Teilchen nicht
eindringen konnen. Die deformierte Translation muss dieses Durchdringungsverbot
beriicksichtigen, so dass hier die Transformationsabhéngigkeiten komplizierter
werden und sich die Konstruktion einer geeigneten deformierten Transformation
entsprechend schwieriger gestaltet. Wir werden daher den einfacheren Fall der
reinen Spintransformationen zuerst prisentieren.

Die Arbeit ist so aufgebaut, dass nach der Einleitung in Kapitel 1 die fiir die
Formulierung unserer Ergebnisse wichtigen Konzepte und Objekte in Kapitel 2 ein-
gefithrt werden. Wir stellen wesentliche Eigenschaften der Objekte vor und disku-
tieren in einem gesonderten Unterabschnitt Messbarkeitsfragen. In den Kapiteln 3
und 4 bringen wir dann unsere Resultate zur Symmetrieerhaltung bei reinen Spin-
transformationen bzw. Translationen. Hierfiir definieren wir jeweils eine Eigenschaft
von Potentialen, die Symmetrieerhaltung garantiert, und geben hinreichende Kri-
terien fiir diese Eigenschaft an. Dann vergleichen wir unser Resultat mit bereits
vorhandenen Ergebnissen und stellen den Beweis unseres Resultats vor. Nichttri-
viale Lemmata und Propositionen beweisen wir jeweils am Ende des Kapitels, in
dem sie formuliert werden, oder wir verweisen auf vorhandene Beweise in der Lite-
ratur.



Kapitel 2
Vorbereitungen

Gebrauchliche Bezeichnungen fiir mathematische Objekte werden wir im Text nicht
extra einfiihren. Bei Unklarheiten sei auf das Symbolverzeichnis am Ende der Arbeit
hingewiesen. Dort haben wir neben gingigen Symbolen auch eine Auswahl von
speziell in der Arbeit eingefithrten Bezeichnungen aufgelistet.

2.1 Grundriume

2.1.1 Zustandsraum

Ein Teilchen wird beschrieben durch die Angabe seiner Position in der Ebene
und seiner inneren Eigenschaften, die man zum so genannten Spin (bzw. der
Markierung) des Teilchens zusammenfasst. Neben quantitativen Eigenschaften
wie dem magnetischen Spin des Teilchens kann hier beispielsweise auch der Typ
des Teilchens kodiert werden, wenn man an Systemen interessiert ist, in denen
verschiedenartige Teilchen miteinander wechselwirken. Aus dem Positionsraum R?
und dem Spinraum S ergibt sich der Ein-Teilchen-Zustandsraum R? x S. Wir
werden die Symbole z, 0 und y = (z,0) (bzw. Abwandlungen davon) konsequent
als Variablen fiir Position, Spin und Gesamtzustand von Teilchen verwenden.
Bisweilen ist man auch an Modellen interessiert, bei denen innere Freiheitsgrade
vernachléssigt werden. Dieser so genannte unmarkierte Fall ist im eben beschriebe-
nen markierten Fall als Spezialfall S = {0} enthalten.

Auf R? betrachten wir neben der Maximumsnorm |.| auch die euklidische Norm
|.]2. Die Standard-Topologie auf R? wird von jeder dieser Normen erzeugt. Mit
B2 bezeichnen wir die Borelsche o-Algebra beziiglich dieser Topologie. Ferner sei
B? C B? die Menge der beschriinkten Borelmengen. Auf dem Ereignisraum (R?, B?)
betrachten wir das zweidimensionale Lebesgue-Ma8l A\2; Integrale beziiglich dieses
Mafes kiirzen wir durch dz := d\?(z) ab. Oft betrachten wir Rechteckmengen der
Form

A, = [-r,rPC R? (r e Ry).

Der Spinraum sei ein Standard-Borel-Raum (S, Fg), auf dem ein Wahrscheinlich-
keitsmafl \g als Referenzmafl vorgegeben ist. Betrachten wir auf S auch eine to-
pologische Struktur, dann soll Fg die zugehorige Borelsche o-Algebra auf S sein.
Integration beziiglich Ag wollen wir durch do := d\g(o) abkiirzen.



6 Vorbereitungen

Der Zustandsraum R? x S ist als Produktraum mit der Produkt-o-Algebra B? @ Fg
und dem Produktmaf A% ® \g ausgestattet. Wieder verwenden wir die Kurzschreib-
weise dy = d(A\? @ A\s)(y). Um von der Position und dem Spin eines Teilchens
sprechen zu kénnen, fithren wir die beiden Projektionen p : R? x S — R? und
s : R? x S — 8§ ein. Zur Vereinfachung von Formulierungen verwenden wir die
folgenden Konventionen: Bisweilen wenden wir Funktionen von Positionen auf Teil-
chen an. Dies sei so zu verstehen, dass die Teilchen stillschweigend mittels p auf ihre
Positionen projiziert werden, bevor die Funktion angewendet wird. Beispielsweise
sei

ly1 —y2| = Ip(y1) — p(y2)|

der riumliche |.|-Abstand zweier Teilchen 1,92 € R? x S. Analog identifizieren wir
eine Menge A C IR? bisweilen mit der entsprechenden Menge A x S C R? x S.

2.1.2 Kantenraum

Fiir eine beliebige Menge X bezeichnen wir die Menge aller (ungerichteten) Kanten
auf X mit
EX) ={ACX #A=2}

Fiir Kanten verwenden wir die Abkiirzung xza’ := {z,2'}, wobei z,2’ € X mit
x # 7' sein soll. Jede Funktion u auf X x X, die symmetrisch ist, d.h. fiir die
w(z,2') = w(@’,z) fiir alle z,2' € X ist, kann vermoge u(zz’) := u(x,z’) auch
als Funktion auf E(X) aufgefasst werden. Fiir eine feste Kantenmenge B C E(X)
bildet das Tupel (X, B) einen (ungerichteten) Graphen. Fiir 2,2’ € X definieren
wir

X,B
r—=2 &= dAmeN,zg,...,zm € X 12 =20,2" = T,

z,_1x; € B fir alle 1 <i<m.

o &8 g besagt also genau, dass z und 2’ in (X, B) iiber Kanten miteinander ver-
bunden sind. Hierdurch wird offenbar eine Aquivalenzrelation auf X definiert, deren
Aquivalenzklassen als B-Cluster bezeichnet werden. Die B-Cluster eines Punktes
und einer Menge M seien definiert durch

Cx p(x) = {2 eX:xﬁx’} und  Cx (M) := U Cx,g(z).
z’eXNM

Im Wesentlichen interessiert uns der Fall X = IR? x S. Auf der entsprechenden
Kantenmenge E(IR? x ) betrachten wir die o-Algebra

S:E(]RZXS) = {{niyz € E(RQ x S):(y1,y2) € M}: M € (32 & 975)2}-

2.2 Konfigurationsraume
2.2.1 Konfigurationen von Teilchen
Eine Menge von Teilchen Y C IR? x S heift

endlich, falls #Y < oo, und
lokal endlich, falls #(Y N'A) < oo fiir alle A € B3.
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Der Konfigurationsraum Y sei definiert als Menge aller lokal endlichen Teilmengen
von IR? x S, und die Elemente Y von Y bezeichnen wir als Teilchen-Konfigurationen.
Fir Y e Yund A € B2 ® Fg sei

Ya=YNA die Einschrinkung von Y auf A,
Ya:={Y €Y:Y C A} die Menge aller Konfigurationen in A und
Nao(Y) :=#Y4 die Anzahl der Teilchen von Y in A.

Die Familie der Z&hlvariablen (Na)acp2ggs erzeugt eine o-Algebra auf Y, die wir
mit Fy bezeichnen wollen. Fiir A € B2 gei 5"1'3, , die o-Algebra auf Y,, die man durch
die Einschréankung von Jy auf Y erhélt, und Fy 5 := eK1?§7 A die Urbild-o-Algebra
auf Y, die man aus 5’”97 A Mittels der Einschrankungsabbildungea : Y — Ya,Y = Yi
gewinnen kann. Die Tail-o-Algebra oder die o-Algebra der Ereignisse im unendlich
weit entfernten Auflenbereich sei definiert durch

3513700 = ﬂ 3'37A%.

n>1

Fiir Konfigurationen Y,Y € Y definieren wir die Zusammensetzung dieser Konfigu-
rationen durch YY := Y UY. Als Referenzmafl auf dem Konfigurationsraum ver-
wenden wir die Verteilung v des Poissonschen Punktprozesses auf (Y, Fy) beziiglich
der Markenverteilung Ag. Es gilt

/Z/(dY)f(Y) — VW) I; % /Ak dyy ...dyr f({yi:1<i<k}),

fiir jede Fy r-messbare Funktion f : Y — Ry und jedes A € BZ. Fiir A € B} und
Y €Y sei ferner v (.|Y) die Verteilung des Poissonschen Punktprozesses in A mit
Randbedingung Y, d.h. es gilt

/VA(dYD_/)f(Y) - /u(dY)f(YAYAc)

fiir jede Fy—messbare Funktion f :Y — Ry. Man sieht leicht, dass v ein stochas-
tischer Kern von (Y, Fy ac) nach (Y, Fy) ist.

2.2.2 Konfigurationen von Positionen und von Kanten

Nun koénnen wir auch analoge Objekte fiir unmarkierte Teilchen, beziechungsweise
Positionen von Teilchen, definieren. Sei

X := {X CR?: #(XNA) < oo fiir alle A € BY}

der entsprechende Konfigurationsraum. Die o-Algebren Fx, Fx o und Fyx o sei-
en analog zu den entsprechenden o-Algebren aus dem vorhergehenden Abschnitt
definiert. Die Projektion auf die Position p kann auch als Abbildung

p:Y—X, Y {py):yeY}

aufgefasst werden. Als solche ist sie Fy-Fy-messbar.

Der zum Kantenraum E(R? x S) gehorige Konfigurationsraum & sei als Raum
aller lokal endlichen Kantenmengen definiert, d.h. es sei

E:={BCEMR*x9): #{yy € B:yy C A xS} < oo fiir alle A € B}}.
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Die von den Zéhlvariablen Ng : € — N, B — #(ENB) (E € Fgmexg)) erzeugte
o-Algebra auf € bezeichnen wir mit Fe.

Fiir eine abzéahlbare Kantenmenge E € € kann man auch die Bernoulli-o-Algebra
Bg auf £ := P(E) C € betrachten, die von der Familie ({B C E : e € B})ccp er-
zeugt wird. Fiir eine Familie (p.)cec g von reellen Zahlen in [0, 1] ist das Bernoullimaf
auf (£g, Bg) als das eindeutige Wahrscheinlichkeitsma$ definiert, fiir das die Er-
eignisse ({B C E : e € B}).cp unabhingig sind und Wahrscheinlichkeiten (pe)ecr
haben. Da die Inklusion (Eg,Bg) — (&€,F¢) messbar ist, kann jedes Wahrschein-
lichkeitsmaf} auf (€g, Bg) kanonisch zu einem Wahrscheinlichkeitsma$ auf (€, Fe)
erweitert werden.

2.3 Potentiale und Transformationen

2.3.1 Potentiale

Fiir einen gegebenen Aktivitdtsparameter z > 0 sei das chemische Potential der

Teilchen gegeben durch —log z. Die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen be-

schreiben wir durch ein Paarpotential U. U sei eine messbare Funktion
U:(R*xS5)? - R := RU{+o0},

die symmetrisch ist in dem Sinn, dass

Uy, y2) = Ulya,y1) fiir alle y1,y2 € R* x S.

Das Potential soll also nicht von der Reihenfolge der Teilchen abhingen, und es
kann somit als Funktion der Kante zwischen den Teilchen aufgefasst werden. Der
harte Kern eines Potentials U sei die Menge

KY = {U = 4o0}.

Wir betrachten spéter nur Potentiale, bei denen der harte Kern endliche Reichweite
hat:

Definition 1 Eine Menge A C (R? x S)? heifit Standard-Menge, falls sie messbar
und symmetrisch ist und endliche Reichweite hat, was bedeuten soll, dass

{ly=9'|: (y,y') € A}  beschrinkt ist.

Ein Potential U : (R? x S)2 — R heifit Standard-Potential, falls es messbar und
symmetrisch ist und sein harter Kern KY eine Standard-Menge ist.

Die hiufigsten Félle sind wohl, dass der x, o, 0’-Schnitt des harten Kerns K'Y
KY(z,0,0") = {2/ € R?: (z,0,2',0") € KV}

leer ist, nur aus = besteht oder eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt x beziiglich ir-
gendeiner Norm ist.
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2.3.2 Transformationen

Sei (M,F) ein Ereignisraum. Unter einer Transformation g auf M verstehen wir
eine messbare Abbildung
g: M — M.

Definition 2 Sei G eine Gruppe von Transformationen auf M, wobei die Grup-
penverkniipfung die Hintereinanderausfiihrung o von Transformationen ist und die
Identitit id € G das neutrale Element. Wir nennen G eine (einparametrige) Trans-
formationsgruppe auf M, falls gilt:

Es gibt einen surjektiven Gruppenhomomorphismus v: R — G und

R x M — M, (t,m) — ~(t)(m) ist eine messbare Operation.

Der fest gewihlte Homomorphismus -y liefert eine eindimensionale Parametrisierung
von G. Die zum Parameter ¢ gehorige Transformation bezeichnen wir meist mit
gt := y(t). Mit dieser Schreibweise gilt also

G={g;:teR}, Vt,tt €eR: giogy =gy und go=id.

Da wir nicht vorausgesetzt haben, dass 7 injektiv ist, kann die Gruppe durchaus
periodisch sein, d.h. es kann ein p > 0 geben mit g, = id. Insofern sind hier nicht
nur Symmetriegruppen vom Typ R, sondern auch solche vom Typ S! = R/Z
beriicksichtigt.

Wir betrachten im Wesentlichen Transformationen und Transformationsgruppen
auf dem Ein-Teilchen-Zustandsraum R? x S. Fiir jede bijektive Transformation g
auf R? x S haben wir eine entsprechende Transformation gz auf dem Kantenraum
E(R? x S)

ge(yy') = g9(y)g(y) firy,y’ € R* x S,

eine entsprechende Transformation gy auf dem Teilchenkonfigurationsraum Y
gy(Y):={g(y):y€Y} firY ey

und eine entsprechende Transformation gg auf dem Kantenkonfigurationsraum &
ge(B) :={ggr():be B} fir Be¢E.

Gibt es keine Verwechslungsgefahr, so bezeichnen wir diese Transformationen wieder
mit g.

Definition 3 Seien g eine Transformation auf R%2 x S und G eine Transformati-
onsgruppe auf R?x S. Ein Potential U : (R? x S)? — R, eine Menge A C (R?x S)?
bzw. ein Wahrscheinlichkeitsmafs p auf (Y, Fy) heiffen g-invariant, falls gilt:

Vy,y €eR*x S: Ug(y),9(y)) = Uy, y),
Vy.y eR*x S: (y,9/) € A = (9(y),9(y")) € A,
p=pog .

Obige Objekte heiffen G-invariant, falls sie g-invariant fir alle g € G sind.
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Eine Transformation auf IR? x S heifit raumliche Transformation bzw. Spintransfor-
mation, falls sie nur den rdumlichen Anteil bzw. den Spinanteil betrifft. Im ersten
Fall kann man sie als Transformation auf R?, im zweiten Fall als Transformation
auf S auffassen.

Ist U ein G-invariantes Potential, so bezeichnet man auch G als eine Symmetrie-
gruppe von U. Betrachtet man nun ein thermodynamisches System, das durch
die Aktivitdt z und das Wechselwirkungspotential U beschrieben wird, und eine
Symmetriegruppe G von U, so spricht man von Symmetrieerhaltung, falls jedes
Gibbsma8l p € G(U,z) auch wieder G-invariant ist. Die Menge der Gibbsmafe
§(U, z) wird formal in Abschnitt 2] definiert.

Dass wir nur einparametrige Transformationsgruppen betrachten, ist keine we-
sentliche Einschrankung. Tatséchlich ist auch der Fall beliebiger zusammenhéngen-
der Liegruppen kaum allgemeiner:

Lemma 1 Jede zusammenhingende Liegruppe wird (als algebraische Gruppe) von
thren einparametrigen Untergruppen erzeugt.

Will man Symmetrieerhaltung fiir eine zusammenhiingende Liegruppe G zeigen,
geniigt es daher, Symmetrieerhaltung fiir alle einparametrigen Untergruppen zu
zeigen.

2.3.3 Regularititseigenschaften

Regularititseigenschaften einer Transformationsgruppe beziiglich eines Potentials
werden eine wichtige Rolle spielen. Wir werden die Stetigkeit, die gleichgradige
Stetigkeit oder die Glattheit der Operation von G auf U benotigen:

Definition 4 Seien U : (R? x S)? — R ein Potential, G = {g; : t € R} eine
Transformationsgruppe auf R? x S und A C (R? x S)%. Die Operation von G
beziiglich U heifst stetig, gleichgradig stetig bzw. glatt auf A, falls die Abbildungen

Coy®) R=R, t—=U(y,g(y2) ((y1,92) € A)

in t = 0 stetig, gleichgradig stetig bzw. zweimal stetig differenzierbar sind. Wir
nennen U dann auch G-stetig, gleichgradig G-stetig bzw. G-glatt. In letzterem Fall
definieren wir in A die G-Ableitung von U durch

d2
DU (:12) = <50y, (0).

Auflerdem sagen wir, dass in A die G-Ableitung von U durch eine Funktion
dominiert wird, falls

aéU(ylagtyQ) S ’l/)(ylva) f’U/f’ alle (ylva) S Aat S [715 1] mit (ybgt%) € A

Die obigen Regularititseigenschaften betreffen zwar jeweils nur die Stelle ¢ = 0,
beinhalten aber auch Information iiber Stellen ¢ # 0 mittels der Identitét

O @) =l L (t+ 1) fiir alle y1,y2 € R? x S,t,t' € R.
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Zur Kontrolle der Ableitungen 02U fithren wir noch einen bestimmten Typ von
Funktionen ein:

Definition 5 Eine beschrinkte partiell-quadrat-integrierbare Funktion (abgekiirzt:
bpgi- Funktion) ist eine messbare, symmetrische Funktion v : (R? x S)? — Ry mit

¥ < oo und sup /d)(yl,yz)lyl — yo|?dys < .
y1€ER2X S

Fiir eine solche Funktion gilt dann automatisch auch

sup /w(yl,m)dyz < 00,
y1€ER2XS

2.3.4 Translationsinvariante Potentiale

Héufig sind Potentiale invariant unter allen Translationen, d.h. unter den Transfor-
mationen

gi:R*x S —R*x S, galx,0):=(x,0)+d:=(zx+ad,o0)
fiir alle @ € R2. Fiir solche Potentiale gilt dann
U(xy,01,22,02) =U(0,01,22 — x1,02) fiir alle 21,29 € R?, 01,09 € S,

daher wollen wir unter einem translationsinvarianten Potential gleich eine Funktion
U : R? x S — R verstehen, die symmetrisch ist, was in diesem Zusammenhang
bedeuten soll, dass

U(z,01,02) = U(—x,02,01) fir alle z € R?, 01,09 € S.

Das zu einem translationsinvarianten Potential U gehorige Potential U im Sinne
der vorhergehenden Abschnitte ist dann

U(:Cl,gl,xQ,O'Q) = U(:CQ - xlvo-lvo—Q) (1"1;:1"2 S IR42;O—170—2 S S)

Analog betrachtet man zu einer Menge A C R? x S? eine entsprechende Menge

A = {(z1,01,22,02) € (]R2 x 9)%: (x9 —x1,01,092) € A}.

Die Definitionen aus den vorhergehenden Abschnitten lassen sich leicht auf den
Zusammenhang von translationsinvarianten Potentialen iibertragen:

Definition 6 Seien G eine Transformationsgruppe auf R? x S, U : R? x $? — R
ein translationsinvariantes Potential und A C R? x S2. A ist eine Standard-Menge,
U ist ein Standard-Potential, U ist G-invariant, G-stetig, gleichgradig G-stetig bzw.
G-glatt in A, falls das zugehdrige Potential U : (R2? x S)? — R und die zugehirige
Menge Ac (R? x S)? die entsprechenden Eigenschaften haben.
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2.4 Gibbsmafle

2.4.1 Konstruktion und Definition

Seien U : (R? x S)?> — R ein Potential und z > 0 ein Aktivititsparameter. Wir
wollen in diesem Abschnitt die Menge der zugehorigen Gleichgewichtszustidnde, d.h.
die Menge der zugehorigen Gibbsmafe, definieren. Fiir zwei endliche Konfiguratio-
nen Y, Y’ € Y seien die Energie von Y und die Wechselwirkungsenergie von Y und
Y’ definiert durch

HY(Y) = Z Uy, y2) und  WY(Y,Y) Z Z (y1,92)-

y1y2€E(Y) Yy1€Y y2€Y’

Letztere Definition kann auf unendliche Konfigurationen Y’ ausgedehnt werden,
falls WY (Y, Y}) fiir A T R? im Sinne der Netzkonvergenz (beziiglich des Netzes BZ)
konvergiert. Existiert WY (Y, Ya<) € R, so kann man den Hamilitonian von Y € Y
in A € B} durch

HY(Y) = HY(YA) + WY (Yo, Yae) = D> Uy pe)

y1y2€EA(Y)

definieren, wobei
Ex(Y) = {y1y2 € E(Y) 1 yay2 N A # 0}

die Menge aller Kanten in Y ist, die A treffen. Das Integral
ZUAY) = /VA(dYD"/) e HX (V) ;#7

wird dann als Zustandssumme in A € 3% zur Randkonfiguration Y\ € Y bezeichnet.
Um die Zustandssumme fiir eine feste Randkonfiguration Y definieren zu konnen,
benétigen wir die Existenz von WY (Yy,Yje) € R fiir alle Y € Y. Betrachtet man
die leere Konfiguration Y = (), so sieht man sofort, dass die Zustandssumme positiv
ist:

7V () > e N s . (2.1)

Daneben benétigen wir aber auch noch die Endlichkeit der Zustandssumme, was
zusammen mit obiger Forderung zu folgender Definition fiihrt:

Definition 7 Ein Tripel (U, z,Y), bestehend aus einem Potential U : (R*x S)? —
R, einer Aktivitit z > 0 und einer Menge von Randkonfigurationen Yo € Fy oo,
heifst zulissig, falls fir jede Randkonfiguration Y € Yo und jedes A € B? die Wech-
selwirkungsenergie WY (Y, Yac) einen wohldefinierten Wert in R hat, und die zu-
gehirige Zustandssumme ZII\JZ( ) endlich ist.

Ist (U,z,Y0) ein zulissiges Tripel, A € B, Y € Yo und Y € Y, so ist wegen
YpYae € Yo auch die Wechselwirkungsenergie WU (Yy, Yac) € R wohldefiniert.

Wir betrachten im Folgenden ein fest vorgegebenes zulissiges Tripel (U, z, Yo)
und wollen hierzu die Menge aller Gibbsmafle konstruieren. Wir haben bereits si-
chergestellt, dass fiir alle Randkonfigurationen Y € Yq gilt:

0< ZYA(Y) < oo
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Die Gibbsverteilung 'y/[\JZ(|}7) in A € B mit Randbedingung Y € Y, sei definiert
durch

AVEAY) = %/VA(CMY) e HRY) #YA1 (V) fir A€ Fy.

Vs
’y[[\]’z ist ein Wahrscheinlichkeitskern von (Yo, Fy, .ac) nach (Y, Fy). Sei

9130(U,Z) = {,LL G:Pl(yagjﬂ) : :u(léo) =1 wund
(w(A|Fyac) = V7 (A]L) p-fs. VA e Fy, A e B2}

die Menge aller auf Yy konzentrierten Gibbsmafie zum Potential U und zur Akti-
vitét z. Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl p € P1(Y,Fy) mit u(Yo) = 1 gilt die
Aquivalenz

pe Sy, Uz < (uovy"=upvYAeB]).

Daher gilt fiir alle Gibbsmafle u € Gy, (U, z), alle messbaren Funktionen f : Y — R
und alle A € B2

[utav) sy = [utar) 55y s, (2:2)

Falls klar ist, welche Aktivitit und welches Potential gerade betrachtet werden,
werden wir die Abhéngigkeit von U und z bei den Notationen 7/[\]’2 und Z/[\J’Z
unterdriicken.

Ist (U, z,Y0) zuldssig und u € Gy, (U, z), so ist die Wirkung des harten Kerns
KU von U gerade die, dass j-f.s. keine zwei Teilchen einer Konfiguration im harten
Kern liegen:

p{Y e¥:3y¢' €Y y#y,(y,y) e KU}) = 0. (2.3)
Denn fiir jedes n € N und alle Randbedingungen Y € Y ist
WHY €Y:Iyy e, ry#y.(y,y) € KUHY) =0,

da auf dem in der letzten Zeile betrachteten Ereignis der Hamiltonian HY (YY)
unendlich ist. Hieraus folgt aber mittels ([22) im Limes n — oo obige Behauptung.

Sei wieder (U, z,Yo) zuléssig und p € Gy, (U, z) ein Gibbsma8, so ist die Korre-
lationsfunktion pU*# definiert durch

pUr(r) = e 1) [ary e o

fiir endliche Konfigurationen Y € Y. Existiert eine reelle Zahl £ = (U, z,Y9) > 0
mit der Eigenschaft

pUH(Y) < €Y fiir alle endlichen Y € Y und alle p € Sy, (U, 2), (2.4)

so nennen wir £ eine Ruelle-Schranke zu (U, z,Yo). Wir benétigen folgende Eigen-
schaft von Ruelle-Schranken:
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Lemma 2 Sei (U, z,Y0) ein zulissiges Tripel mit Ruelle-Schranke £. Fiir jedes
Gibbsmaf 11 € Sy, (U, ) und jede messbare Funktion f: (R? x S)™ — Ry, m € N,
gilt dann

Y15 YmEY

Hierbei ist ©7 eine abkiirzende Schreibweise fiir eine Mehrfachsumme, bei der die
Summationsindices paarweise verschieden sein sollen.

2.4.2 Superstabilitidt und Temperiertheit

Bisher haben wir noch nicht diskutiert, unter welchen Bedingungen ein Tripel
(U, z,Y0) zuléssig ist oder eine Ruelle-Schranke besitzt. Wir werden im Folgenden
zwei hinreichende Kriterien dafiir geben.

Proposition 1 Seien z > 0 und U : (R? x S)2 — R ein Potential. Ist U > 0, so
ist (U, z,Y) ein zulissiges Tripel mit Ruelle-Schranke & := 1.

Natiirlich ist der Fall nichtnegativer, d.h. rein abstoflender Potentiale viel zu restrik-
tiv. Um realistischere Potentiale betrachten zu konnen, hat D. Ruelle das Konzept
der Superstabilitét eingefithrt und untersucht ([R])). Seien dazu

1 172 9 9
FT::T+|:7_,_|:CR (reZ?)
2’2
das Einheitsquadrat mit Mittelpunkt » und
7Z*(Y) := {r € Z* : Nr,(Y) > 0}

die minimale Menge von Gitterpunkten, so dass die zugehorigen Einheitsquadrate
die Konfiguration Y € Y vollstandig tiberdecken.

Definition 8 Ein Potential U : (R? x S)? — R heifit superstabil, wenn es Kon-
stanten a > 0 und b > 0 gibt, so dass fir alle endlichen Konfigurationen'Y € Y

HY(Y) > Z [aNp, (Y)? = bNp, (Y)).
reB2(Y)

U heifit regulir nach unten, falls es eine monoton fallende Funktion ¥ : N — R4

mit Y. U(|r|) < oo gibt, so dass fir alle endlichen Konfigurationen Y,Y' €Y
reZ?

1 1
U !/ 2 N2
w2y, Y') > — E E \I/(|T—S|)[§NFT(Y) +§NFS(Y) -
reZ2(Y) s€Z2(Y")

Superstabilitdt und Regularitdt nach unten sind demnach Eigenschaften von Po-
tentialen, die die Energie von Konfigurationen nach unten beschrinken, und zwar
in Abhéngigkeit der Teilchendichten.

Definition 9 FEine Konfiguration Y € Y heiffit temperiert, falls

Vo)l

. 1 2
TEZQﬂAn+1/2

Y sei die Menge aller temperierter Konfigurationen.
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Temperiertheit bedeutet demnach, dass die quadratische Teilchendichte pro Ein-
heitsquadrat iiber grofle Bereiche gemittelt beschrinkt bleibt und ist daher eine
Eigenschaft, die das Anwachsen von Teilchendichten mit der Entfernung vom Ur-
sprung kontrolliert. Es gilt Y € Ty .

Proposition 2 Sei z > 0 und U : (R? x S)? — R ein Potential. Ist U superstabil
und nach unten regulir, so ist (U, z,Y:) ein zulissiges Tripel mit Ruelle-Schranke.

Im Beweis der Proposition werden wir auch in diesem Fall explizit eine Ruelle-
Schranke angeben.

2.4.3 Symmetrieerhaltung

Zum Nachweis von Symmetrieerhaltung verwenden wir jeweils folgendes Kriterium:

Proposition 3 Sei (U, z,Y0) ein zulissiges Tripel und g eine bijektive Transfor-
mation auf R? x S, so dass U : (R? x §)2 — R g-invariant ist. Gibt es reelle
ai,a_1 > 0, so dass fir alle Zylindermengen D € Fy o, (m € N) und alle Gibbs-
mafie p € Gy, (U, 2)

aru(g(D)) + a—1p(g~' (D)) > (D), (2:6)
dann ist jedes auf Yo konzentrierte Gibbsmaf u € Gy, (U, z) g-invariant.

Diese Proposition folgt aus dem Beweis von Proposition (9.1) in [GGI]. Da wir
néamlich (S, Fg) als Standard-Borel-Raum vorausgesetzt haben, ist nach [DV], Theo-
rem A2.6.IIT auch der Konfigurationsraum (Y, Fy) wieder ein Standard-Borel-Raum,
was im eben zitierten Beweis beno6tigt wird. Noch niitzlicher wire ein Kriterium, das
nicht die Gibbsmafe, sondern die bedingten Gibbsverteilungen betrifft. Tatséichlich
liefert [(G1], Proposition (9.1) ein solches Kriterium, das wir fiir unsere Zwecke leicht
modifizieren. Wir betrachten wieder ein zuléssiges Tripel (U, z,Yo) und eine Trans-
formation g auf R? x S, so dass U : (R? x S)2 — R g-invariant ist. Es gebe reelle
ai,a—1 > 0, so dass es fiir alle § > 0 und alle Zylindermengen D € Fy »,, (m € N)
ein n > m gibt, so dass fiir alle Randbedingungen Y € Yq

a7y (9(D)Y) + asiv (g7 (D)Y) = v f (DY) - 6. (2.7)
Dann folgt sofort nach der definierenden Eigenschaft der Gibbsmafie ([Z2)

arp(g(D)) + a—ap(g™ (D)) = u(D) — 6

fir alle u € Gy, (U, 2), 6 > 0 und alle Zylindermengen D € Fy 5 (m € N), also
auch

a1(g(D)) + a_1p(g~ (D)) > (D),

und nach obiger Proposition sind daher alle GibbsmaBe u € Gy, (U, z) g-invariant,
d.h. es gilt Symmetrieerhaltung. Unsere Strategie zum Nachweis von Symmetrie-
erhaltung wird jeweils sein, ein natiirliche Zahl n zu finden, so dass eine zu (Z7])
dhnliche Abschitzung gilt.
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2.5 Messbarkeitsfragen

2.5.1 Vererbung der Messbarkeit

Wir betrachten verschiedene Zufallsvariablen, von denen jeweils die Messbarkeit
beziiglich der entsprechenden o-Algebren gezeigt werden muss. Anstatt dies jeweils
an den einzelnen Stellen explizit nachzupriifen, geben wir im Folgenden eine Liste
von Operationen, die die Messbarkeit erhalten. Zusammen mit elementaren Mess-
barkeitsaussagen wie dem Satz von Fubini ergibt sich daraus die Messbarkeit aller
betrachteten Objekte.

Lemma 3 Sei G = {g: : t € R} eine einparametrige Transformationsgruppe auf
R? x S, und seien Y,Y1,Ys €Y, BB;,By € &, y e R>x S, tc R und p € Q
Variablen, wobei (Q,F) ein gegebener messbarer Raum ist. Seien auferdem fi :
Ox(R?x8) — R und fa : Qx E(R?x S) — R messbare Abbildungen. Die folgenden
Abbildungen sind dann messbare Funktion der gegebenen Variablen beziiglich der
betrachteten o-Algebren:

S Ay), YinYs, YiUYy Yi\Ya, g(Y), (2.8)
y'ey
> fa(p,¥'), BiNBy, BiUBy, Bi\Bs, g(B), (2.9)
b'eB
dnf filpy), {y' €Y:hlpy) =0}, Ovsly), E), (2.10)
die Anzahl der Cluster von (Y, B). (2.11)

2.5.2 Erweiterungen des harten Kerns

Bei der Behandlung der Translationen in Kapitel 4 bendtigen wir als Hilfsmittel
Erweiterungen des harten Kerns bzw. Erweiterungen einer Menge, die den harten
Kern umschliefit. Solche Erweiterungen verschaffen uns dort den benétigten Spiel-
raum fiir Deformationen in der Kernumgebung.

Definition 10 Fiir eine Menge A C (R? x S)? bzw. A’ € R? x S? und ein reelles
€ > 0 definieren wir die e-Erweiterungen durch

AE = {(yhyQ +$/) : (ylayQ) € A,ZC/ € BQ(G)}a
Al = {(z+2',01,02) : (v,01,02) € A2’ € Ba(e)}.

Ein Problem bei obiger Definition ist, dass nicht klar ist, ob die e-Erweiterung einer
messbaren Menge wieder messbar ist. Wir werden daher die Messbarkeit der Mengen
voraussetzen miissen oder aber, etwas weniger restriktiv, die Existenz von messbaren
Mengen, die die e-Erweiterungen umfassen. In Kapitel 4 betrachten wir den harten
Kern KV eines Potentials U und eine Standard-Menge K O KU, innerhalb derer
sich das Eintauchverhalten des Potentials in den harten Kern abspielen soll. Um
Vorgénge in der Umgebung von K kontrollieren zu kénnen, benétigen wir ein € > 0,
sowie Erweiterungen K’ und K" von K mit

K' K" € (B*®%s)?, (K).cK' und (K').cCK”, (2.12)

so dass K" wieder eine Standard-Menge ist und K"\ K in gewissem Sinn moglichst
klein bleibt. Haben wir erst einmal Mengen K’ und K" mit der Eigenschaft ([ZI2)
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gefunden, so kénnen wir die endliche Reichweite von K” leicht erzwingen, indem
wir K/ und K" noch mit geeigneten Mengen von endlicher Reichweite schneiden,
denn K hat ja als Standard-Menge bereits endliche Reichweite. Die Symmetrie von
K" kénnen wir durch Symmetrisierung erzwingen:

{(y1,92) : (y1,y2) € K" oder (y2,11) € K"}

ist offenbar die kleinste symmetrische Menge, die K" umfasst, und falls K”
messbar ist, so ist es auch obige Symmetrisierung. Wir wollen daher im Folgenden
nur diskutieren, wie man sich messbare Kernerweiterungen K’ und K" verschaffen
kann, so dass [ZI2) gilt und K" \ K in gewissem Sinn mdoglichst klein bleibt. Wir
geben drei Moglichkeiten dafiir an, die jeweils verschiedene Eigenschaften von K
voraussetzen.

Méglichkeit 1: Da (S,Fs) als Standard-Borel-Raum vorausgesetzt ist, gibt
es eine Metrik auf S, so dass Fg die Borel-o-Algebra beziiglich der von der Metrik
erzeugten Topologie ist. Die Ebene IR? ist von vornherein mit der Metrik ausgestat-
tet, die von der euklidischen Norm herrithrt. Durch Produktbildung erhalten wir
eine Metrik d auf (R? x S)2. Ist nun A C (R? x S)? eine beliebige Teilmenge, so ist
die Abbildung d(., A) stetig, also insbesondere messbar. Die d, e-Erweiterung von
A, definiert durch

Ad7€ = {(ylayQ) € (IR‘2 X S)2 : d((ylayQ)’A) < 6}’

ist daher automatisch messbar. Andererseits ist aber fiir jede Menge A C (R? x S)?
die e-Erweiterung A¢ in Ay . enthalten. Eine Moglichkeit fiir die Wahl der Mengen
in ZI2) ist demnach K’ := Kg, und K" := K], .

Mboglichkeit 2: Meist hingt die Gestalt des harten Kerns nicht von der ge-
samten Spininformation ab, sondern nur vom Teilchentyp: Sei der Spinraum von
der Gestalt S = St x S, wobei St eine abzihlbare Menge sein soll, auf der die Po-
tenzmenge als o-Algebra gegeben ist. AuBerdem sei hierbei S’ mit einer o-Algebra
ausgestattet ist, so dass S’ zu einem Standard-Borel-Raum wird. Wir nehmen an,
dass A C (R? x S)? von der Gestalt A = A’ x (5§)? mit A" C (R? x S*)? ist,
wobei wir die Komponenten des Produktraums geeignet umgeordnet haben. Auf
R? wihlen wir wieder die Metrik, die von der euklidischen Norm herriihrt. Durch
Produktbildung erhalten wir eine Metrik d’ auf (R?)?. Nun definieren wir einen
weiteren Typ von Erweiterung, nimlich die d’, e-Erweiterung, von A durch

Ay e = U {(z1,22) € (RH? : d'((x1,22), A'(01,09)) < €} x {(01,02)} x (5§)?,

01,02€St

wobei A’(01,03) der o1, 02-Schnitt von A’ mit 01,02 € S* sein soll, und wir die
Komponenten wieder geeignet umsortiert haben. Da wir hier eine abzihlbare
Vereinigung betrachten und die Abbildungen d'(., A’(o1,02)) wieder stetig, also
insbesondere messbar sind, ist Ay . auch wieder messbar. Andererseits ist aber
fir jede Menge A C (R? x S)? von obiger Form die e-Erweiterung A, in Ay .
enthalten. Ist daher in (ZIZ) die Menge K von dieser speziellen Gestalt, so
konnen wir K’ := Ky . und K" := Kél’,e setzen. Dies hat im Vergleich zur letzten
Mboglichkeit den Vorteil, dass K’ hier kleiner wird.
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Moéglichkeit 3: Oft sind auch die in Definition [ gegebenen e-Erweiterungen
schon messbar:

Lemma 4 Sei A C (R? x S)? messbar. Gilt fiir jeden x, 0,0’ -Schnitt von A
YU CR? offen: UNA(z,0,0')#0 = N(UNA(z,0,0") > 0, (2.13)

so ist jede e-Erweiterung Ac (e > 0) auch wieder messbar. Bedingung EI3) ist
beispielsweise erfillt, falls die Menge der inneren Punkte von A(z,o,0') dicht in
A(x,0,0") liegt.

Diese hinreichende Eigenschaft betrifft nur die topologische Struktur der Schnitte
von A, ist im konkreten Fall einfach nachzupriifen und umfasst insbesondere den
hiufigen Fall, dass der z,0,0’-Schnitt von A jeweils eine Kreisscheibe um =z ist.
Ist nun € > 0 und ist die e-Erweiterung von K in ([ZI2) wieder messbar, so wihlt
man fiir K’ und K" einfach die e-Erweiterungen, d.h. K’ = (K), und K" = (K’)..
Man beachte hierbei, dass die Schnitte von K’ nach Definition offene Mengen sind,
so dass K" nach Lemma B automatisch messbar ist. In diesem letzten Fall sind
offenbar K’ und K" kleinstmdglich gewihlt, so dass bei bekannter Messbarkeit der
e-Erweiterungen diese Konstruktion vorzuziehen ist.

2.6 Beweis der Lemmata und Propositionen

2.6.1 Zusammenhingende Liegruppen: Lemma [

Fiir die Definitionen der hier verwendeten Objekte und deren Eigenschaften verwei-
sen wir auf die einfithrende Darstellung in [GOV]. Seien G eine zusammenhéngende
Liegruppe, g der Tangentialraum im Punkt ¢d € G und exp : g — G die Exponenti-
alabbildung. Nach [GOV], Kap. 2, Prop. 3.2 gibt es eine Umgebung V' der Identitét,
die ganz im Bild von exp enthalten ist. Zu g € V konnen wir ein n € g wéhlen mit
g = exp(n). {exp(tn) : t € R} ist dann eine einparametrige Untergruppe von G,
die g enthélt. V liegt daher in der Vereinigung aller einparametriger Untergruppen.
Da G zusammenhiingend ist, erzeugt aber V bereits ganz G, vgl. [GOV], Kap. 1,
Korollar zu Satz 4.1.

2.6.2 Eigenschaft der Ruelle-Schranke: Lemma

Seien (U, z, Yo) ein zuldssiges Tripel mit Ruelle-Schranke &, 1 € Gy, (U, z) ein Gibbs-
maB, m € Nund f : (R%? x S)™ — Ry messbar. Fiir n € N, g : Y5, — R messbar
und Y € Yo gilt
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Zusammen mit (Z2), der Definition der bedingten Gibbsverteilung und der Defini-
tion der Korrelationsfunktion erhalten wir somit

/u(dY) 27& Y1, Ym)

yla---7ynLEYAn

— L[, % # o HE (V) #Y,,
[ utar) 7 [ @iv) 3 )

U,z
ZAn Y1, YmEYA,
_ 1 _
= [ wldY) —fg—= / dyy ... dym f yl,...,ym)/w\n ay'|y)
[t 75 ( (ay’|

e~ HR, ({yym}Y")  # ({yrym YA,
= /A dyl oo dym f(ylv s 7ym) 2™ PU’H({yla i 7ym})

Schitzen wir nun gem#f () die Korrelationsfunktion mit Hilfe der Ruelle-
Schranke £ ab, so folgt die Aussage im Limes n — oo mittels monotoner Konvergenz.

2.6.3 Zulassigkeit und Korrelationen: Propositionen [l und

Proposition [ folgt sofort aus den Definitionen, denn fiir U > 0 hat die Wechsel-
wirkungsenergie nur nichtnegative Summanden, und da Energie und Wechselwir-
kungsenergie nichtnegativ sind, kann die Korrelationsfunktion durch 1 abgeschétzt
werden, und fiir die Zustandssumme gilt fiir beliebige A € B

2 k
2520) < [unlav(p) e = ey ELRIE e,
k>0 ’

Zum Beweis von Proposition B orientieren wir uns an [B]. Zuerst wollen wir
zeigen, dass die Wechselwirkungsenergie wohldefiniert ist:

Lemma 5 IstU : (R?x S)? — R ein nach unten regulires Potential und istY € Y
eine endliche und Y' € Yy eine temperierte Konfiguration, so existiert WY (Y,Y") €
R im Sinne der Netzkonvergenz. Die Ungleichung

1 1
U / 2 1N\2
WYYz = S Y s 5N (D) 4 SN (Y)Y (214)
reZ2(Y) s€Z2(Y"')

behdlt ihre Giultigkeit. Auflerdem gibt es eine Funktion f: IN x Ry — R4, so dass
fiir alle n € N und 5§ > 0 gilt: Fir jedes endliche Y € Ya, und jedes temperierte
Y'eY, mit 3(Y') <5 ist

WY (Y,Y') > —#Y f(n,5). (2.15)

Beweis: Seien U : (R? x S)? — R ein nach unten reguliires Potential und Y € Y ei-
ne endliche Konfiguration. Zunéchst wollen wir festhalten, dass [ZI4]) automatisch
auch fiir unendliche Konfigurationen Y gilt, wann immer die Wechselwirkungsener-
gie WY (Y, Y") wohldefiniert ist. Denn fiir n € N gilt die entsprechende Abschiitzung
fiir WY(Y, Y, ) nach Definition der Regularitéit nach unten, und die Behauptung
folgt im Limes n — oo.

Sei nun n € N und § > 0. Sei ferner ¥ € Y, eine endliche Konfiguration und
Y’ € Y; eine temperierte Konfiguration mit 5(Y”’) < 5. Wir betrachten zuerst den
Fall, dass Y nur aus einem Teilchen besteht. Sei also Y = {y} fiir ein y € R? x S
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und sei r € Z? mit y € I',. Nach Wahl von n ist |[r| < n. Nun betrachten wir die
Teilkonfigurationen

Y ={yeY' :U(y,y) <0} und Y :=Y"\Y .

Die Wechselwirkungsenergien WV ({y},Y]) und WY ({y},Y”) sind dann wohldefi-
niert, es gilt WY ({y},Y]) > 0, und wir schétzen WY ({y},Y”) nach unten ab. Nach
obiger Bemerkung ist

1

Wo({y}Yl) > = ST U(r—s|) [+ N, (Y!)?)
SEZ2(Y!)
> Ly, o LS (s N ()2
= 97 B T, ,
SEZ?
wobei W, := Y U(|s|) nach Wahl von ¥ endlich ist. Weiter gilt
SEZ?
Sw(r—s)Ne,(v)?2 <3 0k—|r)) > Np,(Y')?
SEZ? k>0 SEZ?:|s|=k
< DW= ) (ke (V) 2k 1)° = st (V)2 = 1)),
k>0

und durch zweimaliges Umordnen der Summe kénnen im letzten Term wegen der
Monotonie von ¥ die mittleren Teilchendichten jeweils durch 5 abgeschétzt werden:

> Wk - ) (s6(Y)(2k +1)? = s (Y)(2k = 1)%)

k>0
= sk(Y) 2k +1)> (U(k —[r]) = U(k+1—|r])

k>0

<> 5EE+1)*(T(k—|r)) = U(k+1— )
k>0

= > s5U(k—|r)) (2k+1)* = (2k - 1)%),
k>0

wobei wir U(¢) := 0 fiir ¢ < 0 und s_;(Y”’) = 0 gesetzt haben. Es folgt also

> W(r—s)Ne,(Y')? < 85 kW(k—|r|)
SEZ? k>0
2|r|—1
<85 ) 2r|W(0)+85 Y 2(k—[r)U(k—|r]) < 328°W(0)+ 28V,
k>2|r|

wobei wir noch |r| < n verwendet haben. Setzen wir
1
f(n,3) := 16n?50(0) + 50, + 5\115,
so folgt
WY({y},Y") = WYo({yh, Y2) + WY ({y}, YY) > —f(n,3),
und der erste Term ist wohldefiniert. Somit ist auch
WYY = > WU{yhY') > —#Y f(n,5),
yeYy

und der erste Term ist wohldefiniert. O
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Lemma 6 Seien z > 0 und U : (R? x S)2 — R ein superstabiles und nach unten
requldres Potential. Fiir jedes A € Bg und alle temperierten KonfigurationenY € Y,
ist die Zustandssumme ZY*(Y) endlich.

Beweis: Seien wie vorausgesetzt z > 0 und U : (R? x S)? — R ein superstabiles
und nach unten reguléires Potential, A € B} eine beschrinkte Borelmenge und
Y € Y, eine temperierte Konfiguration. Wir withlen ein n € N mit A C A,, und

setzen § := 3(Y). Superstabilitit und IH) aus Lemma B implizieren, dass fiir jedes
Yey

HY(YA) > —#Yab  und  WY(Ya,Yae) > —#Yaf(n,5).

Es folgt

Z5(7) = / pA(dY[V) e HY W)WY (i Fae) 72

IN

% 5 - 1 n,s k
/VA(dY|Y)e#YA(b+f(n,é))Z#YA — W) Z o (z/\Q(A) bt (o, ))
k>0

= exp ()\Q(A)(zebJrf("’g) - 1)) < oo.
O

Wir haben bisher gezeigt, dass fiir ein superstabiles und nach unten reguléres
Potential U : (R? x §)?> — R das Tripel (U, z,Y;) zulissig ist und wollen uns
nun der Ruelle-Schranke zuwenden. In [R] wird eine solche konstruiert, allerdings
nur fiir den Fall von Gibbsmaflen auf beschrinkten Volumina (d.h. bedingten
Gibbsverteilungen zu leeren Randkonfigurationen). Wir wollen hier zeigen, dass
man in unserer Situation praktisch genauso vorgehen kann und verwenden im
Folgenden die Superstabilitéitsabschéitzungen von D. Ruelle aus [R].

Seien wieder z > 0 und U : (R? x S)2 — R ein superstabiles und nach un-
ten regulédres Potential. Vor der Formulierung der entscheidenden Lemmata miissen
noch einige Begriffe definiert werden. Seien dazu die Konstanten a und b aus der
Bedingung der Superstabilitat von U und die Funktion ¥ aus der Bedingung der Re-
gularitét von U nach unten vorgegeben. Zunichst wahlen wir eine reelle Konstante
o > 0 mit

U [(14+30)° —1] < 7, wobei W, = ;ijwn,

und wir wéhlen positive [; € N, (j € N), so dass

I
2 (14 2a)
lj

<« fiir alle j € N.

Fiir j € N seien ferner definiert

] = {reZ®:|r| <}, A():= U T, und V; = N (A(4)) = (20; +1)%

re(s]
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Wir wihlen eine monoton wachsende Funktion ¢ : N — R mit den Eigenschaften

Yi+1) _ 141
CONE

Y > 1, lim ¢(l) = 4oo, Z Y(r))e(r]) < +oo und

l—o0
rez?

Hierbei kann man beispielsweise so vorgehen, dass man eine monoton wachsende
Funktion ¢ mit den ersten drei Eigenschaften wéhlt und dann rekursiv

P+ 1) = B0+ 1) A )

definiert, so dass auch noch die vierte Eigenschaft erfiillt ist. Sei ¢; := 1(l;). Schlief-
lich wihlen wir noch p € N geméf folgendem Lemma:

Lemma 7 FEs gibt eine natirliche Zahl p € N, so dass die folgende Aussage gilt:
Fiir jede Funktion N : Z?> — N, fiir die ein mazimales natiirliches ¢ > p existiert
mit der Figenschaft

gilt

2. > s { N(T)2+%N(s)2]

r€lg+1] s¢[q+1]

< ¥ [aN(r)2—bN(r)]—g 3 N

r€(g+1] r€lg+1]

Dieses Lemma taucht in [R] als Proposition 2.1 auf, und der Beweis kann einfach
iibernommen werden. Im Folgenden verwenden wir die Konstanten

Wo(p) = (1+3a)® Y [U(0) — U+ D](D)(2 +1)%,

1>l

C = %a(usa)*?’ und D := %(\I/SJr\I/(O)pran\I/S(p)).

Nach [R], (2.16), ist Us(p) endlich, also sind alle Konstanten endlich. Wir definieren
noch

g(YV) == max{q' >p: > Np(YV)* > ¢V}, (2.16)
relg]
wobei wir max () := —oo setzen und das Maximum einer unbeschrinkten Menge

als oo definieren. ¢(Y') kann daher Werte aus {p,p + 1,...} U {£oo} annehmen.
Fiir temperierte Konfigurationen Y € Y; gilt nach Definition aber grundsétzlich
q(Y) < oo. In [B], Proposition 2.5 wird nun obiges Lemma verwendet, um zu zeigen:

Lemma 8 SeiY €Y und g € {p,p+1,...}. Es gilt

oY)=q = —H{,nY 374 ST N (V)2 = Oy Vo,  (217)
relg+1]
g(Y)=—00 = > 4(lr))Nr,(Y)* < W(p). (2.18)
r&[p]

Wieder kann der Beweis einfach iibernommen werden. Die beiden Abschétzungen
aus Lemma B fithren zu folgendem Ergebnis:
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Lemma 9 Seien z > 0 und U : (R? x S)2 — R ein Potential. Ist U superstabil
und nach unten regulir, so hat (U, z,Y:) die Ruelle-Schranke

£ = el 4+ E e Vat1=C¥qt1Vat1
q>p

Beweis: Tatsédchlich ist obiges £ < oco. Denn C' und D sind endlich und wegen
g — oo fiir ¢ — oo gilt

Vi1 = CYgaVyr1 < Vg1 < —q,

falls nur ¢ grof genug ist. Sei u € Gy, (U,2) ein temperiertes Gibbsmaf. Durch
vollstdndige Induktion iiber m zeigen wir, dass fiir alle endlichen Konfigurationen
Y € Y mit #Y =m gilt:

PH(Y) < Y. (2.19)

Fiir m = 0 ist Y = (). Wegen pY#()) = 1 gilt in diesem Fall die Behauptung.

Fiir den Induktionsschritt m — 1 — m sei Y € Y mit 0 < #Y = m. Wir wihlen
einy €Y und r, € Z% mit y € I';,. Um die Korrelationsfunktion pUH(Y) geeignet
zerlegen zu konnen, definieren wir fiir ¢ € {—oco}U{p,p+1,...} unter Verwendung

von (T4
Y1.qY) = {YeY:q=qYY — ry)} und

pg’“(Y) = e~ H'(Y) /u(d?)eiWU(Y’?)lyt,q(y) (Y).
Da mit Y auch YY — r, wieder eine temperierte Konfiguration ist, gilt

Yo = Yr—oo(Y)U [ Yrg(Y) undsomit  pP#(Y) = pZL (V) + Y pl ().

qzp qzp

Die Anteile der Korrelationsfunktion kénnen nun einzeln abgeschéiitzt werden. Fiir
Y €Y (Y) gilt wegen der Regularitit nach unten:

2WYyYY\{yh) < D U(r )1+ NE(YY\ {y})]

reZ2(YY\{y})
< ST W) + w0 Y NEL (T) + S w(r)NE, (YY)
rez? rE[p) ré¢[p]
< W, + VOV, + V() = 2D.

Im letzten Schritt haben wir hier verwendet, dass wegen Y e Yt,—0o(Y) definitions-
gemiB ¢(YY —r,) = —oo ist. Die Abschitzung fiir den zweiten Summanden folgt
daher sofort, und fiir den dritten Summanden haben wir (ZI8) aus Lemma | auf
YY —r, angewandt. Nach Induktionsvoraussetzung folgt

U — U \ U ¥ —
PUB (V) = e HYON D) / p(d¥) e WOV YN\ 1, (7

IN

oD o—HY ("\{y}) / (d¥) e~V (AT

=PIy \{y}) < P
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Betrachten wir nun fiir ¢ > p den Anteil der Korrelationsfunktion pl#(Y). Zur
Abkiirzung definieren wir A := A(g+ 1) + ry. Wegen ([Z2) und der Definition der
bedingten Gibbsverteilung ist

p(y) = [ utar) [ @ 9)1y,,00/(v)

ZyA(Y)

w e—HY ON=WV YY) =HE (07) 45

und weiter gilt
HYY)+ WY, YY)+ H{(Y") = H{ (YY) + HY (Ype) + WY (Ye, Y}.),

denn auf beiden Seiten kommen alle Wechselwirkungen vor bis auf die von Y. mit
sich selbst. Wegen Y’ € Y; ((Y') kann man nun (ZI7) aus Lemma § auf YY' — r,
anwenden:

a
—-H{ (YY) < - > N, (YY) = CogiaVarr < = ChgraVora.
r€lg+1]

Insgesamt ergibt sich also
_ 1 _
vry </ in_/u daY'|Y) 1 Y’
pg (YY) < | u( )ZX’Z(Y) A(dY'[Y) 1y, vy (Y)

x e~ HY (Yae)=WY (Yae YSe)=Cthgp1Vasr ,#Y)

_ 2 k
< e—cwqﬂvﬁl—HU(yAc)/N(df/) 1 e—WU(YAc,YAc)e—,\2(A)Z (A*(A)z) .

U,z /7
ZA (Y) k>0 k!

Wegen

2 1 U v — U ’
—A2(A) —WUY (Ype,Yac) / UdY"' 1Y) 15vr —WUY (Ype,Y')
(& — € = Y/ =p\€

ZJI{,Z(jr) Ya ( 1Y) {Y;=0}

erhalten wir mittels ([Z2) durch Abschétzen der Indikatorfunktion

U — U Vs
pIIJJHLL(Y) < eZVq+1*C¢q+1Vq+1 €7H (YAC) //,//(dY) €7W (YAC,Y)
— #Vat1=CYgt1Var1 pU’“(YAc) < e Vat1=C¥g+1Vat1 gmfl

nach Induktionsvoraussetzung, da #Yx. < m—1und £ > 1. Durch Zusammensetzen
der Abschitzungen der Bestandteile der Korrelationsfunktion ergibt sich

pU,u(Y) < eng—l + Z equ+1—Cwq+1Vq+1 gm—l < gm
q=>p

nach Wahl von . Damit ist nun auch der Induktionsschritt gezeigt. 0

2.6.4 Messbarkeit: Lemma Bl

Messbarkeitseigenschaften von Punktprozessen werden ausfiihrlich in vielen
Biichern besprochen, siehe etwa [DV], [K] oder [MKM]. Die Messbarkeit des ers-
ten Terms von () ist Teil des Satzes von Campbell, und man zeigt sie wie den
Messbarkeitsteil des Satzes von Fubini: Fiir Funktionen der Form f = 1pyx4 mit
P € F und A € B? ® Fs folgt die Aussage sofort aus der Definition der o-Algebra
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Fy. Nun kann man die Richtigkeit der Behauptung nacheinander fiir messbare Indi-
katorfunktionen, Treppenfunktionen, nichtnegative Funktionen und schliefflich fiir
messbare Funktionen zeigen. Fiir den Rest von () geniigt die Beobachtung, dass
fiir alle A € B ® Fs gilt:

Na(VinYa) = > Y Ig—gayligieay, Na(Yi\Y2) = Na(Y1) — Na(Yi N Ya),
Yy1€Y1 y2€Y2
Na(YiUYs) = Na(Y1) + Na(Ya \ V1) und  Na(g(Y)) = Y La(g:(y))-
y'ey

Fiir die Terme in [Z3) zeigt man die Messbarkeit vollig analog. Weiter gilt fiir
ccER, AcB?’®@Fsundy e R?x S

Héfy filp,y) <ec e Z Lippyn<e 2 1

Y y'ey

Nalfy €Y : filp,y)) = 0}) = Y 1{p(puy)=0.eays

y'ey

y' € Cyvp(y) & Z Z Ly=yo,y'=ym? H Liyiyireny 21 und

m20yo,...,ym €Y i=1

Na(Cy(®) = D Lyecyn@ e}
y'ey

Ist L € Fp(r2xs), so gibt es ein L' € (B2 x S)? mit
L = {y1y2 € E(R* x S) : (y1,2) € L'}

und es gilt
1
NUBEY) =53 D lwmert
y1€Y y2€Y\{y1}

Aus diesen Relationen folgt die Messbarkeit der Terme in I). Ist £ € N, so
besteht (Y, B) genau dann aus hochstens k Clustern, wenn

> 1Oy ) UCy p () =0y = 1.
Y1, Yk €Y

Hieraus schlief8lich folgt die Messbarkeit der Clusteranzahl.

2.6.5 Messbare Erweiterungen: Lemma M

Sei A C (R? x 9)? messbar, so dass [ZI3) fiir alle Schnitte von A erfiillt ist. Sei
€ > 0. Wir definieren eine Funktion f : (R? x S)? — R4 durch

f(x,o,2',0") == N2(A(z,0,0") N Ba(2, €)).
Nach dem Satz von Fubini ist f messbar, und fiir z, 2’ € R2,0,0’ € S ist
flx,o,2',0') >0 & Ba(a',e)NA(x,0,0)#0 & (z,0,2',0") € A,

was sich unmittelbar aus ([ZI3)) ergibt. Also ist A. = {f > 0} eine messbare Menge.
Sei nun A C (R? x S)? messbar, so dass die Menge der inneren Punkte von
A(z,0,0") dicht in A(z,0,0") liegt. Sei U C R? offen mit U N A(x,0,0’) # 0.
Nach Voraussetzung liegt dann in U N A(z, 0,0") eine offene Kreisscheibe, also ist
A2(U N A(z,0,0")) > 0. Damit haben wir in diesem Fall Bedingung ([ZT3) gezeigt.
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Vorbereitungen




Kapitel 3

Spintransformationen

3.1 Resultat

3.1.1 G-glatt approximierbare Potentiale

In diesem Abschnitt betrachten wir reine Spintransformationen auf R? x S. Wie
schon erwidhnt konnen diese gleich als Transformationen auf S aufgefasst werden.
Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist nun das folgende:

Satz 1 Seien (S,Fs) ein Standard-Borel-Raum, As ein Wahrscheinlichkeitsmaf
darauf, G eine Transformationsgruppe auf S und (U, z,Y0) ein zulissiges Tripel mit
Ruelle-Schranke, wobei U : (R? x S)? — R ein Standard-Potential ist. Gilt

Ag ist G-invariant und

U ist G-invariant und G-glatt approximierbar,
so0 st auch jedes auf Yo konzentrierte Gibbsmafs u € Sy, (U, z) invariant unter G.

Bevor wir die im Satz entscheidende Eigenschaft der G-glatten Approximierbarkeit
definieren, benotigen wir eine Verschiarfung des Begriffs der G-invarianten Menge:

Definition 11 Eine Menge A C (R? x S)? heifit vollkommen G-invariant, falls

V(y,y) €A g9 €G: (9(y),d' () € A

Definition 12 Sei (U, z,Y¢) ein zulissiges Tripel mit Ruelle-Schranke &, wobei
U: (R?x 8)? - R ein G-invariantes Standard-Potential ist. U heifit G-glatt ap-
prozimierbar, falls es eine Zerlequng von U in einen G-glatten Anteil U und einen
kleinen Storungsanteil u in folgendem Sinn gibt:
Es existieren eine vollkommen G-invariante Standard-Menge K D KY, eine bpqi-
Funktion v und messbare symmetrische G-invariante Funktionen U,u : K¢ — R
mat

U=U—u auf K¢, u>0 auf K¢,

U hat auf K¢ durch v dominierte G-Ableitungen,

sup /(1Kcﬂ)(y17y2)|y1 —ya|*dyz < 0o und (3.1)
y1€ER2XS

_ 1
sup /(1K\KU + 1get)(y1, y2) dy2 < —,
y1€ER2XS 13

wobei 1t := 1 —e % < uAl ist
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Man beachte noch, dass Bedingung [BII) nicht von der Wahl der Norm abhingt.
Die Klasse der G-glatt approximierbaren G-invarianten Standard-Potentiale ist eine
reichhaltige Klasse von Potentialen. Ein G-glatt approximierbares G-invariantes
Standard-Potential kann eine Singularitdt im Ursprung oder einen harten Kern
haben. Die Bedingungen an den harten Kern sind dabei relativ schwach: Er soll
als Standard-Menge lediglich beschrankte Reichweite haben, und es soll moglich
sein, ihn zu einer vollkommen G-invarianten Standard-Menge K zu vergrofiern,
ohne dass die Differenz K \ KY im Sinne der letzten Bedingung in (B1) zu grof
wird. Diese approximative vollkommene G-Invarianz des harten Kerns bedeutet
allerdings nicht, dass KUY gar nicht vom Spin abhiingen darf. Beispielsweise ist
der interessante Fall eingeschlossen, dass der Spin neben der Komponente, auf
die die Transformationen wirken, auch noch andere hat, in denen unter anderem
der Teilchentyp kodiert sein konnte. K und demnach auch der harte Kern und
das Eintauchverhalten in den harten Kern bzw. die Singularitdt diirfen also
durchaus vom Teilchentyp abhingen. Tatsiichlich werden auf der Menge K \ KV
iiberhaupt keine Eigenschaften von U vorausgesetzt, und fiir niedrige Aktivitat z
kann dieser Bereich nach der letzten Bedingung in (BII) sogar sehr groff gewéhlt
werden. Die entscheidende Eigenschaft von G-approximierbaren Potentialen ist
deren Zerlegbarkeit in einen glatten Anteil U und einen Stérungsanteil u. Da an
u keinerlei Regularitdtsbedingungen gestellt sind, braucht U weder differenzierbar
noch stetig zu sein. An den Storungsanteil v werden lediglich zwei Integrierbar-
keitsbedingungen gestellt, die im Wesentlichen u A 1 betreffen. Der glatte Anteil
U dagegen hat die in diesem Zusammenhang iiblichen Regularititsbedingungen,
allerdings auch nur aulerhalb von K.

Definition [ fiir G-glatt approximierbare Potentiale ist fiir unseren Beweis von
Satz [ mafBigeschneidert, dabei aber relativ kompliziert. Die folgende Proposition
gibt ein einfacheres hinreichendes Kriterium.

Proposition 4 Sei (U, z,Yo) ein zulissiges Tripel mit Ruelle-Schranke £, wobei
U:(R?x S)? — R ein Potential der Form

U(zi,01,22,02) = J(x1 —22)V(01,02) + L(z1 — 22)

sei, so dass J : R?> > R, V : §2 = R und L : R?> — R messbare symmetrische
Funktionen sind. Es gelte:

V st auf S gleichgradig G-stetig, beschrinkt und G-invariant,

L hat einen kompakten harten Kern K* und

Ve>0: /1(K£)c($)|J($)||x|2dx < oo und J ist beschrinkt auf (KL)°,

wobei KL = {x € R? : da(z, K1) < €} die e-Erweiterung von KL beziiglich der von
der euklidischen Norm induzierten Metrik sein soll. Dann ist U ein G-invariantes
Standard-Potential, das G-glatt approximierbar ist.

Ist S ein kompakter topologischer Raum und U ein Potential von obiger Form, so
dass sowohl V' als auch die Operation von G auf V stetig sind, so ist die Operation
von G auf V automatisch gleichgradig stetig und V ist beschriankt. Diesen Fall
hatten wir in [Ril] behandelt, und zwar unter der Zusatzvoraussetzung, dass J
beschrankt ist.
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3.1.2 Vergleich mit dem Resultat von Shlosman

Wir wollen unser Resultat mit fritheren Resultaten vergleichen, um Unterschiede
aufzeigen zu kénnen. Das erste Resultat fiir Symmetrieerhaltung von reinen Spin-
symmetrien bei Gibbsschen Punktprozessen, das keine so restriktiven Annahmen
wie beschrinkte Teilchendichten bendétigt, ist das Ergebnis von S. B. Shlosman in
[Sh]. Im Kern von dessen Beweis steht ein lokaler Grenzwertsatz fiir die Faltung
von Wahrscheinlichkeitsdichten. Die Struktur des Arguments wird damit eine vollig
andere, und dementsprechend sind die Voraussetzungen von anderer Art:

Satz 2 Seien (S,Fs) ein Spinraum, \g ein Wahrscheinlichkeitsmafl darauf, G ei-
ne zusammenhdngende kompakte Liegruppe, die messbar auf S operiert, und sei
(U, 2,Y0) ein zulissiges Tripel. Hierbei sei U ein Standard-Potential der Form

Uz,o,2',0") = J(x —2")V(o,0),

wobei J : R? — R und V : S — R, messbare symmetrische Funktionen sind, so
dass gilt:

As ist G-invariant, U ist (x)-superstabil, J hat endliche Reichweite,

V ist G-glatt und G-invariant und sup OFV (oy,02) < oco.

0’1,0’2,]1
Dann ist auch jedes stationdre Gibbsmafs p € Gy, (U, z) invariant unter G.

Statt einer einparametrigen Transformationsgruppe wird eine kompakte zusam-
menhéingende Liegruppe betrachtet. Entsprechend ist hier unter 97 die Ableitung
in Richtung eines Tangentialvektors h mit ||h|| = 1 zu verstehen. Es wird
angenommen, dass U von einer speziellen Gestalt ist, die am ehesten mit der
Gestalt in Proposition B verglichen werden kann. Der wesentliche Unterschied
zu unserem Resultat ist die Glattheitsbedingung sowie die Forderung endlicher
Reichweite des Potentials. Dafiir gibt es keinerlei Voraussetzungen an den harten
Kern. Superstabilitdt wird hier in einer etwas verschiarften Form gefordert, die
insbesondere impliziert, dass 0 < b <V < B < 0o mit reellen Konstanten b, B € R
gilt. SchlieBlich werden nur solche Gibbsmafle betrachtet, die eine gewisse schwache
Stationaritétsbedingung erfiillen.

Mit unserem Resultat besser vergleichbar ist das Resultat aus [G2] von H.-O.
Georgii:

Satz 3 Seien (S,Fs) ein Standard-Borel-Raum, Ag ein o-finites Maf$ darauf, G ei-
ne einparametrige Transformationsgruppe auf S und (U, z,Y:) ein zuldssiges Tripel,
wobei U : (R? x 8)2 — R ein G-invariantes Potential sei. Der harte Kern von U
sei leer oder von der Form

KY ={(y1,92) : [y1 — 2l < 6},
wobei |.|,, eine beliebige Norm auf R? und § > 0 eine reelle Zahl ist. Auflerdem gelte
06U (y1,92) < ¥(lyr —2l)  fiir alle (y1,y2) € (KY)°

mit einer monoton fallenden Funktion ¢ : Ry — Ry mit fw(r)rgdr < 0. Dann
ist jedes temperierte Gibbsmaf u € Sy, (U, z) G-invariant.
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Der wesentliche Unterschied zu unserem Resultat ist wieder die Glattheitsbedin-
gung, die wir stark abgeschwécht haben. Dafiir kann hier auf die Existenz einer
Ruelle-Schranke verzichtet werden, es miissen also beispielsweise keinerlei Super-
stabilitdtsannahmen gemacht werden. Eben solche Annahmen benétigen wir, um
mit der fehlenden Glattheit zurechtzukommen. Aber auch im glatten Fall gibt es
noch Unterschiede: Zum einen konnen wir allgemeinere harte Kerne betrachten, und
zum anderen machen wir iiberhaupt keine Annahme iiber das Eintauchverhalten des
Potentials in die Singularitit, wihrend in Satz Bl nur Potentiale betrachtet werden,
deren G-Ableitungen in der Umgebung des Kerns bzw. der Singularitét beschrankt
sind.

3.2 Beweis von Satz [

Der Beweis unterscheidet sich an einigen wesentlichen Stellen technisch und kon-
zeptionell von unserem Beweis in [Ril]. Dies ist einerseits eine Folge der etwas
allgemeineren Formulierung des Satzes, andererseits arbeiten wir hier mit einem
Spin-abhéngigen Kantenprozess. Dadurch kénnen wir zwar auf stochastische Do-
minierung verzichten, dafiir wird die Transformation auf dem Konfigurationsraum
komplizierter. Wir haben diese Verdnderungen vorgenommen, um den Beweis dem
des néchsten Kapitels anzugleichen und so schon wesentliche Ideen des Beweises im
Fall der Translation vorzubereiten.

3.2.1 Konstanten

Seien (S, Fg) ein Standard-Borel-Raum, \g ein Wahrscheinlichkeitsmafl darauf, G
eine einparametrige Transformationsgruppe auf S und (U, z,Yo) ein zuliissiges Tripel
mit Ruelle-Schranke ¢, wobei U : (R? x S)2 — R ein Standard-Potential ist. Es
gelte

Ag ist G-invariant und

U ist G-invariant und G-glatt approximierbar.

Dann gibt eine vollkommen G-invariante Standard-Menge K O KUY, eine bpqi-
Funktion ¢ und eine Zerlegung von U in messbare symmetrische G-invariante Funk-
tionen U : (R? x §)? — R und u : (R? x S)? — R mit

U=U—wu und u>0 auf (R* x §)?, wu=0auf K,

_ 3.2
U hat auf K¢ durch ¢ dominierte G-Ableitungen, (3:2)
sowie
Cu = SUp /ﬂ(yuya)lyl —yaldys < oo und
R2xS
me X (3.3)
Ce = sup /(1K\KU +a)(y1,y2) dys < —,
y1€ER2XS Z€
wobei 4 =1 — e~ sein soll. Wir bendtigen auflerdem die Konstanten
co = 01V sup [0l - veP v 1) dge
y1ERZXS (3.4)
e = sup{|y1 — y2| : (y1,92) € K},
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die endlich sind, da nach Voraussetzung 1 eine bpgi-Funktion ist und K endliche
Reichweite hat. Wir zeigen die G-Invarianz aller Gibbsmafe mit Kriterium (Z8) aus
Proposition B, daher betrachten wir ein festes u € Gy, (U, z), einen festen Transfor-
mationsparameter 7 € R und eine feste Zylindermenge D € Fy p , mit n’ € N.
Ohne Einschréankung koénnen wir 7 > 0 wéhlen. Gemé$ dem modifizierten Kriteri-
um (7)) geben wir aulerdem ein festes reelles 6 > 0 vor. Im ganzen Beweis werden
wir Abhéngigkeiten von obigen Parametern und Konstanten in den Notationen nicht
berticksichtigen.

3.2.2 Zerlegung von i und Kantenprozess

Fir n € N und Y € Y betrachten wir die Kantenmenge
E,(Y) = Ep, (Y) = {y1y2 € E(Y) : yay2 N Ay # 0}

Auf dem Ereignisraum (Eg, vy, Bg, (v)) sei m,(.|Y) das Bernoullima8 zur Familie
von Wahrscheinlichkeiten

(@(b)per, vy mit a(b) =1 — e uld),

Wegen 0 < u < oo gilt tatséchlich 0 < a(b) < 1 fiir alle Kanten b € E,(Y).
Wie in der Einfithrung erwihnt, kann 7, (.|Y") zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf
auf (&, F¢) fortgesetzt werden. Fiir alle D € F¢ ist w,(D|.) Fy-messbar, also ist 7,
ein Wahrscheinlichkeitskern von (Y, Fy) nach (&, Fe).

Lemma 10 Sein e N und G, :={Y €Yo: >. a(b) <oo}. Es gilt
beB,(Y)

pRup, (GH)y=1 und u(Gr)=1

Fiir jedes Y € G/ gilt nach dem Lemma von Borel-Cantelli, dass beziiglich 7, (.]Y")
jede Kantenmenge fast sicher endlich ist, d.h. m,(.]Y") hat seine ganze Masse auf
der abzihlbaren Menge der endlichen Teilmengen B C E,,(Y):

S m(BYY) =

BCE,(Y)

wobei das Summenzeichen 3" andeuten soll, dass sich die Summe nur itber endliche
Teilmengen erstrecken soll. Es gilt

J(BYY) = JTaw)  JI (0 -a®) = e I (e® — 1),

beB beEn(Y)\B beB

daher ist insbesondere fiir jedes Y € G} der Hamiltonian Hy (Y) endlich. In diesem
Fall ergibt sich aus der Zerlegung des Potentials also eine entsprechende Zerlegung

des Hamiltonians )
H{ (Y) = HY (Y)— Hf (V).

Zusammen mit der Zerlegungseigenschaft der Gibbsmafle ([22) folgt fiir jede FyRF ¢-
messbare Funktion f >0

/u®7rnf = /u(dy)ﬁ/w (dY|Y) Z f(Y,B)

BCEn(Y) (3.5)

% 2 #Ya, —HY, (V) [ ® ),
beB
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wobei wir verwendet haben, dass wir nach Lemma [0 auf beiden Seiten von (B1)
annehmen konnen, dass Y € G/ ist, und somit obige Umformungen erlaubt sind.
Falls f nicht von B abhéngt, steht auf der linken Seite von ([BH) gerade die pu-
Erwartung von f, da m, ein Wahrscheinlichkeitskern ist; die rechte Seite besagt,
dass die Stérung u des G-glatten Potentials U in einem Kantenprozess B kodiert ist,
so dass die Storung nur solche Teilchenpaare y1, y2 betrifft, deren Verbindungskante
y1y2 in B ist.

Neben m,(.|Y") betrachten wir auf dem Ereignisraum (g, (v), B, (v)) auch das auf
die endlichen Kantenmengen konzentrierte Zahlmaf 7/, (.|Y). Wie 7, kann auch =,
als Wahrscheinlichkeitskern von (Y, Fy) nach (€, F¢) betrachtet werden. Fiir alle
Fe-messbaren Funktionen f > 0 gilt

[masism = X s,
BCE,(Y)
3.2.3 Verallgemeinerte Transformation

Firn>n', Y €Y und B C E,(Y) seien
By = BU{yiy2 € En(Y) : (y1,92) € K}

die erweiterte Kantenmenge und

ry.B, (A) = sup{|y'| : v € Cy B, (A)}

die Reichweite des von A € B? ausgehenden B,-Clusters. Wir betrachten nun
speziell den von A, ausgehenden B -Cluster, wobei n’ € N die im Abschnitt BT
fest gewdhlte natiirliche Zahl ist.
Lemma 11 Es gilt  sup [p®@m,(dY,dB)ry g, (An) < oo.
n>n’

Nach der Ungleichung von Cebysev kénnen wir daher eine natiirliche Zahl R > n’
wéhlen, die nicht von n abhingt, so dass das Ereignis

GI

n

={Y,B)eYx&E:ryp, (Ap) <R, BCE,(Y)} € Fy®TFe

fiir jedes n > n/ die Wahrscheinlichkeit

N |

p@m(Gy) > 1 -
hat. Fiir n > R definieren wir die Funktionen
¢g:Ry—-R, Q:RL—R, r:RxRy—R und 7,:R—-R

durch

1 k
q(s) = ma Q(k) = /0 q(s)ds,

= ’ (5') s’ To(8) == 7r(s — R,n —
r(s,k) = /WW LB, ml) = Tr(s— Ron )

Abbildung Bl zeigt den Graphen von 7,,. Wichtige Eigenschaften von 7, sind:

Tn(s) =7 fiir s <R, Tn(s) =0 fir s>n (3.6)
und 7, ist monoton fallend. '
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Tn(S)

T

Abbildung 3.1: Graph von 7,

Durch
Ty :R*x S = R*x S, T(Y) = gr, ()

wird nun eine Transformation auf R? x S gegeben, die man auch als Transformation
auf Y betrachten kann, bei der jedes Teilchen y der Konfiguration Y der Transfor-
mation zum ortsabhédngigen Parameter 7, (|y|) unterworfen wird. Wir wollen diese
verallgemeinerte Transformation T als Hilfsmittel in unserem Beweis verwenden;
man vergleiche dazu die Vorgehensweise in [G2).

3.2.4 Gute Konfigurationen

Um die im Kantenprozess kodierte Storung u und das unspezifizierte Verhalten des
Potentials in K in den Griff zu bekommen, werden wir 7} durch eine Transformation

Th:YxE€E—-YxE
ersetzen, die folgende Eigenschaften haben soll:

(1) Ist B eine Menge von Kanten zwischen Teilchen in Y, so ergibt sich die trans-
formierte Konfiguration (Y, B) = %,,(Y, B) dadurch, dass jedes Teilcheny € Y
an seinem Ort bleibt und sein Spin mittels gy, , () transformiert wird.

(2) Der Transformationsparameter ¢,y g(y) darf von der Gesamtkonfiguration
(Y, B) abhiingen, d.h. wir verlangen nicht, dass die Teilchen unabhiingig von-
einander transformiert werden.

(3) Teilchen im Innenbereich A, werden mittels g, transformiert, und Teilchen
im Auflenbereich A, werden gar nicht transformiert.

(4) Teilchen, die durch eine Kante aus B verbunden sind, werden derselben Trans-
formation unterworfen.

(5) %, ist bijektiv, und das Referenzmafl v ® 7/, ist invariant unter ¥,.

(6) Es existiert eine geeignete Abschitzung des Hamiltonians H/[;Jn (Y). Letzteres
bedeutet insbesondere, dass auch Teilchen y,y’ € Y mit (y,y’) € K derselben
Transformation unterworfen werden sollen.

Eigenschaft (3) impliziert, dass die Transformation der gewihlten Zylindermenge
D mittels g, gleichbedeutend ist mit der Transformation dieser Menge durch ¥,.
(4)-(6) fordern wir im Hinblick auf die linke Seite von ). Hat némlich ¥, die-
se Eigenschaften, so ldsst sich die Dichte des durch %, transformierten Prozesses



34 Spintransformationen

beziiglich des untransformierten Prozesses unter dem Mafl y ® , leicht angeben.
Somit erscheint eine derartige Transformation ¥,, als geeignetes Werkzeug, um eine
&) dhnelnde Abschétzung zu erhalten. Allerdings sind sicher nicht alle obigen Ei-
genschaften gleichzeitig erfiillbar, denn beispielsweise ist es moglich, dass Innen- und
Auflenbereich iiber Kanten miteinander verbunden sind; daher sind Eigenschaften
(3) und (4) nicht gleichzeitig erfiillbar. Falls allerdings n > R und (Y, B) € G, ist,
kann genau diese Situation nicht eintreten, und geméfl Lemma [l ist dies immerhin
mit hoher Wahrscheinlichkeit der Fall. Bei den anderen Eigenschaften ergeben sich
dhnliche Probleme, so dass wir damit zufrieden sein werden, obige Eigenschaften
fiir alle (Y, B) aus einer gewissen Menge von guten Konfigurationen

2
Gn = {(V.B)€G),: Y Si(n,Y,B) <1} € Fy®Te (3.7)

i=1

zu erhalten. Die Funktionen 3;(n, Y, B) werden wir genau an den Stellen definieren,
wo wir erzwingen wollen, dass gute Konfigurationen eine bestimmte Eigenschaft
haben sollen. Spéter, in Lemma [[6 werden wir dann zeigen, dass die Menge der
guten Konfigurationen G,, nahezu Wahrscheinlichkeit 1 hat, falls nur n grofl genug
gewahlt wird. Bis dahin sei n > R + 1 fest gewahlt.

3.2.5 Modifikation der verallgemeinerten Transformation

Seien Y € Y und B C E,(Y) eine endliche Teilmenge. Wir wollen ¢, y g und
%, (Y, B) konstruieren. Eine mogliche Wahl von ¢, y, g, die die im letzten Abschnitt
geforderten Eigenschaften hat, ist

tnys:Y =R, thyp(y) = min{n(y']):y €Cvn (y)}

Da nach BH) 7,(x) = 0 fiir |z| > n ist, wird dieses Minimum tatséchlich angenom-
men. Wir wollen eine messbare Funktion angeben, die die Position eines Teilchens
liefert, in dem das Minimum angenommen wird. Spéter werden wir ben6tigen, dass
diese Konstruktion nur sehr indirekt von den Teilchenspins abhéngt. Wir wahlen
daher zuerst eine messbare Hilfsfunktion h, : {(X,z): X € X,z € X} — R? mit

ho(X,z) € X, |hp(X,2)| > |2 und 7,(|Jhn(X,2)|) = min{r,(]2'|) : 2’ € X}.

Beispielsweise konnen wir h,, folgendermafien wihlen: Fiir X C A,, ist X endlich,
und wir definieren h, (X, z) als den Punkt von X mit maximalem |.]-Abstand vom
Ursprung. (Gibt es mehrere solche, so withlen wir unter diesen denjenigen, der ma-
ximal ist beziiglich der lexikographischen Ordnung.) Ist X NA,¢ # ) und x € A, so
setzen wir h, (X, ) := z. Ist schlieBlich X N A,¢ # @ und z € A,,, so sei h, (X, z)
derjenige Punkt von X N A,¢ mit minimalem [.]-Abstand vom Ursprung. (Gibt es
mehrere solche, so wihlen wir unter diesen denjenigen, der maximal ist beziiglich
der lexikographischen Ordnung auf R2.) Fiir Y € Y, B € E,,(Y) und y € Y sei nun

an g, (Y) = ha(p(Cy,B, (¥)),p(y))-
Es gilt

any,5, (Y) € p(Cv.B, (¥)), lag v 5, (W) > |yl

und &,y 5(y) = Tallan v,5, |)-
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Auflerdem gilt nach Konstruktion

R
tnyv,B(y) =tay,s(y) Vyy €Y mity <y (3.9)
Nun kommen wir zur Definition der deformierten Transformation. Wir setzen
Tn.B(Y) = {gtn’Y’B(y)y y€eY} = {(x,gtn’Y’B(y)a) i (z,0) €Y} und
Tn v (B) = {9tn v )Y Ity sw)¥ Yy € B}

Falls B nicht wie oben gefordert eine endliche Teilmenge von E,,(Y) ist, so setzen
wir €, p = id und T,y = id. Die deformierte Transformation sei nun definiert
durch

T YxE—-YxeE Z,(V,B) = (%, 8Y).%,v(B)).

Unter Verwendung von Lemma [ kann gezeigt werden, dass alle eben definierten
Objekte messbar beziiglich der betrachteten o-Algebren sind. Wir wollen geméif
Kriterium 1) auch die Transformation in Gegenrichtung betrachten. Seien also
die Objekte T,,, T, p und T,, y analog zu obigen Objekten definiert, wobei statt dem
Transformationsparameter ¢,y g der Transformationsparameter ¢,y g := —tn y.B
verwendet werden soll. Das folgende Lemma gilt dann analog fiir die Transformation
in Gegenrichtung.

Lemma 12 Fiir gute Konfigurationen (Y, B) € G, ist
(Tn,BY)r,, = (9:Y)n,, und (T,,BY)r,c = Ya,c. (3.10)

Entscheidende Eigenschaften von ¥, sind nun, dass ¥,, bijektiv ist und dass wir das
Transformationsverhalten von vy, ® 7, unter ¥,, bestimmen koénnen:

Lemma 13 Die Transformation T,, : Yx & — Yx & ist bijektiv mit T,, als Inversem.

Lemma 14 Das Maf vy, ® w,(.|Y) ist fir alle Y €Y invariant unter T,,.

3.2.6 Schlussargument des Beweises

Aus Zerlegung (BH) und Lemma [[4 ergibt sich

1 ® 1 (T (DN GL))

= /u(dY)ﬁ/uAn ® 7, (dY,dB|Y)

1‘In(DﬁGn)(Ya B) SH#YA, e—H/{]n(Y) H(eU(b) _ 1)

beB
_ 1 _
= dy = ' (dY,dB|Y
[ #a?) = [, @ mav.aniy)

s, (pna,) © Tn(Y, B) 2T )an o= HY, (Tn,5Y) IT e ® -1
beT, v B

Hierbei haben wir die Menge D mit D x € identifiziert. Im letzten Term ist nun
1z, (pnGn) ©Fn = lbna, wegen Lemma [[3
#(Zn.BY )4, H#Yn, nach Konstruktion und

H (ev® —1) = H (e"® —1)  wegen (BX) und der G-Invarianz von u.
be¥, vB beB
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Daher ldsst sich obiger Integrand zu

1o, (Y, B) 2 =R, 5o TT (0 — 1)
beB

vereinfachen, und Analoges ergibt sich fiir die Riickwiirtstransformation T,,. Es folgt

gu@mn(in(DmGn)) + gu@mn(fn(DmGn)) — u@m(DNGy)
_ 1 _
= dy _ ' (dY,dB|Y) 1 Y, B) 2#Yan u®) _q
[ 7 [ 8. @ ma¥.aBIT) 1o, (v.8) 24 T -

o« [g(e_HEn(T’n,BY) 4 e HR, (Tn.Y)y _ e~ HX, (Y)] )

und der letzte Term des Integranden ist nichtnegativ; denn wegen der Konvexitét
der Exponentialfunktion ist

LemHR, @usY) | =B, (TunY)y 5 (=3HE, (TusY)=3H, (T oY)

und fiir gute Konfigurationen haben wir folgende Abschitzung fiir Hamiltonians:
Lemma 15 Fir (Y,B) € G,, gilt
HY (%, 5Y)+ HY (S.5Y) < 2H{ (V) +1. (3.11)
Insgesamt erhalten wir daher
gu R (Tn(DNGY)) + gu QT (Tn(DNGR)) =2 pR@m(DNGL).  (3.12)

In (BI2) wiirden wir gerne D N G,, durch D ersetzen. Der dabei gemachte Fehler
bleibt klein, falls die Menge der guten Konfigurationen G,, eine hohe Wahrschein-
lichkeit hat.

Lemma 16 Fallsn > R+ 1 grof genug gewdhlt wird, ist p ® 7, (GE) < 0.

Fiir den Beweis von Satz [l sei nun ein solches n > R + 1 fest gew#hlt. Wegen
D e ?gy/\n/ und m gﬂt

VYV,B)e DNGyn: (ZnBY)a,, €9-D.
Analoges gilt fiir die Transformation in Gegenrichtung, also folgt
T.(DNG,) Cg,D und %,(DNG,)Cg_.D.

Mit Hilfe dieser Inklusionen folgt aus (BI2) unter Verwendung von Lemma [0

e e
gilg--D) + 5u(g-D) = w(D) — 4.

Da § > 0 beliebig gewiihlt war, folgt im Limes 6 — 0 die Abschitzung ZH). Da
aber auch p € Gy, (U, 2), 7 > 0,n' € Nund D € Fy 5 , beliebig vorgegeben waren,
ergibt sich die Behauptung somit aus dem hinreichenden Kriterium fiir Symmetrie-
erhaltung von Proposition Bl
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3.3 Beweis der Lemmata

3.3.1 Konvergenz des Hamiltonians: Lemma

Seien n € N und Y € Y. Wegen

H.w) = Y i) < S Lyea )

beE,(Y) Y1,Y2€Y

gilt fiir alle Y € Y

/ va, (dY|V)HE (V) < /

A

dyl(/A dysti(y1,y2) + Y ﬁ(yhy?))-

Y2 EYAHC
Mittels Lemma B ergibt sich hieraus

/M®yAn(dY)H}\1n(Y) g/ dyl(/ dysii(y1, y2) + 2€

dy2a(y1, yz))
An A, Ag

< / (14 2€)ce < 4n’(1+ 28)ce,

wobei wir die Integrale iiber yo durch c¢ abgeschétzt haben, vergleiche [E3). Da
der letzte Term einen endlichen Wert hat, ist die erste Behauptung gezeigt, und die
zweite folgt hieraus, da p wegen [Z2) und der Definition der bedingten Gibbsver-
teilung absolutstetig zu p ® vy, ist.

3.3.2 Beschriankte Cluster-Reichweite: Lemma [IT1]

Firn >n/, Y € Y und B C E,(Y) schitzen wir die Clusterreichweite ry g, (Ay)
ab. Dazu betrachten wir zunéichst einen Pfad yo, ..., ym im Graphen (Y, By) mit
Yo € Ay und ein k mit 1 < k < m, so dass auf dem Pfad gerade die |.|-Linge der
Kante yg—1yr maximal ist. Es gilt dann

m
ym| < lyol + > lyi —vica| < 0’ +mlyx — ye_al.
i=1
Durch Betrachtung aller Moglichkeiten fiir solche Pfade und Kanten maximaler
Lénge folgt

ry,B, (An) < n'+ Z Z 27& Liyoen, yM|Yk — Yr—1] H Liyiyi 1By}

m>1k=1 yo,....,ym€Y i=1

Unter dem Bernoullimaf} 7, (dB|Y") sind die Ereignisse {y;y;—1 € B4} unabhiingig,
und es gilt

/Fn(dB|Y)1{yiyifleB+} < v (Yi1,96) + 9(Yi-1, i), (3.13)

wobei die Hilfsfunktion g : (R%? x S)? — R durch g := L\ gv + 0 definiert ist. Unter
Verwendung der Eigenschaft des harten Kerns ([Z3) folgt

Ry = [udy) [ moldBlY )y, () = o

m 7£ m
< Z Z/M(dy) Z l{yoel\n/}m|yk — Yk—1 Hg(yzel,yz‘)
m>1k=1 Yo, YmEY =1
< D) E)mH /dyo---dyml{yoeAn,}mlyk —yra| [T 9(wiz1, ),

m>1k=1 i=1
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wobei wir im letzten Schritt noch Lemma B verwendet haben. Nach B3] und (B4)
gilt aber fiir alle y € R? x S

/g(y,y’)ly—y’ldy’ < /g(y,y’)(l +ly—y'P)dy < ¢
(3.14)
mit ¢g := (1 + cj)ce + ¢y, und /g(y,y’)dy’ < ce.

Daher konnen wir die Integrale tiber dy; der Reihe nach von ¢ = m bis 1 aus-
werten. Dazu schitzen wir in jedem Schritt das Integral iiber dy; durch eine der
obigen Konstanten ab. Durch die m Integrationen erhalten wir genau einen Faktor
¢g und (m — 1) Faktoren c¢, wihrend die Integration iiber dyg schlielich noch einen
zusitzlichen Faktor A\2(A,,/) = (2n/)? liefert. Es ist demnach

R, < (2n'28)%¢, Z m?(cez€)™ ™ < o0,

m>1

wobei der Wert der Summe wegen ce2§ < 1 endlich ist.

3.3.3 Deformierte Transformation: Lemma
Sei (Y, B) € G,,. Fiir ein Teilchen y € Y gelten dann folgende Implikationen:

yeh, = ath’B+ (y)€eAr = thysly) =7 und
y S AZ = a707,7Y,B+ (y) S AZ = tn,Y,B(y) =0.

Hierbei gilt die erste Implikation nach Definition der Clusterreichweite R bzw. we-
gen lap v 5, (y)| = [y aus BF), und die zweite Implikation folgt jeweils aus den
Eigenschaften von 7, (B8), da nach B3) t,.,v,5(y) = 7n(la; y,p, (¥)]) ist. Damit ist
die Behauptung ([BI0) bewiesen.

3.3.4 Bijektivitidt der Transformation: Lemma

Seien Y € Y, B € € und (Y, B) := %,,(Y, B). Falls B keine endliche Teilmenge von
E(Y) ist, so gilt (Y,B) = %,(Y,B) = (Y, B) und %,(Y, B) = (Y, B). Anderenfalls

folgt aus der vollkommenen G-Invarianz von K

Wy) €K & (Gnysw¥ 9tnvsw)y) €K,

daher sind die B -Cluster von (Y, B) gerade die transformierten B, -Cluster von
(Y, B). Da sich bei der Transformation die Teilchenpositionen nicht dndern, gilt
daher fiir alle y € Y nach Definition des duflersten Punktes eines Clusters

Ay, (y) = a) 55 (§) Wit G =g\ mw)Y-

Sei nun y € Y. Bei der Konstruktion von (Y, B) wird y zum Transformations-
parameter t, y p(y) transformiert. Das dabei entstehende Teilchen § wird bei der

Konstruktion der Riicktransformation zum Transformationsparameter ¢, v 5(9) =
—t, v () transformiert. Nach Obigem gilt aber

by 38) +tnyelY) = —malla] 5 5 (O)) + m(eg v,5, @) =0,

somit erhalten wir wieder y zuriick. Auch in diesem Fall ist also T,,(Y, B) = (Y, B).
Es folgt %,0%,=1id,und T, 0%, =id zeigt man vollig analog.
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3.3.5 Invarianz des Referenzmafles: Lemma [I4

Fiir die §,,-Invarianz von vy, @7, (.|Y) ist zu zeigen, dass fiir jede Fy @ Fe-messbare
Funktion f > 0 gilt:

/ (YY) Z foZa(Y,B) = /VA (dY|Y) Z f(Y,B). (3.15)

BCE,(Y) BCE,(Y)

Sei also Y € Y und f > 0 messbar. Definitionsgemé&f ldsst sich die linke Seite von
BI3) darstellen als

6—4"22%1(@ mit I(k) =/Akdy S FoTa(Y,.B).

k>0 BCE,(Yy)

wobei wir die Bezeichnung Yy ={y1,..., Y}t U YA% verwenden. Wir wiirden gerne
eine Kantenmenge B festlegen, bevor wir die Zusténde y; der Teilchen festlegen.
Wir fithren daher Kanten zwischen Indices anstelle der Kanten zwischen Teilchen
ein. Sei dazu Ny, := {1,...,k},

=N, U YA% und En(f/k) = {y1y2 € E(Yk) cy1ys NINE # 0.

Fir B C E,(Y*) und eine Folge von k Zustinden y € (A,, x S)¥ definieren wir
B, als diejenige Kantenmenge, die entsteht, wenn bei jeder Kante der Menge B
der Endpunkt ¢ durch y; ersetzt wird. Wie schon eben verwenden wir auflerdem
die zur Folge gehorige Konfiguration Y, = {y; : i € Ny} U YA%. Mit Hilfe dieser
Kurznotationen erhalten wir

I(k) = Z / dx I(k,B,x) mit I(k,B,z) := /sk do fo%0(Y(z,0), Ba,o))-

BCE, (Y*)

Das Bild von (}7@70),3(%0)) unter ¥,, besteht nun aber genau aus den Teilchen
mit Ort z; und Spin o}, wobei o} aus o; durch die Transformation zum Parameter
bn ¥ o). B (mﬁ)(mi,ai) hervorgeht. Wiirde dieser Parameter nicht von o abhéngen,
konnten wir jetzt die G-Invarianz von A\g anwenden. Bei der Definition des Trans-
formationsparameters gehen die Spins aber nur insofern ein, als bei den zu betrach-
tenden B,-Clustern auch Kanten beriicksichtigt werden miissen, deren zugehorige
Teilchenpaare in K liegen. Wir definieren daher fiir z € A,,*, B’ C E,,(Y*) die Men-
ge Ay 5 g aller Spins, so dass B’ gerade die Kantenmenge all solcher Teilchenpaare
ist:

Apap = {0€S": Vyy' € E,(Y¥) ooy 1 9y € Bl,oy & (1,y') € K}.

Besteht B’ aus unendlich vielen Kanten, so ist Ay, p leer, denn fiir yy' €
En(Y*) (4,0 mit (y,y') € K ist yy' C Apyey, aber Apic, kann nur endlich vie-
le Teilchen enthalten. Durch eine vollsténdige Fallunterscheidung nach B’ erhalten
wir somit

I(kanw) = Z / dalAk )fo‘z ( (z,0)s B(mo))
B/CE,(VF)
Die Summanden der letzten Summe bezeichnen wir mit I(k, B, z, B'). Ist nun o €

Ap z B, so gilt aber

tn oo Bl (@5 01) = Tllag g (@0,00)])

Tn( ’ hn((cf/k‘,BuB’(i))za wi) ’ ) =: 1k,B,z,B’ (’L),
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wobei (Cy« pup/(i)). € X diejenige Konfiguration von Positionen sein soll, die aus
Cy« pup (i) entsteht, wenn jeder Punkt j € Cyr pp/(i) durch z; ersetzt wird
und jedes y € Cy« pp (i) durch seine Position p(y). Die wesentliche Beobachtung
ist nun, dass der Transformationsparameter ¢ g, 5/ (i) gar nicht mehr von der
Spinkonfiguration abhéngt, solange nur sichergestellt ist, dass o € Ay 5 p/ ist. Mit

gk s SY = 8% (ghe ()i = Gy pi)(00)

gilt fiir 0 € Ay 5 B also

(Y00 Bao) = Vargy pon () By po.mr ()

und wegen der vollkommenen G-Invarianz von K gilt aulerdem

L, o w(0) = 14, 4 (9k,Bw B (0)).

Unter Verwendung der Abkiirzung
Fk,B,m,B’ : Sk - Ska Fk,B,z,B’(U) = 1Ak,m,B’(U) f(f/'(x,o’)a B(z,a))

folgt

I(k, B,z B) = / 0o Fi p 0.5/ (05.5.0. (0)),
Sk

und wegen der G-Invarianz von \g ist A¥ o g,;}97z73, = A% und daher
I(k, B,J]’ B/) = /k do Fk,B,m,B’ (0‘) = / do 1Ak,m,B’(U) f(x_/(x,a)a B(:E,a’))
s Sk

Damit sind wir aber fertig, da dieselbe Argumentation zeigt, dass die rechte Seite
von ([BIH) geschrieben werden kann als

—4n? 1 ! / _
e 4 ZE Z /A kdm Z /Sk dU1Ak,z,5/(0)f(Y(m,U)’B(r,a))-

k>0 BCE,(YF) B'CE,(YF)

3.3.6 Abschitzung der Energie: Lemma

Fiir y,5’ € R? x S und 9 € [—1,1] mit (y, gsy’) ¢ K fiir alle s € [—9, 9] gilt

(s)9* = sup 0aU(y,gsy) V>
s€[—1,9]

Uy, 999') + Uy, 9—vy') —2U(y,y")
d2
sup
se[—1,9]

U
A

nach Taylor-Entwicklung von @3 »» Was wegen der G-Glattheit von U moglich ist.
Die t-Dominierung der G-Ableitungen liefert

sup  92U(y,9sy") < ¥(y,y).
s€[—1,9]

Sei nun (Y, B) € G,,. Ohne Einschrinkung kénnen wir die rechte Seite von (BT
als endlich voraussetzen. Unter Verwendung der Kurzschreibweisen

ﬂy,y/ = tn,Y,B(y/) - tn,Y,B(y) fiir Y, y/ S En(Y) und
Enx(Y) = {yy € En(Y): (y,y) ¢ K} firY ey
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ist dann

HY (3,5Y) + HY (3,Y) — 2HY (V)
= Y. [UWg,,0)+Uwy.g,, 1) -20yy)

yy' €En, k(Y)
< Z V(') (tny.s(y) —tays(¥)? = fulY,B).
yy' €En, k(Y)

Im ersten Schritt haben wir verwendet, dass U G-invariant ist und dass wegen ()
fir (y,y') € K ¥y, = 0 ist, und im zweiten Schritt konnten wir obige Taylor-
abschéitzung verwenden, da fiir (y,y’) ¢ K wegen der vorausgesetzten vollkomme-
nen G-Invarianz auch (y, gsy’) ¢ K fiir alle s € [—0, 9] ist. Nach der Ungleichung
zwischen dem arithmetischen und dem quadratischen Mittel ist

£ (v, 5) = 7)) + ) = 7a(ly'D) + Eally]) — tav,56)))

3
< (tn,y,8(Y) = 1 (lyD)* + (T (y)) = 7 ([y'D)* + (7 (|Y']) = tny,8(y")?,
und wir erhalten

FaV,B) < 63 6(u,9) (ta(l9]) — tuy.n(®))?

Y,y €Y

133 102y ) (o) — T )?.

Y,y €Y

2

In der ersten Summe auf der rechten Seite folgt unter Verwendung der Eigenschaften

B3) von afz,y,B+
() = tav:5@)* = (ally]) = 7allas v, ()
< 2 Mgt v, (Tlly) = mlly"D)

y// eY
Durch Unterscheidung der Fille ¢y’ # y,y’ und y” = ' kénnen wir daher f,(Y, B)
durch die Summe der beiden folgenden Ausdriicke abschétzen:
+

Ti(n,Y,B) =6 Y Loy ,,}1/)(%y')l{\y\g\y”|}|7n(|y|)*Tn(|y"|)|2,
y,y/7y//ey y y
£ (3.16)
So(n,Y) == 9 " (,y") i<yl (yl) = ma(ly" DI
Y,y €Y

Verwenden wir diese Summen bei der Definition von G,, in (BX), erhalten wir die
Behauptung EI1I).

3.3.7 Gute Konfigurationen: Lemma

Die in der Definition (B2) der Menge der guten Konfigurationen verwendeten Funk-
tionen ¥;(n,Y, B) haben wir in (BI0) angegeben. Mit Hilfe der Abkiirzung
Ta (W, y") = Lgyi<iy il (yl) = ma(ly"DI?
lassen sie sich schreiben als
#

Sin,Y,B) =6 > " 1 v ¥(y,y)i(y,y") und
! 1 {y<_)y//}
v,y Yy €Y

+
So(n,Y) =9 " oy, y") iy, y").
y7y//€Y
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Wir werden zeigen, dass die Erwartung der beiden Funktionen 3; beliebig klein
wird, wenn wir n grof§ genug wihlen. Zuerst werden wir aber noch einige Tatsachen
vorstellen, die wir spéiter brauchen.

Vorbereitungen

Sein> R+ 1. Fir s > s mit ' > R und s < n gilt

YA g(t - R) a(s — R)
0<r(s—Rn—R)—r(s —Rn—R :/ Ldtﬁ s —8) — %
| ) 7 e R = )
wegen der Monotonie von ¢q. Dies impliziert dann
— R)?
iz, 2") < Lgeanym (12'] = |2])? % fiir z, 2" € R?, (3.17)
indem wir ¢’ := |2’| und s := |z| substituieren. (Falls s’ < R oder s > n ist, so gilt

sogar 7 (x,z") = 0.) Wir wollen nun untersuchen, wie wir die Terme auf der rechten
Seite von BID) kontrollieren kénnen. Zuerst bemerken wir, dass

/ dzq(jx| — R)* < 16R* + 32Q(n— R) fiir n > 2R. (3.18)

n

Schreiben wir némlich s := |z|, so gilt

2R n—R
/ deq(lz] — R)?* < / ds8s + / ds8(s + R)q(s)*
A, 0

R

n—R
< 16R* + 32/ q(s)ds < 16R*+32Q(n — R).
0

Im ersten Schritt haben wir ¢ < 1 verwendet, und im zweiten Schritt s+ R < 2s und
5q(s) < 2. AuBerdem erhalten wir lim Q(n) = co als Konsequenz von loglogn <

n—oo

Q(n) fir n > 1. Aus BIR) folgt daher

_ 2
tim [ dp =BV

Jm [ de o = 0. (3.19)

SchlieBlich gilt fiir xo, ..., T, € R? nach der Dreiecksungleichung

m m
‘|xm|—|xo|‘ < m \/ [&i = zima], also (Jom| —oo)> < m* \/ |2; — zima]?. (3.20)
=1 =1

Abschitzung der Terme ¥;

Wir verwenden die Ideen aus dem Beweis von Lemmal[ldl FiirY € Yund B C E,(Y)
schiitzen wir die Summanden von X4 (n,Y, B) ab, indem wir alle Moglichkeiten fiir
Pfade yo, ..., Ym von y = yo bis y” = y,, im Graphen (Y, B;) betrachten und die
Fille y; = ' und y; # v’V j unterscheiden. Nach (BI7) und 20) kénnen wir dann
%1(n,Y, B) abschiitzen durch

. # q(lyol — R)*
ot Y eSS Y e R
m2>0 k=1 yo,....ym€Y
m—1

<I1 1{yiyi71e3+}[ S bwoy)+ Y w(yo,yj)]

i=1 YEY Y Fyi Vi Jj=1
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Die zweite Summe in den eckigen Klammern ist hochstens cym. Unter Verwen-
dung von Lemma [ der Integralabschitzungen BI3)), BId) und B4 folgt daher
genauso wie im Beweis von Lemma [Tk

/u(dY)/wn(dBD/) $1(n,Y, B)

(e q(lyol = R)*
< 67’2 Z m2 Z(Z{) +1 /dyo L. dyml{yOEAn}%lyk _ yk—1|2
m>0 k=1

% Hg(yz-—hyi){%/dy’w(yo,y’) +eym
i=1

2 2 3 m—1 q(|yo| — R)?
< (28)%cy6T mzz:om (cez€) /An dyom(zfcw + cym).

Nach (BI%) wird der letzte Ausdruck beliebig klein, falls nur n grof genug ist.

Analog gilt
q(lyl — R)?
Q(n— R)?’

und auch dieser Ausdruck wird beliebig klein, falls nur n grof§ genug ist. Insgesamt

[ vy satny) < oerye, [ dy

erhalten wir
2

/u ® m(d(Y, B)) Y Bi(n,Y,B) <

i=1

N s

fiir geniigend grofie natiirliche Zahlen n, und p ® m,(G¢) < ¢ folgt daraus unter
Verwendung der Ungleichung von Cebysev, der hohen Wahrscheinlichkeit von Gl
und der Definition von G,, in B7).

3.4 Approximierbarkeit: Proposition 4

Sei (U, z,Yp) ein zuliissiges Tripel mit Ruelle-Schranke &, wobei U : (R? x §)2 — R
ein Potential der Form

U(ZL'l,O'l,SCQ,O'Q) = J(Z'l 71‘2)‘/(0'1,0'2) +L(SC1 7562)

sei, so dass J : R?> - R, V: S2 — R und L : R?> — R messbare symmetrische
Funktionen sind. Es gelte:

V ist auf S? gleichgradig G-stetig, beschrinkt und G-invariant,

L hat einen kompakten harten Kern K, und

Ve>0: /1(K£)c($)|¢]($)||x|2d$ < oo und J ist beschriankt auf (K)e.

Dann ist U automatisch ein G-invariantes Standard-Potential. Es gilt

KY ={(21,22) € (R*)?: 21 — w2 € K*} x S*  und wir setzen
K :={(z1,22) € (R*)?: 2y — 29 € KX} x S,

wobei € > 0 so klein gewéhlt werden soll, dass

sup /1K\KU(91,y2)dy2 = M(KE\K") <
y1€ER2xS

Z_g .
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Die Wahl eines solchen ¢ ist moglich, da wegen der Kompaktheit von K% und der
o-Stetigkeit von A\? nach unten \?(KL \ KT) beliebig klein wird, wenn nur e klein
genug ist. K ist eine vollkommen G-invariante Standard-Menge mit K D KY, und
wir setzen
1
= — - NM(KI\ K" d ¢ =
oMK md e

o

Da V gleichgradig G-stetig ist, gibt es ein § > 0 mit
Vo, o0€S,t€R: |t| <6 = |V(o1,gio2) — V(o1,02)| < .

Wir glédtten V' unter Zuhilfenahme eines Integrationskerns. Sei f5 : R — Ry ei-
ne unendlich oft stetig differenzierbare symmetrische Wahrscheinlichkeitsdichte mit
Triger in | — 4§, §[, beispielsweise

1 2 2\ —1 4 2 2\ —1
fs(z) = — 1],575[(1')67(171 /9070 mit es = / e~ =27/ i, (3.21)
C§ -

Wir setzen

V(o1,02) == /dtfg(t)V(al,gtag).

Dann ist nach Konstruktion ||V — V| < ¢/, V ist G-glatt und

V(00| = | [ de OV (or.gin)| < 28111V = o

Wir definieren nun

U(xy,01,22,02) = J(x1 — 22)V(01,02) + |J(x1 — x2)|¢ + L(z1 — 22) und
u(zy,01,22,02) = J(x1 — 22)(V = V)(01,02) + |J (21 — 32)]|C.

Auf K¢ ist dann U = U — u und die Funktionen U und u sind endlich. Wegen
|V — V| < ist u>0auf K¢ U hat in K¢ G-Ableitungen, die dominiert werden

durch die Funktion
1/)(1'1,0’1,:62,0’2) = C5,V1(K£)C(:C1 — ZL'2)|J(ZL'1 — 1'2)|

1 ist eine bpgi-Funktion. Wegen @ < u < 2|J|¢" auf K¢ folgen die beiden letzten
Eigenschaften von (Bl aus den Voraussetzungen an J und der Definition von ¢'.



Kapitel 4
Translation

Einiges in diesem Kapitel verlduft vollig analog zum letzten Kapitel. Aber auch
wenn Passagen aus Kommentaren, Resultaten und Beweisen, die wir hier bringen,
schon im letzten Kapitel aufgetaucht sind, wollen wir der Vollstandigkeit halber hier
nicht auf sie verzichten, damit dieser Abschnitt in sich abgeschlossen ist.

4.1 Das Resultat

4.1.1 Der markierte Fall

Wir kommen zu den Translationen auf R?. Dazu geben wir uns eine Richtung vor,
d.h. einen Vektor @ der Lénge |d|2 = 1. Fiir ¢ € R wollen wir die Transformation

gi :R*x S - R?x S, gi(x,0) = (x,0) + td := (x + td, o)

betrachten. g; ist eine reine Ortstransformation und kann daher genauso gut als
Transformation auf R? aufgefasst werden. Sei Gz := {g; : t € R} die Transforma-
tionsgruppe aller Translationen in Richtung @. In den Bezeichnungen Ggz-invariant,
Gg-stetig, Gg-glatt und Gz-Ableitung wollen wir der Einfachheit halber Gz durch
a ersetzen. Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist nun das folgende:

Satz 4 Seien (S,Fs) ein Standard-Borel-Raum, As ein Wahrscheinlichkeitsmaf
darauf, (U, z,Y0) ein zulissiges Tripel mit Ruelle-Schranke, wobei U : (R?xS)? — R,
ein Standard-Potential sei. Ist U d-invariant und a-glatt approzimierbar, dann ist
auch jedes Gibbsmaf € Gy, (U, z) @-invariant.

Die im Satz entscheidende Eigenschaft der d-glatten Approximierbarkeit von U
miissen wir erst noch definieren:

Definition 13 Sei (U, z,Y¢) ein zulissiges Tripel mit Ruelle-Schranke &, wobei
U: (R?x S)? = R ein d-invariantes Standard-Potential sei. U heifit @-glatt ap-
prozimierbar, falls es eine Zerlegung von U in einen @-glatten Anteil U und einen
kleinen Storungsanteil u in folgendem Sinn gibt:

Es existieren ein € > 0, messbare Kernerweiterungen K,K' und K" mit

KY ¢ K, (K).cK', (K').CcK",
K ist eine d-invariante Standard-Menge — und (4.1)

K" ist eine Standard-Menge,
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und weiter existieren eine bpqi- Funktion 1 und messbare symmetrische d-invariante
Funktionen U,u : K¢ — R mit

U=U—-uundu>0 auf K¢,
U hat auf K¢ durch v dominierte d-Ableitungen,

sup [ (L) .2t — 3o die < o0 wnd (42)
y1ER2X S

- 1
sup /(1K”\KU + 1) (y1,y2) dy2 < —,
y1ER2XS Zf

wobei U :=1—e “ <uAl.

Man beachte noch, dass Bedingung (E2) nicht von der Wahl der Norm abhéingt.
Da die Definition von d-glatt approximierbaren Potentialen fast vollig analog der
von G-glatt approximierbaren Potentialen ist, ergibt sich ein #hnliches Bild: Auch
a-glatt approximierbare Potentiale diirfen eine Singularitdt im Ursprung oder
einen harten Kern haben. Der harte Kern soll dabei als Standard-Menge lediglich
beschrinkte Reichweite haben, und es soll moglich sein, ihn zu einer Standard-
Menge K" zu vergréfiern, ohne dass die Differenz K \ KV im Sinne der letzten
Bedingung in [#32) zu grof wird. Man vergleiche dazu die Diskussion in Abschnitt
Der harte Kern und das Eintauchverhalten in den harten Kern bzw. die
Singularitiit diirfen vom Teilchentyp abhiingen. Auf der Menge K \ KY werden
iiberhaupt keine Eigenschaften von U vorausgesetzt, und fiir niedrige Aktivitit z
kann dieser Bereich nach der letzten Bedingung in (2 sogar sehr grofi gewéhlt
werden. Die entscheidende Eigenschaft von d-approximierbaren Potentialen ist
deren Zerlegbarkeit in einen glatten Anteil U und einen Stérungsanteil u. Da an
u keinerlei Regularitéitsbedingungen gestellt sind, braucht U weder differenzierbar
noch stetig zu sein. An den Storungsanteil u werden lediglich zwei Integrierbar-
keitsbedingungen gestellt, die im Wesentlichen u A 1 betreffen. Der glatte Anteil
U dagegen hat die in diesem Zusammenhang iiblichen Regularititsbedingungen,
allerdings auch nur auflerhalb von K. Der Unterschied der beiden Definitionen
und [3 liegt nun darin, dass wir in Definition [2 die vollkommene G-Invarianz von
K gefordert haben, wihrend wir jetzt in [2) stattdessen K einmal durch eine
Erweiterung K" ersetzt haben. Hier die vollkommene d-Invarianz von K zu fordern,
wire zu viel verlangt, denn dann wiirde K \ KY zu groB. Die Einfiihrung von
K" hat aber ein dhnliches Ziel, ndmlich die Kontrolle der Wirkung der Transfor-
mation auf das Potential in einer Umgebung des harten Kerns bzw. der Singularitét.

Definition 3 fiir d-glatt approximierbare Potentiale ist fiir unseren Beweis von
Satz Bl maBgeschneidert, dabei aber relativ kompliziert. Wir wollen daher einfachere
hinreichende Kriterien angeben. Besonders einfach gestaltet sich der Fall, dass U
schon glatt ist:

Proposition 5 Sei (U, z,Yo) ein zulissiges Tripel mit Ruelle-Schranke &, wobei U :
(R%2xS)? — R ein d-invariantes Standard-Potential sei, das @-glatt auf ganz (KY)¢
ist. U ist d-glatt approximierbar, falls es ein ¢ > 0, messbare Kernerweiterungen
K,K' und K" mit Eigenschaft 1) und eine bpgi-Funktion 1 gibt, so dass gilt:

U hat auf K¢ durch 1 dominierte a-Ableitungen und

/1K//\KU (y1,y2)dys < 1/(2€)  fiir alle y; € R? x S.
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Ein prominentes Beispiel, das in die Klasse der in Proposition Bl betrachteten
Potentiale fillt, ist das Widom-Rowlinson-Modell mit ¢ Teilchensorten, bei dem
verschiedene Typen von Teilchen {iber verschiedene harte Kerne miteinander
wechselwirken: Hier ist S = {1,..., ¢} eine endliche Menge, die die verschiedenen
Teilchensorten beschreibt, und gegeben ist eine Standard-Menge KY C (R? x S)?
und das zu diesem harten Kern gehorige translationsinvariante Potential U, das
auf KV den Wert oo und sonst den Wert 0 hat. Nach Proposition B ist U a-glatt
approximierbar, falls es Kernerweiterungen mit Eigenschaft {1l gibt, die nicht zu
grofl werden. Hierzu vergleiche man wieder die Diskussion in Abschnitt

Hat man statt Glattheit wenigstens noch Stetigkeit, gibt folgendes Kriterium
zwei Beispiele fiir Klassen von @-glatt approximierbaren Potentialen:

Proposition 6 Sei (U, z,Yo) ein zulissiges Tripel mit Ruelle-Schranke £, wobei
U: (R?x S)?2 — R ein @-invariantes Standard-Potential sei. Es gebe ein € > 0,
messbare Kernerweiterungen K,K' und K" mit Figenschaft @), so dass gilt:

sup /1K~\Ku(y1,y2) dys < 1/(28) wund
y1ER2X S

U ist in (K€). gleichgradig a-stetig und beschrinkt.

U ist d-glatt approximierbar, falls es eine bpqi-Funktion v und ein R € N ¢ibt, so
dass fiir
K = {(y1,12) € (R* x §)*: [y — 4o < R}
eine der beiden folgenden Bedingungen erfillt ist:
(a) U hat auf K¢ durch ) dominierte @-Ableitungen.
(b) Es gibt ein @-invariantes Standard-Potential U > 0 mit |U| < U in K¢,
U hat auf K¢ durch 1 dominierte @-Ableitungen und

lim  sup /U(yl,ya)lyl — y2|*1{jys—yal>rydy2 = 0.
Ty eR2X S

Beispielsweise ist Bedingung (a) trivialerweise erfiillt, wenn U endliche Reichweite
hat, und (b) schliefit den Fall ein, dass es Konstanten ¢ > 0, R > 0 und k > 0 gibt,
so dass

k .
U (y1,y2)| < T = ol fiir alle y1,y2 € (R* x S)* mit |y, — ya| > R.

4.1.2 Der unmarkierte Fall

Der unmarkierte Fall ist im vorhergehenden Abschnitt natiirlich schon enthalten:
Gemif der im zweiten Kapitel getroffenen Konvention wéhle man einfach S = {0}.
Da man oft lediglich am unmarkierten Fall bei translationsinvarianten Potentialen
U : R? — R interessiert ist und sich das Resultat hier noch etwas vereinfacht,
wollen wir diesen Spezialfall noch einmal separat présentieren. Die Definitionen aus
Abschnitt EZ34 bzw. aus dem vorhergehenden Abschnitt lauten jetzt wie folgt:

Definition 14 Ein translationsinvariantes Standard-Potential auf R? ist eine
Funktion U : R?> — R, die messbar und symmetrisch ist, und deren harter Kern
KY :={U = +oc} beschrinkt ist.
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Im Regelfall ist der harte Kern eines Standard-Potentials leer, der Ursprung oder
eine Kreisscheibe.

Definition 15 Sei U : R? — R ein translationsinvariantes Potential auf R?. U
heif$t d@-stetig bzw. -glatt auf einer Menge A C R2, falls die Abbildungen

0:(t) :R—TR, t— Uz +tad) (x e A)

int =0 stetig bzw. zweimal stetig differenzierbar sind. In letzterem Fall sagen wir,
dass die d-Ableitungen von U in A durch eine Funktion v : R? — Ry dominiert
sind, falls

d2

ﬁ(sz’»sd‘(o) < (x) firalex e A;s€[—1,1] mit x + sd € A.
In diesem Zusammenhang ist eine beschrinkte, quadratintegrierbare Funktion (bqi-
Funktion) eine messbare symmetrische Funktion 1) : R? — Ry mit

[l < 0o und / () |e2dz < oo

Definition 16 Sei (U, z,Xy) ein zulissiges Tripel mit Ruelle-Schranke &, wobei
U :R? — R ein translationsinvariantes Standard-Potential sei. U heifit @-glatt ap-
prozimierbar, falls es eine Zerlegung von U in einen @-glatten Anteil U und einen
kleinen Storungsanteil u in folgendem Sinn gibt:

Es gibt eine symmetrische kompakte Menge K O KUY, eine bqi-Funktion 1 und
messbare symmetrische Funktionen U,u : K¢ — R mit

U=U—-u und u>0 auf K€,
U hat auf K¢ durch ¢ dominierte d-Ableitungen, (4.3)
1
/(1Kcﬂ)(z)|z|2 dx < oo und /\2(K\KU)+/(1KC11)(:E) dx < 3
z
Hierbei ist wieder 4 := 1 — e~ *. Die hinreichende Bedingung fiir glatt approximier-
bare Potentiale vereinfacht sich ebenso:

Proposition 7 Sei (U, z,Xo) ein zulissiges Tripel mit Ruelle-Schranke, wobei U :
R? — R ein translationsinvariantes Standard-Potential sei. U ist @-glatt approxi-
mierbar, falls der harte Kern KY von U kompakt ist, U stetig in (KY)¢ ist, und es
eine bqi-Funktion 1 und ein R € N gibt, so dass fir K := Ag eine der folgenden
Bedingungen erfillt ist:

(a) U hat auf K¢ durch 1 dominierte @-Ableitungen.

(b) Es gibt ein translationsinvariantes Standard-Potential U > 0 mit |U| < U in
K¢, das auf K¢ durch ¢ dominierte @-Ableitungen hat, und fir das gilt

/~ 0 (2)|2?dz < oo,

K

Beispielswiese ist Bedingung (a) trivialerweise erfiillt, wenn U endliche Reichweite
hat, und () schliefit den Fall ein, dass es Konstanten ¢ >0 R > 0 und k > 0 gibt,
so dass

k
|U(x)| < e fiir alle € R? mit |z| > R.
T

Wie im markierten Fall haben wir folgenden Satz:
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Satz 5 Sei (U,z,Xo) ein zuldssiges Tripel mit Ruelle-Schranke, wobei U : R? —
R ein translationsinvariantes Standard-Potential sei. Ist U d-glatt approximierbar,
dann ist auch jedes GibbsmafS p € Gx, (U, z) d-invariant.

4.1.3 Vergleich mit dem Resultat von Frohlich und Pfister

Um aufzuzeigen, inwieweit unser Resultat bestehende Resultate verbessert und er-
weitert, wollen wir es mit dem Resultat von J. Frohlich und C.-E. Pfister vergleichen.
Deren Ergebnis zur Erhaltung der Translationssymmetrie in [FP1] hatte einige Feh-
ler und Liicken, die in [FP2] behoben werden konnten. Der dort prisentierte Satz ist
formuliert, ohne beschrénkte Korrelationen zu verwenden. Um besser vergleichen zu
konnen, ziehen wir daher das Korollar zum Satz heran und modifizieren es leicht,
so dass unsere Definitionen und Bezeichnungen verwendet werden kénnen:

Satz 6 Sei (U, z,X;) ein zulissiges Tripel mit Ruelle-Schranke, wobei U : R? — R
ein translationsinvariantes Standard-Potential sei, das bis auf eine maogliche Aus-
nahme im Ursprung d-glatt ist. Es gebe ein € > 0, so dass die Integrierbarkeitsbe-
dingung
d2
/dxe_U(””) sup —=U(z + ta) |z]? < oo (4.4)
teRi[t|<e|| | A

erfillt ist. Dann ist auch jedes temperierte Gibbsmaf$ u € G, (U, z) d-invariant.

Zum Vergleich dazu am besten geeignet ist unser Resultat im unmarkierten Fall,
Satz B Der wesentliche Unterschied ist natiirlich die Glattheitsbedingung, die wir
stark abgeschwécht haben. Aber auch im glatten Fall gibt es noch Unterschiede: In-
tegrierbarkeitsbedingung ([2l) im Unendlichen ist eine leichte Verschirfung unserer
Forderung, dass U a-Ableitungen hat, die durch eine bpqi-Funktion ¢ dominiert
sind. Die Integrierbarkeitsbedingung 4] im Ursprung dagegen ist eine Annah-
me iiber das Eintauchverhalten des Potentials in die Singularitéit, und eine solche
bendtigen wir gar nicht. Auflerdem ist die Methode zur Behandlung der Singula-
ritéit aus [FP2] nicht bei harten Kernen anwendbar, so dass unser Resultat auch in
diesem Hinblick allgemeiner ist.

4.2 Beweis des markierten Falles: Satz @

4.2.1 Konstanten

Seien (S,Fg) ein Standard-Borel-Raum, Ag ein Wahrscheinlichkeitsmafl darauf,
(U, 2,Y0) ein zulissiges Tripel mit Ruelle-Schranke &, wobei U : (R? x S)? — R ein
a-invariantes Standard-Potential sei, das d-glatt approximierbar ist. Dann gibt es
ein € > 0 und messbare Kernerweiterungen K,K’ und K" mit

KY c K, (K)cK', (K').cK",

K ist eine d-invariante Standard-Menge  und (4.5)

K" ist eine Standard-Menge.
Weiter gibt es eine bpqi-Funktion % und messbare symmetrische d@-invariante Funk-
tionen U : (R? x §)? — R und u : (R? x $)? — R mit

U=U-uund u>0 auf (R* x $)*> und u =0 auf K,

_ 4.6
U hat auf K¢ durch ¢ dominierte @-Ableitungen, (4.6)
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so dass fir u =1 — e gilt:

Cy =  sup /ﬂ(yl,y2)|y1 —y2|2dy2 < oo und
R2xS
e . (4.7)
ce = sup /(1K!/\KU + ) (y1,y2)dy2 < —.
y1€R2x S 2§

Ohne Einschrinkung kénnen wir ({0} x.S)? C K annehmen. Aus Symmetriegriinden
koénnen wir ferner annehmen, dass die Verschiebungen in Richtung @ = € := (1,0)
erfolgen. Wir definieren eine messbare Funktion fx : (R? x S)? — R mit

fk=0auf K, fx =1 auf (K")°, fx ist é-glatt und dzfk ist beschrinkt,

wobei 0zfk die e~Ableitungen beziiglich der zweiten Ortskomponente sein sollen.
Seidazu f: (R2x S)2 - R, f := 1(k»e und f. : R — R4 eine unendlich oft stetig
differenzierbare Wahrscheinlichkeitsdichte mit Triger in | — €, €[, vergleiche B2Z1I),
dann hat die durch

Frely) = / dt F(y'y — 1) ()

definierte Funktion wegen ) die gewiinschten Eigenschaften. Wir benétigen au-
Berdem folgende Konstanten:

co = ] vV sup / dya () (1 — v2l? v 1),
y1€ER2XS

4.8
cx = sup{lyr — 2| : (y1,92) € K"} und (4.8)

cy = sup{|0afx (y1,92)| : (y1,92) € (R? x 5)%},

die endlich sind, da v eine bpqi-Funktion ist, K" beschrinkte Reichweite hat und
Ozfr beschrinkt ist. Auf S wéhlen wir eine messbare Ordnung. Eine solche exis-
tiert, denn (S,%Fg) ist ein Standard-Borel-Raum, also ist nach [GI], Satz (4.A6)
entweder S abzdhlbar und Fg die Potenzmenge darauf, und wir wéhlen auf S ei-
ne beliebige Wohlordnung, oder es gibt eine bimessbare Abbildung von (S, Fg) auf
({0, 13N P({0,1})N), und auf diesem Ereignisraum ist die lexikographische Ord-
nung messbar. Beziiglich der gewdhlten Ordnung auf S sei

“<” die lexikographische Ordnung auf R? x S,

die wiederum messbar ist. AuBerdem betrachten wir auf R? x S auch die partielle
Ordnung <g, die folgendermaflen definiert sei:

! ! / / ! !
(ri,re,0) <z (r1,r5,0) & r <rj,re=ryo=0".

Jeder Verschiebungsvektor ist von der Form m7(1,0) mit m € Z und 7 € [0,1/2],
es geniigt daher zu zeigen dass jedes Gibbsmafl u € Gy, (U, z) invariant unter jeder
Verschiebung 7(1,0) ist mit 7 € [0,1/2]. Wir zeigen die Translationsinvarianz aller
Gibbsmafe mit Kriterium (8] aus Proposition B, daher betrachten wir ein festes
i € Sy, (U, z2), einen festen Transformationsparameter 7 € [0,1/2] und eine feste
Zylindermenge D € JFy  , , mit n’ € N. Gemif dem modifizierten Kriterium (1)
geben wir auflerdem ein festes reelles § > 0 vor. Im ganzen Beweis werden wir
Abhéngigkeiten von obigen Parametern und Konstanten in den Notationen nicht
berticksichtigen.
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4.2.2 Zerlegung von p und Kantenprozess

Fiir n € N und Y € Y betrachten wir die Kantenmenge
E (Y) = Ep, (Y) = {myz € EY) : a2 N Ay # 0}

Auf dem Ereignisraum (Eg, (v, Bg, (v)) sei 7, (.|Y) das Bernoullimafl zur Familie
von Wahrscheinlichkeiten

(@())pem, vy mit ad) = 1—e O,

Wegen 0 < u < oo gilt tatséchlich 0 < a(b) < 1 fiir alle Kanten b € E,(Y).
Wie in der Einfiihrung erwihnt, kann 7, (.|Y") zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf
auf (&, F¢) fortgesetzt werden. Fiir alle D € F¢ ist w,(D|.) Fy-messbar, also ist 7,
ein Wahrscheinlichkeitskern von (Y, Fy) nach (&, Fe).

Lemma 17 Sein e N und Gl :={Y €Yo: >, a(b) <oc}. Es gilt
beEL(Y)

p@va,(Gn) =1 und pGy)=1

Fiir jedes Y € G7! gilt nach dem Lemma von Borel-Cantelli, dass beziiglich 7, (.]Y")
jede Kantenmenge fast sicher endlich ist, d.h. m,(.]Y") hat seine ganze Masse auf
der abziihlbaren Menge der endlichen Teilmengen B C E,,(Y):

S m(BYY) =

BCE,(Y)

wobei das Summenzeichen 3" andeuten soll, dass sich die Summe nur iiber endliche
Teilmengen erstrecken soll. Es gilt

J(BIY) = [Taw [T -aw) = e a0 T ® 1),

beB beEn(Y)\B beB

daher ist insbesondere fiir jedes Y € G} der Hamiltonian Hy (Y) endlich. In diesem
Fall ergibt sich aus der Zerlegung des Potentials also eine entsprechende Zerlegung
des Hamiltonians )

HY (Y) = HY (V) — Hy (V).

Zusammen mit der Zerlegungseigenschaft der Gibbsmafle ([22) folgt fiir jede FyRF ¢-
messbare Funktion f > 0

/du®7rnf — /M(d?)ZAnl(Y)/VA (dY|V) Z F(Y,B)

BCBa(Y) (4.9)
o S H#Van o~ HE (V) H(e“(b) _),
beB

wobei wir verwendet haben, dass wir nach Lemma [0 auf beiden Seiten von (3]
annehmen konnen, dass Y € G/ ist, und somit obige Umformungen erlaubt sind.
Falls f nicht von B abhingt, steht auf der linken Seite von [H) gerade die u-
Erwartung von f, da m, ein Wahrscheinlichkeitskern ist, und die rechte Seite besagt,
dass die Stérung v des é-glatten Potentials U in einem Kantenprozess B kodiert ist,
so dass die Storung nur solche Teilchenpaare y1, y2 betrifft, deren Verbindungskante
Yy1y2 in B ist.
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Neben ,(.|Y’) betrachten wir auf dem Ereignisraum (g, (v), Bg, (v)) auch das auf
die endlichen Kantenmengen konzentrierte Zahlmafl 7/, (.|Y). Wie 7, kann auch =,
als Wahrscheinlichkeitskern von (Y, Fy) nach (&, F¢) betrachtet werden. Fiir alle
Fe-messbaren Funktionen f > 0 gilt

[z = Y s,
BCE,(Y)
4.2.3 Verallgemeinerte Translation

Firn>n', Y €Y und B C E,(Y) seien

By :=BU{yiy2 € E,(Y) : (y1,92) € K"}

die erweiterte Kantenmenge und
rv., (A) = sup{ly'| : v/ € Cy.p, (A)}

die Reichweite des von A € B? ausgehenden B,-Clusters. Man beachte hierbei,
dass wir im Vergleich zum letzten Kapitel bei der Definition der erweiterten Kan-
tenmenge statt der Kernerweiterung K die vergroferte Kernerweiterung K" ver-
wendet haben. Wir betrachten nun speziell den von A, ausgehenden B, -Cluster,
wobei n/ € N die im Abschnitt EE2ZT] fest gewiihlte natiirliche Zahl ist.

Lemma 18 Es gilt  sup [p® m,(dY,dB)ry g, (An) < c0.

n>n'

Nach der Ungleichung von Cebysev kénnen wir daher eine natiirliche Zahl R > n’
wéhlen, die nicht von n abhingt, so dass das Ereignis

G, ={{Y,B)eYx&:ryp, (Aw) <R,BC E,(Y) endlich} € Fy ® F¢

fiir jedes n > n' die Wahrscheinlichkeit

p@m,(Gh) >1—

N

hat. Fiir n > R definieren wir die Funktionen
¢g:-Ry—R, Q:Rt—R, r:RxRy—R und 7,:R—-R
durch

1

k
o) = Ty QW= [ et

L F Q(SI) ’ L . .
r(s, k) = /(sVO)/\k Q(kz)ds’ Tn(8) := 77(s — R,n — R).

Abbildung BTl zeigt den Graphen von 7,,. Wichtige Eigenschaften von 7, sind:

To(s) =7 fir s<R, 7,(s)=0 fir s>n
] (4.10)
und 7, ist monoton fallend.

FirY elY, Be E,(Y)undy € Y sei an,y,B, (y) ein Teilchen des Clusters Cy,z, (y)
mit

lany.5, (W) = |yl wnd 70 (lan,y.5, (y)]) = min{m(y']) : " € Cv.p, (1)},
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Tn(S)

T

Abbildung 4.1: Graph von 7,

so dass an,y,, (y) eine messbare Funktion von y, Y und B ist. Beispielsweise kénnen
wir an,y,p, folgendermafilen wihlen: Fiir Cy,, (y) C A, ist Cy,, (y) endlich, und
wir definieren a,,y, g, (y) als das Teilchen von Cy, g, (y) mit maximalem |.|-Abstand
vom Ursprung. (Gibt es mehrere solche, so withlen wir unter diesen dasjenige, das
maximal ist beziiglich der lexikographischen Ordnung.) Ist Cy,, (y) N A,f # 0 und
y € A<, so setzen wir an,y, s, (y) := y. Ist schlieflich Cy g, (y)NA,f # O und y € A,
so sei an,y,B, (y) dasjenige Teilchen von Cy,p, (y) N Af, mit minimalem |.|-Abstand
vom Ursprung. (Gibt es mehrere solche, so withlen wir unter diesen dasjenige, das
maximal ist beziiglich der lexikographischen Ordnung.)

Durch

TP R*x S —R?2x S, TY(y) :=y+m(jy))e

wird nun eine Transformation auf R? x S gegeben, die man auch als Transformation
auf Y betrachten kann, bei der jedes Teilchen y der Konfiguration ¥ um 7, (|y|) in
Richtung € verschoben wird. Wir wollen diese verallgemeinerte Translation 770 als
Hilfsmittel in unserem Beweis verwenden; man vergleiche dazu die Vorgehensweise
in [EPT] bzw. [FP2].

4.2.4 Gute Konfigurationen

Um die im Kantenprozess kodierte Storung u und das unspezifizierte Verhalten
des Potentials in K in den Griff zu bekommen, werden wir diese verallgemeinerte
Translation durch eine Transformation

TniYxE—-YxE
ersetzen, die folgende Eigenschaften haben soll:

(1) Ist B eine Menge von Kanten zwischen Teilchen in Y, so ergibt sich die trans-
formierte Konfiguration (Y, B) = %, (Y, B) dadurch, dass jedes Teilcheny € Y’
um einen gewissen Betrag ¢,y 5(y) in Richtung &€ verschoben wird.

(2) Der Verschiebungsbetrag ¢, y,5(y) darf von der Gesamtkonfiguration (Y, B)
abhangen, d.h. wir verlangen nicht, dass die Teilchen unabhingig voneinander
verschoben werden.

(3) Teilchen im Innenbereich A, _; werden um 7€ verschoben, und Teilchen im
Auflenbereich A,,“ werden gar nicht verschoben.

(4) Teilchen, die durch eine Kante aus B verbunden sind, werden um denselben
Betrag verschoben.



54 Translation

(5) T, ist bijektiv, und die Dichte des transformierten Prozesses beziiglich des
untransformierten Prozesses unter dem Mafl v ® 7/, kann explizit angegeben
werden.

(6) Es existieren geeignete Abschitzungen dieser Dichte sowie des Hamiltonians
H}\Jn (Y). Letzteres bedeutet insbesondere, dass auch Teilchen y,y" € Y mit
(y,y") € K um denselben Betrag verschoben werden sollen.

Eigenschaft (3) impliziert, dass die Verschiebung der gewé#hlten Zylindermenge D
gleichbedeutend ist mit der Transformation dieser Menge durch %,,. (4)-(6) fordern
wir im Hinblick auf die rechte Seite von ). Hat ndmlich ¥,, diese Eigenschaften,
so lasst sich auch die Dichte des durch ¥, transformierten Prozesses beziiglich des
untransformierten Prozesses unter dem Mafl u ® 7, abschéitzen. Somit erscheint
eine derartige Transformation ¥, als geeignetes Werkzeug, um eine (7)) dhnelnde
Abschétzung zu erhalten. Allerdings sind sicher nicht all diese Eigenschaften gleich-
zeitig erfiillbar, denn beispielsweise ist es moglich, dass Innen- und Auflenbereich
iiber Kanten miteinander verbunden sind; daher sind Eigenschaften (3) und (4)
nicht gleichzeitig erfiillbar. Falls allerdings n > R und (Y, B) € G/, ist, kann genau
diese Situation nicht eintreten, und gemé&fl Lemma [[§ ist dies immerhin mit hoher
Wahrscheinlichkeit der Fall. Bei den anderen Eigenschaften ergeben sich &hnliche
Probleme, so dass wir damit zufrieden sein werden, obige Eigenschaften fiir alle
(Y, B) aus einer gewissen Menge von guten Konfigurationen

5
Go = (VB G Y BB <1} € TyoTe (411

i=1

zu erhalten. Die Funktionen ¥;(n,Y, B) werden wir genau an den Stellen definieren,
wo wir erzwingen wollen, dass gute Konfigurationen eine bestimmte Eigenschaft
haben sollen. Spiter, in Lemma P4 werden wir dann zeigen, dass die Menge der
guten Konfigurationen G,, nahezu Wahrscheinlichkeit 1 hat, falls nur n grofl genug
gewihlt wird. Bis dahin sei n > R + 1 fest gewahlt.

4.2.5 Modifikation der verallgemeinerten Translation

Vor der eigentlichen Konstruktion einer modifizierten Translation ¥, mit obigen
Eigenschaften wollen wir uns iiberlegen, wie wir uns eine solche verschaffen kénnen.
Seien dazu Y € Y und B C E,(Y) endlich. Je zwei durch eine Kante aus B verbun-
dene Teilchen in Y sollen um denselben Betrag verschoben werden, daher kénnen
wir gleich ganze B-Cluster verschieben. Da mit dem AuBenbereich A,,° verbunde-
ne Cluster nicht verschoben werden sollen, geniigt es, die vollstdndig in A,, ent-
haltenen Cluster zu betrachten. Gehen wir zunichst davon aus, zu wissen, dass
fir 0 < i < k der B-Cluster C¢ von (Y, B) um den Betrag 7 verschoben wird,
wobei 0 = 79 < ... < 7571 (vergleiche Abbildung EEZ). Um den Betrag der Ver-
schiebung eines zusitzlichen Punktes P¥ zu ermitteln, definieren wir eine Funktion
tF . R? x S — R, die nur von den Teilchen der Cluster C?,...,Ck~1 abhingt, so
dass

fiir alle y € Y\ (COU...UCH 1)
th(y) > k=1 und (4.12)
thyy=rF"1=71 falls 3y €Cli<k: (y,y) € K,

n’
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Tn
o —
1
T’rL ° [
A, 7~ Ap ™~ 3 =0
*-—— n "
=7

Abbildung 4.2: Jeder B-Cluster C! wird um 7€ verschoben

und so dass t* dennoch moglichst nahe bei 7,(].|) liegt. Wir definieren dann P*
als denjenigen Punkt der restlichen Cluster, auf dem t*¥ seinen minimalen Wert
¥ .=tk (P¥) annimmt, und legen fest, dass der B-Cluster C* des Punktes P* um
genau diesen Betrag 7% verschoben wird. Wegen des ersten Teils von [I2) gilt
dann automatisch

=l < 7k (4.13)

n

Bevor wir aus diesen heuristischen Uberlegungen und Absichtserklirungen eine ri-

gorose Definition machen, wollen wir noch einen Typ von Hilfsfunktionen einfiithren:
Zuy € R%2x S undteR sei

hy o= (Y| = cx) =t

und die Funktion m, ; : R? x S — R sei definiert durch

my (y) = t falls hy/icp > %
Yyt ’ t —+ hylﬁth (y/, y) —+ oo 1{fK (y’,y):1} sonst.

my/,t(rh T2, U)

N 4+ 00 -

hy’,t

rr €R

K(y,72,0)

K/l(y/7 ,',,2’ U)

Abbildung 4.3: Graph von my +(.,r2,0)

Abbildung zeigt einige wichtige Eigenschaften des Graphen von my ;. In Ab-
schnitt werden wir Eigenschaften dieser Hilfsfunktion zeigen, die wir beim
Beweis spéterer Lemmata benttigen. An dieser Stelle begniigen wir uns aber mit
der Anschauung, die obige Abbildung vermittelt.
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Nun kommen wir zur rekursiven Definition der Verschiebungsvektoren unserer
Cluster. Seien dazu t)) y p := 7,(|.|), C}) y. g der B-Cluster des AuBenbereichs AS,
m = m(Y, B) die Anzahl der B-Cluster von Y \ C}) y 5 und 77y, 5 := 0. Im k-ten
Konstruktionsschritt (1 < k < m) setzen wir

N “ Bon A A
tn,Y7B T tn,Y,B A /\ myy‘l's,}l,B o t"vyaB A myVT:z,,Y,B.
yEC:TY{B 09<k9€0;,y,3
R mPEﬁfi
mpz 2
T
3 2 TP 0
Tn Tn 7_1 tn,Y,B
i i R?
PP P

Abbildung 4.4: Konstruktion von t¥ im Fall C? = {P!}

Sei der Pivot-Punkt PF, 5 derjenige Punkt von Y \ (CJy 5 U... UCEY ), in
dem tﬁyY, g sein Minimum annimmt. Ist dieser Punkt nicht eindeutig bestimmt, so
wéhlen wir denjenigen Punkt mit dieser Eigenschaft, der beziiglich der lexikogra-
phischen Ordnung minimal ist, um die Konstruktion eindeutig zu machen. Seien
ferner ij’yy B = tﬁyY, B(Pff% ) der entsprechende minimale Wert von tZ,Y, B Cﬁyyﬁ B
der B-Cluster des Punktes Pr]f,Y,B und Tr]f,Y,B = id—l—tfhyyBé’. Fiir K = m+1 konnen
wir noch t::)t,lB definieren, aber dann bricht die Rekursion ab, da nach Wahl von m
Y\ (C)ypU...UCPy ) = 0 ist. In den soeben eingefiihrten Notationen werden

wir die Abhéingigkeit von Y und B unterdriicken, falls klar ist, welche Konfiguration
wir betrachten.

Lemma 19 Fir jedes 1 < k < m haben die eben konstruierten Objekte die in

ER) und EIR) genannten Eigenschaften.

Nun kommen wir schliefSlich zur Definition der deformierten Transformation: Fiir
Yy € Cﬁ,Y,B sel tny,B(y) = rlf,Y,B der Betrag, um den das Teilchen y verschoben
wird. Wir setzen

m

Tnp(Y) = U (CS,Y,B + TS,Y,Bé) ={y+taypye:yeY} und
k=0

Ty (B) == A{(y+tnysW)O)W +tny.s(y)e) : yy' € B}.
Falls B nicht wie oben gefordert eine endliche Teilmenge von E,, (Y) ist, so setzen
wir €, p = id und %,y = id. Die deformierte Transformation sei nun definiert
durch
T YxE—-YxeE Z,(V,B) = (%, 8Y).%,v(B)).

Unter Verwendung von Lemma Bl kann gezeigt werden, dass alle eben definierten
Objekte messbar beziiglich der betrachteten o-Algebren sind.

Lemma 20 Fir gute Konfigurationen (Y, B) € G,, ist
(‘EMBY _Té’)/\n,u1 = YAnul und (EH,BY)ATI,C = YAnC- (414)
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Lemma 21 Die Transformation T, :Y x € =Y x & ist bijektiv.

Im Beweis von Lemma EIl werden wir die zu ¥,, inverse Abbildung konstruieren,
die wir im Beweis des folgenden Lemmas benétigen. Dort behaupten wir, dass fiir
jedes Y € Y das MaB vy, ® 7/, (.|Y) absolutstetig beziiglich vx, ®@ 7, (.[Y) 0Tt ist,
und zwar mit Radon-Nikodym-Dichte ¢, o T.-1, wobei

m(Y,B)
<Pn(Ya B) = H |1 + aétZ,Y,B(Pf,Y,B)‘- (4-15)
k=1
Oz soll hier die Ortsableitung in Richtung € sein. Im Beweis des Lemmas wird auch
gezeigt, dass Definition @IH) vy, ® 7, (.|Y)-fast sicher sinnvoll ist, in dem Sinn,
dass die Ableitungen in den betrachteten Punkten existieren.

Lemma 22 Fiir jedes Y € Y und jede Ty @ Fe-messbare Funktion f > 0 gilt
/dVAn D, (V) (foTn-¢n) = /dVAn, D, (V) f. (4.16)

Wir wollen gemifl Kriterium (Z7) auch die Verschiebung in die Gegenrichtung be-
trachten. Seien also die Objekte T,,, T, 5, Tn.y und @, analog zu obigen Objekten
definiert, wobei nun € durch den Vektor —¢ ersetzt werden soll. Alle vorhergehenden
Lemmata gelten dann entsprechend fiir diese deformierte Translation in Gegenrich-
tung. Wir wollen sicherheitshalber noch anmerken, dass T, hier nicht die inverse
Abbildung zu ¥, ist.

4.2.6 Schlussargument des Beweises

Aus Zerlegung (@) und Lemma P2 ergibt sich

um(Tn(DNGy))

= /u(dY)ﬁ/uAn ® 7, (dY,dB|Y)

le, (prg) (Y, B) 2#Vn o—HE, (V) H (ee® _ 1)

beB
_ 1 _
= dy = ' (dY,dB|Y
[ #a¥) = [ e mavami)

Lz, (b © Ta(Y, B)Z#(sn,sy)An onlY, B)efo\jn (Tw,BY) H (eu(b) ~1).
be¥, v B

Hierbei haben wir die Menge D mit D x & identifiziert. Im letzten Term ist nun

Iz, (pnGa) ©Fn = 1N, wegen Lemma ]
#(Zn.8Y A, = #Ya, wegen (EET4) und
H (" —1) = H (e"® —1) wegen der G-Invarianz von u.
be%T, v B beB

Daher ldsst sich obiger Integrand zu

1DF‘|G (5/’ B) Z#YA" e]0g<ﬂn(yaB)_H/gn(Tn,BY) H(eu(b) _ 1)
beB
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vereinfachen, und Analoges ergibt sich fiir die Riickwiirtstransformation T,,. Es folgt
C1 @ Ta(Zn(DNG)) + gu R (Th(DNGY)) — p@m(DNG,)

2
_ 1 B .,
= /N(dy)m/mn ® m,(dY,dB|Y) 1png, (Y, B) 2# 0 T (e*® - 1)
" beB

v {g(eloggan(Y,B)—HEn (To.zY) 4 olog@n(V.B)=H, (Tn.Y)) _ e—HE,L(Y)} :

und der letzte Term des Integranden ist nichtnegativ. Denn wegen der Konvexitét
der Exponentialfunktion ist

1 - U (7 log
(elome,B)fHAn(Tn,BY) 1 elos wn<Y,B>fHAn<Tn,BY>)

> e%(log @n(Y,B)+log on (YV,B)—HY (T, sY)—HY (Tn,By)),

und fiir gute Konfigurationen haben wir Abschéitzungen fiir Hamiltonians und Dich-
ten:

Lemma 23 Fir (Y,B) € G, gilt

HY (%, 8Y)+ HY (T, 5Y) < 2H{ (Y)+1 und (4.17)

1+1log@,(Y,B) +logp,(Y,B) > 0. (4.18)
Insgesamt erhalten wir daher

gmwn(inwmcn)) + gwwn(sn(pmcn)) > @ (DNGy).  (4.19)

In @IY) wiirden wir gerne D N G,, durch D ersetzen. Der dabei gemachte Fehler
bleibt klein, falls die Menge der guten Konfigurationen GG,, hohe Wahrscheinlichkeit
hat.

Lemma 24 Fallsn > R+ 1 groff genug gewdhlt wird, ist p ® 7, (GE) < 4.

Fiir den Beweis von Satz Hl sei nun ein solches n > R + 1 fest gewiihlt. Wegen
D e .rfy’/\n,il und ET) gilt

VY,B)e DNGy,: (TuBY —7€)r, , €D, dh T,8Y e€D+r7é
Analoges gilt fiir die Transformation in Gegenrichtung, also folgt
T.(DNG,)CcD+7¢ und F,(DNG,) CD—rTé

Mit Hilfe dieser Inklusionen folgt aus I9) unter Verwendung von Lemma

e e
EM(D — 7€) + 5u(D+Té') > u(D) — 6.

Da ¢ > 0 beliebig gewihlt war, folgt im Limes 6 — 0 die Abschéitzung ([Z0). Da aber
auch p € Gy, (U,2), 7 >0, n' € Nund D € Fy , , beliebig vorgegeben waren,
ergibt sich die Behauptung somit aus dem hinreichenden Kriterium fiir Symmetrie-
erhaltung von Proposition Bl
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4.3 Beweis der Lemmata

4.3.1 Konvergenz des Hamiltonians: Lemma [I7]

Seien n € N und Y € Y. Wegen

H.w) = Y i) < S Lyea )

beE,(Y) Y1,Y2€Y

gilt fiir alle Y € Y

/ va, (dY|V)HE (V) < /

A

dyl(/A dysti(y1,y2) + Y ﬁ(yhy?))-

Y2 EYAHC
Mittels Lemma B ergibt sich hieraus

/M®yAn(dY)H}\1n(Y) g/ dyl(/ dysii(y1, y2) + 2€

dy2a(y1, yz))
An A, Ag

< / (14 2€)ce < 4n’(1+ 28)ce,

wobei wir die Integrale iiber yo durch c¢ abgeschétzt haben, vergleiche [E3). Da
der letzte Term einen endlichen Wert hat, ist die erste Behauptung gezeigt, und die
zweite folgt hieraus, da p wegen [Z2) und der Definition der bedingten Gibbsver-
teilung absolutstetig zu p ® vy, ist.

4.3.2 Beschrinkte Cluster-Reichweite: Lemma

Firn >n/, Y € Y und B C E,(Y) schitzen wir die Clusterreichweite ry g, (Ay)
ab. Dazu betrachten wir zunéichst einen Pfad yo, ..., ym im Graphen (Y, By) mit
Yo € Ay und ein k mit 1 < k < m, so dass auf dem Pfad gerade die |.|-Linge der
Kante yg—1yr maximal ist. Es gilt dann

m
ym| < lyol + > lyi —vica| < 0’ +mlyx — ye_al.
=1

Durch Betrachtung aller Moglichkeiten fiir solche Pfade und Kanten maximaler
Lénge folgt

ry,B, (An) < n'+ Z Z 27& Liyoen, yM|Yk — Yr—1] H Liyiyi 1By}

m>1k=1 yo,....,ym€Y i=1

Unter dem Bernoullimaf} 7, (dB|Y") sind die Ereignisse {y;y;—1 € B4} unabhiingig,
und es gilt

/Fn(dB|Y)1{yiyifleB+} < v (Yi1,96) + 9(Yi-1, i), (4.20)

wobei die Hilfsfunktion g : (R? x §)*> — R durch g := 1xm v + @ definiert ist.
Unter Verwendung der Eigenschaft des harten Kerns (Z3) folgt

Ry = [udy) [ moldBlY )y, () = o

m 7£ m
< Z Z/M(dy) Z l{yoel\n/}m|yk — Yk—1 Hg(yzel,yz‘)
m>1k=1 Yo, YmEY =1
< D) E)mH /dyo---dyml{yoeAn,}mlyk —yra| [T 9(wiz1, ),

m>1k=1 i=1
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wobei wir im letzten Schritt noch Lemma ] verwendet haben. Nach ) und (X))
gilt aber fiir alle y € R? x S

/ 9w y)ly — | dy’ < / o)1+ ly—y'P)dy < e,
(4.21)

mit ¢, := (14 c%)ce +cy, und /g(y,y') dy' < cg,

daher kénnen wir die Integrale iiber dy; der Reihe nach von ¢ = m bis 1 aus-
werten. Dazu schitzen wir in jedem Schritt das Integral iiber dy; durch eine der
obigen Konstanten ab. Durch die m Integrationen erhalten wir genau einen Faktor
¢g und (m — 1) Faktoren c¢; die Integration tiber dyo liefert schlieBlich noch einen
zusitzlichen Faktor A%(A,/) = (2n’)2. Es ist demnach

R, < (2n'26)%c, Z m?(cez€)™ 1 < o0,

m>1

wobei der Wert der Summe wegen ce2§ < 1 endlich ist.

4.3.3 Eigenschaften der Hilfsfunktion

Zunichst halten wir einige Eigenschaften von Funktionen auf R und Teilmengen
von R fest, die wir im Folgenden benétigen. Ist A C R, so gilt

) A ist abzéhlbare disjunkte Vereinigung offener Intervalle
A ist offen = (4.22)
und 0A ist eine abzihlbare abgeschlossene Menge.

Sei I ein Intervall. Eine Funktion f: I — IR heifit 1/2-Lipschitz-stetig, falls

1
If(r)— f(r")] < 3 I fiir alle r,r’ € 1.

[r —r
f: I — R heif3t stiickweise stetig differenzierbar, falls f stetig ist und falls

dM C I: M ist abzdhlbar und abgeschlossen,
fist auf T\ M stetig differenzierbar.

Da M abgeschlossen ist, sind die Zusammenhangskomponenten von I\ M dann
nach ([EZA) abzéhlbar viele Intervalle. Der Nutzen obiger Definition ist nun, dass
fiir eine streng monotone, stiickweise stetig differenzierbare Transformation f auf
R der Integral-Transformationssatz von Lebesgue anwendbar ist, was wir spéter
benstigen werden. f’ ist dann also A'-f.s. wohldefiniert und fiir jede B'-messbare
Funktion g > 0 gilt

[otr@lr @iz = [ g (.23
Es gelten folgende Vererbungseigenschaften:
Lemma 25 Seien fi, fo : I — R Funktionen auf einem Intervall 1.
(a) Sind f1 und fo 1/2-Lipschitz-stetig, so auch fi A fa.

(b) Sind f1 und fo stiickweise stetig differenzierbar, so auch fi A fa.
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Beweis: Seien [ ein Intervall und f1, fo : I — R. Fiir (a) seien z,z’ € R. Mittels
Fallunterscheidung, fiir welche der beiden Funktion das Minimum f; A fy in den
Punkten x bzw. 2’ angenommen wird, folgt die Behauptung. Fiir (b) seien M; und
M, abzéhlbare abgeschlossene Mengen in I geméfl obiger Definition. Wir setzen

M = a( U AlﬁAzﬁ{fl?éfz})v

A1,Az

wobei A; und As iiber die Zusammenhangskomponenten von I \ M; und I\ My
laufen. M ist nach [EZ2) eine abzihlbare abgeschlossene Menge, und auf jeder
Zusammenhangskomponente von I \ M stimmt f; A fo entweder mit f; oder mit
f2 iiberein. Da f; und fo auf I\ M stetig differenzierbar sind, ist es auch f1 A fo,
und da f; und f5 stetig sind, ist es auch fi A fo. g

Fiir v € R? x S und ¢t € R war die Hilfsfunktion m, ; : R? x S — R definiert
durch

W) t falls hycp > 2
Ty, =
Yyt Y t —+ hylﬁth(y/, y) —+ o0 1{fk(y’,y):1} SOIlSt7

mit

hy = ||yl — cx) — 1.
Zur Formulierung der Eigenschaften der Hilfsfunktion verwenden wir wie in Defini-
tion @ die folgenden Sprechweisen fiir eine Funktion f : R? x S — RR: Wir sagen,
f ist 1/2-&-Lipschitz-stetig bzw. stiickweise stetig é-differenzierbar, falls fiir alle
ro € R,0 € S die Funktion f(.,r2,0) 1/2-Lipschitz-stetig bzw. stiickweise stetig
differenzierbar ist.

Lemma 26 Seiy € R?x S undt € R. 7,,(|.|) Amyy 4 ist 1/2--Lipschitz-stetig und
stiickweise stetig e-differenzierbar.

Beweis: Sei i/ € R? x S und t € R. Beide Funktionseigenschaften betreffen nur
die erste Ortskomponente, daher betrachten wir eine feste zweite Ortskomponente
r9 € R und einen festen Spin o € S und betrachten die Funktionen

7= 1((,re,0)]) und W= my (., 72,0).

Es geniigt dann zu zeigen, dass 7 A m 1/2-Lipschitz-stetig und stiickweise stetig
differenzierbar ist. 7 ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 7/Q(n—R) < 1/2,
denn es ist jan — R > 1 und 7 < 1/2. Auflerdem ist 7 auch stetig differenzierbar
bis auf hochstens vier Ausnahmestellen. Falls hy ;¢ > 1/2 und damit m,, ; =t ist,
so folgen die Behauptungen sofort aus Lemma Wir konnen im Folgenden also
hy pcp < 1/2 annehmen. Sei

A={reR: fx(y,rr,o) <1}

der Bereich, auf dem  endlich ist. Wegen der e-Stetigkeit von fx ist A offen und
wegen ([E22)) ist A abzihlbar und abgeschlossen. Es geniigt daher zu zeigen, dass
fiir jede Zusammenhangskomponente I von R\ 0A gilt: 7 Am ist auf dem Abschluss
I von I 1/2-Lipschitz-stetig und stiickweise stetig differenzierbar. Sei also I eine
solche Zusammenhangskomponente. Entweder ist dann I C A oder I C R\ A. Im
zweiten Fall gilt auf I m = oo, also 7 A m = 7, und wir sind fertig, da 7 nach
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obigen Bemerkungen 1/2-Lipschitz-stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist.
Wir brauchen also nur noch den Fall I C A zu betrachten. Dazu definieren wir

md =t hy fx(¥, . T2, 0).

mf ist stetig differenzierbar und wegen h,s tc; < 1/2 auch 1/2-Lipschitz-stetig.
Nach Lemma ist also auch 7 A m/ 1/2-Lipschitz-stetig und stiickweise stetig
differenzierbar; daher geniigt es zu zeigen, dass

7 <mf aufdI undsomit FAm = 7AM auf I (4.24)

Hierbei folgt die zweite aus der ersten Aussage, da auf I C A definitionsgemif
mf = m ist, und auf I m = oo ist. Zum Beweis von (24 seien r € 9l und
y:= (r,re,0). Wegen I C A C K"(y',ra,0) liegt r im Abschluss von K" (y',rs,0).
Es folgt |y — ¢'| < ¢k, also |y'| — ¢k < |y|. Da 7, monoton fillt, ergibt sich

7(r) = (lyl) < Tn(|yl| —cr) <t+hy, = ﬁlf(T)

nach Wahl der Hohe h, ;, und damit ist @24)) gezeigt. O

4.3.4 Eigenschaften der Konstruktion: Lemma

Sei 1 < k < m. Die erste Hélfte von 1) ergibt sich direkt aus den Definitionen
von tF und PF~1 denn fiir y € Y\ (COU...UCk1) ist

thy) =" A N\ omyaaly) =T
y’GCfi’l

Unter Verwendung der Definition von 7/ folgt hieraus sofort die Monotonieeigen-
schaft ETJ). Fiir die zweite Hilfte von @IZ) seien y € C) und ¢y € C! mit
i < k < I. Wir haben bereits t¥ (y) > 7F=1 > 7 gezeigt. Aber 7. >tk (y) ergibt sich
sofort aus der Definition von ¥ denn fiir (y,y) € K ist

Y3

tfl(y) S my’,‘ri (y) = Tn'

n

Wir zeigen noch einige weitere Eigenschaften der Konstruktion. Das folgende
Lemma zeigt, wie man die Verschiebungsbetriige 7% abschitzen kann, und wie man
den Verschiebungsbetrag eines beliebigen Punktes y € CX ohne die Kenntnis von
Pk bestimmen kann:

Lemma 27 FirY €Y, endliches B C E(Y) und k > 0 gilt

F <Oy firalley € CF mit K >k, (4.25)
> t2(an,y,p, (PF)) falls (Y,B) € G, (4.26)
T = tﬁ/"'l(y) fiir alle y € C* und k' > k. (4.27)

Beweis: [ZZA) folgt aus der Definition von P¥ und aus & < ¢9.
Fiir den Beweis von ([20)) sei (Y, B) € G,,. Wir hiitten gerne

Y,B
Yy €Yyl <y y <=y = |m(lyl —cx) — (Y D)ley <1/2,  (4.28)
und setzen daher

2
Zl(?’b,Y,B) = Z 1{|y|§|y’|}1{ygy,}4(7”l(|y|_CK)_Tn(lyll)) C?c. (429)
Y,y €Y
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Wegen (Y, B) € G, ist dann Xq1(n,Y, B) < 1 nach Definition der Menge G,, der
guten Konfigurationen in ([TIT). Somit darf auch jeder Summand von ¥; héchstens
1 sein, was ([E2]) impliziert. Durch vollstéindige Induktion iiber k zeigen wir nun
EZ0). Fiir k = 0 haben wir sogar Gleichheit, wenn P? als beliebiger Punkt von C?
definiert wird. Fiir den Induktionsschritt ¥ —1 — k seii <k —1 und y € C?. Nach
E23), der Induktionsannahme und [E2]) folgt dann

0 < (Talyl —ex) = m)er < (mallyl = cx) = mallany.5, W) ey < 1/2,

also ist hy, s ¢y < 1/2, und folglich ist m,, ;i (PY) = oo, falls (y, P¥) ¢ K" ist. Ent-
sprechende Terme brauchen also bei der Berechnung von ¥ (P¥) gar nicht beriick-
sichtigt werden:

o = th(PY) = (P A\ A my. i (Py)
i<k yeCl:(y,PF)eK"

YA N 2 Gy (B):

Y,B
i<k:Pi <3 pk

Y

Hier haben wir im letzten Schritt noch einmal die Induktionsannahme verwendet.
Zum Beweis von [LZ7) seien y € CX und k' > k. Nach der Definition von PF ist
tF(y) > 7F, daher ist

@) =t A NN myan) =78

k<i<k y'€C,

wobei wir auch noch verwendet haben, dass nach @I3) m, ;i (y) > 7, > Tk ist,
und dass my, -x(y) = Tk ist. O

Im Beweis von ([ZH) haben wir auch gezeigt, dass gute Konfigurationen
(Y, B) € G,, die folgende Eigenschaft haben: In der Konstruktion von %, (Y, B) gilt
hy kg < 1/2 fiir jedes y € C¥, d.h. in der Definition der Funktionen my, ok tritt
immer der zweite Fall ein.

Nun wollen wir noch ¥ und T* auf Monotonie- und Regularititseigenschaften
hin untersuchen:

Lemma 28 FirY €Y, endliches B C E(Y) und k > 0 gilt

tk ist 1/9-e-Lipschitz-stetig und stiickweise stetig e-differenzierbar, (4.30)
TF ist <g-wachsend und bijektiv. (4.31)

Beweis: Seien Y € Y, B C E(Y) endlich und k& > 0. t¥ ist das Minimum von
endlich vielen Funktionen der Form 7,(|.|) A my + mit ¢’ € R* x S und ¢ € R.
Behauptung 30) folgt daher sofort aus der entsprechenden Eigenschaft dieser
Funktionen aus Lemma und der Vererbungseigenschaft aus Lemma P8 die wir
im letzten Abschnitt gezeigt haben. Als direkte Folge von ([B30) ist T é-stetig und
<gzwachsend, also auch bijektiv. Damit haben wir auch [3]) gezeigt. O



64 Translation

4.3.5 Deformierte Verschiebung: Lemma

Zunichst zeigen wir einige Hilfsaussagen:

Lemma 29 Fir (Y,B) € G, y, ¢ €Y und s € [-1,1] gilt

0 < Tn(lan,Y,B+(y)|) < tn,Y,B(y) < Tn(|y|) < T, (4-32)
(v,y) €K = tuysy) = twys¥), (4.33)
(1, v)¢K = (v,¥ +s(taysW) —tays))e) ¢ K. (4.34)

Beweis: Seien (Y, B) € Gy, v,y € Y und s € [—1,1]. (32 folgt aus @ZH) und
EZD). Fiir @33) und @3) seien y; € C% und y; € CY fiir i < j. Mit

K(y;) := {yG]R2 xS:(yi,y) € K} und Al = {yG]R2 XS:tfl(y) erl}

gilt dann y; € A* und

Vye Ky)nA: 87w =tpn N N\ myarly) =7 (4.35)

i<k<j y'eCk

Denn ¢, (y) > 7, gilt nach Definition von A*, m,, .k > 7\ gilt wegen EI3) und
my, i (y) = 7, wegen y € K(y;). Ist nun (y;,y;) € K, dann gilt y; € K(y;) N A’
und aus ([E3H) und @EZD) folgt 77 = 27 (y;) = 7, was die Behauptung (E33)
zeigt. Fiir @34) setzen wir TH! := id + s - t/71€ und nehmen (y;,y;) ¢ K an.
Wegen y; € A*\ K(y;) und 1) = tJ71(y;), was nach ([EEZD) gilt, geniigt es, folgende
Aussage zu zeigen:

TILHA\ K (yi)) = A\ K(y;) + sTp.€. (4.36)

Seien hierzu o € S und r € R fest gewiihlt. Wegen der Stetigkeit von t¢ (., r, o) gilt
ti (., o) = T auf OAY(.,r, o). Wie im Beweis von [f38) folgt daher 21 (., r,0) = 7¢
auf JA*. Aber Tf;;l (.,r, o) ist wachsend, stetig und bijektiv, was man wie im Beweis
von (E3Tl) zeigen kann. Somit gilt

Tg;l(Ai) = A +s7lE,
und zusammen mit [E3H) ergibt sich die Behauptung (E34). O

Zum Beweis von Lemma Bl sei wieder (Y, B) € G,,. Wir betrachten ein Teilchen
y €Y. Es gilt
Y+ tn,y7B(y)€— T€¢ A1, falls y ¢ Ay,
da 0 < t,,y,5(y) < 7 nach [EID) ist. Falls aber y € A/, so gilt ay,y, B, (y) € Ar nach
Definition von G,,. Mittels @I0) folgt 7, (|an,y,B, (¥)|) = 7, also gilt wegen (E32)
auch ¢, y,g(y) = 7. Damit ist der erste Teil gezeigt. Auch fiir die zweite Behauptung

betrachten wir ein Teilchen y € Y. Falls y € A,, ist, so ist auch T?(y) € A, da nach
E3T) T2 bijektiv ist und 70 = id auf A,,© ist. Andererseits ist wegen (EE32)

y<ey-+ tn,Y,B(y)ggé Tg(y)a

und insgesamt folgt daher y + ¢, v, 5(y)€ € A,. Falls aber y ¢ A,, ist, dann ist nach

EID) 7.(Jy|) = 0 also nach @32) auch ¢, v,p(y) = 0.
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4.3.6 Bijektivitidt der Transformation: Lemma [ZT]

Wir konstruieren die inverse Transformation ¥, rekursiv, und zwar ganz shnlich wie
in der Konstruktion von ¥, d.h. in einer gegebenen Konfiguration (17, B) wiihlen
wir B-Cluster C* mit Pivot-Punkten P* und verschieben sie um 7* in Richtung
—&, wobei 0 = 79 < ... < 7™ gelten soll, sieche Abbildung

PO P?
Cg/ > ’7'2 %2700
e < N
P? Ey
\ > 72 T \6«2
Cc? "
P} " P!
*—— T% 7~'71L <— e
Cy Cy
%, : (Y,B) — (Y,B) %, :(Y,B) — (Y,B)

Abbildung 4.5: Konstruktion des Inversen T, von T,.

Um zu motivieren, wie die inverse Transformation definiert werden muss, betrach-
ten wir zunéchst ein Y € Y mit endlicher Kantenmenge B C E,(Y) und setzen
(Y, B) := %,(Y, B). Bei der Konstruktion von (Y, B) haben wir B-Cluster C* mit
Pivot-Punkten Pff und Verschiebungsbetrige 0 = TS < ... < 7" definiert, so dass
jeder Cluster C*¥ um 7F€ verschoben wird. Im Bild (Y, B) fithren wir die Bezeich-
nungen P¥ := PF 4 7% und C* := CF 4 7/¢ ein. Wollen wir nun das Bild von
(Y, B) unter der inversen Transformation wie oben angedeutet rekursiv bestim-
men, so miissen wir die B-Cluster in der richtigen Reihenfolge betrachten, d.h. wir
V¢ zuriickverschieben, dann CN'}L um —7;}
ter. Schlielich wollen wir ja die Ausgangskonfiguration (Y, B) zuriickerhalten. Wir
miissen daher nach einer Moglichkeit suchen, die Cluster C* unter den B-Clustern
von (Y, B) der Reihe nach zu identifizieren. Falls wir die Cluster C9,...,C*~! und

die zugehorigen Verschiebungen —79 —7h-1

miissen zuerst C0 um —7

. €, und so wei-

€ ..., € bereits gefunden haben, so ken-
nen wir auch die Cluster C?,..., C*=1 also auch ¢t*¥ und T7*. Daher hilft uns in
diesem Fall das folgende Lemma, den niichsten Cluster C*¥ mit dem Pivot-Punkt

P* und dem Verschiebungsvektor —77%

~¢ zu finden:

Lemma 30 Sei 1 <k <m. FiralejeY\ (COU...uCk 1) gilt
ty o (T,) " (Py) <t o (T) ()

Alle g, fir die in dieser Ungleichung sogar Gleichheit gilt, haben die Eigenschaft
(TF)=1(PF) < (TF)~1(§), wobei “<” die lexikographische Ordnung sein soll.

Beweis: Zuerst bemerken wir, dass fiir alle k£ nach Definition von T¥
(TFY=L +tk o (T 16 = id (4.37)

gilt. Ferner ist wegen tfT1 <tk auch TF! <. Tk und daher (T¥)~! <g (Tk+1)-1

no

wegen der é-Monotonie von (T*+1)~! aus ([@3]). Zusammen mit {317 ergibt sich
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daher

thtl o (Th) =1 < ¢k o (T 71 (4.38)
Seien nun 1 <k <mund § € Y\ (COU...UuCk 1), d.h. § € C! fiir ein [ > k. Fiir
dasjenige y € C!, mit y + 7. = 7 gilt dann

l

thl(y) = 7.

und T (y) = 4,

wobei wir [EZ7) verwendet haben. Mit Hilfe von P¥ = T¢(PF), @I3) und E3R)
schlielen wir

(T (By) = 7 < 7y = £ (y) = £ THG) < (1)),

Falls fiir das betrachtete y sogar Gleichheit gilt, muss in der Ungleichungskette
iiberall Gleichheit gelten, also folgt 7% = 7! und t“‘l(Tl‘H)_ (7) = tR(TH~1(g).
Zusammen mit (ES'_'ZI) erhalten wir also y = (TLT1)~Y(§) = (T¥)~1(7) und somit
th(y) = 71 = 7. Nach Definition von P* folgt daher (T¥)~'(P*) = P* <y, und
die Behauptung ist gezeigt. |

Lemma Bl beschreibt nun genau, wie das Inverse zu T, rekursiv definiert werden
muss: Seien zuniichst ¥ € Y und B C E,(Y) endlich. Sei CO 5 der B-Cluster

m = m(Y,B) die Anzahl der verschiedenen B- Cluster von Y \ C° _ B

f?l v 5 ="a(l]) und 70 o - := 0. Im k-ten Konstruktionsschritt (k > 1) setzen wir

C
von A¢,

ik _ 7kl
thys =ty s/ /\ My s
vel, F 5T s
Seien Tk 5 - = id+ tk - € und Pk - 5 derjenige Punkt von Y\ (CO ..U

cr ! ), in dem die Funktlon tr o (Tk -)~1 ihr Minimum annlmmt Falls
n, Y B n, Yy B n, Y B
es mehr als einen solchen Punkt glbt so wihlen wir unter diesen den Punkt Y, SO

dass (T:{, B)_ (y) beziiglich der lexikographischen Ordnung “<” minimal wird. Sei
%:Y 5= fﬁ $5° (T:Y B)’l(Pk 5) das entsprechende Minimum und sei C* B
der B-Cluster des Pivot-Punktes Pk - -. Fir k = m + 1 bricht die Rekursion ab.

Falls klar ist, welche Konﬁguratlon w1r betrachten werden wir bei obigen Bezeich-
nungen die Abhiingigkeit von Y und B wieder unterdriicken. Wir miissen noch
zeigen, dass obige Konstruktion wohldefiniert ist, in dem Sinn, dass Tk{/ 5 in je-
dem Schritt invertierbar ist. Auerdem bendétigen wir spéter weitere Elgenschaften
der Konstruktion, die wir im folgenden Lemma nachweisen wollen:

Lemma 31 Sei Y € Y, BC E, ( ) endlich und k > 0. Dann gilt

ik ist 1/2-€-Lipschitz-stetig, TF ist bijektiv und <g-wachsend, (4.39)
(T) !+ o (Ty) '8 = id, (4.40)
VeeR,yeREx S: i o (THHy) > ¢ & th(y—cé) > ¢, (4.41)
th <t und AR < FR (4.42)

(4.43)

VyeCF: il o (THH) ™ (y) = 7).

Beweis: Die Definitionen von ## und T gleichen denen von t¥ und T}, so dass

no

wir ([E39) und ([EZ) genauso wie die entsprechenden Eigenschaften@3), E3TI)
und [37) zeigen konnen. Zum Beweis von AT stellen wir unter Verwendung von
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EZ0) und ([E3T) fest, dass fiir ¢ € R und y € R? x S folgende Aussagen dquivalent
sind:

o (TH)y) > ¢ )" y) <o y—cé

(
y <e TH(y—c@) =y —cé+ 15 (y — cd).
Der erste Teil von [EZD) ist klar, und fiir den zweiten Teil beachten wir

Blo (T8 ) U B 2 7 = BBkl >

= MPF_Flg >l o Rk o (TH Y PR > 7R

wobei die erste Aussage nach Definition von pff’l gilt, die erste und die dritte
Folgerung wegen (AT richtig sind und die zweite Folgerung nach Definition von
th giiltig ist. Fiir EZ3) sei y € CF. Es gilt

tho(TH ™y > 7 = ty—7re) > 7

s BTG - s BT ) - A

wobei die erste Aussage nach Definition gilt, und sich die drei Implikationen aus
@), y — ke € Ck — k& und @A) ergeben. O

Fiur y € CS,Y/,B sei fny_l;,(y) = %jff,é der Betrag, um den das Teilchen y
verschoben wird. Wir setzen

T, 5) = Uy 5 —hvp®) ={y—t,y 5()&:y €Y} und
k
T, 7(B) ={(y— 1ty 50O — 1,7 50)E yy € B}.

Falls B nicht wie oben gefordert eine endliche Teilmenge von En(f/) ist, so setzen
wir Tm 5 = id und Sn,f/ = id. Den Kandidaten fiir das Inverse zu ¥,, definieren wir
durch

T:Yx&—=Yx€ T(V,B) = (T, 5(Y),%,5(B)).
Unter Verwendung von Lemma B konnen wir wieder feststellen, dass alle eben
konstruierten Objekte messbar beziiglich der betrachteten o-Algebren sind. Die

einzige Schwierigkeit ist es dabei zu zeigen, dass die Funktionen (T: v B)_l(y)
messbar sind. Dies folgt aber aus der e-Monotonie von T:f/ 5

Bevor wir zeigen, dass <, wirklich invers zu %, ist, bendtigen wir noch eine zu
Lemma Bl analoge Aussage. Sei dafir Y € Y und B C En(f/) endlich. Seien ¥,
Tk, Ck, P* und 7* (0 < k < 7n) wie eben definiert und (Y, B) := %, (Y, B). Zur
Bezeichnung der Objekte in (Y, B) setzen wir P¥ := P¥ — k¢ und C* := Ck — 7k¢,
vergleiche Abbildung EZH

Lemma 32 Sei 1 <k <m. FiralleycY \ (COU...uCF1) gilt
£h(PY) < B (y)-

Alle vy, fiir die in dieser Ungleichung Gleichheit gilt, haben die Eigenschaft P¥ <y,
wobei “<” die lexikographische Ordnung sein soll.
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Beweis: Seien 1 <k <mundy €Y'\ (COU...uUCk 1), d.h.y e C! fiir ein | > k.
Fiir dasjenige § € C!, mit § — 7. = y gilt
L) = 7 wd (T 7H@) =y
nach (EZ3) und EZ0). Mit Hilfe von Z2) schlieen wir deshalb
th(Py) = 7 < 7, = L)) = 50 < ().

Falls fiir das betrachtete y sogar Gleichheit gilt, muss in der Ungleichungskette iiber-

all Gleichheit gelten, also folgt 7% = 7. und #* (y) = 7, d.h. T (y) = y+7.¢= 7. Es
folgt 7 = 74 = 4 (y) = 70 (14)1(§), also gilt Pk (Tk) HEN S (@)@ =y
nach Deﬁmtlon von P¥ und die Behauptung ist gezeigt. g

Lemma 33 AufY x &€ gilt T,0%, =id und %,0%, = id.

Beweis: Fiir den ersten Teil betrachten wir Y € Y, B € & und setzen (Y, B) :=
%, (Y, B). Falls B keine endliche Teilmenge von E,(Y) ist, gilt T, o T,(Y,B) =
%,.(Y, B) = (Y, B). Andernfalls ist nach Konstruktion (Y, B) = m(Y, B), und der

zweite Teil von Lemma B0 impliziert C’g v.5= = C) y p- Nun geniigt es,
ik _ 4k Fk _ Tk =k _ -k
by =tvie Toyvp =Tavie Toys = Tavis
o k ko Ak k k (4.44)
Pivis = Pove+tmys wd Clyps=Chyp+miys

fiir alle & > 0 durch vollsténdige Induktion iiber k zu zeigen. Der Fall k = 0 ist
trivial. Fiir den Induktionsschritt k — 1 — k bemerken wir, dass t% = t* nach In-
duktionsannahme gilt und Tk =Tk sofort folgt Zusammen mit Lemma B0 und
der Deﬁmtlon von Pk folgt Pk Pk + 7% und 7% = 7¥. Hieraus ergibt sich sofort
Ck =Ck 47k

Fiir den zweiten Teil betrachten wir Y €Y, B € & und setzen (Y, B) :=%,(Y, B).
Ohne Einschriinkung ist B € E,,(Y) endlich, und es geniigt, (EZ4) durch vollstindi-
ge Induktion iiber k zu zeigen. C° V.5
von Lemma [ analogen Aussage, und der Induktionsschritt ergibt sich unter Ver-

= Cn y,p folgt aus einer zum zweiten Teil

wendung von Lemma O

4.3.7 Dichte des transformierten Prozesses: Lemma

Sei Y € Yund f > 0 Fy ® Fe-messbar. Definitionsgemif lisst sich die linke Seite
von (EEI6) darstellen als

_an? 1 . ’ _
TS0 wie 1) = [ dy 3 (FoSupn)(T.B)
k>0 n BCE.(Y,)

wobei wir die Bezeichnung Yy ={y1,...,ys} U YA% verwenden. Wir wiirden gerne
eine Kantenmenge B festlegen, bevor wir die Positionen x; der Teilchen festlegen.
Wir fithren daher Kanten zwischen Indices anstelle der Kanten zwischen Teilchen
ein. Seien dazu Ny, := {1,...,k},

=N, UYxe und E,(Y*) = {y1y2 € E(Y*) : yryo NNy, # 0}

Fir B C E,(Y*) und y € (A, x S)! (I C Ni) definieren wir B, als diejenige
Kantenmenge, die entsteht, wenn bei jeder Kante der Menge B der Endpunkt ¢ €
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durch y; ersetzt wird und jede Kante, die einen Endpunkt ¢ € Ny \ I enthiilt,
ganz geloscht wird. Analog sei Y, := {y; : i € I} U Y. die zur Folge gehorige
Konfiguration. Mit Hilfe dieser Kurznotation erhalten wir

10 = 3 10B) mit 105B) = [ dy(FoTu- eV B,).
BCE,(YF) An®

Um I(k, B) zu bestimmen, miissen wir ¥, (Y,, B,) berechnen, und dazu wiederum
miissen wir die Punkte Pflyy’ B, unter den Teilchen y; identifizieren. Seien also
mp die Anzahl der verschiedenen B-Cluster von Y*\ Cyx 5(A%), Cyr p(n(0)) :=
Cyr p(AS) NNy und S(B) die Menge aller Abbildungen 7 : {1,...,mp} — (Y*\
Cyr p(A5)), so dass jeder Punkt n(i) in einem anderen B-Cluster liegt. Fiir n €
S(B) definieren wir

Arpa = {y € (M x 8" : V1< j<mp iy =Py 5} und
Ak,Bm = {y € (An x St :v1<j<mp: Yn() = ﬁ;,Yy,By}’
wobei P7 _ die Pivot-Punkte aus der Konstruktion der inversen Transformation

n,Yy,,By
aus Abschnitt B8] sein sollen. Wir schreiben

I(k’B) = Z /A kdy 1Ak,5,n(y)(fo‘zn'(Pn)(YyaBy)

neS(B)

und bezeichnen die Summanden des letzten Terms mit I(k, B, 7). Falls y € Ay 5.y
ist, konnen wir einen einfachen Ausdruck fiir T, (Y,, B,) angeben. Sei dazu

n(d) .

tBiny = t'”u?yn,jflvByﬂ,]‘*l
die Verschiebungsfunktion fiir den j-ten Cluster, wobei y” die Teilfolge von y sein
soll, die der Indexmenge CYy , := UJ,<; Cyx p(n(i)) entspricht, also die Teilfolge
der Punkte, die schon vorher verschoben wurden. Fiir y € (A,, x S)* setzen wir nun

Tn(y) = (Th,y, (Yi))1<i<k, wobei

Tgf;?y = ¢d+t}§fn{y€ und  Th, , = z'd—i—t%(’]n)ﬂy(yn(j))é'

fir 0 < j <mp und i € Cyx 5(n(j)),7 # n(j) sein soll. Fiir i € Cyr 5(n(j)) hingt
die Abbildung Tf?m,y offenbar nicht von der ganzen Folge y ab, sondern nur von
denjenigen Folgengliedern y; mit [ € C;z,,f ;31 und zusétzlich von y,;y, falls i # n(j)
ist. Nach Konstruktion gilt nun

Tu(Yy, By) = Y1y, (p)> Bra., ) und

Yy €Ay = , N , (4.45)
Ti,Yy,By = Tgfil),y fiir alle 7 < mp.
Des Weiteren stellen wir fest, dass fiir alle y € (R? x S)* gilt:
RS Akme = TBm(y) c /Ikme. (4.46)

“=7 gilt wegen [EZH) und EZ) aus dem Beweis von Lemma Zum Be-
weis von “<” sei y € (R? x S)* mit Tg,(y) € Akpy und sei (Y',B') =

SH(YTB,n(y)7BTB,n(y))’ wobei ¥,, wie im letzten Abschnitt das Inverse zu ¥, ist.
Mittels vollstdndiger Induktion iiber j konnen wir zeigen, dass fiir alle j gilt:

Tg,Y/,B/ = Tgf%),ya Yn() = PrZ,Y’,B’ und  {y;:i € CYk,B(U(j))} = Ci,Y/,B"
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Im Induktionsschritt j — 1 — j folgt dabei die erste Behauptung aus der Indukti-
onsannahme, die dritte aus der zweiten und die zweite aus der ersten, der Definition
von Ay g, und [@Z4) aus dem Beweis von Lemma B3 da

j _ qm() _ pi
Ti,Y’,B’ (yn(i)) TBJI y(y"(i)) - TszTB n(y)ﬁBTB,n(y)

_ pJ J
= Pn Y’ B’ +T nY’ B = Tn Y’ B/(Pn,Y/,B/)

und Tz,ya g bijektiv ist. Dies schlieft den Induktionsbeweis ab, und nun folgt
(Yy, By) = (Y', B'), woraus wir y, ;) = Pn yiB = Piyy,By folgern konnen. Da-
mit haben wir ([40]) gezeigt.

Die Hilfsfunktion g : (R? x S)* — R sei durch g(y) := 1A~k,B,n(y)f(Yy’ B,) definiert.
() und @) implizieren nun die Darstellung

[(k,B,T]) = {H H /dyz ‘1+at%(]n)y yn )H g(TBm(y))a

j=0 1€CY’V B

wo wir auch schon die Definition #IH) der Dichtefunktion eingesetzt haben. Jetzt
transformieren wir die Integrale. Von j = mp bis 1 und i € Cy« p(n(j)) substitu-
ieren wir y; := Té7n7yyi. Fiir i # n(j) ist T4 oy
Vektor, daher ist dy, = dy;. Fur ¢ = n(j) betrifft die Transformation nur die ers-

eine Verschiebung um einen festen

te Ortskomponente. Fiir feste zweite Ortskomponente 7; und Spinkomponente o;
von y; transformiert sich die erste Ortskomponente r; mittels id + ti n y( Ti,04).
Nach @3D) ist ti,, y( Ti,0;) 1/2-Lipschitz-stetig und stiickweise stetig differen-
zierbar, also ist id +t}; , (., 74, 0;) streng monoton wachsend und stiickweise stetig
differenzierbar. Der Transformationssatz von Lebesgue [{EZ3)) liefert daher

dyy() = |1+ 0z tB . (Un() )| dyn(s)-
Somit erhalten wir
I(k, B,m) {H II /d?/z / Ly L4, ., W) f(Yy. By).
7=0 i€Cyr 5(n(4)) An

Damit sind wir aber fertig, da dieselbe Argumentation zeigt, dass die rechte Seite
von (EEI6) geschrieben werden kann als

S Y S [, @565

k>0 BcE (Y*)neS(B)

Ganz analog zu obigen Uberlegungen kann man zeigen, dass die Dichtefunktion
iiberhaupt erst wohldefiniert ist. Es gilt ndmlich fiir jede Randbedingung Y € Y

va, @7 (pn ist Wohldeﬁniert|}7

mp
- _4” Z Z Z / dy 1Ak B,n y) ]:[ {0z tB]n 4 (Un(y)) existiert}’

k>0 BcE (Yk)neS(B)
Da aber t"(j ) , stiickweise stetig e-differenzierbar ist, gilt fiir beliebige r € R, o € 5,
k, B, n und y wie in obiger Formel, dass 8~t73 , y( r,0) M-f.s. existiert. Nach dem

Satz von Fubini kann man daher die Indikatorfunktionen unter dem Produkt alle
durch 1 ersetzen, und obige Wahrscheinlichkeit ist daher 1.
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4.3.8 Wichtige Abschitzungen: Lemma
Abschitzung der Energie

Fiir y,5' € R? x S und ¥ € [~1,1] mit (y,y’ + s€) ¢ K fiir alle s € [, 9] gilt

Uy, +98) + Uly,y' —0¢) —20(y,y/) Pl () + ¢l (—0) — 20 L, (0)
d? _
< sup =Y (s)9? = sup 02U (y,y + s€)9?
sel—o,0 dt? 7Y (s) se[—9,] ( )

nach Taylor-Entwicklung von ¢, ,/, was wegen der é-Glattheit von U moglich ist.
Die 1-Dominierung der é-Ableitungen liefert

sup 8§U(y,y/ +s€) < Y(y,y').
s€[—1,9]

Sei nun (Y, B) € G,,. Ohne Einschrinkung kénnen wir die rechte Seite von 1)
als endlich voraussetzen. Unter Verwendung der Kurzschreibweisen

Oy = tays(Y) —tayp(y) firyy € E,(Y) und
E.xk(Y) ={yy/ eE,Y):(y,y)¢ K} firYe}y

ist dann
HY (%, 5Y) + HY (T,5Y) — 2HY (V)
= Z Uy, y' + Uy, €) + Uly,y' — Dy, €) — 20 (y,y")]
yy' €En k(Y)
< Y W) tays) —tays(¥)’ = fu(Y)B).

Yy €En k (V)

Im ersten Schritt haben wir verwendet, dass U é-invariant ist und dass wegen (E33)
fir (y,y') € K ¥y, = 0 ist, und im zweiten Schritt konnten wir obige Taylor-
abschétzung verwenden, da nach E34) fiir (y,y’) ¢ K auch (y,y’ + sé) ¢ K fiir
alle s € [V, Yy ] ist. Nach der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und
dem quadratischen Mittel ist

2 () = 7alloD) + () — 7(ly'D) + (7ally'D) — by 56))

3
< (tny,8(W) =7 (yD)?* + (T (yl) = (W' D)? + (70 (Y1) — tnyv.8(Y))?,

und wir erhalten

0 B) < 65 0y, y) (ralyl) — tuv.s(v))?

Y,y €Y

#
+3) " i<y @, 9) () = (ly'])?-
y,y' €Y

In der ersten Summe auf der rechten Seite folgt unter Verwendung von [E32)

(Ta(y]) = tav.s@))? < (ulyl) = mallan,y,5, @)

< 2 Lt e, (alyl) = ("D
y'eYy Y Yy
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Durch Unterscheidung der Félle y” # y,y’ und y” = ¢’ kénnen wir daher f,(Y, B)
durch die Summe der beiden folgenden Ausdriicke abschétzen:

#

Do, Y,B) =6 > " 1 vu, O,y ) gyl (lyl = cx) = (Y%,
— {ye—y"}
v,y Yy €Y
Y3(n,Y) = 92 ") <ty 3 17 (ly] = ex) = Ty
Y,y €Y

(4.47)

Verwenden wir diese Summen bei der Definition von G,, in ([EI]), erhalten wir die
Behauptung (ETT).

Abschitzung der Dichten
Sei wieder (Y, B) € G,,. Wegen der in [30) festgestellten 1/2-e-Lipschitz-Stetigkeit
ist

|0ty .5 (Pry,p)| < 1/2.

Unter Verwendung der Abschitzung — log(1l —a) < 2a fiir 0 < a < 1/2 erhalten wir
daher

fn(Y,B) = —log @, (Y, B) —log v, (Y, B)
m(Y,B) m(Y,B)
= — Z log (1 — (9etk v 5(PEy 5))?) < Z 2(0:tF v g (P )2
k=1 k=1

Falls ¢, (Y, B) wohldefiniert ist, gibt es eine Umgebung der ersten Ortskomponente
von PF v, auf der tk y,p mit to ,v,p oder einer der Funktionen m,, ;i  iiberein-
stimmt, wobei 0 <4 < k und y € C? y,p mit (y,P v.) € K". Daher konnen wir

(Dethy B(P,’;Y’ 5))? abschitzen durch die Summe von (8515,0171/, p(PYy p))? und

k—1
Z Z Ly (yvpr]f,Y,B)(Tn(|y| — k) — Tﬁ,Y,B)%?
=1 yecn Y.B

k—1

<3SN 1@ Py ) (mallyl = ex) = Tallan,y.s, (1)) 3,

=1 yeCn Y,B
wobei wir @ZH) im letzten Schritt verwendet haben. Fiir y = (r1,7r2,0) € R? x S

ist,
—R) q(lyl — R)
et —1 a(r] <1
|0ty 8B = Linzjri|>lralveyT Qn—R) = HEMT O R)

also lésst sich f,(Y,B) durch die Summe der beiden folgenden Ausdriicke
abschétzen:

y
Y4(n,Y) = 272 Z Liyea, }Q(l( = )
yey
4.48
S5(n,Y, B) = 2cfz > 1ke(y.y) YB+y,,}1{|y|§|y”\} (4.48)

Yy’ €Y y'ey
//|

X (Ta(lyl = ex) = ma(ly

Verwenden wir diese Terme in der Definition @Il von G,, folgt die Behauptung.
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4.3.9 Gute Konfigurationen: Lemma

Die in der Definition I) der Menge der guten Konfigurationen verwendeten
Funktionen ¥;(n,Y, B) haben wir in {E29)), (EZ7) und [EZY) angegeben. Mit Hilfe
der Abkiirzung

T, y") = Ly<w Iyl = cx) = (Y

lassen sie sich schreiben als

#
S1=4¢F > 1 vs, mlyy"), B2=6 Y 1 vu, by )y y"),
” {y—y"} — {y—y"}
Y,y €Y v,y Y eY
# q(ly| = R)?
Ts=9> " ¥, y")riy.y"), Sy=2r2)" 1{yeAn}ﬁ und
Y,y €Y yeY

+
Y5 = QC?Z Z 1K//(y,y’)l{ygy”}ﬂ(y,y”).

Yy’ eY y’ey

Wir werden zeigen, dass die Erwartung jedes 3; beliebig klein wird, wenn wir n
grof} genug wihlen. Zuerst werden wir aber noch einige Tatsachen vorstellen, die
wir spéter brauchen.

Vorbereitungen

Sein> R+ 1. Fir s > s mit s/ > R und s < n gilt

s'An
q(t — R) ’ q(s — R)
0<r(s—Rn—R)—r(s —R,n—R :/ ———dt < (s —8) ——=+
( ) "= e Qe B = TG0 R)
wegen der Monotonie von q. Wir setzen 7 := n + cx und R := R + cx. Obige
Abschétzung impliziert dann

— R)?
td(2,2') < Lggeant (|2 = |2 + ck)? % fiir z,2" € R*, ~ (4.49)
indem wir ¢’ := |2/| und s := |z| — ¢k substituieren. (Falls s’ < R oder s > n ist,

so gilt sogar 74(z, ") = 0.) Wir wollen nun untersuchen, wie wir die Terme auf der
rechten Seite von ([EZ9) in den Griff bekommen kénnen. Zuerst bemerken wir, dass

/ drq(jz| — R)*> < 16R? + 32Q(a— R) fiir 1 > 2R. (4.50)

i

Schreiben wir némlich s := |z|, so gilt

2R n—R
/ deq(lz] — R)?* < / ds8s + [ ds8(s + R)q(s)?
An 0 R

n—R
< 16R* + 32/ q(s)ds < 16R* + 32Q(n — R).
0

Im ersten Schritt haben wir ¢ < 1 verwendet, und im zweiten Schritt s+ R < 2s und
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sq(s) < 2. AuBlerdem erhalten wir lim Q(n) = oo als Konsequenz von loglogn <

n—oo

Q(n) fir n > 1. Aus @00) folgt daher

i [ =R (4.51)
e fy, QR T '

SchlieBlich gilt fiir zo, ...,z € R? nach der Dreiecksungleichung

m m
| = fzol + exc| < m\/ fa = @il +exc < 1)V er) (1V [ = wiea),
=1 =1

und es folgt

(|Zm| = |zo| +cx)? < (m+1)2(1V %) \/ 1V |z — x4 ). (4.52)
i=1

Abschitzung der Terme Y;

Wir verwenden die Ideen aus dem Beweis von Lemma[[8 Fir Y € Yund B C E,(Y)
schitzen wir die Summanden von ¥ (n,Y, B) ab, indem wir alle Moglichkeiten fiir
Pfade yo,...,ym von y = yo bis y” = y,, im Graphen (Y, B;) betrachten. Nach
EZ) und ERZ) konnen wir dann 31 (n, Y, B) abschitzen durch das Produkt einer

Konstanten ¢ mit

. # q(lyol
Z (m+1) Z Z Lyoehn }m(l\/|yk—yk 11%) Hl{ylyl 1€B84 }-
k=1 ey

m>0 Y0, Ym i=1

Unter Verwendung von Lemma B E20) und E2I) folgt daher genauso wie in
Beweis von Lemma

/ u(dY) / ma(dBY) 21 (n,Y, B)

) 1 q(lyo| — R)?
< (26) Cgcmzz:o(m‘f' 1)%(ce2€) /A dyom‘

Im letzten Term hat die Summe itiber m wegen (1) einen endlichen Wert, und we-
gen ([ERI) kann das Integral beliebig klein gemacht werden, wenn nur n grofi genug
ist.

Ebenso schiitzen wir die Summanden von Yo(n,Y, B) ab, indem wir alle Méglich-
keiten fiir Pfade yo,...,ym von y = yo nach y” = y,, in (Y, B;) betrachten und
die Fille y; = v’ und y; # v’V j unterscheiden. Nach ([Z9%) und ([5J) konnen wir
Y¥2(n,Y, B) abschétzen durch das Produkt einer Konstanten ¢ mit

> (m+1) Z Z Lyoean) %( V ke — yk-1l?)

m>0 k=1 wyo,..., Ym€Y

X Hl{yiyi—leBJr}[ Z b(yo,y') + Z (Yo, Y5 :|

i=1 YEY Y FyiVi

Die zweite Summe in den eckigen Klammern ist nach 8) hochstens cym, daher
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folgt wie oben:
[utay) [ masy)saon,v.5)

< (€Pee Y (m+ 1)z [ dy %(zmwm)
m>0 n

Somit wird der Ausdruck wieder beliebig klein, falls nur n grof8 genug ist. Analog
gilt mit einer Konstanten ¢

[tz y) < o2 [ ay S Lo avie- o)

Da nach 3X) das zweite Integral hochstens ¢y ist, wird auch dieser Ausdruck be-
liebig klein, falls nur n grofl genug ist. Selbiges gilt fiir

/u(dY)E4(n,Y) < 2z572/7 dy %

Schlieflich kénnen wir auch noch ¥5(n,Y, B) abschitzen durch das Produkt einer
Konstanten ¢ mit

> (m+1) Z Z LyoeAn) %( Vg — yk-1l?)

m>0 k=1 wyo,..., Ym€Y
m
x Hl{yiyiflem}[ Z L (Yo, y/) JerK“(yo,yj)]
i=1 y'eY,y'#y; Vi j=1

Die zweite Summe in den eckigen Klammern ist héchstens m. Wie oben folgt
[utay) [ many) s, v. 5)

_ q(lyo| = 1)
< (26)%¢qc m+13cz§m1/d77,z§c+m
(8 epe 3o m o 1Ptecs)" " [ G s+ ),
was wieder beliebig klein wird, wenn nur n grofl genug ist. Insgesamt erhalten wir

5

/u ® m(d(Y, B)) Y %i(n,Y,B) <

i=1

\CRS%)

fiir geniigend grofie natiirliche Zahlen n, und p ® m,(G¢) < ¢ folgt daraus unter
Verwendung der Ungleichung von Cebysev, der hohen Wahrscheinlichkeit von Gl
und der Definition von G,, in (EII)).

4.4 Approximierbarkeit: Propositionen [ und

Proposition B folgt sofort aus den Definitionen. Zum Beweis von Proposition [l sei
(U, 2,Y0) ein zulissiges Tripel mit Ruelle-Schranke &, wobei U : (R? x S)2 — R ein
d-invariantes Standard-Potential sei. Es gebe ein € > 0, messbare Kernerweiterungen
K,K’ und K" mit Eigenschaft @), so dass gilt:

sup /1K//\Ku(y1,y2)dy2 < 1/(z§) und
y1€R2xS

U ist in (K€), gleichgradig a-stetig und beschrénkt.
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Ferner gebe es eine bpgi-Funktion ¢ und ein R € N, so dass fiir

K = {(y1,52) € (R* x $)* : |y1 — yo| < R}
eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(a) U hat auf K¢ durch ¢ dominierte d@-Ableitungen.
(b) Es gibt ein @-invariantes Standard-Potential U > 0 mit |U| < U in K°,
U hat auf K¢ durch ¢ dominierte @-Ableitungen und

lim  sup /U(yl,y2)|y1 —y2|21{‘y1_y2|2T}dy2 = 0.
Ty eR2XS

Nach Voraussetzung gilt

c:=1/(z§)— sup /lKu\Ku(yl,yg)dyg > 0.
y1€ER2X S

Im Fall (a) setzen wir Uy := U und im Fall (b) setzen wir U := U. Wir koénnen
durch Vergroflerung von R ohne Einschrinkung annehmen, dass R > 1 und K so
grof ist, dass K C K und im Fall (b) aulerdem

- c
sup /QU(ylay2)|y1 —y2|21f<c(?/1ay2)d?/2 < 92"
y1€ER2XS

In beiden Fillen dient Uy als d-glatte Approximation von U auf K¢. Sei
Ci={(y1,2) € BR* x 8): |y —go| SR+ 1}\ K.

Fiir ¢/ > 0 sei fsr : R — Ry eine symmetrische glatte Wahrscheinlichkeitsdichte
mit Tréger in | — ¢, §'[, vergleiche BZI]) im Abschnitt B4l Die Funktion

Ux(x1,01,22,02) 1= /dtfaf(t)U(thl,iw*tavﬂz)

ist dann eine d-glatte Approximation von U auf C. Falls §’ klein genug ist, folgt aus
der gleichgradigen d-Stetigkeit von U

fiir (y1,y2) € C.

C
U . U /:: -
U2y, p2) = Ul w2)l < = Jem

Sei schlieBlich g : (R? x S)? — [0, 1] eine d-glatte Funktion mit g(y1,y2) = 0 fiir
ly1 — y2| < R, g(y1,y2) = 1 fiir |y1 — y2| > R+ 1 und beschrinkten a-Ableitungen
dzg und 92g. Jetzt kénnen wir U,u: K¢ — R durch

Ui=01-9)Us+)+gU; und u:=U-U

definieren. Dass die konstruierten Objekte in beiden Féllen (a) und (b) die in Defi-
nition [[3 geforderten Eigenschaften haben, ist nun leicht nachzupriifen.
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4.5 Beweise im unmarkierten Fall

4.5.1 Beweis von Proposition [1]

Der Beweis verlduft analog zum markierten Fall. Sei (U, z,Xy) ein zuldssiges Tripel
mit Ruelle-Schranke &, wobei U : R? — R ein translationsinvariantes Standard-
Potential sei, so dass der harte Kern KV von U kompakt ist, U stetig in (KY)¢
ist und es eine bqi-Funktion ¥ und ein R € IN gibt, so dass fiir K := Ap eine der
folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(a) U hat auf K¢ durch ¢ dominierte d@-Ableitungen.

(b) Es gibt ein translationsinvariantes Standard-Potential U > 0 mit [U] < U in
K¢, das auf K¢ durch ¢ dominierte a-Ableitungen hat, und fiir das gilt

/ 0 ()|2)dz < oo,

K

Aus Kompaktheitsgriinden kénnen wir ein € > 0 wéhlen, so dass fiir den Abschlufl
K der e-Erweiterung KU des harten Kerns

ci=1/(26) = (K \KY)>0

ist. Im Fall (a) setzen wir Uy := U und im Fall (b) setzen wir U; := U. Wir kénnen
durch Vergroflerung von R ohne Einschrinkung annehmen, dass R > 1 und K so
grof ist, dass K C K und im Fall (b) auerdem

/ 2U (x) dx < <
- 2

In beiden Fillen dient U; (x) als Approximation von U auf Ag®. Sei C':= Ar41\ K.
Fiir § > 0 sei f5 : R — R4 eine glatte symmetrische Wahrscheinlichkeitsdichte mit
Triger in | — 9§, §[, vergleiche (BZI)) im Abschnitt B4l Die Funktion

Us(z) = /dtfg(t)U(x—t@’)

ist dann eine d-glatte Approximation von U auf C. Falls wir § geniigend klein
wiéhlen, folgt aus der Stetigkeit von U und der Beschranktheit von C

|Us(2) — U(z)| < ¢ := ¢/[4N*(C)] fiir alle 2 € C.

Sei schlieflich g : R? — [0,1] eine d-glatte Funktion mit g(z) = 0 fiir |z| < R,
g(x) = 1 fiir [z] > R+ 1 und beschréinkten @-Ableitungen dzg und 92g. Jetzt
kénnen wir die Funktionen U, u : K¢ — R durch

U:i=0-¢g)Us+)+gU; und wu:= U-U

definieren. Dass die konstruierten Objekte in beiden Féllen (a) und (b) die in Defi-
nition [[[ geforderten Eigenschaften haben, ist nun leicht nachzupriifen.
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4.5.2 Beweis von Satz

Da der unmarkierte Fall nur ein Spezialfall des markierten Falles ist, ldsst sich fast
der ganze Beweis wortwortlich {ibernehmen. Wegen der Translationsinvarianz in
alle Richtungen ergeben sich Vereinfachungen, und durch die etwas verdnderten
Voraussetzungen ist der Beginn des Beweises leicht abgewandelt:

Sei (U, z,Xo) ein zulissiges Tripel mit Ruelle-Schranke ¢, wobei U : R? — R
ein translationsinvariantes Standard-Potential sei, das d-glatt approximierbar ist.
Seien K O KU eine symmetrische kompakte Menge und ¢ eine bqi-Funktion. Seien
U:R? - R und u : R?2 — R messbare symmetrische Funktionen mit 0 € K,
U=U—-wuund u > 0 auf R?, u = 0 auf K, so dass U in K¢ durch ¢ dominierte
a-Ableitungen hat und

Cy = /ﬂ($)|x|2d$ < oo und )\Q(K\KU)—F/ﬂ(x)dx < 1/(28).

In diesem unmarkierten translationsinvarianten Fall sind K’ := K, und K" := (K’).
automatisch messbar, vergleiche Abschnitt Wihlen wir hierbei € > 0 klein
genug, gilt sogar

ce = /\Q(K”\KU)+/ﬁ(z)dz < 1/(28),
denn K ist kompakt und wegen der o-Stetigkeit des MaBes A2 nach unten wird

daher A\?(K”\ K) beliebig klein, wenn nur € klein genug ist. Ab dieser Stelle kann der
Beweis von Satz l mit den entsprechenden Vereinfachungen iibernommen werden.
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Verzeichnis ausgewihlter
Symbole

Allgemeine Bezeichnungen

definierende Gleichung

N:={0,1,2,...} Menge der natiirlichen Zahlen
Z:={..,-1,01,...} Menge der ganzen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

R4 :=1[0,00] Menge der nichtnegativen reellen Zahlen
R:=RU{+} Menge der reellen Zahlen, eingeschlossen co

[a, b] abgeschlossenes Intervall

la, b] offenes Intervall

[a,b],]a, b] halboffene Intervalle

0 leere Menge

Ax B Mengenprodukt der Mengen A und B

AcCB A ist Teilmenge von B

K(a), K(b) Schnitt einer Menge K C A x B fir a € A bzw. be B
PM):={A: AC M} Potenzmenge einer Menge M

Mce Komplement einer Menge M

H#M Kardinalitét einer Menge M

0A Rand einer Menge in einem top. Raum

r1V re := max{ry,re} Maximum zweier reeller Zahlen r1, ro

r1 Arg :=min{ry,ro} Minimum zweier reeller Zahlen r1, 7o

Niermi ==min{r; :4 € I}  Minimum einer Familie reeller Zahlen (r;);er

|| Maximumsnorm

]2 Euklidische Norm

[I-1l Supremumsnorm von reellwertigen Funktionen
By(z,r) offene Kreisscheibe um z mit Radius r

By(r) := B(0,r) offene Kreisscheibe um den Ursprung mit Radius r
F1® Fy Produkt der o-Algebren F; und Fy

A1 ® A Produkt der Mafle A1 und Ao

wRT Produkt des MaBes p und des Ubergangskernes
P1(, ) Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf (€2, F)
n# Summe, wobei die Indices paarweise verschieden sind

h Summe, wobei der Index nur iiber endliche Mengen lauft
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Zustandsrdume und Konfigurationsrdume

BQ

B}

)\2

Ay = [—r, 72
b,s

E(X)

X,B
>

CX7B(.T), CX7B(M)
FE®R2x5)
Y,X

Ya

Ya

Ny

Fy, Fx
Fy.aTxA
Sr’zﬂ,ooa?x,oo
1%

Z/A(|Y)

&

Fe
(€p,Br)

Borelsche o-Algebra auf R2

Menge der beschrankten Borelmengen
Lebesgue-Maf} auf (R?, B?)

Quadrat der Seitenldnge 2r

Projektionen von R? x S auf R? bzw. S, B
Menge aller Kanten auf X, @

Zusammenhangs- Aquivalenzrelation auf (X, B),
B-Cluster von « bzw. M in (X, B),

Kanten-o-Algebren, @

Konfigurationsraum der Teilchen bzw. der Positionen, [0 [
Einschréankung der Konfiguration, [

Einschréankung des Konfigurationsraums, [

Ziahlvariablen, [

o-Algebren auf den Konfigurationsraumen

o-Algebren der Ereignisse in A, [0

Tail-o-Algebren, [

Verteilung des Poissonschen Punktprozesses, [
Poissonsche Verteilungen mit fester Randbedingung, [
Konfigurationsraum der Kanten, [1

o-Algebra auf &,

Bernoulli-Ereignisraum auf abzéhlbarer Kantenmenge F,

Potentiale, Gibbsmafe

KU

P e (t) = U1, 9¢(y2))

OEU
HY(Y)
wU(y,Y’)
HY(Y)
EA(Y)
ZYH(Y)
Tw*
gyo(Ua Z)
§=¢&(U, 2, 40)
I,

Z*(Y)

5

Ac

harter Kern des Potentials U,
Regularitdtsfunktion der Wirkung von G auf U, [0
G-Ableitung von U, M0

Energie einer Konfiguration Y,
Wechselwirkungsenergie zweier Konfigurationen Y, Y’
Hamiltonian einer Konfiguration Y in A,
Menge der A treffenden Kanten in Y,
Zustandssumme der Konfiguration Y in A,
bedingte Gibbsverteilung in A,

Menge der Gibbsmafle beziiglich (U, z, Yo),

eine Ruelle-Schranke zu (U, z, Yo)
Einheitsquadrat mit Eckpunkt r, [4]

minimale Y iiberdeckende Gitterpunktmenge, 4]
maximale mittlere Teilchendichte, [[4]
e-Erweiterung der Menge A, [0
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