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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Quanteneffekte in den mechanischen Eigenschaften eines nanome-
chanischen Balkenresonators untersucht. Dabei werden zunéchst Quantenfluktuationen der
transversalen Auslenkung des Resonators behandelt. Diese lassen sich durch zwei Verfah-
ren verstirken, dynamisch mittels parametrischer Resonanz, oder statisch durch longitu-
dinale Kompression bis nahe der Euler-Instabilitat, bei der sich der Nanobalken klassisch
zur Seite biegt. Desweiteren werden die Analogien zu makroskopischer Quantenkohérenz
und makroskopischem Quantentunneln in einer quantenmechanischen Beschreibung des
Balkens jenseits der Euler-Instabilitéit diskutiert. Als Modell-Balken wird dabei ein Single-
Wall-Carbon-Nanotube von 0.1 um Lénge verwendet. Seine ausgezeichneten elastischen
Eigenschaften und seine geringe Masse (etwa 20000 C-Atome) machen ihn zum bestmogli-
chen Kandidat zum Nachweis von makroskopischen Quanteneffekten, und seine thermi-
schen Fluktuationen der mittleren Auslenkung in Balkenmitte sind bereits im Experiment
gemessen worden. Das Quantenregime fiir diese Fluktuationen ist aufgrund der sehr ho-
hen Resonatorfrequenzen im GHz-Bereich ebenfalls experimentell zugénglich; die Quan-
tenfluktuationen selbst sind zwar mit (0.01nm)? sehr klein, aber mit neuesten, extrem
sensitiven Sensoren im Prinzip detektierbar. Dynamisch lassen sich die Fluktuationen un-
ter Ausnutzung der parametrischen Resonanz bis auf ~ (1nm)? verstirken, aber nur in
einem sich periodisch aufschaukelndem Nichtgleichgewichtsprozess, sodass zu deren Nach-
weis eine stroboskopische Messmethode verwendet werden muss. Auch durch longitudinale
Kompression bis sehr nahe an die Euler-Instabilitéit, zum Beispiel durch piezoelektrisches
Driicken, lassen sich die Quantenfluktuationen verstéirken, und zwar bis zu einer neuen,
rein quantenmechanisch bestimmten Skala von ~ 0.1 nm; die parallel dazu reduzierte Fre-
quenzskala ist fiir typische solche Nanotubes im Bereich von 10 MHz. Jenseits der Euler-
Instabilitét ldsst sich der Balken quantenmechanisch in einer Superposition aus “nach links”
und “nach rechts” gebogen beschreiben. Die dann niedrigste Anregungsenergie, die Tun-
nelfrequenz des entsprechenden Zweizustandsystems, betrégt nur noch einige MHz. Makro-
skopisches Quantentunneln aus einem durch kapazitive Kopplungen metastabil gemachten
Zustand “links” ergibt eine sehr niedrige Ubergangstemperatur zum Quantenregime von
0.7mK, man erhélt dennoch eine Quantenkorrektur zum Temperaturverhalten des klassi-
schen Arrhenius-Gesetzes. Insgesamt zeigen die hier vorgestellten Rechnungen, dass durch
geeignete Kombination bereits durchgefiihrter Experimente oder verbesserte Kiithlmecha-
nismen Quantenmechanische Effekte, besonders Quantenfluktuationen, in naher Zukunft
tatsdchlich in makro(nano)skopischen mechanischen Systemen relevant werden kénnen und
die “Quantenmechanik” daher wortlich genommen werden sollte.
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Einleitung

Nanomechanische Systeme

Die Nanotechnologie als Modewort der heutigen Wissenschaft néhrt die Erwartung, mecha-
nische oder elektromechanische Systeme auf Nanometerskala (NEMS, 1nm = 10~%m) her-
zustellen, die als funktionelle Einheiten bestehende Systeme durch weitere Miniaturisierung
verbessern, oder aufgrund ihrer Gréssenordnung mit biologischen Systemen wechselwirken
konnen; eine Vorstellung, welche bisher der Science-Fiction-Literatur (“Die Borg”) [68] vor-
behalten war. Wenn auch einige dieser Ziele, wie Nanoroboter, die durch unseren Korper
schwirren und Zellen reparieren, gegenwirtig einigermafien unrealistisch sind, so ist die
Nanomechanik doch eines der aktuell auf grofle Resonanz stoflenden und geférderten For-
schungsgebiete nicht nur der Physik [70] 19} 16], sondern auch der Fécher Chemie, Biologie,
Medizin und Informationswissenschaft, den potentiellen Nutzniefern fortschrittlicher Tech-
nik auf diesem Gebiet.

Nanomechanik ist aber nicht einfach die gewohnliche Mechanik nur auf kleineren Skalen,
so gewinnen zum Beispiel Oberflicheneffekte und Materialstruktur an Bedeutung. Obwohl
generell auch die Elastizitétstheorie auf sehr kleinen Skalen ihre Giiltigkeit verliert, werden
wir in dieser Arbeit mit den Carbon-Nanotubes Systeme kennen lernen, die sich noch bis zu
Ausmaflen von wenigen Nanometern wie makroskopische elastische Kérper verhalten. Der
prinzipiell entscheidende Unterschied zwischen Nanomechanik und gewohnlicher Mecha-
nik ist jedoch, dass Nanosysteme in eine GroBenordnung kommen, in der Quanteneffekte
eine wichtige Rolle zu spielen beginnen. So ist zum Beispiel die thermische Leitfihigkeit
aufgrund von ballistisch propagierenden Phononen quantisiert [76]. In nanomechanischen
Systemen kann sich auch der Casimir-Effekt manifestieren [14], O], das Auftreten einer
nichtklassischen anziehenden Kraft zwischen zwei elektrisch neutralen Oberflichen mit
sehr geringem Abstand, hervorgerufen durch eine Modifikation des elektromagnetischen
Vakuums. Mechanische und elektrische Eigenschaften kénnen kombiniert werden, um et-
wa Elektronen mit einem “Shuttle” einzeln zu transportieren [22, [77], was aufgrund der
Coulomb-Blockade, die in kleinen metallischen Inseln oder Quantendots auftritt, gelingt.
Des weiteren mag es moglich sein, aus dem Zusammenspiel von kapazitiven Kréften und
Ladungsquantisierung quantisierte Auslenkungen von biegbaren Systemen zu schaffen [72].
Beziiglich moglicher Anwendungen als Nanosensoren sind freitragende Nanobalken interes-
sant [64]. Um genau solche Systeme geht es in dieser Arbeit, um kleinste Resonatoren also,
die geeignet sind, Effekte wie Quantisierung von Phononen [69], Erzeugung von Schwin-
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gungszustianden nichtklassischer Art [85] oder das quantenmechanische Tunneln aus einem
metastabilen Zustand [10] zu untersuchen. Solche Nanoresonatoren werden bereits seit ei-
nigen Jahren in Dimensionen von ungefdhr 200 nm x 200nm x 2000 nm hergestellt; sie
konnen Frequenzen im Radiofrequenz-Bereich > 100 MHz erreichen, im Bestfall sogar in
den Gigahertz-Bereich [44] vordringen, was wichtig ist, damit man mit den im Experi-
ment erreichbaren (tiefen) Temperaturen iiberhaupt in den Bereich kommen kann, in dem
Quanteneffekte nicht von thermischen Effekten {iberdeckt werden. Unser Hauptaugenmerk,
was Modell-Systeme fiir Nanobalken betrifft, liegt allerdings auf den Carbon-Nanotubes,
besonders auf Single-Wall-Nanotubes (SWNTs), die nur aus einer einzigen “aufgerollten”
Graphit-Schicht aus Kohlenstoff-Atomen bestehen [75]. Diese sind aufgrund ihrer elasti-
schen Eigenschaften und vor allem ihrer sehr geringen Masse die besten Kandidaten, um
iiberhaupt Quanteneffekte beobachten zu konnen, wie in dieser Arbeit gezeigt wird. Gliick-
licherweise gibt es auch hier grole Fortschritte auf experimentellem Gebiet. Wahrend vor
einigen Jahren lediglich Nanotubes aus mehreren Schichten (Multi-Wall-Nanotubes, MW-
NTs) von Léngen im pm-Bereich im Experiment verwendet werden konnten und deren
thermische Fluktuationen bzw. mittels ac- und de Spannungen angeregten Fluktuationen
und Verbiegungen gemessen werden konnten [81} [65], ist es kiirzlich gelungen, auch SWNT's
von nur bis zu 200 nm Lange doppelseitig einzuspannen und deren thermische Fluktuatio-
nen zu messen [2].

Aufbau der Arbeit

Im ersten Kapitel wird, ausgehend von den Grund-Gleichungen der Elastizitétstheorie die
Lagrangefunktion eines freitragenden Nanobalkens aufgestellt, auf den zusétzlich noch ei-
ne longitudinale, kompressive Druck-Kraft ausgeiibt werden kann. Nach Quantisierung der
Theorie werden die thermischen- und Quantenfluktuationen der transversalen Auslenkung
berechnet und deren Nachweismoglichkeit diskutiert. Die Ergebnisse werden fiir verschie-
dene Modell-Balken wie Si-Balken, MWNTs und SWNTs verglichen, wobei besonders auf
die (SW)NTs als fiir unsere Zwecke optimalen Kandidaten eingegangen wird.

In Kapitel 2 geht es dann um die prinzipielle Moglichkeit, Fluktuationen mit dynamischen
Methoden zu verstéirken, die auf der parametrischen Resonanz beruhen. Dazu werden der
klassische parametrische Oszillator und darauf aufbauend der quantenmechanische para-
metrische Oszillator unter Einschluss von Dampfung behandelt und die Auswirkung der
parametrischen Resonanz auf typische SWNTs diskutiert.

Dagegen werden in Kapitel 3 alle dynamischen Antriebe beiseite gelassen; stattdessen wird
untersucht, wie sich der Nanobalken verhélt, wenn die auf ihn ausgeiibte longitudinale Kraft
so grof3 wird, dass er in die Nidhe der Euler-Instabilitdt kommt, dem Bifurkationspunkt, bei
dem der Balken sich klassisch zur Seite biegt. Sehr nahe dieser Instabilitédt werden die neu-
en relevanten Energie- und Léngenskalen berechnet. Jenseits der Euler-Instabilitét ergibt
sich fiir die effektive Beschreibung des Balkens ein Doppelmuldenpotential; das motiviert
neue physikalische Fragestellungen in Richtung quantenmechanisches Zweizustandssystem
und folglich makroskopischer Quanten-Kohéarenz (MQC) des Balken-Zustandes. Das Kapi-
tel schlieffit mit einer Darstellung dieser Problematik mittels “Nelsons Quantenmechanik”,
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einem Versuch einer klassischen, statistischen Deutung der Quantenmechanik, die zwar all-
gemein nicht zutreffend ist, in diesem Fall aber in anschaulicher Weise korrekte Ergebnisse
liefert.

Verformt man mittels elektrostatischer Kopplungen das Doppelmuldenpotential stark asym-
metrisch, bildet sich ein metastabiler Zustand aus. In diesem Szenario werden im vierten
Kapitel Quantentunnelraten und Quantenkorrekturen zur thermischen Tunnelrate aus dem
metastabilen Zustand berechnet; damit wird die Moglichkeit zum Nachweis von makrosko-
pischem Quantentunneln (MQT) von SWNTs diskutiert.

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse sowie ein Ausblick runden die Arbeit im Resiimee
ab.

Abbildung 1: Aus [30]. Makroskopischer Quanteneffekt.
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Kapitel 1

Nanomechanische Systeme

Ziel dieses Kapitels ist es, die Grund-Gleichungen eines schwingenden Balkens aufzustellen,
die fiir die Berechnung der transversalen Fluktuationen von Nanobalken verwendet wer-
den. Die Ergebnisse fiir verschiedene Typen von Nanobalken werden verglichen und deren
Messbarkeit diskutiert.

1.1 Balken-Mechanik

Werden Balken gebogen, so handelt es sich hierbei mikroskopisch um einen komplizierten
Prozess, der auf atomarer Skala die Bindungsenergien beeinflusst. Die Elastizitdatstheorie
beschreibt die Physik dieser inneren Deformationen und Spannungen auf einer Skala, die
grof3 ist gegen die Reichweite der atomaren Kréfte, und liefert Ausdriicke fiir Groflen wie
die freie Energie, die dann nur noch von wenigen Parametern abhéngen, welche das elasti-
sche Verhalten bestimmen. Nach der Bereitstellung des nétigen Handwerks-Zeug im ersten
Abschnitt wird die Lagrangefunktion des Balkens in Abschnitt 1.1.2 aufgestellt.

1.1.1 Elastizitidtstheorie

Wie der Name “Elastizitéatstheorie” sagt, sollen hier nur Vorgénge beschrieben werden, die
keine bleibende Deformation im System hinterlassen; Punkte des Balkens in Ruhe-Lage x
werden zwar verschoben nach ', wobei

u=a'— x (1.1)
den Verschiebungsvektor bezeichnet, sollen aber wieder in ihre Ruhe-Lage zuriickkehren,

sobald die fiir die Deformation verantwortlichen Kréfte aufgehoben werden. Uber die Ande-
rung des Léngen-Elements (es gilt die Einsteinsche Summen-Konvention)

dl”* = dI* + 2udz;dzy, (1.2)

ist dann der Verzerrungstensor [49]

1 /0u; Ou, Ou Oy
S ] 1.
Uik =5 ((%Uk + ox; + ox; (%k) (1.3)
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definiert. Er ist symmetrisch und punktweise diagonalisierbar. Wird ein Kérper aus seiner
Gleichgewichtslage deformiert, treten innere Spannungen auf, die der Deformation entge-
genwirken. Diese werden durch den Spannungstensor o;;, beschrieben, dessen Ableitungen
0o /Oxy, die Komponenten der entsprechenden inneren Krifte ergeben. Der Zusammen-
hang von Verzerrungs- und Spannungstensor ist durch eine Betrachtung der freien Energie
des Korpers gegeben. iiber die Arbeit, welche von den inneren Kréften geleistet wird, erhélt
man fiir das Differential der freien Energie pro Volumen-Einheit [49)]

df = —sdT + odug (1.4)

mit Entropie pro Volumen s und Temperatur 7', was im Fall der hydrostatischen Kom-
pression in das bekannte dF = —SdT — pdV iibergeht. Die Elemente der beiden Tensoren
sind also unabhéngige Variablen und héngen iiber

_ (91
Tik = <3Uik>T (1.5)

zusammen. In einem isotropen elastischen Kontinuum gibt es fiir kleine Deformationen nur
zwei unabhéngige elastische Konstanten, und die freie Energie l4sst sich in einen Scherungs-
und einen Dilatationsanteil aufspalten,

1 K
f=n <uzk - gfsikulz) - 571121 (1.6)
mit dem jeweils positiven Torsionsmodul p und Kompressionsmodul K, bzw. der Kompres-
sibilitdt 1/K. Aus diesem Ausdruck kann man schlieflich mittels Gl. (1.5)) die allgemeine
Form des Hookschen Gesetzes erhalten:

Ui = 9%51‘1@011 + i <Uik - %@'kazz) : (1.7)
Der Verzerrungstensor ist demnach eine lineare Funktion des Spannungstensors, die De-
formationen sind also den angreifenden Kraften proportional. Generell ist es iiblich, statt
K und p zwei andere unabhéngige Parameter zu verwenden, den Elastizitdtsmodul oder
die Youngsche Zahl E und die Poissonsche Zahl 0. Betrachtet man zum Beispiel homogene
Deformationen, fiir die u;;, und damit auch o, konstant sind, etwa eine einfache Streckung
eines Balkens in x-Richtung, so ist die Langendnderung 6 L/L proportional zur Kraft pro
Querschnittsfliche mit Proportionalitdtsfaktor 1/FE| in bisheriger Schreibweise

O’.’L’{L’

or = —. 1.8

e = (1)

Stahl hat beispielsweise einen sehr hohen E-Modul von 10''Pa; hingt man sich also an

ein Stahlkabel von 3mm Durchmesser, so wird dieses gerade mal um ein tausendstel seiner
Léange gedehnt. Der Elastizitdtsmodul hangt iiber
9K

EZ&K+M (1.9)
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von den alten Modulen ab, die Poissonzahl, welche das Verhéltnis der mit einer Langsdeh-
nung einhergehenden Querkontraktion angibt, iiber

3K —2p

_ g 1.1
7T 6K + 21 (1.10)

wobei ¢ iiblicherweise positiv ist. Soweit eine fiir unsere Zwecke ausreichende Zusammen-
stellung allgemeiner Prinzipien der linearen Elastizitidtstheorie. Aus obiger Gl. (1.4]) ergibt
sich schliellich nach dem Eulerschen Satz fiir die freie Energie der Ausdruck

1
F = §/d3x OikUik, (111)
der nun fiir den konkreten Fall eines Nanobalkens bestimmt werden muss.

Anwendung auf Balken

Wir betrachten einen Balken, dessen Lange grof gegeniiber seinen Quer-Dimensionen (Brei-
te b, Hohe h oder im Falle eines runden Querschnitts Durchmesser D) sein soll. Die Léngs-
richtung des Balkens sei in z-Richtung gelegen, und er soll sich in y-Richtung biegen, sodass
die zy-Ebene als Biege-ebene bezeichnet wird. Durch die Biegung werden einerseits Teile
des Balkens komprimiert, auf der anderen Seite Teile des Balkens gedehnt. Dazwischen
befindet sich die sogenannte neutrale Flache, in der keinen inneren Spannungen auftreten,
siche Abb.[I.1] Diese befindet sich fiir symmetrische Balken in deren Mitte und steht senk-
recht auf der Biege-ebene. Ihre Schnitt-Linie mit der Biege-ebene legt die sogenannte ela-
stische Linie fest, deren Koordinaten aufgrund ihrer Definition durch die Schwerpunkte der
Balken-Querschnitte gehen. Das Problem der Bestimmung der Biege-Energie des Balkens

Dehnung

elastische Linie
Kompression

Abbildung 1.1: Balkenbiegung und elastische Linie.

soll nun zunéchst so vereinfacht werden, dass nur noch die Kurvenlage seiner elastischen
Linie eingeht. Wir betrachten wieder nur homogene Deformationen. Dabei kénnen in er-
ster Ndherung die Kréfte, welche auf die Seitenflichen wirken, im Vergleich zu den von o,
verursachten inneren Kriften vernachléssigt werden, und zusammen mit der Randbedin-
gung o;xni = 0 ( m ist der &ulere Einheitsnormalenvektor auf die Seitenflichen) sind auch
alle 0,4, Null, und nur o, ist fiir die Biegung wichtig. Man kénnte nun in nichsthéherer
Néherung mittels der Poissonzahl tiber uyy, ..y = —0ou,, berechnen, wie genau sich bei Bie-
gung die Querschnittsfliche z.B. von einem Rechteck zu einem Viereck mit auf zwei Seiten
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parabolisch geformten Seitenwénden verzieht. Dies spielt aber fiir unsere Zwecke keine Rol-
le; man stellt lediglich fest, dass der gebogene Balken dem Aneinander-Reihen von vielen
dieser Querschnitte entspricht, die jeweils um einen infinitesimalen Winkel gegeneinander
verdreht sind. Greift man sich nun einen Balkensektor heraus, kann ein (kleines) Léngen-
Element dx in dessen neutraler Fliche immer als Kreisbogen mit Radius R beschrieben
werden. Legt man den Ursprung des Koordinatensystems in die neutrale Fléiche, so kann
ein Langen-Element dx’ im Abstand y entsprechend als Kreisbogen mit Radius R + y an-
gesehen werden. Es gibt also eine Verzerrung zu dz’ = (R + y)/R - dx und damit eine
Komponente des Verzerrungstensors

dr' — dx

Y
o= = 2 1.12
N dr R (1.12)
Aufgrund des Hookschen Gesetzes erhélt man daraus den Spannungstensor
Y
=2 E 1.13
O =2 (113)
und die freie Energie pro Volumeneinheit
1 E y?

Integriert man diesen Ausdruck iiber die Querschnittsfliche des Balkens, so erhélt man
schlieBlich fiir die freie Energie pro Langen-Segment

F _E-1T1

N (1.15)

wobei das Trigheitsmoment der Querschnittsfliche I = [ y?da im Falle des rechteckigen,
quer zur Hohe gebogenen Balkens durch

h/2 b/2 b3h
= / dz/ yidy = (1.16)
h/2 b/2

und im Falle des Balkens mit kreisférmigen Querschnitt durch

2 D/2 DA
1 —/ sin? dgb/ yidy = (1.17)
A 64

gegeben ist. Kennt man also die Kriitmmung 1/R in jedem Punkt der elastischen Linie, so
ist mit obiger Gleichung ( [1.15]) die Biege-Energie des Balkens bestimmt.

Parametrisierung der elastischen Linie

Das Koordinatensystem sei so gewéhlt, dass seine z-Achse mit der elastischen Linie im
Krifte-freien Fall (ohne Biegung) iibereinstimmt. Auslenkungen der Linie sind dann in
y-Richtung, die elastische Linie wird also durch eine ebene Kurve y(z) beschrieben. Diese
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sei an ihrem (linken) Ende bei z = 0 fixiert, y(z = 0) = 0. Desweiteren gilt auch fiir
die rechte Seite y = 0. Man muss nun aber zwischen zwei moglichen Parametrisierungen
unterscheiden. Die erste Moglichkeit ist, dass das rechte Ende am raumfesten Punkt x = L
fixiert ist. Dann ist die Auslenkung durch eine Funktion y = ¢(z) bestimmt, aber die
Lange der Kurve wire bei einer beliebigen Biegung grofler als die tatsdchliche Ruhelénge.
Da die Auslenkungen klein gegeniiber der Lénge sein sollen, spielt dies bei Betrachtung
der Kriitmmung, wie man unten sehen wird, in niedrigster Ordnung von ¢ keine Rolle.
Da wir im spéteren Verlauf der Arbeit allerdings auch Terme héherer Ordnung mitnehmen
werden, verwenden wir als natiirliche Parametrisierung die Bogenldnge der Kurve s € [0, L],
die durch das Weg-Element ds mit ds* = dz? + dy? beschrieben ist, und schreiben fiir die
Auslenkung y(s) = ¢(z(s)). Die physikalische Konsequenz dieser Parametrisierung ist, dass
die Lange des Balkens L fest ist, der Balken also als inkompressibel angenommen wird.
Dabei bleibt der Balken rechts eingespannt, y(L) = ¢(x(L)) = 0, aber die Koordinate x(L)
ist nicht mehr raumfest. Der Ubergang der Parametrisierung = zur Parametrisierung s ist
am besten durch eine Hilfsgrole, den Winkel 6, beschrieben, der iiber

do(r)  dy
tanf = —~ = = 1.1
an dz dz (1.18)

die Steigung in jedem Punkt der Kurve definiert. Also gilt fiir das Weg-Element der Kurve

B dp(z)\?, 1
ds = \/1+ (W) dx = wdaz (1.19)

und fiir die Differentiale dz/ds = cos 0 und dy/ds = sin 6. Dies ist schematisch in Abb.
zu sehen. Aus der Gleichung, welche die feste Lénge in beiden Parametrisierungen be-

y(x)

ds

dy

dx

X

Abbildung 1.2: Parametrisierung der elastischen Kurve durch Bogenlinge s und Kriimmung
|dO(s)/ds|.
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schreibt

L z(L)
L= / ds = / V' 1+ tan?6dx (1.20)
0 0

erhilt man unter Verwendung der trigonometrischen Identitéit 1 + tan?6 = (1 — sin? 9)71
die z-Koordinate des Kurvenendes in Abhéngigkeit der Kurvenform ¢(z((s)) durch Inver-

' = [ e [ (B o

wobei [d¢(s)/ds| < 1 immer erfiillt ist. Die Kriimmung der Kurve in jedem Punkt ist
definiert durch die Anderung des Winkels 6 mit der Bogenléinge,

1 |do(s)
R ds |’

(1.22)

Fiir einen Kreis wire R konstant, fiir eine allgemeine Kurvenform erhélt man je nach
Parametrisierung tiber d¢(x)/dx = tan 6 bzw. d¢(s)/ds = sin§ die Kriimmungen

_3
1|2 dp\*\ °
o= ﬁ . (1 + (ﬁ) > Parametrisierung x
_1
1 |2 dp\*\ °
== % : (1 — (d_f) ) Parametrisierung s. (1.23)

Im Grenzfall schwacher Kriimmung d¢/ds ~ d¢/dz < 1 vereinfachen sich diese Ergebnisse
zu |¢"], und wie schon angedeutet spielt die Parametrisierung in fithrender Ordnung in
Entwicklung nach |¢'| (aber nur dort) keine Rolle.

1.1.2 Lagrangefunktion des Balkens mit Kompression

Zur Aufstellung der Lagrangefunktion L = T — U des Balkens nehmen wir an, dass in
der potentiellen Energie zusétzlich zur Biege-Energie des Balkens, Eg, noch eine duflere
Kraft F' in longitudinaler Richtung auf den Balken wirkt und dabei eine &uflere Arbeit
Wy = F - Ax am Balken verrichtet, wobei die Vorzeichen-Konvention hier so gewéhlt ist,
dass F' > 0 und Az < 0 im Fall von Kompression gelten soll. Ist man nur am freien Balken
interessiert, kann F' in den folgenden Ausdriicken gleich Null gesetzt werden. Wir schreiben
also U = Eg+ W, und betrachten die Terme im Einzelnen. Alle Energien sind Funktionale
der Kurvenform ¢(s) der elastischen Linie des Balkens. Fiir die Biege-Energie muss nur
noch der Ausdruck auf der rechten Seite von GI. iiber die Balkenlinge integriert
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werden. Mit GL. (1.23)) gilt dann

2
d2
o [*ds ,u/L (ﬁ)
By =L [ =0 2T s

~ g /0 ¢ (5) [1 4+ ¢(s) + O (¢/"(s))] ds, (1.24)

wobei mit u = E - I noch der Biegewiderstand des Balkens als Produkt aus Elastizitéts-
modul und Querschnitts-Tragheitsmoment eingefiihrt ist (nicht zu verwechseln mit dem
Torsionsmodul aus vorherigem Abschnitt). In dem Ausdruck fiir die &uflere Arbeit ist der
Wegunterschied Az durch die Differenz der z-Koordinate des Balkenendes x(L) im gebo-
genen und freien Fall (mit z(L) = L, also der tatsdchlichen Balkenlinge) gegeben. Mit

Gl (1.21)) ergibt sich also

Wa :F/OL 1-(%)2—1 ds
~ _g/OL [¢l2(s) + iqs“*(s) e (¢’6)} ds. (1.25)

Fiir die Berechnung der kinetische Energie T" des Balkens kann man bei angenommener
homogenen Massenliniendichte o = m/L (nicht zu verwechseln mit der Poissonzahl aus
dem vorherigen Abschnitt) die kinetische Energie der elastischen Linie verwenden, da diese
ja iiber die Schwerpunkte der Balken-Querschnitte definiert war. Es ergibt sich damit

o (Y [(do\?

Damit lautet die klassische Lagrangefunktion: L[¢] = fOL dsL(¢(s), d(s)) mit der Lagran-
gedichte

' _ T2 M 9" (s) 2
£00(s),6(5)) = 56 = Gy — F (VIZ 97 —1). (1.27)

Im Falle kleiner Auslenkungen des Balkens gilt auch |¢'(s)| < 1 so dass man in fithrender
Ordnung, der quadratischen Ndherung, eine Lagrangefunktion

o [Frde\? w [* 2o\ F [F[do\?

erhélt, die sofort auf lineare Bewegungsgleichungen fiihrt.
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Stationire Losungen und Euler-Instabilitét

Die statische Form der Balken-Auslenkung ¢(s,t) = ¢(s) in der quadratischen Néherung
Gl (|1.28)) ergeben sich als Losungen der zugehorigen Euler-Lagrange Gleichung

OLlg]
06

Unter Verwendung von ((b(”))Q /66 =2¢\™ -5 (¢\™) /6¢ sowie n-facher partieller Integra-
tion ergibt sich

=0. (1.29)

d*o d*¢

Die allgemeine Losung davon lésst sich sofort angeben

¢(s) = As+ B + C cos (ks) + Dsin (ks) mit k= % (1.31)
wobei die Konstanten A, B, C, D durch die Randbedingungen iiber vier Bestimmungsglei-
chungen festgelegt sind. Wir wollen dabei nicht auf komplexe molekulare Bindungseigen-
schaften zwischen den Réndern des freitragenden Balkens und dem Trégermaterial einge-
hen, sondern nehmen Giiltigkeit der Elastizitdtstheorie auch fiir die Randbedingungen an
und unterscheiden zwei Typen von Randbedingungen [49)]:

i) Der Balken sei an seinen Enden fest eingespannt, sodass

S0)=9(L)=0 wd  ¢(0)=¢(L)=0 (1.32)
gilt.

ii) Der Balken sei bei s = 0, L derart eingespannt, dass dort keine Biegemomente auf-
treten, die Enden also beweglich gelagert sind:

H0)=(L)=0 wd  ¢"(0) = ¢"(L) = 0. (1.33)

Beide Randbedingungen fiihren auf die gleiche Physik, wenn auch mit anderen quanti-
tativen Ergebnissen. Die physikalisch korrekte Randbedingung héngt von der konkreten
Realisierung ab. Im Hinblick auf aktuelle Experimente [2] werden wir die Randbedingung
i) verwenden und im folgenden knapp als “feste RB” bezeichnen. Da sich andererseits mit
der Randbedingung ii) manche Groflen explizit analytisch ausdriicken lassen, werden wir
sie zu diesem Zweck benutzen, und bezeichnen sie abkiirzend mit “freie RB”.

Zunéachst gilt fiir beide Randbedingungen, dass fiir keine Kraft oder sehr kleine Kraft F
nur die triviale Losung ¢ = 0 gilt: Entsprechend der Erwartung bleibt der Balken in sei-
ner Gleichgewichtslage (anders als in der dynamischen Beschreibung spéter, wo schon die
kleinste Kraft Auswirkungen auf das Frequenzspektrum hat). Desweitern erwartet man,
dass der Balken sich ab einer bestimmten Kompressionskraft spontan nach irgendeiner
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Seite biegen wird. Dies wird klar, betrachtet man die Losungen Gl. (1.31)) fiir freie RB die
durch

on(s) = A, sin (%s) freie RB (1.34)

gegeben sind. Die Sinus-artige Auslenkung ¢; ist aber erst dann eine mogliche nicht-triviale
Lésung von GI. , wenn 72 /L? = k* = F/u gilt, das heifit, sobald die Kraft von unten
die kritische Kraft )

F.=p (%) freie R (1.35)

erreicht. Der Bifurkationspunkt, an dem neben ¢ = 0 noch ¢ = ¢; die Balken-Gleichung
erfiillt, ist die Euler-Instabilitidt [66]. Sobald man die kompressive Kraft tiber die kritische

®(s)

- F>F,

Abbildung 1.3: Euler-Instabilitéit bei Erreichen der kritischen Kraft, Situation fiir feste RB.

Kraft hinaus erhoht, wird ¢ = 0 instabil und ¢ die stabile Losung. Die Amplitude A; ist
erst durch Mitnahme von quartischen Termen in der Lagrangefunktion bestimmt, wie in
Kapitel 3 zu sehen sein wird. Erhoht man die Kraft noch weiter, F' > F,., so wird man
irgendwann den Giiltigkeitsbereich der Elastizitatstheorie verlassen und der Balken wird je
nach Material brechen oder sich inelastisch verbiegen. Fiir unsere festen Randbedingungen
gilt das gleiche Szenario, allerdings lauten die Losungen

1 2
én(s) = Ap= | 1 —cos 7)) = A, sin® (ES) feste RB, (1.36)
2 L L
und die entsprechende kritische Kraft ist 4 mal so grof§ wie die fiir freie RB,
27\ 2
F.=u T feste RB. (1.37)

Dynamik und Schwingungslésungen
Aus der zeitabhingigen Euler-Lagrange-Gleichung

doLlg] dLlg]
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ergibt sich wiederum in quadratischer Ndherung Gl. (1.28)) die Bewegungsgleichung

2o de &
F
TaE st T s

= 0. (1.39)

Wir sind an Schwingungslosungen interessiert und separieren die Variablen ¢(s, t) = A(t)g(s).
Dann ergibt sich
AL digl d*g 1 2

—— —I'—>— =const = —ow

2 1.40
dt? A Hist g ds? g (1.40)

und man erhélt mit der Definition der Konstanten die gewiinschte Differentialgleichung
der harmonischen Schwingung

2
%A—!—w A=0. (1.41)
Um die Modenform zu bestimmen, wéhlt man in der Differentialgleichung fiir g(s)

dg d*g

—O'CL) g +NW + Fd82 =0 (142)

den Ansatz g(s) = exp (As), und erhélt eine charakteristische Gleichung
—ow? + pX* + FA? = 0. (1.43)

g(s) besteht demnach im allgemeinen aus einer Uberlagerung von trigonometrischen und
hyperbolischen Funktionen. Die vier Randbedingungen gelten natiirlich zu allen Zeiten und
legen, da g(s) nur bis auf einen Amplituden-Faktor festgelegt ist, die Dispersionsrelation
und damit die Eigenfrequenzen des Balkens fest. Im Falle der freien RB ergeben sich fiir
die Modenfunktion mit ¢,(s) = sin (n7s/L) genau die Losungen der statischen Situation
und man erhélt insgesamt

— Z ¢n Z _A sm < 3) freie RB (144)

mit der Frequenz der n-ten Mode

1

L2 - F\?
w, = (“(m/ ) ) % freie RB (1.45)
g

Man erkennt, dass sich die Frequenzen ohne Kompression (F = 0) wie w;, ~ k? verhalten
mit k = nn/L; das ist die typische Dispersionsrelation eines Balkens, im Gegensatz zur
Dispersion wy ~ k einer gespannte Saite mit Zugspannung F < 0, |F| > uk?. Desweitern
wird klar, dass die Grundfrequenz w; beim Erreichen der Euler Instabilitit (F' — F,)
verschwindet, und zwar wie w; ~ +/F, — F'. Die Tatsache, dass w; fiir F' > F, nicht mehr
definiert ist, spiegelt die Situation einer Schwingung um eine inzwischen instabil gewordene



1.1 Balken-Mechanik 15

Ruhe-Lage wieder. Definiert man sich einen dimensionslosen Parameter, der den Abstand
von der kritischen Kraft angibt

_F-F
=~

5 (1.46)

so kann man noch {iiber

wl(F—>Fc):\/§§<%)25\/E-wo (1.47)

eine Frequenzskala wy festlegen. In diesem Fall der freien RB gilt natiirlich wg = w; (F = 0)
und wy ist die charakteristische Frequenz des Balkens ohne Kompression.

Betrachten wir nun den Fall der festen RB. Hier konnen nicht einfach die statischen Losun-
gen verwendet werden. Stattdessen erhélt man fiir die Wurzeln der charakteristischen Glei-

chung ([1.43) A = £A_, i\, mit

1
N 2 2
/\i_\/QM( F? + 4w auj:F>. (1.48)
Die Randbedingungen ergeben eine transzendente Gleichung
b(Ay) = (A7 — A?)sinh (A_L)sin (A4 L) + 2A;A_ (cosh (A_L) cos (A4 L) — 1) = 0, (1.49)

der die in AL enthaltenen Eigenfrequenzen w, geniigen miissen. In Abb. erkennt man
die kleiner werdende Grundfrequenz bei steigender Kompression als numerische Losung
von Gl (|1.49). Setzt man diese w,, in Gl. (1.49) ein, ergeben sich die zugehorigen A, ,,. Wir

8 T T T T

Ob(\)

whw  (freie RB)

Abbildung 1.4: Numerische Bestimmung der fundamentalen Frequenzen wi(F) aus Gl. ((1.49))
fiir verschiedene Kompressionen F' = 0,0.2F,,0.5F,, 0.8F, .

wéhlen die Modenfunktionen so, dass g(L/2) = 1 gilt und damit die Auslenkung der n-ten
Mode in der Mitte des Balkens durch A4, gegeben ist. Damit gilt

G(Atn;s)

n(s) = GOwn L) (1.50)
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mit der Modenform

G(ALn;s) = (cos(AyL) —cosh(A_L)) {sinh (A_s) — i—+ sin (A, s)

+ (sinh (A_L) — i—Jr sin ()\+L)) [cosh (A_s) —cos (Ays)].  (1.51)

Wir betrachten diese Ergebnissen fiir zwei Félle, den Fall ohne Kompression (F' = 0)

0 1 1 1 1
0 02 04 06 08 g 1

Abbildung 1.5: Form der fundamentale Mode fiir verschiedene Kompressionen F' = 0,0.5F,,0.9F,
im Vergleich zur statischen Losung. Die Unterschiede sind vernachléssigbar.

und den der fast kritischen Fall F' — F., genauer. Im Kréfte-freien Fall wird Ay = A\ =
(o/p)""* \/@, und die Bedingung Gl. (1.49) vereinfacht sich auf

cosh (AL)cos (AL) — 1 =0. (1.52)

Die erste Eigenfrequenz wy(F = 0) ist dann durch die erste nicht-triviale Nullstelle von

Gl (1.52) bestimmt, fiir die man numerisch AL = 4.73 erhilt. Daraus ergibt sich

TN 2

wi(F =0) =227 \/g (Z> feste RB. (1.53)

Die Grundfrequenz ist also um einen Faktor 2.27 hoher als im Fall der freien RB. Fiir
hohere Moden gilt approximativ AL ~ (2n + 1) - 7/2 und damit

wn(F = 0) = (2n+1>2 L (%)2 (1.54)

2 o

Befindet man sich dagegen in der Nihe der Euler-Instabilitit, wird w; wieder wie /e
verschwinden. Tatséchlich findet man

Wi ~ % (F;F>2 (%)2 (1.55)




1.2 Korrelationsfunktionen der Auslenkung 17

sowie die Beziehungen

wi(F = F.) =Ve-w
4

= —Ww
2273

Fiir die Modenfunktion ¢, selbst erwartet man aufgrund der festen Randbedingungen eine
Auslenkungsform von niherungsweise der statischen Losung sin® (7s/L). Nahe der Insta-

bilitit erhlt man mit Gl (1.55) und GL (1.48) A\ L ~ 27 —27/3-c und A_L ~ /127 - /&

und kann die Modenform nach kleinen ¢ entwickeln zu

o (TS ™ [s* s o (Ts\ [ 3+ 272 1 2s s
Mﬁ”“l@ﬂ*ﬁ[?(ﬁ‘f)““(f?( 9 *(g‘ﬁﬁwﬂjﬁﬂ’
(1.57)
und es ergibt sich das erwartete Ergebnis. Auch im Kréfte-freien Fall unterscheidet sich
die Auslenkungsform nur unwesentlich von sin® (7s/L) ,wie in Abb. zu sehen. Fiir die
weitere Betrachtungen in Kapitel 3 werden wir also die vereinfachte Modenform

wo (F=0)~1.02-w (F=0). (1.56)

g1(s) ~ sin? (%) feste RB (1.58)
verwenden. Die Losung fiir das Feld in Moden-Zerlegung lautet also insgesamt

O(s,1) =Y An(t)gn(s) (1.59)
mit den in den Gln. (1.50} [1.51]) definierten Moden.

1.2 Korrelationsfunktionen der Auslenkung

Die eben hergeleitete Theorie des Balkens unter Kompression wird nun quantisiert. Im
zweiten Abschnitt werden dann die klassischen und quantenmechanischen Korrelationen
der Auslenkung berechnet.

1.2.1 Quantisierung des Feldes

Die Auslenkung ¢(s,t) stellt ein eindimensionales klassisches Feld dar und ldsst sich dem-
nach kanonisch quantisieren. Dabei wird zunéchst zu der vollen Lagrangedichte

o) =28 -4 p[ai=e) -1 (1.60)
O T =) |
das entsprechend zu ¢ konjugierte Feld

m(s,t) = g—g =0¢ (1.61)
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definiert. Damit lautet die Hamiltonsche Dichte 'H = 7T¢ - L

2

T L ¢//2 5
H(ﬂ,¢):—+§m—l—F[\/(1—¢ )—1]. (1.62)

g

In der kanonischen Quantisierung werden nun die Felder ¢, 7 zu Operatoren q@,fr, die zu
gleichen Zeiten die Vertauschungsrelation

~

[(s,t),7t(s',t)] = ihd(s — &) (1.63)

erfilllen. Wir betrachten wir zunéchst (in Kapitel 1) nur die wechselwirkungsfreie Theorie,
also Gl. ([1.62) in quadratischer Naherung

2

H(r.0) = o+ 5(0") -

6"~ () (1.64)

2

Da man in diesem Fall die Eigenmoden des klassischen Problems schon kennt, ist es giinstig,

das quantisierte Feld durch die quantisierten Moden Angn(s) auszudriicken. Fiihrt man fiir

jede Mode, nun passenderweise mit k statt n durchnummeriert, Erzeuger &L und Vernichter

ay ein, die der Vertauschungsrelation
[, af,] = Ok (1.65)

geniigen, so sind die Amplituden der Moden iiber

;o 1 A .
A= sl <ak, + ak) (1.66)

gegeben, wobei mit I3 = h/mywy, die k-te Oszillatorlinge eingefiihrt wird. Damit lautet die
Moden-Zerlegung des Feldes

d(s)=> 4/ szwkgk(s) (dL + ak) : (1.67)

und das System Balken ist in der quadratischen Naherung wie erwartet durch eine Summe
von harmonischen Oszillatoren beschrieben:

. 1
H=> hu (a,tak + 5) : (1.68)
k

Diese Moden-Zerlegung eines kontinuierlichen Systems findet sich in [3] fiir den analogen
Fall eines elastischen Fadens unter Zugspannung.
Die Frequenzen wy waren im Fall der freien RB explizit gegeben, mit k = nn/L ist

1
Wi = %\/ulﬂ —F-k freie RB, (1.69)

im Fall der fiir uns relevanten festen RB folgen die Frequenzen aus den Gln. (1.49) |1.48]).
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Modenmassen und effektive Masse

In der formalen Beschreibung des Systems nach ist nicht mehr erkennbar, dass das
Ursprungssystem ein elastischer Balken war. Stattdessen handelt es sich um ein System
harmonischer Oszillatoren mit Massen m; und Frequenzen wy. Die Massen erhélt man,
indem man die Koeffizienten der quadratischen Ausdriicke der Hamiltonfunktion H =
fOL ‘Hds berechnet. Sie unterscheiden sich von der tatséichlichen Balkenmasse m = oL
durch einen Faktor der auftretenden Modenintegrale

my =0 - /0 gi(s)ds. (1.70)

Im Fall der freien RB ergibt sich sofort my = oL /2 fiir alle Moden k. Im Fall der festen
RB sind die my, schwach modenabhéingig, aber fiir die wichtige fundamentale Mode kénnen
wir, wie oben gesehen, gy—(s) ~ sin? (7s/L) gut approximieren und erhalten m;, = 30L/8.
Da im Folgenden eigentlich nur die fundamentale Mode eine wichtige Rolle spielen wird,
zeichnen wir deren Masse durch die Definition der in unserer Beschreibung effektiven Masse

des Balkens aus:
1/20L freie RB

et = Mth=1 = { 3/8cL feste RB. (1.71)

1.2.2 Korrelationsfunktionen des Balkens

Nun geht es um die Berechnung von Korrelationsfunktionen der Balken-Auslenkung der
allgemeinen Form

Co(s, st —t') = (d(s,t)p(s,1)). (1.72)

Daraus lassen sich Groflen wie die mittlere quadratische Auslenkung in der Balkenmitte
oder das Powerspektrum berechnen, welche experimentell zugéingig sind. Aufgrund der
Linearitéat der Entwicklung (1.67)) gilt

Cols, st —1) = gils)gr (s (Ar(t) Ap (t). (1.73)

kK

Zu gleichen Zeiten t = t' = 0 reduziert sich das Problem auf die Bestimmung von
1
<AkAk’> = ZSp (.Ak.Ak/e_ﬁH> (1.74)

mit Z = Sp (e*BH) und H aus Gl ‘D Die Zustandssumme faktorisiert, Z = [[, Z,
und da die Spursummationen geeigneterweise in der Energieeigenbasis {|n)} ausgefiihrt
werden, hat man

1
7 — o Bhwr/2 —Bhwpng _
Bee 2. 2 sinh (Bhwr/2)

(1.75)

Nk
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und erhilt aufgrund der Vertauschungsrelation Gl. (1.65)) sofort (ApAw) = (AZ)0k pr. Mit
Ay, = lp(ay, + al)//2 ist schlieBlich

1
(A7) = —5pP (ARe™M)

2
— il_ke_ﬁﬁu)k/Q Z(znk,‘ + 1)6—ﬁﬁwknk

7 2 -
LB ohoy o d 1
=_—5* I, S |
72" o) ) T e
l2
= gkcoth (Bhw/2). (1.76)
Im klassischen Limes A — 0 lasst sich der coth entwickeln,
I 2 2 kpT
(A7) = Ekcoth (Bhwy/2) — Ekﬁhwk = T = (A2),. (1.77)

und man erhélt das klassische Gleichverteilungsresultat von %k‘BT pro quadratischen Frei-
heitsgrad. Im Quanten-Limes 7" = 0 wird coth (Shwy/2) = 1 und man erhélt die Nullpunkts-
Fluktuationen

l2
(A r=0 = 3 (1.78)

Balken ohne Kompressionskraft

Wirkt auf den Balken keine kompressive Kraft (F' = 0), so ldsst sich der Ausdruck fiir die

Fluktuationen
h 1 Ghwy,
2

Ci(s,8)=— —agr(s)gx(s’) coth (

(1.79)

speziell fiir den Fall der freien RB dank der einfachen Modenform gx(s) = sin (ks) weiter
analytisch vereinfachen. Dies dient in erster Linie der Frage, welchen Anteil die hcheren

Moden zu den Fluktuationen beitragen. Mit wy = +/u/ck? fithrt Gl. 1} im klassischen

Limes auf eine Summe
1 nms nms'
/ - .
Ci(s,8)a ~ ; —ysin <T) sin ( 7 ), (1.80)
die analytisch bekannt ist [34], und es ergibt sich ein Ergebnis an der gleichen Stelle s’ = s

Co(s,8) = % (%)2 (1 - %)2 (1.81)

Wie erwartet ist das mittlere Auslenkungsquadrat in Balkenmitte am grofiten,

. /CBTL?) . 7T4 ]CBT
A8y 96 megw?’

(0*(L/2))a (1.82)
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und man erhélt einen Beitrag der hoheren Moden, der die totale mittlere quadratische
Auslenkung nur um einen Faktor von g—g ~ 1.015 gréBer macht als die mittlere quadratische
Auslenkung der ersten Mode allein. Analog erhélt man im Quanten-Limes eine Reihe

1 /
Ci(5,8)qm ~ Z = sin (?) sin (nzs ) (1.83)
welche ebenfalls analytisch bekannt ist und fiir ' = s

Ci(s,s) = 23{;_“ (%)2 <1 - %)2 (1.84)

ergibt. Die grofiten Nullpunkts-Fluktuationen sind in Balkenmitte,

S/ Dhow = 5=l = 0 (185

sie sind also um einen Faktor "'8—2 ~ 1.23 groBer als die der ersten Mode allein; dabei wird

die Oszillatorlédnge [y der fundamentalen Mode durch

h

MegWo

2 =

(1.86)

als relevante quantenmechanische Léngenskala des Problems ohne Kompression eingefiihrt.
Die entsprechende Temperatur-Skala, auf der der Ubergang vom klassischen zum Quanten-
Regime erfolgt, ist dann durch

T, = 20 (1.87)

definiert. Das Ergebnis fiir die Fluktuationen in Balkenmitte ist in Abb. [1.6| wiedergegeben.
Der Unterschied des Beitrages von allen Moden zu dem der fundamentalen Mode allein ist
im abgebildeten Temperaturbereich von [0,3 7] quasi konstant, d.h. die héheren Moden
verhalten sich bereits quantenmechanisch.

Balken mit kompressiver Kraft

Jetzt sei F' = F,(1—¢) # 0, auf den Balken wird also eine subkritische Kraft ausgeiibt. Wir
nehmen hier wiederum den Fall der freien RB an, um analytische Ausdriicke zu erhalten,

und betrachten sofort lediglich die Fluktuationen in Balkenmitte s’ = s = L/2. Dann
tragen die Moden n = 2,4, 6, ... nicht bei und Gl. (1.79) ldsst sich ausdriicken als

(0°(L/2)) Vn? — 1+ 5> (1.88)

To
coth [ —n
% e (o

Nahe der kritischen Kraft (¢ — 0) ergibt sich hier eine Divergenz fiir den Ausdruck in der
ersten Mode. Diese Divergenz ist allerdings unphysikalisch und ist darauf zuriickzufiihren,
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Abbildung 1.6: Mittlere quadratische Auslenkung in Balkenmitte ¢?(L/2) in Einheiten von 2.
Gezeigt sind die tatsichlichen Beitréige aller Moden (durchgezogene Linie) im Vergleich zur Extra-
polation der klassischen Verhaltens zu sehr kleinen Temperaturen (gestrichelte Linie). Auflerdem
ist der Beitrag der fundamentalen Mode gezeigt (gepunktete Linie), man erkennt, dass sich in
diesem Temperaturbereich alle h6heren Moden schon quantenmechanisch verhalten (Beitrag von

(72 — 8)/16) nach G1. (1.85)).

dass wir hier in quadratischer N&herung gerechnet haben. Sorgfiltige Mitnahme hoherer
Terme in ¢ in der Lagrangedichte GI. behebt dieses Problem, wie in Kapitel 3
gezeigt wird. Nichtsdestotrotz wird die schon bei F' = 0 dominante fundamentale Mode
das Problem fiir F' — F, alleinig bestimmen, da die Frequenzen der hoheren Moden bei F.
endlich bleiben. Vernachléssigt man also die héheren Moden, so erhélt man einen Ausdruck
fiir die quadratische Auslenkung in Balkenmitte aufgrund der ersten Mode

(L) = Bz coth (B, (1.89)

der nun unabhéngig von der Wahl der Randbedingung gilt. Wenn auch der Limes in qua-
dratischer Néherung nicht ausgefiihrt werden kann, ergibt sich dennoch zumindest ein
Ubergangsbereich, in dem die Fluktuationen gut durch Gl. beschrieben werden. Da-
mit ist eine Moglichkeit gegeben, Quantenfluktuationen durch Kompressionskrifte auf den
Balken zu erhohen, denn diese verhalten sich wie

12
2(L)2))gm ~ —=—=. 1.90
(LD~ = (1.90)
Allerdings werden in der Nahe der kritischen Kraft ¢ — 0 die thermischen Fluktuationen
noch wesentlich starker erhoht,

l2

(6*(L/2))a = - To (1.91)
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sodass sich die Ubergangs-Temperatur 7*(e) von klassischem zu quantenmechanischem
Verhalten entsprechend verringert, was auch in Abb. [1.7] zu sehen ist:

T*() ~ Ve T (1.92)

Durch longitudinale Kompression werden also generell die transversalen Fluktuationen
erhoht, jedoch auf Kosten von niedrigeren Temperaturen fiir das Erreichen des Quanten-
limits.

2
<%/,
25 ¢ .
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Abbildung 1.7: Mittlere quadratische Auslenkung in Balkenmitte ¢?(L/2) in Einheiten von [2
fiir verschiedene Kompressionen F' = 0, F' = 0.75F., F = 0.94F,. Desweitern eingezeichnet
(gepunktete Linie) ist die Kurve {T*(¢), (¢?)(¢ — 0)} welche die erhohten Quantenfluktuationen
bei sinkender Ubergangs-Temperatur anzeigt.

1.3 Diskussion und Vergleich mit Experiment

Um die Bedeutung der eben errechneten Ergebnisse fiir physikalisch realisierbare Nano-
balken abzuschétzen, sollen die entsprechenden Skalen wy, [y, und Tj fiir experimentell
relevante Systeme berechnet werden, zum einen Balken aus Carbon-Nanotubes, zum an-
deren Balken aus dem in der Halbleiter-Fertigung oft verwendeten Silizium [64].

Der folgende Abschnitt enthélt eine kurze Einfithrung in die Physik der Carbon-Nanotubes,
da sie erst seit zwolf Jahren bekannt sind und auflerordentliche, fiir unsere Zwecke niitzliche
Eigenschaften aufweisen. Anschlieend werden alle nétigen Zahlenwerte fiir die Vergleichs-
Balken bereit gestellt. Schlieflich wird kurz auf Messmethoden fiir die Detektion von Aus-
lenkungen eingegangen und deren Sensitivitéit beziiglich des benétigten Quantenlimits dis-
kutiert.
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1.3.1 Carbon Nanotubes - kleinste Balken

Carbon Nanotubes sind winzige Rollchen aus “aufgerollten” Graphit-ebenen, in denen

Kohlenstoff-Atome in einem hexagonalen Gitter mit 1.39 A interatomarem Abstand {iber
sp?-Bindungen angeordnet sind, siche Abb. . Wie unten dargestellt wird, haben sie op-

Abbildung 1.8: Links: Struktur einer Nanotubeschicht [61].
Rechts: Molekular-dynamische Simulation einer solchen Nanotubeschicht unter Belastung [87].

timale elastische Figenschaften und zusétzlich eine sehr geringe Massendichte, eignen sich
also hervorragend als Kandidaten fiir Nanobalken [75], an denen Quanteneffekte untersucht
werden sollen. Es gibt grundsétzlich zwei Typen von Nanotubes. Zum einen Multi-Wall-
Nanotubes (MWNTSs), die aus mehreren ineinander liegenden solcher Schichten bestehen.
Sie wurden mehr oder minder zuféllig 1991 gefunden [38]. Zwei Jahre spiter wurden dann
auch Single-Wall-Nanotubes (SWNTSs) realisiert, die aus lediglich einem Rollchen beste-
hen [39] 6]. Neben den mechanischen Eigenschaften sind Nanotubes auch in elektronischer
Hinsicht interessante Materialien, da sie sich metallisch, aber auch wie ein Halbleiter ver-
halten konnen, da sich abhéngig von Durchmesser und Helizitdt unterschiedliche Band-
strukturen ergeben [75]; die Helizitét ist dabei durch die Richtung gekennzeichnet, in der
die Graphit-ebene “aufgerollt” ist. Die Bandstruktur selbst kann auch durch mechanische
Krifte manipuliert werden [57]. Alle diese Moglichkeiten lassen vielfdltige Anwendungen
von Nanotubes zu. Als Beispiel seien hier elektronische Bauelemente wie der “single mo-
lecule field effect transistor” [80], Quanten-Dréhte [79], mechanische Anwendungen wie
AFM-Spitzen [20] genannt, aber auch als Speichermedium fiir Wasserstoff [21] im Hinblick
auf Tanks fiir das Wasserstoff-getriebene Auto sind Nanotubes interessant.

Mechanische Eigenschaften

Bei der Messung der thermischen mittleren Auslenkung von einseitig eingespannten MW-
NTs mittels “transmission electron microscopy” (TEM) wurden sehr hohe Werte fiir den
Young-Modul E von 1—5TPa festgestellt [81] (iiber Anwendung von Gl. , allerdings
etwas modifiziert fiir die entsprechende Randbedingungen ¢'(0) = ¢(0) = ¢"(L) = ¢"' (L) =
0); dieser auergewohnlich hohe Wert (sogar um einen Faktor 10 hoher als der von Stahl)
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héngt natiirlich mit dem sehr hohen “in-plane” F-Modul der Graphit-ebene von etwa 1 TPa
zusammen. Ahnliche Werte fiir £ wurden in einem statischen Versuch durch Belastung mit-
tels einer AFM-Spitze in transversaler Richtung festgestellt [86]. Die Giiltigkeit der Ela-
stizitatstheorie fiir Nanotubes wurde von theoretischer Seite durch molekular-dynamische
Simulationen verifiziert [87], bis hinab zu Skalen von etwa 10 nm. Dabei reagieren Nanotu-
beschichten in reversibler Art und Weise auf duflere Kréfte bis zu Lingen von wenigen nm,
sieche Abb. [.8] und dndern dabei bei Deformationen iiber kritische Stérken hinaus sogar
ihre Morphologie. Tatséchlich ist es gelungen, MWNTs zwischen zwei AFM-Spitzen zu po-
sitionieren [88], was in Abb. links zu sehen ist. Dabei konnte festgestellt werden, dass

R B

Abbildung 1.9: Links: MWNT zwischen zwei AFM-Spitzen eingeklemmt [23].
Rechts: Euler-Buckling eines MWNT von 10 nm Aussendurchmesser [61].

sich Nanotubes unter longitudinalem Druck “buckeln”, also wie oben (Euler-Instabilitét)
beschrieben eine seitlich ausgelenkte Form annehmen [23], wobei bei MWNTSs das Problem
auftreten kann, dass sich die einzelnen Schichten voneinander 16sen. In Abb. rechts ist
ein “gebuckelter” MWNT (in einem Polymer-Film) [61] zu sehen. Desweitern wurden
nicht nur thermische Schwingungen von Nanotubes beobachtet [81], sondern freistehende,
einseitig befestigte Nanotubes auch mit elektrisch induzierten Kréften manipuliert [65].
Einerseits wurden Nanotubes statisch verbogen, andererseits aber auch dynamisch in ver-
schiedenen Resonanzfrequenzen angeregt, welche mittels TEM sichtbar gemacht wurden,
wie in Abb. links zu sehen. Kiirzlich ist es schlieBlich gelungen, SWNTs beidseitig zu
befestigen (Abb. rechts) und deren thermische Fluktuationen mittels eines “scanning
electron microscopes” (SEM) zu beobachten [2]. Dies stellt einen Durchbruch in doppelter
Hinsicht dar. Zum einen konnten SWNT's erstmals doppelseitig befestigt werden, zum an-
deren konnten “richtig kurze” SWNTs von nur bis zu 0.2pum Léange im Experiment realisiert
werden.

1.3.2 Zahlenwerte
SWNT’s

Unser Modell-Balken fiir diese Arbeit ist ein SWNT von L = 100 nm Lange und typischem
Durchmesser D = 1.4nm (SWNT besitzen Durchmesser zwischen 1 und 2 nm). Dies erfiillt
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D < L, (1.93)

wobei die gewéhlte Linge kleiner, aber von der Groflenordnung von im Experiment realisier-
ten Léngen ist [2]. Bei einer Flichen-Massendichte von Graphit pgraphit = 7.7 - 10~ kg /m?
ergibt sich eine Linien-Massendichte von o = 3.4 - 1071%kg/m, unser Modell-Balken hat
also ein Gesamtgewicht von m = 3.4 - 10~*2kg. Fiir die Berechnung des Biegewiderstandes
w = FE - I ist es sinnvoll, einen Wert des Young Moduls von E ~ 1TPa anzunehmen, ob-
wohl auch etwas hohere Werte experimentell beobachtet wurden [47]. Die Berechnung der
Tréagheit der Querschnittsflache I ist insofern problematisch, als sich GI. fiir SWNTs
als effektiv zweidimensionale Objekte nicht direkt verwenden ldsst, und man gezwungen
ist, den SWNT als Hohlzylinder mit einer effektiven Wand-dicke d < D zu betrachten.
Damit besitzt er ein Flachen-Tréagheitsmoment von

== [(D+d)*—(D—d)'] ~=D%. (1.94)
64 8

Die Wand-dicke ist prinzipiell schwer abzuschétzen, wir nehmen d ~ 5-102 nm an, erhalten
so I ~ 0.05nm* und schlieflich einen Biegewiderstand von p = 49 GPanm?, der mit
dem im Experiment [2] ermittelten Wert iibereinstimmt. Fiir die im vorherigen Abschnitt
definierten Skalen ergeben sich mit diesen Werten eine Frequenzskala von wy = 27-1.4 GHz,
was einer Temperatur-Skala von Ty = 65mK entspricht, sowie eine Léngenskala von [y =
0.010 nm.

Abbildung 1.10: Links: Thermische Fluktuationen und angeregte Schwingungsmoden eines ein-
seitig befestigten MWNTs [65].
Rechts: Thermische Fluktuationen eines doppelseitig eingespannten SWNT's [2].

MWNTSs

MWNTs bestehen aus mehreren aufgerollten Graphit-schichten, wobei jeweils die néchst-
obere Schicht die untere im “interlayer” Abstand von d R = 355+15 pm ummantelt. Sie sind
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also durch ihren Aussendurchmesser D, und ihren Innen-Durchmesser D; charakterisiert,
und enthalten demnach N Schichten, wobei die Bezichung D, — D; = 2(N — 1)0R gilt.
Die k-te Schicht hat also den Durchmesser Dy = D; + 2(k — 1)6 R und man erhélt fiir die

Massenliniendichte

M) (1.95)

N
0 = PGraphit Z WDk = pGraphit’]rN ( 9
k

Als typischen MWNT wéhlen wir die L = 0.5 um lange Variante des Nanotubes Nr. 7 aus
Tabelle 1 in [81] mit D, = 7nm, D; = 3nm und einem Young Modul £ = 1.9 TPa (was etwa
dem ermitteltem Durchschnitt von ~ 1.8 TPa der in [81] untersuchten MWNTs entspricht).
Damit ergibt sich 0 = 8.5-107!*kg/m und eine Gesamt-Balkenmasse von m = 4.2-10~%kg,
also etwa ein Faktor 100 mehr als bei unseren SWNTs. Im Fall des MWNT ist es nun korrekt
(und konsistent [81]), das Triagheitsmoment der Querschnittsflache iiber

.o
64
zu berechnen. Der sich daraus ergebende Biegewiderstand von p = 2.1 - 102 TPanm?* wird
dann sogar um einen Faktor 4000 hoher als der unserer SWNTs; daher erreichen auch
MWNTs Frequenzskalen in etwa der gleichen Grélenordnung wie SWNTs. Tatsédchlich gilt

wo = 27 -0.72 GHz und Ty = 33 mK, allerdings ist die Langenskala der Quantenfluktuatio-
nen /o = 0.0012 nm nur noch im pm-Bereich.

I (Dy — D) ~1.1-10°nm* (1.96)

Si-Balken

Es gelingt inzwischen auch, freitragende Balken aus Halbleiter-Materialien wie Silizium
(Si) oder Gallium-Arsenid (GaAs) herzustellen, die Resonanzfrequenzen im Radiofrequenz-
Bereich besitzen [64]; erstmals wurde kiirzlich sogar ein Resonator im GHz-Bereich ge-
baut [30], der aus “silicon carbide epilayers” besteht (und damit einen Schritt vom Si-
Balken zum Nanotube getan hat), was sich sofort in einem héheren E-Modul und damit in
einer erhohten Resonanzfrequenz bemerkbar macht. In [44] dagegen wird vorgeschlagen,
einen 450 nm x 50 nm x 40 nm groflen Balken zu verwenden, mit dem der “Quantenlimes”
erreicht werden soll. Wir berechnen also zum Vergleich unsere Skalen fiir einen Si-Balken
dieser Ausmafle, wobei wir der Einfachheit davon ausgehen, dass der Balken nicht weiter be-
schichtet ist. Trotz eines deutlich geringeren E-Moduls von 0.18 TPa ergibt sich aufgrund
des deutlich héheren Flachentragheitsmoments eine Resonanzfrequenz knapp unter dem
GHz-Bereich. Dabei ist zu beachten, dass im Experiment die obige Formel Gl. fiir
die Resonanzfrequenz zwar die richtige Gréf8enordnung trifft, der exakte Wert allerdings in
schwer beeinflussbarer Weise von der genauen Fabrikation, vor allem der Aufhdngepunkte
des Balkens abhéngt. Diese werden selbst oft zum Teil freitragend und kénnen “mitschwin-
gen” und die Schwingungfrequenz des Balkens je nachdem sowohl erh6hen als auch ernied-
rigen [5]. Im gilinstigsten Fall sind daher Si-Balken im GHz-Bereich sicher méglich, aber
aufgrund der nochmal héheren Masse gegeniiber MWNT's ergibt sich fiir die Léngenskala
lediglich ein Wert von ~ 1075 nm, nur noch etwa ein tausendstel der Skala des SWNT.
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SWNT MWNT Si-Balken | skaliert wie

Léange L[pm] 0.1 0.5 0.45 L
Durchmesser D[nm] 14 - - <L
Innen-Durchmesser D;[nm]| - 3 - < L
Aussendurchmesser D,[nm)] - 7 - < L
Breite b[nm)] - - 50 <L
Hohe h[nm] - - 40 < L
Massenliniendichte o[kg/m)] 34-107" | 85-107M | 4.6-10719 | -
effektive Masse meg[kg] 1.27-10722 | 1.6-1072° | 7.7- 107" | ~ L
Flichen-Trigheit I[nm?| 0.05 110 4.2-10° |-
Elastizitatsmodul E[TPa] 1 1.9 0.18 -
Biegemoment p[TPanm?] 0.05 210 75-10 | -
kritische Kraft F.[nN] 0.2 33 1.5- 10 ~1/L*
Frequenzskala wy/27|GHz] 14 0.72 0.23 ~1/L*
Léngenskala [y[nm] 0.010 0.0012 3.1-107° | ~VL
Temperaturskala Tp[mK] 65 33 11 ~1/L?
Qualititsfaktor* Q > 10% < 10? 0(10%)
Sensitivitit™ dr/v/Afnm/vHz] | 1.1-107° | 1.2-107% | 3.6-107% | ~ L3/2

Tabelle 1.1: Zahlenwerte fir SWNT, MWNT und Si-Balken im Vergleich (ohne Kompression).
* Schétzwerte.

**: Erforderliche Sensitivitdt zur Messung der Skala lp, (in Resonanz und bei Temperatur von
10mK).

1.3.3 Experimentelle Detektion von Auslenkungen

Ein Uberblick zur Problematik von Messungen in Quantensystemen findet sich in [8].
Fiir die konkrete Detektion von kleinsten Auslenkungen stehen mehrere Methoden zur
Verfiigung. Die schon oben genannten Methoden, TEM mit Visualisierung von (A?) =
10 (nm)? [81] oder SEM mit einer Auflssung von < 10nm [2], mit optimistisch realisti-
scher Obergrenze von 0.1 nm ist fiir die ermittelten Skalen [, offenbar bei weitem nicht
ausreichend. Eine weitere Moglichkeit, zumindest fiir (mit leitendem Material) beschich-
tete, magnetomotorisch getriebene Si-Balken, ist die Messung des Powerspektrums (siehe
unten) iiber eine Messung der reflektierten Leistung des Balkens iiber einen Network-
Analyzer [64]. Diese Methode erreicht aber ebenfalls nicht die geforderte Auflosung und ist
dariiber-hinaus noch nicht auf Nanotubes anwendbar, da die Impedanzanpassung aufgrund
des zu hochohmigen Widerstands von Nanotubes noch nicht realisiert werden konnte [5].
Die vielversprechenste Moglichkeit besteht in einer kapazitiven Kopplung des Nanobalkens
an einen hochsensitiven Elektrometer. Dabei wird die Kapazitéit der Kopplung eine Funkti-
on des Abstandes von Balken und Elektrometer (sieche auch Kapitel 3), und die Anordnung
kann auch zur Detektion von kleinsten Auslenkungen verwendet werden. So hat zum Bei-
spiel ein freitragender Quantendot [43], auf einem schwingenden Nanobalken aufgesetzt,
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eine theoretisch zu erwartende Sensitivitat von

dr__ 9q.q0-32m

VAT VHz

Fiir einen gekoppelten “single electron transistor” (SET) werden sogar Sensitivitidten von
dr/\/Af = 3-10"nm/v/Hz berechnet [7]. Kiirzlich erst wurde zum ersten Mal eine Auslen-
kungsmessung mittels SET realisiert [44]. Dabei wurde fiir einen 116 MHz-GaAs-Resonator
bei 30mK eine Sensitivitdt von dz/v/Af = 2 - 10~ nm/+/Hz realisiert. Die Autoren sind
optimistisch, in einer verbesserten Version sogar dz/v/Af = 1-10"%nm/ VHz zu errei-
chen. Die Umrechnung von tatséichlichen mittleren Auslenkungsquadraten (A?) und den
in nm/ vHz angegebenen Sensitivititen erfolgt iiber die Wurzel des Powerspektrums des
Resonators.

(1.97)

Powerspektrum

Mittlere Auslenkungsquadrate werden in dynamischen Experimenten iiber Messungen von
deren Fouriertransformierten, dem Powerspektrum bestimmt. Wir beschrénken uns im Fol-
genden lediglich auf die fundamentale Mode, um einerseits die Darstellung zu vereinfachen;
aber auch weil, wie oben gesehen, das gesamte mittlere Auslenkungsquadrat in Balkenmit-
te in guter Ndherung durch Fluktuationen dieser Mode bestimmt ist. Wir erhalten also

C(L/2, Lf2.8) — C4 (1) = (Ai () A (0)) (1.98)

als mittleres Auslenkungsquadrat, wobei C (t=0) = ly/2 - coth (Bhwy/2) das Ergebnis der
Fluktuationen ohne Beriicksichtigung von Dampfungseffekten war. An dieser Stelle muss
kurz diskutiert werden, welche die wirklich physikalisch relevante Korrelationsfunktion ist:
Das Powerspektrum wird in der Literatur generell mit S(w) bezeichnet. Andererseits defi-
niert man S(w) als Fouriertransformierte

() = / dt e“wt%(@(t) +Co1) (1.99)
der symmetrisierten Korrelationsfunktion [40]
S(t) = % (A1 (1) A1 (0)) = (AL (0)A(2))) (1.100)

(es ist analog C_(t) = (A1(0).Ai(t))). Klassisch gibt es natiirlich keinen Unterschied zwi-
schen S(w) und der Fouriertransformation C'(w) der nicht symmetrisierten Auslenkung,

Clw) = /dt et O (t) (1.101)

da die Amplituden vertauschen und C' () = C_(t) gilt. Im quantenmechanischen Fall stellt
sich heraus, dass S(t) zwar wichtig fiir die formale Behandlung von Korrelationsfunktionen



30 1. Nanomechanische Systeme

im Allgemeinen ist, die physikalisch relevante Korrelationsfunktion aber durch C' (t) gege-
ben ist, wie auch im Zusammenhang von “shot-noise” in Strom-Strom-Korrelationsfunktionen
gezeigt wurde [29, 55]. Mit “Powerspektrum” meinen wir also in folgendem Zusammenhang
C(w).

Wir beriicksichtigen nun Dampfungseffekte in Form von Ohmscher Démpfung iiber den
Qualitatsfaktor () des Balken-Resonators, der durch den Quotient aus Schwingungsenergie
und pro Schwingzyklus dissipierter Energie definiert ist und der fiir ) > 1 durch den
Ausdruck @ = wg/v gegeben ist. In der klassischen Bewegungsgleichung des Resonators
erhélt man also wo

Meg Ay + meffaA1 + Megwi A2 = Ko (1) (1.102)

mit einer eingefiigten (beliebigen) duBeren Kraft K. (t). Das Powerspektrum selbst wird
iiber das Fluktuations-Dissipations Theorem bestimmt, was im Frequenzraum

Clw) h

T (R < o

lautet. Hier ist X”(w) der Imaginérteil der Fouriertransformierten der retardierten, tempe-
raturabhéingigen Greensfunktion

Uw) = / dt eW%@(t) (CL(t) = C_(1). (1.104)

Die physikalische Bedeutung von x(t) ist die Response-Funktion der linearen Antwort-
Theorie, iiber die mittels

Ay (t) :/t dt’ xa(t — t") Kexi (1) (1.105)

die klassische lineare Antwort des Systems auf eine duflere Kraft berechnet wird. Fiir
unseren Resonator Gl. (1.102)) ergibt sich sofort durch Fouriertransformation

1 1

Megt (W3 — W?2) — twow/Q

Xa(w) = (1.106)

Da fiir den harmonischen Oszillator die quantenmechanische und die klassische Response-
Funktion identisch ist, kann man in Gl. (1.103)) die klassische Response-Funktion x.(w) zu
verwenden. Damit ergibt sich schlielich fiir das Powerspektrum

- h wow /@ 1
Cw) = )
“ Mieft [(wg —w?)’ + (wow/Q)Q} 1 —exp (=)

(1.107)

Um mit den Sensitivitdten der experimentellen Messmethoden zu vergleichen, muss die
Wurzel des Powerspektrums, ausgewertet an der Resonanzfrequenz und bei Temperatur
des Experiments, T = Tiy,, hergenommen werden:

VO = w0, T = Tuy) = %W {1 —exp (—sz)} o o % (1.108)
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Nimmt man Tiy, = 10mK an und setzt die Werte fiir wy/27 und [y aus Tab. ein, S0
erhilt man 1.1 - 10~°nm/+/Hz fiir unseren SWNT, 1.2 - 10~%nm/v/Hz fiir den MWNT und
3.6 - 10-®nm/+/Hz fiir einen Si-Balken, der die in [44] fiir ein geplantes, noch sensitiveres
Folge-Experiment vorgeschlagenen Ausdehnungen besitzt.

1.3.4 Diskussion

Der experimentelle Zugang zum Nachweis von Quantenfluktuationen ist im wesentlichen
von zwei Faktoren abhéngig. Zum einen muss man das System ausreichend herunter kiihlen
konnen, um den Ubergangsbereich T' ~ T, bzw. um reine Quantenfluktuationen bei T' < T,
beobachten zu konnen. Zum anderen miissen die Fluktuationen dann natiirlich noch detek-
tiert werden kénnen, also darf (¢*(L/2)) nicht zu klein werden. Beide Bedingungen bedeu-
ten, dass die Masse des verwendeten Balkens klein bzw. h/meg moglichst grof§ sein soll. Was
die Temperatur betrifft, so kénnen mit Standardverfahren 7" < 0.1 K erreicht werden, mit
Grenzbereich von etwa T' ~ 7TmK [5] fiir handelsiibliche 3He-4He-Entmischungskyrostate.
Damit sind die Frequenzen aller oben aufgefithrten Nanobalken grofi genug, um 7" < Tj zu
gewihrleisten, und man befindet sich mit allen Systemen, SWNT, MWNT und Si-Balken
“im Quantenlimes”. Dies hat allerdings erst dann eine Bedeutung, wenn die dominanten
Nullpunkts-Fluktuationen auch detektierbar sind. Hier kommt eigentlich nur der SWNT
mit /o = 0.01 nm in Betracht, was eine Groflenordnung kleiner ist, als man mit dem SEM
detektieren kann. Andererseits erfordert dies vom Powerspektrum her eine Sensitivitét
von ~ 10~°nm/ VHz, die mittels SET erreichbar scheint, wenn es technisch gelingt, eine
Anordnung wie in [2] mit der in [44] verwendeten Messtechnik zu kombinieren. Was die
MWNTs bzw. Miniatur Si-Balken betrifft, so scheiden sie realistischerweise aufgrund ihrer
viel hheren Masse aus.

Aufgrund der offensichtlichen Schwierigkeit einer experimentellen Realisierung mit hinrei-
chend sensibler Detektionsmethode in Kombination mit der Einspannung von SWN'Ts liegt
es nahe, nach einer Moglichkeit zu suchen, die Fluktuationen zu verstiarken. Eine M6glich-
keit hierzu ist die Anwendung einer longitudinalen Kompressionskraft, wie in GI. und
Abb. gesehen. Diese Idee wird in Kapitel 3 wieder aufgegriffen. Eine weitere Moglichkeit
besteht darin, das Phdnomen der parametrischen Resonanz zu nutzen, um Fluktuationen
dynamisch zu verstérken, was im folgenden Kapitel 2 behandelt wird.
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Kapitel 2

Verstiarkung von Fluktuationen
durch parametrische Resonanz

Wir hatten gesehen, dass man Nanobalken in guter Ndherung durch einen harmonischen
Oszillator beschreiben kann, dessen Koordinate durch die Auslenkung in Balkenmitte gege-
ben ist. In diesem Kapitel wollen wir dynamische Anregungen des Oszillators untersuchen,
um zu sehen ob sich dadurch Fluktuationen, insbesondere die sehr kleinen Nullpunkts-
Fluktuationen, erhthen lassen. Zunéchst ist klar, dass die Auslenkungen eines Oszillators
stationér stark erhoht werden konnen, wenn dieser von einer zeitabhéngigen, externen Kraft
mit einer Frequenz getrieben wird, die der Eigenfrequenz des Oszillators entspricht. Dies
ist die gewohnliche Resonanz; sie kann zu ungewohnlichen Resonanz-Katastrophen fithren
(Abb. 2.1). Generell sind diese gewdhnlichen Resonanz-Effekte sowohl durch Démpfung,
als auch durch anharmonische Terme im Potential eingeschrénkt. Hier wollen wir aller-
dings eine andere Art von Resonanz betrachten, die durch eine zeitliche Modulation des
harmonischen Potentials selbst hervorgerufen wird, die “parametrische Resonanz” [1]. Das
einfachste Beispiel fiir einen solchen parametrischen Antrieb ist ein Kind auf einer Schaukel,
welches durch Verlagerung seines Schwerpunktes die effektive Schaukel-Léange und damit
die effektive Schwingfrequenz im Potential periodisch variiert. Wir untersuchen also den
parametrischen Oszillator zunéchst klassisch, und dann im zweiten Abschnitt mit quan-
tenmechanischen Methoden.

2.1 Klassischer parametrischer Oszillator

Wir présentieren kurz die klassische Theorie des parametrischen Oszillators, zeigen, wie
sich dessen Grund-Gleichung im Experiment realisieren lasst, geben die allgemeine Losung
an und betrachten insbesondere eine N#éherungslosung im Vergleich zur Darstellung [71],
wo parametrische Resonanz im Experiment nachgewiesen wurde. Es folgt noch eine Erwei-
terung dieser Naherung in néchsthoherer Ordnung.

Die folgende Darstellung ist fiir einen Oszillator der Masse m mit Auslenkungskoordinate
x und Eigenfrequenz wy, beziiglich Kapitel 1 setzen wir also vereinfachend A; — = und
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Abbildung 2.1: Links: Intakte Tacoma Narrows Bridge
Rechts: Zerstorte Tacoma Narrows Bridge, nachdem sie durch Wind zunéchst in transversale und
schliefllich torsionale Resonanz-Schwingung versetzt wurde, bis die Konstruktion nachgab [60].

meg — m. Wir fithren nun einen parametrischen Antrieb ein derart, dass das harmonische
Potential

1
V(z,t) = imw%(t)ﬁ (2.1)
nun iiber die Frequenz zeitabhéingig wird, wobei die Frequenz durch
wh(t) = wj [1 + ecos (QUpt + )] (2.2)

definiert ist, d.h. sie besteht im Wesentlichen aus der Grundfrequenz, die von einer kleinen
periodischen Modulation iiberlagert ist. Hierbei ist € ein kleiner, dimensionsloser Parame-
ter, der die Stdrke dieser Modulation bestimmt (und hat insbesondere nichts mit dem &
aus Kapitel 1 zu tun, hier spielt die dortige kompressive Kraft keine Rolle). In Anwesenheit
einer zugeschalteten externen Kraft

Kext(t) = K cos (2t + 1) (2.3)

lautet die klassische Bewegungsgleichung des &uflerlich getriebenen parametrischen Oszil-
lators
mi + myd + mwp(t)r = K cos (Qt + ). (2.4)

Als parametrische Resonanz bezeichnet man nun den Fall
Qp = 2wy (2.5)

(Kind auf Schaukel), wofiir sich durch Frequenz-Mischungen in der Fouriertransformierten
der Losung Resonanzen ergeben werden.
Prinzipielle experimentelle Realisierung

Eine mogliche Realisierung der Bewegungsgleichung ( ist durch eine zweifache kapazi-
tive Kopplung an den Balkenoszillator [16] (Kondensatorplatten rechts und links senkrecht
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zur Auslenkungsrichtung). Treibt man die Anordnungen mit Spannungen Ug(t) bzw. Uy (t)
ergibt sich eine zusétzliche Energie

Ealt) = %CRUF%@) v %C’LULQ(t) (2.6)

mit den Kapazititen Cg 1. Diese héngen vom Abstand der Kondensatorplatten zum Balken
ab. Eine genauere, der Geometrie des Systems angemessene Berechnung der Kapazitét
findet sich in Kapitel 3. Fiir das Prinzip ist es aber ausreichend, eine Entwicklung der
Kapazitdten um die Ruhe-Lage x = 0 des Balkens zu betrachten,

1
CRL(LC) = CR,L(O) + Cﬁ,L(O) - T+ QCﬁ,L“)) . 1'2. (27)
In der Bewegungsgleichung des Balkens
mi + myi + mwir = —%Eel(x, t) (2.8)

treten in dieser Naherung dann sowohl eine duflere Kraft,
1
=5 [CrOUR(E) + CLOUL(D)] = Kot (1), (2.9)
als auch ein zusétzlicher Term proportional zu x auf, der die Frequenz moduliert

1
~3 [CR(O)UR(t) + CL(0)UL(t)] = —emuw cos (Q2pt + 6), (2.10)
womit die Modell-Gleichung ( fir eine konkrete Realisierung hergeleitet ist. Damit
konnen mit entsprechender Wahl von Uy 1,(¢) sowohl die externe Kraft als auch der para-
metrische Antrieb im Prinzip unabhéngig modelliert werden.

2.1.1 Allgemeine Losung und Stabilitit

Der Charakter (u.a. die Stabilitdt) der Losung wird von der Wahl der Parameter 7,e
abhéngen. Um dies zu zeigen, wollen wir vorher zu dimensionslosen Groflen iibergehen,
indem die Zeit in Einheiten der inversen Frequenz (wy) ™! und alle auftretenden Frequenzen
sowie 7 in Einheiten von wy skaliert werden. Zeitableitungen der Koordinate erhalten damit
einen Faktor wy. Die Koordinate x selbst wird im Hinblick auf eine spétere Erweiterung
der klassischen Theorie zur Quantentheorie schon in Einheiten der Oszillatorlinge [y mit
12 = h/muw, dargestellt. In den dimensionslosen getildeten (G) Grofen lautet Gl.
dann

0?0 - . -

@x—i-’ya—gx—l— (1+ecos (2t +6)) & = gcos (U + 1), (2.11)
wobei die dimensionslose dufiere Kraft g = K/mlyw3 physikalisch natiirlich eine klassi-
sche Kraft ist, die nur aufgrund der Einfithrung der quantenmechanischen Léngenskala
formal in einer quantenmechanischen Skala erscheint. Schliefflich lassen wir der einfacheren
Schreibweise halber die Tilden weg und erhalten

Z+ vyt + (14 ecos (2t +0)) x = gcos (Qt + ). (2.12)



36 2. Verstirkung von Fluktuationen durch parametrische Resonanz

Allgemeine L6sung der homogenen Gleichung

Betrachten wir zunéchst nur die homogene Gleichung, Gl. (2.12) mit g = 0,
i+yi+wh(t)r =0, (2.13)

welche sich durch die Substitution x = yexp{—~t/2} in die Form der Mathieu’schen
Differentialgleichung [42]
i+ w?(t)y =0 (2.14)
bringen ldsst mit der dimensionslosen, zeitabhéngigen Frequenz
2
Wi (t) :1—Z+5cos(2t+6). (2.15)

Die Mathieu’sche Differentialgleichung besitzt zwei linear unabhéngige Losungen [42]

y=(t) =0 (£t + 0/2)) exp {+2u(t + 6/2)}, (2.16)

wobei die Funktion 7 lediglich m-periodisch (n(t +m) = n(m)) sein muss, und p der charak-
teristische Exponent ist. Fiir den normalen harmonischen Oszillator (¢ = 0) bestehen die
bekannten Relationen

en=1Lpu=3 (1—”72) fir 2 < 1,

° 77:17H:—% (%—1) fﬁr%Zl.
Im Weiteren ist es giinstig, ein Fundamental-System ¢1, ¢2 von (2.14]) mit festen Anfangs-

bedingungen zu wéihlen:

L,
0, (2.17)

51(0) =0, 6:(0)
¢1(0) = 1, $2(0)
wobei die #-Abhéngigkeit im weiteren nicht mehr explizit angegeben wird. Die Lésungen

¢12 sind mit dem Runge-Kutta-Verfahren numerisch einfach zu berechnen [67], und die
Wronski-Determinante fiir dieses System ist

Wy(t) = 61(t)pa(t) — da(t) (1) = 1 (2.18)

Stabilitatskriterium

Der charakteristische Exponent p bestimmt das Langzeitverhalten bzw. die Stabilitdt der
Losung. Aufgrund von

2(t) = (Chys (t) + C_y_ (1)) exp {—t/2) (2.19)

mit geeigneten Konstanten C ergeben sich die folgenden Stabilitatskriterien:
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e |Rep| < v/4: exponentiell abklingende Losung, stabil
e |Rep| > ~/4: exponentiell ansteigende Losung, instabil
e |Rep| = ~y/4: reine Oszillation

Dabei héngt i selbst nicht von der Verschiebung 6 ab. Fiir § = 0 ldsst sich ¢ durch

1

Pa(t) = 5 (y+(t) +y-(1)) (2.20)

ausdriicken (wobei man 7(0) = 1 normiert hat). Dies liefert aufgrund der Periodizitit von
1 die Bestimmungsgleichung fiir p,

cosh (2mp) = ¢o(m), (2.21)

woraus man sofort zu jeder Démpfung v eine kritische Stérke e, der Frequenzmodulation
aus der numerischen Lésung ¢, durch

Ga(T;7,€¢,0 = 0) = cosh (7;—7> (2.22)

erhélt. Dabei ergibt sich in etwa
€.~ 27, (2.23)

siehe auch Abb. weiter unten. In Abb. sind einige zeitliche Verlaufe des Oszillators
ohne duflere Kraft angegeben. Obwohl wir fiir das reale System Nanobalken deutlich besse-
re Qualitatsfaktoren haben, verwenden wir im Folgenden eine Dampfung von v = 0.4, um
die Ergebnisse besser graphisch darzustellen, es geht hier auch mehr um das Prinzip der
parametrischen Resonanz als um Zahlenwerte. Man erkennt, dass fiir € <e. der parame-
trische Antrieb den Ostzillator trotz relativ starker Dampfung am Schwingen hélt und fiir
£> ¢, in die Resonanz treibt. Die Winkelverschiebung 6 beeintrachtigt zwar das Stabilitéts-
kriterium nicht, moduliert aber die Amplitude der Auslenkung im subkritischen Bereich
g <e. bis hin zum “squeezing”, also zur maximalen Unterdriickung der Auslenkung. Man
erkennt darin also auch eine weitere Moglichkeit der parametrischen Resonanz, nédmlich
die Fluktuationen zu minimieren anstatt sie, wie beabsichtigt, zu verstiarken. Sobald man
allerdings die kritische Stérke . {iberschreitet, wird das Squeezing durchbrochen und die
instabile, exponentiell anwachsende Losung setzt sich durch. Die absoluten Werte der Pha-
senwinkel 6,1, bei denen Squeezing auftritt, hingen von der Wahl der Anfangsbedingungen
Zo, Vo ab (siehe unten). In dieser Arbeit ist zp = 1 und vy = 0 gewdhlt, woraus sich fiir
Squeezing der Winkel § = 7/4 ergibt. Eine Darstellung der Universalitit einiger Aspekte
von Squeezing gerade im Zusammenhang der Phasen-Abhéngigkeit und Skalierung mit der
Dampfung (bei schwacher Dampfung) ist in [78] gegeben.
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= = ' m % % 0w o 0 n % % 100
Abbildung 2.2: Verhalten des klassischen parametrischen Oszillators noch ohne dufleren An-
trieb (¢ = 0). Links oben: Abklingverhalten des Oszillators noch ohne parametrischen Antrieb
(e = 0) fiir verschiedene Dampfungen v = {0.04,0.1,0.4,2.0}. Rechts oben: Einschalten des pa-
rametrischen Antriebs e = {0, 1.8v,27,2.2v} bei festgehaltenem v = 0.4, ebenfalls § = 0. Links
unten: Fast kritischer (¢ = 2y ~ ¢.) parametrischer Oszillator (y = 0.4) fiir verschiedene Winkel
0 ={0,7/8,7/4,3/2r}; Squeezing fiir § = 7 /4. Rechts unten: Fiir iiber-kritischen parametrischen
Antrieb ¢ = {2.47,2.6v,2.8y} mit v = 0.4 iiberlebt Squeezing (§ = 7/4) nicht.

Losung mit dulerer Kraft

Zunéchst kann man aus den ¢;’s mittels

fi = giexp{—t/2} (2.24)
ein Fundamental-System von GI. mit den Anfangsbedingungen
£1(0) =0, f2(0) =1,
f(0) =1, f2(0) = —v/2 (2.25)
gewinnen, das seinerseits die Wronski Determinante
W(t) = fi(t) fo(t) = fo(6) [1(t) = exp {—1} (2.26)

hat. Dann lautet die allgemeine Losung der urspriinglichen inhomogenen Gleichung ( [2.12))
nach [42]



2.1 Klassischer parametrischer Oszillator 39

mit zwei Konstanten C7, Cy und

_ b R b ht)g()
G = h) [ ar B8 — oy [ ar HEE (229)
wobei g(t) = gcos(Qt + 1)) ist. Definiert man als Anfangsbedingungen
z(0) = xp,
#(0) = vy (2.29)

und beriicksichtigt G(0) = 0 = G(0), so lautet die vollstéindige klassische Losung des
parametrischen Oszillators Gl. (2.12))

2(t) = (0 + 370) Hi(t) + 20 fo(t) + G (1) (2.30)

In Abb. sind einige Auswirkungen des dueren Antriebs in Resonanz (2 = 1) gezeigt.

Abbildung 2.3: Extern angetriebener Oszillator mit Ddmpfung v = 0.4. Links oben: Extern
angetriebener ¢ = {0,0.1,0.2,0.4}, ©» = 0 normaler (¢ = 0) Oszillator. Rechts oben: Extern
g = 0.1 und parametrisch angetriebener ¢ = {0,~, 1.87, 2.2y} Oszillator, ¢ = 0 und 6 = 0. Links
unten: AuBerlich (¢ = 0.1) und parametrisch quasi-kritisch ¢ = 2y ~ ¢, angetriebener Oszillator
mit 6 = 0, fiir verschiedene ¢ = {0,7/4,3/4m,5/4m}. Squeezing bei ¢ = w/4, 57 /4. Rechts unten:
Auflerlich (g = 0.1) und parametrisch quasi-kritisch &€ = 2y angetriebener Oszillator, diesmal fiir
1 = 0 und verschiedene 6 = {0,7/2,3/27}. Hier ebenfalls kein Einfluss des d&uBeren Antriebs auf
Squeezing, welches allerdings im Vergleich zu Abb. zu 0 = 3/2m verschoben ist.
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Wihrend die Auslenkung ohne parametrischen Antrieb konstant bleibt, geniigt fiir € < e,
schon ein geringe duflere Kraft, um die Amplituden linear ansteigen zu lassen, ein expo-
nentieller Anstieg ergibt sich wiederum fiir € > e.. Der lineare Amplitudenanstieg kann
in bestimmten Winkel-Konstellationen #, 1) unabhéngig vom externen Antrieb unterdriickt
werden (Squeezing), was man gut anhand der folgenden Ndherungslosung sehen kann.

2.1.2 Partikulidre Niherungslosung

Jetzt geht es um eine analytisch gewonnene Darstellung einer partikuldren Naherungslosung
von (2.12)) im Fall Q = 1 (d4uBerer Antrieb in Resonanz),

i+ i+ wh(t)z = gcos (t +1p), (2.31)

welche die wesentlichen Elemente der tatsédchlichen Losung enthalten soll. Eine dhnliche
Rechnung, bei der nicht ganz iibersichtlich ist, wann gendhert wird, insbesondere wenn
hohere Harmonische weggelassen werden, findet sich in [71] als Erkldarung der Messung
von parametrischer Resonanz eines “microcantilever”, sieche unten. Hier wird die Losung
mittels der Methode der Fouriertransformation

1 .
z(w) = Nors /dt x(t) exp {—iwt} (2.32)

gewonnen. Dabei wird fiir das auftretende Produkt w?(t) - x(t) das Faltungstheorem der
Fouriertransformation,

wh(t)z(t) = %/dw exp {iwt}/dw'w%(w —wz(W), (2.33)

verwendet, und man erhélt die fouriertransformierte Gleichung ( [2.31]) durch
1
2 ; /2 / /
—wr(w) +iywr(w) + —— | dw'w.(w —w)z(w) = g(w). 2.34
(@) +inwn(e) + —= [ Al —ale!) = g(0) 234

Die Periodizitéit der Funktionen g(t), w%(t) garantiert die Proportionalitéit ihrer Fourier-
transformierten zu d-Funktionen, sodass sich auch z(w) in einer Reihe von Deltafunktionen

darstellen lasst,
o

zr(w) = Z c0(w —v), c,=c,, (2.35)
was dem Ubergang von obigem Fourierintegral Gl. 1} zur Fouriersumme gleichkommt.
Damit kann das Faltungsintegral aufgelost werden, und man erhéalt

Z [(—y2 + 1+ iyw)e, + g (62001/—2 + G_iecy+2) — g\/ 2m (ew(ﬁ; + 6_“/’51,7_1)} d(w—v) = 0.
B (2.36)
Die Losung des Problems kann nun durch die sukzessive Bestimmung der ¢, Ordnung fiir
Ordnung analytisch berechnet werden.
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1. Ordnung

Wir betrachten in 1. Ordnung nur die Koeffizienten ¢, c_; als von Null verschieden und
erhalten als Gleichung fiir ¢; = ¢| + icf

. . €
iy(c) +ic]) + 5616(01 —id]) = g\/ me™ (2.37)

deren Losung durch

/ g\/—vsmw e/2cos (6 — )

72 —e*/4
o ycosth + e/2sin (6 — 1)
_ 1/ 2.38
fy _ 82/4 ( )
gegeben ist. In Polardarstellung ist also ¢; = ]cl\e“bl mit
V2
ler] = 2|g2 i \/ += +’y€sm( — 2¢))
2sin (0 —
¢1 = —arctan 70,081/)4_8/ sin (6 = v) : (2.39)
ysiny —e/2cos (6 — 1)

Damit erhélt man die Ndherungslosung in Ordnung der ersten Harmonischen sofort durch
Fourierriicktransformation

xi(t) = \/% /dw (c10(w —1) + c_10(w + 1)) exp {iwt }

le1| cos (t + ¢1)

2
N V2T

2
o2 ’ 52|\/72 + T+ vesin (6 — 26) cos (£ + 61). (2:40)
Ry

Anhand dieser Struktur der Losung x1(¢) lassen sich die in den Abb. [2.3|gezeigten Verldufe
verstehen. Zum einen existiert durch die Nullstelle im Nenner eine Instabilitdt bei ¢ =
eV = 2. Solange man mit ¢ unterhalb dieser Schwelle bleibt, kann man sehr hohe Ampli-
tuden der GréBenordnung (e, — €)~! erwarten. Man erkennt allerdings auch, dass fiir die
spezielle Wahl von ¢ = 6/2+1/4m und 1) = /24 5/4x diese drohende Divergenz aufgrund
der entsprechenden Nullstelle der Wurzel verschwindet. Dies ist der Squeezing Effekt, der
in [71] experimentell verifiziert wurde. Dort wird die Rechnung mit anderen Einstiegspa-
rametern und eines unterschiedlich modelliertem parametrischen Antrieb durchgefiihrt.

Unsere Losung x;(t) kann man allerdings auf die dortige abbilden, indem man

x1(t) (c} cost — ¢ sint)

2
Vo
__9 = [<7sin¢—%cos(0—1/z)> cost+<ycosw+%sin(«9—1/))) sint}

72—1
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3 T 20 T
X § 0=1v4, P=6/2+T14 ——
: 0=1v4, Y=0/2+5m/4 -----

- 10 + . ol -
0=3112, Y=6/2+174 . ‘
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Abbildung 2.4: Ph#nomen “squeezing” mit Parameterwerten g = 0.1, v = 0.4. Links: Squeezing
wie erwartet fiir ¢» = 6/2 + 7/4, mit § = 7/4, bricht allerdings zusammen fiir ¢ > e.. Rechts:
Optimales “squeezing” bei iiber-kritischem e = 2.27, ergibt sich fiir v = 6/2 + /4 bei § = 7 /4
(wie bei g = 0). verschlechtert sich allerdings fiir unterschiedliche Werte von 6 bis 6 = 3/2m, wo
auch bei g = 0 bestmogliche Verstarkung der Amplitude vorhanden war.

schreibt und zrg(t, @) = 21(t — 7/4,¢ = ¢ + 7/4,0 = 0) setzt. Dann ist

rra(t, @) = g sm¢€ cost + COS(? sin ¢ (2.41)

beziehungsweise unter Riickkehr zu dimensionsbehafteten Gréflen und mit dem Qualitéts-
faktor @ = wo /v

I’RG( ¢) — _Q [1 TanbAk COS (u)Ot) —|— % sin (u)()t)] (242)
2ko 2ko

mit den “Federkonstanten” ky = mw2 und Ak = eky, was nun in Form und Bezeichnungen
exakt mit Gleichung (14) ff. in [7I] {ibereinstimmt. Betrachtet man den parametrischen
Antrieb als Verstérker, so ergibt sich ein phasenabhéngiger Verstirkungsfaktor von

|[1(e = &)
|Z1(e = 0)|

fiir den im Experiment ein Faktor 20 realisiert wurde. Dies ist einerseits als Anwendung
fiir Detektoren kleiner Kréfte interessant, da die minimal zu detektierende Kraft mit G, 12
skaliert. Andererseits wurde mit diesem Experiment zum ersten Mal thermomechanisches
Rauschen durch den Squeezing Effekt unterdriickt. Bevor wir uns der quantenmechanischen
Situation zuwenden soll gekléart werden, ob die Resonanz nicht ein Artefakt der Naherung
1. Ordnung ist und in hoherer Ordnung Einschrinkungen unterliegt.

Gy = (2.43)

Nachsth6here Ordnung

Wir berechnen als Erweiterung zu der Darstellung in [71] die ndchsthohere Ordnung der
Entwicklung, lassen also c3,c_3 # 0 zu. Auflésen von Gl. (2.36) fir v = 3 ergibt

cg = neXec (2.44)
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mit den zwei Parametern

1 3
n= g— und X = arctan (%) (2.45)

Joi+ 977
Dies eingesetzt in die Gleichung fiir v = 1 ergibt

iyer + g (ewci + neXey) = g\/%ew. (2.46)
Nach Trennen von Real- und Imaginéarteil von ¢; ergeben sich folgende Losungen:

, _[mysing — g/2((cos (6 — ) —ncos (x — )
o

“a 72 —e2/4(1 — n?) + yensin x

y _ [mycosy+e/2(sin (0 —¢) +msin (x — ¢))
a = g\/g 2 —e2/4(1 —n?) + yensinx ' (247)

Y

Driickt man ¢; und ¢3 wieder durch Betrag und Phase aus, ldsst sich die Losung in

18 0.06
€

6r 1 005 -
141 4
0.04 - 4
12+ 4
003 - " - E
~ | e (1

1r e EC Ec .

- €& — 002 - 4
08 E :

@ 001 - o i

06 c B
e €@
s(1) ,,,,, (] c
04 c 4 0 n
0.2 | | | | | | -0.01 | | | | | |
01 02 03 04 05 06 07 08 01 0.2 03 0.4 05 06 07 08

Y Y

Abbildung 2.5: Stabilitéitskriterium fiir parametrische Losungen. Links: Absolutwerte fiir e, M

und 59) als Funktion von 7. Rechts: Differenzen ¢, — E((;l) und &, — 5&3) als Funktion von 7.

nédchster Ordnung nach Fourierriicktransformation durch

B3 (t) = % (cos (t + ¢1) + ncos (3t + ¢3)) (2.48)

ausdriicken, wobei die auftretenden Terme und Winkel durch

2
A :72—1—% [1—1—?72—277005(94—)(—27?)} + e [sin (6 — 2¢) + nsin (x — 2¢)],

N =|y* —&*/4(1 = %) + yensin x|,

ycosth +¢e/2[sin (6 — ) + nsin (y — @Z))])
vsiny —e/2[cos (0 — ) —ncos (x — )]
¢3 =1 +0+x (2.49)

Y

¢, = —arctan (
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definiert sind. Die Bedingung fiir das neue, kritische ¥ erhilt man durch Betrachtung der

Nullstelle von N. Durch Umschreiben erhalt man
N=|[1+(*=0=/4)/(64+)] [(v* +6* — /4)]] (2.50)

mit 02 = 794/(64 + +2). Daraus ldsst sich £ direkt ablesen und man erhilt schlieflich
eine Korrektur zur ersten Ordnung von

7 2
8((;3) =27/ 14 6%2/7% ~ 5((;1) (1 + %) . (2.51)

64 + +?)

Die Mitnahme von Termen héherer Harmonischer ergibt also keinen Séttigungseffekt, der

die Resonanz abschwécht, sondern lediglich eine genauere Bestimmung des analytischen
Stabilitdtskriteriums. Damit ist erklart, warum in den Abbildungen und die Am-
plitudenverlaufe bei ¢ = 2y = M noch stabil blieben. AuBerdem erkennt man im Vergleich
mit dem Stabilitatskriterium GI. , dass 5£3) das exakte €. bereits sehr gut approxi-

miert, was in Abb. [2.5] zu sehen ist.
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2.2 Quantenmechanischer parametrischer Oszillator

Quantenmechanisch betrachtet hat man es mit einem System zu tun, das ohne Kopplungen
an eine dissipative Umgebung durch den zeitabhéngigen Hamiltonoperator

. 2

Ho(t) = — + V(x,t) (2.52)

2m

bestimmt ist, wobei die Zeitabhingigkeit im Potential
’ Lo a2 A
V(z,t) = imwp(t)x — Kot ()2 (2.53)

iiber den parametrischen Antrieb GI. sowie iiber die Kopplung an eine duflere Kraft
GL gegeben ist. Unser Ziel ist es, das mittlere Auslenkungsquadrat o,, = (2%) — (z)?
zu bestimmen, und zwar unter Mit-Einbeziehung von Dissipation. Zur Mittelwertbildung
muss also der Dichteoperator des Systems zu spéteren Zeiten berechnet werden. Eine andere
Betrachtungsmoglichkeit, die quantale Dynamik mittels einer Markovschen Methode zu
bestimmen, findet sich in [45]. Zuvor soll aber noch unter vereinfachenden Annahmen
wie Vernachlédssigung von Dampfung und der dueren Kraft gezeigt werden, wie sich der
parametrische Antrieb in einer quantenmechanischen Formulierung behandeln ldsst.

2.2.1 Parametrischer Oszillator ohne Dampfung

Eine Moglichkeit bestiinde darin, die zeitabhéngige Schrodingergleichung des Problems

GlL. zu losen [90]; die Wirkung der parametrischen Resonanz lasst sich allerdings am

instruktivsten in einer Beschreibung im Heisenbergbild sehen, wo sie auch in der Quan-

tenoptik im Zusammenhang mit Ionen in der Paul-Falle vorkommt [74]. Die Idee ist, den

Zeitentwicklungsoperator U (t), der formal aus der Losung der Schrodingergleichung durch
1

mw:TWpPﬁA%ﬁWﬂ (2.54)

definiert ist (’]A' ist der Zeitordnungsoperator), zu bestimmen, iiber den dann die Operatoren

A

(O = {&,p,a,...}) im Heisenbergbild zeitabhingig werden:

~

O@t) = U ()OU(1). (2.55)

Damit kann man nun iiber die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen eine Verbindung
zum klassischen Problem erhalten, da #(t) der klassischen Bewegungsgleichung ( [2.14)
geniigt (mit v = 0, und # = 0). Wenn v(¢) eine komplexwertige Losung von Gl. (2.14) mit
Anfangsbedingungen v(0) = 1 und (0) = iwy ist, so gilt

[v*(t)a + v(t)a'] (2.56)
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wobei af,a die Standard-Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren des entsprechenden
gewoOhnlichen Oszillators sind. Betrachtet man die entsprechende Gleichung fiir den Ver-
nichtungsoperator a, so stellt man fest, dass in dessen Zeitentwicklung die Operatoren a
und a' mischen. Dies ist aber genau das, was der Squeezing-Operator

S(r) = exp [g (a® + d2)] (2.57)

bewirkt, denn es ist

ST(r)aS(r) = cosh (r)a — sinh (r)al. (2.58)

Beriicksichtigt man noch die Phasenfaktoren
aexp (—if) = RY(0)aR(0), (2.59)
die durch den Rotationsperator

R(0) = exp [—w (a*a + %)} (2.60)

hervorgerufen werden, so lisst sich insgesamt feststellen, dass der Zeitentwicklungsoperator
durch eine Kombination Rotation-Squeezing-Rotation ausgedriickt werden kann:

A ~

U(t) = R(O(t)S(r(t)) R(6(1)), (2.61)

wobei die Winkel O(¢), 6(¢) und der Squeezing Parameter r(¢) Funktionen der v(t), v*(t)
sind [74], die fiir uns aber im Detail nicht weiter interessant sind.

Darstellung mittels Wignerfunktion

Ein ungeddmpftes, klassisches schwingendes System wird in der Quantenmechanik am be-
sten durch einen kohédrenten Zustand |a), Eigenzustand des Vernichters a, dargestellt [27].
Ein solcher Zustand behélt in seiner Zeitentwicklung sein Unschérfeprodukt AzAp bei.
Startet man zu ¢ = 0 zum Beispiel mit dem Zustand |o = 3), so kann man die Wir-
kung des Zeitentwicklungsoperators am besten iiber die Darstellung seiner Wignerfunk-
tion W (x, p;t) verfolgen, einer der klassischen “Wahrscheinlichkeit im Phasenraum” ent-
sprechenden, gleichberechtigten und simultanen Darstellung von Ort und Impuls eines
Zustandes. Sie ist durch

Wiapit) = oz [ de e - /2 + e (—p) o)

definiert. Bei ¢ = 0 ist sie fiir [¢/(0)) = | = 3) durch

W(x,p;0) = wih exp | —(z' — V2a)% — p’2] (2.63)
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Abbildung 2.6: Zeitentwicklung der Wignerfunktion des kohirenten Zustandes |« = 3) unter
parametrischem Antrieb, aus [74]. Der Anfangs-Zustand (¢ = 0) ist durch die durchgezogene
Kreislinie représentiert. Nach der ersten Rotation (Zwischenbild: gestrichelte Kreislinie) wirkt
der Squeezing-Operator (Zwischenbild: gestrichelte Ellipse), der Endzustand zur Zeit ¢ (durchge-
zogene Ellipse) ergibt sich daraus schliellich nach der zweiten Rotation.

gegeben, wobei 2/ = x/ly die dimensionslose Linge und p’ = p - [y/h der entsprechende
dimensionslose Impuls ist, was in der z/,p’-Ebene durch eine Kreislinie um (y/a,0) re-
prisentiert wird, sieche Abb. Da man die Zeitabhéngigkeit in der Wignerfunktion auch
in die Ausdriicke fiir Ort und Impuls abwélzen kann,

Wz, p;t) = W(z(x,p;t), p(x, p;t),0), (2.64)

kann man die zeitentwickelte Wignerfunktion nach Obigem durch eine Sequenz aus Rotation-
Squeezing-Rotation darstellen, was in Abb. ausgefiihrt ist. Dabei nimmt die Squeezing-
Operation in dieser gemischten Phasenraum-Darstellung die Form

(i:j ) N ( exp((J_T) eXpO(T) ) ( ) ) (2.65)

an. Man erkennt also das Prinzip der Amplitudenverstéirkung beziehungsweise umgekehrt
des Squeezings wieder.

2.2.2 Pfadintegraldarstellung der Dichtematrix

Jetzt soll der Einfluss von Démpfung mitberiicksichtigt werden und so die Zeitentwicklung
der Dichtematrix des parametrisch und &duflerlich getriebenen Oszillators bereitgestellt wer-
den.
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Dissipation durch Kopplung an Reservoir

Wir nehmen an, dass Dissipation durch die Kopplung des Systems an ein Wéarmebad statt-
findet. Diese sei nach dem Caldeira-Leggett-Modell [12] durch eine Summe aus Oszillatoren
mit Massen m;, Frequenzen w;, Impulsen p; und Koordinaten ; beschrieben:

~9

3 _2 : Dj 1}: 2£2

Hp = - 2mj+§ . UEEHSE (2.66)
J

die mit Kopplungsstérke c; iiber eine Auslenkungs-Auslenkungs-Wechselwirkung an den
parametrischen Oszillator ankoppeln,

2
A . o R C
HI = — E ijj + IQ E ijz, (267)
J J J

wobei der zweite Term in Hj, der sogenannte Counterterm, die von der Kopplung her-
vorgerufene Frequenzverschiebung kompensiert und die Kopplung translationsinvariant
macht [40]. Damit lautet der volle Hamiltonian inklusive Warmebad und Kopplung

H(t) = Ho(t) + H; + Hp (2.68)

mit dem durch die Gln. , gegebenen Hy. Von hier ab werden in der Schreibweise
die “Operatorhiitchen” nicht mehr mitgenommen. Zusétzlich gehen wir davon aus, dass
zur Zeit to = 0 (an der die Ortskoordinaten mit x; bezeichnet seien) die Dichtematrix
p(xi, yi, 0) = (x4 ply;) des Gesamtsystems “Oszillator und Bad” faktorisiert,

P(%;ymo) - pR(‘rinhO) X IOB(O)
1
= posc<xi7yi) X VA eXp<_BHB>7 (269)
B

System und Bad also vollstandig entkoppelt sind, und das Bad durch seine kanonische
Zustandssumme beschrieben wird. Was das Bad betrifft, so miissen nicht alle mikrosko-
pischen Parameter c;, m;,w; bekannt sein. Da im weiteren Verlauf die Freiheitsgrade des
Bades ausintegriert werden, zeigt sich dessen Einfluss nur noch durch die spektrale Dichte,
die durch

2mjwj

Jw) =7y S S —w)) (2.70)

gegeben ist. Eine genaue Charakterisierung der unterschiedlichen Fille, die man fiir das
Verhalten von J(w) erhalten kann, findet sich in [53]. Wir werden uns letztendlich auf
Ohmsche Dampfung beschranken, und in diesem Fall gilt

J(w) = myw, (2.71)

denn damit wird die Dadmpfungskraft der Geschwindigkeit proportional, wie in Gl. ([2.4)
angenomimen.
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Pfadintegralmethode

Zur Eliminierung der Badfreiheitsgrade wird die Pfadintegralmethode von Feynman und
Vernon benutzt [24]. Die grundsétzliche Idee besteht darin, dass die Wellenfunktion des
Gesamtsystems zur Zeit ¢ iiber einen Propagator K geméf

¢(xf7§j,f7t) = /dxz dgj,i K(:L‘f’gj,fvt;xhgj,h0)¢(xia§j,i’0) (272)

berechnet wird. Fasst man mit X = {z,¢;} die Koordinaten-Tupel zu einem Ausdruck
zusammen, ergibt sich daraus fiir die Dichtematrix p = |¢)) (9| ein Ausdruck der Form

p(X 5. X)) //dX OX! K (X7t X, 0)p(X, XL O) K (X5 £:X10). (2.73)

Der Propagator der Wellenfunktion K lautet nun in Feynmanscher Pfadintegraldarstellung

K (X}t X2, 0) = (X/] exp {—%Ht} X)) = /DX exp {—%S[X]}, (2.74)

wobei S[X] das Zeitintegral tiber die dem Hamiltonoperator Gl. entsprechende klas-
sische Lagrangefunktion ist und iiber alle Pfade X; — X integriert wird. Der von der
kanonische Zustandssumme herrithrende Term exp {—(GHpg} in p(X;, X/,0) kann mittels
der Imaginédrzeit 7 = —ih( ebenfalls als Pfadintegral, aber mit einer euklidischen Wir-
kung ausgedriickt werden. Demnach ist die reduzierte Dichtematrix des Systems {iber eine
Ausintegration der Badfreiheitsgrade

/)R(fo:37}>t) = SpB(ﬂ) = /dé-j,f p(xfafj,fa x/fa gj,fat) (275)

bestimmt. Diese ldsst sich exakt ausfithren, da die Badfreiheitsgrade in diesem Modell
quadratische Freiheitsgrade sind, und es ergibt sich (mit y = z’)

pR(mfayfat> = /dxz /dyz J(xfayfat’xiayivo)posc(xiayi); (276)

dabei ist der resultierende Evolutionsoperator durch ein zweifaches Pfadintegral

Hapur) = [Po [Drow{ Ll - sub e (-0leal) @71

gegeben, wobei iiber alle Pfade z(s), y(s), 0 < s <t geméiB

=z2(0) — a(t) =y,
=y(0) — y(t)=ys

integriert wird. Die klassische Wirkung lautet

Sla] = / ds Lz, 5) = /0 s [%m.ﬁ:z(s)—‘/(a:,s) | (2.78)
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wéhrend der gesamte Einfluss des Bades im Influenz-Funktional exp {—®} enthalten ist,

Ba.1] = 22{[:6@+yz]/d87( lots) =)+ [ ds [ dur(s = wlita) + tuets) (o)}
+_h i ds/o dufz(u) — y(u)| K (u — s)[z(s) — y(s)], (2.79)

wobei die Korrelationsfunktion der Rauschkraft K (s) und die frequenzabhéngige Reibungs-
konstante (s) folgendermaBen durch die spektrale Dichte J(w) aus Gl. (2.70]) bestimmt

sind:

K(s) = [ ot (Gme ) cos (w9
- / T2 coth (ﬁﬁm) cos (ws) (Ohmsch)
2 e
— 2v8(s (Ohmsch)  (2.80)

2.2.3 Berechnung des Evolutionsoperators

Da die auftretenden Pfadintegrale quadratisch in z,y sind, kénnen sie exakt integriert
werden [40]. Bis auf einen Normierungsfaktor ergibt sich das Resultat als der Integrand,
ausgewertet am klassischen, die Wirkung minimierenden Pfad.

Jpypt) = ﬁ exp {%(S[xd] - S[ycl])} exp {—®[za, ya] . (2.81)

Die Bewegungsgleichungen fiir x(t), ya(t) ergeben sich aus den entsprechenden Funktio-
nalvariationen des Exponenten in (2.77)). Angesichts der Form von S, ® ist es aber giinstiger,
zu Summen und Differenz-Variablen iiberzugehen

1

Q= §(~”U+Z/)

¢= z—y, (2.82)
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welche den Diagonal- und Auflerdiagonalelementen der Dichtematrix entsprechen. In diesen
Variablen lautet der Propagator (2.77) dann unter Verwendung von g(s) = Kext(s)/m:

H@pant = [DQ [Dex

xeXp{h /dS[Q( )i(s) — wp(s)Q(s)a(s) + g(s)q(s )}} x

0

xeXp{—%m[Q /dsv /dS/ dury(s — u)Q(u)q(s )]} X
<en{-1 | as [ 0K )06 (283)

wobei {iber alle Pfade Q(s), ¢(s), 0 < s <t geméB

¢ =q(0) — q(t) =gy (2.84)

integriert wird. Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus der Variation der Wirkung
nach den Variablen ) und ¢. Variationsableitung nach @) liefert zunéchst

—%m /Otds [(5—;(] + w%(s)q) 3Q(s) + q(s) /Osdu (s — U)(SQ(U) =0, (2.85)

wobei der einzig vorkommende nicht-triviale Term

I= —%m /0 dsq(s) /0 duny(s — )00 (u)

unter Verwendung der Identitét

5 [ante s = [[ay |10 e -] + 1) s0)

folgendermaflen berechnet wird:

[ aunts =0 =t -l - [[du (et ) s0(w
—2(05Q(s) ~ [ du (1) 2t - ) s0t0)
=5 | s = wia)
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Damit ergibt sich in Gl. (2.86) fiir 1, wobei wir hier im zweiten Schritt vom Ohmschen Fall
ausgehen,

:——m/dsq = /dms—an( )
= —im ([q< ) [ duns = wiata >]0 -/ dsi [ dumats - u>5Q<u>>

-t 45 2485 — 0) — 7d(s)] 500s))

woraus sich schliellich die Bewegungsgleichung fiir ¢ ergibt

0? 0 9

S = o ()a = ~24776(t — 5). (2.56)
Die Auflerdiagonalelemente geniigen also der klassischen Bewegungsgleichung, aber mit
negativer Ddmpfung. Die Inhomogenitit auf der rechten Seite von Gl. ist nur zur Zeit
s =t von Null verschieden, man kann sich also auf die Losung der homogenen Gleichung
beschréanken. Die Variationsableitung nach g liefert

—am s [ 550+ w36@ - g9+ (9@ + [ durts = Q)] aute) -

woraus sich sofort die Bewegungsgleichung fiir ) ergibt
o? 0 9

@Q + 7@@ + wp(s)Q@ = —2Qivd(s) + g(s), (2.87)
die wiederum fiir den Ohmschen Fall ausgedriickt ist. Fiir das Diagonalelement erhilt man
also wieder das positive Vorzeichen beim Dampfungsterm. Zur Losung dieser Differential-
gleichung kann man auf die bekannten Losungen des klassischen parametrischen Oszillators
zuriickgreifen.

In der weiteren Behandlung des Problems erweitern wir die in [90] gegebene Darstellung,
indem auch Terme, die von der d&ufleren Kraft herrithren, mitberiicksichtigt werden. Dazu
werden ausgehend von den Funktionen f; aus Gl , folgende Funktionen eingefiihrt:

fl(t73) = f1<8)/f1<t)7 f2(t’ 3) = f2(3> - fl(tﬂS)fQ(t)?

fl(t73> - fl(tas) exXp {7(8 - t)}7 fQ(tﬂ 8) - fZ(tv S) exXp {73}7

6(o) = o) fas P — i) [as B0 Ge,s) = 60s) = )
(2.88)

wobeil W die Wronski-Determinante aus Gl. (2.26) ist. Randwerte dieser Funktionen sind
fl(taO):Ou fl(t7t): L, f_2<t’0) =1, Q(tvt) =0,

ft,00=0, At =1,  fo(t,0)=1, (¢, 1) =0, (2.89)
G(0) =0, G(t,0) =0, G(t,t) =
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Die Losungen der klassischen Bewegungsgleichungen ( [2.86] 2.87)) lauten damit:
ga(s) = lef + ];2?@ (2.90)
Qa(s) = fiQy + (fo+2vf1[1 — O(s)])Qi + G. (2.91)

Durch partielle Integration und unter Ausnutzung von Gl. (2.87)) lasst sich der Evolutions-
operator Gl. (2.83)) berechnen:

l

1Qrar.t) = e { pmaoQatsls fe {20 [as [t -}

1 {
= O exp {ﬁm [(onqy — 01,04:)Qf + (v2qy — 2,04:) Qi + gy — FO%]}
1
X exp {—ﬁ(/ﬁnq;r + 2K12q5; + @qu)}, (2.92)

wobei die hier eingefiihrten zeitabhédngigen Koeffizienten durch

0 - 9 -
= %fl(t’ s)le, Q10 = %ﬂ(tsﬂo,
0 - o -
Qg = $f2(t, $)|e, Qoo = %ﬁ(t s)|o + 7, (2.93)
0 - o -
I'= 50l Lo = -Gt 5)lo

sowie
Kij = %/0 ds/o du fi(s)K (s — u) f;(u) (2.94)

gegeben sind. Zwischen diesen Koeffizienten und den Funktionen aus den Gln. ([2.24] [2.88)
bestehen folgende Zusammenhénge, die in weiteren Rechnungen vereinfachend zu nutzen
sind

1 (05} .
- = t ) - = t )
a1,0 fl( ) a0 fl( )
a a . .
=2 = —(fo(t) — v/2/1(1)), ar — —azg = (fo(t) =7/2(1)), (295
1.0 a0
FO (0%} .
— = —G(1), I'— —1TIy=G(t).
oo (t) el (t)
Normierungsfaktor

Der Normierungsfaktor N(t) ergibt sich folgendermaBen: In den neuen Koordinaten lautet
Gl (2.75)) zur Bestimmung der reduzierten Dichtematrix zur Zeit ¢

pR(Qfanat) = /sz’ /d% J(Qf;Qfat|Qi7Qi70)pOSC(Qi7Qi70)7 (2-96)
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wobel pose(@i, ¢i, 0) die Dichtematrix des ungestorten Systems zur Zeit ¢ = 0 bezeichnet,
welche natiirlich normiert ist,

Sp(posc) = /dQ'L posc<Qi7 qi = 07 O) =1. (297)

Spaltet man J auf in einen Term, der (); enthélt, und den Rest J; und verwendet die
Identitat

2 (i 0 \"
" —iA =—|>= 2.
so ergibt sich die Normierungsbedingung fiir die Dichtematrix zur Zeit ¢

Sp(pr) = /de pr(Qy, qr = 0,t)
= %/sz /d%‘ Jl(Qf = 0,t|Qian‘70)posc(Qz‘,(]z‘,0) /de exp {_%mal,o%‘@f}

1 2mh
= X d ZJ :Oat [z 12070 osc Iz ’L:O70
7 400 Aas = 0.01010 = 0.0)pc(Quo = 0.0)
1 27h
= - diosc 1712070:1
N aygm | @i Pl @i )
Daraus folgt schliefllich mit Gl. (2.95)) der Normierungsfaktor
2mh
N(t) = Wfl(t)- (2.99)

Das Endergebnis fiir den Evolutionsoperator lautet also in giinstiger Schreibweise

1 7
J(Qy, q5,tQi, i, 0) = Wﬁ(%‘»ﬂ@u%o) X exp {_ﬁmal,OQiQf}7
7
Jl(Qfa t‘in qi, O) = €xXp {ﬁm [(042(1]‘ - Oéz,oqz‘)Qi + (FCIf - Fo%)]} X

1
X exp {_ﬁ(ﬁllq]% + 2/112qu1' + Hggqg)}. (2100)

Dieses Ergebnis stimmt ohne die I',)I'y enthaltenden Terme (zusétzliche Beriicksichtigung
der des externen Antriebs), mit dem in [90] erhaltenen Evolutionsoperator iiberein.

2.2.4 Korrelationsfunktionen

Mit der Kenntnis der Dichtematrix zur Zeit t lassen sich nun Erwartungswerte und Kor-
relationsfunktionen zu gleichen Zeiten berechnen. Dazu driicken wir zunéchst die uns in-
teressierenden Erwartungswerte (%), (p), (#?), ... durch die entsprechenden Ausdriicke der
Summen und Differenz-Variablen @), ¢ aus.
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Darstellung der Erwartungswerte von Ort und Impuls

In den neuen Koordinaten nehmen die Erwartungswerte unter Verwendung von p(x,y) =
(z|ply), p(Q,q) = (x(Q, q)|ply(Q,q)) und [ dxdy — [ dQdq folgende Formen an:

(#) = Sp{pni} = / / drdy plz, y)lylilz) = / / drdy plz, y)ad(z — )
- / / 1Qd p(Q.0)(Q + 4/2)5(q) = / 1Q Qp(Q.q = 0), (2.101)

(p) = Sp{prp} = / / dxdy p(z,y) / / dpdp’ {y|p") (' |plp) (p|z)

- / / dady p(z,y / / dpdp’%eip’y/hpa(p_p')\/%_heim/h
e e o S
= [[Jamp@aingsa= [ 5o (2.10)
Analog ist ergibt sich
@) = [1Q@*(Q.a=0)
@ = [aa |- @] (2.103)

q=0

Desweiteren ist fiir die gemischten Produkte
(@) = Splpnin} = [ [ [dudydz plo. ) lel2) Glplo)
— [ [ asdy oty [ [ avat wlsy 15t ol
— [ [aaip@.0@Q - a/2in o0
- [aQ [ar% @@ - 0210 = [d0 @55 @.0] +Fo@a0)
63) =Splonpt) = [ [ [ dedydz ple, )il clalo)

//dxdypx y)x //dpdp (y[p") (P’ |pIp) (pl7)

— [ |Q @] - Fo@.a=0) (2.104)
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also gilt fiir den Antikommutator

({2,p}) = 2/dQQ Ea%p(@q)] ; (2.105)

q=0

und die Standard-Kommutatorrelation ([, p]) = ih ist zu allen Zeiten erfiillt.

Berechnung der Erwartungswerte und Varianzen

Bezeichnen (zg) = [dQ; posc(Qs,0) und (po) = [dQ; (—ih)pl..(Qi,0) die Erwartungswerte
von Ort und Impuls zur Zeit t = 0, zu der das System gekoppelt wird und die Antriebe ein-
setzen, so ist mit Gl. und unter Verwendung von Gl. der Orts-Erwartungswert
zur Zeit t durch

@) = [QrQuon(@r.ar = 0.0)
1
= 5[40 [0 10100 apul@u) [aQs Qe {00,

1 0
o om /in /in Ji(qr = 07t|Qi7qi)posc(Qi7Qi)Zha_%5(Qi)
e [00u @ 0)F 5 0.1Gu o+ A0 5 (@)
- o Om i Posc (3 . aq iy 4i )0 1 %) aqz Posc i»4i )0
o« 1
= 2 0 dQ’L szosc<Qz7 / Qz 0 = Posc Qza Qz)|0 - _FO
Q1,0 a1,0m a1,0

{Po)

= (fat) = L) o) + 1) 2 + G0 (2.106)

gegeben. Fiir den Erwartungswert des Impulses wird zunéchst

h 0
; aq J1|qf =0 — (quQf + C(Qw%)) X Jl’QfZO



2.2 Quantenmechanischer parametrischer Oszillator 57

mit ¢(Q;, ¢;) = m(a2Q; + I') + 2ik12q; berechnet. Damit erhilt man

W = [t 5@ Dl
N/sz /dQZ /de__J Qf7Qf 0:t>|qf:0posc(Qi7Qi)
= N /in/dqi Jl(oat‘QhQi)posc<Qia Qi)/de(m@le + C(Qm%)) exp{
= [da: [t 1@ a)pect@ia) (m—a (1) + <(Qu.)o(a)

a1,0

ZmO&l ,0

quf}

h «
= /dC)Z |:J1POC + T_l(J{posc + le:)sc):|
10710 ;=0

=m (062 — &062,0> (wo) +m (F — ﬂr0 + ﬂ@())

1.0 1,0 1,0
d

= fu()po) +m (falt) = 2Ai(1)) Gao) + mG(t) = m (@),

(2.107)
Zunichst fallt sofort auf, dass Gl. nicht mit dem klassischen Ergebnis GI.
tibereinstimmt. Dies liegt daran, dass die Zeitentwicklung von (p) bei ¢t = 0 nicht stetig ist,
(p(t — 0)) = (po) —7/2(x0) # (po), was eine Folge der “schlagartig” einsetzenden Kopplung
bei t = 0 ist und vermieden werden kann, indem man keine faktorisierenden Anfangsbe-
dingungen wie Gl. verwendet [33]. Angesichts der Tatsache, dass beim quantenme-
chanischen Oszillator Ort und Impuls im Mittel verschwinden, wenn er im thermischen
Gleichgewicht ist, spielt dies aber nur eine untergeordnete Rolle, und so beschreiben die
Gln. , lediglich das von der d&ufleren Kraft erzwungene und vom parametrischen
Antrieb verstarkte Aufschaukeln der Amplituden, wie schon im klassischen Fall beobach-
tet wurde. Interessanter sind die 2-Punkt Korrelationsfunktionen. Fiir den Erwartungswert
(x?) berechnet man zuniichst vorbereitend die Ableitungen von .J; nach ¢;, im Folgenden
mit ' bezeichnet:

1
J1(0,t|Qi,¢i) = exp {—5522%2 —
J1<07t|Q270> - ]-7

2 7 7
J1(0,t|Qi q;) = (——sz%‘ — —mag Qi — —mF0> x Ji,

i i
—mapqiQi — =mlog; ¢,
5 2,0¢iQ 7 OQ}

h h h
1
J1(0,t)Q;,0) = _ﬁm(aZOQi +T),
2 2 i i 2
Jl(oat’Qia%')N = [—ﬁfﬁm + <—7—if€22qz' - ﬁmO@,OQi - ﬁmro> ] x Ji,
2 m?
J1(0,tQ;,0)" = _ﬁ“ﬂ T2 ((QQ,OQZ‘)Q + 209 0Qi o + (Fo)z) . (2.108)
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Damit gilt

(x?) = /de Qpr(Qr,qr =0,1)

- %/d@i /d%’ J1(0,|1Qs, @) pose( Qi Gi) /de Q? eXp{ zmmoquf}

2mih?
= malO /sz /dQZ Jl f - O t’@za%)ﬂose(@z:%) (ijm) 6(%’)”
h2

= " lmang)? /sz’ [Jip+2Jip" + Jip"],
_2n (a20)*, 5 1
- (ma1’0)2 22+ (041,0)2 <l’0> + 2(Oq 0) F0<:L’0> + (041 0) (FO)

2 1

—m/sz (r2,0Qi +F0) p'(Qi,0) + (mas 0)2<p8>

= (f2 = 7/21)%(x3) + 2(fa = 7/2£1)G(t) (o) + G(t)?
bR A= /2 b + 2 AGE) + 1128

Hier bezeichnen (z3) = Sp(2%pesc), (P2) = SpP(P*Posc) und <{x,p}0) = Sp({Z, p}posc) die
Erwartungswerte der Operatoren-Quadrate beziehungsweise des Antikommutators zur Zeit
t = 0. Desweiteren tritt erstmals ein Term ~ k99 auf, der von der Korrelationsfunktion
der Rauschkraft Gl. herriihrt. Die Berechnung von (p?) und des Antikommutators
({#,p}) ist aus Griinden der Ubersichtlichkeit in Anhang A zu finden. Die Ergebnisse
lauten fiir (p?):

W) = 2R+ (o= v/2h) @)+ mi (- v/20) (o))

2h
+—f1 Kog. (2.109)

+2m fiG(t) (po) + 2m? (fo = 7/2f1) G o) + m(Gi(1))?

+2h(K11 + 2f1k12 + [2kan). (2.110)

und fiir den Antikommutator

(2,5) = m (o =2/ 2R () +m (o = 7/2£) G0 (o)

+——[f1(fz 2R (. pho) + m o GA(1)
+§ [AG ()] (po) + Eaﬁ (vo) + Efl(flfiﬂ + K12) (2.111)

Bei der Berechnung des mittleren Auslenkungsquadrates o, = (2?)—(%)? sowie der Varian-
zen o, = (p*) — (p)? des Impulses und des gemischten Produktes o,, = ({Z,p})/2 — (2)(p)



2.2 Quantenmechanischer parametrischer Oszillator 59

ist festzustellen, das der Einfluss des dufleren Antriebs herausfillt. Dies mag daran liegen,
dass beim harmonischen Oszillator die Heisenberg-Operatoren die klassischen Gleichungen
erfiillen, und dass im Hamiltonoperator die dufleren Kraft nur linear an die Auslenkung
gekoppelt ist. Das Wesen des parametrischen Antriebs dagegen bleibt in den Varianzen
erhalten:

Oue = (f2—7/2/1)°0 +—f o+ fl(fz /2f1)02p+i—2ff@2, (2.112)

Opp = m2(f2 - 7/2]51)20235 + fIQng T 2mf1(f2 N ’y/Qfl)ng

+2h (KJH -+ 2]&1%12 -+ f‘.12f€22) s (2113)
0 0

Tap :%a[ﬁ—W?ﬁ] +2—§f1 op a[fl(fz—W/Qfl)]QUO
+%f1 (le + f1/'€22-> (2.114)

14 6 ,, 18

Abbildung 2.7: Links: Zeitlicher Verlauf von o/, bei v = 0.4, T = 0, w. = 50. Squeezing und
Verstirkung folgen periodisch aufeinander.

Rechts: o/, bei v = 0.4, T = 0 und € = 2y fiir verschiedene Abbruch-Frequenzen w. der Spek-
tralfunktion des Bades.

2.2.5 FErgebnisse

In der numerischen Auswertung geben wir die auftretenden Varianzen in ihren natiirlichen
Einheiten [0,,] = (3, [0,,] = F*2 und [0,,] = R, an und bezeichnen die dimensionslosen

Varianzen mit gestrichenen GroBen Ohyy Opp und o . AuBerdem wird die Zeit dimensi-

zxs “pp

onslos dargestellt (#'), die dimensionsbehaftete Zeiteinheit ist wy'. Desweiteren nehmen
wir als Startwerte die des ungekoppelten harmonischen Oszillators bei Temperatur Null,
00 = a = 1/2 und 0’ = 0. Betrachten wir zunéchst in Abb. die mittleren Aus-
lenkungsquadrate Ol als Funktion von e bei festem v = 0.4, T" = 0 und Phasenver-

schiebung des Antriebs 6 = 0. Da der duflere Antrieb keinen Beitrag liefert, strebt das
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System bei ebenfalls ausgeschaltetem parametrischen Antrieb ¢ = 0 ins Gleichgewicht zu
ol.(e = 0) >~ 0.45. Bei eingeschaltetem parametrischen Antrieb schwankt o/, “sin”-artig
zwischen einem Minimalwert, der unterhalb von o) (¢ = 0) liegt, und einem Maximalwert
der um einen Faktor

cy =~ [1—¢g/e] " (2.115)

grofer ist. Ist ¢y > 1, so wird der Maximalwert nicht sofort erreicht, sondern o/, schau-
kelt sich in einem linearen Verhalten zu diesem Wert hoch. Man erhélt also insgesamt
eine zeitlich periodische Abfolge von Squeezing mit ¢!, < o, (¢ = 0) und Verstirkung
von Fluktuationen o/, > o (¢ = 0). Wird allerdings ¢ > ¢., so steigen die erreichten
Maximalwerte exponentiell an, das System kommt nicht ins Gleichgewicht, sondern wird
instabil. Fiir die numerische Auswertung wurde die Spektralfunktion des Bades Gl.
bei w, = 50wy abrupt abgeschnitten. Dies ist in Ordnung, da hohere Werte von w, die
Ergebnisse nicht mehr signifikant verédndern (siehe Abb. , und wir nur an Zeitskalen
t > wy' > w! interessiert sind. Was die Temperaturen betrifft, so ist 7 = 0 eine gute

12 T 35 T

g’
XX
10

Abbildung 2.8: Links: Zeitlicher Verlauf von o’,, bei v = 0.4, ¢ = 2 fiir verschiedene Tempera-
turen des Bades T'/Tj.
Rechts: o/, bei v = 0.4, ¢ = 2y und T = 0 fiir verschiedene Phasen 6 = 0,7,37/2. w. sowie
phasengemitteltes 7.

Néherung fiir unseren SWNT in einem Kryostaten, da Tk, >~ 7TmK < 65mK = Ty,
wobei T die Ubergangstemperatur vom klassischen zum Quantenregime war (Kapitel 1).
Wird die Temperatur des Bades allerdings erhéht, erhédlt man, wie in Abb. zu sehen,
dghnliche Kurven wie bei T" = 0, die allerdings durch zusétzliche thermische Besetzungen
von hoheren Energiezustinden etwa mit einen Faktor coth [Ty/2T] gestreckt werden. Der
Einfluss der Phasenverschiebung des parametrischen Antriebs 6 duflert sich in einer Pha-
senverschiebung beziiglich der Maxima und Minima von ¢7,,. Dies ist ebenfalls in Abb.
gezeigt, wo bei festem v = 0.4 und ¢ = 0.8 (quasi-kritisch) die Phase 6 variiert wurde.
Zusétzlich sind noch die iiber 8 Phasen 0 = nrw/4, n = 0,1,...7 gleichméiflig gemittelte
Fluktuationen & gezeigt. Diese Mittelung iiber die Phasen ist gleichbedeutend mit einer
zeitlichen Mittelung der Fluktuationen,

1 t
Poalt) =1 / at' 7 (1), (2.116)
0
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welche, sobald das System im Gleichgewicht ist, konstant ist. In der Nichtgleichgewichtssi-
tuation des Aufschaukelns, siehe den Fall € = 27 in Abb. 2.7} steigt 57, (¢) aber linear mit
der Zeit an. Daraus lésst sich eine konstante Aufschaukelgeschwindigkeit

lo— 1t '

UT:

berechnen. Da das parametrische Resonanz-Phénomen von der Kombination aus parame-
trischem Antrieb und Kopplung System-Bad abhéngt [41], sollte vy von der Kopplung
abhéngen. Tatsdchlich findet man ndherungsweise

35 T T 16 T

%l 0004 — |% | y=0004 —— o |
y=001 . y=0.04 . Lo
25k N . y=004  ---- 1 ok Lohon i i
: - ,‘ =01 . BRI
2 ¥=04 1 R R A S i b
15 “ - » : i oshk D i '. : P s L : B
1r . : . ‘. ,‘ D ‘ s . T 0.6 ERR 7
05 st oza 4 04 bl
0 1 1 1 1 \ 1 1 1 02 1 1 ‘ 1 ‘ 1 : i 1
0 2 4 6 8 0 12 14 16 , 18 0 10 20 30 40 50

Abbildung 2.9: Links: Zeitlicher Verlauf von o7, bei T'= 0 und festem ¢ = 2~ fiir verschiedene
Déampfungsparameter ~.
Rechts: Schwache Démpfung fiir sonst gleiche Parameter, iiber ldngere Zeitspanne.

]2

vy =v1(7) (2.118)
aus Abb. 2.9 wo bei festem ¢ = 2y (Aufschaukelphase lang, da quasi-kritisch) o fiir
verschiedene Werte von v gezeigt sind. Dies ist hilfreich, um Zeitskalen abzuschétzen,
innerhalb derer Experimente ausgefithrt werden miissten, siehe unten. Was die anderen
Varianzen o,,, und oy, betrifft, so ergeben sich fiir sie ebenfalls periodische Funktionen, mit
entsprechenden Aufschaukelphénomenen, siehe Abb. 2.10] Dabei treten in den einzelnen
Termen k;; Divergenzen auf (aufgrund der dort enthaltenen Funktionen ng mit Nullstellen-

behaftetem Nenner f;(¢)), die aber in den in Gln. (2.112[ff.) auftretenden Kombinationen
unter Verwendung von Gl. (2.26]) herausfallen:

o+ 2fima+ fin = 3 [ ds [[du el + K (s =0 x [(LOP RO L)
~2i(0) o) Fi() o) + () fu(s) fi(w)] (2.119)

R / du exp (y(s + u) K (s — ) x [(A()A(2)12(5) )
(RO R0+ BOAO)AG) L) + BOROAE) )]
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Die Werte ohne parametrischen Antrieb (¢ = 0) sind 0,,,(¢ = 0) = 0.9 und o/,,(¢ = 0) = 0,
die parametrische Resonanz fithrt also neben Squeezing und Verstéarkungen von Orts- und
Impuls-Fluktuationen auch zu einer zeitlich periodischen, nicht-verschwindenden Orts-
Impuls-Korrelation. In Abb. rechts sind alle drei Korrelationsfunktionen fiir e = «
(Aufschaukeln quasi instantan) zu sehen, und man erkennt die Giiltigkeit von o7, ~ o7,
(nach Heisenberg-Gleichung ohne Dampfung, siehe [90]) auch im Fall des an das Bad gekop-
pelten Ostzillators. Desweiteren ist noch das Heisenbergsche Unschérfeprodukt Ax'Ap’ =
\/m eingezeichnet, welches ebenfalls periodisch variiert, wobei aber die Heisenbergsche
Unschérferelation AxAp > h/2 zu jedem Zeitpunkt erfiillt ist.

35 - 16

3 - it =0 T ] [ o o S g 8

25 S 0, 4 12F F P ;o PP g

2k C g N : : 7
B f ! y . . 7 7

- 08 f

o Rk R 02 i E
-05 o, R 0 ey E
B¢ )
Xp

Abbildung 2.10: Links: Zeitlicher Verlauf von o}, und o7, bei T' = 0 und v = 0.4 fiir ¢ = {0, 2}.

P
Rechts: Alle 07, 0%, und o, fir ¢ = v = 0.4. Desweiteren ist das Unschérfeprodukt (AzAp)’
eingezeichnet.

Interpretation

Wir haben also gezeigt, dass Fluktuationen im Prinzip tatsédchlich durch parametrische
Resonanz verstirkt werden konnen. Angesichts der Periodizitdt von o,, muss man in ei-
nem Experiment allerdings entweder in einer stroboskopischen Messung die gleichzeitige
Korrelation 0., (t) = (z(t)z(t)) — (x(t))? direkt messen (und zwar am besten dann, wenn
0.:(t) maximal ist) oder man bestimmt den gemittelten Ausdruck 7,,, was einer Mes-
sung eines dynamischen Powerspektrums bei Null, Sqyn(w = 0) ~ [ dt exp (i -0 - t)0.4(t),
entspriche. In jedem Fall lidsst sich abschétzen, ob die Verstarkungen fiir eine Detektion
iiberhaupt ausreichen. Dabei gehen wir davon aus, dass der Verstdarkungsfaktor ¢y eben-
falls dadurch eingeschrankt sein wird, dass die parametrische Resonanz zusammenbricht,
sobald die durch Iy = [y - /¢y definierte Lingenskala in den Bereich der Léngenskala Iy
kommt, auf welcher der in diesem Kapitel nicht beriicksichtigte quartische Term des Poten-
tials dieselbe GroBenordnung hat wie der harmonische Term, also mwal3 ~ Uy(ly). Greift
man auf Kapitel 3, Gl. vor, so ergibt sich fiir diese Skala [2 = 0.024 L?. Ausgehend
von der Bedingung [y ~ 0.114 erhélt man damit einen Verstdrkungsfaktor von

2
cy =24-1074 <z£) =2.4-10% (SWNT) (2.120)

0
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der durch parametrische Resonanz erreicht werden kann. Dies entspricht also im Falle
unseres SWNT einer Erhshung der Fluktuationen von o,, = (0.0lnm)?> — (Inm)?, ge-
nau der gewiinschten Verstiarkung, da eine Auslenkung im nm-Bereich sicherlich messbar
ist. Allerdings muss dabei gewéhrleistet werden, dass die Temperatur des Systems weder
durch den parametrischen Antrieb noch durch den Messvorgang selbst signifikant erhoht
wird, damit man im Quanten-Bereich T" < Tj bleibt. Der Zeitbereich ¢+, fiir welche diese
Bedingung wiahrend einer dynamischen Messung zu halten hat, ldsst sich iiber die Auf-
schaukelgeschwindigkeit v zu

tT . Cy

wy 204

(2.121)
berechnen. Das ergibt fiir unseren SWNT eine Zeit von ¢t >~ @) - 6 us, also wegen den zu
erwartenden hohen @-Faktoren von SWNTs etwa 10ms. Abgesehen von diesen Schwie-
rigkeiten miissten natiirlich sowohl der Anregungsmechanismus fiir den parametrischen
Antrieb als auch der Messmechanismus nahe dem SWNT angebracht werden, was zu weite-
ren technischen Schwierigkeiten fithren kann. Beziiglich neuerer Anwendungen in aktuellen
Experimenten in nanomechanischen Systemen wurden kiirzlich parametrische Resonanzen
eines einseitig befestigten Nanodrahtes realisiert [89], aber auch fiir ein Feld aus gekoppel-
ten Balkenresonatoren wurde experimentell [I1] und theoretisch [56] mit parametrischer
Resonanz gearbeitet.
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Kapitel 3

Quanteneffekte nahe der
Euler-Instabilitat

In Kapitel 1 hatten wir gesehen, dass die quantenmechanischen Nullpunkts-Fluktuationen
fiir SWNTs der Linge 100 nm sehr klein sind (Iy ~ 1072 nm), allerdings durch Kompression
bis in die Néhe der Euler-Instabilitét (F' — F.) verstiarkt werden konnen. Die harmoni-
sche Naherung, mit der bis zu diesem Zeitpunkt gerechnet wurde, bricht dann zusammen;
bei welchem Abstand |F' — F.| dies geschieht, muss noch bestimmt werden. Im Folgenden
werden wir also hohere Terme in der Entwicklung der Lagrangefunktion miteinbeziehen,
welche das System insgesamt stabilisieren. Desweiteren werden wir den Balken dann im
Bereich der Euler-Buckling-Instabilitdt analysieren, die relevanten Energie- und Langens-
kalen untersuchen und uns mit weiteren auftretenden Quanteneffekten wie Makroskopi-
scher Quanten-Kohérenz (MQC) beschéftigen. Zuletzt werden wir noch auf die Nelsonsche
Quantenmechanik kommen, die einen alternativen Zugang aus der statistischen Mechanik
zur Berechnung quantenmechanischer Nullpunkts-Fluktuationen bietet.

3.1 Nanobalken nahe der Euler-Instabilitat

Zunéchst zwingt uns die Instabilitdt des Systems, gekennzeichnet durch das Verschwinden
der Frequenz der fundamentalen Mode (w;(F' — F.) — 0), zusétzlich zu den quadratischen
Termen ~ (¢')?, (¢")? des Feldes der transversalen Auslenkung ¢ noch die niichsthohere
Ordnung ~ (¢')*, (¢')?(¢")? in der Lagrangefunktion GI. zu beriicksichtigen. Dies
bedeutet den Ubergang von einer freien zur wechselwirkenden Feldtheorie, da nun in der
Normalmodenentwicklung Gl. Terme im Hamiltonian auftreten, die sowohl Selbst-
kopplungen der Moden, >, A, als auch gekoppelte Wechselwirkungen, > ki A2 A2 ent-
halten. Damit ldsst sich das Problem nicht mehr exakt 16sen. Gliicklicherweise befinden
wir uns hier in der Situation, dass in der Néhe der Euler-Instabilitdt die Frequenzen von
hoheren Moden endlich bleiben, wihrend w; verschwindet und daher die gesamte Nieder-
energiephysik von der fundamentalen Mode bestimmt wird. In der Sprache der diagram-
matischen Feldtheorie bedeutet dies, dass nur Diagramme, die den Phononenpropagator
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~ 1/(w? — w?}) der fundamentalen Mode enthalten, relevante Beitriige fiir w — 0 liefern
konnen. Wir werden also fiir unsere Zwecke hohere Moden vernachléssigen und wéhlen den
vereinfachenden Ansatz ¢(t,s) = A;(t)g1(s) mit der Modenfunktion g;(s) aus Kapitel 1.
Das Problem wird dadurch auf ein Einteilchenproblem reduziert, und man erhélt mit der
Definition des kanonischen klassischen Impulses

9 .
0A, i (31)
die klassische Hamiltonfunktion des quartischen Oszillators
P? 1 by
Ha= oot Sl + AL 32)

mit einer effektiven Masse meg ~ 107%?kg und einer Frequenz w; =~ /g - 1071%1 (fiir
SWNTs), sowie einem noch zu bestimmendem anharmonischen Koeffizienten b;.

3.1.1 Bestimmung des anharmonischen Koeffizienten

Aus dem nichtlinearen Energiefunktional des Balkens unter longitudinaler Kompression
erhalten wir zwei Beitrige zur Ordnung Aj] [66]. Zum einen gibt es den durch die Kom-
pression destabilisierenden Beitrag der dufleren Arbeit, die mit der Kraft F' verbunden ist,
gegeben durch

Wi= o / (d,(s))"ds - A% (3.3)

Wir verwenden fiir die Modenfunktion g; den Naherungsausdruck Gl. (1.57) und setzen

darin € =0, handeln uns also Fehler der Ordnung €2 ein, welche wir nahe der Instabilitit
|e] < 1 vernachlissigen kénnen. Mit g;(s) = sin® (7s/L) ergibt sich also

3 /m\4

Wa=-=(F) FL-AL 3.4

A 4 \ [, Al ( )

Der Betrag ist negativ, wie erwartet, da die duflere Kraft alleine eine immer groflere Aus-

lenkung hervorrufen wiirde. Dem wirkt allerdings die Biege-Energie des Balkens entgegen,

™

Bo = [ Gt as - A= (F)' R AL (35)

die W, iiberkompensiert, sodass der quartische Term insgesamt zu einem positiven anhar-
monischen Koeffizienten

by = (%)4 F.L(1+3¢) ~ <%>4FCL, (3.6)

fithrt, der ein stabiles System beschreibt. Terme der Ordnung |¢| kénnen nahe der In-
stabilitdt wieder vernachléssigt werden, allerdings erkennt man hier noch, dass bei iiber-
kritischer Kompression ¢ < —1/3 das Energiefunktional bis zu hoherer als nur der vierten
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Ordnung in ¢ entwickelt werden muss, um Stabilitdt zu gewéhrleisten. Dies spielt aber fiir
unseren Fall keine Rolle, da wir nur an der Analyse des Balkens in unmittelbaren Néhe der
Instabilitdt |¢| < 1 interessiert sind. Der Zahlenwert fiir by im Fall des SWNT ist

by ~2-108¥kgm s (3.7)

ein in dieser Form recht aussageloser Wert, der aber die relevanten Energie- und Langens-
kalen bestimmt, wie man gleich sehen wird.

3.1.2 Hamiltonoperator und kritische Skalen

Der quantenmechanische Hamiltonoperator ergibt sich aus Gl. (3.2)) trivialerweise durch
die Einfithrung des zur Koordinaten A; kanonisch konjugierten Impulses

0
P=—ih— 3.8

ST (3.8)
der die Vertauschungsrelation [A;, P| = ih erfiillt. Definiert man wie in Kapitel 1 mit wy die
Skala, auf der w; wie w; = /€ - wy verschwindet (bei der Randbedingung freier Enden war
einfach wy = w(F = 0), fiir unsere fest eingespannte Randbedingung ist wy ~ 1.02 - w(F =
0)), so lasst sich H schreiben als

R 9* e

by
H=— — 4 “megwi A2 + = A% 3.9

Damit lésst sich feststellen, dass das Problem des eingespannten Balkens unter fast kri-
tischer kompressiver Kraft, ungeachtet der Gréfenordnungen der relevanten Skalen, dem
Einteilchenproblem im effektiven Potential des anharmonischen Oszillator dquivalent ist.
Ein #hnlicher Hamiltonian fiir dieses Problem ist bereits von Carr et al. in [13] hergeleitet
worden, allerdings auf andere Weise. Dort ist kein vollstdndiges Energiefunktional abge-
leitet, sondern der quartische Term unter Einfiihrung einer “dynamischen Lénge” (einer
effektiven Verldngerung des Balkens durch Auslenkung, bedingt durch eine Parametrisie-
rung des Balkens mit raumfesten Endpunkten, die der physikalischen Situation aber nicht
angepasst ist, siehe Kapitel 1) von Hand zur parametrisierungsunabhéngigen linearen Be-
schreibung hinzugefiigt. Desweiteren sind die dort aufgelisteten Zahlenwerte nicht unter
der von uns als dem Experiment angemessenen Randbedingung von eingespannten Enden
berechnet worden, sondern unter derjenigen ohne Momente an den Enden (die wir nur
fiir einige analytische Darstellungen benutzt hatten). Auflerdem sind sie nicht fiir SW-
NTs sondern fiir, wenn auch ultrakurze, MWNTs gegeben und gehen daher nicht auf die
Problematik der Berechnung des Biegewiederstandes p ein, in der ja die sensible Grofle
der effektiven Wand-dicke eines SWN'T eingeht. Obwohl das letztlich verwendete Modell
grundsétzlich vollig analog ist, ist ein direkter quantitativer Vergleich unserer Ergebnisse
mit jenen aus [I3] aus diesen Griinden nicht moglich.

In harmonischer Ndherung wiirde man nun mit [y = (h/meﬁ‘WO)l/ ? die geeignete Lingens-
kala einfithren, auf der die kinetische Energie sowie der harmonische Anteil des Potentials
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die gleiche Groflenordnung haben. Nach demselben Prinzip fithren wir hier eine charakte-
ristische Langenskala )
le = lp(Ae)™1 (3.10)

ein, auf der die kinetische Energie die gleiche Gréflenordnung haben soll wie der quartische

Anteil des Potentials, unter Beibehaltung der Faktoren 1, 3 in Gl (3.9). Dabei ist A ein

charakteristischer dimensionsloser Skalierungsfaktor, der, wie sich zeigen wird, die Grofle
des kritischen Regimes um die kritische Kraft bestimmt. Definiert man sich demgeméf eine
dimensionslose Koordinate y durch

Ay =1y, (3.11)

so ergibt sich der Skalierungsfaktor durch Energievergleich zu

2 2 4

b4l4 3 47%.}0 3 2 lO 3
Ae= (2] = = (2 — 12
€ (M) (FL) (W)B(L : (3.12)

die neue Langenskala ist daher gegeben durch

1
L\3
I. =0.61 <z_) lo- (3.13)
0

Hier ist zunéchst die anormale Potenz in der Abhiingigkeit von h, Ae ~ k% zu bemer-
ken, wodurch sowohl Langen- als auch Energieskalen mit einer uniiblichen Potenz von A
skalieren. Tatséchlich lautet der Hamiltonoperator in der dimensionslosen Koordinate y

1 02 1 e 1
H=ho [~ oy 4 oyt 14
fiw ( 2007 2A:Y +4y) (314)

wobei die charakteristische Frequenzskala durch

h
Wwe = = woVAe (3.15)

meﬁ‘lg

festgelegt ist. Aus dieser Form des Hamiltonians ist klar, dass der in Kapitel 1 gesuchte
Wert, bis zu dem man sich der kritischen Kraft ndhern kann, ohne den Giiltigkeitsbe-
reich der harmonischen Ndherung zu verlassen, durch ¢ ~ O(A¢) gegeben ist. Obwohl
Ae ~ L~2/3 mit kiirzeren Balken groBer wird, ist der Zahlenwert selbst fiir sehr kurze SW-
NTs ausserordentlich klein, Ae ~ O(107°). Einerseits ist dadurch die Skala der transver-
salen Auslenkung um mehr als einen Faktor zehn erhoht, der gewiinschte Effekt angesichts
der fiir Messungen ungeeigneten Skala ly ~ 1072 nm ohne longitudinale Kompression. An-
dererseits erfordert die Beobachtung von Quanteneffekten nahe der Euler-Instabilitéit eine
auBerordentliche Feinabstimmung der d&ufleren Parameter. So betrégt w. nur noch 1/100
oder weniger der urspriinglichen Skala wy, was zu dem schon in Kapitel 1 angedeuteten
Problem der sehr tiefen Temperaturen fiihrt, die benotigt werden, um im Limes kgT < Aw,
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VAe lc [nm] | w./2m [MHz] | T. [mK]
SWNT 0.6-107% | 0.13 8.5 0.4
MWNT 3.3-107% 1 0.055 | 0.24 0.011
Si-Balken 3.1-107° | 0.0056 | 0.007 3-10~1
skaliert wie | L~!/% L3 | L7 L3

Tabelle 3.1: Parameter-Werte der kritischen Skalen und deren Skalierung mit der Balkenlinge.

zu bleiben, in dem Quanteneffekte dominieren. Bezeichnet man generell die Energieskala
mit

& = hw, = kT, (3.16)
und fithrt damit auch die Temperaturskala T, ein, unterhalb der Quanteneffekte relevant
werden, so ergibt sich ein selbst fiir SWNTs sehr kleiner Wert von 7. < 1mK. Dieser
fiir Messungen an nanomechanischen Systemen experimentell noch unzugéngliche Wert
legt nahe, nach indirekten Nachweisen von Quanteneffekten oder Quantenkorrekturen zum

klassischen Verhalten zu suchen, sofern man sich im Bereich ¢ ~ O(Ag), also sehr nahe
der kritischen Kraft F,. befindet.

3.2 Anharmonischer Oszillator

Wir betrachten das Problem des dimensionslosen Hamiltonians Gl. (3.14))

1
&1

mit dem Potential des anharmonischen Oszillators

1
h=-—H= —§v2 + v(y) (3.17)

e 5 14
vy) =Ry Y (3.18)

welches im Fall e /Ae < 0 die aus der Landau-Theorie bekannte Doppelmuldenform hat, sie-
he Abb. . Tatséchlich entspricht unser Hamiltonian Gl. genau dem effektiven Ha-
miltonoperator des Transfermatrixproblems eines eindimensionalen klassischen Ginzburg-
Landau-Funktionalintegrals [58]. Der Ordnungsparameter ist in unserem Fall die transver-
sale Auslenkung in Balkenmitte, und die iibliche Rolle der Temperaturdifferenz (T'—1T..) /7.
iibernimmt die dimensionslose Distanz ¢/Ae zur kritischen Kraft F.. Der Durchgang die-
ses Parameters durch Null, das heifit das Erreichen und iiberschreiten der kritischen Kraft,
sorgt fiir die Bifurkation des stabilen Minimums bei y = 0 in die zwei neuen, symmetrischen

Minima bei )
3

15
Ymin,+ = :I:ymin ==+ ‘A_é‘ (319)

Da der neue klassische Grundzustand der Ruhe-Lage in einem dieser Minima entspricht,
teilt dieser nicht mehr die Symmetrie des Hamiltonians Gl. (3.17,[3.18)). Dies ist die charak-
teristische spontane Symmetriebrechung der Landau-Theorie. In Analogie werden wir im
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Abbildung 3.1: Potential des anharmonischen Oszillators v(y) = %%yQ + 1y* fiir die drei Werte
des Parameters ¢/Ae = {5,0, —5}.

Folgenden von der symmetrischen Phase sprechen, wenn wir uns unterhalb der kritischen
Kraft befinden (£ < F.), und von der symmetriegebrochenen Phase, falls die Kraft {iber
die Euler-Instabilitidt hinaus erhoht wird (F' > F,).

An dieser Stelle kann man sich fragen, ob nicht das zweidimensionale Problem y — y
(y ist ein Vektor senkrecht zur longitudinalen Ruhe-Lage des Balkens) beziehungsweise
die Beschreibung durch ein komplexes Feld ¢(s) die korrekte Beschreibung des Problems
liefert [51]. Insbesondere lautet die Frage, ob es dann Goldstone-Moden gibt, die in der sym-
metriegebrochenen Phase der kriftefreien Bewegung auf der Kreislinie der Minimalwerte
von v in der komplexen Ebene entsprechen. Im Prinzip ist im Moment des Erreichens der
kritischen Kraft noch keine Auslenkungsrichtung ausgezeichnet. Im realen Experiment [2]
allerdings wird durch die Nichteinhaltung mathematisch perfekter Randbedingungen, die
ja unserer Betrachtung zugrunde liegen, eine Richtung ausgezeichnet werden. Auflerdem
handelt es sich im symmetriegebrochenen Fall ja nicht wirklich um ein Teilchen im Poten-
tial (Abb. [3.1); an den realen Balken-Enden entstehen durch die Einspannung méglichen
Torsionen entgegenwirkende Spannungen, so dass man nicht von kréftefreier Radialbewe-
gung des Balkens sprechen kann. Daher verzichten wir fiir reale Balken auf eine Ausweitung
der Beschreibung auf zwei Dimensionen (komplexes Feld), bleiben also eindimensional.
Eine thermodynamische, vollstandige Behandlung des anharmonischen Oszillators (fiir rea-
les und komplexes Feld) findet sich in [73]. Grundsétzlich sind im anharmonischen Potential
keine analytischen Losungen mehr moglich. Aber auch Storungstheorie ist problematisch:
so ist etwa selbst in der symmetrischen Phase eine storungstheoretische Behandlung der
Anharmonizitiat y* unzulissig, da der Konvergenzradius der Reihe Null ist, denn fiir ne-
gatives € wird y = 0 als Grundzustandslage instabil. In der symmetriegebrochenen Phase
dagegen kann man klassisch davon ausgehen, den Balken in einem der Minima zu finden,
sofern thermische Anregungen kg7 sehr klein im Vergleich zur Potentialbarriere Vi, = £ 1oy,
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sind, welche durch die dimensionslose Barriere

we (5 o

gegeben ist. Eine quantenmechanische Beschreibung der Niederenergiephysik des Systems
fiir eine ausreichend hohe Barriere und tiefe Temperaturen ist das aus den beiden Minima
gebildete Zweizustandssystem, womit wir uns spéter beschéftigen. Zunéchst aber betrach-
ten wir die mittlere quadratische Auslenkung und die Anregungsfrequenzen des Systems
in der Néhe der Instabilitét.

3.2.1 Mittlere quadratische Auslenkung

Wir betrachten die Fluktuationen der transversalen Auslenkung in der Balkenmitte
o = (y*(L/2)) &2 (3.21)

zunéchst im Limes sehr kleiner Temperaturen (7' — 0). In der symmetrischen Phase di-
vergierten die quantenmechanischen Nullpunkts-Fluktuationen in harmonischer Néaherung,
sobald man die kritische Kraft erreichte (¢ — 0). Dies entspricht natiirlich der Situation,
im Potential GI. den quartischen Term zu ignorieren, sodass man in den neuen
Skalierungen

: —@(5)_% (3.22)
0harm,> - D) A& :
erhélt. In der symmetriegebrochenen Phase befindet sich der Balken in neuer klassischer

Ruhe-Lage entweder im linken oder rechten Minimum des Doppelmuldenpotentials. Be-
trachtet man wie hier Auslenkungen um die ehemals stabile Lage y = 0, so erwartet man

(¥%) = (Ymin)> also

€

, 3.23
As’ (3:23)
Fiir die numerisch exakte Losung muss zunéchst der Hamiltonoperator Gln. (3.17] [3.18))

diagonalisiert werden. Dies ist aufgrund seiner Tridiagonalform einfach [67] und kann oh-
ne groferen Rechenaufwand fiir variierendes ¢/Ae durchgefiithrt werden. Bezeichnen also

2 _ 72
Crklass,< - le

Any [Un), m = 0,1,... die numerisch exakten dimensionslosen Eigenwerte und Eigenfunk-
tionen des Hamiltonians Gl. (3.17)), dann gilt natiirlich fiir 7= 0
Ur21um = l§<¢0| y2 |¢0>7 (324)

da aufgrund der Symmetrie des Potentials der Mittelwert (| y |1o) verschwindet. Wie in
Abb.[3.2|zu sehen ist, interpoliert die exakte Losung zwischen den beiden Approximationen
Gln. (3.22] [3.23)). Insbesondere bleibt sie bei F,. (¢ = 0) endlich,

O'T:()(F = Fc) = (0.68 l€7 (325)

was etwa 0.1 nm fiir unseren typischen SWNT entspricht und damit im Bereich der experi-
mentellen Nachweisbarkeit (siehe Diskussion in Kapitel 1) liegt. Desweiteren ist in Abb.
das Zusammenbrechen der harmonischen Nidherung in der symmetrischen Phase bei e ~ Ae
gut erkennbar.
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Abbildung 3.2: Nullpunkts-Fluktuationen der Balkenmitte in der Nihe der Euler-Instabilitit.
Die durchgezogene Linie ist die numerisch exakte Losung nach Gl. , die gestrichelte Linie
zeigt die harmonische Naherung fiir F' < F,. Das klassische Minimum in der symmetriegebroche-
nen Phase, 02 ~ yfnin ist durch die gepunktete Linie angezeigt.

Thermische Anregungen

Mit steigender Temperatur werden auch die angeregten Zusténde |1, ), n > 0 thermisch
bevolkert. Bezeichnet ¢t = T'/T. die dimensionslose Temperatur auf geeigneter Skala, so ist
der Besetzungsgewichtung im thermischen Gleichgewicht gegeben durch

1 An
Pn = XP {_T} (3.26)

mit N =) exp (—A,/t). Damit lassen sich die thermischen Fluktuationen berechnen zu

Onerm = 12 pu{tonl 47 [1b0) (3.27)

Die Ergebnisse fiir 02, sind in Abb. abgebildet, zum einen als Funktion des Parame-
ters e/Ae fiir verschiedene Temperaturen, zum anderen als Funktion der Temperatur fiir
diverse £/Ae. Dabei ist festzustellen, dass mit steigender Temperatur zunéchst die boo-
merangartige Form der Kurve von ¢%(T = 0) aufweicht, indem o2 fiir F' < F, im Vergleich
zu F' > [, deutlich erh6ht wird. Insbesondere ist auffillig, dass fiir e/Ae < —3 die Fluktua-
tionen zunéchst sinken, da mit steigender Temperatur die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
im Barrierenbereich um y = 0 erhoht wird. Erst ab 7'~ O(10 — 100 7%.) sieht das Teilchen
die Details des Potentialbodens nicht mehr. Allerdings gilt nicht mehr o2(t) ~ t, wie fiir
den Fall der harmonischen Nédherung (klassischer Gleichverteilungssatz, siehe Abb.
sondern man findet 0’2(t) ~ 1/t. Die harmonischen Néherung fiir € > Ae ist natiirlich nur
in der Tieftemperaturndherung giiltig, das abweichende Verhalten in Abb. ist daher
kein Widerspruch zu obigen Aussagen.
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Abbildung 3.3: Mittlere quadratische Auslenkung o2. Links fiir verschiedene Temperaturen
T/T. =0.1,1,4,10,40 als Funktion von /Ae, rechts fiir verschiedene ¢/Ae = {—5,—-3,—-2,0,5}
als Funktion der Temperatur t = 7T/T., wobei zusétzlich die harmonische Ndherung ~
coth (v/5/(2t)) im Fall e/Ae = 5 eingezeichnet ist.

3.2.2 Anregungsfrequenzen

Eine zweite wichtige Moglichkeit zu untersuchen, ob sich im Verhalten des Systems quan-
tenmechanische Effekte zeigen, ist die Beobachtung der niedrigsten Eigenfrequenz des Bal-
kens in der Nahe der Euler-Instabilitdt. Betrachten wir zuerst die symmetrische Phase.
Klassisch ist die kleinste Anregungsfrequenz dann natiirlich die Frequenz der fundamenta-
len Mode, wy (F). In harmonischer Nédherung wissen wir, dass wy in der Néhe der Instabilitét

wie
€
F—F)=w,/— 2
wi(F — F.) = w, Ae (3.28)

verschwindet. Wir definieren die numerisch exakte kleinste Anregungsfrequenz iiber

1
und vergleichen ihr Verhalten mit dem der harmonischen Ndherung in Abb. [3.4] Zunéchst
stimmen w und w; noch bis relativ nahe (¢/Ae > 4) der Instabilitdt gut tiberein. Wahrend
aber w; nun verschwindet, weicht w von der harmonischen klassischen Losung ab und bleibt
bei
wF=F,)~1lw, (3.30)

endlich. Dies ist die Manifestation eines echten Quanteneffekts, erkennbar daran, dass die
Frequenzskala, auf der w endlich bleibt, nicht mehr durch die klassische Skala wy bestimmt
ist, sondern in einer uniiblichen Potenz von A abhéngt,

1
4dhwy \ 3
wwwo(FLO> , (3.31)

also w ~ K3, wie bei der Einfithrung der kritischen Skalen schon angedeutet wurde.
Allerdings ist der experimentelle Zugang zur erforderlichen N&he der Instabilitit ¢ ~ Ae
aufgrund der Kleinheit von Ae stark erschwert.
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Abbildung 3.4: Numerisch exakte Anregungsfrequenz w (durchgezogene Linie) nahe der Euler-
Instabilitéit. Desweiteren eingezeichnet sind die klassische harmonische Frequenz w; (gepunktete
Linie) sowie Tunnelsplitting A (gestrichelte Linie) im Giiltigkeitsbereich der WKB-N#herung.

In der symmetriegebrochenen Phase kénnen wir klassisch annehmen, dass die Anregungen
aus kleinen Schwingungen um die neue Ruhe-Lage des Balkens, eines der beiden Minima
des Doppelmuldenpotentials, bestehen. Berechnet man den Hamiltonian des zum Beispiel
um das linke Minimum harmonisch gendherten Potentials in Abhéngigkeit der Koordinate
0Y = Y — Ymin,—, SO ergibt sich

_ 3
Hharm,< = fa ! (\/5 )A_é‘

: {_%%;2 N %@y)z} —m) , (3.32)

Die klassische Anregungsfrequenz wiirde also, beginnend bei Null, mit iiber die kritische
Kraft hinausgehender Kompression ansteigen wie

9
arm,< — We 2 ‘ ~ ‘ . .
Wharm,< = Wet Az (3.33)

Dies ist aber nur die klassische harmonische Losung. Quantenmechanisch ist die niedrigste
Anregungsfrequenz in einem solchen Doppelmuldenpotential durch die Tunnelfrequenz A
gegeben, welche Tunnelprozesse zwischen den beiden Minima Rechnung trégt, und im
nédchsten Abschnitt genauer behandelt wird. Das Verhalten der numerischen Losung lasst
sich gut durch die Betrachtung Wellenfunktionen g, 11, 13 des Grundzustands und der
ersten angeregten Zustédnde verstehen. In Abb. ist ersichtlich, dass ¢y und ¢, wie die
bindenden und antibindenden Orbitale in einem typischen Zweizustandssystem aussehen.
Der Energieunterschied der entsprechenden Energieeigenwerte \; — \g rithrt im wesentlichen
von dem einen Knoten her, den ¢; als zum Ursprung symmetrische Losung aufweist, und
der energetisch ungiinstig ist. Dieser Unterschied wird aber mit steigendem |¢/Ag| immer
geringer und entspricht im wesentlichen dem Tunnelsplitting A (siehe unten), sodass w
exponentiell verschwindet und schon bei e/Ae = —5 fiir praktische Zwecke Null ist. Die
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Abbildung 3.5: Links: Numerisch exakte zweite Anregungsfrequenz wy o im Vergleich mit der
klassischen Anregungsfrequenz in einem der Potentialminima.

Rechts: Die ersten drei Wellenfunktionen g, 1,13 in der symmetriegebrochenen Phase fiir
e/Ae = —3. Die zugehérigen Eigenenergien A1, \g sind quasi entartet (vollstindig fiir e/Ae < —5),
wihrend A9 deutlich gréfer ist und damit wo o > w gilt.

néchste nicht-verschwindende Anregung wére dann

1

h()\Q — Xo)& ! (3.34)

Wa o = e

deren Verlauf in Abb. [3.5|wiedergegeben ist. Man erkennt, dass diese wiederum ab |e/Ae| >
—3 durch wharm,« approximiert werden kann.

Insgesamt wird klar, dass man, um die kleinste Anregungsfrequenz (abgesehen von Damp-
fung und Temperatur) tatséchlich zu beobachten, nicht nur ein mechanisches Finetuning
des Parameters ¢ ~ O(Ace) erreichen muss, sondern selbst auf dieser sehr kleinen Skala
noch in kontrollierter Art und Weise durch die Euler-Instabilitédt hindurchfahren kénnen
muss, da die entscheidende, vom klassischen Verhalten abweichende Physik nur im Bereich
—5 < g/Ae < 5 stattfindet.

3.3 Makroskopische Quanten-Kohirenz (MQC)

Seit 1935 Schrodinger mit seinem berithmten Gedankenexperiment, einer Katze in einer
Superposition der Zustdnde |tot) und |lebendig), auf die Probleme bei der Ausweitung
quantenmechanischer Prinzipien auf die Makrophysik aufmerksam machte, dauerte es fast
fiinfzig Jahre, bis erste ernsthafte Vorschldge gemacht wurden, tatsédchlich quantenmecha-
nisches Verhalten von makroskopischen Grofien, die selbst viele mikroskopische Freiheits-
grade beinhalten, nachzuweisen. Dabei ist die relativ kleine Kopplung des Systems an die
Umgebung wichtig [53], da sonst die Quanten-Kohérenz in der zeitlichen Entwicklung
zerstort wird. Verschiedene Systeme wurden inzwischen fiir eine moglichen Realisierung
einer solchen MQC vorgeschlagen, darunter Supraleiter [15], Nanomagneten [4] oder Io-
nen in optischen Fallen [59]. Vor drei Jahren kam schlieBlich der Durchbruch mit dem
experimentellen indirekten Nachweis einer Superposition aus im Uhrzeigersinn und im
Gegen-Uhrzeigersinn flieenden Stréomen in einem “superconducting quantum interference
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device” (SQUID) [82] 25]. Dies wird spéter noch etwas genauer beschrieben, aber man er-
kennt eine mogliche Analogie zur Situation eines Nanobalkens jenseits, aber noch sehr nahe
der Euler-Instabilitét: Ist es moglich, einen Nachweis einer Superposition aus “zur linken
Seite gebogener Balken” und “zur rechten Seite gebogener Balken” zu erbringen ? Wir
werden dazu zunéchst das gekoppelte Zweizustandssystem allgemein betrachten und auf
den Nanobalken anwenden und dann nochmal kurz auf den erfolgreichen MQC Nachweis
in SQUIDs eingehen.

3.3.1 Quantenmechanisches Zweizustandssystem

Wir betrachten allgemein ein System mit zwei moglichen, im Blick auf unser Problem mit
|L), |R) bezeichneten Zustanden, die als Eigenzustinde der Paulimatrix o,

o.|L) =|L) (3.35)
o.|R) =|R)

eine Basis unseres Zweizustandssystemes bilden. Operatoren in diesem Raum kénnen grund-
satzlich als Linearkombinationen aus {1,0,,0,,0.}, der Eins und den drei Paulimatrizen,
dargestellt werden. Betrachtet man das System als vollkommen entkoppelt (unendlich hohe
Potentialbarriere zwischen den beiden Minima), dann sind |L), |R) die Eigenzusténde des
Hamiltonoperators eines ungekoppelten Zweiniveausystems

H) \,|L) = FEL|L), (3.36)
Hg—lvl ’R> = Eg |R>

In unserem Fall sind die Energien E;, EFr durch die Tiefe der Potentialminima bestimmt,
die noch durch die quantenmechanische Nullpunkts-Energie nach oben verschoben werden.
Dies ist aber weniger entscheidend, da der absolute Energie-Nullpunkt frei wahlbar ist; es
kommt vielmehr auf den Energieunterschied

§E = Ep — Ep (3.37)

an. Dieser ist im Fall des vollkommen symmetrischen Potentials GI. natiirlich Null.
Allerdings wird in jedem realen System eine zufillige Asymmetrie im Potential vorhanden
sein (im Weiteren werden wir noch den Fall diskutieren, dass 6 E gezielt durch Anlegen
einer geeigneten Gate-Spannung kontrolliert wird). Diese sei klein gegeniiber der Anre-
gungsenergie der nidchsthcheren Zustéinde, es muss also

0E| < huws (3.38)

gelten, sonst bricht die Zwei-Niveau Néherung zusammen. Unter diesen Voraussetzungen
konnen wir den symmetrischen Teil aus HY |, abspalten und in Matrizen-Schreibweise
schreiben

1 oF oF
Hg—lvl = §(EL + ER>]- + 70',2 B— 70',2- (339)
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Im gekoppelten System sind Ubergénge zwischen |L) und |R) moglich, der volle Hamilton-
operator enthélt also Nichtdiagonalelemente, die durch die Tunnelfrequenz A bzw. Tun-
nelsplitting AA bestimmt sind, und lautet in Standardform

_OF hA SE/2  —hA/2
Hy 1y = 5 0T 5 0 = < “hA2 —8E)2 > . (3.40)
Die Losungen dieses Zweizustandssystems sind durch die Linearkombinationen
.0 0 1
0) = sin 3 |L) + cos 3 IR), FE,= —5\/(5E)2 + (hA)2, (3.41)
1
1) :cosg|L>—sing|R>, E1:+§\/(5E)2—|—(hA)2
gegeben, wobei der Winkel 6 durch
hA
= — 42
tan 6 5E (3.42)

definiert ist. Die Anregungsfrequenz des Systems ist durch die Energiedifferenz der Zustédnde

bestimmt,

W(A,OE) = %(E1 — By) = JOE/RR 1 A2, (3.43)

was zum bekannten Bild des “avoided-level crossings” fiihrt; die Energieniveaus stoflen
einander ab anstatt zu kreuzen, wie es ohne Kopplung der Fall wére (sieche Abb. .
Variiert man bei festem A die Energiedifferenz 0 F, so entspricht zunéchst fiir A < 6F

0.3
a r T T T T T

[€, ]
0.2

0.1

0

-0.1

-0.2

03 L | | i | |

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 , 06
% [ ]

Abbildung 3.6: “Avoided-level crossing” fiir den Parameterwert ¢/Ae = —3.

der obere Zweig der hoheren Energie des Zustandes |L) und der untere der niedrigeren
des Zustandes |R). Geht nun 0 E gegen Null, mischen die Zusténde vollstandig, aber die
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Anregungsenergie F; — Ej bleibt endlich, sodass in der Situation bei 6F = 0,

1
)= S5 (L) +1R).
)= (L)-|R). (3.44)

V2

die Anregungsfrequenz gleich der Tunnelfrequenz ist,
w=A. (3.45)

Die Energieniveaus bleiben also aufgespalten (daher auch “Tunnelsplitting” AA) und kreu-
zen sich nicht. Fiir negative 0 E ist dann die Rolle von |L) und |R) vertauscht. In einer
dynamischen Beschreibung des Zweizustandssystems bei 6F = 0 oszillieren die Wahr-
scheinlichkeiten, das System im Zustand |L) bzw. |R) zu finden, zwischen Null und Eins
hin und her. Dies sind die bekannten Rabi-Oszillationen, und ihre Frequenz ist durch A be-
stimmt. Da jeder Ostzillation zwischen den Zustédnden in unserem Bild das Durch-Tunneln
der Potentialbarriere entspricht, kommt der Name “Tunnelfrequenz” fiir A.

3.3.2 Berechnung des Tunnelsplittings A

Wir betrachten fiir die folgende Beschreibung ein Doppelmuldenpotential vom Typ Gl.
(siehe Abb. , das allerdings aus Griinden der einfacheren Darstellung um die Barrieren-

Hohe nach oben verschoben sein soll, sodass v(ymin) = 0 gilt. Desweiteren benutzen wir

dimensionsbehaftete Variablen ¢ = Iy, qo = Ymin, Vs = £ 10, und setzen der Einfachheit

halber meg = m. Damit lasst sich das Doppelmuldenpotential in der einfachen Form

V(g) = Vild® — 45)*/ap (3.46)

schreiben. Desweiteren bezeichne ¢ den Wert, an dem V(£q') = hwo/2 gilt, d.h. +¢
entsprechen in der WKB-Nédherung den klassischen Umkehrpunkte fiir ein Teilchen das
sich im invertierten Potential —V'(¢) bewegt. Die harmonischer Anregungsfrequenz um
eines der Minima von V'(¢), wo, hatten wir zuvor schon in GL berechnet (W< harm),
in obiger dimensionsbehafteter Darstellung gilt

8V, \ ?
0 (Wﬁ) (347)

Im Folgenden soll die WKB-Formel fiir das Tunnelsplitting fiir derartige Potentiale vorge-
stellt werden. Desweiteren vergleichen wir mehrere Formeln aus unterschiedlichen Herlei-
tungen und wéhlen eine giinstige Darstellung, die ohne elliptische Integrale auskommt.

WKB-Formel

Ausgangs-Idee der WKB-Néherung ist es, die Schrodingergleichung eines Teilchens, das
sich z.B. am rechten Minimum mit Energie fiwy/2 im klassisch verbotenen Bereich befindet,
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durch den Ansatz

C 1 /7
Yolq) = mexp {7_1/0 ’P(Q)’dQ} (3.48)

zu 16sen, in ausreichender Entfernung der klassischen Umkehrpunkte, wo

p(a) = (2m(V(q) — hwo/2))"? (3.49)
klein wird. Nach [48] ist das Tunnelsplitting dann durch die Herring Formel

2h2 ! 2
RA =~y (0)1(0) ~ 2HC (3.50)

gegeben. In ihrer Herleitung wird im wesentlichen die zeitliche Anderung der Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit auf der z.B. rechten Seite fiir einerseits das Ergebnis aus der Dyna-
mik des Zweizustandssystems und andererseits dem allgemeinen Ausdruck aus der Konti-
nuitatsgleichung, miteinander verglichen. Die Konstante C' wird nun durch Vergleich von
GL. mit der Grundzustands-Wellenfunktion im rechten Minimum bestimmt, sodass
sich als Endergebnis

hA = %—; exp [%L / |p<q>|dq] (3.51)

ergibt. Diese Form ist zwar vollkommen korrekt, fiir praktische Zwecke aber aufgrund des
komplizierten Integrals im Exponenten jedoch eher ungeeignet. Allerdings kann GI. (3.51))
geeignet so umgeschrieben werden [28], dass das Ergebnis unter Einbeziehung des Wir-

kungsintegrals
q0
So = / Vv 2mV (q)dq (3.52)
~qo
ausgedriickt werden kann. Das Ergebnis lautet dann:

2
mwoqg

hA = 2hwg ( )é exp [B] exp {—%1 , (3.53)

wobei ein zweites nur in einfacher Weise vom Potential abhéingiges Integral

@ mwo 1
b= /o [ 2mV(q) - C_I] “a (3:54)

zu berechnen ist. Jetzt wollen wir noch den Zusammenhang dieser Ausdriicke mit dem
aus der Instantonmethode [I8] gewonnenen Ergebnis (siehe auch Kapitel 4) betrachten.
Ein Instanton ist die Losung gq(7) der klassischen Bewegungsgleichung im umgekehrten
Potential

0? ,
qud(ﬂ —V'(ga) =0 (3.55)
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mit Randbedingungen gu(+00) = £¢o und ¢q(0) = 0. Man kann nun fiir Potentiale wie
das unsere zeigen sich die Geschwindigkeit des Instantons asymptotisch fiir 7 — Fo0 wie
« - exp [FwoT] abfillt, wobei man « zu

a = qowg exp | B] (3.56)

umformen kann. Der Ausdruck fiir das Tunnelsplitting in dieser Methode lautet

B So So

Dabei ist R durch die Wurzel aus dem Quotienten zweier Funktionaldeterminanten gege-
ben:

. det (—02 + w?) 3
| det/ (=92 + m~1V"(qu(7)))
wobei im Nenner der Null-Eigenwert des Diffferentialoperators ausgeschlossen wird. Also

hat R die Dimension einer Frequenz und muss fiir ausreichend glatte Potentiale auch von
der GroBenordnung der einzig vorkommenden Frequenzskala wy sein. Nach [18] gilt

R= 2T, (3.59)
So

womit unter Zunahme von Gl. (3.56) die Aquivalenz der Darstellungen Gl. (3.53) und
Gl. (3.57) gezeigt ist.

(3.58)

A fiir Nanobalken

Mit der obigen Vorarbeit kann A fiir unseren Fall sofort berechnet werden. Fiir das Wir-
kungsintegral Gl. (3.52)) ergibt sich

q0 2 16 V
5, :/ m(l _ Z_) dg = 0V (3.60)
—qo 0

sodass man nach Einsetzen der Ausdriicke fiir V4, aus Gl. (3.20)) und wy aus Gl. (3.33]) den
dimensionslosen Ausdruck
So  2V2

3
2

(3.61)

€
R 3 ‘Ae
erhélt. Das mechanische Finetuning € muss sich also in jedem Fall auf der Skala Ae be-
wegen, da A sonst schnell exponentiell unterdriickt wird. Andererseits hatten wir gesehen,
dass fiir den Anwendungsbereich der WKB-Formeln die Bedingung gelten muss, dass die
quantenmechanische Nullpunkts-Energie in einem der harmonisch gendherten Potentiale
um ein Minimum auch noch in dieses “hineinpassen muss”, das heifft sie muss natiirlich
kleiner als die Barrieren-Hohe sein. Dies schriankt den Parameter |e/Ae| noch weiter ein:

1 €
“fiwy < Vi = <2 3.62
S <V = = < (3.62)
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Abbildung 3.7: Links ist der Giiltigkeitsbereich des WKB-Ansatzes in der symmetriegebroche-
nen Phase, Ey <V, graphisch dargestellt.

Rechts sind im symmetriegebrochenen Fall die harmonischen Potentiale (Strich-Punkt-Linie)
in die Potentialminima des echten Potentials (gepunktete Linie) eingebettet, welche im Tief-
temperaturfall ein gekoppeltes Zweizustandssystem bilden. Auflerdem sind noch die entspre-
chenden Grundzustands-Wellenfunktionen (durchgezogene bzw. gestrichelte Linie) auf Hohe der
Grundzustands-Energie eingezeichnet.

Die Skala Ae ist also selbst so klein, dass ein makroskopischer Quanten-Balken auf ihr die
Euler-Instabilitdt noch nicht richtig bemerkt. Die Berechnung des Integrals B ergibt

B _/qo_ mwy 1 ]dq
o | Ve e
:/qo_mwo% Qo 1 }d
o V@ - w-al"

q [ 2(]0 1 :|
= — dg =1In2. 3.63
/0 (%~ qw—q (363)

Unter Verwendung von mwogs = 3/2 - Sy erhalten wir damit fiir die Tunnelfrequenz [33]

B So \ 2 So
A = hwodV3 (2ﬁh> exp{ h} (3.64)

oder in unseren Einheiten

8 € 11 22 ¢ |5
A= E—‘— ——‘— . 3.65
“ (2m2)1/4 T Ae exp[ 3 1Ae (3.65)
Fiir unseren 100 nm langen SWNT ist bei einem Finetuning von €/Ae = —3 nur noch

ein Wert von A ~ 27 - 1 MHz zu erwarten. Die MQC sollte deshalb auf jeden Fall iiber
eine Beobachtung des “avoided-level crossing” nachgewiesen werden, wozu es ausreicht, ein
Abweichen von dem linearen Verhalten der Anregungsfrequenz zu sehen (Abb. . Dazu
miisste in einer geeigneten Geometrie eine Gate-Spannung angelegt werden, die es erlaubt,
0F gezielt zu variieren.
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3.3.3 Aufhebung der Entartung durch kapazitive Kopplung

Man kann die Entartung der Energieminima wird durch einen zusétzlichen linearen Term
im Potential v(y) autheben, der mittels Anlegen einer Spannung U iiber ein lings zum Bal-
ken verlaufendes Gate realisiert wird. Modelliert man das Gate als unendlich ausgedehnte
Ebene im Abstand a vom Balken (SWNT mit Radius r) mit » < a so ergibt sich eine
Gesamtkapazitdt der Anordnung

L
- / elo(s)|ds (3.66)
0
mit der lokalen Kapazitat
% 0 as):
clo(s)] = o 2(a+r¢(5)) ~ const T 2Taqﬁ(s), (3.67)

dabei ist ¢ = 8.854 Fm~! die elektrische Feldkonstante. In der Nitherung ¢(s) = A; sin® (7s/L)
ergibt sich iiber W = %C’ U? ein zusitzlicher, von A; abhingiger Energieterm

SW(A) = ——9L g2, (3.68)

4 1n> 27‘1

~1 {iber und

Wir gehen wieder zu Léngen- und Energieskalen im kritischen Bereich, [.,£ 7,

erhalten eine Verschiebung im Potential

1) ¢ 1
v(y) = =5 | x| v2 + 79" =90 -y (3.69)

mit dem linearen Koeffizienten

() L la 2

g(U) = ng (370)

Erhoht man die Gate-Spannung U, so wird |L) metastabil, bis beim Erreichen von g(U.) =
ge mit )
2 g |3/2
Je 3v/3 ‘Ag‘ (3:71)
die Barriere verschwindet und |L) formal instabil wird (Natiirlich wird in einem MQC-
Experiment die Asymmetrie nie so grofl werden, dass g. erreicht wird, da dort die gan-
ze Zwei-Niveau Naherung fragwiirdig ist - an dieser Stelle wird g. lediglich als Parame-
ter zur Charakterisierung des Potentials gebraucht). Die entsprechend erforderliche Gate-
Spannung liegt fiir unseren SWNT im Bereich U. ~ 70mV, wenn man fiir den Abstand
des Gates a = 50 nm wihlt und fir ¢/Ae = —3 annimmt.
Die neuen Positionen der Extremwerte v, = 0 ergeben sich durch Lésung der kubischen
Gleichung

3 13
g = 72
Yy )28’9 g=0 (3.72)
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7Zu
2 | € |5 0 2«

~Yhuin - = 2+, 3.73

Ymin = YL 3‘Ag COS(3+3) (3.73)

0 2 ‘6 3 9+47T

— Yy = —|—| cos| =+ —
=3 A 373 )

n 2 ‘8 3 0

min — Yr = —= |—| cos | =],

Yy YR 3| Ae 3
wobel

6 = arccos (2> (3.74)

Je

im Bereich [7/2,0] liegt, wenn ¢ von Null auf g. erhéht wird. In Kapitel 4 betrachten wir
den Fall ¢ — g., um ein echt metastabiles Potential zu schaffen; hier soll lediglich eine
kleine Asymmetrie

<1 (3.75)

9

betrachtet werden, die es erlaubt, das Zweizustandssystem in einem kleinen Bereich um
die symmetrische Situation g = 0 zu untersuchen. In diesem Limes gilt § = 7/2 — g/g¢., die
beiden Energieminima verschieben sich zu

I g
= Y (1= —=Z, 3.76
o Y ( 3¢§gc> (3.76)

—vn (14 5550
YR Ymin 3\/§gca

und man erhélt in fithrender Ordnung einen linearen Zusammenhang zwischen dem kleinen
Parameter g/g. und der Energiedifferenz § E' unseres Zweizustandssystems

SE V3

B 3’5 2gq
&1 2 |Ae

ge

(3.77)

In Abb. war £/Ae = —3, die dort abgebildete Kurve entspricht also einem Intervall
g/9. € [—0.06;0.06] entsprechend unserer Voraussetzung. Fiir A kann hier noch der Wert
der vollkommen symmetrischen Situation verwendet werden, da Korrekturen erst in héher-
er Ordnung von ¢/g. wichtig werden.

3.3.4 Einfluss von Dampfung

An dieser Stelle wollen wir kurz darauf eingehen, wie Dédmpfungseffekte die Realisierbarkeit
von MQC beeinflussen werden. Die Dynamik des dissipativen Zweizustandssystems ist in
aller Ausfiihrlichkeit in [53] beschrieben. Wir beschrianken uns auf den Ohmschen Fall und
gehen davon aus, dass die Dampfung des Nanobalkens iiber seinen Qualitdtsfaktor @) als
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phénomenologische Grofle eingeht. Wenn in der klassischen Bewegungsgleichung noch ein
Dampfungsterm eingefiihrt wird,

. . P
meﬁAl + T].Al + 8_,41V(A1) = 0, (378)
so hiangt @ iiber
w
n= almeﬂ‘ (3.79)

mit 7 zusammen. Fiir den Fall ohne Kompression w; ~ wy gilt also
Q= %meg. (3.80)

Nach [53] ist nun die entscheidende Grofle, die den Einfluss der Dampfung im Zweizu-
standssystem mit Ohmscher Dissipation bestimmt, der Parameter

2
40
=57 3.81
“T o (3:81)
wobei gp der Abstand der Minima im Potential Abb. [3.1]ist, in unserem Fall also
c L
= \Ymin,+ — Ymin,—) * ls =2 ‘_ ’ lg- 3.82
90 = (Ymin+ — Yumin,) Az (3.82)

Im entarteten Fall 0 = 0 betrachtet man nun den zeitlichen Verlauf von P(t) = (0.()).
Dabei stellt sich heraus, dass man fiir & > 1 Lokalisierung in einem der Zusténde |L), |R)
findet, d.h. eine beliebig kleine Asymmetrie fithrt bei 7" = 0 zu einem symmetriegebro-
chenen Grundzustand |L) oder |R) (statt zu deren Linearkombination), die Dampfung
zerstort also die Kohérenz des Systems. Um die Kohérenz aufrechtzuerhalten, muss die
Funktion P(t) zumindest geddmpfte Oszillationen zeigen, wofiir ein a-Wert von

1

- 3.83
a < 5 ( )

erforderlich ist. Diese Bedingung impliziert, dass fiir das freie System mindestens einen
Q-Faktor von

2
S MefWoq(
mh
_ MefWwe 4‘ € ‘ h
7Th\/ Aé? AE MeffWe
G
T T (A

Q

(3.84)

notwendig ist. Im interessanten Bereich von |¢] ~ Ae braucht man also bei Ae ~ 3-107°
einen Qualitétsfaktor von ) > 220 fiir den freien SWNT. Da bereits ein Si-Balkenresonator
im GHz-Bereich “eher kleine” Werte von @) = 500 erreicht [44], kann man davon ausgehen,
dass SWNTs die verlangte Giite erreichen sollten.
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Korrektur zur Nullpunkts-Fluktuation in der symmetriegebrochenen Phase

In der symmetriegebrochenen Phase hatten wir fiir o2 lediglich den klassisch erwarteten
Wert y2. angegeben. Beriicksichtigt man im Zweizustandssystem noch Schwankungen um
die klassischen Minima selbst, so ist in einem der Minima in harmonischer Naherung nach

Gl (3:32)

<L7 R‘ y2 |L7 R) = yiﬁn + <<6y)2>
11 ¢
&l Sl
Ael 2,2 1A¢
also ergibt sich im Grundzustand des Zweizustandssystems, wenn man im Orts-Raum

(y|L, R) die Grundzustands-Wellenfunktion des harmonischen Oszillators im jeweiligen Mi-
nimum verwendet,

2

: (3.85)

1
<0Wﬂ0>::§ULWﬂL>+<myﬂRW+ﬂLWﬂRU
WQHWW%@yIW{Mnﬂ
|zl 455 (e {12
Al T 22 P Ae Ae
also nihert sich 6% in harmonischer Nidherung dem linearen |e/Ae| wie 1/4/|e/Ag].

7 (3.86)

Analogie: Messung von MQC in SQUIDs

Diese Resultate kann man mit Messungen an SQUIDs vergleichen. Die verwendeten SQUIDs
waren hier ein supraleitender Ring mit einer [25] bzw. drei [82] Josephson-Kopplungen.
Das Anlegen von kleinen Magnetfeldern fithrt dort zu supraleitenden Stromen mit ent-
sprechendem magnetischen Fluss ® durch den Ring. Die Kombination von magnetischer
Energie ~ (® — ®.,)? und Josephson-Kopplungsenergie ~ — cos (2r®/®) (wobei @, der
von aufen angelegte Fluss und @, das magnetische Flussquant ist), erzeugt ein Doppel-
muldenpotential dhnlich zu dem in Abb. welches im Fall ., = ®,/2 symmetrisch
ist. Die Minima dieses Potentials entsprechen den klassischen Zustdnden aus Stromfliissen
der GroBenordnung pA mit dem (|R)) und gegen (|L)) den Uhrzeigersinn, die tatséchlich
eine makroskopische Grofle darstellen, da sie der Schwerpunktsbewegung von Millionen
von Cooperpaaren entsprechen. Bei kompletter Uberlagerung dieser Zusténde hétte man
dann einen makroskopisch kohérenten Zustand mit Strom-Erwartungswert Null realisiert
(Zum Problem von Schrédingers Katze in SQUIDs siehe [54] 52]). Der Nachweis erfolgt,
indem man den geeigneten Teils des Anregungsspektrums mittels Mikrowellen [82] bzw.
Radiofrequenz- [25] Spektroskopie aus-misst. Dabei bleibt, wihrend durch Variation von
®., das Potential durch die symmetrische Lage geschoben wird, die Anregungsfrequenz
endlich (Abb. [3.8), man beobachtet also die oben diskutierte AbstoBung der Energienive-
aus.
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Abbildung 3.8: Links: Messdaten aus [82]. Die fiir sinkende Mikrowellen-Frequenz zum Zentrum
wandernden kleinen Spitzen und Senken zeigen Ubergéinge zum andersherum gerichteten Strom
an. Der Abstand der Peakpositionen von ®y/2 geht nicht linear mit der Mikrowellen-Frequenz
gegen Null, sondern strebt einem endlichen Wert zu.

Rechts: Messdaten aus [25]. Hier werden von einem energetisch tiefer liegendem Zustand aus
Ubergénge zu den beiden Zusténden |L)+|R) mittels Radio-Frequenzen angeregt, daher 2 Peaks
pro Kurve. Die “level repulsion® ist dadurch gezeigt, dass die Peaks erst zusammen- und dann
wieder auseinanderlaufen.

3.4 Nelsons Quantenmechanik

1966 lie E. Nelson die Diskussion wiederaufleben, ob sich die Quantenmechanik nicht doch
mit Mitteln der klassischen statistischen Physik erkldren und beschreiben liele [62]. Die
zugrunde liegende physikalische Idee ist, dass ein Teilchen, das der Schrodingergleichung
geniigt, einem klassischen Teilchen entsprechen soll, welches einer “universellen” Brown-
schen Bewegung im Vakuum ausgesetzt ist. Ein Quanten-Prozess entspriche also einem
Markovschen Diffusionsprozess. Tatséchlich ist die Idee verlockend und ergibt, wie die ver-
einfachte Herleitung unten zeigt, richtige Ergebnisse fiir die mittlere quadratische Auslen-
kung (zu gleichen Zeiten) unseres Problems bei T' = 0. Dies scheint aber auch alles zu sein,
was korrekt mit diesem Ansatz ermittelt werden kann, denn 1979 zeigten Grabert, Hanggi
und Talkner, dass Quantenmechanik “wenig bis gar nichts” mit der Theorie stochastischer
Prozesse zu tun hat [31]. Insbesondere werden Korrelationen zu verschiedenen Zeiten so-
fort falsch berechnet. Der Grund liegt darin, dass man fiir Nelsons komplette Beschreibung
sowohl zeitlich “vorwérts” wie “riickwérts” gerichtete Markov-Prozesse benotigt, wobei
der verwendete riickwérts-gerichtete tatséchlich kein echter Markov-Prozess ist. In weite-
rer Analyse ergibt sich dann noch, dass es nicht einmal einen Nicht-Markovschen Prozess
gibt, der dquivalent zur Schrodingergleichung ist.

Nichtsdestotrotz wird im Folgenden gezeigt, wie sich ein Teilchen, das “Nelsons Quanten-
mechanik” gehorcht, in unserem Doppelmuldenpotential bewegen wiirde, da sich daraus in
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Mittelung iiber viele solche Prozesse die korrekte Nullpunktsschwankung ergibt.

Ableitung einer Diffusionsgleichung aus der Schrédingergleichung

Bezeichnen wie vorher {\,,1,} den Satz Eigenwerte und normierter Eigenvektoren zum
dimensionslosen Hamiltonian h,

hpn, = Anthn, (3.87)
dann ist {\, — Ao, ¢, } der Satz Eigenwerte und normierter Eigenvektoren zu
h=h—)-1 (3.88)
und insbesondere gilt B
Py = 0. (3.89)

Im Folgenden lassen wir die Notation der Querstriche wieder sein und schreiben h (H) statt

h (H). Die zeitabhéngige Schrodingergleichung ist
ihdph = Hab. (3.90)

Geht man nun zur Imaginérzeit iiber (7 = 4t), und misst sie in geeigneten Einheiten
7 — 7-w_ !, dann lautet die dimensionslose (imaginir-) zeitabhiingige Schrodingergleichung

— o) = . (3.91)
Man substituiert schliefllich in (3.91])

Uy, ) = Py, 7y (), (3.92)

(wobei 1y der stationiire Grundzustand von A (GI. [3.89)) ist). Bezeichnet man der Einfach-
heit halber die dimensionslose Zeit wieder mit ¢, so ergibt sich fiir P die Gleichung

1 P
0P = -1 (—§V2 + U) Jo

- %VQP - ((WOWP ) L (V%o)P (Vwo>2P>

Yo Yo V3

B Vo 1
=-V (WP> + §V2P, (3.93)

wobei 0ypg = 0 und vi)y = %Vzwo verwendet wurde. P erfiillt also eine klassische Diffusi-
onsgleichung vom Typ
f

die die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Teilchens in Raum und Zeit beschreibt, welches
sich in einem (dimensionslosen) Potential

u = —2In1y
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aufgrund der Kraft f = —Vu viskos mit einer dimensionslosen Viskositit n = 2 bewegt
und dabei einer Brownschen Bewegung mit dimensionsloser Diffusionskonstante D = %
unterworfen ist [63]. Betrachtet man den physikalischen Diffusionsprozess, indem man eine
Temperatur § = 1/kgT einfiihrt und zu dimensionsbehafteten Grofien auf normalen Skalen

([x]=m,[t]=s) zuriickkehrt, so gelten die Zusammenhinge

F =-VU=p"~Vu),
1

D = 5&)0[8,
2
=—. 3.95
Aquivalenz der Erwartungswerte (y")
Fiir grofle Zeiten t geht P in die Gleichgewichtsverteilung {iber
Py,t = 00) = Feq(y) ~ exp {=GU(y)}, (3.96)
und die Einstein-Relation
L (3.97)
kgT '

ist erfiillt. Tatséchlich gibt es in diesem Fall nur einen relevanten Parameter (wyl?), die
“Temperatur” unseres klassischen Vergleichssystems hat keinen echten Einfluss (nicht zu
verwechseln mit der physikalischen Temperatur 7' = 0 des Quanten-Systems).
Mittelwerte der Form

() = / dyy" Py, 1 (3.98)

entsprechen also fiir grofie Zeiten den Erwartungswerten (y")qm des quantenmechanischen

Systems ((3.17))
(W (t = 50) e — / dyy" Py, — o) — / Ay v 2 = (") e (3.99)

und lassen sich durch eine Mittelung tiber viele Zufallspfade . (t) gewinnen. Diese sind
Realisierungen des zugrunde liegenden Markov-Prozesses

dy = MOlt + dw(t). (3.100)

n
Der erste Term ist der Drift-Term, der im vorliegenden Limes hoher Viskositéit die zur Ge-
schwindigkeit proportionale Reibungskraft beschreibt. Der zweite Term, die Brownsche Ver-
schiebung, wird durch den Wiener-Prozess w(t) beschrieben und ist charakterisiert durch
unkorreliertes Rauschen mit Mittelwert Null und Autokorrelationsfunktion

(dw(t)dw(t))) = 2Ddts(t — t'). (3.101)
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Realisierung des Markov-Prozesses

Die einfachste Moglichkeit zur numerischen Erzeugung geeigneter Zufallswege v, () ist das
Eulerverfahren [35]. Wenn r; eine Reihe von Zufallszahlen aus [0, 1] bezeichnet, dann ist
Yrw(t) bei Schrittweite dt festgelegt durch

\Y
Y1 =yj + %(yj)dt +V12dt(r; — 0.5). (3.102)
0

Zunéchst wird 1y numerisch durch Diagonalisieren von A bestimmt, wobei fiir den Laplace-

L elne=5 | y

€/Ae=0

Abbildung 3.9: Randomwalk in Potential —21n . Es werden 1000 Schritte bei Schrittweite dt =
0.04 ausgefiihrt, fiir Parameter-Werte von ¢/Ae = 5,0, —3. Fiir ¢/Ae = —5 sind zwei mégliche
Wege in die jeweils unterschiedlichen Potentialminima gezeigt, zwischen denen Ubergéinge schon
sehr rar werden.
Operator V? die diskrete Form <5 (¢(n + 1) + ¢ (n — 1) — 2¢)(n)) verwendet wird. Da der
Gradient numerisch instabil ist, wird Vi)y mittels zweimaliger Fast Fourier Transformation
iiber die Kette

Yo(y) — to(k) — —ikio(k) — Voo (y) (3.103)
berechnet [67]. In Abbildung sind einige Zufallswege nach fiir verschiedene
Parameter-Werte ¢/Ae = 5,0, —3, —5 dargestellt. Dabei erkennt man im Fall ¢/Ae = —3
schon die doppelmuldenartige Struktur des Potentials, allerdings sind Ubergéinge zwischen
den beiden Mulden noch recht wahrscheinlich.
Erwartungswerte der Form werden nun durch Mittelung iiber NV = 80000 Zufallswege
nach der Zeit T' = 40 berechnet

1 N
W (T)ew = 57 ; y(T (3.104)
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(wobei mehrere Runs mit unterschiedlichen dt gemacht werden und dann nach dt = 0
extrapoliert wird). Aus Symmetriegriinden ist natiirlich (y(7)),, = 0, wihrend o2, =
(y*(T)) 1w in Abb. dargestellt ist. Dieselbe Methode wurde in [58] auf das Problem

, 5
Y 4s5f
AL
35
sL
25 F
oL
15+
1Lk

05

0 1 1 \ 1 1
-6 -4 -2 0 2 4 6

elAe

Abbildung 3.10: Mittlere quadratische Auslenkung 02, = (y?).y als Funktion von ¢/A¢, berech-

net nach GI. (3.104]).

der Untersuchung von Ordnungsparameter-Fluktuationen des eindimensionalen Ginzburg-
Landau-Funktionals angewandt. Tatséchlich entsprechen die auf diese Art berechneten
Nullpunkts-Fluktuationen genau den quantenmechanisch berechneten in Abb. [3.2]



Kapitel 4

Makroskopisches Quantentunneln

Wie in Kapitel 3 gesehen, kann unser Balken unter longitudinalem Druck als effektives
Einteilchen-Problem beschrieben werden. Jenseits der Euler-Instabilitit bewegt sich das
Teilchen in einem Doppelmuldenpotential, dessen Minima mit den makroskopisch unter-
scheidbaren Zusténden |L),|R) korreliert sind und in Form und Lage noch von seitlich
angelegten Gate-Spannungen abhéngen. Bei Entartung oder schwacher Authebung dersel-
ben konnten wir das System als Zweizustandssystem beschreiben. In diesem Kapitel geht
es darum, die mittlere Zerfallsrate aus einem metastabilen Zustand |L) in den energetisch
niedrigeren stabilen Zustand |R) zu berechnen. Dabei wird das entsprechend asymmetri-
sche Potential erreicht, indem die Gate-Spannung so erhcht wird, dass die Barriere fast
verschwindet und sich die Minima energetisch stark unterscheiden. Die entscheidend zu
berechnende Gréfie ist nun die Zerfallsrate k, ([k] = s71), aus dem metastabilen Zustand,
die im Einteilchen-Bild einer inversen Verweildauer oder Zerfallszeit entspricht. Diese Rate
héangt natiirlich von der Temperatur und von der Kopplung des Systems an die Umgebung
ab: Man erwartet einen Ubergang von reinem Quantentunneln bei T = 0 zu iiberwiegend
thermischem {iberwinden der Barriere bei hoheren Temperaturen. Die Beobachtung eines
solchen Ubergangs |L) — |R) im quantenmechanisch dominierten Bereich oder der messba-
re Einfluss von quantenmechanischen Korrekturen im thermisch dominierten Regime wiére
dann ein Nachweis eines weiteren Quanteneffekts in makroskopischen, rein mechanischen
Systemen.

Im ersten Abschnitt wird nun zunéchst ein genereller Uberblick der Theorie von Quanten-
zerfallsraten aus metastabilen Zustéinden bei endlichen Temperaturen unter Einfluss der
Umgebung gegeben. Die Anwendung der Ergebnisse auf unser Modell-System folgt dann
in Abschnitt zwei.

4.1 Theorie der Quantenzerfallsraten
Historisch gesehen wurde Quantentunneln erstmals 1927 von Friedrich Hund [37] beschrie-

ben, der damit die Aufspaltung der Vibrationsspektren in pyramidalen Molekiilen wie
Ammoniak (NHj;) mit delokalisiertem Grundzustand erklérte. Der Effekt wurde in den
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Folgejahren ausgiebig erforscht, um physikalische Phanomene zu modellieren, bei denen in
irgendeiner Art eine Potentialbarriere ohne Leistung der entsprechenden klassischen Aus-
trittsarbeit iiberwunden wird. Als bekanntester Effekt sei hier der radioaktive Zerfall von
Atomkernen genannt. Quantenmechanische Tunnelraten

k ~ exp [T (4.1)

werden seit 1928 [26] durch den Gamow-Faktor I' = Sy/h (siche Gl (3.53)) beschrie-
ben. Theoretisch ist das Problem von Quantentunneln in dissipativen Systemen durch
moderne Pfadintegralformulierungen der Quantenmechanik [24] und durch die Caldeira-
Leggett-Darstellung eines dissipativen Systems mittels Kopplung an ein Reservoir harmo-
nischer Oszillatoren [12] zu behandeln. Mit solchen Werkzeugen ausgestattet konnten Pro-
bleme dieser Art zum eigenen Forschungsfeld werden, der “Makroskopischen Quantenme-
chanik”. Beste Realisierungen von sogenanntem makroskopischen Quantentunneln (MQT)
sind Josephson-Kontakte mit kleiner Kapazitit nahe am kritischen Strom (siehe [17] und
Kapitel 3), mit welchen die unten vorgestellte Theorie in weiten Teilen bestétigt werden
konnte.

Betrachten wir also den Zerfall eines metastabilen Zustandes eines Systems bei endlicher
Temperatur, welches dissipativ an ein Warmebad gekoppelt ist. Fiir den thermisch akti-
vierten Zerfall gilt im Hochtemperaturbereich das klassische Arrhenius-Gesetz

k ~ exp [—-BV3]; (4.2)

nun geht es um eine detailliertere, auf Funktionalintegralen basierte Bestimmung der
Zerfallsraten, die abhéngig von Art und Stérke der dissipativen Kopplung die Bereiche
Quantentunneln und thermischen Zerfall sowie deren Ubergang beschreiben. Die folgen-
de Darstellung folgt dabei im Wesentlichen den Arbeiten von Grabert, Olschowski und
Weiss [32, [83].

Formulierung des Problems

Das System sei ein Teilchen mit Masse m, das sich in einem Potential V' (q) bewegt, welches
einen klassisch metastabilen Zustand besitzt, sieche Abb. [£.3] Metastabil heiit, dass die
Barrieren-Hohe V;, grofl gegeniiber den anderen relevanten Energieskalen des Systems ist,

Vi > hw, Vi > kgT, (4.3)
wobei die Frequenz in der Mulde
1 9
e 4.4
= gV O (4.4)

die niederenergetische ungedampfte Dynamik nahe der Potentialmulde beschreibt. Eine
weitere entscheidende Grofle fiir die folgende Diskussion wird die Barrieren-Frequenz
1 9°
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sein, welche die Breite der parabolischen Barrieren-spitze bestimmt. Warmebad und Kopp-
lung seien identisch wie in Kapitel 2 modelliert, ndmlich als linear angekoppeltes Bad aus
harmonischen Oszillatoren [12] derart, dass der Einfluss des Bades in der klassische Bewe-

gungsgleichung
0

mq + m/ooo dsy(t — s)q(s) + a—qV =0 (4.6)

nur iiber den Dampfungsterm ~(t) Gl eingeht. Die schematische Vorgehensweise
wird sein, die Zustandssumme Zg des Teilchens durch Ausintegration der Badfreiheitsgrade
zu bestimmen. Die Metastabilitdt des Systems fithrt, wie unten genauer gezeigt, zu einem
imagindren Anteil der Zustandssumme und damit iiber

1

zu einem imaginédren Anteil der freien Energie des Systems. Dieser Anteil beschreibt nun
nach Langer [50] die endliche Lebenszeit des Zustandes, analog zum imaginédren Anteil
der in der Quantenmechanik auftretenden Resonanzenergien, und man kann dariiber die
Zerfallsrate bei endlicher Temperatur T' definieren:

2
k= ——=ImF. (4.8)
h
Bevor dieser Weg etwas detaillierter beschrieben wird, fiigen wir kurz ein, was man durch
klassische Betrachtungen zu erwarten hat.

Klassische Ratentheorie

Das Arrhenius-Gesetz Gl. (4.2)) ist natiirlich auf den thermischen Effekt zuriickzufiihren,
dass der Anteil der kanonischen Anfangsverteilung mit einer Energie grofier als die Barrieren-
Hohe V,, exponentiell klein ist. Die Ratenformel ist dann durch den Wahrscheinlichkeits-
strom iiber die Barriere gegeben, wobei man davon ausgeht, dass das Teilchen, einmal
iiber die Barriere hinaus, nicht zuriickkehren wird. Damit ergibt sich aus der “transition
state theory” als Vorfaktor die Frequenz des harmonischen um die Mulde entwickelten Po-
tentials, wg/2m, die auch als “attempt frequency” bezeichnet wird. Dieser Vorfaktor wird
dampfungsabhéngig, wenn man den Einfluss von frequenzunabhéngiger Dampfung mitein-
bezieht. Dabei ist zunéchst zu sagen, dass ein gewisses Mafl an Kopplung benétigt wird,
damit fiir das Teilchen in der Mulde thermisches Gleichgewicht gilt (bei sehr schwacher
Dampfung féllt der Vorfaktor proportional zu « ab). Ist dies gewihrleistet, gibt es eine
Korrektur

p= [(1 + ozz)% - a} (4.9)

zum Vorfaktor des klassischen Arrhenius-Gesetzes, mit @ = v/2wj,. Dies wurde bereits
von Kramers [46] gefunden, als er das Problem mit Mitteln der stochastischen Dynamik
untersuchte, wobei die Bewegungsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte des Teilchens
in diesem Fall durch die Klein-Kramers-Gleichung gegeben ist. Fiir sehr starke Dampfung
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fallt p also ebenfalls ab. Fiir unsere Zwecke ist der Vorfaktor der thermischen Rate von
geringerer Bedeutung, und wir verweisen fiir Einzelheiten auf [83]. Auflerdem nehmen wir
spater eine schwache bis moderate Dampfung an und verwenden deshalb als thermische
Zerfallsrate

w
ko = pQ—; exp [—[V). (4.10)

Komplette quantale Beschreibung mittels Funktionalintegralen

Die Zustandssumme Zg des Systems ist die Spur iiber den reduzierten Dichteoperator pg
und wird als Funktionalintegral in Imaginérzeit dargestellt,

Z5 = / Dqexp {—%S[q]} (4.11)

wobei die Imaginérzeit-Darstellung von der Interpretation des Dichteoperators exp (—(FH )
als Zeitentwicklungsoperator exp (—iHt/h) mit der imagindren Zeit t = —ihf herriihrt.
Summiert wird dabei iiber alle geschlossenen Pfade ¢(0) — ¢(7 = hf3) = ¢(0). Die effekti-
ve Wirkung setzt sich zusammen aus der Euklidischen Wirkung des nicht-dissipativen Teil-
chens im Potential V(¢) und einem Influenzfunktionalanteil, der den Einfluss des Wérme-
bades beschreibt:

S[q]:/ode <;mq + V(g ) /wdT/dekT—T J(r)a(r). (4.12)

Dabei lésst sich der Influenzkern k(1) aufgrund der Periodizitét in [0, A5] als Fourierreihe
schreiben

k(r) = h_lﬁ Z K(vy,) exp (iv,T) (4.13)

mit den Masubara-Frequenzen v, = 27n/hS3. Die Fourierkoeffizienten des Influenzkerns
héangen direkt {iber die Laplacetransformierte

5(z) = / dt A(£)e~ (4.14)
0
vom Dampfungskern ab,
K (vn) = mlva|3(|val). (4.15)

Im Fall Ohmscher Dampfung ist §(z) = .
Um das Funktionalintegral auszuwerten werden Pfade ¢(7) gesucht, welche die effektive
Wirkung Gl. (4.12)) minimieren, also der Bewegungsgleichung

mg — —V / dr' k(t — 7")q(7") (4.16)

geniigen und periodisch in [0, 73] sind. Ohne Dampfung wéren dies gerade die klassi-
schen Bahnen im umgekehrten Potential —V(g). Man erkennt nun sofort, dass die zwei
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stationdren Bahnen ¢(7) = 0 und ¢(7) = ¢, Losungen von GI. sind (auch mit
Dampfung). Dariiberhinaus gibt es noch nicht-triviale “Instanton”-Losungen, die das Tun-
neln beschreiben (siche unten). Standardméfig behandelt man entsprechende Beitrége zum
Funktionalintegral, indem man periodische Pfade um die stationdre Losung betrachtet,

¢(7) = Gstar + Y, X exp (iv,7) (4.17)

wobei dann die Summation {iber alle Pfade in ein Produktintegral {iber die Koeffizienten

X,, zerfallt:
/Dq — H/an. (4.18)

Die verbleibenden Integrale sind Gaufischer Natur, da man fiir die Entwicklung Gl. (4.17))
die Wirkung

1 1
—7SHXH = =BV (getan) — 5mB ; ASIX, X, (4.19)

erhélt. Die {)\,(f tat)} sind die Eigenwerte der entsprechenden Fluktuationsmode, welche fiir

die Losung um die labile Lage ¢(7) = 0 alle positiv sind:
N = @i v A, (4.20)

sodass die Auswertung der entsprechenden Integrale einen reguléren Beitrag Z éo) zur Zu-
standssumme liefert.
Dagegen spiegelt sich die ganze Physik, die in diesem Problem steckt, in der Analyse der
Eigenwerte der Moden um die (stabile) Lage ¢(7) = ¢, wider,

A0 = 2 U2+ |3 (|vnl)- (4.21)
Zum einen ist der nullte Eigenwert immer negativ, was zu einem zunéchst divergenten
Integral iiber die nullte Mode fithrt (Die hoheren Moden kénnen wie vorher direkt ausge-
wertet werden). Dies ist natiirlich eine Konsequenz der Tatsache, dass hier ein metastabiles

System untersucht wird. Um die Divergenz zu vermeiden, verschiebt man den Integrations-
weg in die komplexe Ebene. Zg’) erhéilt dadurch einen imagindren Anteil (der Realteil ist

wegen der exponentiellen Unterdriickung exp (—(3V;) gegeniiber Z éo) zu vernachléssigen).
Infolgedessen erhélt auch die freie Energie nach Gl. (4.7) einen imagindren Anteil

(b)
ImZ P

(4.22)

tiber den dann geméfl Gl. (4.8) die Zerfallsbreite definiert werden kann.
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Crossover-Temperatur

Bis hierher wurden nur Fluktuationen um stationdre Bahnen betrachtet, es stellt sich nun
die Frage, ob noch weitere, die Wirkung minimierende, nicht-stationdre Bahnen mdoglich
sind. Tatséchlich werden mit sinkender Temperatur die Eigenwerte der hoheren Moden
abgesenkt, bis eine neue Instabilitit erreicht wird, wenn der Eigenwert der ersten Mode
verschwindet. Die entsprechende Temperatur definiert die Ubergangs- oder “Crossover”
Temperatur durch

b
>‘~({1),—1}(T = Toross) = 0. (4.23)

Unterhalb von T, ist die Periode A grofl genug dass es periodische, nicht-stationére
Bahnen ¢p(7) gibt, welche die Wirkung minimieren. Diese schwingen quasi im umgekehr-
ten Potential hin und her und werden deshalb als “bounce”-Losungen bezeichnet (im Fall
T = 0 sind diese Losungen die Instantonen). Thre Beitrdge stellen Bewegungen im klas-
sisch verbotenen Bereich dar, deren Wirkung kleiner ist als die der Losung (1) = g; sie
dominieren mit sinkender Temperatur das Funktionalintegral immer stéarker. T, ist also
tatséchlich eine Ubergangs-Temperatur zwischen quantenmechanisch dominiertem Tunnel-
Regime und Bereich des klassischen, thermischen Entkommens. Im Fall Ohmscher Damp-
fung ist sie durch

hwy,

cross — o7 °
271']{3]3

gegeben, was bei verschwindender Dampfung genau der Temperatur entspricht, bei der der
Exponent im Arrhenius-Gesetz gleich dem Gamow-Faktor Gl. ist. Der Faktor p wird
auch als Grote-Hynes Korrektur bezeichnet. Man sieht, dass T,os mit starkerer Dampfung
sinkt, das Quantentunneln wird also durch die Dampfung unterdriickt.

Fiir T > T,oss muss die Definition der Zerfallsrate Gl. noch um einen Faktor Tioss/T'
modifiziert werden, da die “bounce”-Losungen zur stationdren Losung g, entarten. Die in-
tegrierten Fluktuationsmoden lassen sich dann bequem iiber die Funktionaldeterminante
der Fluktuationen darstellen, und man erhélt schliefllich ein in zweifacher Hinsicht modi-
fiziertes Arrhenius-Gesetz

) (4.24)

k= p X cqn X ‘2"—7‘; exp [~ Vi), (4.25)

13

in dem einerseits die Grote-Hynes Korrektur den ddampfunsabhéingigen Effekt des “re-
crossings” iiber die Barrieren-spitze beschreibt und mit dem Ergebnis aus der klassischen
Ratentheorie iibereinstimmt. Andererseits gibt es noch Quantenkorrekturen.

Quanten-Korrekturfaktor

Im Faktor
0o A£LO)

Cqm = HW7

n=1 ‘1

(4.26)

in dem die Funktionaldeterminanten enthalten sind, stecken quantenmechanische Korrek-
turen zur klassischen Zerfallsrate. Man erkennt sofort, dass ¢y, in der Nidhe der Ubergangs-
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Thermisches

Quantentunneln Quantenkorrekturen

Crossover

| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | | Entkommen
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
1 1 1

Cross

Abbildung 4.1: Schematisch skizzierter Zerfallsmechanismus in Abhéngigkeit der Temperatur,
nach [83].

Temperatur aufgrund der Nullstelle von )\gb) nicht ausreichend akkurat bestimmt ist. Tatséch-
lich reicht im Crossover-Bereich die harmonische Beschreibung des Potentials um g, nicht
aus, es miissen hohere Terme in der Entwicklung zugezogen werden, die dann {iber quar-
tische Terme der Modenamplitude X; _; das Funktionalintegral stabilisieren. In der ent-
sprechend genaueren Behandlung wird nach einem kleinen Parameter ¢ = |T'— Teross |/ Teross
entwickelt, fiir Ergebnisse und Skalenverhalten in der Crossover-Region sei auf die Referen-
zen [32, 83] verwiesen. Im Limes sehr hoher Temperaturen gilt ¢, — 1, und man befindet
sich im Bereich des rein klassischen, thermischen Entkommens. Zwischen diesem und dem
Crossover-Bereich gibt es allerdings noch einen Bereich, in dem Quantenkorrekturen eine
wichtige Rolle spielen, ¢qy, also einen signifikanten Beitrag liefert. Das fiihrt zu einer Situati-
on, die schematisch in Abb. gezeigt ist. Physikalisch ist dies aus zweierlei Griinden klar:
Einerseits fiihrt die quantenmechanische Nullpunkts-Energie zu einer effektiv niedrigeren
thermisch zu iiberwindenden Barriere, andererseits konnen thermisch angeregte Teilchen
leichter durch eine in dieser Hohe diinnere Barriere tunneln. Der Quanten-Korrekturfaktor
ldasst sich im Hochtemperaturlimes entwickeln

00 )\%0)
Cqm = €XpP ZW

n=1

o ox W + wy i 1 1
= P @rksT R & 02 1+ B3 () 2mnknT

= exp { PA(wg + wp) (1 _ 3 ) + O(T‘2)> } (4.27)

24(kpT)? kT &= 13

sodass sich in niedrigster Ordnung eine ddmpfungsunabhéngige Korrektur ergibt. In Abb.
ist das Verhalten von cqy, zu sehen. Es féllt auf, dass fiir eher schwache Dampfung die ddmp-
fungsunabhingige Niaherung bis zur Ordnung 7'~2 vollkommen ausreicht, erst fiir mittlere
bis hohe Dampfungen zeigen sich Unterschiede, sodass eine Mitnahme des Terms der Ord-
nung 7~3 lohnenswert ist.
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Abbildung 4.2: Quanten-Korrekturfaktor cqm zu verschiedenen Démpfungen a = /2w, im all-
gemeinen Fall. Die gestrichelte Linie ist die dampfungsunabhéngige Nédherung bis zur Ordnung
T2, die gepunktet-gestrichelte Linie eine Ordnung héher (fiir o = 1). Die Temperaturskala ist
hier TO = fu,do/k‘B.

Situation fiir 7 < Tr s

Fiir sehr kleine Temperaturen dominieren die “bounce”-Trajektorien die Zerfallsraten. Man
betrachtet also Losungen, die um die “bounces” fluktuieren, ¢(7) = gg(7)+&(7), und spaltet
die Wirkung auf in einen Anteil der “bounce”-Trajektorie Sy und einen Fluktuationsanteil.
Dieser hat die Form

T
5 | e (4.28)

mit einem Fluktuationsoperator K, der wie auch Sg in [32] definiert ist. Fiir unsere Zwecke
reicht es zu wissen, dass K|gg|gs(7) = 0 gilt, der Operator also eine Eigenfunktion mit Ei-
genwert \; = 0 besitzt, was die Freiheit der Phasenwahl fiir die “bounce”-Lésung anzeigt.
Desweitern muss es, da ¢g(7) einen Knoten besitzt, nach dem “node-counting”-Theorem
noch eine Kigenfunktion mit niedrigerem Eigenwert, also g < 0 geben. Integriert man
nun die Fluktuationen aus, indem man wie gehabt iiber die Koeffizienten ¢; der Eigen-
modendarstellung des Operators K integriert, wiederholt sich das Problem eines formal
divergenten Beitrages in

Slg] = Sp + % Z Ailgslel. (4.29)

Dieser divergente Term rithrt vom negativen Ay her und spiegelt die Metastabilitit des
Systems wider. Der entsprechende Integrationsweg wird wie oben in die komplexe Ebene
verschoben, sodass sich ein imaginédrer Anteil der Zustandssumme ergibt, iiber den wieder-

um nach Gl. (4.7}4.8)) die Zerfallsrate definiert werden kann. Schlielich ergibt sich

k = fqmexp [—Sg/A]. (4.30)
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Der Vorfaktor hat dabei einen Anteil ~ /.Sy/27h, der von der Integration der ersten Mode
mit Eigenwert A\; herriihrt. Ein weiterer Anteil besteht aus einem Quotienten von Funktio-
nalderminanten dhnlich wie in GI. ; er beriicksichtigt den Beitrag der hoheren Moden
und liefert entsprechend der Argumentation in Kapitel 3.3.2 fiir T — 0 im wesentlichen

eine Frequenz wy. Im Fall T" = 0 gibt es fiir unsere Situation des “quadratisch+kubischen”
Potentials Gl. (4.39) exakte Losungen, die fiir den Fall nicht zu starker Dampfung durch

T
fom = V60wy i(1 +2.86a + O(a?)) (4.31)
21h

gegeben sind, mit Sy = 36V,/5wy und der Riemann-Zahl ((3) ~ 1.2. Wir wollen auf ther-
mische Korrekturen zur Zerfallsrate bei 7' = 0 nicht weiter eingehen, da es Schwierigkeiten
gibt T, liberhaupt zu erreichen, ebensowenig wie auf Skalenverhalten der Zerfallsrate
in der Umgebung von Ti,oss (siehe dazu Fig. 11.1 in [83]). Wichtig war vielmehr eine Zu-
sammenfassung dariiber, wie sich die Zerfallsraten iiberhaupt ableiten lassen, sowie die
Bereitstellung der entsprechenden Formeln, die wir nun auf unser Problem anwenden wol-
len.

4.2 Anwendung auf SWNTs

Wir hatten in Kapitel 3 gesehen, wie die Entartung der Minima des Potentials v(y) durch
kapazitive Kopplung aufgehoben wird. Hier soll die Kopplung so grof3 gemacht werden
(9 — 9g.), dass der Zustand |R) abgesenkt wird, wihrend der Zustand |L) stark metastabil
wird bei immer kleiner werdenden Barrieren, wie in Abb.( |4.3)) zu sehen. Dazu fithren wir
in der Nédhe von g. mit

ge— 9
Ge

n = (4.32)

einen weiteren dimensionslosen Parameter ein, der den Abstand zum Wert misst, bei dem
die Barriere (also bei 7 = 0) verschwindet. Dann ldsst sich 6 aus Gl. (3.74)) fiir kleine n
entwickeln zu

N

g||d
[\D [ S]]

0 ~2n2 + (4.33)
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Abbildung 4.3: Links: Immer metastabiler werdendes Potential vg ;) (y) fiir sinkendes 7, bei
le/Ae| =20 .

Rechts: Metastabiler Bereich des Potentials fiir |e/Ae| = 100, n = 0.05 im Vergleich zum “qua-
dratisch + kubischen” Potential Gl. .

Die Positionen der Energieminima und der Barriere verschieben sich und lauten in Ent-
wicklung nach 7

[N

L=

Y (Y

Dem Entkommen aus dem metastabilen Zustand |L) in den stabilen Zustand |R) entspricht
also eine realer Sprung der Balkenmitte um

Yo =Yr = —=

1 ¢ 21 n%
= = | —|"[-1—4/Zpz4+ L1 - 4.34
1 8% \/51 n 17%
= — | — —1 —M2 —_ —_—
o V3 1 Ae ( VT TR
2
V3

1/2

A — Ay~ /3 ’Aig‘ L. (4.35)

Dieser Sprung wird fiir SWNTs nachweisbar sein, wie spéter in Tab. zu sehen ist. Fiir
die weiteren Berechnungen braucht man die neue Barrieren-Hohe Vi, = &1 - vy, die nun
€

durch ]
1 ‘ € |2 2\ 2
U= A b1 3 Ae

gegeben ist. Desweiteren errechnen sich die Frequenzen der harmonischen Ndherung des
Potentials um yy, tiber v”|,, bzw. die des umgekehrten Potentials um v, itber —v”|,,. Diese
sind in relevanter Ordnung O(,/7) gleich, und lauten

1 1
B 8\*| €|z 1
Wy =W = W X g ——| N4,

Wy = Wp. (4.37)

2

n? (4.36)
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Dies bedeutet, dass sich das Potential im metastabilen Bereich und in der Ndherung n < 1
als “quadratisch 4+ kubisches” Potential schreiben ldsst. Bestimmt man die Koordinaten
y_,y+ bei denen das Potential denselben Wert annimmt wie in der Potentialmulde (bei
Erreichen von y_ ist das Potential also “durchtunnelt”), so findet man

1
2

E 4 O(/n), (4.38)

- -l

= V3| 2| + ot

und das Potential ldsst sich in der dimensionsbehafteten Variablen ¢ = I.(y — y.) bis auf
eine Verschiebung um & 'v(yr) darstellen als

£ (0ly) — () = 3l — 90y — )y~ w) (4.39)
~ i(y— —yr)(y+ — yu)(y — yr)’ (1 - yy_ o ) &'
;meﬁww (1 - Aiq) = V(a),

mit der Tunnel-Lange Aq = [.(y_ — y). Die Giite der Ndherung ist in Abb. zu sehen.

4.2.1 Quantentunneln bei T=0

Nun kann man eine erste Abschitzung fiir reines Quantentunneln (T=0) tiber die WKB-
Tunnelrate erhalten. Aufgrund der Potentialdarstellung GI. lassen sich direkt die
bekannten analytischen Werte fiir das “quadratisch-+kubische” Potential verwenden [83].
Man erhélt zunéchst ohne Einfluss von Dampfung fiir den Gamow-Faktor

So 36 % 5
20 _ — 1.363 ‘ 0 4.40
A5 th Aa ( )
und fiir den Vorfaktor
€15z
JEE = /6 wL\/ h =1.72w, Al T (4.41)

wobei die Zahlenwerte analytisch sind. Im Fall Ohmscher Démpfung kommen nach Gl. (4.31)
Korrekturfaktoren hinzu, die aber erst bei moderater Dampfung Einfluss nehmen. Bei
T = 0 lautet die Tunnelrate also insgesamt

e iz
7% exp{ —
g

wobei die dampfungsabhingigen Faktoren A, B in Tab.[4.1] angegeben sind: Die Tunnelrate

KWEB ~ : ni}, (4.42)
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Q |a |p |A |B
50 | 0.01 | 0.99 | 1.82 | 1.41
5 101 | 090221160
051 | 041664374

Tabelle 4.1: Koeffizienten A, B fiir verschiedene Stirken der Ddmpfung.

€ |€/A€’ n ‘/I)/kBTE Aoo - AO Tcross/Ta
-0.001 | 27.8 0.207 17.6 1.2 nm 0.7
-0.01 | 278 0.0132 | 284 3.8 nm 1.1
-0.02 | 556 0.00577 | 32.8 5.3 nm 1.26
-0.1 2780 0.00084 | 45.7 12 nm 1.75

Tabelle 4.2: Uberblick iiber Parameter-Werte zu Quantentunneln.

héngt also sehr sensibel vom Zusammenspiel der beiden Tuningparameter |e/Ae| (mecha-
nisch) und 7 (elektrostatisch) ab. Unsere Néherung gilt nur dann, wenn einerseits die
Potentialentwicklung GI. korrekt ist und wenn man andererseits im metastabilen
Potential noch harmonisch nédhern kann (hwr,/2 < V}), also gelten die Einschrankungen

U <1,
3
|=[2ni > 2.65. (4.43)

Tendenziell werden wir angesichts der Kleinheit von Ae versuchen, |¢/Ae| eher grofi und
7 dementsprechend klein zu machen. Um einen Uberblick zu gewinnen, welche Parameter-
Bereiche zueinander passen, wihlen wir sie derart, dass sich eine Tunnelrate kKB = 7% o

mit 7wk = 1 Tag ergibt. Das heifit wir wollen eine Situation mit

WKB
In [ } ~ —29.2 (4.44)
wE

schaffen und nehmen dabei bewusst einen sehr niedrigen Qualitdtsfaktor (Q = 5 an, da es
sich einerseits um den Qualitatsfaktor fiir die geddmpfte Bewegung um den metastabilen
Zustand handelt (und nicht um das @) der freien Bewegung des Balkens ohne Kompres-
sion in der Diskussion in Kapitel 3), andererseits @ nicht zu hoch sein darf, da sich das
System sonst nicht im thermischen Gleichgewicht befindet. Damit ergeben sich mogliche
Kombinationen, die in der Tabelle [4.2] aufgefiihrt sind. Hierzu ist Folgendes zu bemerken:
Zunichst féllt auf, dass, egal wie man die Tuningparameter aufeinander abstimmt, die
Ubergangs-Temperatur

hwr,
Tcross =
P 2 k‘B

1
g |2 1
=0.193 )— 1T, 4.45
| M (4.45)
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immer im Bereich der Temperaturskala 7T, also fiir unseren SWNT im Bereich von 0.3 —
0.7mK liegt; das ist etwa eine Zehnerpotenz weniger als derzeit im Experiment erreichba-
rer. Man wird also bei SWNTs den direkten Ubergang von thermischem Entkommen zu
Quantentunneln nicht beobachten kénnen, wenn man nicht deutlich unter die angenom-
mene Linge von 0.1 ym geht.

Betrachten wir also den thermischen Zerfallsprozess. Wendet man die Formel auf
unser Problem an, so ergibt sich fiir das modifizierte Arrhenius-Gesetz

3 1 2 5T,
kgwe-cqm-o.194‘Ai€‘ 7t exp {—0.24‘&( 7’%?] (4.46)
mit dem Quanten-Korrekturfaktor
9 1 (1] 2
0.136 ||t () |
* e (T)

Gerechnet wird fiir die Parameter aus der zweiten Zeile von Tab. [£.2] in der die beiden
Parameter € und 7 etwa die gleiche Groflenordnung habe. Setzt man diese ein, so erhélt
man

(4.47)

Cqm = €XP

k T.
— ™ Cqm * 1.1 —28.1— 4.48
o Cq exp [ T] ( )
und
T\ 2
Cam = exp | +4.34 (?> . (4.49)

Wir zeigen die thermische Zerfallsrate mit und ohne Quantenkorrekturen in Abb. [4.4]
Auffillig ist, dass der klassisch berechnete Wert ohne Korrekturen den Nulltemperatur-

0

In[k/wE] — erreichbar

+Quantenkorrekturen

Arrhenius

_20 [

_30 — p

-60 I I I I I I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

TIT
€

Abbildung 4.4: Zerfallsraten fiir den Fall sehr kleiner (nicht-erreichbarer) Temperaturen.



104 4. Makroskopisches Quantentunneln

T ‘24h‘1min‘1s ‘1ms
ln{ 1J ‘-29.2‘-22 ‘—17.8‘—11

TWe

Tabelle 4.3: Umrechnung von mittlerer Verweilzeit und den verwendeten logarithmischen Aus-
driicken.

wert der WKB-Néherung schon bei etwa der Crossover-Temperatur erreicht. Dies liegt
einzig am Vorfaktor der WKB-Formel, der hier mit einem Faktor In (57) gegeniiber der
“attempt frequency” zu Buche schliagt, welche in der thermischen Ratenformel fast keinen
Beitrag liefert. Dies zeigt einerseits, dass die Rolle des Vorfaktors unterschitzt wird [83],
und bestétigt andererseits, dass schon lange vor Erreichen der Crossover-Temperatur Quan-
tenkorrekturen zu erwarten sind. Zunéchst miissen aber die &ufleren Parameter wieder
gedndert werden, sonst wird die Rate im bestenfalls erreichbaren Temperaturbereich von
5 — 50T viel zu hoch: Ein im Experiment prédpariertes System wiirde zu schnell zerfallen.
Hinzu kommt, dass mit den jetzigen Parametern die Bedingung fiir das Bestehen eines
thermisch metastabilen Zustandes

kpT <V, (4.50)

nicht mehr erfiillt ist.

Solange neue Vorschldge zur weiteren Kiithlung nanomechanischer Systeme wie z.B. La-
serkiihlung [85] noch nicht realisiert sind, und damit der Quantenbereich unzugénglich
ist, bleibt also zu untersuchen, ob wenigstens Quantenkorrekturen zum Arrhenius-Gesetz
beobachtet werden kénnen.

4.2.2 Quantenkorrekturen zur thermischen Zerfallsrate

Betrachten wir also die Situation fiir hohere Temperaturen und wéhlen das Fenster 2 —
20mK, welches prinzipiell erreichbar ist und fiir welches messbare Quantenkorrekturen zu
erwarten sind. Desweiteren bestimmen wir Sétze von Parametern, in denen V}, ~ 150 kg1,
gilt, wir also die Bedingung GI. erfiillen. Gleichzeitig ist damit die erwartete Verweil-
zeit Taqm fiir den linken Rand des Temperatur-Intervalls wieder auf ca. einen Tag festgelegt,

Arrh ~
In {k (T = 5T€>1 ~ —29.2. (4.51)

We

Um die Figuren lesbarer zu machen, werden in Tab. einige Verweilzeiten und die ent-
sprechenden Logarithmen nach GI. nebeneinandergestellt. Wir nehmen weiterhin
den Fall ) = 5; die Dampfung spielt aber hier nur eine untergeordnete Rolle, da sie nur im
Vorfaktor vorkommt; der fithrende Term der Quantenkorrekturen cqy, war ja dimpfungsun-
abhéngig. Wir erhalten also die in Tabelle aufgefithrten Kombinationen der Parameter
¢ und 7, fiir die obige Bedingungen erfiillt sind. Rechnet man mit den Werten aus Zeile
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€ |5/A5| 1 %/kBTe Tcross/Ts
-0.01 | 278 0.040 ~ 150 1.44
-0.02 | 556 0.0158 | ~ 150 1.62
-0.05 | 1390 0.00469 | ~ 150 1.88
-0.1 | 2780 0.00188 | ~ 150 2.12

Tabelle 4.4: Uberblick iiber Parameter-Werte zu Quantenkorrekturen zum thermischen Entkom-
men.

drei, so ergibt sich schliellich
k 1.
— ™~ Cqm - 1.9 —149— 4.52
o Cq exp [ T] (4.52)

und fiir die Quantenkorrektur

Cqm 2 €XP

+12.9 (%)1 . (4.53)

Mit sinkenden Temperaturen weicht also das Temperaturverhalten der Zerfallsrate zuneh-
mend vom klassischen Arrhenius-Gesetz ab, wie in Abb. zu sehen ist. Bildet man den

0
In[k/ ©]
-5

-10

+Quantenkorrekturen

Arrhenius

_30 I I I I I I I I =
0.02 0.04 0.06 0.08 01 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

TT
Abbildung 4.5: Zerfallsrate mit und ohne Quantenkorrektur.

Quotienten aus der tatséchlich zu erwartenden Verweilzeit und der klassischen Verweilzeit,
was natiirlich dem inversen Korrekturfaktor entspricht, so findet man dass fiir T — 57;
schon eine Abweichung um fast 50 % zu erwarten ist (Abb. . Insgesamt wird klar, dass
man bei derzeit experimentell realisierbaren Temperaturen noch nicht in der Lage sein
wird, dass Quantenkorrekturen gemessen werden kénnen. Allerdings beginnt man schon,
in den physikalisch interessanten Bereich hinzugelangen, sodass nach zukiinftigen weiteren
Verbesserungen der experimentellen Situation (Kiihlung) ein Nachweis durchaus moglich
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Abbildung 4.6: Quotient aus mittlerer Verweildauer zu mittlerer Verweildauer nach reinem
Arrhenius-verhalten.

sein sollte. Auch sind wir auf eine genauere Analyse, in welcher Art die &uffleren Parame-
ter der mechanischen Kompression und der elektrostatischen transversalen Kréfte gewéhlt
werden miissen, nicht eingegangen, da auch in diesem Fall eine experimentelle Realisierung
(in dieser Kombination) noch nicht besteht, obwohl auf diesem Gebiet zur Zeit grofie Fort-
schritte gemacht werden [2]. Ob irgendwann wirklich der Ubergang zum Quantentunneln
beobachtet werden kann, wird allerdings auch davon abhéngen, wie stark die Dissipati-
on fiir den in ein Minimum des Potentials Abb. gebrachten Nanotube tatséchlich ist.
Die Quantenkorrekturen selbst sind von diesem Problem zwar nicht betroffen, aber die
Ubergangs-Temperatur wiirde fiir stirker geddmpfte Systeme noch kleiner werden.



Resiimee

In dieser Arbeit wurden quantenmechanische Effekte untersucht, die sich in einem Bal-
kenresonator mit Dimensionen auf Nanometerskala ergeben konnen. Der Resonator selbst
kann zunéchst in guter Ndherung durch einen harmonischen Oszillator dargestellt werden,
dessen Koordinate die Auslenkungsamplitude der fundamentalen Schwingungsmode in Bal-
kenmitte ist, woraus sich sofort die thermischen und die Quantenfluktuationen ergeben. Die
relevante Langenskala der Quantenfluktuationen [y ist mit der Fundamentalfrequenz des
Balkens wy und dessen Masse m iiber die Beziehung wy - I ~ i/m verbunden. Obwohl SW-
NTs, MWNTs und auch Balken aus Halbleiter-Materialien Frequenzen wy im GHz-Bereich
erreichen konnen, haben allenfalls die Quantenfluktuationen von etwa 0.1 ym langen SW-
NTs eine Chance, im Experiment beobachtet werden zu koénnen, auch wenn diese mit
(0.01nm)? immer noch sehr klein sind. Tatsdchlich ist es mit auf dem Einzelelektronen-
transistor basierenden, ultrasensitiven Sensoren [44] aber prinzipiell moglich, Fluktuationen
dieser GroBenordnung zu beobachten. Dariiberhinaus konnten SWNT's bereits im Experi-
ment doppelseitig eingespannt und deren thermische Fluktuationen gemessen werden [2].
Im weiteren beschéftigte sich die Arbeit mit der Frage, wie solch kleine Fluktuationen
verstiarkt werden kénnen. Dazu wird zum einen die Methode vorgeschlagen, den Oszillator
dynamisch durch parametrische Resonanz anzuregen. Dies ist durch kapazitive Kopplun-
gen moglich und bereits fiir Balken grofierer Ausdehnung realisiert worden [71], wobei dort
aber die Auslenkung selbst unter zusétzlicher externer Anregung verstarkt wurde. Es zeigt
sich, dass die externe Anregung fiir die Fluktuationen der Auslenkung o, nicht relevant
ist, wohl aber der parametrische Antrieb. So wird o,, eine zeitlich periodische Funktion
mit Minimalwert kleiner als 0,,(0) (Squeezing) und einem Maximalwert, der in der Nihe
der Resonanzbedingung bis zu vier GréBlenordnungen hoher als 0,,(0) werden kann; er
wird allerdings nicht instantan erreicht, sondern durch einen Aufschaukelvorgang, der um-
so langsamer vonstatten geht, je schwécher die Dampfung des Resonators ist.

Eine zweite Moglichkeit besteht darin, die Fluktuationen mit einer statischen Methode
zu erhohen indem eine longitudinal wirkende, kompressive Kraft auf den Resonator aus-
geiibt wird. Damit ldsst sich die Skala [ der Fluktuationen gem#8 w - I> ~ h/m nach oben
schieben, da die fundamentale Frequenz w verschwindet, wenn die Euler-Instabilitit er-
reicht wird, wenn also die kompressive Kraft den kritischen Wert erreicht, bei dem sich
der Balken klassisch zur Seite biegt. Unmittelbar vor Erreichen der Instabilitdt weicht die
Anregungsfrequenz des Balkens aber, bedingt durch den stabilisierenden quartischen Term
in der Biege-Energie, vom harmonischen Verhalten ab und bleibt endlich. Die sich nun er-
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gebende Léangenskala [. ~ 0.1 nm ist rein quantenmechanischer Natur und um einen Faktor
zehn gegeniiber dem unbelasteten Fall verstéirkt. Das Problem bei dieser Methode ist, dass
durch gleichzeitige Verminderung der Frequenzskala die Temperatur 7™, oberhalb derer
die Quantenfluktuationen in den thermische Fluktuationen untergehen, unterhalb der in
typischen Kryostaten erreichten Temperaturen von 7mK abgesenkt wird. Daher muss man
nach besseren Kiihlmethoden, wie zum Beispiel Laserkiihlung [85], Ausschau halten.
Jenseits der Euler-Instabilitéit ist das effektive Potential des Systems durch das aus der
Landau-Theorie bekannte Doppelmuldenpotential gegeben; der Balken wird dann klas-
sisch entweder “nach links” oder “nach rechts” gebogen. Sehr nahe der Instabilitdt kann
sich der Balken aber quantenmechanisch in einer Superposition dieser Zustdnde befin-
den: Dies fiihrt zu einer makroskopischen Quanten-Kohérenz (MQC) von unterscheidbaren
mechanischen Makrozusténden [84], analog der Situation in SQUIDs, wo makroskopische
Quanten-Kohérenz aus Zustdnden “im Uhrzeigersinn” und “im Gegen-Uhrzeigersinn” flie-
Bender Strome auftritt. Allerdings ist die niedrigste Anregungsfrequenz des Balkens, das
Tunnelsplitting im entsprechenden quantenmechanischen Zweizustandssystem, lediglich ei-
nige MHz grofl und deshalb nur bei sehr niedrigen (noch nicht erreichbaren) Temperaturen
zu beobachten, es sei denn, man geht sehr nahe an die Instabilitidt. Die Kohérenz der
Zusténde sollte dabei aufgrund der sehr hohen Qualitédtsfaktoren von SWNT nicht auto-
matisch durch Dampfungseffekte zerstort werden.

Schlieflich kann man durch zusétzliche kapazitive Kopplungen eine Situation schaffen, in
welcher der Zustand des Balkens, zum Beispiel Biegung “nach links”, metastabil wird,
und mogliche Zerfille dieses Zustandes in den stabilen Zustand Biegung “nach rechts” be-
trachten. Dabei ergibt sich, dass die Crossover-Temperatur von thermischem Entkommen
zu Quantentunneln (MQT) mit ~ 0.7mK ebenfalls zu niedrig fiir typische Temperaturen
in Kryostaten ist. Im zugénglichen Bereich machen sich aber dennoch Quanten-Einfliisse
im Sinne schwacher Korrekturen der Temperaturabhingigkeit des klassischen Arrhenius-
Gesetzes bemerkbar, die von der Gréflenordnung her einen Faktor zwei in der absoluten
Zerfallsrate ausmachen.

Als Ausblick lisst sich festhalten, dass Quanteneffekte in mechanischen Systemen wie SW-
NTs wohl schon bald nachweisbar sein diirften. Allein die Kombination aus doppelseitig
eingespannten SWNTs [2], gekoppelt an einen ultrasensiblen SET [44], sollte bei Kryostat-
temperaturen fiir den Nachweis von makroskopischen Quantenfluktuationen ausreichend
sein. Mit der parametrischen Resonanz und der piezoelektrischen Kompression stehen wei-
tere Moglichkeiten bereit, die Fluktuationen zu verstarken. Dazu wird es aber wichtig
sein, die fiir ym-lange MWNTs erfolgreich durchgefiihrte Anregung mittels ac- und dc-
Spannungen [65] auf sehr kurze SWNTs auszuweiten. Auch fiir den Nachweis von MQC
oder MQT miissen SWNTs mit solchen Techniken manipuliert werden konnen; dort ste-
hen allerdings momentan noch die “zu hohen” im Kryostaten erreichbaren Temperaturen
im Weg, wobei es auch schon Vorschlidge gibt, nanomechanische Systeme noch raffinierter
zu kithlen [85]. Im Hinblick auf die prinzipiell bereits mit heutigen Mitteln detektierbaren
Quantenfluktuationen kommt dem Begriff “Quantenmechanik” fiir makro(nano)skopische
Systeme wie SWNT's bereits wortliche Bedeutung zu.



Anhang A

Korrelationsfunktionen zur
parametrischen Resonanz

Hier werden die zu den Korrelationsfunktionen aus Kapitel 2 fehlenden Erwartungswerte
berechnet. Zur Berechnung von (p?) verwenden wir

2
—h?aa—quliqf:o 0@+ a(Qna)Q + o(@ua)]) X K0.HQna). (A1)
f

In Kapitel 2 schon eingefiihrt war
c(Qi, i) = m(a2Q; + T') + 2ik12g;. (A.2)

Die weiteren auftretendenden Funktionen sind

o =m?al,
1 = 2may - o(Qi, ¢i),
a(Qi,0) =2mPor(eQ; + 1),
Alg=0 = 4imoy Kz,
Co = 2hr1y + Qi ),

CO(Qi; 0) = 2hl€11 + mQ(OéQQi + F)2 (A?))
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Dann ist mit der Kurzschreibweise pg statt pogsc
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Fiir den Erwartungswert des Antikommutators ergibt sich unter Verwendung von GI.( [A.2))
die dhnliche Rechnung

h 0
Srah) = Q)55 p(@ 0y, t1Q0 a0l

— %/d@i /in Posc1 /de Qs (ma1Qs + ¢(Qs, ¢;)) exp (_im;n,oql@f)

1 " h /
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mao o 1.0 ] 3i=0
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Mit diesen Ergebnissen werden in Kapitel 2 nun o, und o,, berechnet.
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