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Vorwort

Die Arbeit ist in zwei Teile geteilt: Der erste Teil handelt von Peirce Peirce und
seiner Theorie des Kontinuums, der zweite Teil von Modellen aus der heutigen
Logik und Mathematik, die dem Peirce’schen Kontinuum verwandt sind.

Zuerst findet sich eine geschichtliche Einfiihrung, die die mathematische Ge-
schichte des Kontinuums verfolgt, auf Gedanken dreier bedeutender Philosophen
zu dem Thema eingeht, und die Phasen der Peirce’schen Gedanken zum Konti-
nuum skizziert.

Der erste Teil befasst sich mit dem Peirce’schen Kontinuum, einer Thema-
tik, die in dem umfangreichen Werk von Peirce, als besonders schwierig ein-
geschétzt wird. Es werden die drei Kategorien von Peirce besprochen und des-
sen Uberzeugung dargelegt, dass die Strukturen unserer Wahrnehmung und Er-
kenntnis sich auch in der Wirklichkeit wiederfinden. Ein Kapitel beschéftigt
sich mit einzelnen Aspekten der Peirce’schen Mengenlehre und Relationenlogik.
Das Peirce’sche Kontinuum wird anhand von fiinf Eigenschaften charakterisiert.
Beispielhaft werden Zusammenhinge dargestellt, die zwischen seiner Vorstel-
lung des Kontinuums und seiner Philosophie, einschliefllich seiner Metaphysik,
bestehen.

Der zweite Teil beginnt mit einer kurzen Darstellung der Blau’schen gréfiten
und kleinsten Zahlen. Blau verwendet in seiner Logik und Philosophie den Be-
griff des allwissenden Verifikators. Es soll dargelegt werden, dass es auch fiir
diesen in dem Sinn Grenzen der Erkenntnis gibt, als die Mittel der Beschreibung
manches, das unterschieden wére, nicht mehr unterscheiden kénnen. Es wird die
intuitionistische und konstruktive Sicht des Kontinuums bzw. der reellen Zahlen
besprochen. Dabei wird kurz auf das von Brouwer eingefiihrte kreative Subjekt
eingegangen, das die Unterscheidungsfdhigkeit eines idealisierten Mathematikers
besitzt. Bells Logik der Wahrnehmung setzt ein Subjekt mit endlicher Unter-
scheidungsfiahigkeit voraus. Ein von Bell und Myrvold inspiriertes Modell des
Kontinuums wird vorgeschlagen. Das Modell folgt dem Peirce’schen Gedanken,
dass Punkte teilbar sind und keine Ausdehnung haben, und hat verschiedene
Ebenen von Infinitesimalen. Es konnten philosophische Thesen entwickelt wer-
den, die iiber einen Vergleich der Peirce’schen Gedanken mit heutigen Vorstel-
lungen hinausgehen. Eine dieser Thesen ist, dass die Vielfalt der Welt abhéngt
von der Unterscheidungsfihigkeit, die vorausgesetzt ist. Dies wird beispielhaft an
drei mathematischen Theorien gezeigt, die Modelle fiir das Kontinuum liefern.
Eine andere These ist, dass bei der Erforschung der Wirklichkeit eine immer
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groflere Verfeinerung gefunden werden kann und dass jede Beschreibung mit
einer bestimmten Feinkornigkeit oder Grobkornigkeit verbunden ist.

Die Gedanken der Dissertation gehen auf die Schriften von Peirce zuriick, die
einen immensen Umfang haben, und teilweise nur handschriftlich vorliegen. Es
wird unter dem Oberbegriff Kontinuum der Versuch unternommen, aus zunéchst
unzusammenhéngend scheinenden Themen skizzenhaft Querverbindungen auf-
zuzeigen, was stellenweise der Arbeit den Charakter eines Steinbruchs verleiht.

Die Arbeit soll einen Beitrag liefern zu der Frage, wo sich Grenzen der Be-
schreibbarkeit zeigen, wie sie sich zeigen, und inwieweit es sinnvoll ist zu sagen,
dass diese Grenzen in der Wirklichkeit selbst angelegt sind.



Kapitel 1

Geschichtlicher Hintergrund

Charles S. Peirce (1839 - 1914), der amerikanische Philosoph, Logiker, Mathe-
matiker und Naturwissenschaftler hat sich intensiv mit dem Thema Kontinuum
auseinandergesetzt und Jahrzehnte lang versucht, eine schliissige Beschreibung
des Kontinuums zu entwickeln. Er ist damit, soweit ersichtlich, nicht fertig ge-
worden. Viele seiner Fragen und Ideen sind bis heute aktuell geblieben. In die-
ser Arbeit sollen sowohl seine Ideen, als auch die weitere Entwicklung mancher
seiner Ansitze dargestellt werden. Dabei sollen auch die Autoren, die Peirce be-
einflusst haben, insbesondere Aristoteles, Leibniz, Kant und Cantor Beachtung
finden. Einige Themen, die fiir Peirce’ Uberlegungen Bedeutung haben, wer-
den besprochen. Dazu gehoren die Fragen, ob das Kontinuum aus Atomen, also
unteilbaren Elementen zusammengesetzt sei, ob es sinnvoll ist, Infinitesimale
anzunehmen und ob das Kontinuum potentielle Elemente habe.

1.1 Ein Uberblick iiber die Geschichte des Kon-
tinuums

Kontinuum kommt von dem lateinischen ,,continuus”, was bedeutet zusam-
menhéngend, unmittelbar aufeinander folgend. Das Problem des Kontinuums
beschiftigt die Menschen schon seit langer Zeit. Strecken werden beispielsweise
sehr frith als etwas Kontinuierliches angesehen. Man will Strecken messen. Die
Schule des Pythagoras hat im sechsten Jahrhundert v.Chr. versucht beim Mes-
sen mit ganzen Zahlen oder Verhiltnissen von ganzen Zahlen, also rationalen
Zahlen, auszukommen. In der zweiten Hélfte des fiinften Jahrhunderts v.Chr.
wird festgestellt, dass es Strecken gibt, die nicht durch einen Bruch messbar
sind, deren Lénge nicht rational ist. Das Kontinuum wird auch in der Geo-
metrie untersucht. Man will dort Gesetze iiber den Raum, die Geraden und
die Punkte feststellen. Eudoxos von Knidos verbindet die geometrische Fra-
gestellung mit der des Messens. Er entwickelt die geometrische Proportionen-

xi



xii KAPITEL 1. GESCHICHTLICHER HINTERGRUND

lehreEl, die im Buch fiinf der Elemente des EuklicEI dargestellt ist. Eudoxos
geht von Zahlenverhéltnissen aus, die er auf Groflenverhéltnisse anwendet. Zwei
Groflenverhéltnisse aq : as; by : by heiflen gleich, wenn sie zwischen densel-
ben Zahlenverhéltnissen, modern gesprochen also zwischen denselben rationa-
len Zahlen, liegeﬂﬂ Nur mit Hilfe natiirlicher Zahlen definiert Euklid wie folgt:
ay : ag = by : by genau dann, wenn fiir alle (natiirlichen) Zahlen m,n gilt: Aus
nay > mas folgt nb; > mbsy, ebenso folgt aus na; = masg, dass nb; = mby und
aus na; < mas, dass nby < mbs. Euklid beweist, dass die Gréfien abgeschlossen
sind gegen Addition und Subtraktion (falls a; > as2) und er beweist weiter, dass
sie dem archimedischen Axiom geniigen, das in heutiger Formulierung lauten
wiirde: VaiVasVb1Vhe3d n € N : nlay : as]| > |by : ba|, wobei |a; : as| die dem
Groflenverhéltnis aq : as entsprechende reelle Zahl sein soll. Damit sind die
Grolenverhéltnisse ein geometrisches Analogon zu den heutigen reellen Zahlen,
die ein archimedisch abgeschlossener Korper sind.

Parmenides gibt an seinen Schiiler Zenon von Elea im fiinften Jahrhundert
v.Chr. die Uberzeugung weiter, dass es keine Bewegung gibt, sondern dass Be-
wegung Illusion sei. Zenon sieht die Meinung seines Lehrers bestétigt durch
die Bewegungsparadoxien. In der Physik schreibt Aristoteles, Zenon habe als
Theorem aufgestellt, der Schnellere konne den Langsameren bei einem Wettlauf
nicht einholelﬂ Das dazugehorende Zenon’sche Paradoxon wird oft wie folgt
erzithlt: Achilles und die Schildkrote treten zu einem Wettlauf gegeneinander
an. Die Schildkréte bekommt Vorsprung, sagen wir um eine Strecke s, um ihr
eine Chance einzurdumen. Wenn nun Achilles die Strecke s zuriickgelegt hat, so
hat die Schildkréte schon ein kleines Stiick Weg zuriickgelegt. Nach einer weite-
ren Zeit hat Achilles diesen neuen Ausgangspunkt der Schildkrote erreicht. Man
kann nun auf gleiche Weise fortfahren, so dass es scheint, als kénnte Achilles die
Schildkr6te nie erreichen. Folgendes ist durch die heutige Grenzwertrechnung
gelost: Zwischen je zwei Punkten befinden sich unendlich viele Punkte, ja so-
gar unendlich viele Teilstrecken. Durch die Paradoxie stellt sich die Frage, ob
man fiir diese Strecke nicht eine unendlich lange Zeit ben6tigen wiirde, da man
fiir jedes Teilstiick endlich lange braucht. In der Grenzwertrechnung hat man
herausgefunden, dass Summen unendlich vieler unterschiedlicher Werte gegen
einen endlichen Grenzwert konvergieren kénnen. Eine weitere Paradoxie Zenons
ist diejenige vom ruhenden Pfeil: Der Pfeil kann nicht an zwei Orten zugleich
sein. Er ist aber zu jeder Zeit an einem Ort. Also kann es nicht sein, dass er sich
von einem Ort zum anderen bewegt.

Aristoteles kommt durch die Zenon’schen Paradoxien zu dem Schluss, dass
das Kontinuum nicht aus Unteilbarem zusammengesetzt sein darf, dass es nicht
aus Atomen bestehen kann. Zuséitzlich lehnt Aristoteles aus diesem Grund ab,
dass es aktuale Unendlichkeit geben kann. Er sieht nur potentielle Unendlich-
keit als moglich an. Die spéteren Philosophen folgen ihm darin nicht immer.
Im Mittelalter wird aktuale Unendlichkeit durchaus als moéglich angesehen. Als

ISiehe [52], Proportionenlehre.
2Siehe [31], Buch V.

3Siehe [31], Buch V, Def. 5.
Vgl [2, [3], Kapitel 9.



1.1. EIN UBERBLICK UBER DIE GESCHICHTE DES KONTINUUMS xiii

Begriindung wird angefiihrt, dass die Bewegungsbahn einer rollenden Kugel als
zusammengesetzt aus unendlich vielen Beriihrungspunkten zu betrachten ist.

Auch Galileo Galilei weist die Sicht Aristoteles’ zuriick und konnte sich ein
aus unendlich vielen Atomen zusammengesetztes Kontinuum durchaus vorstel-
len. Er versucht auch Gleichheit u.a. fiir unendliche Gesamtheiten zu definieren,
und bringt damit viele Schwierigkeiten zutageﬂ Leibniz und Newton entwickel-
ten unabhéngig voneinander die Differentialrechnung. Leibniz arbeitet damals
mit ,unvergleichlich kleinen Gréflen”. Diese konnen als Infinitesimale interpre-
tiert werden. Seine Argumentation kann mit Hilfe der modernen Non-Standard-
Analysis belegt werden. Leibniz und Newton greifen auch Ideen von Eudoxos
und Archimedes wieder auf, die dadurch neu verstanden werden konnterﬁ

Im 19. Jahrhundert beginnt die Arithmetisierung des Kontinuums. Cauchy
definiert den Grenzwert durch die Relation zwischen reellen Zahlen. Das Rech-
nen mit Infinitesimalen, die zu dieser Zeit noch nicht prézise definiert waren,
wird abgelost vom Rechnen mit Grenzwerten. In der Physik werden stillschwei-
gend weiter Infinitesimale verwendet, weil sie sich gut zum Rechnen eignen.
Cantor, Dedekind, Weierstra3} und andere versuchen, das Kontinuum auf die
reellen Zahlen, und diese auf die natiirlichen Zahlen zuriickzufithren. Dedekind
greift die Definition der GroBenverhiiltnisse von Eudoxos auf] An die Stelle der
inkommensurablen Groéflenverhéltnisse treten die Losungen von Polynomen wie
22 —2, die keine rationale Losung haben. Dedekind konstruiert Lésungen, indem
er auf dem Korper der rationalen Zahlen Q die Dedekind-Schnitte einfiihrt, je-
weils zwei disjunkte Mengen rationaler Zahlen, deren Vereinigung Q ergibt. Die
Dedekind-Schnitte lassen sich als vollsténdig archimedisch angeordneter Korper
auffassen. Cantor und Méray fiithren die Punkte im Kontinuum als Folgen ra-
tionaler Zahlen ein, die konvergieren und deren Folgenglieder mit wachsenden
Indizes verschwinden. Folgen, die sich nur durch eine Nullfolge unterscheiden,
werden identifiziert. Diese Themen bringen Cantor dazu, sich mit Unendlichkei-
ten zu beschéftigen. Dies fiihrt zu den Ordinal- und Kardinalzahlen und ist der
Beginn der heutigen Mengenlehre. Eine dritte Weise, die rationalen Zahlen zu
vervollstdndigen wird von Bolzano, Weierstrafl und Bachmann entwickelt und
erfolgt {iber Intervallschachtelungerﬁ Man stellte fest, dass diese drei Arten, die
rationalen Zahlen zu vervollstéandigen, zu demselben archimedisch angeordneten
Korper, ndmlich den reellen Zahlen R fiihrte. Peirce bewundert Cantor sehr, be-
sonders seine Mengenlehre und seine Theorie der Unendlichkeit. Dennoch ist er
in den spéteren Jahren mit Cantors Sicht iiber das Kontinuum nicht einverstan-
den. Peirce nennt die reellen Zahlen Pseudokontinuum. Die mathematische Dis-
ziplin, die sich schon zu Peirce Zeiten am meisten mit Kontinua beschéftigt, ist
die Topologie. Er nennt diese mathematische Disziplin Topics, und beschéftigt
sich intensiv mit Listingﬂ einem damals fiihrenden Topologen. Da Peirce das
Kontinuum unabhéngig von einer Metrik, also einem Abstand charakterisieren

5Siehe [30], Continuity.
6Siehe [30], Continuity.
"Siehe [52], Kontinuum.
8Siehe [52], Kontinuum.
9Das Verhiltnis von Listing und Peirce wird ausfiihrlich von [53] behandelt.



xiv KAPITEL 1. GESCHICHTLICHER HINTERGRUND

will, versucht er iiber topologische Fragen Klarheit zu gewinnen. Von dieser Sei-
te wird von einem Kontinuum gefordert, dass es zusammenhédngend kompakt
sei.

Die heutige Mathematik nimmt oft selbstverstindlich an, dass das Kon-
tinuum durch die reellen Zahlen vollsténdig beschrieben ist. Dennoch haben
die Stimmen nicht aufgehort, die fragen, ob es nicht andere Beschreibungen
des Kontinuums geben kénne. Weyl schreibt 1918, dass die reellen Zahlen ge-
nauso voneinander isoliert sind wie die ganzen Zahlen. Das scheinbar Zusam-
menhéingende, scheinbar Kontinuierliche der reellen Zahlen ist nach Weyl nicht
durch diese gegeben, sondern durch auf ihnen definierte Strukturen, ndmlich die
Ordnung und die Topologie. Durch diese kann man stetige Funktionen auf ihnen
definieren. In der konstruktiven Mathematik sind die Punkte des Kontinuums
nicht in gleicher Weise voneinander isoliert wie in der klassischen Mathematik.
In der Non-Standard-Analysis werden die reellen Zahlen durch Infinitesimale
verdichtet.

1.2 Der Einfluss von Aristoteles, Leibniz und
Kant auf Peirce’ Vorstellungen des Konti-
nuums

Peirce’ Sicht des Kontinuums ist sowohl von Mathematikern, als auch von Phi-
losophen beeinflusst. Mit Aristoteles’ Philosophiﬂ und Logik hat sich Peirce
ausfiithrlich beschiftigt; er weist bei seinen Untersuchungen iiber das Kontinu-
um ausdriicklich auf ihn hin. Leibniz wird oft mit Peirce verglichen und hat in
mancher Hinsicht ein &hnliches philosophisches Programm wie Peirce. Kant war
der philosophische Ausgangspunkt von Peircd™]

1.2.1 Zur aristotelischen Sicht des Kontinuums

Die aristotelische Sicht des Kontinuums ist u.a. in dem sechsten Buch der Physik
(Z) dargestell@ Aristoteles unterscheidet am Anfang des Buches Z drei Arten
der Relation zwischen Stiicken, ndmlich die Aufeinanderfolge, die Beriihrung
und den Zusammenhang. Dabei ist die Aufeinanderfolge dadurch charakteri-
siert, dass zwischen den Stiicken kein artgleiches liegt. Die Berihrung ist da-
durch charakterisiert, dass die Enden der Stiicke miteinander ortsgleich sind.
Der Zusammenhang ist fiir das Kontinuum typisckﬁ Bei dem Zusammenhang
sind die Enden der Stiicke zu einer Einheit verschmolzen. Durch diese Eigen-
schaft ist das Kontinuum zu einem Ganzen vereint. Aus dieser Charakteristik
ergibt sich nach Aristoteles die

10Tch danke Jan Markus Pinju fiir sprachliche Hilfe bei altgriechischer Literatur.

1Der Einflul von Aristoteles und Kant wurde schon in der Lizentiatsarbeit [L33] untersucht.

12Eine ausfiihrlichere Untersuchung zu diesem Thema findet sich in [122]. Schramm un-
tersucht an dieser Stelle Aristoteles’ Losungen der Zenon’schen Paradoxien mit besonderer
Beriicksichtigung seiner Bewegungslehre.

13Giehe [2], Buch VI, 231a, 21-23.



1.2. DER EINFLUSS VON ARISTOTELES, LEIBNIZ UND KANT XV

Unmoglichkeit des Aufbaus eines Kontinuums aus unteilbaren Glie-
dern, etwa einer Linie aus Punkten, wenn ja die Linie ein Kontinuum
und der Punkt unteilbar isﬂ [2], Buch VI, 231a, 24-26.

Mit dieser Sicht stimmt Peirce iiberein, er 16st das Problem in seiner kan-
tianischen Periode durch sogenannte ,potentielle Punkte.“ Diese Punkte, die
keine bestimmte Identitét haben, lassen sich in gewissem Sinn sogar teilen. Man
kann Peirce’ Punkte als infinitesimale Intervalle auffassen. So kénnen sie sich
beriihren, ohne aus infinitesimaler Sicht miteinander ortsgleich zu sein.

Aristoteles begriindet seine Sicht, dass das Kontinuum nicht aus Unteilba-
rem aufgebaut sein kann damit, dass Punkte keine Enden haben, an denen sie
miteinander verschmelzen kénnen; sie sind unteilbar; sind Punkte auf eine solche
Art und Weise in Zusammenhang, dass sie ortsgleich sind, so kann aus ihnen kein
ausgedehntes Kontinuierliches zusammengesetzt sein, sondern nur ein einzelner
Punkt ohne Ausdehnung, an dem viele ortsgleiche Punkte ﬁbereinanderliegen@

Daraus folgert Aristoteles, dass das Kontinuum immer weiter teilbar sein
muss. Er schreibt:

Kontinuitét heiffit uneingeschrinkte Teilbarkeiﬂ [2], Buch VI, 232b,
24-25.

Sowohl Peirce in seiner ersten Phase als auch Aristoteles beschéftigen sich
mit den Paradoxien Zenons. Aristoteles 16st sie auf durch die Unterscheidung von
Teilungsunendlichkeit und Ausdehnungsunendlichkeiﬂ Aristoteles versucht zu
zeigen, dass Endlichkeit im Sinn von AusmeBbarkeit und Unendlichkeit im Sinn
von Unendlich-oft-teilbar-sein einander nicht ausschliefen. Schramml®] weist
darauf hin, dass Aristoteles den Unterschied zwischen Kompaktheit und Dichte
zwar nicht kannte oder nicht belegt habe, aber dennoch vorsichtig genug war,
nicht von Dichte auf Kompaktheit zu schlieflen. Als Mangel seiner Widerlegung
der Zenon’schen Paradoxien nennt Schramm, dass er die Moglichkeit eines Wi-
derspruchs auch mit seiner Unterscheidung zwischen Ausdehnungsunendlichkeit
und Teilungsunendlichkeit nicht ganz ausschliefit, weil er an dieser Stelle den Zu-
sammenhang zwischen endlich Ausmessbarem und unendlich Teilbarem nicht
ergriindet. Im Buch © geht Aristoteles dieser Frage nach, aber nach Schramm
mit wissenschaftlich unzureichenden Mittelr[™]

Sowohl die Zeit, als auch der Raum sind nach Aristoteles kontinuierlich:
Wenn die Zeit ein Kontinuum darstellt, so muss es auch die Ausdehnung tun,
da ein Korper in der Halfte der Zeit auch blofl die Hélfte des Weges zuriicklegt.

14 Auf griechisch findet sich das Zitat in [3] und lautet: &dtvartov ¢ &diaipérwy sivai
TL OVVEXES, OLOv Ypauuhv €k OTLYUOV, €LTEP T Ypoapul HEV CVVEXES, T) OTLyul O
adiaipeTov.

15Siehe [2], Buch VI, 231a, 26-29.

16 Auf griechisch findet sich das Zitat in [3] und lautet:

AMyw §& ovvexés TO SLaupeTov €is alel StaLpeTd

17Siehe [2], Buch VI, 233a, 27.

18Siehe [122], S. 61.

19Giehe [122], S. 61.
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Die Teilungsabschnitte, so schreibt Aristoteles, sind in der Zeit und im Weg die-
selben. Ist eines von beiden unendlich, so ist es auch das andere und zwar jeweils
in demselben Sinn. Ist also die Zeit unendlich teilbar, so auch der Weg, ist die
Zeit unendlich ausgedehnt, so auch der We% Des weiteren betont Aristoteles,
dass Kontinuitét fiir die Zeit unerlésslich sei?Zl Auch diese Sicht findet sich bei
Peirce wieder, der in seiner letzten Phase die Untersuchung des Kontinuums auf
einer Analyse der Zeit aufbaut.

Auf das Argument Zenons, dass in endlicher Zeit nicht unendlich viele Wegstiicke
durchlaufen werden kénnen, antwortet Aristoteles deshalb, dass unendlich Aus-
gedehntes sich nicht in endlich langer Zeit durcheilen lasst. Es lasse sich aber
sehr wohl eine unendlich teilbare Strecke in endlich langer Zeit zuriicklegen, da
auch diese endlich lange Zeit unendlich teilbar sef*’}

Bei der Analyse der Zeit wird der Gedanke der unendlichen Teilbarkeit des
Kontinuums nochmals ergéinzt. Aristoteles stellt fest, dass ein Jetzt in der Zeit
enthalten sei. Das Jetzt charakterisiert er folgendermafien:

Denn es gibt eine Grenze der Vergangenheit, {iber welche keine Zu-
kunft iibergreift, und ebenso eine Grenze der Zukunft, iiber welche
keine Vergangenheit iibergreift. Sie ist also, wie wir sagen, die Grenze
von beiden®] [2], Buch VI, 233b, 35-234a3.

Aristoteles sagt auflerdem, dass dieses Jetzt unteilbar sei, wenn es die oben-
genannten Eigenschaften habe. Die Grenzen von Zukunft und Vergangenheit
miissen identisch sein, denn lige etwas Ausgedehntes zwischen ihnen, so wire
dies Zeit, und diese wire wiederum teilbar. Man erhielte so ein Jetzt, das wie-
derum aus Vergangenheit und Zukunft bestiinde und unendlich teilbar wére.
Das konne aber nicht sein.

Peirce kommt hier zu einer etwas anderen Losung als Aristoteles. Das Jetzt
ist seiner Ansicht nach aus endlicher Sicht nicht ausgedehnt, aber dennoch ein in-
finitesimales Intervall. Denn gébe es im Kontinuum bestimmbare Jetztzeitpunk-
te, die unteilbar wiren, so konnte man sich das Kontinuum vielleicht wieder zu-
sammengesetzt aus Unteilbarem denken. Auch sei das Entstehen von Bewegung
in einem infinitesimalen Intervall leichter zu denken. In diesem infinitesimalen
Zeitraum wiirde eine infinitesimale Strecke im Raum zuriickgelegt.

Wegen der obigen Beschreibung muss das aristotelische Jetzt unteilbar sein
und die Grenzen von Vergangenheit und Zukunft miissen identisch im Jetzt
zusammenfallen. Aristoteles bedenkt auch die Bedeutung des Jetzt und des un-
endlich Teilbaren fiir Bewegung und Verénderung. Im Jetzt kann kein Spielraum
fiir Bewegung sein und kein Spielraum fiir Ruhe, da Ruhe und Bewegung das
Vorher bendtigt. Aristoteles schreibt aufferdem:

20Siehe [2], Buch VI, 233a, 14-21.

21[2], Buch VI, 232b, 25.

22Siehe [2], Buch VI, 233a, 10-20.

23 Auf griechisch findet sich das Zitat in [3] und lautet: éoTv y&p EoxaTov Tod yeyovéTos,
ol éml T&de 0V0ér éoTi TOD péXdovtos, Kal wa My ToD puéddovTos, ov émi T&de oUOEY

0T TOD YeYOUOTOS 6 61 paper dugoiv eivar Tépas.
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Jeder Gegenstand, der einen Prozef} soll durchmachen kénnen, muf
teilbar seinf??] [2], Buch VI, 234b, 10.

Die Teilungsweise, welche die Prozesszeit, die Verdnderung und den Prozess
des Gegenstandes als solchen betreffen, miissen gleich seiﬂ Damit ist dasselbe
gemeint, was in der Beschreibung iiber die unendliche Teilbarkeit des Raumes
im Vergleich mit der unendlichen Teilbarkeit der Zeit beschrieben ist. Halbiert
man die Zeit, so ist auch die Verdnderung zur Hilfte fortgeschritten.

Der von Aristoteles beschriebene Jetztpunkt hat auch Ahnlichkeiten mit den
,potentiellen Punkten“ bei Peirce. Auch bei Aristoteles sind diese Punkte nicht
schon bestimmt, sondern potentiell vorhanden. Ein Prozess, so versuchte Aristo-
teles zum Beispiel zu zeigen, komme zu einem genau bestimmten Zeitpunkt zum
Stillstanﬂ Man koénnte also sagen, dass der Prozess im Kontinuierlichen einen
Zeitpunkt erst bestimmt, dies wiirde Peirce auch fiir Zeitpunkte wiinschen.

1.2.2 Zur Leibniz’schen Sicht des Kontinuums

In diesem Abschnitt soll zunéchst die Verbindung Leibniz’ mit Peirce anhand
einiger Zitate und einem Artikel von Max Fisch dargelegt werden. Anschliessend
sollen, einem Artikel von Breger folgend, die Eigenschaften des Leibniz’schen
Kontinuums kurz skizziert werden.

Peirce hort schon in seiner Jugend von Leibniz. Sein Vater war Mathematiker
und ein fithrendes Mitglied des Cambridge Scientific Club, in dem 6fter Treffen
zu dem Thema Leibniz stattfanden. Peirce’ Lehrer Francis Bowen sieht viele
wissenschaftliche Entdeckungen des 19. Jahrhunderts bei Leibniz vorbereitet.
Peirce’ Vater, der ein Buch iiber analytische Mechanik geschrieben hat, argu-
mentiert in einem Appendix fiir die Riickkehr zu Leibniz’ Theorie der Bewegung
von Korpern. Etwas spéter, noch im College beschéftigt sich Peirce intensiv mit
Kants Kritik der reinen Vernunft und liest auch Leibniz erneut, um Kant besser
zu versteher[Z7]

Peirce vergleicht sich, wie Max Fisch im ersten Teil seines Artikels |§| erklart,
mehrfach mit Leibniz. Er wird auch von Zeitgenossen, die ihn gut kannten, mit
Leibniz verglichen. Einmal tut er das scherzhaft in einer Skizze zu einem Brief
an Francis C. Russell. Peirce will eine Kritik an dem Pragmatisten James, um
ihn nicht zu krdnken, unter anderem Namen veroffentlichen und hatte Russell
gebeten, die Kritik unter seinem Namen im Monist mit Einverstéindnis des Her-
ausgebers Carus zu Vertiﬁ'entlicheﬂ Francis C. Russel hat ihm geantwortet,
worauf Peirce wiederum antworten wollte. In einem Entwurf zu einer Antwort
vergleicht er sich folgendermassen mit Leibniz:

24 Auf griechisch findet sich das Zitat in [3] und lautet: T 6& peTaBéA\ov drav dvdwyrn

StawpeTov eivad.
25Giehe [2], Buch VI, 235a, 15fF.
26Siehe [2], Buch VI, 236a, 1-5.
27[33], S. 252.
28[33], S. 249 - 252.
29Dies wird ausfiihrlicher in [33], S. 249 geschildert.
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As to what you say about me, partly seriously, strictly sub rosa
I hold that a man of 65, well read in philosophy & a thinker himself
must be a precious fool or be able to place himself better than any-
body else can do, and I place myself somewhere about the real rank
of Leibniz. [60], MS L 387, cit. in: [33], S. 249.

Er betont spiter, dass sich sein scherzhafter, halbernster Vergleich nur auf
die Logik beziehen soll. Auch gibt er zu bedenken, dass Leibniz keine Vorldufer
gehabt hat, wihrend Boole und de Morgan sehr wohl kurze Zeit vorher an
#hnlichen Dingen wie er gearbeitet hiatten. Spéter vergleicht sich Peirce noch-
mals mit Leibniz, diesmal durchaus ernsthaft. Dies tut er wieder in einem Ent-
wurf fiir einen Brief, den er 1909 vermutlich an Abbot Lawrence Lowell schreibt,
der seit kurzem Rektor der Universitdt Harvard geworden war. Peirce dusserte
in diesem Brief, dass er seine Féhigkeiten in Logik korrekt einschitzen und ein-
ordnen mochte, weder zu hoch, noch zu tief. Dann schreibt er:

Now I am well acquainted & deeply read in the whole literature
of the subject in the widest sense & and have so carefully studied
the question that personally concerns me, that I feel sure I can have
made no great mistake about it; and the only writers known to
me who are in the same rank as I are Aristotle, Duns Scotus, and
Leibniz, the three greatest logicians in my estimation, although some
of the most important points escaped each. [60], MS L 482, cit. in:
[33], S. 250.

Er fahrt fort, indem er betont, dass Leibniz und Aristoteles auch in anderer
Hinsicht groflartiges geleistet haben, er sich aber mit ihnen nur beziiglich der
Logik vergleichen wolle. Spéter in dem Briefentwurf fragt er, ob er sich weiterhin
so ausschliefflich der Logik widmen soll, obwohl er so wenig Unterstiitzung habe.
Er stellt sich die Frage, ob es gerechtfertigt sei, fiir seine Arbeit in Logik finan-
zielle Unterstiitzung zu suchen, insbesondere fiir sein Projekt ,,Logic considered
as Semiotic”.

Max Fisch schreibt, dass dies seines Wissens nach die einzigen Stellen seien,
in denen Peirce sich beziiglich seiner Féhigkeiten mit Leibniz verglichen haﬂ

Bei dem folgenden Vergleich von Leibniz’ und Peirce’ Sicht des Kontinuums
wird Bregers Artikel ,,Le Continu chez Leibniz” herangezogen. Die philosophi-
sche Anwendung, die beiden ein Anliegen war, wird ausgehend von Fischs Artikel
untersucht.

Breger charakterisiert das Leibniz’sche Kontinuum durch sechs Aussagen,
die von Laugwitz wie folgt iibersetzt wurden:

1. Das Kontinuum ist als Ganzes gegeben; es ist nicht aus Punkten zusamm-
mengesetzt.

2. Die Punkte und die Teile erscheinen im Kontinuum nur durch die Hand-
lung des Mathematikers, der im Verlauf seiner Konstruktionen die Teilung

30Vergleiche [33], S. 251.
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des Kontinuums ausfiihrt; in einem eindimensionalen Kontinuum ist das
dusserste eines Teiles ein Punkt.

3. Das Kontinuum ist beliebig teilbar, doch kénnen niemals alle moglichen
Teilungen gleichzeitig ausgefiihrt werden.

4. Zerlegt man das Kontinuum in zwei Teile, (welche ihrerseits wieder Kon-
tinua sein miissen), so dass die beiden Teile etwas Gemeinsames haben, so
ist dies ein neues Kontinuum oder zumindest ein Punkt.

5. Die unendlich kleinen Groflen sind Fiktionen. Weder kann man im Kon-
tinuum unendlich kleine Gréflen finden, noch kann man solche durch eine
Konstruktion bestimmen.

6. Die Gleichheit ist eine unendlich kleine Ungleichheit. [47], S. 269, [14], S.
76-80.

Heute sind wir gewohnt, das Kontinuum aus Punkten zusammengesetzt zu
denken. Sowohl Peirce als auch Leibniz sind nicht dieser Ansicht. Aus den er-
sten vier der obigen Aussagen ldsst sich folgern, dass jedes Kontinuum seine
Extremalpunkte enthélt. Peirce iiberlegt, dass eine Strecke, in zwei Abschnitte
geteilt, auf beiden Seiten den Extremalpunkt enthalten soll, der dadurch verdop-
pelt wird. Peirce und Leibniz sind der Ansicht, dass Punkte im Kontinuum erst
dadurch erscheinen, dass sie durch Teilung nachtraglich eingefiihrt werden. Bei-
de haben sich intensiv mit Infinitesimalen auseinandergesetzt, schreiben ihnen
jedoch einen verschiedenen ontologischen Status Zlﬂ Statt das unendlich Klei-
ne in der Natur anzunehmen, zieht es Leibniz vor, mit unvergleichbar kleinen
Groflen zu rechnen, von denen nicht behauptet werden muss, dass sie unendlich
klein sinﬂ Peirce und Leibniz sind jedoch nicht nur beide herausragende Lo-
giker, sondern es gibt noch viel mehr, was sie verbindet. Beide haben dhnliche
Vorhaben. Peirce versucht in seiner Semiotik und in seinem Synechismus Grund-
prinzipien zu erfassen, die universelle Bedeutung haben sollen. Sie sollen sowohl
in der Philosopie, als auch in der Naturwissenschaft Anwendung finden. Leibniz
versucht ein universelles Kalkiil zu entwickeln, und die Bedeutung des Konti-
nuitatsprinzips herauszustellen. Die Hierarchien von Monaden sollen kontinuier-
lich abgestuft sein. Leibniz denkt auch, diese Welt sei die beste aller méglichen
Welten und versucht, seine Erkenntnisse aus der Differentialrechnung auf die
Metaphysik anzuwenden. Das Kontinuitédtsprinzip soll sowohl in der Metaphy-
sik Anwendung finden, als auch in der Physik. Leibniz schreibt dazu in einem
Brief an Varignon von 1702 folgendes:

Die Allgemeingiiltigkeit dieses Prinzips in der Geometrie hat mich
bald einsehen lassen, daf} es auch in der Physik seinen Platz haben

31Dies wire noch genauer zu untersuchen. Peirce hatte einen sehr differenzierten Rea-
litdtsbegriff. Fiir ihn waren zum Beispiel Gesetze real, da sie im Hier und Jetzt Wirkung
zeigen, dadurch, dass der Verlauf eines Ereignisses durch das Gesetz im voraus zumindest
teilweise festgelegt ist. Bei Leibniz haben die Monaden und die physikalische Welt einen ver-
schiedenen ontologischen Status.

32Siehe [48], S. 251.
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muf; sehe ich doch, daf, damit Regelméfigkeit und Ordnung in der
Natur herrsche, es notwendig ist, daf3 die Physik mit der Geometrie
in andauernder Harmonie sein muf}, und dafl das Gegenteil eintriite,
wenn da, wo die Geometrie Kontinuitédt verlangt, die Physik eine
plétzliche Unterbrechung zuliefe. Nach meiner Ansicht ist kraft me-
taphysischer Griinde alles im Universum derart miteinander verbun-
den, daf$ die Gegenwart stets mit der Zukunft schwanger geht und
daf jeder Zustand nur durch den ihm unmittelbar vorangehenden
auf natiirliche Weise erklarbar ist.

Bei Peirce lassen sich Anwendungen des Leibniz’schen Kontinuitits- oder
Stetigkeitsprinzips finden, vermutlich das erste Mal ausdriicklich 1867. Fisch
zitiert dazu aus einem 1867 geschriebenen Artikel von Peirce mit dem Titel
“Upon Logical Comprehension and Extension”ﬁ

A philosophical distinction emerges gradually into consciousness;
there is no moment in history before which it is alltogether unre-
cognized, and after which it is perfectly luminous. [61] 2.392.

Eine damit eng verwandte Art, wie Peirce Kontinuierlichkeit auf die Philoso-
phie anwenden mdochte, ist, dass er infinite Regresse explizit zuliefl. So soll es kei-
ne ersten Pramissen geben, keinen ersten Gedanken, auf den wir zuriickgreifen.
Statt dessen kann es seiner Ansicht nach auch in endlicher Zeit eine unendliche
Reihe von Gedanken, Schlussfolgerungen und Ahnlichem geben. Diese Gedan-
ken beginnt er in Questions concerning certain faculties claimed for Man [70],
er fithrt diese Uberlegungen fort in Some Concequences of four incapacities [T7).
In The Law of Min bemerkt er, dass diese Uberlegungen der Beginn seines
Synechismus gewesen sind. Peirce versucht auf viele Weise auch seine Forschun-
gen {iber das Kontinuum in der Philosophie zu verwenden. In seiner spéten
Philosophie ist fiir Peirce die Realitdt der Gesetze und die Verbundenheit der
Dinge untereinander zentral. Gesetze, die er als Gewohnheiten und als ,, Would-
be’s” bezeichnet, stellen einen Zusammenhang zwischen den unter einem Gesetz
stehenden moglichen Ereignissen her. Dieser Zusammmenhang fufit auf einem
kontinuierlichen Zusammenhang zwischen Gegenwart und Zukunft. Nennt ein
Philosoph solche kontinuierlichen Zusammenhénge, also solche Kontinua real,
so wird er von Peirce als Realist bezeichnet. Betrachtet er hingegen alle Ge-
genstinde (Objects) der Welt als vereinzelt, als diskret, voneinander abgetrennt,
so nennt Peirce ihn Nominalist??]

Fisch schreibt iiber Leibniz, er sei von 1663 bis1670 ausdriicklich Nomina-
list gewesen, sein Nominalismus habe sich dadurch gemildert, dass er sich von
Hobbes’ Idee, die Wahrheit vom menschlichen Willen abhéngig zu machen, di-
stanziert habe. Leibniz beginnt dann auch Scotus’ Individuationsprinzip anders

33Siehe [33], S. 253.

34Siehe [78], S. 313.

35Dies ist nur eine der Bedeutungen der Unterscheidung zwischen Nominalist und Realist.
Peirce schien sie jedoch hiufig zu verwenden, und sie wird auch von Vincent Potter verwendet
in [I17], Peirces pragmatic mazim: realist or nominalist, S. 91.
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zZu sehen@ Einen &hnlichen Weg macht auch Peirce durch, der zunéchst Hobbes’
Nominalismus sehr bewundert, bis er sich durch das Studium der Scholastiker
und seine eigenen Studien in Logik davon iiberzeugte, dass man Universalien
wie Gesetze und Moglichkeiten als real bezeichnen solltd®’]

1.2.3 Zur kantianischen Sicht des Kontinuums

Peirce ist vor allem in seinen jungen Jahren von Kant beeinflusst. So beschiftigt
sich Peirce schon wahrend seines Studiums am Harvard-College 1855 intensiv
mit der Kritik der reinen Vernunft. Elisabeth Walther, die eine wichtige Biogra-
phie von Peirce geschrieben hat, fithrt an, dass Peirce von sich selbst behauptet,
die Kritik in beiden Ausgaben fast auswendig gekannt zu haber@ Peirce’ Vater
habe ihn auf logische Schwachstellen in der Kritik aufmerksam gemacht.

1864/65 beschiiftigt sich Peirce intensiv mit den Kategorien Kants und sagt
spéter, dass seine eigene Kategorienlehre aus der Auseinandersetzung mit den
kantianischen Kategorien hervorgegangen seﬂ Peirce will zum einen theoreti-
sche und praktische Vernunft wieder verbinden, und zum anderen die Erkennt-
nistheorie so gestalten, dass Erkenntnis der Realitét als moglich angesehen wer-
den kann.

Betrachten wir nun die kantianische Sicht des Kontinuums anhand dreier
Abschnitte der Kritik der reinen Vernunft:

Die erste zu untersuchende Stelle findet sich in der transzendentalen Ana-
lytik. Vor dem zu betrachtenden Abschnitt hat Kant Raum und Zeit als die
Prinzipien, und die Kategorien als reine Verstandesbegriffe hergeleitet. Es geht
darum, jene synthetisch apriorischen Urteile zu formulieren, die als transzen-
dentale Grundsétze des reinen Verstandes eine weitere Grundlage all unserer
Erfahrungserkenntnis bilden. Die Grundsiitze sind also Urteile, die immer schon
vollzogen sind, wenn wir in unserer Erfahrungswelt empirisch erkennen. Bevor
die Grundsitze des reinen Verstandes formuliert und belegt werden koénnen,
stellt Kant in den transzendentalen Schemata Vermittelnde zwischen Verstand
und Sinnlichkeit vor. Die Erwidhnung des Kontinuums findet sich unter dem
Abschnitt System aller Grundsdtze des reinen Verstandes. Dort werden die
Grundsiitze des reinen Verstandes angegeben, die sich aus der Anwendung der
Kategorien auf die Zeitschemata ergeben. Einer der vier Typen untersuchter
Grundsiétze ist die ,, Antizipationen der Wahrnehmung“. Kant stellt dort fest:

In allen Erscheinungen hat das Reale, was ein Gegenstand der Emp-
findung ist, intensive Grofe, d.i. einen Grad. [45], B 211.

Man koénne also nach Kant antizipieren, d.h. a priori sagen, dass jeder Ge-
genstand der Empfindung einen Grad hat. Einen Grad haben bedeutet auch,
eine Grofle der Intensitdt haben, die vermindert werden kann. Kant sagt, dass

36Vergleiche [33], S. 254.

3"Die Paralelle wird in [33], S. 254 gezogen, in [34], S. 228 wird Peirce’ Entwicklung mit
Hilfe eines Zitats aus einem Brief von Peirce an Barnett vom 20. Dezember 1909 verdeutlicht.

38Siehe [128], S. 40.

39Siehe [128], S. 40.
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zwischen Realitédt und Negation ein kontinuierlicher Zusammenhang besteht. Er
spricht von kontinuierlichen Groéflen. Diese sind nach Kant charakterisiert da-
durch, dass es keine kleinsten Teile, und auch keine kleinste Einheit von ihnen
gibt, zum Beispiel kein kleinstes Maf3 an Helligkei@

Sofort anschlieBend schreibt Kant iiber Raum und Zeit, die er als kontinu-
ierlich ansieht:

Raum und Zeit sind quanta continua, weil kein Teil derselben gege-
ben werden kann, ohne ihn zwischen Grenzen (Punkten und Augen-
blicken) einzuschliefen, mithin nur so, dass dieser Teil selbst wie-
derum ein Raum, oder eine Zeit ist. Der Raum besteht also nur
aus Réumen, die Zeit aus Zeiten. Punkte und Augenblicke sind nur
Grenzen, d.i. blofle Stellen ihrer Einschréankung; Stellen aber setzen
jene Anschauung, die sie beschrinken oder bestimmen sollen, vor-
aus, und aus bloflen Stellen, als aus Bestandteilen, die noch vor dem
Raume oder der Zeit gegeben werden koénnten, kann weder Raum
noch Zeit zusammengesetzt werden. [45], B 212.

Hier lisst sich eine Ubereinstimmung mit Peirce finden. Auch Peirce sieht
wéhrend seiner sogenannten kantianischen Periode und der nachcantorschen Pe-
riode Punkte und Augenblicke als Stellen der Einschrankung.

Kant schreibt weiterhin, dass alle Erscheinungen kontinuierliche Gréfen sind,
sowohl der Anschauung als auch der blolen Wahrnehmung nadﬂ Er fiigt hin-
zu, dass bei aller Zahl die Einheit zugrundeliegen muss und die Erscheinung als
Einheit ein Quantum ist und damit ein Kontinuum*?]

Die zweite Stelle, in der Kant auf die Kontinuitédt eingeht, findet sich in
der transzendentalen Analytik. Dort geht es um den zweiten der vier Typen
von Grundsétzen, ndmlich die ,, Analogie der Wahrnehmung“. Das gemeinsame
Prinzip der Grundsétze von diesem Typ ist: ,Erfahrung ist nur durch die Vor-
stellung einer notwendigen Verkniipfung der Wahrnehmung méglich‘@ Der zu
beweisende Grundsatz lautet:

Alle Verdnderungen geschehen nach dem Gesetze der Verkniipfung
der Ursache und Wirkung. [45], B 233.

Bei der Untersuchung dieser Frage behandelt Kant auch die Kontinuierlich-
keit der Verdnderung:

Also bringt diese Ursache ihre Verinderung nicht plétzlich (auf ein-
mal oder in einem Augenblick) hervor, sondern in einer Zeit, so, dass,
wie die Zeit vom Anfangsaugenblicke a bis zu ihrer Vollendung in b
wichst, auch die Groe der Realitét (b-a) durch alle kleineren Gra-
de, die zwischen dem ersten und letzten enthalten sind, erzeugt wird.

40[45], B 211.

41Siehe [45], B 212.
42Siehe [@5], B 212, 213.
43[45], B 218.
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Alle Verdnderung ist also nur durch eine kontinuierliche Handlung
der Kausalitidt moglich,... . [45], B 254.

Als Grundlage dieses Gesetzes der Verkniipfung zwischen Ursache und Wir-
kung auf kontinuierliche Weise nennt Kant die Kontinuitét der Zeit:

Das ist nun das Gesetz der Kontinuitét aller Verdnderungen, dessen
Grund dieser ist: dass weder die Zeit, noch auch die Erscheinung in
der Zeit, aus Teilen besteht, die die kleinsten sind, und dass doch
der Zustand des Dinges bei seiner Verdnderung durch all diese Teile,
als Elemente, zu seinem zweiten Zustand iibergehe. [45], B 255.

Die dritte zu betrachtende Stelle befindet sich in der transzendentalen Dia-
lektik und handelt von der Auflésung der zweiten Antinomie der reinen Ver-
nunft. Das Grundproblem der Antinomien ist, dass von der Welt gesprochen
wird, als wire sie ein gegebenes Ganzes. Die zugrundeliegende Idee der reinen
Vernunft fiir die zweite Antinomie ist die der ,absoluten Vollstdndigkeit der
Teilung eines gegebenen Ganzen in der Erscheinung‘@ Die These der zweiten
Antinomie lautet:

Eine jede zusammengesetzte Substanz in der Welt besteht aus ein-
fachen Teilen, und es existiert iiberall nichts als das Einfache, oder
das, was aus diesem zusammengesetzt ist. [45], B 462.

Die Antithese der zweiten Antinomie lautet:

Kein zusammengesetztes Ding in der Welt besteht aus einfachen
Teilen, und es existiert iiberall nichts Einfaches in derselben. [45], B
463.

In der Welt der Erscheinung sind nach Kant Raum und Zeit als Formen der
sinnlichen Anschauung vorgegeben. In der kontinuierlichen Welt der Erschei-
nung ist unendliche Teilung moglich, aber nicht schon gegeben. Fiir die Welt
der Erscheinung ist also sowohl die These als auch die Antithese falsch. Kant
schreibt dazu:

Die Teilung der Teile (subdivisio oder decompositio) ist ein Regres-
sus in der Reihe dieser Bedingungen. Die absolute Totalitédt dieser
Reihe wiirde nur alsdenn gegeben sein, wenn der Regressus bis zu
einfachen Teilen gelangen konnte. Sind aber alle Teile in einer kon-
tinuierlich fortgehenden Dekomposition immer wiederum teilbar, so
geht die Teilung, d.i. der Regressus von dem Bedingten zu seinen
Bedingungen in infinitum; weil die Bedingungen (die Teile) in dem
Bedingten selbst enthalten sind, und, da dieses in einer zwischen
seinen Grenzen eingeschlossenen Anschauung ganz gegeben ist, ins-
gesamt auch mitgegeben ist. [45], B 552.

44[45], B 443.
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Kant kliart auBlerdem, warum es seiner Meinung nach nicht richtig ist, zu
behaupten, das Kontinuum bestehe aus unendlich vielen einfachen Teilen:

Denn obgleich alle Teile in der Anschauung des Ganzen enthalten
sind, so ist doch darin nicht die ganze Teilung enthalten, welche nur
in der fortgehenden Dekomposition, oder dem Regressus selbst be-
steht, der die Reihe allererst wirklich macht. Da dieser Regressus
nun unendlich ist, so sind zwar alle Glieder (Teile), zu denen er ge-
langt, in dem gegebenen Ganzen als Aggregate enthalten, aber nicht
die ganze Reihe der Teilung, welche sukzessivunendlich und niemals
ganz ist, folglich keine unendliche Menge, und keine Zusammenneh-
mung derselben in einem Ganzen darstellen kann. [45], B 553.

Da der Regress nach Kant nie in seiner Vollsténdigkeit vollzogen oder vorge-
stellt werden kann, liegt er nicht im Bereich der moglichen Erfahrung. Er kann
deshalb kein konstitutives Prinzip sein, sondern nur, wie jedes Vernunftsprinzip,
ein regulativeﬁ

1.3 Phasen in der Entwicklung der Vorstellung
des Kontinuums bei Peirce

Peirce lebte in der Zeit der Arithmetisierung des Kontinuums. Weierstral und
andere ersetzen in dieser Zeit das Rechnen mit Infinitesimalen durch das Rech-
nen mit Grenzwerten, die man damals theoretisch préaziser fassen konnte. Peirce
hélt aber an den Infinitesimalen fest, und vergleicht sie mit den imaginiren
Zahlen. Wichtig fiir seine Entwicklung ist auch Cantor. Peirce hofft zunéchst,
mit Hilfe der Cantor’schen Theorie des Unendlichen das Kontinuum erfassen zu
koénnen. Dabei stimmt er erst dem zu, was wir heute reelle Zahlen nennen, um
spéater diese als Pseudokontinuum zu bezeichnen.

In dem Artikel von Potter und Shields von 1977 [116] werden Definitionen
oder Beschreibungen des Kontinuums verschiedenen Datums vorgestellt, und so
die Peirce’schen Forschungen zum Kontinuum in vier Zeitabschnitte unterteil@

1. Periode bis 1884: vorcantorsch,
2. Periode 1884-1894: cantorsch,
3. Periode 1895-1908: kantianisch,

4. Periode 1908-1911: nachcantorsch.

45Siehe [45], B 538, 539.
46Dieser Artikel wird spéter von Potter neu iiberarbeitet [T17], Peirce on Continuity. Auch
Myrvold greift in seinem Artikel [54] die Unterteilung von Potter und Shields auf.
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1.3.1 Vorcantorsche Periode

In der vorcantorschen Periode charakterisiert Peirce das Kontinuum als ,,dasje-
nige, wessen Teile wieder in demselben Sinn Teile hat {7} Darin, dass die Teile
eines Kontinuums, also z. B. einer Geraden selbst Kontinua sind, sieht er, wie
vor ihm Aristoteles, die Losung der Zenon’schen Paradoxien@ Es ist jedoch
nicht klar, ob er diese Eigenschaft mit unendlicher Teilbarkeit identifiziert, da
er an anderer Stelle schreibt:

a continuous system is one, in which every quantity greater than
another is also greater than some intermediate quantity greater than
that other. [61] 3.256.

Weiterhin nennt er den Ubergang kontinuierlich, wenn er graduell unmerklich
erfolg™]

Es geniigt jedenfalls nicht, das Kontinuum nur durch die unendliche Teilbar-
keit zu definieren, diese Eigenschaft haben schon die rationalen Zahlen. Potter
und Shields weisen darauf hin, dass damit nicht garantiert wire, dass zwei sich
kreuzende Geraden einen Punkt gemeinsam haberﬂ Wiiren auf einer der beiden
Geraden die reellen Zahlen angeordnet, so konnte die Gerade zum Beispiel im
Punkt v/2 geschnitten werden, und an diesem Punkt wiirde sich keine rationale
Zahl befinden.

1.3.2 Cantor’sche Periode

1884 liest Peirce Cantors Grundlagen Einer Allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre
[21] im zweiten Band der Acta Mathematica. Diese Lektiire veréindert seine
Sicht {iber das Kontinuum grundlegend und fithrt zur Cantor’schen Periode.
Peirce ist von Cantor fasziniert, der sich sowohl philosophisch, als auch ma-
thematisch Gedanken zum Kontinuum macht. Cantor schreibt den Zahlen zum
Beispiel zwei Arten von Wirklichkeit zﬂ Die eine nennt er intrasubjektiv oder
immanent, die andere transsubjektiv oder transient. Zahlen sind intrasubjektiv
wirklich, da sie, wie Cantor schrieb, in unserem Geiste durch Definitionen einen
bestimmten Platz einnehmen, von anderen Bestandteilen unterschieden sind,
und zu ihnen in Beziehung stehen, und auf diese Art und Weise die Substanz
unseres Geistes modifizieren. Transsubjektiv wirklich sind sie, da sie nach Can-
tor fiir einen Ausdruck oder ein Abbild von Vorgéingen und Beziehungen der
dem Intellekt gegeniiberstehenden Auflenwelt gehalten werden miissen. Dabei
bemerkt Cantor, dass seine Zahlenklassen (I), (IT), (IIT) u.s.w. Représentanten
von Méchtigkeiten sind, die in der Natur tatsdchlich vorkommen. Die Zahlen-
klassen sind wohl am ehesten als Ordinalzahlen mit der Méchtigkeit Ry bzw.

4TDas Zitat findet sich auf englisch in: [61], 3.335 und lautet: That, every part of which has
parts, in the same sense.

48Giche [61], 3.335.

49Siehe [61], 2.646.

50Siehe [116], S. 21.

51Fiir den folgenden Abschnitt siehe [21], S. 181. Cantor verwendet hier ,, Wirklichkeit “ und
,Realitdt” wohl synonym.
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2% hzw. 22" aufzufassen. Diese Uberlegungen nennt Cantor idealistische und
realistische. Er nimmt an, dass die beiden Arten von Realitéit sich zusammen-
finden in dem Sinn, dass ein als intrasubjektiv zu bezeichnender Begriff immer
in gewissen, sogar unendlich vielen Beziehungen auch eine transiente Realitét
besitzt. Die Feststellung dieser Realitédt gehort nach Cantor zu den schwierig-
sten Problemen der Metaphysik. Dabei ist Peirce vermutlich zum einen durch
die Kombination aus mathematischem Vorgehen und philosophischen Fragen
angesprochen worden, zum anderen durch die Uberlegungen iiber die intrasub-
jektive und transsubjektive Realitdt, die Peirce’ dhnlich zu sein scheinen. Das
Zusammentreffen der intrasubjektiven und der transsubjektiven Wirklichkeit ist
ein Aspekt der pragmatischen Maxime. Peirce setzt das Zusammentreffen der
beiden Realitédten voraus, da sonst Forschen keinen Erfolg haben konnte.

Nachdem Peirce Cantors Grundlagen Einer Allgemeinen Mannigfaltigkeits-
lehre gelesen hat, ist er einverstanden, das Kontinuum zu definieren als eine
Menge, die bestimmte Bedingungen erfiillt. Peirce geht dabei von den Bedin-
gungen aus, die Cantor nennt, und modifiziert si@

Definition 1.1 Eine Menge A C R™ heifst perfekt, wenn

1. die Umgebung jeder threr Punkte unendlich viele Elemente von A enthdlt
und wenn

2. all diejenigen Punkte, deren Umgebungen unendlich viele Punkte von A
enthalten, in A enthalten sind,

also, wenn die Menge abgeschlossen und dicht in sich selbst ist.

Zu einem Kontinuum gehort es jedoch auch, dass es nicht zerlochert sein

37’17
n=1

darf. Die Menge {aﬁ tx = Z‘i cn € {0,2} fiir allen € N} ist perfekt, aber
enthélt (%, %) nicht, wie auch das mittlere Drittel der anderen beiden Intervalle,
so dass die Menge unendlich viele , Locher” hat.

Definition 1.2 FEine Menge A C R" heif§t verkettetlﬂ wenn es fir beliebige
Punkte P und Q@ der Menge und fiir eine beliebig kleine reelle Zahl £ endlich
viele Punkte Py, ..., P, gibt, so dass die Abstinde zwischen P und P;; P, und
Py; Py und Ps;...; Py_1 und Py; P, und Q jeweils kleiner sind als ¢.

Nun kann das Cantor’sche Kontinuum definiert werden.

Definition 1.3 Fine Menge X heifst ein (Cantor’sches) Kontinuum, wenn sie
perfekt und verkettet ist.

Diese Definitionen verwenden den Abstandsbegriff, und stellen daher metri-
sche Definitionen dar.

Obwohl Peirce die Cantor’sche Definition fiir die zu dieser Zeit beste hielt,
kritisiert er manches an ihr. Er schreibt 1893:

52Fiir die Ausfithrungen iiber die Cantor’sche Periode, siche [54] S. 519-524.
53Cantor nennt solche Mengen zusammenhéngend. Siehe [21], S. 194.
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Nevertheless, it has some serious defects. In the first place, it turns
upon metrical considerations; while the distinction between a con-
tinuous and discontinuous series is manifestly non-metrical. In the
next place, a perfect series is defined as one containing “every point”
of a certain description. But no positive idea is conveyed of what all
the points are: that is definition by negation, and cannot be admit-
ted. If that sort of things were allowed, it would be very easy to say,
at once, that the continuous series of points is one which contains
every point on the line between its extremities. Finally, Cantor’s de-
finition does not convey a distinct notion of what the components
of the conception of continuity are. It ingeniously wraps up its pro-
perties in two seperate parcels, but does not display them to our
intelligencd’?} [61], 4.121.

Peirce kritisiert in seinem Zitat als erstes, dass der topologische Begriff Kon-
tinuum metrisch definiert ist. Die Perfektheit kann problemlos auch topologisch
ausgedriickt werden. Der Begriff der Verkettung dagegen ist wesentlich mit dem
Abstandsbegriff verkniipft. Im n-dimensionalen Raum der reellen Zahlen, R™,
haben wir eine genaue Vorstellung davon, was Abstand ist. In diesem Raum
beinhaltet die Topologie also den Abstandsbegriff. Auch von stetigen Funktio-
nen haben wir eine genaue Vorstellung. Funktionen, die reellen Zahlen reelle
Zahlen zuordnen, sind dann stetig, wenn wir gewissermassen den Stift nicht ab-
setzen miissen, wenn wir ihren Graphen zeichnen. Die Definition Cantors von
Perfektheit bezieht die metrische Topologie des R™ ein. Die Punkte, in deren
Umgebungen sich unendlich viele Punkte befinden, sind dann genau diejenigen,
die der Grenzwert jeweils einer unendlichen Folge sind. Peirce hiitte diese Be-
griffe gerne definiert, ohne sich auf einen Raum festzulegen. Peirce will das Kon-
tinuum némlich anhand von intrinsischen, vom jeweiligen Raum unabhéngigen
Eigenschaften charakterisieren.

Peirce schldgt dann eine andere Definition vor: Das Kontinuum soll eine
lineare Ordnung sein, die entsprechend untenstehender Definition zwei Bedin-
gungen erfiillt. Dabei heifit ein Paar (X, g)ﬁ lineare Ordnung, wenn die Relation
< reflexiv, symmetrisch und transitiv ist und mittels ihrer je zwei beliebige Ele-
mente x,y € X verglichen werden kénnen, so dass man sagen kann, z < y, oder
y <.

Definition 1.4 Fine lineare Ordnung (X, <) heiffe kantisch, bzw dicht, wenn
zwischen zwei Punkten jeweils ein dritter liegt.
Eine lineare Ordnung (X, <) heife aristotelisch bzw vollstindig, wenn jede

nichtleere Teilmenge, die eine obere Schranke hat, eine kleinste obere Schranke
hat.

54Die Datierung wurde im Artikel von Potter und Shields angegeben, das Zitat findet sich
in: [61], 4.121.

55Mit dem Begriff Menge ist hier der naive Mengenbegriff gemeint, also eine Ansammlung
von nicht zu vielen Objekten .
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Definition 1.5 Fine lineare Ordnung (X, <) heiffe Kontinuum genau dann,
wenn sie kantisch und aristotelisch sei, also wenn sie dicht und vollstindig ist.

Cantors Definition und Peirce’ Definition sind nicht &dquivalent. Fiir eine
Teilmenge A von R lasst sich zeigen, dass sie dicht in R liegt, falls sie verket-
tet ist. Denn zwischen zwei Punkten muss ein Dritter liegen, damit man fiir
jedes ¢ eine Kette von Punkten mit einem Abstand kleiner € zwischen den bei-
den Punkten bilden kann. Jede abgeschlossene Teilmenge von R ist vollsténdig,
da in einer abgeschlossenen Menge alle Hiufungspunkte enthalten sind. Ist ei-
ne Teilmenge der reellen Zahlen also ein Cantor’sches Kontinuum, so ist sie
auch ein Peirce’sches Kontinuum der Cantor’schen Periode. Umgekehrt gilt dies
nicht. Es gibt Teilmengen von R, die dicht und vollsténdig sind, aber kein Can-
tor’sches Kontinuum. Die Menge, die entsteht, wenn man aus R das halboffene
Intervall (0,1] herausnimmt, ist ein Beispiel dafiir. Sie enthélt nicht alle ihre
Héufungspunkte, ist also nicht abgeschlossen. Sie ist auch nicht verkettet, da
zwischen 0 und 1 + 9§ fiir ein beliebiges § keine Kette von Punkten mit einem
Abstand kleiner als % gefunden werden kann, die die beiden Punkte 0 und 1+ §
verbindetP9

Dedekinds Definition von 1872 ist fiquivalent zu der von Peircd’’} Dedekind
geht wie Peirce von einer linearen Ordnung auf der Menge X aus.

Definition 1.6 FEin Dedekind’scher Schnitt ist definiert als ein Paar (A, B)
von disjunkten, nichtleeren Teilmengen von X, so dass gilt

1. Jedes x € A ist kleiner als jedes y € B.
2. AUB = X.

Definition 1.7 Fin Element x € X heifit Schnittpunkt von (A4, B) genau dann,
wenn x entweder der grofite Punkt von A, oder der kleinste Punkt von B ist.

Dedekind nennt eine Menge X kontinuierlich genau dann, wenn X genau
einen Schnittpunkt hat. Er nennt dies die Essenz der Kontinuitdt. Dedekinds
Definition des Kontinuums lésst sich in zwei Abschnitte zerteilen:

1. Jeder Schnitt hat hochstens einen Schnittpunkt
2. Jeder Schnitt hat mindestens einen Schnittpunkt.

Dabei ist die erste Bedingung genau dann erfiillt, wenn die Menge dicht
ist, die zweite Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn die Menge vollstandig
isﬂ Inwieweit Peirce von Dedekind beeinflusst ist, ist nicht klar. Er hat wohl
in der franzosischen Ubersetzung von Cantors Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre [21] die Besprechung der Dedekind-Schnitte gelesen.

Heute wiirde man von einem Kontinuum erwarten, dass es zusammenhéngend
ist:

56Siehe [54], S. 523.

57Siehe [54], S. 522 und [27], S. 11.
58Siehe [54], S. 523 .
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Definition 1.8 Ein topologischer Raum heif$t zusammenhingend genau dann,

wenn es keine zwei disjunkten michtleeren offenen Mengen A, B gibt, so dass
X=AUB.

Auf den reellen Zahlen und ihren Teilmengen sind verschiedene Topologien
definierbar. Eine mogliche Topologie ist diejenige, die durch den Abstand auf
R definiert ist. Eine Basis dieser Topologie ist die Menge der offenen Intervalle,
zusammen mit R und &. Durch diese Topologie wird auf X C R eine Teilraum-
topologie induziert. Sei Br die Basis der metrischen Topologie auf R. Man
erhilt die Basis Bx der Teilraumtopologie wie folgt. Sei b € Bx :< Jdbr € Br :
br N X = b. Eine weitere Topologie lasst sich durch die Ordnungsrelation <
auf den linear geordneten Teilmengen von R definieren.

Definition 1.9 Sei X eine linear geordnete Teilmenge von R. Dann gehdren
zu der Basis B der Ordnungstopologie

1. XeB,oebB.
2. Fir je zwei Zahlen a,b € X, mit a < b das Intervall (a,b) € B.

3. Fira e X die Menge{x € X : z < a} € B und die Menge {r € X : x > a} €
B.

Eine Teilmenge E von X heif§t offen in der Ordnungstopologie genau dann,
wenn fiir jedes v € E ein b € B gibt, so dass v € b und b C E.

Die metrische Topologie auf dem ganzen Raum R ist identisch mit der Ord-
nungstopologie. Dies trifft jedoch nicht zu fiir die Teilraumtopologie auf R.. Dies
liegt anschaulich gesprochen daran, dass in der Ordnungstopologie der Abstand
keine Rolle spielt. R\ (0, 1] hat dieselben Eigenschaften wie R, denn hier ist
die 1 der Haufungspunkt der Zahlen kleiner 0, da hier die Topologie nicht mit
Hilfe der Topologie auf ganz R und dem Abstand definiert wird, sondern nur
beziiglich der Ordnung, und R und R\ (0, 1] sind ordnungsisomorph. Ein Iso-
morphismus ist:

R — R\(0,1]
{ x falls =<0

r

rz+1 falls >0
R\ (0,1] — R
{ T falls =z <0

v r—1 falls z>1

Ist also zum Beispiel ganz R zusammenhiingend beziiglich der Ordnungstopolo-
gie, die auf R mit der metrischen Topologie iibereinstimmt, so ist R\ (0, 1] auch
zusammenhéngend, da R und R\ (0, 1] beziiglich mit der Ordnungstopologie
isomorph sind.
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Eine Teilmenge des R™, die in der gewShnlichen Topologie zusammenhéngend
ist, ist auch verkettet, und eine Teilmenge, die verkettet und abgeschlossen ist,
ist zusammenhéngend. Eine Teilmenge der reellen Zahlen ist genau dann ein
Peirce’sches Kontinuum der Cantor’schen Phase, wenn sie zusammenhéngend
beziiglich der Ordnungstopologie ist. Eine Teilmenge der reellen Zahlen ist ge-
nau dann ein Cantor’sches Kontinuum, wenn sie zusammenhéngend beziiglich
der Teilraumtopologie ist. Myrvold sagt deshalb, es wire, als hétten sowohl
Peirce, als auch Cantor versucht ,,Zusammenhang” zu definieren, jeder seiner
bevorzugten Topologie entsprechend, Peirce der Ordnungstopologie und Cantor
der Teilraumtopologielﬂ Peirce ist sich iiber den Unterschied seiner und Cantors
Definition bewusst. Thm kommt es nur auf die Ordnungsrelation an. Er schreibt:

My definition of a Continuum only prescribes that, after every
innumerable series of points, there should be a next following point,
and does not forbid, this to follow at the interval of a mile. [61] 4.126.

Peirce nimmt im Gegensatz zu Cantor die Existenz von Infinitesimalen an.
Er denkt, Cantor wiirde diese Ansicht teilen, wohl, weil Cantor sich in den
Grundlagen missverstindlich ausgedriickt hat. Cantor schreibt zwar, dass die
bisherigen Versuche, solche Interpolationen durchzufiihren, auf einer Verwechs-
lung zwischen uneigentlich Unendlichem und eigentlich Unendlichem beruh@
Das uneigentlich Unendliche bezeichnet bei Cantor dasjenige Unendliche, das
man z.B. fiir das Berechnen von Limites braucht. Man bendtig dazu seiner An-
sicht nach nur die Moglichkeit des immer Weiter-Zahlens. Durch Weiter-Z&hlen
kann man das néchste Folgenglied der konvergierenden Folge ausrechnen, deren
Limes man berechnen mochte. Man wollte Infinitesimale fiir die Differentialrech-
nung einzufithren. Cantor schreibt, die Theorie der unendlich kleinen Groflen
habe sich seines Wissens nach nur in der Form des uneigentlich Unendlichen
als niitzlich erwiesen. Das unendlich Kleine, das in der Infinitesimalanalysis und
der Funktionentheorie verwendet wird, zu einem eigentlich unendlich Kleinen
zu machen, bezeichnet er als zwecklos. Falls eigentlich unendlich kleine Gréfien
definierbar sind, stehen sie seiner Ansicht nach in keinem unmittelbaren Zusam-
menhang mit den unendlich klein werdenden Groéfien.

1.3.3 Kantianische Periode

Ahnlich wie in der Cantor’schen Periode ist Peirce auch in der kantianischen
Periode stark von Cantor beeinflusst. Peirce macht sich Gedanken um einen
sinnvollen Mengenbegriff. Er nennt seine Mengen ,,collection”. Cantor verlangt,
dass eine Menge eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterschiedener Ob-
jekte zu einem Ganzen seilﬂ Peirce fordert zusétzlich, dass die Elemente Indi-
viduen sind. Die Bedeutung des Peirce’schen Begriffes Individuum variiert. Sein
Individuum ist nicht allgemein und bestimmt. Auflerdem hat sein Individuum

59Giehe [54] S. 519-524.
60Fiir den folgenden Abschnitt siehe [2T], S. 171,172.
61Siehe [23], S. 282.
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Selbstidentitédt, womit gemeint zu sein scheint, dass es feste Charakteristika
hat®]

Das Kontinuum definiert Peirce in dieser Periode durch Abgrenzung. Es
soll anders sein, als eine Menge bzw. eine Kollektion. Es hat keine klar indi-
viduierten, wohlunterschiedenen Punkte mehr, sondern statt dessen potentielle
Punkte. Potentielle Punkte fliefen ineinander und sind nur durch einen Prozess,
eine Konstruktion, unterschiedlich zu machen, die das jeweilige Kontinuum aber
in diesem Punkt diskontinuierlich macht. Solch eine Konstruktion kann z.B. das
Schneiden zweier Geraden sein. Die Geraden sind dann die Kontinua und der
Schnittpunkt ist die Stelle, an der die Kontinua diskontinuierlich geworden sind.

Das Kontinuum ist auflerdem nach Peirce dadurch von Mengen unterschie-
den, dass es jegliche Kardinalitét iiberschreitet. Im Kontinuum sind Mengen al-
ler Miéchtigkeiten enthalten. Auch in den Uberlegungen zur Kardinalitiit ist Peir-
ce von Cantor beeinflusst. Cantor beweist, dass die Kardinalitéit einer Potenz-
menge echt grofler ist als die Kardinalitidt der Ausgangsmenge. Peirce iiberlegt,
dass man diese Tatsache verwenden kénnte um etwas zu erzeugen, dass grofler
als jede Menge sei. Dieses Etwas soll das Kontinuum sei

1.3.4 Nachcantorsche Periode

Nun untersucht Peirce das Kontinuum unabhéngig von Mengen von Punkten.
Kontinua lassen sich weiter nur der Dimension nach, und nicht der Gréfie bzw
Kardinalitdt nach vergleichen. Peirce gibt um 1908 die Behauptung auf, das
Kontinuum sei grofler als jede Meng@ Er stellt in den Mittelpunkt, dass die
Teile des Kontinuums selbst wieder Kontinua sind, wie das Kant vorgeschlagen
hat. Dabei stellt sich die Frage, wie diese Teile untereinander verbunden sind.
Peirce schreibt dazu:

It will be seen that the definition of Material Parts involves the
concept of Connexion, even if there is no other connexion between
them than co-being; and in case no other connexion be essential to
the concept of W, this latter is called a collection... . [61], 6.147.

Das besondere an einem Kontinuum sieht Peirce in dieser Zeit in der Verbin-
dung zwischen den , material parts“. Dafiir sieht er die Zeit als ausgezeichnetes
Beispiel, deshalb versucht er das Kontinuum anhand der Zeit zu verstehen. Er
stellt dabei unter anderem fest, dass die Zeit fiir uns authort, wihrend wir schla-
ferﬁ Auflerdem #ndert er seine Meinung dariiber, dass das Kontinuum Raum
fiir alle Mengen haben soll, er sagt, es konnte Raum nur fiir abzédhlbar viele
Punkte haben, oder fiir alle Mengen, falls diese sich linear anordnen lasser{o%]
Die Definition des Kontinuums soll also unabhéngig von Gréflen von Mengen
sein.

62Siehe 28], S. 68.
63Dies wird in Kapitel 3 genau erkliirt.
64Siehe [116], S.29.
65Siche [61], 4.642.
66Siehe [61], 4.642.
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Teil 1

Peirce und das Kontinuum






In diesem Teil sollen die Peirce’schen Gedanken zum Kontinuum untersucht
werden. Grundlegend fiir die Peirce’sche Philosophie sind seine drei Kategori-
en Erstheit, Zweitheit und Drittheit. Besonders Erstheit und Drittheit sind fiir
Peirce’ Gedanken zum Kontinnuum ausschlaggebend. Die Uberlegungen zu den
Kategorien fithren zur Relationenlogik. Nach weiteren logischen Vorbereitungen
wird das Peirce’sche Kontinuum anhand von fiinf Eigenschaften charakterisiert.
Im letzten Kapitel sollen Auswirkungen der Peirce’schen Auffassung des Konti-
nuums auf Erkenntnistheorie und Metaphysik erldutert werden.






Kapitel 2

Die drei Kategorien von
Peirce

Peirce wollte eine Theorie des Kontinuums finden, was sich aus seiner Meta-
physik, den Kategorien und seinen logischen Fragen erkldren lédsst. Der Peir-
ce’sche Synechismus ist der Versuch, die Wichtigkeit des Kontinuums und des
Stetigkeitsgedankens fiir moglichst viele Gebiete fruchtbar zu machen. Um den
Gedanken von Peirce zu folgen, ist es hilfreich zu sehen, wie er das Verhéltnis
der Wissenschaften untereinander beurteilt. Da die Kategorien in verschiedenen
Disziplinen Anwendung finden, sollen sie entsprechend der von Peirce vorge-
schlagenen Reihenfolge eingefiihrt und begriindet werden. Die Kategorien fithren
uns zu dem Thema des Kontinuums hin.

2.1 Unterteilung der Wissenschaften

Peirce klassifiziert die Wissenschaften danach, wie sie sich aufeinander bezie-
herﬂ So nennt er die erste Wissenschaft jene, auf die sich alle beziehen. Im
Bereich der Wissenschaft der Entdeckung ist fiir Peirce die erste Wissenschaft
die Mathematik mit den Zweigen Dyadik, Arithmetik und Synektik. Die Philoso-
phie bezeichnet er als zweite Wissenschaft in der Wissenschaft der Entdeckung.
Philosophie teilt er ein in Phdnomenologie, normative Wissenschaften und Me-
taphysik. Die normativen Wissenschaften unterteilt er in Asthetik, Ethik und
Logik. Zur Logik gehort seiner Ansicht nach auch die Semiotik. Zur Metaphysik
gehoren Ontologie, physikalische Metaphysik mit den hier wichtigen Untergrup-
pen Kosmologie, Lehre von Raum und Zeit und Lehre von der Materie, und
religiose Metaphysik.

Dabei betrachtet Peirce Mathematik als das Studium dessen, was logisch
moglich oder unmoglich ist, ohne den Versuch festzustellen, was tatséchlich exi-
stiert. Bei mathematischem Argumentieren soll also von Hypothesen ausgegan-

1Siehe [95], S. 189.
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gen und aus diesen gefolgert werden. Dabei soll kein Bezug darauf genommen
werden, ob diese Hypothesen in Wirklichkeit geltelﬂ Philosophie hingegen be-
trachtet er als jene Wissenschaft, die sich darauf beschrankt, alles ihr mégliche
iiber die gewOhnliche alltégliche Erfahrung herauszufinden, ohne besondere Be-
obachtungen zu machelﬂ Logik betrachtet Peirce als normative Wissenschaft.
Sie versucht zu beweisen, welche Verfahren zur Entdeckung der Wahrheit fithren,
unabhéngig von besonderen Umstédnden oder Themenﬁ

Spiéter, 1905, erklédrt Peirce den Begriff Philosophie erneut El Er sagt, dass es
zwei Arten von Philosophie gibt. In beiden Fillen geht es um ein Wissen iiber
reale Dinge, beide machen philosophische Wahrheit zu etwas extrem Allgemei-
nem. Die eine Art von Philosophie umfasst all jene positiven Wissenschaften,
die auf Erfahrung aufbauen, sie sucht nicht nach seltenen Phinomenen. Die
andere Art handelt von all jenen Erkenntnissen, die aus einer dieser Einzelwis-
senschaften nicht ableitbar sind, sich aber ergeben, wenn man die Ergebnisse
der verschiedenen Einzelwissenschaften zusammenfasst.

Seine Theorie iiber das Kontinuum ordnet Peirce der Mathematik zu. Sie
findet bei ihm Anwendung in der Logik, da er das Kontinuum als Diskursuni-
versum betrachten wollte, und in der Lehre von Raum und Zeit. In seiner spéten
Zeit scheinen fiir Peirce die Gedanken iiber das Kontinuum zusammenzufallen
mit den Gedanken iiber die Zeit.

Das Kontinuum hat Peirce oft im Zusammenhang mit einer seiner drei Kate-
gorien erwihnt, der Drittheit. Das Kontinuum war fiir ihn sogar typisch fiir
Drittheit. Deshalb werden nun die Kategorien aus phdmomenologischer Sicht,
dann aus logischer Sicht eingefiihrt.

2.2 Die drei Peirce’schen Kategorien

Peirce behauptet, dass die ganze Realitédt mittels der drei Kategorien beschrie-
ben werden kann. Die Kategorien sind nach Peirce in jedem Phidnomen vorzu-
finden, deshalb nennt er sie universal; und er begriindete dies und die Anzahl
drei relationenlogisch. Peirce findet die drei Kategorien aber auch in unserem
Denken und Fiihlen vor.

Hier soll dargestellt werden, wie sich die Kategorien zum einen in unserem
Erleben, zum anderem in der Realitéit finden, auch sollen die Kategorien durch
ihre logische Form charakterisiert werden. Peirce beschreibt die Kategorien also
mehrfach und in unterschiedlicher Art. Der phidnomenologischen Erscheinung
der Kategorien und den Kategorien in der Realitit ist die relationenlogische
Begriindung gemeinsam.

2Siehe [101], S.197.
3Siehe [101], S.190 ff.
4Siehe [T01], S.197.
5Siehe [101], S. 309.
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2.2.1 Phinomenologischer Aufweis der drei Kategorien

In dem 1894 geschriebenen Artikel What is a Signﬂ stellt Peirce die drei Kate-
gorien auf anschauliche Weise vor. Er beschreibt dort, wie diese Kategorien in
unserem Erleben vorzufinden sind.Er ist der Uberzeugung, dass alles, was in
unserem Erleben auftaucht, einer der drei Kategorien zugeordnet werden kann.
Im phénomenologischen Blick auf die Kategorien verswucht er die, der jeweiligen
Kategorie entsprechenden mentalen Zusténde zu beschreiben. Dabei ist es nicht
seine Absicht, etwa durch Experimente festzustellen, ob der der jeweiligen Kate-
gorie zugeordnete Zustand jemals rein auftaucht. Gezeigt werden soll nur, dass
jeder der drei den Kategorien zugeordeten Zusténde in unserem Erleben eine
Rolle spielt und grundlegend fiir das Erleben istﬂ

Zur sprachlichen Vereinfachung sei im folgenden die Person, die fiir die
Erlduterungen bei Peirce und auch hier verwendet wird, und deren Eindriicke
geschildert werden sollen, Max genannt.

Erstheit (Firstness)

Peirce vermittelte eine Vorstellung der ersten Kategorie, indem er den ersten
Eindruck von Max beschreibt, der eine Farbe wahrnimmt.

Beim Sehen der Farbe Rot mag Max einen kurzen Moment so etwas wie
reine Wahrnehmung erleben. Bevor eine Reaktion ausser dem reinen Erleben
auftritt, hat er beziiglich dieser Wahrnehmung nur diese Farbe im Bewusstsein.
Er ist sich auch nicht einmal dieser Wahrnehmung Rot bewusst, denn das wére
schon eine Reaktion.

Peirce beschreibt dieses Mit-gar-nichts-in-Verbindung-stehen der Wahrneh-
mung wie folgt:

Not thinking about it, either, that is, not asking any questions
about it, not even saying to himself that it pleases him, but just
contemplating it, as his fancy brings it up. [79], S. 4.

Dieser sehr einfache Zustand ist Bestandteil unseres Erlebens. Peirce sagte
dazu:

But whenever we are awake, something is present to the mind,
and what is present, without reference to any compulsion or reason,
is feeling. [79], S. 4.

Der Zustand, im Beispiel Wahrnehmung Rot, ist also eine Grundlage unseren
Erlebens. Dieser Zustand heifit ,,Gefiihl“ (,feeling®), die dazugehérende Kate-
gorie nannte Peirce Erstheit (Firstness).

Formuliert man das Erleben von Erstheit in einem Aussagesatz, z.B. das Er-
leben von Wérme, so lautet er: , Ich fithle Wéarme. “ In diesem Aussagesatz wird
dem Wesen, dass dies erlebt, ein Gefiihl zugewiesen. Die Form der Aussage ist

°[79]
"Siehe [90], S. 55.
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also die einer monadischen Relation Px, wobei P fiir das Gefiihl, hier ,, Warme”
steht, und « fiir das erlebende Wesen, hier ,, Ich”.

Zweitheit (Secondness)

Auch die Zweitheit beschreibt Peirce mittels des Erlebens.

Max, der noch vollstéindig mit dem Sehen der Farbe Rot beschiftigt ist,
hort plotzlich einen lauten Pfiff. In dem Moment, in dem der Pfiff beginnt, ist
Max irritiert. Er fiihrt unwillkiirlich die Hiande zu den Ohren. Es geht nicht so
sehr darum, ob der Pfiff unangenehm ist, sondern um die Kraft, die er ausiibt.
Der instinktive Widerstand, der dem Pfiff entgegengesetzt wird, ist typisch. Der
“actio” des Pfiffs wird die ,reactio“ des Widerstands entgegengesetzt. Dabei
fiihlt sich der irritierte Max dem Pfiff ausgeliefert, passiv. Er wertet den Pfiff
als das Aktive. Dies spielt jedoch nach Peirce keine Rolle, es geht vielmehr
darum, dass zwei Objekte einen Einfluss aufeinander ausiiben.

Neben dieser Parabel von Peirce sei ein weiteres Beispiel angefiigt. Dabei
wird der mentale Zustand der Zweitheit mit etwas Angenehmem exemplifi-
ziert. Max sitze an einem Fluss, nichts denkend, und versunken in das Was-
ser schauend. Dann kommt ein Schmetterling und setzt sich auf seine Hand.
So wird er aus seiner Versunkenheit gerissen und blickt auf den Schmetterling,
immer noch nichts denkend, sondern reagierend. Das erste ,,Gefiihl”, das vom
Ins-Wasser-schauen ausgeltst war, wird unterbrochen oder zumindest ergénzt
durch ein zweites, das durch den Schmetterling ausgelost wurde. Schmetterling
und Mensch iiben einen Einfluss aufeinander aus. Der mentale Zustand, in dem
sich Max befindet, beinhaltet zwei , Gefiihle“, von dem das zweite das erste
durchbrochen oder ergénzt hat. Den mentalen Zustand nannte Peirce Reaktion,
die dazugehorende Kategorie Zweitheit (Secondness). Der Schmetterling und
der Mensch stehen also in einer dyadischen Relation.

Nach 1905 nennt Peirce die Idee der Andersheit als Beispiel fiir Zweitheitﬂ

Peirce verwendet fiir den zur Zweitheit gehérenden mentalen Zustand ne-
ben der Bezeichnung ,,Reaktion” auch das Wort ,struggle”. Dies kénnte darauf
zuriickzufiihren sein, dass Peirce in solchem Geschehen hauptséchlich den Wi-
derstand gesehen hat, der gegen das Eindringen eines zweiten ,,Gefiihls” auftre-
ten kann. Dies hingt wohl damit zusammen, dass im Bereich der Naturwissen-
schaften ein Falsifizieren gesetzméfiger Zusammenhénge, nicht ein Verifizieren
moglich ist. Falsifizieren bedeutet ein Nicht-Funktionieren einer gesetzméfigen
Vermutung. Dies konnte der Naturwissenschaftler Peirce als Widerstand der
Realitdt gegen die Vermutung des Menschen gesehen haben. Wegen dieses Wi-
derstandes mag er das Wort , struggle” fiir den zur Zweitheit gehérenden men-
talen Zustand verwendet haben.

Drittheit (Thirdness)

Wenden wir uns nochmals Max zu, der, mit dem Sehen der Farbe Rot beschéftigt,
durch einen Pfiff irritiert wurde. Der Pfiff sei unangenehm, so dass Max instink-

8Siehe [99], S. 372.
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tiv versucht wegzugehen, und dabei den Raum durch eine Tiir verldsst. Im
Moment des Offnens der Tiir hére der Pfiff auf. Als er die Tiir wieder schliefit,
beginnt der Pfiff von neuem. Jetzt beginnt Max zu denken. Er iiberlegt, ob der
Pfiff immer dann aufhort, wenn die Tiir gedffnet wird. Er versucht bewusst eine
RegelméBigkeit zu entdecken, ein Gesetz. Max versucht zu verstehen, ob eine
Handlung, ndmlich das Tiir6ffnen, mit einem Geschehen, ndmlich dem Aufhéren
des Pfiffs, durch ein Gesetz verbunden ist. Der zur Drittheit gehorende menta-
le Zustand beim Suchen einer Gesetzmassigkeit unterscheidet sich wesentlich
von den vorher beschriebenen. Den zur Zweitheit gehtrenden mentalen Zustand
beschrieb Peirce als charakterisiert durch ,nackte Kraft“(brute force), den zur
Drittheit gehérenden mentalen Zustand durch Gesetzeszusammenhang. In dem
mentalen Zustand der Reaktion geht es um zwei Dinge, die miteinander in Be-
ziehung stehen. Beim Denken geht es um drei Dinge. Das Aufhoren des Pfiffs
und das Offnen der Tiir werden vom Menschen als moglicherweise gesetzmiBig
verbunden interpretiert. Das Gesetz verbindet Offnen der Tiir und Aufhéren
des Pfiffs und so entsteht eine triadische Relation.

Nach 1905 mochte Peirce alles, was ein unzerlegbares Medium der Verbin-
dung oder Verkniipfung zwischen irgend etwas Erstem und Zweitem ist, zur
Drittheit rechnenf]

Der mentale Zustand heifit ,Denken“, und die dazugehtrende Kategorie
heifit ,,Drittheit“ (Thirdness).

2.2.2 Kategorien in der Realitét

In Reasoning and the Logic of Things erklart Peirce, wie die Kategorien in der
Realitdt gefunden werden. In dem Brief an Lady Welby vom 12. Oktober 1904
zéhlt Peirce verschiedene Beispiele fiir die jeweilige Kategorie auf. Nachdem bis-
her die zu den Kategorien zugehtérenden mentalen Zustdnde betrachtet wurden,
sollen nunmehr erlautert werden, wie Qualitdten, Geschehnisse und Bestandteile
der Realitdt den Kategorien zugeordnet werden kénnen.

Erstheit

Peirce definiert die Erstheit wie folgt:

Firstness may be defined as follows: It is the mode, in which
anything would be for itself, irrespective of anything else, so that
it would not make any difference though nothing else existed, or
ever had existed, or could exist. Now this mode of being can only
be apprehended as a mode of feeling. For there is no other mode of
being which we can conceive as having no relation to the possibility
of anything else. In the second place, the First must be without
parts. [82], S 147.

9Siehe [99], S. 372.
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Peirce verwendet hier ,,the First” generisch. Der Kategorie der Erstheit kann
also nur absolut Einfaches zugeschrieben werden, aulerdem soll Etwas der Erst-
heit Zugeordnetes ohne Teile sein. Typische Beispiele sind Qualitéiten wie zum
Beispiel Rot oder Warm. Derartiges ist, unabhéngig davon, ob es wahrgenom-
men wird, einfach. Die Qualitdt “Rot” kann zu einem Gegenstand gehoren,
ob es ein stumpfes oder leuchtendes Rot ist. Wieder ist die logische Form des
dazugehorenden Aussagesatzes wie zum Beispiel ,,Die Wand ist rot” die einer
monadischen Relation. Dem Gegenstand wird eine Eigenschaft zugesprochen.

Zweitheit

Zweitheit kann nach Peirce definiert werden als Verénderung von Etwas durch
etwas Anderes:

..., Secondness is that in each of two absolutely severed and re-
mote subjects which pairs it with the other, not for my mind nor
for, or by, any mediating subject or circumstance whatsoever, but in
those two subjects alone; so that it would be just the same if nothing
else existed, or ever had existed, or could exist....It is that a blind
reaction takes place between the two objects. [82], S. 147-148.

An anderer Stellﬂ lehnt Peirce ausdriicklich ab, eines der beiden Objekt
als das beeinflusste und das andere als das aktive, beeinflussende Objekt zu
bezeichnen und die beiden Objekte anhand dieses Merkmals zu unterscheiden.
Vielmehr sieht er Beeinflusstes und Beeinflussendes als symmetrisch an, dhnlich
wie Newton in seiner Theorie von actio gleich reactio. Man findet Zweitheit
also iiberall dort vor, wo zwei Dinge sich beeinflussen. Da durch Beeinflussen
eine Verdnderung geschieht und da sich Dinge nicht leicht verdndern, gehort zu
dieser Kategorie nach den Vorstellungen von Peirce immer auch der Widerstand,
der als reactio aufgefaflt werden kann. Das ist ein Grund, warum die Zweitheit
von Peirce auch struggle genannt wird. Die logische Form eines Aussagesatzes,
der Zweitheit ausdriickt, ist also die einer dyadischen Relation. Beispiele solcher
Aussagesitze sind ,,Zwei Murmeln stossen aneinander” oder ,,Der Ball fallt auf
den Boden”. Im ersten Beispiel besteht eine dyadische Relation zwischen den
beiden Murmeln, im zweiten Beispiel zwischen dem Boden und dem Ball.

Drittheit

Die Kategorie Drittheit ist in der Realitét dort vorzufinden, wo sich eine Ge-
setzméBigkeit zeigt.
Peirce schreibt {iber die Drittheit:

It is a modification of the being of one subject which is a mode
of a second so far as it is a modification of a third. It might be
called an inherent reason. The dormitive power of opium by virtue

10[91], S. 151.
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of which the patient sleeps is more than a mere word. It denotes,
however indistinctly, some reason or regularity by virtue of which
opium acts so. Every law, or general rule expresses a Thirdness,
because it induces one fact to cause another. [82], S. 148.

Die dritte Kategorie umfasst in gewissem Sinn die erste und zweite. Zeichen
gehoren immer zur Drittheit, kénnen aber Erstheit und Zweitheit ausdriicken.
Jeder Satz gehort also zur Drittheit, da zu ihm der Sprechende oder Schreiben-
de, das Wort oder die Schrift, und der mogliche Interpret gehéren. Ein Aussa-
gesatz der Drittheit ausdriickt, hat die Form einer triadischen Relation. Zum
Beispiel ist bei ,, Wenn zwei Murmeln aufeinanderprallen fliegen sie auseinander”
die triadische Relation zwischen den Murmeln, die durch die Gesetzméssigkeit
verkniipft sind, bei ,,A gibt B an C” ist sie zwischen A, B und C.

2.2.3 Charakterisierung der Kategorien anhand von Re-
lationenlogik

Nach 1905 beschéftigt sich Peirce mit dem Phaneron, dass die Gesamtsumme
all dessen sein sollte, was wir fithlen, uns vorstellen, oder denken, oder das, was
unser Fiihlen, Denken und Vorstellen firbt und regelt. Das Phaneron soll also
alles enthalten, was unserem Geist vorliegt. Peirce méchte beweisen, dass es im
Phaneron unzerlegbare{ﬂ Elemente aller drei Kategorien gibt. Dafiir braucht er
die Relationenlogik und eine logische Begriindung der drei Kategorien. Alle De-
finitionen der drei Kategorien enthalten schon den Hinweis auf die Relationen.
Die drei Kategorien konnen am prézisesten anhand ihrer logischen Form unter-
schieden werden. Peirce verwendet den Begriff der Relation als Grundlage fiir
den Begriff Zeichen, der den Begriff Geist einschlieft. Auflerdem verwendet er
den Begriff der Relation auch als Grundlage fiir ontologische Strukturen. Burch
rekonstruiert Peirce’ Relationenlogik 1991 mit Hilfe der existentiellen Graphen
[19] und mit Hilfe einer algebraischen Definition [18].

Es gibt nach Peirce irreduzible monadische, dyadische und triadische Rela-
tionen. Sein Relationenbegriff weicht vom heutigen ab, und wird im néchsten
Kapitel erldutert. Mittels dieser Relationen kénnen auch die Kategorien charak-
terisiert werden. In einem Brief an Lady Welby werden die Kategorien auf diese
Art und Weise beschrieben.

Folgende Definitionen finden sich bei Peirce:

Firstness is the mode of being of that which is such as ist is, positively
and without reference to anything else

Secondness is the mode of being of that which is such as it is, with
respect to a second but regardless to any third.

Thirdness is the mode of being of that which is such as it is, in
bringing a second and third into relation to each other. [94], S. 24.

1Die Bedeutung von unzerlegbar wird im nichsten Kapitel deutlich werden.
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2.2.4 Peirce’ Kategorien und seine Reduktionsthese

Die Uberzeugung von Peirce, dass es genau drei Kategorien géibe, hingt eng mit
seiner Relationenlogik zusammen.

Sie wird durch seine relationenlogische Reduktionsthese belegt. Diese These
lautet nach Burch [I§]:

Es gibt Relationen der Vielfachheit 3, die nicht aus Relationen der Vielfach-
heiten 1 und 2 erzeugt werden konnen, es gibt Relationen der Vielfachheit 2, die
nicht aus Relationen der Vielfachheit 1 erzeugt werden kénnen und Relationen
beliebiger Vielfachheit konnen aus Relationen der Vielfachheit 1,2,3 erzeugt
werden.

Nach Peirce gilt die Reduktionsthese so allgemein, dass sie in jedem logischen
System giiltig ist. Deshalb kann sie Grundlage fiir seine Kategorienlehre sein.
Er folgerte aus ihr, dass alles Sein, Tun und Denken mit Hilfe der drei Katego-
rien beschrieben werden kann, die ihrerseits auf monadischen, dyadischen und
triadischen Relationen aufbauen. Herzberger beweist 1981 eine nicht so allge-
meine Version der Reduktionsthes@ Burch beweist eine allgemeinere Version
des Satzes, der fiir die Quantorenlogik und fiir ein System algebraischer Logik
namens PAL (Peircean Algebraic Logic) giiltig isﬂ

Peirce hat einen anderen Relationsbegriff als den heute iiblichen. Dadurch,
und durch seinen schwécheren Reduktionsbegriff veréndern sich auch die Moglichkeiten,
wann man eine Relation aus mehreren anderen zusammensetzen kénne. Dadurch
war die nach pradikatenlogischer Auffassung aus zwei dyadischen Relationen zu-
sammengesetzte triadische Identitat

rT=yY =2z

nach Peirce irreduzibel. Die Griinde fiir diese ungewohnliche Uberzeugung
werden im néchsten Kapitel dargelegt.

12[38].
13[18].



Kapitel 3

Ausschnitte aus Peirce’
Logik und Mathematik

In diesem Kapitel sollen diejenigen logisch-mathematischen Uberlegungen von
Peirce betrachtet werden, die Voraussetzungen fiir seine Theorie des Kontinu-
ums sind. Dabei wird nicht im Einzelnen untersucht, welche dieser Uberlegungen
Peirce der Mathematik, und welche er der Logik zugeordnet hat. In der Mathe-
matik sollen nach Peirce Schliisse aus beliebigen Hypothesen gezogen werden. In
der Logik will er schliissige Argumentationsweisen untersuchen. Seine Logik soll
mathematisches Gedankengut anwenden. Auflerdem versucht Peirce das logische
Schlieen dem alltéglichen nachzubilden. Da er iiberzeugt ist, dass Relationen
grundlegender sind als Mengen, wihlt er in seiner Logik die Relationen als den
grundlegenderen Begriff als die Mengen. Er identifiziert deshalb Mengen auch
héufig mit ihren Identitétsrelationen.

Im Einzelnen wird zuniichst seine Relationenlogik betrachtet, anschliefend
werden verschiedene Definitionen des Prinzips des Nichtwiderspruchs und des
Prinzips des ausgeschlossenen Dritten vorgestellt. Es soll darauf eingegangen
werden, was sich Peirce unter Mengen bzw. Kollektionen vorgestellt hat. Auch
werden einzelne Aspekte der Logik der Vagheit und Allgemeinheit betrachtet,
die zu interpretieren sind, da Peirce’ Aussagen hierzu nicht eindeutig erscheinen.

3.1 Relationen

Peirce’ Logik ist eine Logik der Relationen. Da Peirce in seinem Leben iiber
80.000 Seiten geschrieben hat und wesentliche Teile davon sich mit Logik beschéf-
tigen, werden hier Peirce’ Gedanken nur skizzenhaft und nicht in allen Punkte
streng formal dargestellt. Um Missverstdndnisse zu vermeiden, soll darauf hinge-
wiesen werden, dass Peirce Begriffe wie Logik, Negation u. a. anders verwendet
als heute iiblich.

In seiner Logik versucht Peirce das natiirliche schliissige Folgern aus be-
liebigen Hypothesen nachzubilden. Er hélt Relationen in unserem alltéglichen

13
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Schlieflen fiir grundlegender als Einzeldinge. Da er annimmt, dass unser Er-
kenntnisprozess den Evolutionsprozess abbildetﬂ hélt er Relationen fiir ontolo-
gisch grundlegender als Individuen und wihlt sie deshalb als Ausgangspunkt.
Dies ist auch ein Grund, warum er das graphische Folgern seiner existentiellen
Graphen besonders schétzt. Er findet dies dem alltdglichen Schlieflen ikonisch
nachgebildet.

Peirce verwendet statt dem Begriff Relation den Begriff Relativ. Seine Rela-
tive ahneln den heute z. B. in der Prédikatenlogik verwendeten Relationen, stim-
men jedoch nicht mit diesen iiberein. Dieser Unterschied zeigt sich dadurch, dass
seine mehrstelligen Relative nicht alle durch dyadische Relative ausgedriickt wer-
den konnen. Um beliebige mehrstellige Relative ausdriicken zu kénnen, benotigt
man eine weitere Art von Relativen, ndmlich genuin triadische. Diese Besonder-
heit wird uns im weiteren noch beschéftigen.

Auch unter Logik versteht Peirce etwas anderes, als wir heute gewohnt sind.
So rechnet er beispielsweise die Semiotik zur Logik. Deshalb ist eine Ubersetzung
seiner Uberlegungen in die heutige Logik schwierig. Burch schreibt zur Anders-
artigkeit seiner Logik:

A full account of what Peirce meant by a relation would have to in-
volve the conception of mind. Because such a factor as mind must be
omitted from any account of relations that would have any chance of
meeting the criteria of standard logic, the notion of mind is represen-
ted in the present work by the notion , Interpretation function.” [I8],
S. ix.

Burch versucht in seinem Buch A Peircean Reduction Thesis die Peirce’sche
Relationenlogik so nachzubilden, dass das entstehende formale System PAL so-
wohl zu Peirce’ algebraischer Logik, als auch zu dessen existentiellen Graphen
gut passt. Burch macht hinter den verschiedenen logischen Systemen eine Peir-
ce’sche Vision der Logik aus. An dieser Vision, die Peirce in seinen logischen
Systemen ikonisch abzubilden sucht, orientiert sich Burch.

Burch moéchte innerhalb von PAL die Reduktionsthese beweisen, die Peirce
immer wieder postuliert hat, um seine Aufteilung der Wirklichkeit mittels der
drei Kategorien zu erhérten.

Geraldine Brady [12] hat den Einflufi Peirce’ und seines Schiilers Mitchell
iiber Schroder, Lowenheim und Skolem auf die moderne mathematische Logik
untersucht. Sie zeigt anhand einiger Veroffentlichungen Peirce’, dass er von der
Boole’schen Algebra ausgeht, um sich dann auch mit Verbandstheorie ausein-
anderzusetzen, und zuerst implizit, dann explizit Quantoren einzufiihren. In
einem von Peirce mit seinen Schiilern zusammen geschriebenen Buch [43] steht
ein Artikel von Mitchell [72], in dem dieser Quantoren das erste Mal in der
heutigen Weise verwendet. Da Brady den Einfluss Peirce’ auf die heutige Logik
untersucht, werden manche Besonderheiten Peirce’, wie zum Beispiel die Be-
deutung der Kategorien fiir seine Logik nur am Rande erwéhnt. Die Triadizitét

ISiehe den Abschnitt iiber die pragmatische Maxime im iibernichsten Kapitel.
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seiner Logik wird in dem von Brady verfolgten Traditionsstrang nicht mit auf-
genommen, deshalb wird auf die Triadizitdt nur durch einen Hinweis auf Burch
[18] Bezug genommen.

Brady bespricht als erstes On a improvement in Boole’s Calculus of Logic.
Dort ergénzt Peirce Booles urspriingliche Algebra, in der nur ein ausschlielliches
,oder” definiert wurde, um das einschlieBliche ,,oder”. Dies nennt er logische
Addition. Er fiigt auch eine logische Substraktion hinzu als Inverses fiir die
logische Addition.

In seinem Artikel von 1870 fiihrt Peirce das Begonnene weiter. Er beginnt
damit, Axiome anzugeben fiir seine Erweiterung der von Boole stammenden
Algebra. Dazu nimmt er eine Relation als gegeben an, die transitiv, reflexiv
und antisymmetrisch ist. Auflerdem fiigt er zu Booles Operationen neue hinzu,
nédmlich Multiplikation und Exponentiation. Der Durchschnitt als eine Art der
Multiplikation ist von Boole iibernommen. Die zweite Art der Multiplikation
ist das relative Produkt, sie ist nichtkommuntativ. Addition und Multiplikation
erfiillen jeweils die in der Algebra iiblichen Regelrﬂ Danach spricht er von der
Anwendung der algebraischen Zeichen in der Logik, also von Semantik. Buch-
staben sollen logische Zeichen denotieren. Als logische Terme fiithrt er absolute
Relative, einfache Relative und konjugative Relative ein. Absolute Relative sol-
len den monadischen, einfache Relative den dyadischen und konjugative Relative
den triadischen Relationen entsprechen.

Die drei Arten der Relative sollen mit verschieden gedruckten kleinen latei-
nischen Buchstaben bezeichnet werden. Konjugativen Relativen ordnet er Dritt-
heit zu, den einfachen Relativen das Anderssein, und den absoluten Relativen
das Konzept eines Objektes. Individuen sollen mit Grofibuchstaben bezeichnet
werden, Zahlen mit gotischen Buchstaben, ,generals” mit kleinen Buchstaben.
Als Beispiel fiir ,,generals” nennt er Liebhaber, Mutter, Feind ... . Operatio-
nen werden mit griechischen Buchstaben bezeichnet. Als néchstes erklért er die
Semantik der Zeichen >und =, wobei er das erste Inklusion nennt und als tran-
sitive, reflexive und antisymmetrische Relation einfiihrt. Als Verkniipfung fiihrt
er Addition, zwei Arten von Multiplikation und Exponentiation ein. Die erste
Art der Multiplikation ist kommuntativ und wird als x, y geschrieben. Die zweite
Art der Multiplikation ist nicht kommuntativ, deshalb unterscheidet Peirce auch
zwischen linken und rechten Quotienten. Fiir die linken Quotienten schreibt er
(x : ), fiir die rechten 2. Uber die nichtkommuntative Multiplikation, die auch
relatives Produkt genannt wird, schreibt er:

I shall adopt for the conception of multiplication the application of
a relation, in such a way that, for example, lw shall denote whatever
is the lover of a woman|

Das relative Produkt von Peirce verkniipft die Relative, die Ahnlichkeiten
zu dem haben, was wir heute Relationen nennen, jedoch nicht dasselbe sind. Bei

2Siehe [70] in [63], S. 359-364.
3Siehe [70], in [61] S. 38. Zwischen S. 30 und 38 bespricht Brady [12] die beiden Multipli-
kationen.
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der Verkniipfung beriicksichtigt Peirce, dass es bei mehrstelligen Relativen auf
die Reihenfolge ankommt.

We must be able to distinguish, in our notation, the giver of A to B
from the giver to A of B EI

Peirce schreibt hier nicht, dass er den Geber von A an B von dem Geber von
B an A unterscheiden mochte. Er scheint hier auf eine Art Gerichtetheit seiner
Relative anzuspielen. Burc}EI fithrt bei seiner Rekonstruktion Permutationen
ein, die die Stellen der Relative vertauschen koénnen. Diese helfen auch, die
Multiplikation der Relative zu definieren, also zum Beispiel aus dem absoluten
Relativ ,Frau” (w) und dem einfachen Relativ ,Liebhaber ” (1) das absolute
Relativ ,Liebhaber einer Frau” (lw) zu machen. Die Identitit wird von Peirce als
Relation ,,Identitdt mit_” aufgefasst. Diese soll beziiglich der Multiplikation die
1 sein. Burch fiihrt deshalb und auch aus anderen Griinden sowohl monadische,
dyadische, als auch triadische Identitéterﬁ ein.

Zur Bedeutung von XY schreibt Brady[} dass XY die Menge der Elemente
sei, die mit den Elementen von Y in der dyadischen Relation X stehen, also

{z:Vw]Y (w) = X (z,w)]},
oder in einer anderen Schreibweise
{z: VY (w) = zXw]|}.

Es heifit also [ Liebhaber jeder Frau. In der Peirce’schen Notation kommen
bis hierher keine Quantoren explizit vor. Dennoch ergeben sich bei der extensio-
nalen Interpretation Bradys hier quantifizierte Ausdriicke. Kombinationen von
Multiplikation und Exponentiation verschiedenener Relative kénnen als quan-
tifizierte Aussagen aufgefasst Werderﬂ Brady stellt dazu Peirce’sche Beispiele
vor, wobei b, a, m fiir Relative stehen, ndmlich b steht fiir ,,betrayer to_ of ", a
fiir ,enemy of_”, m fiir man. Die Beispiele lauten:

bam  betrayer of a man to an enemy of him

(ba)™ betrayer of every man to some enemy of him

ba™ betrayer of each man to an enemy of every man

be™ betrayer of a man to all enemies of all men

b®*m  betrayer of a man to every enemy of him

bo™ betrayer of every man to every enemy of hinﬂ

Folgt man der graphischen Argumentationsweise von Peirce, so kann man

sich Relative verbildlichen als Punkte mit losen Enden, wobei der Stelligkeit
entsprechend viele lose Enden genommen werden. ,,betrayer to_ of " hat zwei
lose Enden, ,enemy of ” ist auch ein Relativ und hat ein loses Ende. Die losen

4Siehe [70], in [63], S. 370.

5Siehe [18], S 11.

6Zur Definition siehe [I8] S. 8, zur Triadizitit siehe [18], S. 71.
"Siehe [12], S. 41.

8Siehe [12], S. 42.

9 Siehe [70], in [61] S. 46. Siehe [12] S. 42.
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Enden sind nummeriert, der erste Eintrag wird dem ersten losen Ende zugeord-
net, der zweite dem zweiten. Steht ein Ausdruck als Exponent, kénnen wir das
heute mit dem Allquantor iibersetzen. Sieht man von den in einer natiirlichen
Sprache unvermeidbaren Unschérfen ab, so wird das offene Ende von ,,enemy
of 7 meist gesdttigt mit ,man” bzw. ,all men”, es sei denn, das zweite Ende
ist noch nicht zuginglich wie im Beispiel (ba)™ . Peirce schreibt an manchen
Stellen Indizes fiir die Stellen, an denen die Relationen zusammengefiigt wer-
den. Falls sie an erster Stelle zusammengefiigt werden, so lidsst er den Index
hiufig weg. Hier wiirde man bija;m erhalten. Peirce hat an dieser Stelle eine
Moglichkeit gefunden, Ausdriicke, die Quantoren einschliefen, ohne Benennung
der Variablen auszudriicken.

Es soll noch eine Formalisierung der englischen Ausdriicke in freier Logik
gegeben werden. Dabei ist zu berticksichtigen, dass zu der Unschérfe, die in
natiirlichen Sprachen sowieso gegeben ist, noch der Abstand eines Jahrhunderts
dazu kommt.

Peirce legt groen Wert auf die sogenannte hypostatische Abstraktion. Spricht
er von einem Wort wie ,Mensch”, mdéchte er damit nicht auf die Menge aller
Menschen verweisen, sondern auf so etwas wie eine offene Vielheit, unter die
alles fallt, was eine Mensch ist, also z. B. auch jetzt noch nicht existierende
Menschen. Um dies mit heutiger Logik wiederzugeben, ist der A-Operator ge-
eignet, der in der freien Logik |E| verwendet wird. Ein A-Ausdruck bezeichnet
die Eigenschaft, die unter ihm stehende Formel zu erfiillen. Er eignet sich fiir
diese Beispiele besonders, da Peirce die hypostatische Abstraktion hiufig auf
triadische Relationen anwendet. Man bendétigt folgende Relationen:

F (z,y) : « ist ein Feind von y,

M (y) : y ist ein Mensch,

b(x,y,z) : x ist eine Verréter von y an z.

Man erhélt anhand der Formalisierung des zu bam gehérenden englischen
Satzes:

bam = [AxJy3z (M (y) A F (z,y) ANb(z,y,2))].

Dabei wurde der unbestimmte Artikel als existenzprisupponierend betrachtet.
Bei der zweiten Formel (ba)™ erhélt man fiir die Formalisierung des engli-
schen Ausdrucks:

(ba)™ = [AaVy3z (M (y) A F (z,5) Ab(2,y,2))] -

Bei der dritten Formel verwendet Peirce in dem englischen Ausdruck das Wort
yeach”. Dies konnte auf einen Allquantor mit weitem Skopus hinweisen. In der
Arithmetik unterscheidet man zwischen dem Satz

Firallen € NkFpaF (%) und
F paVx F(z).

10Gjehe z.B. [51], S. 191 ff.
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Es wird bei der Formalisierung angenommen, dass sich derselbe Unterschied hier
zwischen ,every” und ,each” zeigt. Deshalb wird der Allquantor metasprachlich
ausgedriickt. Auflerdem enthélt der englische Ausdruck als Teilausdruck die Ei-
genschaft, aller Menschen Feind zu sein. Dies ist also die Eigenschaft, Feind zu
sein, wenn etwas ein Mensch ist, was sich durch [A\Vy (M (y) — F (z,y))] aus-
driicken lasst. Der unbestimmte Artikel wird wieder existenzpriasupponierend
verstanden:

ba™ = Fiir alle y mit M (y) : [AaVy3z (M (y) A F (z,y) ANb(z,y,2))].

Fiir die anderen Formeln ist zu beriicksichtigen, dass man bei der Formali-
sierung von Allaussagen Konditionale erhilt. Dann ergibt sich analog wie oben:

m

b = [AzFyVaVu (M (y) A M (u) A F (2,u)) — b(z,y,2))].
bm = [AxIyVz (M (y) A F (2,y)) — b(z,y,2))].
b = [AaVyVz (M (y) A F (2,9)) — b(x,y,2))] .

Soweit zur Formalisierung der englischen Ausdriicke.

Peirce erweitert Booles Algebra nur um eine zuséitzliche Multiplikation. Er
fiihrt Quantoren nicht direkt ein, und erhélt dennoch eine Logik, die grofie
Ausdrucksstéirke besitzt.

Brady erhilt die Resultate obiger Beispiele, indem sie ihre extensionalen In-
terpretationen von Multiplikation und Exponentiation anwendedﬂ Sie zitiert
bei der Besprechung dieses Artikels auch Burch und schreibt, er habe versucht,
diesen Kalkiil zu erweitern und zu zeigen, dass dieses System dieselbe Aus-
druckskraft habe wie Pridikatenlogik erster Stufd™}

Burch fithrt mit PAL eine Logik ein, die in enger Verbindung mit Begriffen
aus der algebraischen Topologie, wie Ecken, Kanten und Betti-Zahlen steht. Er
beweist auch ein Theorem, das ein Analogon zur Euler-Poincaré’schen Formel
ist. Die Briicke zur Topologie entsteht durch die Verbindung mit den existen-
tiellen Graphen, deren Logik Burch mit PAL abzubilden hofft. Hier soll nur
auf den algebraischen Teil seiner Logik eingegangen werden. Burch ist in der
Entwicklung von PAL von Herzbergers Artikel von 1981 [36] ausgegangen. Ziel
des Artikels von Herzberger war, die Peirce’sche Reduktionsthese zu beweisen.
Die Reduktionsthese ist nach Peirce die Grundlage fiir die Behauptung, dass
es genau drei Kategorien gibt. Um dem Leser die folgenden Seiten zu erleich-
tern, sei darauf hingewiesen, dass Burch die Relative von Peirce als Relationen
bezeichnet.

Die relationenlogische Reduktionsthese hat nach Burch zwei Komponenten:

Theorem 3.1 Fs gibt Relationen der Stelligkeit 3, die nicht aus Relationen der
Stelligkeit 1 und 2 erzeugt werden konnen, und es gibt Relationen der Stelligkeit
2, die nicht aus Relationen der Stelligkeit 1 erzeugt werden konnen.

1 Brady diskutiert ein analoges Beispiel ausfiihrlich auf [12], S. 33.
12Giehe [12], S. 42 und [20]. Worin Bradys Zweifel an Burch’ Versuch bestehen ist unklar.
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Theorem 3.2 Alle Relationen mit der Stelligkeit n € N kénnen aus Relationen
der Stelligkeit 1,2,3 erzeugt werden.

Nach Peirce gilt die Reduktionsthese so allgemein, dass sie in jedem Aufbau
der Logik giiltig ist. Deshalb kann sie auch Grundlage fiir seine Kategorienlehre
sein. Er folgert aus ihr, dass alles Sein, Tun und Denken mit Hilfe der drei Kate-
gorien beschrieben werden kann, die ihrerseits auf monadischen, dyadischen und
triadischen Relationen aufbauen. Dies kann er folgern, da das Denken und alles
Wirkliche den Gesetzen der Logik folgen muss. Die logische Reduktionsthese
fiihrt ihn also zu starken erkenntnistheoretischen und metaphysischen Thesen.

Herzberger beweist 1981 eine Version der Reduktionsthese [36]. Burch be-
weist eine allgemeinere Version des Satzes, der fiir die Quantorenlogik und fiir
PAL giiltig ist [18§].

Die zentrale Idee des Beweises von Herzberger ist die sogenannte ,,valency-
rule”, also die Stelligkeitsregel. Die Stelligkeitsregel soll an einem Beispiel erldutert
werden:

Betrachtet man den Satz ,, A gibt B an C” und den Satz ,, D ist Vater von E”,
und nimmt man auflerdem an, dass D und C identisch sind, so kann man einen
neuen Satz formulieren, der eine neue Relation ausdriickt: , A gibt B an den
Vater von E”. Man erhélt so aus zwei Sdtzen mit drei bzw. zwei Platzhaltern
(A, B,C, D, E) einen Satz mit drei Platzhaltern. Aus einer dreistelligen Relation
und einer zweistelligen Relation ist also durch Zusammenfiigen eine dreistellige
Relation geworden.

Es lasst sich allgemein zeigen, dass diese Art des Zusammenfiigens einer n-
stelligen und einer m-stelligen Relation zu einer (n + m — 2)-stelligen Relation
fithrt. Diese Tatsache wird Stelligkeitsregel genannt. Peirce verwendete oft die
Schreibweise der Chemie fiir Molekiile, um das Zusammenfiigen von Relationen
zu veranschaulichen. Man kann sich eine Peirce’sche n-stellige Relation vorstel-
len wie einen Punkt, von dem aus n lose Enden ausgehen, wie in den folgenden
Abbildungen zu sehen ist. Betrachtet man das Zusammenfiigen zweier Relatio-
nen der Stelligkeit n und m an einer Stelle mit Hilfe der Veranschaulichung der
losen Enden, so ist offensichtlich, dass die beiden Enden, an denen zusammen-
gefiigt wird, verschmelzen, und nicht mehr offen sind. Es entsteht eine Relation
der Stelligkeit n + m — 2. Diese Enden sind nummeriert, die erste Stelle der
Relation wird durch das mit 1 nummerierte lose Ende der Relation dargestellt.
Durch eine Permutationsoperation kénnen die Enden umnummeriert werden.
Fiigt man Relationen der Stelligkeit n und m an v Stellen zusammen, so erhélt
man nach der Stelligkeitsregel eine Relation der Stelligkeit n +m — 2v.

Beschriankt man sich bei n und m auf 1 und 2, so kommt man nie auf eine
hohere Zahl als 1 und 2. Deshalb kann man aus monadischen und dyadischen Re-
lationen keine triadischen Relationen erhalten. Dies ist die Begriindung fiir den
ersten Teil der Reduktionsthese. Wihlt man n und m aus der Menge {1, 2,3},
so erhélt man als Resultat von n+m — 2v zusétzlich auch die Stelligkeit 4. Man
kann also Relationen der Stelligkeit 1, 2, 3 und 4 aus einer Zusammenfiigung
von Relationen der Stelligkeit {1,2,3} erhalten. Nimmt man die so erhaltenen
Relationen, und fiigt sie erneut zusammen, so erhélt man Relationen aller Stel-
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Abbildung 3.1: Dyaden

%I%X

Abbildung 3.2: Triaden

ligkeiten. Dies ist die Begriindung fiir den zweiten Teil der Reduktionsthese.

Aus einem graphentheoretischen Blickwinkel kénnte man also sagen: Ohne
Verzweigung keine Verzweigung, mit Verzweigung jede Verzweigung.

Soweit die Beweisidee von Herzberger fiir die Reduktionsthese. Nun sollen
einige Gedanken von Burch verfolgt werden, die uns zur Beschreibung genuin
triadischer Relationen fithren werden:

Burch beginnt in seinem Buch mit der Einfithrung der Syntax. Spéter fiithrt er
zwei Semantiken ein, eine intensionale und eine extensionale, deren Wahrheits-
begriffe jedoch auf eine noch zu definierende Weise miteinander {ibereinstimmen
sollen. In PAL gibt es als Terme primitive Terme, Elemente und Arrays. Pri-
mitive Terme dieser Logik stehen fiir die Relationen. PAL besitzt abzéhlbar
unendlich viele primitive Terme jeder Stelligkeit, die indiziert sind durch die
natiirlichen Zahlen. Primitive Terme der Stelligkeit n werden mit R* bezeich-
net, wobei ¢ und n natiirliche Zahlen sind, ¢ bezeichnet den Index, n bezeichnet
die Stelligkeit des Terms. Als konstante primitive Terme gibt Burch U™, I"™ und
0™ an. Zur Veranschaulichung erklért er schon an dieser Stelle, dass U™ fiir die
Relation steht, die pradikatenlogisch durch z, = z1&...&x,, = x, ausgedriickt
wird. I™ steht fiir die Identitatsrelation x; = x2&...&x,,—1 = x,. Besonders
wichtig ist die ,triadische Identitét“. Betrachtet man die prédikatenlogische
Schreibweise, so erscheint diese Relation als zusammengesetzt aus zwei dya-
dischen Relationen. Dennoch kann gezeigt werden, dass sie genuin triadisch
isﬂ 0™ ist pradikatenlogisch gegeben durch xy # x1&...&x, # x,. Diese Re-
lationen konnen auch durch jede andere pradikatenlogisch dquivalente Formel

13[18], Theorem 6.2, S. 68.
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gegeben werden. Elemente werden rekursiv definiert: Man erhélt sie aus den
primitiven Termen durch wiederholte Anwendung einiger Operationen, ndmlich
Neg, Perm, Jy, Jo. Neg soll die Negationsoperation auf Relationen denotieren,
Perm soll die Permutationsoperation der Stellen auf Relationen denotieren, J
steht fiir Join und soll eine Zusammenfiigungsoperation fiir einzele Relationen
bzw. fiir Paare von Relationen denotieren. J ist eine Besonderheit von PAL,
tragt wesentlich zu der Néhe von PAL zur Topologie bei und entspricht dem
Verschmelzen der losen Enden in der Graphik. J;? ist definiert fiir Relationen
der Stelligkeit > 2 und identifiziert die i—te und j—te Stelle der Relation. Jéj
ist definiert fiir ein Paar von Relationen der Stelligkeit > 1 und identifiziert die
i—te Stelle der ersten Relation mit der j—ten Stelle der zweiten Relation. Burch
definiert die Stelligkeit, die Grofle, die Anzahl der Ecken, die 0—dimensionale
und die 1—dimensionale Bettizahl™ eines Elements F und beweist dann die
Euler-Poincaré Formel. Die Stelligkeit dndert sich nur durch die beiden Join-
Operationen. Werden zwei Relationen R} und R}* zusammengefiigt, so betréigt
die Stelligkeit n + m — 2. Die dritte Art der Terme in PAL sind die Arrays.
Arrays sind eine endliche Folge von Elementen. Die Stelligkeit, die Grofe, die
Anzahl der Ecken, die 0—dimensionale und die 1—dimensionale Bettizahl werden
als Summe der Stelligkeiten, Groflen, Anzahl der Ecken, die 0—dimensionalen
und die 1—dimensionalen Bettizahlen der einzelnen Folgenglieder berechnet.
Auf diesen fithrt Burch noch eine Aquivalenzrelation ein, néimlich ,,iquivalent
bis auf Permutation”. Alle bis auf Permutation dquivalenten Arrays haben die-
selbe Stelligkeit, Grofie, Anzahl der Ecken, 0—dimensionale und 1—dimensionale
Bettizahl. Auflerdem identifiziert er Arrays der Linge 1 mit den entsprechenden
Elementen.

Anschlieflend fiihrt Burch die Semantik von PAL ein, die aus einem exten-
sionalen und einem intensionalen Teil besteht. Dies soll hier im wesentlichen nur
fiir die primitiven Terme vorgefiihrt werden. Da Burch in diesem Teil Mengen
bendtigt, braucht er eine Hintergrundmengenlehre. Er wéhlt hierfiir ZFC aus,
bemerkt jedoch, dass auch NBG dafiir geeignet wére.

Den primitiven Termen wird sowohl durch die extensionale Semantik, als
auch durch die intensionale Semantik eine Bedeutung zugewiesen. Das Zuweisen
der Bedeutung geschieht durch Abbildungen, die Bewertungsfunktionen heifien.

Bevor die extensionale Bewertung der primitiven Terme Rf, angegeben wer-
den kann, muss der Begriff ,,n-Tupel™“ und , Kollektion von n-Tupeln™t“ defi-
niert werden:

Definition 3.1 Sei D eine nichtleere Menge, die weder T noch L enthdlt. Die
Elemente von Di%-"=1} heifen n—Folgen iiber . Bin n-Tupel™ t iiber
D sei eine Funktion von D1%"=1} in die Menge der Wahrheitswerte {T, 1},
so dass es hichstens ein s € DI0n=1b gibt mit ¢ (s) = T. Gibt es genau
ein s € DI%n=1t mit t (s) = T, so schreibt Burch (so, ...,5,_1) statt t. Das

140—dimensionale Bettizahl wird von Peirce und Burch Chorisis, 1—dimensionale Cyclosis
genannt. Siehe dazu [I§], S 8.

15Das, was in der heutigen Logik gewéhnlich n-Tupel genannt wird, dhnelt den n-Tupelt,
stimmt jedoch nicht damit iiberein. Burch nennt sie n-Tupel. [I§] S. 29.
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n-Tupel™, das jeder n-Folge den Wahrheitswert L zuordnet, heiffe das Null-n-
Tupelt Z™, das man auch als ( ..., ) schreiben kann, mit n Leerstelleﬂ. FEine
Menge von n-Tupeln™ diber D heifie  fiir n > 1 genau dann Kollektion von
n-Tupeln®, wenn sie entweder nur das Null-n-Tupelt enthdlt, oder das Null-n-
Tupelt nicht enthdlm also

{k:kc{z:ax n-Tupel'} N(k={Z"}VvZ" ¢k)}.
Die Wahrheitswerte T, L heiflen die beiden Kollektionen von 0-7 upel*H

Man kann sich eine Kollektion von n-Tupel™ vorstellen wie eine Matrix, in
der die Zeilen n-Tupel™ sind. Kollektionen von n-Tupel™ kénnen verwendet wer-
den, um primitiven Termen, Elementen und Arrays eine Bedeutung zuzuordnen.
Nach diesen Definitionen kann der Begriff extensionale Bewertungsfunktion”
fiir Relationen entsprechend Burch eingefiihrt werden:

Definition 3.2 FEine Funktion
* {R:I : RY prim. Term in PAL} — {a: o Kollektion von n-Tupeln™ diber D}

heif$t extensionale Bewertungsfunktion dber D oder zusammen mit der Menge
D Enterpretation (x, D), wenn sie jedem primitiven Term R! von PAL eine
Klasse von n-Tupeln™® * (Ril) tiber D zuordnet und dabei folgende Bedingungen
erfillt:

1. Dem primitiven Term U™ wird durch * die Kollektion von n-Tupeln™
zugeordnet, die alle n-Tupelt bis auf das Null-n-Tupel™ enthilt.

«(U") =V" = {X": X"n-Tupel " X" # 7"} .
2. Dem primitiven Term I™,n > 1 wird durch * diejenige Kollektion von

n-Tupelnt zugeordnet, die nur den n-Folgen mit gleichen Eintrigen den
Wahrheitswert T zuordnen, ohne das Null-n-Tupel™. Man kann also schrei-

ben: . { (80, -y Sn—-1) © (505 -+ Sn—1) }

n—Tupel+ N SQ = 81,y Sn—2 = Sp—1

8. Dem primitiven Term 0™ wird Z™ zugeordnet E

16Man erhilt also fiir jede n—Folge ein n-Tupelt, und auBerdem noch das Null-n-Tupelt
Z™.
17Siehe zur obenstehenden Definition [I8], Kapitel 3, S. 28, 29.

180-Tupelt sind Tupelt der Linge 0. Burch setzt voraus, dass die Wahrheitswerte die
einzigen 0-Tupel™ sind. Er nennt Kollektionen von n-Tupelnt Klassen von n-Tupelnt. Da
das Wort ,,Klasse” normalerweise in anderer Bedeutung verwendet wird, wird hier Kollektion
dafiir geschrieben. [I§] S. 29.

19Giehe zur obenstehenden Definition [I8], Kapitel 3, S. 36.
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Die Bewertungsfunktion muss auch passend sein fiir die oben erwéihnten
Operationen Neg, Perm, Ji, J>. Die Bewertung der Anwendung von Neg wird
durch Komplementbildung erklart, das Komplement von Z™ ist V™, also ist
* (Neg 0™) = V™. Die Interpretation der Permutation kann man sich so vor-
stellen, dass die Spalten der jeweiligen Kollektion von n-Tupel™ permutiert
werden. Um Arrays interpretieren zu koénnen fithrt Burch ein “Cartesisches
Produkt” einf%) das eine leichte Abwandlung unseres Cartesischen Produktes
ist. Das “Cartesische Produkt” nach Burch ist definiert zwischen Kollektionen
von n-Tupel™ und wurde so ergéinzt, dass auch das Produkt mit Z” und mit
T und L definiert ist. Dabei ist T eine Einheit beziiglich der Multiplikation x,
und L ist eine Null. Sei X™ eine Kollektion von n-Tupel™ :

X" x Z™ = Z™x X" = zntm
X'"xT = TxX"=X"und X"x L=1 xX"=2",
TxT = Tund Tx 1=1 xT =1.

Fiir eine Folge von Kollektionen von n-Tupel™ kann die Retraktion definiert
werden, die darin besteht, dass diejenigen Faktoren geloscht werden kénnen,
die fiir das “Cartesische Produkt” keine Rolle spielen. So ist die Retraktion
von X"T definiert als X". Dieser Begriff kann spéiter dazu genutzt werden um
festzustellen, welche Folgen von Kollektionen aufeinander reduzierbar sind. Ein
niichster wichtiger Begriff ist die ausgewdhlte doppelte Loschung®'} SD% (X™)
wihlt diejenigen n-Tupel™ aus, die an i—ter und an j—ter Stelle denselben
Eintrag haben und 16scht dann die i—te und die j—te Stelle, so dass man eine
Menge von (n — 2)-Tupeln™ erhélt. Mit Hilfe dieser Operation lisst sich die
Interpretation der Zusammenfiigungsoperatoren definieren. So ist

« (3 (RL,Ry)) = SDY (+ (RY) = (Rg")).

Als néchstes soll die intensionale Bewertungsfunktion fiir Relationen defi-
niert werden. Sie ist inspiriert von Kripkes Mogliche-Welten-Semantik. Statt
einer Familie moglicher Welten wird hier eine Familie von nichtleeren Mengen
vorausgesetzt, die weder T noch L enthalten. Fiir die intensionale Semantik
muss zunéchst erkliart werden, was ein “Relations-Simplex “ ist:

Definition 3.3 Eine Modell-Struktur M fiir PAL sei ein Paar von Mengen

(W, D), wobei D eine Menge nichtleerer Mengen Dy, w € W sei, die keinen

der beiden Wahrheitswerte enthalten. Sei Cy, die Menge der Kollektionen von

Tupeln™ diber Dy, und sei C die Menge aller Cy,. Fin Relations-Simplex ist eine

Funktion ¢ : W — |J C., wobei 1) (w) eine Kollektion von n-Tupel™ in C,,
weW

sei.

20Burch schreibt das “Cartesische Produkt” [I8], S. 32 mit Anfiihrungsstrichen, um es von
dem gewohnlichen zu unterscheiden.
21Bei Burch [I8], S. 33 selective double deletion.
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Nun kann die intensionale Bewertungsfunktion fiir primitive Terme definiert
werden. Spezielle intensionale Bewertungsfunktionen, namlich solche, die eine
Enterpretation induzieren, heiflen , Interpretation“. Dadurch, dass die Interpre-
tationen jeweils eine Enterpretation induzieren, kommt die Ubereinstimmung
des intensionalen und extensionalen Wahrheitsbegriffes zustande.

Definition 3.4 FEine intensionale Bewertungsfunktion v bildet primitive Terme
der Stelligkeit n auf Relations-Simplices der Stelligkeit n ab. Also ist ¢ (R;) eine
Funktion, die Elementen aus W eine Kollektion von n-Tupel™ in C,, zuordnet.

[« (RE)] (w) hat also dieselbe Struktur wie eine Enterpretation. Falls [¢ ()] (w)
fiir jedes w € W und fiir jeden Term ¢ von PAL eine Enterpretation ist, und auch
fiir andere Formeln von PAL auf dhnliche Weise eine Enterpretation induziert,
heifit ¢ eine ,, Interpretation “.

3.1.1 Nichtdegenerierte triadische Relationen

In der heutigen Logik wird angenommen, dass alle Relationen aus dyadischen
Relationen konstruiert werden konnen. Peirce behauptet, dass es triadische Re-
lative, zum Beispiel die triadische Identitéit gibt, die nicht aus monadischen und
dyadischen Relativen konstruierbar sind. Falls Relative sich aus Relativen ge-
ringerer Stelligkeit konstruieren lassen, so heiflen sie degeneriert. Auch hier wird
wieder das Wort Relationen fiir die Burch’sche Rekonstruktion der Peirce’schen
Relative verwendet.

Die These Peirce’, dass es triadische Relative gibt, die sich nicht aus mo-
nadischen und dyadischen Relativen konstruieren lassen, scheint zunéchst ei-
nigen Resultaten der modernen Logik zu Widersprechenm Burch stellt jedoch
fest, dass fiir diese Konstruktionen triadische Relationen im Peirce’schen Sin-
ne benétigt werden. Insbesondere wird meist die genuin triadische Identitiit I3
benb’tigﬂ Damit sind die so konstruierten triadischen Relationen nicht aus-
schliefflich aus monadischen und dyadischen, sondern aus monadischen, dya-
dischen und triadischen Relationen konstruiert worden. Es ist also bei dem
Ubersetzen der Peirce’schen Gedanken in heutige Sprache fiir jede Konstruk-
tion triadischer Relationen aus monadischen und dyadischen nachzupriifen, an
welcher Stelle eine triadische Relation im Sinne von Peirce, wie zum Beispiel die
triadische Identitédt, verwendet wird.

Burch zahlt Beispiele der heutigen Logik fiir Konstruktionen auf, in de-
nen Drittheit vorkommt, die also von nichtdegenerierten triadischen Relationen
abhéngen. Er nennt Konventionen als Beispiele und Konstruktionsregeln, die
das erlauben, was in der Prédikatenlogik Identifizieren freier Variablen genannt
wird. Auch das Formen Boole’scher Produkte, wie zum Beispiel Px&Qx, ist ein
solches Beispiel. Burch meint hier wohl, dass dabei die freie Variable x von Px
und die freie Variable x von Qz identifiziert werden. Das Identifizieren freier
Variablen erlaubt aus Relationen ausschliellich gerader Stelligkeit Relationen

22[18], Kapitel 10, S. 117ff.
23[18], Kapitel 7, S. 71ff.
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ungerader Stelligkeit zu konstruieren. Dies ist jedoch nachweislich mit den zur
Reduktion zugelassenen Operationen nicht méglicﬂ Als weiteres Beispiel fiir
die Konstruktionen, fiir die Peirce’sche triadische Relationen nétig sind, nennt
er die Quantifizierung und zwei Operationen von Bernays.

Die der Peirce’schen Reduktionsthese scheinbar widersprechenden Theoreme
der Logik hiangen also nach Burch von nichtdegenerierten triadischen Relatio-
nen a@ Peirce will mit seiner Reduktionsthese nicht behaupten, dass man
triadische Relationen iiberhaupt nicht reduzieren kann, sondern nur, dass man
sie nicht reduzieren kénne, ohne triadische Elemente zu verwenden.

Nach diesen Beispielen sollen einige Ideen skizziert werden, um zu zeigen,
dass es nichtdegenerierte triadische Relationen gibt. Relationen heiflen in der
Burch’schen Rekonstruktion dann degeneriert, wenn sie sich aus Relationen
niedriger Stelligkeit durch die oben angegebenen Operationen Neg, Perm, Jy, Ja,
durch Gleichsetzen oder durch Aneinanderhédngen mittels des Burch’schen ,,Car-
tesischen Produkts” erhalten lassen.

Damit kann der Grund, warum es nichtdegenerierte Relationen gibt, durch
einen einfachen Gedankengang illustriert werden: Um Relationen hoherer Stel-
ligkeit aus Relationen niedrigerer Stelligkeit zu konstruieren, gibt es nur zwei
Moglichkeiten, da Neg und Perm die Stelligkeit nicht verdndern. Die erste
Moglichkeit besteht einfach darin, Relationen aneinanderzuhéngen. Dies ent-
spricht hier dem Aneinanderhingen von Kollektionen von Tupeln™ durch das
»Cartesische Produkt”. Werden Relationen R;* und R auf diese Weise anein-
andergehéngt, also auf eine Weise, die mit dem , Cartesischen Produkt” ver-
tréglich ist, so wird dies geschrieben als R}' o R7"; nicht alle Relationen kénnen
auf diese Weise konstruiert werden. Die zweite Moglichkeit, Relationen hoherer
Stelligkeit aus solchen niedrigerer Stelligkeit zu konstruieren, ist durch die Zu-
sammenfiigungsoperation J> gegeben. Hat man zwei Relationen R} und R},
und diese werden an Stellen 4, j zusammengefiigt, so hat die resultierende Re-
lation Jy” (R}, RT") die Stelligkeit n 4+ m — 2 . Deshalb kann auf diese Weise
keine Relation hoherer Stelligkeit aus monadischen und dyadischen Relationen
konstruiert werden. Zum Beweis, dass nicht alle Relationen durch o konstruiert
werden konnen, geht Burch von einer Menge D mit mehr als zwei Elementen
aus, auf der eine Enterpretation definiert ist. Dann zeigt er, dass es fiir jedes
k € N eine Kollektion von k-Tupeln™ X iiber D gibt, die nicht ein Produkt
zweier Kollektionen von Tupeln™ Y™ x W™ ist. Fiir k = 0 und k = 1 ist dies
leicht ersichtlich. Fiir £ > 2 nimmt Burch einfach die Kollektion von k-Tupeln™,
die durch die beiden k-Tupelt (a,...,a), (b,...,b) gegeben ist, wobei a,b € D.
Da X* mehr als ein Element hat, muss entweder Y oder W™ mechr als ein
Element haben. O.B.d.A. habe W mehr als ein Element. Dann miissten bei
mehreren Elemente in X% die ersten n Stellen iibereinstimmen, was nicht der
Fall ist.

Unter den gleichen Voraussetzungen fiir D kann gezeigt werden, dass fiir
jedes k > 2, k € N die Relation [ E nicht durch ein Produkt zweier Kollek-

24Siehe [18], Kapitel 5 S. 58, 59 und Kapitel 10, S. 118.
25Die in diesem Abschnitt angedeuteten Resultate finden sich in [I8], Kapitel 10, S. 117 ff.
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tionen von Tupelnt Y™ x W™ erhiltlich ist. Dies gilt, da auch I* keine zwei
k-Tupel™ als Elemente hat, deren erste n Glieder {ibereinstimmen, denn I* hat
als Elemente alle k-Tupel™ der Form (a, ..., a), fiir beliebige a € D.

Damit ist auch gezeigt, dass die triadische Identitdt nicht degeneriert ist,
denn sie kann wegen der Stelligkeitsregel nicht mit Hilfe von J konstruiert wer-
den.

3.1.2 Hypostatische Abstraktion

Burch fithrt kurz vor dem Beweis des extensionalen und intensionalen Reduk-
tionstheorems die hypostatische Abstraktion als wichtiges Werkzeug eirﬂ Er
geht dazu von einem oft verwendeten Peirce’schen Beispiel aus, namlich der
Relation

x1 gibt 2o an x3.

Dieses Beispiel wird auch durch
7 ist Geber von x5 an x3

ausgedriickt. Eine hypostatische Abstraktion dieser Relation sagt aus, dass
Beispiele fiir den Akt des Gebens existieren. Es besteht eine spezifische dyadische
Relation von 1 zum Akt des Gebens, nidmlich die Relation des Gebers. Auch x5
hat eine dyadische Relation zu dem genannten Akt des Gebens, ndmlich die Re-
lation des Gegeben-Werdens und x3 hat die dyadische Relation des Empfangers
des Gegebenen zu dem Akt des Gebens. Burch schreibt, dass in der Quantoren-
logik die hypostatische Abstraktion reprisentiert wiirde durch das Ersetzen der
primitiven wohlgeformten Formel

G (21,22, 73)
durch die wohlgeformte Formel
(G (y) &I (21, y) &la (v2,y) &l3 (73,9)]

wobei I, I5, I3 die oben genannten dyadischen Relationen sind und G fiir
die monadische Relation des Gebens steht. In PAL benétigt man fiir die hypo-
statische Abstraktion die triadische Identitét.

Eine Verbindung zu Peirce’ Theorie des Kontinuums ist, dass Peirce die hy-
postatische Abstraktion, hier den Akt des Gebens, vermutlich als Universalie be-
trachten wiirde. Die Universalie wird von einem Kontinuum von Moglichkeiten
erfiillt, diese fallen unter ihren Begriff. Zu den Universalien gehort Peirce’ An-
sicht nach Drittheit.

26Siehe [18], Kapitel 9, S. 105.
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3.1.3 Verhiltnis von PAL und der Pradikatenlogik

Burch zeigt, daBl jede Formel der Pradikatenlogik erster Stufe mit Identitét ohne
Funktionssymbole und Konstanten”’| in eine Formel von PAL iibersetzt werden
kann. Dazu werden Operatoren bendétigt, die das Negieren von PAL-Formeln
ermdglichen. Mit der Ubersetzung ist gezeigt, dass, wenn die Reduktionsthese
in PAL giiltig ist, sie auch in der Pradikatenlogik erster Stufe Giiltigkeit hat.
Burch stellt sich als néchstes die Frage, ob es Konstruktionen nichtdegenerier-
ter triadischer Relationen geben koénnte, die nicht in PAL formalisierbar seien.
Diese diirften dann auch nicht in der Préadiktenlogik erster Stufe formalisierbar
sein. Er vermutet, dass auch Formeln in Pradikatenlogik hoherer Stufe in PAL
formalisierbar sind, da in PAL hypostatische Abstraktion formalisierbar ist, und
damit seiner Ansicht nach auch Quantifizierung iiber Relationen und Relatio-
nen von Relationen formalisierbar sein mﬁssteﬂ Er kommt so zu der These,
dass alle relationalen Konstruktionen in PAL ausdriickbar, d.h. formalisierbar
seien@ Das wiirde bedeuten, dass die Reduktionsthese ohne Einschrinkung
giiltig ware.

3.1.4 Peirce und Boole

Nach der Erlduterung der Reduktionsthese soll noch erwéhnt werden, dass Peir-
ce in seiner algebraischen Logik 1880 auch mit der Entwicklung einer Verbands-
theorie begonnen hat und mit einer Theorie reflexiver und transitiver Relatio-
nen. Dies wird 1890 von Schroder in seiner Algebra der Logik fortgesetzt. Peirce
versucht die Boole’sche Algebra in die gewthnliche Algebra einzubetten, und
fasst die beiden Wahrheitswerte als zusétzliche Konstanten auf. Spéter stellt er
fest, dass die Boole’sche Algebra Wahrscheinlichkeitsrechnung fiir Allwissende
sei. Fiir Allwissende habe jedes Ereignis entweder die Wahrscheinlichkeit 1 oder
die Wahrscheinlichkeit 0, und deshalb sei die arithmetisch zu lesende Gleichung
z (v — 1) = 0 fiir jede Wahrscheinlichkeit z erfiillf®}

3.2 Nichtwiderspruchsprinzip und Prinzip des
ausgeschlossenen Dritten

Peirce will das Kontinuum als Diskursuniversum verwenden. Er behauptet, dass
unsere gewohnlich verwendeten Diskursuniversen Kontinua sind und im Kon-
tinuum und bei allgemeinen Aussagen das Prinzip des ausgeschlossenen Drit-
ten nicht gilt. Peirce spricht iiber allgemeine Aussagen auch als Allaussagen.
Bei Aussagen iiber Moglichkeiten oder existenzquantifizierten Aussagen soll das
Nichtwiderspruchsprinzip nicht gelten. Dabei ist nicht ganz klar, was Peirce

27Funktionssymbole kénnen durch Pridikate definiert werden, und Konstanten kénnen bei
der Pridikatenlogik erster Stufe mit Identitét eliminiert werden. Siehe [18], S. 93.

28Giehe [18], Kapitel 10, S. 121. Zur hypostatischen Abstraktion siehe S. 105 ff.

29[18], Kapitel 10, S. 121, 122.

30Siehe [81], S. 1.
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unter dem Prinzip des ausgeschlossenen Dritten und dem Nichtwiderspruchs-
prinzip versteht. Im Manuskript 1147 [104], das aus Eintréigen fiir das Baldwin
Dictionary besteht, stellt Peirce verschiedene Formulierungen der beiden alten
und wohlbekannten logischen Prinzipien vor. In diesem Manuskript versteht
Peirce die Negation als Relation und vergleicht sie mit anderen Relationen.

Im Folgenden sollen anhand der Zitate aus den Notizen fiir das Baldwin
Dictionary und spéterer Zitate stérkere und schwéchere Formen des Nichtwi-
derspruchsprinzips unterschieden werden, die sich durch verschiedene Negatio-
nen ergeben. Die verschiedenen Formulierungen der Prinzipien miissen insoweit
relativiert werden, als Peirce fiir das Baldwin Dictionary moglicherweise nicht
seine ureigenen Gedanken, sondern die in der damaligen Zeit iiblichen Formulie-
rungen der Prinzipien erldutert. In der nachcantorschen Periode scheint Peirce
die Vorstellung von einem stérkeren Prinzip des ausgeschlossenen Dritten zu
haben.

Peirce macht entsprechend den Gepflogenheiten seiner Zeit keine Unterschei-
dung zwischen dem, was wir heute Metasprache und Objektsprache nennen,
auch legte er sich auf keine Sprache fest.

3.2.1 Zur ersten Formulierung des Nichtwiderspruchsprin-
zips in MS 1147

Peirce nennt drei Prinzipien, die hdufig Gesetze des Denkens genannt werden,
nédmlich das Prinzip der Identitét, ein Prinzip, das er Prinzip des Widerspruchs
nennt und das Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten. Zu den beiden letzteren
schreibt er:

II. The Principle of Contradiction: A is not not-A

III. The Principle of Excluded Middle: Everything is either
A or not A. [104], S.1.

Das Nichtwiderspruchsprinzip, hier Prinzip des Widerspruchs genannt, kann
Peirce’ Ansicht nach verstanden werden als eine Erkldrung der Negation. ,,Nicht”
bestimme das Gegenteil oder das Dual@ einer Aussage A. ,Nicht A” sei al-
so das Gegenteil von A. Dann erklédrt Peirce, dass die Negation einer Aussa-
ge universell zu verstehen sei. ,,Nicht A” meint also nicht ,nicht manche A”,
sondern ,kein A”. Weiter erwidhnt Peirce Relationen, die ihr eigenes ,,Dua-
les” sind. Damit scheinen Relationen gemeint zu sein, die auf ihre Anwen-
dung angewendet, wieder dasselbe ergeben. In die heutige Sprache iibersetzt
wire etwa fir R C X x X zR := {y € X : 2Ry}, und fiir eine Menge M
MR :={ye€ X :Vo(x € M = xRy)}. Man erhilt eine weitere Anwendung von
R durch R (zR) :={z €: Yy (y € xR = zRy)}. Es soll ein Beispiel mit der Re-
lation # vorgefiithrt werden:

Sei X := R, R :=#, x := 3. Dann ist zR = 3 #= {y € R:3 # y} und
R(zR)={zeR:Vy(yczR=zRy)} ={z€eR:VyB#y=2#y)} ={3}.

31Peirce schrieb , converse”.
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Insofern kann man sagen, dass die Relation # ihr eigenes Duales ist. Peirce nennt
als Beispiele:

Every A is other than everything that is other than every A,
or Any A is not anything that is not any A. [104], S. 2.

Das letzte Beispiel hat groBe Ahnlichkeiten mit dem, was Peirce als Prinzip
des Nichtwiderspruchs bezeichnet hat. Mit seinen Beispielen will Peirce wohl Re-
lationen mit der Negation in Zusammenhang bringen, die wichtige Eigenschaften
mit dieser teilen. Sei nun A die durch das Pridikat A bestimmte Menge, oder das
durch A bestimmte Kontinuum und sei A C X. Man kann nun, falls A eine Men-
ge ist, AR definieren als AR := {y € X : Vo € A xRy}. Wieder kann man die
Relation doppelt auf A anwenden: R(AR) := {z € X :y € AR = zRy}. Das
wiirde bedeuten, dass Peirce NON (ANON) = A als eine Formulierung des
Nichtwiderspruchsprinzips gesehen hétte, wobei NON die Peirce’sche Negati-
onsrelation bezeichnet.

3.2.2 Zur zweiten Formulierung des Nichtwiderspruchs-
prinzips in MS 1147

Als eine weitere mogliche Formulierung schligt Peirce eine uns geldufigere vor:

On the other hand, the principle of contradiction may be understood
to mean that which is at once A and not A is nonexistent, just as
that which is at once A and the father of A is nonexistent. [104], S.
2.

Zu diesem Zitat sei folgende ausfiihrliche Interpretation angefiigt: Peirce
spricht von der Nichtexistenz von etwas, das sowohl A als auch nicht A ist. Un-
ter Existenz versteht er je nach Kontext die Existenz in einem der drei Modi
des Seins (Moglichkeit, Aktualitdt, Notwendigkeit), oder einfach die Existenz
als ,,Sein eines physischen Dings”@ Mit Existenz scheint er also so etwas wie
Realsein gemeint zu haben, deshalb koénnte dies in unsere heutige Logik mit
Elt := 3z : x = t iibersetzt werden, wobei ¢ fiir einen Term steht. Dies kann in
einer freien Logik formuliert werden, wie sie LinkF’_?| vorgestellt hat. Der innere
Teil des Satzes, ,,that which is at once A and not A” muss noch néher untersucht
werden. Es ist nicht klar, ob Peirce mit A einen Satz oder ein Pradikat gemeint
hat. Das obige Zitat legt eher nahe, dass er von Prédikaten P spricht und be-
liebigen Subjekten S: (S ist P) & (S ist nicht P). Dabei nennt Peirce das Wort
,»ist” wie {iblich die Kopula. Die Kopula verbirgt in sich die Inklusionsrelation
und den Folgerungspfeil. Beides schreibt er als _>—_.

»(S ist P)” heiit so viel wie S gehort zu den P’s, also S ist Element der Ex-
tension von P. Der innere Teil des Satzes, hier als ,,(S ist P) & (S ist nicht P)”
iibersetzt, klingt zundchst wie ein quantorenfreier Ausdruck. Dies tiduscht, da S

328iehe dazu [109)], S. 4.
33Siehe [51], S. 151.
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sowohl ein primitives Individuum, d.h. ein einzelnes Ding sein kann, als auch eine
Menge, als auch eine Universalie wie ,Mensch”, die nach Peirce ein Kontinuum
aufspannt. Auch das Pridikat kann entweder ein solches sein, das eine Menge
definiert, oder eines wie ,,Blume”, das nach Peirce eine Universalie bezeichnet.
Sei | P| die Extension von P. Nehmen wir zunéchst an, |P| sei eine Menge. Falls S
ein primitives Individuum ist, wére (S ist P) zu lesen als S € |P|, oder |S| C |P|,
wobei | S| eine einelementige Menge ist. Auch falls | S| eine Menge ist, so wére die
Kopula mit dem Teilmengenzeichen zu iibersetzen, also wére (S ist P) zu lesen
als |S| C |P|. Wéren sowohl S als auch P universal, so miisste man schreiben
»|S| ist Teil von | P|”, wobei ,, Teil von” noch niher zu definieren wére. Alle diese
Fille lassen sich mit Hilfe des mereologischen Teilbegriffs zusammenfasseﬂ
Man schreibt |S| C |P].

Man kann sich die mereologische Teilbeziehung mit Hilfe von Gebieten in ei-
ner Ebene veranschaulichen. Diese kénnen sich iiberlappen, oder sie kénnen kei-
nen gemeinsamen Teil haben, oder ein Gebiet kann im anderen liegen, also Teil
von diesem sein. Im Fall der Ebene wird in der Mereologie also ein geometrischer
Standpunkt eingenommen, der von der Interpretation von Gebieten als Mengen
von Punkten absieht. So wird auch zwischen den Objekten {a},{{a}},{{{a}}}
nicht unterschieden. Insofern wird auch die Frage gegenstandslos, ob man fiir
Individuen S schreiben soll S C |P| oder |S| C |P]|.

Da ,,that which is at once A and not A” eigentlich keine Denotation haben
soll und ,;that” ein bestimmter Artikel ist, wird der (-Operator verwendet. Ein
andere Moglichkeit wire, ,,at once A and not A” als Priadikat aufzufassen. Man
erhélt als mogliche Teiliibersetzung in die heutige Logi@

=Bl (z E|P|) A (@ C |~ P|)) baw. =3y Mz ((z T |P|) A (z C |~ P)]y,
Dabei sei
(~ P)a = —Pa.

Analysiert man A nicht in der vorgeschlagenen Weise, so erhilt man

—Elx (Alz] A—=A[z]) bzw. =3y [Ax (A [x] A A [z])] v.

Fiir das letzte Zitat mag dies eine sinnvolle Ubersetzung sein, jedoch tauchen
in Peirce’ Texten dauernd Ausdriicke der Form ,,(S ist P)”, also |S| C |P| auf.
Damit ist die Analyse von ,that which is at once A and not A” abgeschlossen.

3.2.3 Verbindung zwischen dem Nichtwiderspruchsprin-
zip und dem Prinzip des ausgeschlossenen Dritten
in MS 1147

Je nachdem, welche Formulierung des Nichtwiderspruchsprinzips verwendet wird,
ergibt sich nach Peirce eine andere Formulierung des Prinzips des ausgeschlos-
senen Dritten. Jede der beiden Formulierungen fithrt zu einer anderen Logik.

34Siehe [51], 415 ff.
35Zur freien Logik siehe [51], S. 192.
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Er bezeichnet beide als fiir den Aufbau einer Logik geeignet, die Logik miisse
fiir jede dieser Formulierungen unterschiedlich entwickelt werden.

Zu der ersten Formulierung des Nichtwiderspruchsprinzips ,, A ist nicht nicht
A” gehort die Formulierung des Prinzips des ausgeschlossenen Dritten als ,,Nicht
nicht A ist A”. Es ist hierbei zu beachten, dass Peirce wieder mit A vermutlich
nicht einen Satz, sondern ein Pridikat meint. ,,Nicht nicht A ist A” soll bedeuten,
dass alle Nicht-nicht-A’s, also all das, was die unter das Pridikat ,,Nicht nicht
A” fillt, auch unter das Pradikat A fillt, also |~~ A| C |A|. Dieses Prinzip ist
klassisch, aber nicht intuitionistisch giilti

Nun zur zweiten Formulierung des Nichtwiderspruchsprinzips und ihrer Ver-
bindung zum Prinzip des ausgeschossenen Dritten. Zu

What is, at once, A and not A, is non-existent. [I04], S. 3
gehort folgende Formulierung des Prinzips des ausgeschlossenen Dritten:
Whatever exists is either A or not A. [I04], S. 3.
Dieses Prinzip des Nichtwiderspruchs kann man lesen als
(S ist P) oder (S ist nicht P).

Nimmt man die Analyse des ,, Whatever exists” mit auf, so erhélt man wie oben.

Ve (Bl — (¢ C[P|) V (2 C |~ PI)) baw. Va (Blz — Dy (y € |P) V (y C |~ P])] ).

In der freien Logik gilt fiir Formeln ¢ die Regel:Vz (Elz — ¢) < Vmﬂ
also erhélt man

Vo ((z T |P[)V (z E [~ P[)) bzw. Vo (Ay ((y E[P) V (y E [~ P[)]z).

Diskussion des Wortes ,,nicht”

Peirce schligt eine Deutung des Wortes ,,nicht” vor: Man kann ein Analogon zu
,Nicht nicht A ist A” finden, indem man statt ,,nicht A” einsetzt ,etwas, das
identisch ist mit etwas ausserhalb von A”. Damit wird der Gedanke aufgegriffen,
der bei dem Beispiel mit der Relation # diskutiert wurde. Man erhélt so das,
was Peirce schreibt:

Whatever is identical with something besides things identical with
something besides A is A. [104], S. 3.

Peirce weist auf implizite Voraussetzungen des Prinzips hin. Wird das als
letztes zitierte Prinzip zum Beispiel fiir Individueﬂ formuliert, dann muss man

36Siehe dazu im zweiten Teil das Kapitel iiber die konstruktive Sicht des Kontinuums.

37Siehe [51] S.191 ff.

3%Dabei wird hier nicht untersucht, welche impliziten Voraussetzungen fiir abgeleitete Indi-
viduen bestehen wiirden.
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nach Peirce voraussetzen, dass das Universum, iiber das gesprochen wird, min-
destens zwei Individuen enthélt. Peirce meint wohl, dass kein Quantor in den As
vorkommen darf. In heutiger Logik kann z.B. in einem Ausdruck mit :—Operator
sehr wohl ein Quantor vorkommen, ohne dass solche impliziten Voraussetzungen
entstehen. Die Peirce’sche Auffassung weicht wohl davon ab. Peirce schligt vor,
das Prinzip umzuformulieren in:

A is not-not-A, if there is anything not A. [104], S. 3, zweite Version.

Er betont auch, dass die Identitétsrelation ihr eigenes Duales sei, wie oben
fiir die Negationsrelation dargelegt. Aus diesem Grund schreibt er,

The principle of contradiction justifies the simple conversion. [104],
S. 3, zweite Version.

Das Prinzip des ausgeschlossenen Dritten hingegen erlaubt den Schluss:

Everything but A is B
.. Everything but B is A. [I04], S. 4, zweite Version.

Spiéter diskutiert Peirce, ob die beiden genannten Prinzipien auch als Teil der
Definition, oder als vollsténdige Definition der Bedeutung des Wortes ,,nicht”
verstanden werden konnen, wie dies von Mill und anderen Logiker vorgeschlagen
wurde. Peirce wendet hierzu ein, dass , A non est non A“ als Definition gegen
die Regel verstosst, dass das Definiendum nicht in der Definition stehen darf. Er
fordert also an dieser Stelle, dass die Definition priadikativ sein solle, riumt aber
ein, dass man diskutieren kann, ob diese Regel fiir logische Ausdriicke gelten soll.
Schreibt man statt dessen fiir das Nichtwiderspruchsprinzip ,, A est non non A,
wie er es vorgeschlagen hat, so ist dieser Einwand gegenstandslos.

3.2.4 Weitere Formulierungen des Prinzips des ausgeschlos-
senen Dritten

In diesem Abschnitt werden Zitate betrachtet, in denen Peirce seine eigene Auf-
fassung zu den beiden Prinzipien kundgetan haben dﬁrftdﬂ Es gibt einige Zi-
tate, die nahelegen, dass Peirce mit dem Prinzip des ausgeschlossenen Drit-
ten ((|S|C|P|)V (]S| C |~ PJ|)) gemeint hat, und einige, die nahelegen, dass
er mit dem Prinzip des ausgeschlossenen Dritten ((|S| C |P|) VvV = (|S|C |P|))
gemeint hat, wobei vor dem jeweiligen Ausdruck noch wie oben ein Existenz-
quantor stehen kénnte. Es ldsst sich somit sagen, dass der Satz (|S| C | P|) sich
auf zwei verschiedene Arten negieren lésst. Die gewéhlte Interpretation der Ne-
gation konnte jeweils von der gewihlten Interpretation der Kopula abhingen.
Diese beiden verschiedenen Negationsweisen fithren zu zwei unterschiedlichen
Interpretationsmoglichkeiten des Prinzips des ausgeschlossenen Dritten und des

39Einige der Formulierungen des Prinzips des ausgeschlossenen Dritten wurden auch in [T32]
untersucht.
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Nichtwiderspruchsprinzips. Die eine Negationsweise fiihrt zu einer schwécheren
Form des Nichtwiderspruchsprinzips und des Prinzips des ausgeschlossenen Drit-
ten, die zweite fiihrt zu einer stérkeren Form dieser beiden Prinzipien. Aus der
Literatur ergibt sich, dass Peirce beide Formulierungsweisen verwendet hat.

In einer Schrift iiber vielwertige Logik definiert Peirce das Prinzip des aus-
geschlossenen Dritten folgendermafien:

Every proposition is either true or false. [T12], S. 750.

Dies ist eine dritte Peirce’sche Formulierung des Prinzips des ausgeschlos-
senen Dritten. Sie scheint von Peirce in den spéten Jahren bevorzugt diskutiert
worden zu sein. Das starke Prinzip des ausgeschlossenen Dritten ( (|S| C |P|) V
= (]S| C |P|)) und das Prinzip ,,Jede Proposition ist entweder wahr oder falsch“
ist eine Folgerung aus diesem Prinzip, das in Zukunft Bivalenzprinzip genannt
werden soll.

Lane [46] vertritt die Ansicht, dass Peirce mit dem Prinzip des ausgeschlos-
senen Dritten ausschlielich ((|S| C |P]) V (]S| E |~ P|)) gemeint hat. Er belegt
dies zum Beispiel mit einem Zitat von 1908:

By the Principle of Excluded Middle (or of excluded third), is
always meant the principle, that no pair of mutually contradictory
predicates are both false of any individual subject. MS 611, S. 13,
cit in [46], S. 688.

Mit ,,mutually contradictory predicates” P und ) konnte
((STEP) = (S| El~@D)AWS] E 1Q) = (S| E [~ P]))

gemeint sein. Setzt man fiir @ nun ~ P ein, so erhélt man, dass ~~ P und P fiir
dieselben Subjekte erfiillt sind. Diese Formulierung hatten wir a.a.O. gesehen.

In einer Aussage von Peirce von 1910 finden sich unmittelbar hintereinander
zwei Formulierungen des Prinzips des ausgeschlossenen Dritten.

..., every educated boy was taught that of two ,,contradictories®,
that is, of two assertions flatly contradicting one another, and no
more, one or other must be true, which is about as satisfactory a
statement, of the principle of excluded third, (though without cha-
racterizing it as a principle of the substance), as the usual formula
of today, ,,A is either B or not B“. @[110}, S. 23.

In dem zitierten Manuskript will Peirce jungen Leuten etwas iiber Logik er-
kldren. In dieser Zeit hat bei Peirce das Vertrauen in die Allgemeingiiltigkeit
der klassischen Logik nachgelassen, da er sich von der Bedeutung der Logik der
Vagheit und Allgemeinheit iiberzeugt hatte. Im obigen Zitat scheint die erste
Formulierung des Prinzips des ausgeschlossenen Dritten der heute tiblichen pvV—p

40Es ist nicht klar, wo die im Manuskript iiber die Zeile geschriebenen Worte ,,of the sub-
stance” hingehoren.
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zu entsprechen, die eine Verallgemeinerung von ((|S| C |P|) V = (|S| C |P])) ist.
Die zweite Formulierung ist ,A is either B or not B* und wurde schon dis-
kutiert. 1909/1910 schreibt Peirce iiber verschiedene Arten von Propositionen
und dabei {iber verschiedene Weisen der Negation. Eine der Weisen, die Propo-
sition (]S| C |P]) zu negieren, sei (|S| C |~ P|). Eine andere Weise (|S| C |P|)
zu negieren, nennt er die echte Negation. Er schreibt, diese Art der Negati-
on wiirde auf die Kopula einwirken und die Natur der Behauptung umkehren.
Diese Interpretation, dass diese Art von Negation auf die Kopula einwirkt, ist
ungewohnlich. Peirce meinte vermutlich mit der echten Negation eines Satzes
einfach = (|S| C |P|). Peirce schreibt iiber die beiden Negationen:

Tatséchlich gibt es zwei Arten von Negation, die eine, blof} ober-
flachliche, die das Priadikat negiert ,,S est non P“, eine Form von
Proposition, welche die lateinischen Logiker ,infinite“ oder , infinita-
te“ nennen, und die echte Negation, welche auf die Kopula einwirkt
und, indem sie dies tut, dazu neigt, die Natur der Behauptung um-
zukehren [107], S. 41@

Fiir Individuen fiihren die echte Negation und die schwache Negation zu
einem dquivalenten Ergebnis. Handelt es sich nicht um Individuen, erhélt man
unterschiedliche Ergebnisse. Spricht man von einer bestimmten Menge von Indi-
viduen und verwendet das Wort ,,alle”, so ist die schwéchere Form des Prinzips
des ausgeschlossenen Dritten nicht mehr giiltig, die stdrkere bleibt hingegen
giiltig. Zum Beispiel ist weder ,, Alle natiirlichen Zahlen sind gerade®, noch , Al-
le natiirlichen Zahlen sind ungerade“ wahr, aber ,,Nicht (Alle natiirlichen Zahlen
sind gerade)“ ist wahr. Ist die Menge zusiitzlich unbestimmt, so scheint Peirce
zu behaupten, dass auch das stérkere Prinzip des ausgeschlossenen Dritten nicht
gilt. Ahnliches lisst sich fiir das Nichtwiderspruchsprinzip sagen.

Das starke Prinzip des ausgeschlossenen Dritten ((|S] C |P]) V = (|S| C | P)))
gilt nicht nur fiir ein Einzelindividuum, sondern auch fiir mehrere tatséchlich
voneinander unterschiedene Individuen. Das starke Prinzip des ausgeschlossenen
Dritten und das Prinzip ,,Jede Proposition ist entweder wahr oder falsch“ sind
nur dann gleichbedeutend, wenn es keinen anderen Wahrheitswert als wahr oder
falsch gibt, wenn also falsch gleichbedeutend ist mit nicht wahr.

Dasselbe Interpretationsproblem gibt es bei dem Nichtwiderspruchsprinzip.
Fiir ein bestimmtes einzelnes Subjekt S gilt, dass ((|S| C |P]) A (|S| C |~ P|))
nicht giiltig sein kann. Zum Beispiel kann man von einer einzelnen ganzen Zahl
sagen, ob sie gerade ist, oder ob sie ungerade ist, und keine Zahl ist gleichzeitig
gerade und ungerade. Die Zahl zwei ist gerade, und nicht gleichzeitig ungera-
de. Es gilt jedoch, dass sowohl ,Manche natiirlichen Zahlen sind gerade®, als
auch ,Manche natiirlichen Zahlen sind ungerade“ wahr ist. Es gilt aber nicht,
dass sowohl ,,Manche natiirlichen Zahlen sind gerade“ wahr ist, als auch , Nicht
(Manche natiirlichen Zahlen sind gerade)“ wahr ist. Deshalb ist fiir die Menge

41 Deutschiibersetzung von Helmut Pape, der in drei Semiotikbénden viele unveréffentlichte
Peirce’sche Texte zuginglich gemacht hat.
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von wohlunterschiedenen Individuen der natiirlichen Zahlen das starke Nichtwi-
derspruchsprinzip —((|S| E |P|) A = (]S] E |P])) weiterhin giiltig, wiihrend das
schwache Nichtwiderspruchsprinzip = ((|S| C |P|) A (|S] C |~ P|)) nicht giiltig
ist.

3.3 Mengen

Peirce schreibt haufig, dass Mengen dadurch charakterisiert sind, dass sie wohl-
unterschiedene Elemente haben. Von den meisten Mathematikern wird unter ei-
ner Menge das verstanden, was durch die Mengenlehre von Zermelo und Frankel
zusammen mit dem Auswahlaxiom (ZFC) festgelegt ist. Es gibt aber auch an-
dere Entwiirfe einer Mengenlehre, zum Beispiel die Mengenlehre von Neumann,
Bernays und Gédel (NBG) und auch Quines Mengenlehre, die NF genannt
wird. Jede dieser Mengenlehren nennt andere Objekte Mengen. Auch gibt es in
jeder dieser Mengenlehren wegen der Godel’schen Unvollstéindigkeitssitze un-
abhéngige Aussagen, die man innerhalb der gegebenen Theorie weder beweisen
noch widerlegen kann. Das Verstédndnis, was eine Menge sein soll, ist also nicht
vollsténdig festgelegt. Meist werden die Diskussionen iiber die geeigneten Axio-
me formal gefithrt. Es werden zum Beispiel die Folgerungen aus einem neuen
Axiom {iberpriift. Sind diese mathematisch interessant, so ist dies ein Argu-
ment, das neue Axiom hinzuzunehmen. Peirce geht nicht so vor. Er iiberlegt,
was eine Menge sein soll. Diese Uberlegungen sind von Cantors Definition beein-
flusst. Peirce scheint aber von Mengen eine engere Vorstellung haben als Cantor.
Er will, dass Mengen zusétzlich zu den von Cantor aufgezéhlten Eigenschaften
weitere Bedingungen erfiillen. Betrachtet man diese Bedingungen, so wird auch
seine kantianische Vorstellung des Kontinuums deutlicher, die er durch Abgren-
zung vom Mengenbegriff gewinnt. Peirce kommentiert im Manuskript 821 [80]
Cantors Definition. Auflerdem schreibt er Cantor iiber seine Vorstellung von
Mengen und vergleicht sie mit der Cantors. Diese Texte sollen hier untersucht
werden, zusitzlich Diperts Artikel [28]. Als erstes soll Peirce’ Kommentar zu
Cantors Definition betrachtet werden. Cantors berithmte Definition lautet:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammmenfassung M
von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschau-
ung oder unseres Denkens (welche die ,Elemente” von M genannt
werden) zu einem Ganzen. [23], S. 282.

Peirce schreibt dazu:

This is remarkably accurate. No need of subjectivism of , unse-
rer Anschauung oder unseres Denkens“. He notes, that the members
which he calls ,Elemente“ are definite, ,bestimmten* but not that
they are also individual, and that they are independent, ,, wohlunter-
schieden.“ But he does not analyse this character and say in what it
consists. He implies that the relation of the collection to a member
is that of a inclusion but this he does not analyse. [80], S. 1.
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Aus diesem Kommentar wird deutlich, dass Peirce wie Cantor unter einer
Menge eine Zusammenfassung wohlunterschiedener bestimmter Objekte verste-
hen, die auflerdem Individuen sein sollen. Nach Peirce trifft auf ein individuel-
les Subjekt S ein Préidika@ P immer zu, oder nicht zu, es gilt also entweder
(IS] € |PJ), oder (|S| C |~ PJ). Er schreibt auch, dass auf individuelle Subjekte
das Prinzip des ausgeschlossenen Dritten zutrifft. An der gleichen Stelle erklért
er, dass ein Subjekt bestimmt heifit, wenn entweder (|S| C | P]) falsch ist, oder
(|S] C |~ PJ). Dies stellt wohl eine weitere Formulierung des Nichtwiderspruch-
sprinzips dar. Es soll also moglich sein, iiber die Elemente von Mengen unter
Verwendung der gewohnten logischen Regeln zu argumentieren. In seinem Brief
an Cantor vom 21. Dezember 1900 [86] schreibt Peirce, ihm sei nicht klar, ob das,
was Cantor als Menge bezeichnet, dasselbe ist, wie das, was er Kollektion nennt.
Fiir die dort vorgestellte Definition von Kollektion benétigt er drei logische Be-
griffe, ndmlich Individuum, koordiniert und unabhdngig. Ein Individuum soll
keine Allgemeinheit haben, sondern vollstindig bestimmt sein. Er nennt Aus-
sagen an anderer Stelle allgemein, wenn sie das Prinzip des ausgeschlossenen
Dritten nicht erfiillen. Als Beispiel fiir ein Individuum nennt er ,,die deutschen
Leute.” Er verwendet hier also die Begriffe bestimmt und individuell anders als
in der vorher zitierten Arbeit. Eine Relation nennt er individuell, wenn sie zwi-
schen zwei Individuen besteht und zwischen nichts anderem. In einem zweiten
Teil des genannten Briefes fithrt Peirce virtuelle Individuen eirﬂ Als Beispiel
nennt er den Meter, der als virtuelles Individuum unser Messen ermoglicht. Der
Meter im Pavillon de Breteuil sei streng genommen kein Individuum, da er seine
Eigenschaften dndert. Auch ein imaginierter Tintenfleck sei ein virtuelles Indivi-
duum. Er hat jedoch keine echte Individualitit, da ihm die Selbstidentitét fehlt,
weil man seine Eigenschaften nach Belieben &ndern kann. Im né#chsten Brief
an Cantor unterscheidet Peirce nochmals zwischen verschiedenen Arten von In-
dividuen. Er benennt dort Individuum, primitives Individuum und abgeleitetes
Individuunﬁ Ein Individuum nennt er an dieser Stelle ein Subjekt S, von dem
fiir jedes Pridikat P entweder (|S| C | P|) universell wahr, oder universell falsch
ist. Mit universell wahr meint Peirce vielleicht zu allen Zeiten wahr. Ein primi-
tives Individuum ist nach Dipert dasselbe wie ein unabhéngiges Individuunﬁ
Peirce schreibt:

By a primitive individual 1 mean an individual having characters
which it might, without contradiction, be supposed to posess although
there were no regularities among other things except certain regula-
rities presupposed to render knowledge possible. [86], S. 774.

Die Eigenschaften eines primitiven Individuums sollen also auch denkbar
sein ohne Gesetze und Regularitéiten. Ein abgeleitetes Individuum besteht auf-
grund von Regularitdten, wobei hier nicht solche Regularitédten gemeint sind, die

42Peirce schrieb an dieser Stelle statt Priadikat monadisches Rhema, was der Name einer
bestimmte Art von Zeichen ist. Siehe [92], S. 119.

43Siehe [86], S. 771.

44Siehe [86], S. 773, T74.

45Siehe [28], S. 69.
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das Wissen ermoglichen. Als Beispiel nennt Peirce ,,deutsche Menschen”. Von
diesem Individuum sind nur Fakten wahr, die durch das Deutschsein und das
Menschsein festgelegt werden. Als zweites Beispiel nennt Peirce eine Gerade. Er
schreibt;:

So a line, whether it be regarded as an aggregation of points or not,
has no character whatever except what consists in relations between
its parts and other parts of space. Thus, if it is black, to say so only
means that all its parts are black. [86], S. 774.

Peirce erklart weiter, dass nominalistische Theorien keine feste Reihenfol-
ge der Abhingigkeit anerkennen, und deshalb innerhalb einer solchen Theorie
Punkte als abgeleitete, und Geraden als primitive Individuen aufgefasst werden
konnen.

Peirce nennt mehrere Subjekte koordiniert, wenn ihnen problemlos diesel-
ben Pradikate zugeschrieben werden kénnen. Punkte, oder zwei verschiedene
Menschen sind koordiniert. Als Gegenbeispiele nennt er eine Relation und ein
materielles Ding. Es ist sinnvoll, davon zu sprechen, dass dieses materielle Ding
blau ist. Nicht sinnvoll ist es aber, davon zu sprechen, dass die Relation blau
ist. Solches wiirden wir heute als Kategorienfehler bezeichen. In einem zweiten
Brief an Cantor unterscheidet Peirce zwischen einer Menge und ihrem Singel-
ton. Peirce betrachtet {a} und a als nicht koordinier@ Dipert bezeichnet die
Uberlegungen zur Koordiniertheit von Elementen als Peirce’ Theorie der meta-
physischen Typen.

Subjekte kénnen nach Peirce mehr oder weniger unabhéngig sein. Subjekte
heiflen dann unabhingig, wenn sie ihre Eigenschaften wechseln kénnen, ohne
ihre Identitéit zu verlieren. Als Beispiel nennt er Atome, die in der Zeit ihre
Eigenschaften verindern konnen, ohne ihre Identitét zu verlieren. Farben hin-
gegen konnen ihre Eigenschaften nicht so leicht wechseln, ohne zu einer anderen
Farbe zu werden.

Eine Kollektion soll ein Individuum sein, dass koordinierte und unabhéngige
Elemente hat. Diese sollen entweder abgeleitet sein, oder nicht abgeleitet. Sind
sie abgeleitet, so sollen sie nicht auf dieselbe Weise abgeleitet seirﬂ In dem
zweiten Brief schreibt er genauer, dass eine Kollektion ein abgeleitetes Indivi-
duum sein soll. Eine Kollektion soll erstens bestimmt sein durch die Elemente,
die koordinierte primitive Individuen sein sollten. Peirce nennt sie ineunts@
Peirce schwicht das primitiv ab und schreibt relativ primitive Individuen, da
er nicht sicher zu sein scheint, ob es absolut primitive Individuen gibt. Zwei-
tens ist eine Kollektion bestimmt durch diejenigen Elemente, die zu den ineunts
koordiniert sind, aber nicht zur Menge gehoren. Er nennt sie ezeunts.

Eine Kollektion soll nach Peirce also bestimmt sein durch bestimmte Indivi-
duen, die nicht Elemente der Kollektion sind. Eine Kollektion ist also gegeben
dadurch, dass angegeben wird, welche Individuen zu der Kollektion gehoéren

46Siehe [86], S. 775.
47|86], S. 768.
48[86], S. 775.
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und welche nicht. Dadurch entsteht eine Art Universum von koordinierten In-
dividuen, innerhalb welchem die ,jineunts” und ,exeunts” ausgewé&hlt werden
konnen.

Man braucht also mehr Information, um sagen zu koénnen, dass etwas eine
Kollektion ist, als eine Menge. Zum Beispiel kénnen sich {a} und a durchaus in
derselben Menge befinden, ohne die Axiome der Mengenlehre zu verletzen. Bei
Peirce’ Kollektionen wire das nicht moglich, da sie nicht koordiniert sind. Auch
ist es in der klassischen Mengenlehre nicht notwendig, die ,,exeunts” anzugeben,
also die Elemente, die zu einer Menge nicht dazugehoren.

Zu der Definition von Mengen sagte Peirce an anderer Stelleif|7 dass mogliche
Mengen durch ein ,,Substantiv’ A definiert werden. Er schreibt, die ,,Substan-
tive” sollten eineindeutig den Mengen zugeordnet sein. ,, Substantive” kénnten
Eigenschaften sein, die genau auf alle Elemente der Menge zutreffen. Seine soge-
nannten ,,Substantive” scheinen Ahnlichkeiten mit den heutigen Klassentermen
zu haben. Sie entsprechen den heutigen Nominalphrasen. Er fordert aulerdem,
dass die Elemente wohlunterschieden sind.

Peirce kommentiert auch, wie Cantor die Michtigkeit definiert?® und kriti-
siert, dass in der Definition etwas seiner Ansicht nach Subjektives, ndamlich das
aktive Denkvermogen vorkommt. Auflerdem betrachtet er Cantors Definition
als negative Definition, da die Kardinalzahl durch Abstraktion von der Ord-
nung der Elemente der Menge gefunden werden solﬂ Peirce wére lieber von
kleiner und gréfier ausgegangen. Peirce hat sich intensiv mit partiellen Ordnun-
gen auseinandergesetzt. Dies zeigt sich in seinen Arbeiten zur Relationenlogik,
die im vorletzten Abschnitt besprochen wurden, und in den Uberlegungen zum
Kontinum aus der Cantor’schen Periode, im einleitenden geschichtlichen Kapi-
tel. Vielleicht bedeutet die Aussage, dass Peirce lieber von kleiner und grofler
ausgegangen wire, dass er den Begriff der Kardinalzahl lieber iiber den Begriff
der Ordinalzahl eingefiihrt hétte.

Um Mengen groflerer Méchtigkeit zu erzeugen, kann man die Potenzmenge
bilden, und diese ist grofler als die Menge, aus der sie gebildet wurde, wie Can-
tor [22] gezeigt hat. Peirce iiberlegt, dass man, wenn man dies immer fortsetzt,
also aus jeder Potenzmenge wieder eine neue Menge bildet, als Grenzwert et-
was Neues, ndmlich das Kontinuum erhalten muss, das keine Menge mehr ist.
Dieses Neue wiirde dann Mengen aller Méchtigkeiten enthalten, da Peirce an-
nahm, die einzigen Méchtigkeiten, die es gébe, wéiren diejenigen, die man durch
Potenzmengenbildung erhéﬂ@

49Mit moglich ist hier nur gemeint, dass die leere Menge, von Peirce das Nichts genannt,
zugelassen sein soll. Da die leere Menge nach seinem Verstindnis von Existenz nicht existiert,
schreibt er mégliche Mengen statt nur Mengen. Siehe [103], S. 141.

50180, S.1.

51Siehe [23], S. 282, [80], S. 3.

52Fr nahm die allgemeine Kontinuumshypothese an. Siehe zu diesem Thema das Kapitel
tiber Definitionen des Kontinuums und Infinitesimale.
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3.4 Vagheit und Allgemeinheit

Peirce bezeichnet das Kontinuum als das wahre Allgemeine. Die Wirklichkeit
wird von Peirce als kontinuierlich vorausgesetzt; dadurch entsteht in Peirce’
Theorie Vagheit in der Realitdt und in der Sprache.

Vagheit und Allgemeinheit sind bei Peirce schillernde Begriffe. So scheint es
teilweise, als wiirden vage Aussagen den Aussagen mit Existenzquantifizierung
entsprechen, und allgemeine Aussagen jenen mit Allquantiﬁzierunﬁ Auch wird
das Phinomen der Vagheit von Peirce manchmal mit der Ungeséttigtheit von
Pradikaten in Verbindung gebracht. Peirce formuliert zwei weitere Definitionen
von Vagheit und Allgemeinheit: Die erste gehort zur Pragmatik, die zweite zur
Logik. Vage Aussager@ sind diejenigen Aussagen, in denen der Sprecher die
Bedeutung des Satzes festlegt. Der Horer kann die vage Aussage richtig, also
gleich wie der Sprecher, oder falsch, also anders als der Sprecher interpretieren.
Da die Bedeutung des Satzes nicht in einer fiir den Horer offensichtlichen Weise
festgelegt wird, ist der Satz, ohne dass der Horer einen logischen Fehler macht,
richtig und falsch interpretierbar. Dies ist eine Erkldrung, weshalb Peirce vage
Sétze als Satze definiert, die dem Nichtwiderspruchsprinzip nicht geniigen. Pei-
rce scheint damit zu meinen, dass einzelne vage Sétze gleichzeitig wahr und
falsch sein koénnen. Dies erklart sich daraus, dass die Eigenschaft, nicht unter
dem Nichtwiderspruchsprinzip zu stehen, nach Peirce an der Undefiniertheit des
Satzes liegt.

Bei einer allgemeinen Aussage nach Peirce hat der Horer die Aufgabe des
Interpretierens. Der Horende ist aufgefordert, dem allgemeinen Satz eine Be-
deutung zu geben. Peirce behauptet auflerdem, allgemeine Sétze unterliegen
nicht dem Prinzip des ausgeschlossenen Dritten. Dies kann so gedeutet wer-
den, dass der Satz bei beliebiger logisch korrekter Interpretation wahr sein soll,
bis auf eine winzige Menge mit Mafl 0 von moglichen Ausnahmen. Vielleicht
denkt Peirce dabei an die Wahrscheinlichkeitstheorie. Er bezeichnet die zwei-
wertige Boole’sche Logik als Wahrscheinlichkeitsrechnung fiir Allwissende. Diese
Interpretation soll durch ein Beispiel erlautert werden: Trifft man mit einem un-
endlich diinnen Pfeil auf eine Gerade, auf der die reellen Zahlen eingezeichnet
sind, so ist die Wahrscheinlichkeit, eine rationale Zahl zu treffen Null, da die
rationalen Zahlen das Maf} Null haben, obwohl es nicht unméglich ist, eine ra-
tionale Zahl zu treffen. Man konnte hier als Gesetz formulieren, dass man mit
dem Pfeil stets eine irrationale Zahl trifft.

Gesetze sollen sich nach Peirce dhnlich wie menschliche Gewohnheiten ent-
wickeln. Es war keine Stelle zu finden, wo Peirce konkret erklirt, wie eine Ent-
wicklung von Gesetzen genau vor sich gehen soll. Es ldsst sich lediglich der
Literatur entnehmen, dass er dafiir die Theorie des Kontinuums, der Infinitesi-
male und die Méglichkeit der Bildung von Limites verwenden will. Schon Peirce
ist der Ansicht, dass schon das Ergebnis eines einzigen Experimentes geniigen
soll, um ein Gesetz zu widerlegen.

53Siehe [24], S. 229 ff.
54Eine ausfiihrlichere Erlduterung zu dem Begriff ,, Vagheit“ findet sich in [24].
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Peirce beschreibt das Allgemeine mit Hilfe des Kontinuums, so dass jede
allgemeine Aussage ein Kontinuum von moglichen Ereignissen oder Dingen auf-
spannt, die unter die allgemeine Aussage fallen konnen. Innerhalb eines solchen
Kontinuums soll das Tertium non Datur im infinitesimalen Bereich nicht mehr
giiltig sein. Das heift, man konnte die Koordinaten eines Punktes nicht ohne
weiteres infinitesimal genau bestimmen.

3.4.1 Definition aus der Pragmatik

Zeichen oder Aussagen kénnen nach Peirce vage, singuldr oder allgemein sein.
Die Bedeutung singulérer Zeichen ist vollstandig festgelegt. Vage und allgemeine
Zeichen sind dagegen nicht vollstéindig bestimmt. Sie sind dadurch unterschie-
den, dass sie auf verschiedene Weise unbestimmt sind. Peirce beschreibt im
Manuskript 9 [89] einige Charakteristika der vagen, singulidren und allgemei-
nen Zeichen. Zunéchst erklidrt er, dass jedes Zeichen auf verschiedene Objekte
anwendbar ist. Er betont insbesondere, dass dies auch fiir Namen gilt. Der Na-
me Phillip zum Beispiel bezieht sich auf den betrunkenen und den niichternen
Phillip. Aus einem bestimmten Blickwinkel kann man das Zeichen als einem
bestimmten Objekt zugehorig betrachten. Verwendet jemand ein Zeichen unter
diesem Blickwinkel fiir viele Objekte, so heifit es ,,vage “. Gibt derjenige, der das
Zeichen verwendet, die Aufgabe des Festlegens an den Interpretierenden, also
zum Beispiel Hérenden weiter, so heifit das Zeichen ,,allgemein “. Im Falle eines
vagen Zeichens liegt die Festlegung also bei dem, der das Zeichen verwendet,
im Falle eines allgemeinen Zeichens beim Interpretierenden. Deshalb kann ein
Zeichen nicht unter derselben Riicksicht vage und allgemein sein. Als Beispiel
gibt Peirce drei Anwendungen des Zeichens ,Mensch* an:

»Man* is used vaguely in ,,Some man sins“; generally in ,, Every man
sins“ and singularly in ,, This man sins*“. [89], S. 3.

In einem anderen Manuskript verwendetet Peirce auch das Beispiel des
Siinders. Er schreibt dort:

Let A say to B, ,,A man is a sinner.“ B asks ,What man*. If A
replies ,, Whatever man you like“, his assertion is comprehensive pr..;

if however, A replies, ,,I prefer not to name the man®, his assertion
is vague or indefinite. [I14], S. ﬂ

Lésst der Sprecher A dem Horer B die Wahl, auf welchen Menschen er den
Satz ,Ein Mensch ist ein Siinder“ anwenden will, so ist dieser Satz ein allge-
meines Zeichen. Der Horer B kann das Zeichen auf einen beliebigen einzelnen
Menschen anwenden. Derselbe Satz kann jedoch auch ein vages Zeichen meinen.
Falls es sich um ein vages Zeichen handelt, wird es nicht durch den Hérer B
interpretiert, sondern durch den Sprecher A.

55Peirce hat in diesem Zitat das Wort ,,general® durchgestrichen und stattdessen compre-
hensive und ein weiteres unleserliches Wort eingefiigt.
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Die Eigenschaften vager bzw. allgemeiner Zeichen werden in den folgenden
Zeilen zusammengefasst, wobei Peirce auch darauf eingeht, wie vage bzw. allge-
meine Zeichen verteidigt bzw. abgelehnt werden.

A vague sign leaves the utterer the liberty of choosing the singular.
Hence, it will be successfully defended by establishing a suitable
individual sign. It cannot be defended by establishing a general sign
since giving the interpreter liberty to find a singular sign does not
confer the power to do so. [89].

A general sign transfers to the interpreter the choice of the singular,
it will successfully refuted by refuting a suitable definite sign. It
cannot be refuted by refuting a vague sign since prooving that the
utterer can find a singular does not proove that the interpreter can.
[89].

3.4.2 Russel iiber ,all“, ,every“, ,,any*“ ,,a“ und ,,some*

Peirce beschiftigte sich mit Russells Principles of Mathematics, wie man zum
Beispiel in [I01], S. 392 lesen kann. Russell untersucht im Abschnitt iiber Deno-
tieren ,all“, jevery*, ,any“, ,,a“, ,some* und ,the ‘ﬂ Er untersucht diese sechs
Ausdriicke, da sie sowohl fiir die Mathematik, als auch fiir die Alltagsspra-
che von Bedeutung sind. Alle sechs seien scharf voneinander zu unterscheiden.
, The“ wird mit Hilfe von Kennzeichnung separat analysiert. Er fragt, ob die
sechs verschiedenen Worte auf sechs verschiedene Objekte hinweisen oder auf
sechs Weisen des Denotierens, oder ob sowohl die Objekte, als auch die Wei-
sen des Denotierens unterschiedlich seien. Er kommt zu dem Schluss, dass die
Objekte unterschiedlich sind.
Zunéchst untersucht er die Bedeutung fiir endliche Klassen:

1.
2.

All a’s denotes a7 and as and ... and a,,.

Every a denotes a; and denotes as and ... and denotes a,,.

. Any a denotes a; or as or ... or a,, where or has the meaning that it is

irrelevant which we take.

. An a denotes a; or as or ... or a,, where or has the meaning that no one

in particular must be taken, just as in all a’s we must not take any one
in particular.

Some a denotes a; or denotes as or ... or denotes a,, where it is not
irrelevant which is taken, but on the contrary some one particular a must
be taken [120], S. 59.

Da in der Mathematik Klassen von so grofler Bedeutung sind, betrachtet
Russell noch Klassen a und b, wobei b eine Klasse von Klassen sein soll. Er

56Siehe [120], S. 53-65.
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erhilt damit Verbindungen zur Inklusion. Er gliedert fiir jede der sechs Worte
verschiedene Moglichkeiten auf. Fiir any erhélt er:

1. Any a belongs to any class belonging to b, in other words, the class a is
wholly contained in the common part or logical product of the various
classes belonging to b.

2. Any a belongs to a b, i.e. the class a is contained in any class which contains
all the b’s, or, is contained in the logical sum of all the b’s.

3. Any a belongs to some b, i.e. there is a class belonging to b, in which the
class a is contained. The difference between this case and the second arises
from the fact that here there is one b to which every a belongs, whereas
before it was only decided that every a belonged to a b, and different a’s
might belong to different b’s [120], S. 59.

Es mag sein, dass Peirce bei seiner Untersuchung der Quantoren von Russell
beeinflusst war. Er hat aber die feine Unterscheidung von Russell wohl nicht
so expliziert. Auch mag ihn Russells Unterscheidung von Klassenkonzepten und
Pradikaten beeinflusst haben bei der Untersuchung der Universalien. Er ist aber
aufgrund seiner Verbindung der Universalien, der Quantoren und des Kontinu-
ums zu anderen Ergebnissen gekommen.

3.4.3 Quantoren, Universalien und die beiden logischen
Grundprinzipien

Peirce gibt eine formale Definition vager und allgemeiner Behauptungen, indem
er ihr Verhéltnis zum Prinzip des ausgeschlossenen Dritten und zum Nichtwi-
derspruchsprinzip darstellt. Im letzten Abschnitt werden verschiedene Versionen
vom Prinzip des ausgeschlossenen Dritten und des Nichtwiderspruchsprinzips
diskutiert. Anhand dieser Gedanken soll nun versucht werden, die Bedeutung
von Vagheit und Allgemeinheit ndher zu erfassen. Peirce schreibt als Definition
von vagen und allgemeinen Sitzen:

Perhaps a more scientific pair of definitions would be that anything
is general, in so far as the principle of contradiction does not apply
to it and is vague in so far as the principle of contradiction does not

apply to if’7} [61], 5.448.

Quantoren, Vagheit und Allgemeinheit

Die Quantoren werden von Peirce zum Teil mit Hilfe der Pragmatik eingefiihrt.
Peirce erklart 1885 , dass der Existenzquantor der Disjunktion entspricht und
der Allquantor der Konjunktion. Damals vergleicht er die Quantifikation mit

57Nach [32], S. 79 ist dieser Text aus dem 1905 geschriebenen Issues of Pragmaticism ent-
nommen, d.h. aus MS 290.
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Summe und Produkt. Fiir den Existenzquantor verwendet er das Produktzei-
chen und fiir den Allquantor das Summenzeichen, die Disjunktion schreibt er
als Plus, die Konjunktion ohne Zeichen, wie bei der Multiplikation. Er erklért:

Here, in order to render the notation as iconical as possible we may
use »_ for some, and [] for all, suggesting a product. Thus Y z;
i

means that x is true of some one of the individuals, or

inzxi—l—xj—i—xk—&—etc.

3

In the same way []z; means that x is true of all these individuals,

i
or

Hmi = z;Tjx) etc.

3

Peirce weist darauf hin, dass Y « und [] «; dhnlich sind zu Summe und Pro-

dukt, jedoch nicht wirklich von gleicher Art, da die Kollektion, aus der die 7 ge-
nommen werden, iiberabzahlbar sein kann. Er stellt auch die Formeln ) )" x;;
— =

J
y HHI‘ZJ s ZHSEZ‘j, und HZI” VO@
i j i i

In einem Brief an William James erklért Peirce, dass die Unterscheidungsmoglichkeit
zwischen vagen oder indefiniten, singuléren, und allgemeinen Subjekten wesent-
lich ist. Generisch verwendete Nomen wie ,Mensch” sind normalerweise allge-
mein. Der allgemeine Term, bzw. das allgemeine Nomen ist unbestimmt und
iiberlésst dem Horer die Bestimmung, wie oben erldutert. Bei vagen Nomen wie
»ein Mann” wird die Bestimmung dem Horer oder der Instantiierung tiberlassen:

»A man marries” = A man who might be instanced marries”
[100], S. 812.

In den Worten ,,a man” oder ,,whatever man you like” stecken Peirce’ Quan-
toren. Wird iiber Mengen quantifiziert, also iiber Kollektionen mit unterscheid-
baren und unabhéngigen Individuen, so gilt das schwache Prinzip des ausge-
schlossenen Dritten fiir allquantifizierte Sédtze nicht mehr, und das schwache
Nichtwiderspruchsprinzip fiir existenzquantifizierte Séatze nicht mehr. Dazu fol-
gendes Beispiel: ,,All diese Tassen haben einen Henkel”. Dabei sei der Hinweis
auf diese Tassen eindeutig. Die Tassen sollen alle entweder eindeutig einen Hen-
kel, oder eindeutig keinen Henkel haben. Es kénnte nun sein, dass manche der
Tassen einen Henkel haben, und manche nicht. In diesem Fall gilt

ELS((ISIT PV (ISIC |~ P])

58Fiir eine detaillierte Diskussion der Peirce’schen Quantorenlogik und ihres Einflusses auf
die Entwicklung der heutigen Logik siehe [12], S. 113 fI. Da es fiir Bradys Thema nicht we-
sentlich ist, beriicksichtigt sie die Zusammenhinge mit Vagheit und Allgemeinheit héchstens
am Rande.
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nicht, falls man S als ,Tassen” und P als ,mit Henkel” interpretiert. Wegen
dem Wort ,diese” wurde die Interpretation mit dem ¢ Operator ausgewéhlt.
Der Allquantor ist in .S verborgen, das mehrere Elemente enthélt. Auf dhnliche
Weise lésst sich auch ein Beispiel fiir die Existenzquantifizierung angeben: ,,Eine
der Tassen, die ich meine, hat einen Henkel.” Fiir diesen Satz gilt

-35 Az ((I1S| E [P A (IS E|P))S)

nicht, solange nicht festgelegt ist, welche der Tassen der Sprecher meint. S steht
hier fiir ein unbestimmtes Objekt. Peirce schreibt weiter, dass kein Satz absolut
vage sei, denn dann hétte das Nichtwiderspruchsprinzip keinerlei Anwendung,
und das wére absurd. Es ist schwierig zu sehen, was er damit genau meint.

Blau unterscheidet zwischen vagen und selbstreferentiellen Sétzen. Peirce
unterscheidet im Gegensatz dazu zwischen allgemeinen und vagen Objekten.
In dem Ausdruck S, der fiir ein allgemeines Objekt steht, kann wie oben in
»all (diese) Tassen” ein Allquantor verborgen sein. In dem Ausdruck, der fiir
ein vages Objekt S steht, kann wie bei ,eine der Tassen, die ich meine” ein
Existenzquantor verborgen sein.

Vage Sétze, die den Sétzen iiber allgemeine Objekte entsprechen, bewertet
Blau mit dem zusétzlichen Wahrheitswert neutral. Selbstreferentielle Sétze, die
den Sétzen iiber vage Objekte entsprechen, gibt Blau den Wahrheitswert neu-
tral. Entsprechnd koénnte man auch hier vorgehen. Dieses Thema wird nochmals
bei der Diskussion der Blau’schen Reflexionslogik aufgegriffen.

Vagheit, Allgemeinheit und Universalien

Zumindest fiir die Allgemeinheit wére das Beispiel mit den Tassen nur ein ab-
geschwichtes Beispiel, da die Tassen wohlunterschieden sind. Sétze, deren Sub-
jekte in einem Kontinuum liegen, haben eine noch nicht festgelegte Identitiit.
Peirce nennt das Kontinuum das wahre Allgemeine. Betrachtet man mit Peirce
einen Satz wie ,, Alle Menschen sind sterblich”, so sind darin sémtliche méglichen
zukiinftigen, gegenwértigen und vergangenen Menschen gemeint. Deren Iden-
titdt ist noch nicht festgelegt. Jeder einzelne Mensch ist eine Instanz dieses
Gesetzes, der einzelne Mensch wird von der Natur hervorgebracht, er wird da-
mit singuldr. Das Gesetz betrifft all diese Instantiierungen. Dennoch sind die
einzelnen Instantiierungen nicht wie bei einer Menge gegeben, sondern sie sind
potentiell vorhanden. Man kann sich also solche Propositionen nicht mehr in
dem Sinn quantifiziert vorstellen, dass der Quantor iiber eine vorgegebene Men-
ge lduft, wo die Elemente wohlunterschieden sind. Solch allgemeine Subjekte
konnte man Universalien nennen.

Die Identitdt von Punkten im Kontinuum ist nicht festgelegt, und Peirce
stellt sich vor, das ein Gesetz ein Kontinuum aufspannt, das seine Instantiierun-
gen potentiell enthélt.

Die Interpretation, dass Peirce einen weiteren Wahrheitswert angenommen
haben konnte, wird durch seine Ansétze in mehrwertiger Logik gestiitzt. Va-
ge Satze konnen, wie in dem Abschnitt iiber die Definition aus der Pragmatik
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erlautert, richtig und falsch interpretiert werden. Deshalb kann man sagen, so-
lange sie nicht bestimmt sind, hétten sie keinen Wahrheitswert, oder seien zu-
gleich wahr und falsch. Solche Sétze kénnte man, Blau folgend, mit dem Wahr-
heitswert ,,offen” bewerten. Dazu folgendes Zitat:

Thus, although it is true that “Any proposition you please, once you
have determined its identity, is either true or false”; yet so long as
it remains indeterminate and so without identity, it need neither be
true, that any proposition you please is true, nor that any proposition
you please is false. So likewise, while it is false that “A proposition
whose identity I have determined is both true and false”, yet until
it is determinate, it may be true that a proposition is true and that
a proposition is false. [61] 5.448%]

1909 entwickelt Peirce eine triadische Logik, in der Aussagen einen dritten
Wahrheitswert annehmen kénnen. Diese triadische Logik ldsst vielleicht auch zu,
dass Sétze sowohl wahr als auch falsch sind, solange sie nicht auf eine Tatsache
festgelegt sind:

Triadic Logic is that Logic which, though not rejecting entirely the
Principle of Excluded Middle, nevertheless recognizes that every pro-
position, S is P is either true, or false, or else has a lower mode of
being such that it can neither be determinately P, nor determina-
tely not P, but is at the limit between P and not P. Of course it
remains true, as far as the principle of contradiction is concerned
that the state of things represented by the proposition can be V
and F, verum atque falsumm

Peirce geht davon aus, dass Naturgesetze sich im infinitesimalen Bereich ent-
wickeln und die zukiinftige Entwicklung noch nicht festgelegt ist. Gesetze sollen
Aussagen sein, die einen Allquantor enthalten, bzw. in denen der Allquantor
versteckt ist. Der Allquantor tritt in Form einer Universalie wie der Stein, der
Mensch... auf. Fiir jeden beliebigen Stein trifft das Pradikat ,,fallt nach unten”
zu. Dennoch scheint ein kleiner Unterschied zwischen einen Allquantor, wie er in
der heutigen klassischen Mathematik verwendet wird, und dem Allquantor, der
hier von Peirce verwendet wird, zu bestehen. Peirce behauptet, dass die Aussage
fiir jedes beliebige Beispiel wahr sein wird, er machte aber dennoch keine Aussa-
ge iiber die Gesamtheit der potentiellen Punkte, die ein Kontinuum sind. In dem
Peirce’schen Kontinuum ist jeder Punkt beliebig genau bestimmbar. Dennoch
konnen niemals alle Punkte gleichzeitig gegeben sein.

59Nach [32], S. 79 ist dieser Text aus dem 1905 geschriebenen Issues of Pragmaticism ent-
nommen, d.h. aus MS 290.

69Das findet sich in [T05] und die entsprechende Manuskriptseite ist in [32], S. 75 abgedruckt.
Peirce nennt hier das Nichtwiderspruchsprinzip principle of contradiction.
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Kapitel 4

Fiinf Eigenschaften des
Peirce’schen Kontinuums

Das Peirce ’sche Kontinuum 148t sich durch fiinf Eigenschaften charakterisie-
ren, die uns in dieser Arbeit begleiten werden. Eine wesentliche Aufgabe dieses
Kapitels besteht darin, aus den Schriften von Peirce diese fiinf Bedingungen
zu extrahieren. Die fiinf Bedingungen sind, wie wir sehen werden, zum Teil
unscharf, wodurch sich zeigt, dass Peirce bis zum Schluss an der Klarung sei-
nes Kontinuumbegriffs gearbeitet hat. Die fiinf Bedingungen fiir das Peirce’sche
Kontinuum sind folgende:

1. Unbegrenzte Unterscheidbarkeit.
2. Potentialitét.
3. Erfassung des Allgemeinen.

4. Selbstidhnlichkeit.

5. Prioritét.

Die ersten drei Bedingungen sind Peirce schon in der kantianischen Peri-
ode wichtig, die letzten beiden haben fiir ihn erst in seinen letzten Jahren,
der nachcantorschen Periode, Gewicht bekommen. Die vierte Bedingung hat in
der vorcantorschen Periode schon einmal zu seinen Kontinuumsvorstellungen
gehort.

Es soll ausgefiithrt werden, wo Unschérfen in den einzelnen Bedingungen zu
finden sind und worin sie bestehen. Man wird sehen, dass die Bedingungen in
jedem der spiter vorgestellten Modelle und in Weiterentwicklungen des Peir-
ce’schen Kontinuumsgedankens auf andere Weise erfiillt werden.

47
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4.1 Unterteilbarkeit des Peirce’schen Kontinu-
ums

Die erste Bedingung bedeutet, dass sich im Kontinuum beliebig feine Unter-
scheidungen treffen lassen sollen. Dabei ist das Wort ,,beliebig” unklar. Beliebig
konnte zahllos im Sinne Wittgensteinsﬂ bedeuten, oder so oft wie jede beliebige
Kardinalzahl, oder so oft wie jede im Blau’schen Sinne transdefinite Ordinal-
zahl, oder so oft wie die intuitionistischen reellen Zahlen, oder so oft wie die
klassischen reellen Zahlen, die dicht und vollstandig sind....

Peirce gibt auf die Frage, was beliebig bedeute, in der kantianischen und in
der nachcantorschen Periode unterschiedliche Antworten. In der kantianischen
Periode will er, dass Mengen jeder Méchtigkeit im Kontinuum potentiell enthal-
ten sind. In der nachcantorschen Phase ist sich Peirce nicht mehr klar, ob eine
Beschreibung des Kontinuums iiber die Mengentheorie sinnvoll ist. In dieser Zeit
gibt er eine unbestimmte Antwort auf die gerade gestellte Frage: Es sollten un-
bestimmt viele Punkte potentiell enthalten sein, unbestimmt viele kénnte aber
auch abzdhlbar viele bedeuten.

In der kantianischen Periode versucht er das Kontinuum durch Mengen-
theorie zu beschreiben. Dennoch soll das Kontinuum keine Menge sein, da
es Mengen aller Méchtigkeiten enthalten soll. Dadurch sollen auch Mengen
von Moglichkeiten beliebiger Méchtigkeiten im Kontinuum abgebildet werden
konnen. Wichtig fiir seine Theorie ist, auf welche Weise das Kontinuum Mengen
aller Méchtigkeiten enthélt und selbst dabei keine Menge ist.

Da das Kontinuum Mengen aller Méchtigkeiten enthalten soll, ist es wichtig
zu sehen, wie man aus Mengen grofiere Mengen erzeugen kann. Eine Moglichkeit,
aus einer gegebenen Menge eine groflere Mengen zu erzeugen, ist, die Menge
ihrer Teilmengen, also die Potenzmenge zu bilden. Cantor beweist, dass die
Potenzmenge immer eine hohere Méchtigkeit hat, als die Menge, aus der sie
gebildet wurde. Dies ist das berithmte Theorem von CantOIﬂ Peirce zeigt dies
vermutlich unabhéngig von Cantotﬂ

Peirce nimmt in der kantianischen Periode zwei Axiome an.

Das erste wird in der meist verwendeten Mengenlehre ZFC von Zermelo-
Friankel nicht angenommen. Es heif3t allgemeine Kontinuumshypothese. Die all-
gemeine Kontinuumshypothese ist eine Verallgemeinerung der Kontinuumshy-
pothese. Diese sagt aus, dass die ndchstméchtigere Menge nach den natiirlichen
Zahlen die reellen Zahlen sind. Auch die Kontinuumshypothese wird in ZFC
nicht angenommen. Selbst ohne Verwendung der Kontinuumshypothese kann in
ZFC gezeigt werden, dass die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen gleichméchtig
ist mit der Menge der reellen Zahlen. Die Kontinuumshypothese sagt also aus,
dass es keine Menge gibt, die von groflerer Méchtigkeit ist als die Menge der
natiirlichen Zahlen und von kleinerer Méchtigkeit als die Potenzmenge der natiirlichen
Zahlen. Die allgemeine Kontinuumshypothese sagt aus, dass man alle Méchtigkeiten

1Siehe [130], 4.128.
2Siehe [54], S. 511.
3Siehe dazu [82]; [61], 3.548; [54], S. 511fF.
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durch Potenzmengenbildung erhélt. Peirce nimmt an, dass die allgemeine Konti-
nuumshypothese wahr ist, und versucht die Kontinuumshypothese zu beweiserﬂ
Er war sich dieses Beweises nicht sicherﬂ Heute weifl man, dass dies innerhalb
von ZFC nicht ohne zusétzliche Annahmen mdglich ist. Die allgemeine Kontinu-
umshypothese sagt aus, dass es zu einer Menge A jeweils keine Menge gibt, die
von grofierer Méchtigkeit als die Menge A ist, und von kleinerer M#chtigkeit als
die Potenzmenge von A. Damit wird die Anzahl der Kardinalzahlen festgelegt.

Als zweites Axiom setzt Peirce voraus, dass man die Menge der reellen Zahlen
wohlordnen kann.

Definition 4.1 FEine Menge A heifit genau dann wohlgeordnet durch eine Re-
lation R, wenn A durch R sowohl linear geordnet ist, als auch jede nichtleere
Teilmenge ein Element besitzt, das zu jedem anderen Element der Teilmenge in
der Relation R steht.

Dies ist in ZFC eine Folgerung des Auswahlaxioms. In der Abkiirzung ZFC
steht C fiir Choice, also fiir das Auswahlaxiom. Verwendet man ZF, so ist
dquivalent zur Annahme, dass jede Menge wohlgeordnet werden kann, die An-
nahme des Auswahlaxioms. Mit Hilfe des Auswahlaxioms kann man von Elemen-
ten sprechen, und ihre Existenz annehmen, ohne genaueres iiber diese Elemente
Zu wissen.

In der heutigen Mathematik gibt es Stromungen, wie z. B. die intuitionisti-
sche Mathematik, die diese Axiome vermeiden.

Peirce will, dass im Kontinuum Mengen aller Méchtigkeiten enthalten sind.
Da er die allgemeine Kontinuumshypothese annahm, gibt es in seiner Mengen-
lehre genau die endlichen Kardinalzahlen, die Kardinalzahl Ry, die durch die
Méchtigkeit der natiirlichen Zahlen gegeben ist, und diejenigen Kardinalzahlen,
die man als Méchtigkeiten der Mengen erhéilt, die durch wiederholte Anwendung
der Potenzmengenoperation auf die natiirlichen Zahlen entstehen.

Peirce hat einen anderen Mengenbegriff, er nennt das den Mengen entspre-
chende Kollektion. Die Machtigkeit der Potenzkollektion definiert er als die An-
zahl der Moglichkeiten, die jeweilige Kollektion auf zwei Kollektionen zu ver-
teilen. Seine Kollektionen sind sowohl durch ihre Elemente (ineunts) als auch
durch eine spezifische Art von fremden Elementen (exeunts) bestimmt. Seine
Art, die Potenzkollektion zu definieren, beriicksichtigt wohl diesen Unterschied
zum Mengenbegriff Cantoraﬂ Die Potenzkollektion einer Kollektion kénnte als
ineunts die Teilkollektionen haben, dazu jeweils als exeunt die Kollektion ohne
die Teilkollektionen.

Peirce setzt voraus, dass alle moglichen unendlichen Mengen die Méchtigkeit

2Rg
R oder 2%0oder 22" oder...oder 22 haben.

4Siehe [85].
5Siehe dazu [85]; [35], S. 625; [54], S. 516-517.
6Siehe [85] S. 86.
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Die Machtigkeit des Kontinuums soll der Grenzwert dieser Folge sein. Solche
Kollektionen nennt er superméchtigﬂ Er iiberlegt, dass die Potenzmenge einer
solchen Kollektion dieselbe Méchtigkeit haben muss wie die Kollektion, die ent-
steht, wenn man (1 4+ w) —mal die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen bildeﬁ
Dies ist falsch. Da es schon unendlich viele Folgenglieder gibt, macht es keinen
Unterschied, ob man ein weiteres Folgenglied als Erstes einfiihrt. Bildet man
hingegen von der superméchtigen Kollektion wieder die Potenzmenge, so greift
hier, zumindest falls die Kollektion eine Menge ist, wieder der Satz von Cantor,
und die neue Menge hat eine grofiere Machtigkeit. Es ist ein d&hnlicher Irrtum,
wie 14+w und w+1 fiir dieselbe Zahl zu halten. Da Peirce die beiden Kollektionen
fiir gleich grof8 hilt, denkt er, es sei widerspriichlich, wenn die superméchtige
Kollektion eine Menge wire. Er war der Meinung, er habe auf diese Weise etwas
gefunden, was grofler ist als jede Menge, und Mengen jeder Méchtigkeit enthélt.

Sein Kontinuum soll genau die oben genannten Michtigkeiten Ry und 2%und
2Ro

22" und...und 22 enthalten. Peirce schreibt zur Bildung der superméchtigen
Menge:

But now let us consider a collection containing an individual for
every individual of a collection of collections comprising a collection
of every abnumeral multitude. That is, this collection shall consist
of all finite multitudes together with all possible collections of those
multitudes, together with all possible collections of collections of
those multitudes, together with all possible collections of collections
of collections of those multitudes, and so on ad infinitum. [82], S.
158-159.

Zunéchst ist zu kldren, welche Mengen in der oben beschriebenen Vereini-
gung enthalten wéren. Nach dem ersten Satz des obigen Zitats scheint Peirce
fiir jede Méchtigkeit ein Individuum in seine Kollektion aufnehmen zu wol-
len. In diesem Fall wiirde man fiir jede der oben angegeben Kardinalzahlen
ein Individuum aufnehmen. Man hétte eine Klasse, zusammen mit einer Index-
klasse, ndmlich der Klasse aller Kardinalzahlen unter der Voraussetzung der
allgemeinen Kontinuumshypothese. Die Elemente, die Peirce auf diese Weise in
die Klasse aufnehmen wiirden, wéren koordiniert. Koordination verlangt Peirce
als Figenschaft von Kollektionen. Elemente von Kollektionen sollen, um die Ei-
genschaften kurz zu rekapitulieren, koordiniert, wohlunterschieden, unabhéngig
und Individuen sein. Es gibt jedoch auch eine andere Leseweise mit nicht koor-
dinierten Elementen

UP o,

wobei P* (N) definiert wird durch

7 Auf englisch supermultitudous, siehe z.B. [85] S. 86.
8Siehe [85] S. 86. Diese Stelle wird auch von [35], S. 625 zitiert, der sie aber anders inter-
pretiert.
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P’ (N) =N.

P! (N) = P (N) sei die Potenzmenge von N.

Pt (N)=P (Pi (N)) .

An anderer Stelle schreibt Peirce, dass Cantor annimmt, dass man durch die
Vereinigung aller Mengen, die man durch Potenzmengenbildung ausgehend von
N bilden konne, wieder eine Menge erhélt, von der man wieder Potenzmengen
bilden kénne. Dies sei dhnlich wie bei den natiirlichen Zahlen, die keine Grofite
besitzen, und dennoch ergibt ihre Vereinigung die neue Menge der Méachtigkeit
Ng, die damit die Reihe der endlichen Kardinalzahlen fortfiithrt. Peirce hilt fiir
falsch, dass die Elemente der neuen Klasse voneinander unabhéngig sind.

This collection is evidently of a multitude as great as that of
all possible collections of its members. But we have just seen that
this cannot be true of any collection whose individuals are distinct
from one another. We, therefore, find that we have now reached a
multitude so vast that the individuals of such a collection melt into
one another and lose their distinct identities. Such a collection is
continuous.[82], S. 158-159.

Die Elemente der kontinuierlichen Kollektion verschmelzen. Das Verschmel-
zen verletzt eine weitere Eigenschaft der Kollektionen, ndmlich die Unabhéngigkeit.
Die Unabhéngigkeit ist nach Peirce fiir Kollektionen insofern wichtig, als sie
bendétigt wird, um durch eine Abbildung die Gréfie der Kollektion mit der einer
anderen Kollektion zu vergleichen. Sie wird also benétigt, um die Méchtigkeit
festzustellen. Das Kontinuum hétte dann keine Méchtigkeit mehr und wére of-
fensichtlich keine Kollektion mehr.

Peirce sagt zu diesen Uberlegungen, dass, selbst wenn seine Schliisse iiber
das iiberabz#ihlbar Unendliche falsch wéren, er dennoch daran festhalten wiirde,
dass das Kontinuum von so grofler Méchtigkeit ist, dass die Elemente nicht ver-
schieden bleiben kénnen, sondern verschmelzenﬂ Er erldutert dies am Beispiel
der Geraden. Stellt man sich vor, dass eine Kollektion von Klingen die Gerade
in kleine Strecken zerschneidet, so hiangt die Anzahl der kleinen Strecken da-
von ab, wieviele Klingen es waren. Man erhélt nur dann keine Strecken, wenn
die Rasierklingen miteinander verschmelzen. Dieses Verschmelzen soll in dem
nichsten Abschnitt erldutert werden.

4.2 Potentialitat

Die zweiten Bedingung besagt, dass das Kontinuum potentielle Punkte enthélt.
Dabei ist unklar, was mit dem Wort ,,potentiell” gemeint ist. Peirce schreibt da-
zu, potentielle Punkte sind ,, unbestimmdt, aber in jedem Finzelfall bestimmbar ‘H
Er scheint anzunehmen, dass potentielle Punkte miteinander verschmolzen sind.

9Siehe [82].
10Das Zitat findet sich in: [83] und lautet auf englisch: indeterminate yet capable of deter-
mination in any special case.
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Das verleitet den Leser zu der Annahme, dass die durch einen potentiellen Punkt
getroffene Unterscheidung wieder geloscht wird.

Peirce meint, dass schon in kleineren Kollektionen ein Keim von Potentia-
litdt zu finden ist. Er stellt fest, dass es um so schwieriger wird, die Elemente
einer Menge zu unterscheiden, je grofler diese Menge is@ Die iiberabzahlbaren
Kardinalzahlen haben alle nur abzéhlbar viele Vorgénger. Die Kardinalzahl
der Menge der Vorginger bezeichnet Peirce als arithm. Er behauptet, dass
die Gleichheit des arithms bei verschiedenen iiberabzdhlbaren Kardinalzahlen
zeigt, dass bei den iiberabziahlbaren Kollektionen eine Vorstufe des Kontinuums
beginnt, eine KohésionE Peirce fragt sich auch, ob die Punkte deshalb ver-
schmelzen, weil sie auf eine bestimmte Weise angeordnet sind und kommt zu
dem Schluss, dass dem nicht so isf}

In einem Abschnitt einer Vorlesung, die Peirce 1898 in Cambridge gehal-
ten hatte, schligt er Gedankenexperimente vor, die die Natur der potentiellen
Punkte verdeutlichten:

Markiert man eine Stelle im Kontinuum und aktualisiert dadurch einen po-
tentiellen Punkt, so wird dadurch die Kontinuitét an dieser Stelle unterbrochen.
Wenn das Peirce’sche Kontinuum auf einem Kreis angeordnet wirdlEl7 und der
Kreis in einem markierten Punkt durchgeschnitten wird, so verdoppelt sich der
markierte Punkt. Fiigt man den aufgeschnittenen Kreis wieder an den zwei
Punkten zusammen, so wird aus den zwei Punkten wieder einer. Verschwindet
auBlerdem die Markierung und damit der Punkt, so ist auch die Unterbrechung
der Kontinuitéit beseitigt.

Peirce macht ein zweites Gedankenexperimenﬂ Man nehme den selben,
an einem Punkt durchschnittenen Kreis wie zuvor. Wiirde einer der Punkte
an einem der durchschnittenen Enden des Kreises wegfliegen, so kénnte dieser
Punkt in eine Menge von Punkten zerfallen, die so gro wire wie die Menge
der irrationalen Zahlen zwischen Null und Einﬂ Man kann also sagen, dass
hinter einem markierten Punkt, der eine Unterbrechung der Kontinuitdt be-
wirkt, iiberabzihlbar viele potentielle Punkte versteckt sind. Eine Art, wie sich
dieses Versteckt-sein formal fassen lidsst, ist, Punkte nicht mehr als unteilbar
aufzufassen, sondern als infinitesimal lange Intervalle.

Peirce will sein Kontinuum auf einer Geraden anordnen, oder besser auf
einem Kreis, um Randpunkte zu vermeiden. Er setzt voraus, dass Mengen be-
liebiger Méchtigkeit auf einer Geraden angeordnet werden kénnterﬂ

1Siehe [85], 87, 88, 97-99..

128iehe dazu [85], S. 87/88. Er spricht nach der Einfiihrung des arithms von Interpolatio-
nen, die man durchfithren kénne, sie scheinen Ahnlichkeiten zu haben mit dem Bilden der
Potenzmenge, es ist aber nicht klar was er meint. Er scheint schon hier den Zusammenhang
zwischen der Ordnung und der Kohision kliaren zu wollen. Er {iberlegt auch, dass die Menge
abzdhlbarer Folgen von Nullen und Einsen eine iiberabzéhlbare Menge ergibt.

13Siehe [85], S. 97 ff.

14Giehe [82].

15Siehe [82].

16Siehe [82].

17Siehe [83].
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Peirce nimmt weiter an, dass es im Kontinuum Infinitesimale gibﬁ Diese
Annahme geht u.a. auf deren angenehme mathematische Eigenschaften zuriick,
und auf den Gedanken, wir seien uns eines Momentes bewusst. Ein Moment hat
in Peirce’ Vorstellung eine wenn auch nur infinitesimale Ausdehnung. Innerhalb
dieses Momentes gibt es ein jetzt, und ein jetzt + €. Er denkt, Verdnderung so
besser erkldren zu konnen. In dieser Arbeit kamen Infinitesimale bisher impli-
zit vor, zum Beispiel in den Gedankenexperimenten zu auseinanderfliegenden
Punkten.

4.3 Erfassung des Allgemeinem

Die dritten Bedingung sagt aus, dass sich das Kontinuum eignen soll, um Allge-
meines zu erfassen. Es ist jedoch nicht klar, was das Wort ,,allgemein” bedeutet.
Peirce bezeichnet Gesetze als allgemein. Er bezeichnet etwas als allgemein, unter
das unbestimmt viele Instantiierungen fallen.

Im folgenden Zitat von 1898 sind die ersten drei Bedingungen zusammenge-
fasst und mit der Allgemeinheit in Zusammenhang gebracht:

That which is possible is in so far gemeral, and as general it
ceases to be individual. Hence, remembering that the word ,,poten-
tial” means indeterminate yet capable of determination in any spe-
cial case, there may be a potential aggregate of all the possibilities
that are consistent with certain general conditions; and this may be
such, that given any collection of distinct individuals whatsoever,
out of that potential aggregate there may be actualized a more mul-
titudinous collection than the given collection. Thus the potential
aggregate is with the strictest exactitude greater in multitude than
any possible multitude of individuals. But being a potential aggre-
gate only, it does not contain any individual at all. It only contains
general conditions which permit the determination of individuals.
[82], S. 247.

In der Struktur des Kontinuums sind also nach Peirce Bedingungen enthal-
ten, die das Bestimmen von Individuen bzw. Punkten erlauben. Peirce bringt in
seiner fiinften Lowell lecture von 1903 Allgemeinheit wie folgt in Zusammenhang
mit dem Kontinuum:

Not to trouble you with logical subtilities where I can avoid it,
let us say that an assertion is general if no amount of actual fact
could certainly fulfill the truth of it. It says you newver will find
it falsified. The future never will have been exhausted. A general
assertion, leaves it to the hearer to take any instance he can. [93],
390.

18Giehe [35], [50] fiir eine ausfiihrliche Behandlung des Themas.
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Der von Peirce genannte Zusammenhang zwischen Kontinuum und Allge-
meinheit besteht hier darin, dass das Kontinuum ebenso unausschopflich ist,
wie es fiir die allgemeine Behauptung verlangt wird.

FEine Definition des perfekten Kontinuums, aus der nachcantorschen Zeit um
1910, charakterisiert den Zusammenhang zwischen Allgemeinheit und Kontinu-
um wie folgt:

Definition I. A perfect continuum belongs to the genus of a whole
all whose parts without any exception whatsoever conform to one
general law to which same law conform likewise all the parts of each
single part. Continuity is a special kind of generality; or conformity
to one Idea. More specifically, it is a homogenity [regularity], or ge-
nerality among all of certain kind of parts of one whole. Still more
specifically, the characters which are the same in all the parts are a
certain kind of [relation] relationship of each part to all the coordi-
nate parts; that is, it is a regularity. [I09], beziffert mit A 15, A16.

In der spéten Phase spricht Peirce statt von potentiellen Punkten nur noch
von Teilen des Kontinuums. All diese Teile sollen einer gemeinsamen allgemeinen
Idee unterliegen. Sie sollen alle zueinander eine gleichartige Relation besitzen.
Allgemeinheit wird nach Peirce auch zu den deutlichsten Beispielen fiir Drittheit
gerechnet. Dies liegt daran, dass Allgemeinheit, Gesetze und Gewohnheiten eng
zusammenhéngen. Gesetze sind allgemein. Sie gelten jeweils nicht nur fiir eine
einzelne Situation, oder fiir eine einzelnes Ding, sondern fiir all diejenigen Dinge
oder Situationen, die besondere Merkmale haben. Die nicht durch das Gesetz
festgelegten Eigenschaften kénnen beliebig variieren.

4.3.1 Kontinuum und Drittheit

Um die Beziehung zwischen Kontinuum und Drittheit zu klédren, soll der achten
Vorlesung Peirces in Reasoning and the Logic of T hingsﬂ gefolgt werden.

Peirce nimmt an, dass die potentiellen Punkte des Kontinuums durch die
dyadische Relation R unterschieden werden kénnen. Er weist dann nach, dass die
Annahme einer dyadische Relation mit dieser Eigenschaft zu einem Widerspruch
fithrt, oder den Anforderungen nicht geniigt.

Wenn zwei Individuen dadurch unterschieden werden, dass sie in dieser Rela-
tion zueinander stehen, so ist offensichtlich, dass kein Individuum zu sich selbst
in dieser Relation steht. Man nimmt als néchstes drei Individuen A, B, C. Sei
RAB und RBC. Peirce setzt auflerdem voraus, dass immer wenn RC.A gilt, nicht
RAC gilt. Da es um das Kontinuum geht, muss es jedoch eine allgemeine Regel
geben, die festlegt, ob RCA oder RAC, denn genau dies ist nach Peirce die Idee
der Determination des Potentiellen. Zunéchst scheint es gleichgiiltig, ob RC.A
oder RAC.

Als erstes soll der Fall betrachtet werden, wenn aus RAB und RBC immer
RCA folgt.

19Giehe [83], S. 248-250.
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Nimmt man ein viertes Individuum D dazu, so gibt es verschiedene Moglichkeiten
fiir die Relation im ersten Fall. Peirce fiihrt sie alle zum Widerspruch, wie das
Folgende zeigt:

1. Fall: Sei RAD.

(a) Unterfall: Sei RBD. Dann gilt also RAB und RBD, und damit nach
der allgemeinen Regel RDA, dies steht im Widerspruch zu RAD.

(b) Unterfall: Sei RDB. Dann gilt also nach der allgemeinen Regel RBA,
was im Widerspruch zu der Voraussetzung RAB steht.

2. Fall: Sei RDA.

(a) Unterfall: Sei RCD. Aus RCD und RDA folgt nach der allgemeinen
Regel RAC, und dies ist ein Widerspruch zu RCA.

(b) Unterfall: Sei RDC. Ist auflerdem RBD, so folgt mit RDC nach der
allgemeinen Regel RCB und das ist ein Widerspruch zu RBC. Ist
hingegen RDB, so folgt mit RBC nach der allgemeinen Regel RCD
und dies steht im Widerspruch zu RDC.

Damit ist gezeigt, dass fiir die oben angenommene allgemeine Regel die An-
nahme einer dyadischen Relation zur Unterscheidung von Individuen zum Wi-
derspruch fithrt. Die andere mogliche allgemeine Regel, namlich dass aus RAB
und RBC RAC folgt, fiihrt nicht zum Widerspruch. Sie fiihrt aber dazu, dass
es zwei Ausnahmeindividuen gibt, ndmlich eines, das zu allen in der Relation
R steht, und eines, zu dem alle in der Relation R stehen. Solche mo6chte aber
Peirce nicht zulassen. Man kann sich dies bildlich an einer geraden Linie vor-
stellen, die zwei Endpunkte hat. Fiigt man die beiden Endpunkte zusammen, so
erhélt man eine geschlossene Linie. Markiert man auf der geschlossenen Linie,
zum Beispiel einem Kreis, drei beliebige nacheinanderliegende Punkte A, B, C,
so stehen diese in einer triadischen Relation zueinander.

4.4 Selbstihnlichkeit

Die Selbstahnlichkeit l4sst sich formulieren durch den Satz:, Teile eines Konti-
nuums sind wieder Kontinua.”. Dabei ist unklar, wann etwas ,, Teil” eines Konti-
nuums genannt werden soll. Die Bedingung, dass Teile eines Kontinuums wieder
Kontinua sein sollen, zeigt sich auch in dem Zitat aus Manuskript 204 [109] zur
Definition eines perfekten Kontinuums, das sich im Abschnitt iiber das Erfassen
von Allgemeinem findet.

Dort erklart Peirce, was er unter einem Teil versteht:

I begin by defining part of any whole in a sense of the much wi-
der any in current use, though it is not obsolete in the vocabulary
of philosophy. In this broadest sense, is anything that is (1) other
than the whole, and (2) is such that if the whole were really to be,
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no matter what else might be true, then the part must under all
conceivable circumstances itself really be, in the same universe of
discourse’, though by no means necessarily in the same one of tho-
se three Universes with which experience makes us all more or less
acquainted. Thus, light is a part of vision. The existence of the Cam-
panile of San Marco is a part of the last sight I had of it; though
the part was a thing; while the whole is a mental experience. At any
rate, so I, as an adherent of the doctrine of immediate perception;
believe; and I might add that the same dear departed embodiment
of beauty is a part of my present momentary 7@ of that experience.
[109] S. 3, 4.

Peirce schreibt hier, dass ein Teil von A etwas anderes ist als A. Der Teil ist
im selben Diskursuniversum, kann jedoch einer anderen Kategorie angehoren.
Als Beispiele nennt er Licht, das ein Teil des Sehens ist, und den Campanile als
Teil seines letzten Seheindruckes des Markusplatzes. Dabei ist der Seheindruck
ein mentales Ereignis und der Campanile ein Ding.

Er definiert Spéterﬂ mehrere Eigenschaften von Teilen, namlich koexistie-
rend, kopredikamental, material und homogen.

Unter einem koexistierenden Teil versteht er einen Teil, der im selben Uni-
versum (Moglichkeit, Aktualitit, Notwendigkeit), bzw. in derselben der drei
Kategorien wie sein Ganzes existiert.

Kopredikamental ist ein etwas engerer Begriff. Peirce greift dabei auf die Li-
ste der zehn Kategorien oder Predikamente von Aristoteles zuriick. Peirce war
iiberzeugt, dass es zwei Listen der Kategorien gébe, eine kurze und eine lange.
Die kurze hat im Gegensatz zu der langen die Eigenschaft, dass jede Erfahrung
Aspekte aller dieser Kategorien hat. Ein Teil heifit kopredikamental zu seinem
Ganzen, wenn er sowohl koexistierend ist, als auch zum selben Predikament
gehort. Zur Definition eines materialen Teils braucht er zunéchst einen weite-
ren Begriff, ndmlich nicht-partitional. Eine nicht-partitionale Eigenschaft eines
Teils ist eine Eigenschaft, die nicht durch das Teil-Sein des Teils besteht. Die
Definition des materialen Teils wurde von Peirce als kompliziert bezeichet, er
sah an dieser Stelle aber noch keine Vereinfachungsmoglichkeit :

By a material part of a real whole, I mean a part which posesses
all the real and non-partitional characters which are posessed in
common at once by the whole in its unseperated state and by all the
parts in an enumeration of al the mutually exclusive parts, which
enumeration is such that no further partition into mutually exclusive
parts could alter the real and non-partitional characters common to
the whole and to all parts. [109], S. 9, 10.

Ein homogener Teil ist ein Teil, der all die realen und nicht-partitionalen
Eigenschaften seines Ganzen besitzt, insofern dies fiir einen Teil moglich ist.

20Das Fragezeichen steht fiir ein unleserliches Wort.
21Siehe [109], S. 8.
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Ein homogenes Ganzes ist zusammengesetzt aus homogenen Teilen und besitzt
keine anderen realen Eigenschaften, als folgende:

e Solche, die allen seinen homogenen Teilen gemeinsam sind,

e solche, die Unterscheidung zwischen Teilen ermdéglichen, hier meinte Peirce
vielleicht so etwas wie den Ort jedes Teils, falls er einen solchen besitzt,

e solche, die jedes Ganze von solchen homogenen Teilen besitzen muss,
e solche, die die Negation einer partitionalen Eigenschaft sind und

e nicht-partitionale Eigenschaften.

Es ist erstaunlich, dass Peirce am Schluf§ nicht-partitonale Eigenschaften
aufzahlt, da jede der vorher von ihm genannten Eigenschaften nicht-partitional
ist. Es scheint, dass auch nichthomogene Ganze nicht-partitionale Eigenschaften
haben, und die Aufzdhlung sollte wohl von nichthomogenen Ganzen abgrenzen.

In einem perfekten Kontinuum nach Peirce gehorchen alle Teile und das
Ganze einem Gesetz, auch die Teile der Teile. Dies mag ein Grund sein, wes-
halb Peirce Kontinua als eine spezielle Art von Allgemeinheit sieht, weil Ge-
setze allgemein sind. Die Teile sind dem Ganzen &hnlich, das Ganze hat nur
selbstahnliche Teile. Peirce fragt weiter, worin die Regularitdt zwischen den
Teilen besteht, welche Relation die Teile untereinander haben, denn sie sind
einander zwar dhnlich, aber doch nicht alle gleich. Er bezeichnet als Relation,
die auch die Unterscheidung der Teile ermégliche, das Aneinanderstoen (conti-
guity). Er nennt als Grund, warum diese Relation geeignet sei, dass Kontinuitéit
auch Ununterbrochen-Sein (unbrokenness) bedeutet.

4.5 Prioritat

Mit Prioritét ist gemeint, dass das Kontinuum mindestens genauso grundlegend
ist wie das Diskrete. In dieser Bedingung ist zu kldren, was das Wort ,,genauso”
bedeutet.

Die Begriindung fiir Peirce’ Uberzeugung, dass das Kontinuum mindestens
so grundlegend ist wie das Diskrete, reicht bis in die Metaphysik. Sie hat zu
tun mit der engen Verkniipfung zwischen der pragmatischen Maxime und dem
Synechismus.

Dazu schreibt Peirce:

The principle of continuity is the idea of falibilism objectified.
For falibilism is the doctrine that our knowledge is never absolute
but always swims, as it were, in a continuum of uncertainty and
indeterminacy. Now the doctrine of continuity is that all things so
swim in continua... For where there is no continuity, the exact ascer-
tainment of real quantities is too obviously impossible. [61] 1.170 -
1.175.
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Das Kontinuierliche ist also grundlegend, es ist nach Peirce zu erwarten,
dass die Diskursuniversen und die Wirklichkeit kontinuierlich sind. Das Diskre-
te ist unser Versuch, eine einfachere, formal leichter zugéngliche Beschreibung
zu finden. Diese Sicht lésst sich nicht in den formalen Modellen nachweisen, sie
gehort zu den metaphysischen Uberzeugungen Peirce’. Er hat viele Griinde fiir
diese Uberzeugung, da er die Losung vieler philosophischer Probleme durch den
Synechismus erhofft. Er sieht die Moglichkeit, so Gesetz und Induktion, von
Evolution und Zufall, von Leib und Seele durch Kontinuitét als gemeinsames
Prinzip besser zu verstehen. Dies sind Griinde, weshalb Peirce eine Diskretisie-
rung des Kontinuums mit zunehmendem Alter immer mehr ablehnt. Dennoch
ist fiir Peirce auch das Diskrete grundlegend. Das Diskrete entspricht der Zweit-
heit. Zweitheit steht fiir Aktualitdt. Klar unterschiedene, individuierte Einzel-
dinge gehoren zur Kategorie der Zweitheit, da klar individuierte Dinge weder
vage oder moglich, noch allgemein oder notwendig sind. Da alle drei Kategorien
gleichermaflen grundlegend sind, gehort auch das Diskrete zu den grundlegenden
Dingen.



Kapitel 5

Kontinuum und
Konstitution der

Wirklichkeit

In diesem Kapitel sollen skizzenhaft einige Themen der Metaphysik und der Er-
kenntnistheorie erldutert werden. Dabei kommen Gedanken vor, die nicht aus-
driicklich bei Peirce stehen, sondern sich aus seinen Schriften ableiten lassen. Es
geht darum, eine Art Spaziergang durch den Garten der Peirce’schen Philoso-
phieE] zu machen. Es soll deutlich werden, dass Peirce gleiche Prinzipien in so ver-
schiedenen Bereichen wie Metaphysik und Erkenntnistheorie sieht. Ein wesent-
licher Aspekt von Peirce’ Uberlegungen zum Kontinuum ist seine Uberzeugung,
dass der Gedanke des Kontinuums so etwas wie ein allgemeines Schema bietet,
das fiir verschiedene philosophische Fragen ein Schliissel sein konnte. Einmal
sind das Fragen, deren seiner Ansicht nach interessanteste Losungsversuche auf
einen unendlichen Regress fiihren. Andere Fragen haben mit der Unbestimmt-
heit der Wirklichkeit zu tun, oder mit der Unbestimmtheit unserer Erkenntnis
der Wirklichkeit. Dabei ist fiir Peirce typisch, dass er die Strukturen unserer
Erkenntnisprozesse fiir dieselben hilt, wie die Strukturen der Wirklichkeit. Des-
halb hélt er es fiir moglich, dass wir die Wirklichkeit konstituieren kénnen, und
dass diese Konstitution auf analoge Weise stattfindet wie die Entstehung der
Wirklichkeit.

Zunéchst soll anhand der pragmatischen Maxime und Peirce’ Wahrheits-
begriff erklart werden, wie er seine Uberzeugung, dass wir die Welt erkennen
konnen, belegt.

IEinen gute Einfithrung in die Peirce’sche Philosophie und ihre Entwicklung bietet immer
noch [53].
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5.1 Pragmatische Maxime

Um die pragmatische Maxime darzustellen und ihren Zusammenhang mit den
hier behandelten Themen, wird hauptséchlich den Harvard Lectures [88] gefolgt.
Sie haben den Vorteil, dass sie in der kantianischen Periode liegen, und damit
innerhalb des in dieser Arbeit besonders untersuchten Zeitraumes.

Die erste Version der pragmatischen Maxime wird 1879 von Peirce in der
Revue philosophique veroffentlicht. Er schreibt dort:

Considérer quels sont les effets practiques que nous pensons pouvoir
étre produits par ’objet de notre conception. La conception de tous
effets est la conception complete de l’objetﬂ

Unser Begriff oder Konzept eines Objektes wird also nach der pragmatischen
Maxime dadurch bestimmt, welche Einfliisse dieses Objekt ausiibt. Er schreibt
kurz vorher, dass die durch das Objekt verdnderten Gewohnheiten fiir den Be-
griff des Objektes wesentlich ind. Die Gewohnheiten sind deshalb wichtig, weil
sie von Dauer sind. Wére der Einfluss des Objektes nur auf einen Moment be-
schrinkt und wiirden dabei keine Folgen entstehen, so géibe es keinen Begriff
des Objektes.

1903 schreibt Peirce zur Erlauterung des Pragmatismus:

Pragmatism is the principle, that every theoretical judgement ex-
pressible in a sentence in the indicative mood is a confused form of
thought whose only meaning , if it has any, lies in its tendency to
enforce a corresponding practical maxim expressible as a conditional
sentence having its apodoss in the imperative mood.

Hier formuliert Peirce das Prinzip fiir Sétze. Wichtig fiir das Verstédndnis
der pragmatischen Maxime ist auch, dass Peirce alle denkbaren Folgen iiber
einen beliebig langen Zeitraum einbeziehen will, besonders solche, die praktische
Maximen nach sich ziehen. Peirce schreibt in den Harvard Lectures, er habe die
Uberlegungen zum Pragmatismus vor langer Zeit ausgeschickt wie Tauben, und
nun sei eine neue Brut entstanden, die er kaum mehr erkennen wiirde.

Interessant ist, wie das Prinzip 1905 skelettiert und zu einem logischen Prin-
zip wird. Die Aussage wird dahingehend umgewandelt, dass die Bedeutung von
etwas in seinen Relationen besteht. Damit wachsen Zeichentheorie, Relationen-
logik und Pragmatizismusﬂ zusammen. Er schreibt:

I have come to think that the common pragmatistic opinion afore
said is that every thought (unless perhaps certain single ideas each
quite sui generis) has a meaning beyond the immediate content of

2Der Text findet sich in [64], S. 365. Dieser Abschnitt wird in den Harvard Lectures [88]
erneut zitiert. Es findet sich in [69], S. 135.

3Der Name Pragmatizismus wird von Peirce gewiihlt, um seine Theorie von Uberlegungen
von James und anderen abzugrenzen, auf die er in den Harvard Lectures mit seiner Rede von
der neuen Brut hinweist.
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the thought itself as it would be to say of a man that he was a
husband in himself or a son in himself, and this is not merely because
thought always refers to a real or fictious object, but also because it
supposes itself to be interpretable. [98], S. 362.

Ein weiteres wichtiges Prinzip von Peirce ist seine Definition der Wahrheit.
Er schreibt, Wahrheit sei das, was die Forscher wiahrend unendlich langer Zeit
unter idealen Bedingungen gemeinsam erforschen wiirden. Fiir diese Definition
diirfte er zwei Griinde gehabt haben. Der erste, von ihm frither erkannte Grund
ist, dass er einen zuginglichen Begriff von Wahrheit haben wollte. Der zweite
Grund ist, dass Peirce grofles Vertrauen in die menschliche Erkenntnisfihigkeit
hatte. Die Annahme, dass Menschen die Wahrheit erkennen kénnen, setzt er als
Postulat voraus. Dieses Postulat ist verwandt mit seiner Definition von Bedeu-
tung. Die grundsétzliche Zuganglichkeit der Wahrheit ermutigt zur Forschung.
Man konnte die Annahme, dass wir die Welt erkennen kénnen, eine pragmati-
stische Arbeitshypothese nennen. Bezweifelt oder verneint man unsere Erkennt-
nisfahigkeit, so begiinstigt dies eine Ablehnung von Forschung. Die Moglichkeit
durch Forschen sich der Wahrheit anzunidhern wird nicht dadurch ad absurdum
gefithrt, dass wir Einzelnes nicht wissen kénnen, oder Einzelnes heute fiir un-
zugénglich halten. Wir kénnen zum Beispiel nicht sicher wissen, ob ein Diamant
auch dann hart ist, wenn wir ihn nicht beobachten. In seiner spéteren Philoso-
phie war Peirce der Ansicht, dass der Diamant hart ist, auch wenn wir ihn nicht
anschauen, da sonst die Harte des Diamanten keine Gesetzmiéigkeit wére. Denn
es gibt neben der Beobachtung der Hérte des Diamanten auch noch andere, z.B.
chemische und kristallographische Eigenschaften, die auf Harte hinweisen. Des-
halb wire es Unsinn, die Hérte des Diamanten als nicht real aufzufassen, nur
weil die Kenntnis eines einzelnen Faktums fehhﬂ Auch kénnen wir nicht wis-
sen, ob gestern Mittag auf dem Baum gegeniiber ein Vogel gesessen hat, es sei
denn, wir, oder jemand anders hat den Baum zu dieser Zeit genau beobachtet.
Peirce schreibt, dass wir heute nicht wissen kénnen, was morgen erforschbar
sein wird. Es sei fiir unser Forschen am fruchtbarsten, wenn wir keine Grenzen
setzerﬂ Fiir die spite Philosophie Peirce’ ist miteinzubeziehen, dass Einzelfak-
ten als abgeleitet aus Gesetzen und Kontinua aufgefasst werden. Peirce wére
deshalb ab etwa 1903 damit zufrieden gewesen und der Meinung, die Forscher
hétten die Wirklichkeit erfasst, wenn sie die Moglichkeiten beziiglich des Vo-
gels hitten beschreiben kénnen. Peirce geht es bei seiner Uberzeugung, dass wir
die Wirklichkeit erkennen kénnen, darum, dass wir die Strukturen der Wirk-
lichkeit verstehen koénnen. Dies sei die Vorbedingung des Verstdndnisses von
Einzelfakten. Peirce ist der Uberzeugung, dass die Strukturen in unseren Er-
kenntnisprozessen mit den Strukturen in der Wirklichkeit iibereinstimmen. Er
nennt die Formulierung solcher Strukturen , Prinzipien der Logik”. Auch die
pragmatische Maxime nennt er , Maxime der Logik”ﬁ

4Das Problem wird von Peirce schon 1878 aufgeworfen. Er schreibt in [71], S. 132, 133,
dabei handle es sich um ein Problem der Sprache. Dem widerspricht er 1905 in [97], S. 354-
357 ausdriicklich.

5Fiir eine ausfiihrliche Diskussion siche [42], S. 56 fF.

6Die Aussage findet sich in den Harvard Lectures [88]. Siehe [69], S. 133.
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Bei seinen Uberlegungen iiber die Moglichkeit des Forschens weist Peirce
immer wieder auf die Ubereinstimmung hin, die zwischen den Prinzipien der
Erkenntnistheorie und der Realitét bestehen. Er schreibt zum Beispiel, nachdem
er Kritik an antropomorphen Begriffen erwdhnt:

I reply that every scientific explanation of a natural phenomenon is
a hypothesis that there is something in nature to which the reason
is analogous; and that is really so, all the science in its explanations
to human convenience are witnessed’}

Er bringt auch auf andere Weise sein Vertrauen in unsere Fihigkeit, Wahres
zu erkennen zum Ausdruck:

For as I said a few minutes ago, there manifestly is not one drop of
principle in the whole vast reservoir of established scientific theory
that has sprung from any other source than the power of the human
mind to originate ideas that are trud’]

5.2 Gemeinsame Prinzipien in Metaphysik und
Erkenntnistheorie

Hier sollen einige Prinzipien skizzenhaft vorgestellt werden, von denen Peirce
annimt, dass sie sowohl in Metaphysik, als auch in Erkenntnistheorie giiltig
sind. Zur Behandlung der Peirce’schen Metaphysik sei auf einige Voraussetzun-
gen hingewieserﬂ Spricht man von evolutionirer Metaphysik, so ergibt sich als
Thema auch die Entstehung des Kosmos. Unsere Sprache hat jedoch implizite
zeitliche Strukturen, so dass Worte wie zum Beispiel ,, vorher” und ,,nachher”
nur in analoger Bedeutung des logischen Aufeinanderfolgens verstanden wer-
den diirfen. Die evolutionidre Kosmologie muss nach Peirce mathematische und
logische Prinzipien verwenden und entsprechend ihrer Themen anpassen. Die
Thesen der evolutiondren Metaphysik miissen kompatibel sein mit den Thesen
der Erkenntnistheoriﬂ, da diese leichter zugénglich ist, und damit sicherer.

5.2.1 Tychismus und Agapismus

Tychismus und Agapismus sind zwei wesentliche Bausteine der Peirce’schen Me-
taphysik. Die Grundprinzipien dieser einander ergénzenden Theorien lassen sich
wie folgt formulieren:

e Tychismus: Der Zufall ist der Motor der Veréinderungl]

"Das Zitat ist aus den Harvard Lectures [88]. Es findet sich in [69], S. 193.

8Das Zitat ist aus den Harvard Lectures [88]. Es findet sich in [69], S. 153, 154.
9Siehe [58].

10Metaphysik hingt nach der Peirce’schen Klassifikation von der Erkenntnistheorie ab.
H1Gjehe fiir die beiden Prinzipien, [66], S. 293 und [74].
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e Agapismus: Es besteht die Tendenz zu einer giinstigen Entwicklung, wobei
gilinstig je nach Kontext bestimmt wird.

Als Peirce jung war, wurde in seiner Umgebung Darwin’s Evolutionsleh-
re intensiv diskutiert. Die Evolution ist zentral in Peirce’ Denken. Er nimmt
an, dass sich nicht nur Tier- oder Pflanzenarten entwickeln, sondern war der
Uberzeugung, dass alles sich entwickelt, sogar Gesetze. Auch Erkenntnis oder
der Erkenntnisprozess der Menschheit soll sich nach Peirce’ Vorstellungen ent-
wickeln. Motor der Verdnderung im Kosmos ist nach Peirce der absolute Zufall.
Dabei wundert er sich, dass allein {iber Zufall und Auslese eine wohlgeordnete
Entwicklung moglich ist. Deshalb nimmt er einen weiteren Parameter an, der die
Entwicklung zu einer groflerer Vielfalt steuert, zum Beispiel bei Pflanzen und
Tieren zu einer besseren Anpassung an die Umwelt. Die dazugehtérende Theorie
nannte er Agapismus (agapism).

Die Entwicklung des Erkenntnisprozesses folgt nach Peirce den gleichen Re-
geln, wie die Evolution. Auch hier nimmt Peirce neben dem Zufall einen weiteren
Parameter an. Der Mensch soll die Féahigkeit haben, wahre Ideen zu generieren,
auch die Fahigkeit, richtig zu raten, aus den zufillig sich anbietenden Hypo-
thesen besonders vielversprechende herauszugreifen. Der Erkenntnisfortschritt
bestimmt, was unter giinstig zu verstehen ist. Diese Fahigkeit entspricht dem in
der Theorie des Agapismus angesprochenen Parameter.

Peirce hat sich intensiv mit Wahrscheinlichkeitsrechnung beschéftigt, er hat
dabei festgestellt, dass zum Beispiel bei einem unendlich langen Spiel mit der
Miinze es theoretisch moglich ist, dass die Miinze immer auf Zahl fillt. Man
konnte sagen, diese Moglichkeit habe infinitesimale Wahrscheinlichkeit.

Bei den Uberlegungen zu der Veréinderung von Gesetzen verwendet Peir-
ce seine Theorie des Kontinuums. Jedes Gesetz spannt ein Kontinuum realer
Moglichkeiten auf, das diejenigen Ereignisse potentiell enthélt, die unter das
Gesetz fallen konnen. Nach Peirce sollen sich Gesetze dhnlich wie menschliche
Gewohnheiten entwickeln. Bei Gesetzen nimmt Peirce an, dass diese sich durch
infinitesimal kleinen Abweichungen verindern. Aus diesen infinitesimal kleinen
Abweichungen koénnen nach unendlich vielen Schritten endliche Veréinderungen
entstehen. Fiir die unendlich vielen Schritte muss nicht unendlich viel Zeit
benétigt werden, da eine unendliche Summe endlicher Zeitabschnitte einen end-
lichen Zeitabschnitt ergeben kann.

Bei der Evolution nimmt Peirce an, dass sich der Kosmos von unbestimm-
ter Moglichkeit zu einer Erstarrung hin entwicklt, weitgehend bestimmt durch
Gesetze, Gewohnheiten des Kosmos. Ebenso sei anzunehmen, dass der Mensch
im Laufe der Zeit zunehmend von seinen Gewohnheiten bestimmt werde. Die
Entwicklung des Kosmos und die menschliche Entwicklung sollen nach Peirce
von Moglichkeit hin zu Gesetzmaéssigkeit laufen.
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5.3 Modalia und die drei Kategorien

Die Modallogik Peirce’ findet sich in der hier priasentierten Form hauptséchlich
in den Manuskripten nach 1906, sie wird ausfiihrlich von Pape{EI behandelt.
Moglichkeit, Aktualitit und Notwendigkeit sind nach Peirce drei Seinsweisen.
Moglichkeit hat zwei Formen, die Peirce mit possibility und potentiality be-
zeichnet. Ein Satz iiber eine dieser drei Seinsweisen ist auf gleiche Weise cha-
rakterisiert wie ein vager, ein singuldrer oder ein allgemeiner Satz. Dabei ist
Vagheit der Erstheit zugeordnet, Singularitéit der Zweitheit und Allgemeinheit
der Drittheit™]
Peirce unterscheidet 1910 drei Seinsweisen:

Nevertheless, I consider that I am not going beyond what my subject
obligues me to do, in saying that I hold that there are three [cate-
gories] modes of Reals;...1st, Would-bes, 2nd, Existent and Actuals,
which are definite individuals; 3d Can-bes..["%] [I11], S. 9.

Peirce bringt 1909 Vagheit (Uneindeutigkeit) und Allgemeinheit mit den
Modalia in Verbindung, ndmlich Kann-Sein mit Vagheit und Wiirde-Sein mit
Allgemeinheit:

Uneindeutigkeit beinhaltet wesentlich ein Kann-Sein (May-Be). ,Ein
Mensch“ ist immer nur ein Mensch, aber er kann dies, es kann das,
es kann beides nacheinander sein. [106], S. 399.

Ein wahres Allgemeines ist ein Was-es-auch-immer-sein-sollte oder
ein Wann-es-auch-immer-da-sein-sollte, die ihre Allgemeinheit den
nachfolgenden Wiirde-sein oder Da-wiirde-sein auferlegen werden.
[106], S. 402.

Es zeigt sich, dass Peirce’ Definition der Modalia im sprachphilosophischen
Sinn mit den Definitionen der Vagheit, Singularitit und Allgemeinheit iibereinstimmt.

An erster Stelle wollen wir fragen, ob es richtig ist zu sagen, dass es
drei Arten der Modalitéit, S ist P, S konnte P sein, S muss P sein,
gibt. Dies unterscheidet sich nur wenig davon zu sagen, dass 1. P von
S jetzt wahr ist, 2. P von S unter manchen denkbaren Umstédnden
wahr ist, die ich nicht kenne oder nicht beschreibe, die nicht zu
denen der gegenwiirtigen Situation gehoren und 3. P von S unter
solchen denkbaren Umsténden wahr ist, wie Sie sich entscheiden,
sie zu spezifizieren. [107)], S. 417, 418.

12Giehe [57], insbesondere die Seiten 61-66.

13Diese Ubereinstimmungen sind jedoch fliessend, und lassen sich nicht in allen Textstellen
als Interpretation aufrechterhalten.

14Peirce hat das in eckige Klammern gesetzte ,,categories“ durchgestrichen.
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Peirce betrachtet hier wieder Aussagen der Form S C P. .S muss P sein“
hat offensichtlich groBe Ahnlichkeit mit dem beschriebenen Wiirde-sein. Damit
ist es als Gesetzesaussage zu interpretieren und als Aussage iiber die Zukunft.
Pape schreibt, dass ,,5 muss P* sein und ,,S wiirde P“ sein und ,,S wird P
sein“ dquivalent seien.

»9 konnte P sein“ beinhaltet, dass S auch nicht P sein konnte. .S ist
P“ hingegen beinhaltet keine Unbestimmtheit. ,,.5 muss P sein* ist nach Pei-
rce nicht so festgelegt, wie es im allgemeinen aufgefasst wird. Es mag nach
Peirce Umsténde geben, iiber die nicht sicher gesagt werden kann, dass sie als
Umsténde fiir die Wahrheit von P spezifiziert werden. Diese Sicht liegt auch
daran, dass Peirce sich vorstellt, dass auch Naturgesetze sich entwickeln, und
dass er Naturgesetze als Gewohnheiten der Natur auffasste. Er stellte von der
logischen Form her Gewohnheiten, wie die Verwendungsweise eines bestimmten
Zeichens auf eine Stufe mit z. B. physikalischen Gesetzen. Seine Auffassung
von einem Gesetz, wie z. B. ,der Mensch ist sterblich“, hat auch Ahnlichkeiten
mit Handlungsanweisungen: Welchen Menschen du auch immer auswéhlst, du
wirst feststellen, er ist sterblich. Oder: Wihle einen Menschen aus, so wirst du
feststellen, er ist sterblich.

Wie die drei Begriffe ,vage“, | singuléar®, | allgemein®, so lassen sich auch die
Begriffe ,Moglichkeit“, , Aktualitéit“ und ,,Notwendigkeit “ mit Hilfe des Prinzips
des ausgeschlossenen Dritten bzw. des Nichtwiderspruchsprinzips definieren:

Now, in this respect, a simple assertory proposition differs just half as
much from the assertion of Possibility, or that of a Necessity, as these
two differ from each other. For, as we have seen above, that which
characterizes and defines an assertion of Possibility is its emancipa-
tion of the Principle of Contradiction, while it remains subject to
the Principle of Excluded Third; while that which characterizes and
defines an assertion of Necessity is that it remains subject to the
Principle of Contradiction, but throws off the yoke of the Principle
of Excluded Third; and what characterizes and defines an assertion
of Actuality, or simple Existence, is that it acknowledges allegiance
to both formulae, and is just midway between the two rational ,, Mo-
dals“, as the modified forms are called by the old logiciansE

So haben die drei Begriffe ,,vage®, ,singulir®, ,allgemein“ und die Begriffe
,moglich“, aktual “ und ,notwendig“ bei Peirce an manchen Stellen iibereinstimmende
Definitionen.

Es soll noch ein Zitat angegeben werden, das auf die Verbindung mit den
drei Kategorien hinweist und eine sehr weite Interpretation der drei Seinsweisen
zeigt.

The three universes I mean are first, the Universe of Ideas, i.e. of
arbitrary possibilities; secondly the Universe of Physical Things, to-
gether with their single Facts, or actualizations of ideas in them; and

5Das englische Zitat wurde von Fischer und Turquette [32], S. 79 aus [I08] S. 34, 35
entnommen.
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thirdly, the Universe of Minds with their Feelings, their Sensations
of Physical Facts, and their Molitions (a word coined to express the
putting forth of [ment] effort upon a physical thing, in contra distinc-
tion to the purpose of such action,) together with everything that
pertains to Conduct (which is far to narrow a word) Esthetic, Mo-
ral, and Cogunitive [-] Impressions;[-Purposes| Instincts; [the Habit
taking], the formation of Plans, [and] Purposes, and Ideals; Resolu-
tion, the (strengthening) of Determination, and Self-control; Habit
taking; the Formation Utterance, and Interpretation of all sorts of
mental Signs, whether Icons, Indices, or Symbols; [-] mental Ejacula-
tions, Commands and Interrogatives, and Judgements; Conjectures
of Sympathy, Logical Analysis, and Testings, etcm [109], S. 4, 6, 7.

5.3.1 Interpretation der drei Kategorien im Zusammen-
hang mit Erkenntnis und Schépfung

Peirce beschreibt die Entstehung des Kosmos als das Entstehen aus reiner
Moglichkeit. In dieser reinen Moglichkeit entwickeln sich Gesetze, so dass die
Entwicklung von Erstheit zur Drittheit gehen soll. Dabei kénnte Schopfung auf-
gefasst werden als Interpretation der reinen Moglichkeit.

Pape diskutiert in seinem Vortrag [58] die Entstehung der Zeit bei Peircﬂ
Noch ,vor” der Entstehung der Zeit ist das reine Nichts der Moglichkeit (the
bare Nothing of Possibility). Mit dem reinen Nichts der Moglichkeit sei der Zu-
stand uneingeschrinkter Moglichkeit gemeint, fiir den die Naturgesetze noch
nicht gelten. Der erste Schritt der Evolution ist das Bilden eines eindimensiona-
len Kontinuumﬂ Dadurch ist auch ein Vorher und Nachher entstanden, wie es
etwa bei logischen Folgerungen zu finden ist. Die reine Moglichkeit wird damit zu
der Moglichkeit von Etwas. Das Sein spezifischer Qualitdten besteht darin, in ei-
nem eindimensionalen Kontinuum nach Intensitéﬂ angeordet zu sein. All diese
Qualitéten sind in dem Punkt der Intensitat Null verbunden. Die Kriimmungen
all dieser Qualitdtskontinua ist nicht festgelegt und kann auch fiir jede Qualitét,
oder sogar innerhalb einer Qualitdt unterschiedlich sein. Die Teile der jeweili-
gen Kontinua stehen zu ihrem Ganzen in der Relation der Selbstdhnlichkeit.
Auflerdem kann es sein, das sich die verschiedenen Qualitdtskontinua schnei-
den. Diese zufélligen Schnittpunkte nennt Peirce akzidentelle Reaktionen. Die
akzidentellen Reaktionen kénnen moglicherweise sequentiell angeordnet werden
und damit moglicherweise ein neues Kontinuum bilden. Das sequentielle An-
ordnen in einem Kontinuum ist das Entstehen einer Regelméssigkeit, oder einer
Drittheit.

163, 6 ist dabei eine Variante von S. 5. Worte, die von Peirce durchgestrichen wurden, stehen
in eckigen Klammern.

"Dabei folgt er hauprsichlich [84].

18Siehe [95], S. 127.

19Peirce nahm wohl an, dass alle Qualitéten kontinuierlich viele unterschiedliche Intensitéiten
haben kénnten.
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Peirce nimmt auflerdem an, es konnten nicht nur akzidentelle einpunkti-
ge Schnitte entstehen, sondern auch mindestens eindimensionale Schnitte, was
durch die Annahme mehrdimensionaler Qualitédtskontinua erklérlich wird.

Relationen zwischen Qualitdten kénnen nach Peirce auflerdem dadurch ent-
stehen, dass Kopien eines Qualitdtskontinuums gemacht werden. Die Kopie ei-
nes Qualitéitskontinuums reprasentiert die Qualitit, deren Kopie sie ist. Wei-
ter konnen sich Folgen solcher Kopien bilden. Diese konstituieren Dimensionen
moglicher Qualitdaten. Dazu scheint Peirce ein Kontinuum mdglicher , feelings”
zu postulieren, das mit entsteht und die Reihenfolge fiir die sequentielle Anord-
nung der Kopien und der akzidentellen Reaktionen angibt. Dies représentiert
eine Regelméssigkeit oder Gesetzméssigkeit und gehort damit zur Drittheit.
Dieses Kontinuum moglicher , feelings”scheint Peirce mit Zeit zu identifizieren.

Ebenso kann man bei der Erfahrung von einem ersten Eindruck ausgehen,
bei dem die Dinge noch nicht unterschieden und unbedacht seien, und bei dem
noch keine Reaktionen eine Rolle spielten. Nach dem ersten Eindruck kommen
Reaktionen hinzu und das Suchen nach Gesetzméssigkeiten. Auch in dem Er-
kenntnisprozess der Menschheit ist eine dhnliche Struktur zu finden. Am Anfang
steht das Ununterschiedene. In den fritheren Schriften wird die Erstheit, bzw.
das ununterschieden Wahrgenommene mit dem Ding an sich in Verbindung ge-
bracht. Dieses wird mit Hilfe der Fahigkeit, wahre Hypothesen zu bilden, von
den Forschenden unterteilt. Dabei werden Gesetzméssigkeiten entdeckt. In ei-
nem beliebig lange dauernden Prozess nahert sich die Menschheit dem beliebig
fein Unterteilten an, das in gewisser Weise dem Ersteindruck entspricht, der so
seine Unzugéanglichkeit verliert.

Manchmal scheint es, als wiirde Peirce das Kontinuum als das Ununterschie-
dene betrachten. Unter diesem Aspekt wiirde es zur Erstheit gehoren. Kontinu-
um als das Ununterschiedene ist Moglichkeit. Fiir Moglichkeit gilt das Prinzip
des Nichtwiderspruchs nicht. Kontinuum als Drittheit bezeichnet dagegen den
gesetzmaissigen Aspekt des Kontinuums. Fiir diesen ist das Prinzip des ausge-
schlossenen Dritten nicht giiltig.

Das Peirce’sche Kontinuum scheint immer dort aufzutauchen, wo die Gren-
zen der Unterscheidbarkeit oder Unterschiedenheit erreicht werden. Diese Gren-
zen sind nicht fiir alle Kontexte gleich festgelegt, aber es ist anzunehmen, dass
es immer solche Grenzen gibt.

Man konnte sagen, dass die Grenzen unserer Unterscheidungsmoglichkeiten
die Grenzen unserer Welt seien@ Das, was noch nicht, oder nicht mehr unter-
scheidbar ist, nehmen wir noch nicht, oder nicht mehr wahr.

5.4 Materie und Geist

Peirce verwendet den Kontinuum-Gedanken, um unendliche Regresse in der Phi-
losophie zulassen zu konnen. Er ist der Meinung, dass man sowohl die wechsel-

20 Ahnlich wie Wittgenstein, der in [I30], 5. 6 schreibt: ,Die Grenzen unserer Sprache be-
deuten die Grenzen meiner Welt”.



68 KAPITEL 5. KONTINUUM UND KONSTITUTION

seitige Beeinflussung von Materie und Geist, als auch die Verbindung zwischen
Zeichen und Bezeichnetem durch einen unendlichen Regress kldaren kann.

Der Einfluss zwischen Materie und Geist findet in der Zeit statt. Zwischen
zwei Zeitpunkten liegt jeweils ein dritter. Der Zustand, der zum dazwischenlie-
genden Zeitpunkt gehort, wird nach Peirce von dem Zustand, der zum ersten
Zeitpunkt gehort, beeinflusst, und beeinflusst den Zustand, der zu dem spéteren
Zeitpunkt gehort. Dies gilt zum Beispiel fiir Gefiihle und Qualitéten, die eine
mit der Zeit abnehmende Intensitit haben. Da sie aber dennoch iiber die Zeit
hinweg, wenn auch mit abnehmender Intensitdt erhalten bleiben, kénnen sich
verschiedene Gefiihle beeinflussen. Auflierdem ist, wenn ein Gefiihl prisent ist,
ein infinitesimales Kontinuum von Gefiihlen prisent. Dies sei nétig, damit die
Verénderung der Intensitét verstehbar wird. Ein &hnliches Bild hat Peirce bei
Ideen einer Person. Die Ideen nehmen in der Zeit ab an Intensitéit, konnen
jedoch andere Ideen beeinflussen, dadurch, dass sie weiter erhalten bleiberﬂ
Erinnerung diirfte dann eine Verstdrkung der Ideen sein.

Peirce sieht Materie als Geist, in dem sich die Gesetzmissigkeiten verstérken,
und dadurch zu einer Erstarrung gefiihrt haben. Geist ist im Gegensatz zu Ma-
terie den Gesetzmissigkeiten nicht in derselben Strenge unterworfen wie Ma-
terie. Statt Gesetzméssigkeiten gibt es im Geist Gewohnheiten, die eine Hand-
lung wahrscheinlicher machen als andere. Dies ist keine Schwiche des Geistigen,
sondern notwendig, damit Spontanitit und geistige Weiterentwicklung moglich
wird. Auch Materie ist jedoch nicht vollstindig starr, sondern bleibt zur Ent-
wicklung féihiﬂ

Um das Leib-Seele Problem, oder die Beeinflussung zwischen Materie und
Geist aufzukléaren, betrachtet Peirce die Realitét als kontinuierlich in Ereignis-
folgen strukturiert. Nur unter der Annahme unendlicher Ereignisfolgen kann
nach Peirce unsere Beobachtung erkliart werden, dass Geist auf Materie, und
Materie auf Geist wirkt. Diese Wirkung findet nicht unmittelbar statt, sondern
durch eine unendliche Folge E Pape [50] bringt diesen Gedankengang mit der
Verbindung von Zeichen und Bezeichnetem in Zusammenhang, falls das Be-
zeichnete etwas Reales, wie zum Beispiel ein Auto ist. Etwas Reales ist in die
kontinuierliche Realitét eingebunden, und hat insofern unbestimmt viele Eigen-
schaften. Deshalb muss das Zeichen zum Ankniipfungspunkt unbestimmt vieler
Zeichen werden konnen, will es das reale Etwas darstellen. Unsere Anndherung
an das Erfassen eines Gegenstandes geht {iber den Ersteindruck zum Bilden
einer unendlichen Kette von Zeichen.

Peirce illustriert in einem Brief an Lady Welby von 190@ auf welche Weise
Préadikate kontinuierlich sein kénnen. Er nennt Prédikate dann kontinuierlich,
wenn sie auf einen unendlichen Regress fithren: Das Pridikat des Satzes ,, Kain
totet Abel” lasst sich als ,,_ totet _” schreiben. Peirce versucht das Pradikat
weiter auf seine Struktur zuriickzufiihren, und entfernt das Wort ,totet”. Er
erhielt ,,_ steht in der Relation_zu _”. Peirce fragt sich, ob man noch mehr aus

21Siehe dazu [78].
22Giehe dazu [78].
23Siehe dazu [87].
24Siehe [113], S. 71, 72.
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dem Satz entfernen kann. Er erhélt dabei ,,_ iibt die Funktion des Relatums der
Relation aus_zu _” . Man kann so fortfahren und erhélt dabei einen unendlichen
Regress. Dies zeigt, dass ,,steht in der Relation” ein kontinuierliches Prédikat ist.
Dies ist die bestmdgliche Strukturauflosung, denn bei weiterer Analyse wiirde
man diesem #dhnliche, selbst wieder kontinuierliche Pradikate erhalten.
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Es sollen verschiedene mathematische Modelle vorgestellt und daraufhin un-
tersucht werden, ob sie die fiinf Eigenschaften des Peirce’schen Kontinuums
besitzen. Die fiinf Eigenschaften lauten:

e unbegrenzte Unterscheidbarkeit,

e Potentialitdt der Punkte.

e Erfassung des Allgemeinen,

e Teile von Kontinua sind wieder Kontinua oder Selbstidhnlichkeit und

e Prioritdt der Kontinuums vor dem Diskreten.

Die Formulierung der Eigenschaften, wie sie sich aus den Schriften von Peirce
ergibt, erlauben verschiedene Ausdeutungen. Durch die Modelle sollen verschie-
dene Ausdeutungsmoglichkeiten dargestellt werden.
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Kapitel 6

Uber Blaus Logik

Ulrich Blau hat, dhnlich wie Peirce in der kantianischen Periode, von der Men-
genlehre ausgehend die Grenze der diskret beschreibbaren Vielheiten gesucht.
Im Rahmen seines Ansatzes zur Losung der beriihmten, allgemein ,, Liigner” ge-
nannte Paradoxie hat Blau die Reihe der Ordinalzahlen um die sogenannten
transdefiniten Ordinalzahlen erweitert. Um den Liigner ausdriicken zu kénnen,
braucht Blau in der Objektsprache ein Wahrheitspriidikatl} In seiner Erweite-
rung der Ordinalzahlen um die transdefiniten Ordinalzahlen kommt Blau an
eine Grenze der formalen Ausdriickbarkeit. Die Grenze erweist sich bei stren-
ger Beriicksichtigung der Mengen-Klassen-Unterscheidung als uniiberschreitbar.
Durch diese Grenze der formalen Ausdriickbarkeit ist die Wohlordnung aller
transdefiniten Ordinale nicht ausdriickbar.

Hier sollen aus dem umfangreichen Werk von Blau Ideen vorgestellt werden,
die Ahnlichkeiten mit Peirce’schem Gedankengut haben. Dass solche Ahnlichkeiten
zu finden sind, ist in mancher Hinsicht erstaunlich, da Blau in seiner Theorie
die starken Annahmen der Mengenlehre noch verstirkt. Blau fiithrt zum Beispiel
noch umfassendere Zahlklassen ein, auch expliziert er die starken Annahmen
der klassischen Mathematik, indem er einen allwissenden Verifikator theoreti-
sches Hintergrundkonstrukt voraussetzt. Im Gegensatz dazu zieht Peirce, wie die
konstruktive Mathematik, das Allwissenheitsprinzi;ﬂ des Tertium non Datur in
Zweifel.

1Blaus Abhandlungen zu diesen Themen sind der Inhalt eines ca 700-seitigen Skriptes iiber
Logik der Unbestimmtheiten und Paradoxien [9], das in der Bibliothek des Seminars fiir Philo-
sopie, Logik und Wissenschaftstheorie an der LMU Miinchen erhéltlich ist. Eine dltere Kurz-
fassung ist in der Zeitschrift Erkenntnis verdffentlicht [8]. Ausschnitte seiner Uberlegungen
hat er 2001 in einem Vortrag [10] auf dem Russell-Kongress in Miinchen vorgestelllt. Dazu
wird ein Kongressband erscheinen, in dem seine Uberlegungen nachzulesen sind [I1]. Da hier
Ausschnitte aus seiner umfangreichen Theorie skizziert werden sollen, kann fiir Beweise in den
meisten Féllen nur auf sein Skript verwiesen werden.

2Inwiefern das Tertium non Datur als Allwissenheitsprinzip bezeichnet werden kann, wird
in dem Kapitel iiber konstruktive Mathematik ausgefiihrt.

(0]
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6.1 Blaus Reflexionslogik und ihr Zusammen-
hang mit Vagheit und Allgemeinheit

Ausgangspunkt und Motivation fiir die Entwicklung der Reflexionslogik bei Blau
war der Lﬁgnerﬂ Blau vertritt die These, dass er mit Hilfe der Reflexionslogik
mit transdefinit vielen Stufen eine Losung fiir den Liigner

A: A ist kein wahrer Satz

gefunden hat. Weiterhin problematisch bleibt aber der epistemische Liigner

B: B ist nicht ein Satz, den ich jetzt glaube.

Blau schliagt vor, dass man zur Losung des Liigners nicht bei der Frage stehen-
bleibt, welchen Wahrheitswert A hat, bzw. ob A iiberhaupt einen hat, sondern
dariiberhinaus verfolgt, welcher Dynamik unsere Gedankengéinge folgen, wenn
wir ihn zu verstehen suchen.

Der erste Schritt bleibt dennoch, zu versuchen, den Wahrheitswert zu ent-
wickeln:

e Es ist zu priifen, ob A wahr ist.

e Wenn ja, so ist A kein wahrer Satz, denn das besagt er. Wenn nein, so
trifft zu, was er besagt, also ist A wahr.

In diesen drei Schritten ist offensichtlich eine Schleife enthalten. Man kommt
also nie an ein Ende. Solange man sich in dieser Schleife befindet, ist man auf
der Reflexionsstufe 0, auf dieser Stufe bleibt der Wahrheitswert offen. Sobald
man die Schleife als solche erkennt, kann man auf der Reflexionsstufe 1 erneut
nach dem Wahrheitswert von A fragen. Da A offen und damit nicht wahr ist, ist
der Wahrheitswert von A auf dieser Stufe durch den zweiten Schritt wahr. Auf
Reflexionsstufe 2 fahrt man mit der auf Reflexionsstufe 1 erhaltenen Information
fort und erhélt durch den zweiten Schritt, dass A falsch ist. Dies kann man nun
beliebig fortsetzen, und der Wahrheitswert wird oszillieren.

Blau numeriert die Reflexionsstufen spéiter mit Ordinalzahlen.

Fiir die Untersuchung von Paradoxien benttigen wir eine selbstreferentiel-
le Sprache, das heifit insbesondere, dass Wahrheit innerhalb der Objektspra-
che ausdriickbar sein soll. Ein weiterer Unterschied zur Préadikatenlogik ist die
Feinheit, in der zwischen Innen- und Auflensicht unterschieden werden kann.
Gewohnlich unterscheiden wir die Innensicht und Aufensicht einer Theorie durch
die Objekt-Metasprachen-Unterscheidung. In Blaus Reflexionslogik wird auf je-
der Reflexionsstufe eine Innen- und eine Auflensicht benotigt.

Es werden deshalb Wahrheitspradikate W, F, W*, F* eingefiihrt. W, F' sind
unreflektierte, innere Wahrheitswerte, W*, F'* stehen fiir reflektierbare Wahr-
heit und Falschheit. Die resultierende Logik LR ist eine konservative Erweite-
rung der klassischen Logik.

3Die informellen Erliuterungen zur Reflexionslogik folgen [9], S. 11, S. 22 fF.
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Blau fl'ihriEI eine formale Sprache LR ein, die als Grundsymbole die logi-
schen Konstanten —, A, V, =, die Grundkonstante rﬂ die Hilfssymbole (),
|, die Objektkonstanten a, b, ¢ und die Objektvariablen z, y, z enthilt, und
die Prddikatkonstanten P, @), R, den einstelligen Junktor W, den Indikator *.
Der Indikator bezeichnet die reflektierte Stufe und tritt bei den Grundsym-
bolen nur als Index von W auf. Von den Objektkonstanten, Objektvariablen
und Pradikatkonstanten soll es jeweils endlich viele geben. Durch Numerierung
mittels Strichfolgen ||| kénnen aus den Grundsymbolen fiir die Objektkonstan-
ten, Objektvariablen und Pradikatkonstanten jeweils abzdhlbar viel definiert
werden. Auch die Stelligkeit der Préadikate kann durch Strichfolgen angegeben
werden, beides wird aber der Einfachheit halber meistens informell mit Indices
abgekiirzt. Blau fiihrt weitere definierte Symbole ein, wie zum Beispiel Vv, 3,
die er ebenfalls in die Objektsprache aufnimmt. Als Metavariablen verwendet
er jeweils die nicht kursiv gedruckten Buchstaben. Ausdriicke in LR seien alle
endlichen Folgen von Grundsymbolen und definierten Symbolen einschliefflich
der leeren Folge. Er definiert auch Teilausdriicke, die er de re nennt, wenn in
ihnen keine Anfiihrung vorkommt, und de dicto, wenn in ihnen mindestens ei-
ne Anfiihrung vorkommt. Dabei sie die Anfiihrung eines Ausdruckes ,,A” der
Ausdruck ,” A", Terme seien die Objektkonstanten, die Objektvariablen und
die Anfiihrung beliebiger Ausdriicke. W kann mit einem Stufenindex s verse-
hen werden, der als Metavariable fiir den leeren Ausdruck, fiir * und fiir Terme
stehen kann. ,,I/W*” sei als einstelliger Junktor und als Priadikatkonstante mit
variabler Stellenzahl zugelassen.

Zur Definition der Semantik der Reflexionslogik L R braucht man Folgendes:

Die Menge der Ausdriicke € sei. Sei auBerdem &£ die Menge ihrer Anfiithrungen,
U, das Universum von ¢, D, := U,\& der aufersprachliche Objektbereich von
pund D, := {J: de Dso} die Menge der Namen, wobei d ¢ £ und U, := EUD,
die Menge der Grundbezeichnungen fiir U, ist. Aus den reinen Ausdriicken von
LR erhilt man durch nullfache oder mehrfache Substitution von Namen fiir freie
Objektvariablen Ausdriicke von LR,.

Nach Blau ist eine £ R-Interpretation eine Funktion ¢, die alle Grundbezeich-
nungen u € (_]g,, alle Objektkonstanten a und alle Pradikatsymbole interpretiert.
Dabei soll ¢ den Folgenden vier Regeln gentigen:

1. ¢(a) =u.
2. ¢(a) €U,.
3. ¢ (P") sei ein geordnetes Paar (P}, P ), wobei P} NP, = @ und PfU

P, CUg. PQ‘ heifit Positivbereich von P", P~ heifit Negativbereich von

P™ und Pg = U\ (P;r u P;) Neutralbereich von P™ bei ¢.

4. =F={(u,u) ;v e Up}; =5:=Up\{{u,u) : u € Up}; =2C D?p.

4Siehe [9] S. 457 ff. Blaus Skript wird weitgehend gefolgt, um eine Grundlage fiir weitere
Diskussionen herzustellen.

5Es ist strittig, ob sie als logische Grundkonstante bezeichnet werden kann. Dazu siehe [9],
S. 400.
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Diese Definition geniigt jedoch nicht fiir die Bewertung der Formeln in der
Blau’schen Reflexionslogik, z.B. wurde W damit nicht interpretiert. Ein p—Satz
ist ein LR—Satz, der durch eine Interpretation ¢ interpretiert wurde. Bevor die
Bewertung von Formeln erklart wird, sollen zuerst die moglichen Wahrheitswerte
der Blau’schen Reflexionslogik und dann der Begriff des allwissenden Verifika-
tors erldutert werden.

6.1.1 Die sechs Wahrheitswerte auf jeder Stufe der Refle-
xionslogik

In der Reflexionslogik gibt es auf jeder Stufe nicht nur die beiden klassischen
Wahrheitswerte, sondern sechs Wahrheitswerte. Einer der zu wahr und falsch
hinzukommenden Wahrheitswerte wurde schon vorgestellt: Entsteht bei dem
Bestimmen eines Wahrheitswertes eines Satzes auf einer Stufe eine Schleife, so
hat der Satz den Wahrheitswert Offen. Offene Sétze entstehen also bei seman-
tischen Zirkeln und Regressen. Ein weiterer Wahrheitswert, der Neutral heif3t,
wird vagen Sétzen, bzw. Sdtzen mit Kategorien- und Présuppositionsfehlern zu-
geordnet. Mit vagen Sétzen sind solche gemeint, die nicht vollsténdig bestimmt
sind. In solch einem Fall steht neutral fiir eine Art Zwischenwert. Die Wahrheits-
werte Neutral und Offen sind kénnen nicht zu einem Wahrheitswert zusammen-
gefasst werden, denn Offen fithrt im Gegensatz zu Neutral zu einem Oszillieren,
das nicht abschliefbar ist. Blau nennt solche Wahrheitswerte unfundiert. Zwei
zusitzliche Wahrheitswerte entstehen durch Konjunktion und Adjunktion von
N und O. Die Konjunktion zweier Sitze ist auch in LR genau dann wahr, wenn
beide Sitze wahr sind, und falsch, wenn mindestens einer der beiden Sétze falsch
ist. Ebenso ist die Adjunktion zweier Sétze genau dann falsch, wenn beide Sétze
falsch sind, und wahr, wenn mindestens einer der beiden S#tze wahr ist. Also
ist die Konjunktion eines neutralen und eines offenen Satzes nicht wahr. Und
es ist offen, ob der Satz falsch oder neutral ist. Die Adjunktion eines neutralen
und eines offenen Satzes ist offensichtlich nicht falsch, es bleibt aber offen, ob
sie wahr oder neutral ist.

Wiirde die Konjunktion von N und O als falsch bewertet, so ginge die
erlduterte klassische Charakterisierung der Konjunktion verloren, denn nun géibe
es Konjunktionen, die falsch wéren, ohne dass eines der Konjunktionsglieder
falsch wéare. Wiirde die Adjunktion von N und O als wahr bewertet, ginge
ebenfalls die erlduterte klassisch logische Charakterisierung der Adjunktion ver-
loren, denn nun gibe es Adjunktionen, die wahr wiren, ohne dass eines der
beiden Adjunktionsglieder wahr wire. Blau wird also durch die strikte Beto-
nung der Sonderstellung der klassischen Logik und damit durch die Forderung
einer konservativen Erweiterung zu einer sechswertigen Logik, statt einer heute
iiblicheren vierwertigen, gefiihrt.

Man erhélt dieselben Wahrheitswerte auch durch eine andere, von Varga
von Kibéd stammende Uberlegun Dazu seien die Wahrheitswerte Wahr und

SPersénliche Mitteilung 2003.
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Falsch gegebelﬂ, wie es in der klassischen Logik {iblich ist, so dass Wahr das
Komplement von Falsch ist. Nun soll darauf verzichtet werden, vorauszusetzen,
dass es nur diese beiden Wahrheitswerte gibt. Dadurch entsteht ein erweiterter
Kontext. In diesem ist das Komplement von Wahr und Falsch nach dem Festle-
gen der dufleren Grenze des Kontextes ein dritter Wahrheitswert. Dieser heifle
Neutral. Nun soll wiederum darauf verzichten werden, anzunehmen, man ha-
be damit schon alles erfasst. Man erhélt dann, nach der Festlegung der dufleren
Grenze des Kontextes, der sich durch diesen zweiten Verzicht ergibt, als Komple-
ment der drei bisherigen Wahrheitswerte einen neuen Wahrheitswert, der Offen
heifle. Im Fall der Reflexionslogik ist die zweite Kontexterweiterung durch den
Reflexionsschritt gegeben. Wird zusétzlich Nichtfalschheit und Wahrheit, und
analog Nichtwahhrheit und Falschheit unterschieden, so erhélt man die Sechs-
wertigkeit. Auf den ersten Blick sieht also die Entstehung des Wertes neutral
und des Wertes offen asymmetrisch aus. Betrachtet man jedoch die Definition
der metasprachlichen Priidikate N := {A: WA, —W —Ae W2}, so ist
dies zu O := {A: —WA, —W — A ¢ W} symmetrisch.

6.1.2 Vagheit, Allgemeinheit und die Blau’schen Wahr-
heitswerte

Die Unterscheidung zwischen vagen bzw. selbstreferentiellen Sitzen bei Blauent-
spricht in etwa der Unterscheidung zwischen allgemeinen und vagen Objekten
bei Peired?]

Vage Sétze sind nach Blau unterbestimmt. Deshalb ist es sinnvoll, als wei-
teren Wahrheitswert so etwas wie einen Zwischenwert, ndmlich neutral, ein-
zufithren. Tut man dies, so wird damit das Bivalenzprinzip verletzt. Bei all-
gemeinen Sétzen macht Peirce den Satz, bzw. das Gesetz zu einem Objekt.
Dieses ist unterbestimmt. Deshalb ist es sinnvoll, die Sétze, denen Peirce allge-
meine Objekte zugeordnet hat, mit dem Blau’schen Wahrheitswert neutral zu
bewerten. Dieser verletzt das Bivalenzprinzip, das eine der vielen Peirce’schen
Formulierungen des Prinzips des ausgeschlossenen Dritten war.

Selbstreferentielle Satze konnen das Nichtwiderspruchsprinzip verletzen. Blau
hat aus dem Verletzen des Nichtwiderspruchsprinzips einen Ausweg dadurch
gefunden, dass die verschiedenen Reflexionsstufen und der Wahrheitswert offen
eingefiihrt werden. Peirce sprach von vagen Objekten. Betrachtet man zum Bei-
spiel das Wort ,, Tasse”, so ist die in diesem Wort zu dem Gegenstand gegebene
Information unterbestimmtﬂ Betrachtet man das Wort jedoch so, als bezeichne
es das vage Objekt Tasse, das gewissermassen gleichzeitig weiss und nicht weiss,
rund und nicht rund, mit Henkel und nicht mit Henkel sei, so ist das vage Ob-
jekt tiberbestimmt. Das vage Objekt Tasse vereinigt in sich alle Moglichkeiten,

"Man kann auch diese erst konstruieren.

8Varga von Kibéd hat darauf hingewiesen, dass sich Peirce Uberlegungen zu Vagheit
und Allgemeinheit evtl. erhellen liefen, wenn man annehme, dass Blau von Beschreibungen
spriche, Peirce von Objekten. Personliche Mitteilung 2003.

9Brandom und Rescher haben versucht Peirce’ Logik der Vagheit und Allgemeinheit durch
Uberbestimmtheit und Unterbestimmtheit zu erkliren. [13].
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die fiir Tassen bestehen. Vage Objekte verletzen damit das Nichtwiderspruchs-
prinzip. Es bietet sich an, die Sétze, denen Peirce vage Objekte zugeordnet hat,
mit dem Wahrheitswert offen zu bewertenld]

6.2 Der allwissende Verifikator

In der klassischen Mathematik wird das Sprechen von einem erkennenden Sub-
jekt vermieden. Dennoch kénnte man sagen, dass ein solches implizit vorausge-
setzt wird. Betrachtet man die Regeln der klassischen Logik, und fragt nach der
Erkenntniskraft eines Subjektes, das in seiner Erkenntnis diesen Regeln folgt,
so erhilt man den allwissenden Verifikator, wie ihn Blau eingefithrt hat. In
seiner Reflexionslogik wurde der allwissende Verifikator V u.a. eingefiihrt, um
die Wahrheitswertpradikate W* und F* auswerten zu konnen. Der allwissende
Verifikator soll die , Realitdt durch die Augen des Sprechers sehen und seine
semantisch relevanten Intentionen (W1), alle semantisch relevanten Konventio-
nen seiner Sprache (W2) und alle Tatsachen im Sinn von W1 und W2 kennen
(W3)|El" Das Symbol ,,x” gehort nach Blaus Definition zu den Indikatoren, wie
»ich”, | jetzt”,  hier” und bezeichnet die Stufe des Reflektierten. V* als der Ve-
rifikator auf der a—ten Stufe sieht alle vorangehenden Stufen < a von auflen,
er erkennt die Wahrheit aller Sitze WP A, FA. W< und F® wird von ihm als
W und F ausgewertet. W* und F* werden von dem nicht reflektierenden V°
als W° und F° ausgewertet, was gleichbedeutend ist mit W und F.

Es stellt sich die Frage, ob man den allwissenden Verifikator nicht in eine
erweiterte Interpretationsfunktion integrieren kénnte, dhnlich wie Burch den Be-
griff des Geistes von Peirce in eine Interpretationsfunktion zu integrieren such@
Bei Blau ist es wichtig, dass der allwissende Verifikator eine Auflenposition in
der Logik einnimmt. Dies wird benétigt, da ein wichtiges Thema der Reflexions-
logik Selbstreferentialitat ist und Ausdriicke mit * ausgewertet werden sollen,
wofiir eine Auflenposition nétig ist.

Mit Hilfe des allwissenden Verifikators kann Blau bei einer gegebenen LR-
Interpretation ¢ ein gestuftes sechswertiges Verifikationsverfahren einﬁihrelﬂ
mit dem beliebige Formeln in LR bewertet werden kénnen. Nachdem der LR-
Satz mit der Interpretationsfunktion ¢ interpretiert wurde, zergliedert der Ve-
rifikator V7 den entstandenen Satz baumfbrmigfﬂ in Teilaussagen. Er ist dann
verifiziert, wenn jeder Ast nach endlich vielen Schritten einen Endpunkt er-
reicht. Ein Endpunkt ist dann erreicht, wenn die p—Interpretation des am End-
punkt stehenden Satzes wahr, falsch, oder neutral ist. V{ kann alle Sitze, die
falsch, neutral oder wahr sind, nach endlich vielen Schritten verifizieren, fal-
sifizieren oder neutralisieren. Die anderen Sétze fithren auf mindestens einem

10Es ist hier allerdings nicht ersichtlich, inwieweit vage Objekte etwas mit Reflexionsschrit-
ten zu tun haben.

1 Ein weitgehend wortliches Zitat aus [9], S. 21.

12Siehe [18], S. ix.

13Dafiir wird [9], S. 460 ff. gefolgt

14 Blau weist auf Unterschiede zu Kalkiilbdumen hin. Die Sprache LR,, der p— Verifikationen
sei u.U. nicht abzéhlbar.
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Ast zu falsch, neutral, zu einem Regress oder zu einer noch offenen Behauptung
WrC, —WT"C fir ein r > n. Nun erkennt Vg“ in einem Reflexionsschritt, dass
der Wahrheitswert auf der Stufe n nicht feststellbar ist. Dieses Resultat wird
verwendet, um einen Endpunkt der Gestalt —W™ — B oder —W™B fiir Verifika-
tionen der Stufe n + 1 zu verwenden. Man erkennt an dieser Stelle, warum der
Verifikator aufierhalb jeder Stufe stehen muss, sonst wire der Reflexionsschritt
an dieser Stelle nicht verstehbar.

Blau definiert an dieser Stelle induktiv nach n den Begriff der ( Z ) —Verifi-

kation eines p—Satzes C. Eine ( Z ) — Verifikation eines p—Satzes C' ist ein

Baum von ¢—Sétzen mit dem Ursprung C, in dem jeder Ast endlich ist, und
jeder Punkt entweder geméfl einer Nachfolgerregel, oder einer Definitionsbesei-
tigung einen, zwei, oder unendlich viele direkte Nachfolger hat oder gemifl einer

Endregel ein Endpunkt ist. Um eine ( Z ) —Verifikation durchzufiihren, wird

das Resultat der ( K ; 1 > —Verifikation verwendet, wie es fiir den Wahrheits-

wert offen erldutert wurde, insofern ist die Definition induktiv.
Durch die Interpretationsfunktion ¢ und durch die ( Z ) — Verifikation der

p—Sétze kann der Wahrheitswert jedes LR—Satzes auf jeder Stufe festgestellt
werden. LR ist konsisten@ und jeder LR—Satz hat auf jeder Stufe genau einen
der sechs Wahrheitswert

6.3 Blaus grofite Zahlen

Blau fiihrt, angeregt durch seine Beschéftigung mit der Mengenlehre und den
Liigner, neue Zahlen ein: Transdefinite Ordinale, die grofler sind als jede trans-
finite Ordinalzahl; als Reziproke dazu Infinitesimale, die transdefinit klein sind.
Die Konstruktion dieser Zahlen wird hier skizziert, da sie den Konstruktionen
dhnlich ist, die Peirce in der kantianischen Periode durchzufiihren versuchte.
Blau entwirft ein Zahlensystem, das er .S nennt. Als ontologische Basis setzt

er das Mengenuniversum V := |J V,, voraus. Dabei ist Vg := 0, V41 :=
ac)
P (V.), P bezeichnet die Potenzmengenbildung, V) := J V|, fiir Limeszahlen

a<
A. Blau definiert ungewohnlicherweise auch fiir echte Klassen eine Potenzklas-

senbildung P (X) := {z: 2 C X}, wobei die Variable = eine Mengenvariable
sein soll. Als axiomatische Basis fiir S verwendet er die impridikative Klassen-
theorie B von Bernays [7].

Er setzt auch eine Standardsemantik der impradikativen Klassentheorie vor-
aus. Die Klassenvariablen sollen dabei iiber alle Teilklassen von V variieren, es
soll dabei jedoch kein Bereich vorausgesetzt werden, in dem alle Teilklassen von

15Siehe [9] S. 470.
16Giche [9] S. 472.
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V enthalten sind, denn sonst wiirde die Allklasse zur Menge relativiert. Blau
legt Wert darauf, dass die Mengen-Klassen-Unterscheidung erhalten bleibt. Dies
wird auch eine Rolle spielen bei der Erlauterung der Grenzen des allwissenden
Verifikators.

Zur Definition der transdefiniten Ordinale benétigt Blau den Begriff der
Wohlordnung. Eine Wohlordnung auf einer Klasse X sei eine zweistellige Relati-
on auf X, die konnex und fundiert ist. Ein Anfangsabschnitt einer Wohlordnung
W ist eine Teilklasse Xy von X, die alle Vorginger beziiglich W ihrer Elemente
enthélt. Blau fordert dabei nicht, dass jeder echte Anfangsabschnitt einer Wohl-
ordnung eine Menge sein muss, da er sonst nach dem Satz von Mostowski keine
transdefiniten Ordinale konstruieren kénntdﬂ Man kann bei einer auf X gege-
benen Wohlordnung W auf einem Anfangsabschnitt Xy durch den Durchschnitt
eine Wohlordnung Wy := W N X auf X, definieren.

Definition 6.1 W heifit transdefinite Wohlordnung auf X genau dann, wenn
ein echter Anfangsabschnitt Xo von X isomorph zur Klasse aller Ordinalzah-
len Q ist, das durch die Elementrelation geordnet ist. Die Elemente von X\ Xq
heifsen transdefinite Ordinale.

Man kann zu jeder Wohlordnung W auf X eine gréflere Wohlordnung Wy
auf X; angeben, indem man die Wohlordnung um das Element () verlingert: Sei
Xi={{z} 0 X}, W= {{z},{y}) : (z,y) e W}und X := {{z} : 2 € X}U
{0}y, Wy = {{z},{y}) : (z,y) e W} U {{z,0) : x € X}. W und W sind iso-
morph, und W; verldngert W um die leere Menge. Damit kann es keine grofite
Wohlordnung geben. Im Gegensatz zu den gewohnlichen Ordinalzahlen, die sich
zu §2 zusammenfassen lassen, sind diese Ordinale nicht mehr zu einer Klasse
zusammenfassbar. Man koénnte sie nur zu einer Hyperklasse zusammenfassen
und damit wére die Mengen-Klassen-Unterscheidung verletzt. Blau nennt sol-
ches inkomprehensible offene Vielheiten. Um auf die inkomprehensible offene
Vielheit der Ordinale hinweisen zu kénnen, nennt er sie Q*. Blau fragt, ob man
Q" als Grundbegriff einfithren, und axiomatisch oder semantisch charakterisie-
ren konnte. Er stellt fest, dass man dazu eine Relation W* fordern miisste, die
die gesamte inkomprehensible Vielheit wohlordnen wiirde. Dies wére jedoch eine
lingste Wohlordnung, was nicht moglich ist. Auch kann man die Wohlordnung
aller Wohlordnungen nicht angeben. Die Definition wiirde lauten:

W <W gdw W ist einem Anfangsabschnitt isomorph .

Blau erhalt, dass diese nicht mehr streng konnex ist, sondern nur bis auf Iso-
morphie: B B ~
W<<WVWxWVW <W.

Es ist nicht moglich, Aquivalenzklassen isomorpher Wohlordnungen zu bilden,
denn dabei miissten Hyperklassen gebildet werden.

Blau schreibt auch, dass Wohlordnungen, die ein Teil der Ordinalzahlklasse
Q) sind, kardinal und ordinal bestimmte Mengen seien. Wohlordnungen, die tiber

17Siehe [10], S. 40.
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die Ordinalzahlklassen ) hinausreichen, sind kardinal unbestimmt, aber ordinal
bestimmt und echte Klassen. Die Wohlordnung aller Wohlordnungen ist ohne
bestimmte Lange und nicht mehr als eine Gesamtheit ausdriickbar. Die Gren-
zen der Ausdruckskraft, damit der Erkenntnis und des allwissenden Verifikators,
lassen sich nun leicht angeben: Keine der transdefiniten Ordinale hat eine Kardi-
nalitit, da Kardinalitdt durch eine Abbildung zwischen Mengen definiert ist. *
ldsst sich nicht mehr ausdriicken, da dazu das Bilden von Hyperklassen nétig
wére. Auf diese Art kann Blau Verschéirfungen des Liigners wie ,Dieser Satz
ist auf allen transfiniten Reflexionsstufen offen” entkommen. Selbst die weitere
Verschirfung des Liigners, ,Dieser Satz ist auf allen transdefiniten Reflexions-
stufen offen”, die erst durch die Einfiihrung der transdefiniten Ordinale moglich
ist, stellt damit kein Problem mehr dar.

6.4 Blaus kleinste Zahlen

Blau mochte letztlich eine Erweiterung der reellen Zahlen bekommen. Er fiihrt
Infinitesimale ein, die eine endliche Lénge in unendlich viele gleiche Teilstiicke
unterteilen sollen. Damit sind die Infinitesimale nicht mehr archimedisch. Seiner
Ansicht nach ist Teilen so natiirlich wie Zahlen und fiihrt zu seinen Infinitesima-
len. Er mochte, dass das Rechnen mit seinen Infinitesimalen ordinalen Charakter
hat. Dadurch unterscheiden sie sich von anderen Arten von Infinitesimalen. Er

wiinscht fiir den w—ten Teil von 1, das i w=uw jj , und das j} auch halbiert

1 1 . . . .
w1 2=2 w1 und geviertelt werden kénne. Er fiihrt auch transdefinit-

kleine Zahlen ein. Die verschiedenen Zahlen, also die transfiniten Ordinalzahlen,
die transdefiniten Ordinale, die reellen Zahlen und die transfiniten und trans-
definiten Infinitesimale sollen in einer Theorie vereinigt werden. Dazu bedient
sich Blau des Dualbaums. Reelle Zahlen kann man, wie unten erlédutert, als Aste
des reinen Dualbaums auffassen. Dessen Aste werden verlingert, um so einen
erweiterten Dualbaum zu erhalten, der all die genannten Zahlen enthalt.

Als Modell der reellen Zahlen sollen die Folgen der Léinge w mit den Wer-
ten 0 oder 1 verwendet werden. Dazu kann die erste auftretende 0 als Kom-
mastelle interpretiert werden. Manche reellen Zahlen erhalten auf diese Wei-
se eine doppelte Bezeichnung. Dies ldsst sich vermeiden, wenn alle Folgen ge-
strichen werden, die ab einer gewissen Stelle nur noch Einsen enthalten. Als
Variante R, die sich leichter transfinit verallgemeinern liefle, nennt Blau die
Folgen, an deren erster Stelle eine beliebige natiirliche Zahl steht, und an de-
ren weiteren Stellen 0 oder 1 stehen, wobei wieder alle Folgen gestrichen wer-
den, die ab einer gewissen Stelle nur noch Einsen enthalten. Die Ordnung
auf R richtet sich nach dem ersten Unterschied. Ist F' eine solche Folge, so sei
die natiirliche Zahl F (0) der Anfangswert der rellen Zahl, der Bruchwert sei

> FZ(,:L ) und hat einen Wert kleiner 1.
neN

Zur Erweiterung des Dualbaums auf transfinit lange Aste, so dass die transfi-




84 KAPITEL 6. UBER BLAUS LOGIK

niten Ordinalzahlen und die transfiniten Infinitesimale integriert werden kénnen,
verwendet Blau Normalformen zur Darstellung von Ordinalen. Auch helfen die-
se, Doppelreprisentationen einer Zahl auszuschlieen. Wieder sollen Folgen aus-
geschlossen werden, die an einer gewissen Stelle nur noch den Wert 1 haben. Als
Anfangswert sollen jetzt auch transfinite Ordinale zugelassen sein. Blau fiihrt
als niichstes transdefinite reelle Zahlen ein. Die Aste des Dualbaums sollen nun
transdefinit lang sein, und als Anfangswert sind neben natiirlichen Zahlen und
Ordinalzahlen auch transdefinite Ordinale zugelassen. Er beweist dann fiir Klas-
senpradikate, dass jedes beschriankte Klassenpridikat eine kleinste obere Schran-
ke besitzt [

6.5 Blau, Peirce und die fiinf Bedingungen

Blau beabsichtigt mit seiner Theorie, die die gréfiten und kleinsten Zahlen um-
fasst, bis an die Grenzen des formal Ausdriickbaren zu gehen. Dies versucht auch
Peirce in der kantianischen Periode, denn es soll unbegrente Unterscheidbarkeit
im Kontinuum moglich sein. In der nachcantorschen Periode versucht Peirce
dies zu erreichen, indem er so etwas wie eine offene Vielheit sucht, die Men-
gen aller Kardinalitdten enthélt. Blaus Q* hat solche Eigenschaften. Peirce gibt
in der nachcantorschen Periode auf, das Kontinuum, das sich an den Grenzen
der Unterscheidungsmoglichkeiten zu zeigen scheint, durch Mengenlehre zu be-
schreiben. Auch Blau hélt dies fiir ein hoffnungsloses Unterfangen, und schreibt,
auch durch die transdefinit kleinen Zahlen sei man nicht ,,iiber eine Fuinote zu
Zenon hinausgekommen”ﬁ Blau hélt das Kontinuum, und die damit verbun-
denen Fragen wie Vagheit und Bewegung fiir durch formale Uberlegungen nicht
fassbar. Peirce denkt anders dariiber und hofft in der nachcantorschen Periode,
dem Kontinuum durch topologische Uberlegungen und Uberlegungen zu dem
Thema Zeit ndher zu kommen.

Peirce forderte auflerdem die Potentialit(j@ der Punkte im Kontinuum.
Blaus bis ins transdefinite verldngerter Dualbaum besteht aus wohlunterschie-
denen Elementen. Insofern enthélt sein Dualbaum keine potentiellen Punkte.
Potentielle Punkte sollen bei Peirce jedoch immer genau dann auftreten, wenn
die Grenzen der Unterscheidungsmoglichkeiten erreicht werden. In Blaus Theo-
rie werden diese Grenzen erreicht, wie sich an der inkomprehensiblen offenen
Vielheit Q* gezeigt hat.

Die Erfassung des Allgemeinen ist in Blaus Theorie insofern mdoglich, als in
ihr nahezu alles formal Ausdriickbare formulierbar sein diirfte. Aulerdem sind
die Blau’schen Wahrheitswerte geeignet, um Peirce’ allgemeine und vage Sétze
zu bewerten.

Peirce wiinscht auch, dass das Kontinuum selbstdhnlich ist, also Teile des
Kontinuums wieder Kontinua sind. Der Dualbaums X ist selbstéhnlich, wenn

18Fine genaue Darstellung dieser Erweiterung der reellen Zahlen findet sich in [10].

19[10], S. 39.

208chraggedruckt stehen in diesem Abschnitt die fiinf Bedingungen fiir das Peirce’sche Kon-
tinuum.
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man als seine Teile beispielsweise alle Abschnitte 77 C X nimmt, die all ihre
Nachfolger ihrer Elemente enthalten. Diese Teile sind selbst wieder Dualbdume
und passen zur Forderung von Homogenitét als Relation zwischen den Teilen
bei Peirce.

Zur Prioritit gibt es bei Peirce und Blau Ubeereinstimmungen und Ab-
weichungen. Blau geht in seiner formalen Theorie ganz klar von einem Primat
des Diskreten aus. Er ist jedoch der Meinung, dass das Kontinuierliche ebenso
grundlegend sei, nur hélt er es im Letzten nicht fiir formal ausdriickbar. Seiner
Ansicht nach sind klare Identitdtsbedingungen und Wohlunterschiedenheit ein
Charakteristikum von allem Formalen, da Formales mit Hilfe von Mengentheorie
beschrieben wiirde.
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Kapitel 7

Konstruktive Sicht des
Kontinuums

In der konstruktiven Mathematik gibt es viele verschiedene Schulen. Beesorﬂ
charakterisiert die konstruktive Mathematik durch folgende zwei Prinzipien:

1. ,Es gibt ein 2” meint, dass x explizit angegeben werden kann.

2. Wahrheit hat keine Bedeutung a priori. Ein Satz ¢ ist wahr, wenn sich ein
Beweis fiir ¢ finden lésst.

Troelstra und van Dalen [126] nennen als Schulen der konstruktiven Ma-
thematik u.a. den Finitismus, Bishops konstruktive Mathematik, konstruktiv
rekursive Mathematik und den Intuitionismus. Hier soll Bishops konstruktive
Mathematik und der Intuitionismus betrachtet werden. Brouwer hat sich im In-
tuitionismus Gedanken auch zu den philosophischen Grundlagen der Mathema-
tik gemacht; er héilt wie Peirce die Mathematik fiir grundlegender als die Logik.
Brouwers Kontinuum hat van Dalen als sirupartig bezeichnet. Es hat damit Ei-
genschaften, die Peirce von einem Kontinuum erwartet; es lassen sich ndmlich
aus dem intuitionistischen Kontinuum schlecht einzelne Punkte entfernen. Bi-
shops konstruktive Mathematik ist formal konsistent mit der intuitionistischen,
mit der klassischen und der konstruktiv rekursiven Mathematik; deshalb eig-
net sie sich dazu, einige grundlegende Prinzipien der konstruktiven Mathematik
zu verdeutlichen. In Bishops konstruktiver Mathematik wird als Grundlage die
intuitionistische Logik verwendet.

7.1 Intuitionistische Logik

In der konstruktiven Mathematik wird wenig Wert auf Logik gelegt; zu ihrem
Aufbau ist nach Ansicht vieler konstruktiver Mathematiker Logik nicht notwen-
dig. Es gibt einige Versuche, die Intuition, was konstruktive Mathematik sein

1Siehe [4], S. 247.
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soll, in Worte zu fassen. Diese verschiedenen Versuche lassen sich jedoch ver-
mutlich nicht in einer formale Definition zusammenfassen. Niebergalﬂ vergleicht
verschiedene Charakterisierungen der konstruktiven Mathematik und versucht
so durch eine formale Definition festzuhalten, wann eine Theorie konstruktiv
genannt werden kann. Er testet verschiedene Definitionen, von denen aber keine
seinen Anspriichen geniigt.

Logik soll nach Ansicht der meisten konstruktiven Mathematiker aus der
mathematischen Praxis abstrahiert werden, so dass sie die Regeln wiedergibt,
die in der mathematischen Praxis sowieso befolgt werden. Heyting hat 1930 [37],
[38], [39] und 1934 [40] versucht, diese Regeln zu formulieren.

7.1.1 BHK-Interpretation der Junktoren und Quantoren

Die Brouwer-Heyting-Kolmogorov-Interpretation der Junktoren und Quantoren
fithrt Beweise von Séitzen auf die Beweise ihrer Teilsétze zuriick.

1. ¢ At ist bewiesen, wenn sowohl der Beweis von ¢ als auch der Beweis von
1 vorliegt.

2. ¢ V1) ist bewiesen, wenn entweder ein Beweis von ¢ oder ein Beweis von
1) vorliegt. Dies schliefit ein, dass bekannt ist, welcher der beiden Sitze
bewiesen ist.

3. Ein Beweis von ¢ — 1 ist eine Konstruktion, die erlaubt, aus jedem Beweis
von ¢ einen Beweis von v zu konstruieren.

4. Einen Beweis von —¢ ist eine Konstruktion, die erlaubt, aus jedem Beweis
von ¢ einen Widerspruch zu erhalten, also einen Beweis von L.

5. Ein Beweis von Vo € D Ax ist eine Konstruktion, die einen Beweis von
d € D umwandelt in einen Beweis von Ad.

6. Einen Beweis von 3z € D Az erhilt man, indem man einen Existenzzeugen
o angibt, also indem man fiir ein zg zeigt ¢ € D und Axy.

Die Bedeutung der BHK-Interpretation hingt davon ab, was man unter Kon-
struktion versteht. Der Begriff , Konstruktion” ldsst sich verschieden definieren.
Eine Definitionsmoglichkeit ist, unter Konstruktion einen Algorithmus zu verste-
hen, der in endlich vielen Schritten etwas berechnet. Diese Definition wird in Bi-
shops konstruktiver Mathematik verwendet. Eine prézise Definitionsmoglichkeit
mit Hilfe rekursive Funktionen findet sich in der konstruktiv rekursiven Mathe-
matik.

Einige Aquivalenzen aus der klassischen Mathematik gelten hier nicht, so
zum Beispiel ¢ A ¢ & = (o V1)), es gilt nur ——p A7) & = (mp V ) .
Auch ist ¢ — 1 nicht dquivalent zu —p V 1.

2Siehe [55], S. 141 ff.
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7.1.2 Allwissenheitsprinzipien

Aus der BHK-Interpretation der Junktoren und Quantoren ergeben sich andere
logische Axiome als die klassischen:

Eine Eigenschaft P heifle entscheidbar, wenn fiir beliebige x (Px V —Px)
gilt. Dies bedeutet, dass man fiir das gegebene x nachpriifen kann, welches der
beiden gilt, Pz oder —Pz. Aus der Entscheidbarkeit eines Prédikates ldsst sich
jedoch nicht ableiten, dass

Vn € NPnV —Vn € NPn.

Diese Formel wiirde in der BHK-Interpretation bedeuten: Entweder liegt fiir
Vn € NPn oder fiir =Vn € NPn ein Beweis vor. Falls fiir Vn € NPn ein Beweis
vorldge, hiefle das, dass es eine Konstruktion geben miisste, die einen Beweis fiir
Pn ergibe, wenn sie auf beliebiges n € N angewendet wiirde unter Verwendung
der Daten, die n als natiirliche Zahl ausweisen. Falls fiir =Vn € NPn ein Beweis
vorléige, miisste es eine Konstruktion geben, die aus einem Beweis fiir Vn € NPn
einen Widerspruch, wie zum Beispiel 0 = 1 ableiten wiirde. Ndhme man als P
zum Beispiel die Goldbach’sche Vermutungﬂ so wiirde Vn € NPnV-VYn € NPn
bedeuten, dass man einen Beweis oder eine Widerlegung der Goldbachschen
Vermutung vorliegen hétte. Dies erklart, warum Prinzipien wie das Tertium
non Datur V¢ ¢ V = manchmal Allwissenheitsprinzipien genannt werden.

In der konstruktiven Mathematik wird hdufig mit bindren Folgen argumen-
tiert. Man kann zum Beispiel die berechenbare Folge

| 0 falls Pn
M1 falls —Pn

betrachten. Vn € NPn V —=¥n € NPn ist dquivalent zu Vn € N (a,, = 0) V
-Vn € N (a, =0).

Definition 7.1 Das schwache limitierte Prinzip der Allwissenheit (WLPO) lau-
tet: Fiir jede berechenbare bindre Folge (ay),cn 9ilt Yn € N (a, =0) V =Vn €
N (a, =0).

WLPO ist ein nichtkonstruktives Prinzip, da es implizieren wiirde, dass ein
Beweis der Goldbach’schen Vermutung vorlidge. WLPO ist sowohl in Bishops
konstruktiver Mathematik, als auch in der intuitionistischen Mathematik nicht
beweisbar. Dies gilt auch fiir das stérkere Prinzip LPO.

Definition 7.2 Das limitierte Prinzip der Allwissenheit (LPO) lautet: Fiir jede
berechenbare bindre Folge (an), o gilt: ¥n € N (a, =0)V 3In € N(a, =1).

Hiufig verwendet werden in der konstruktiven Mathematik sogenannte Brou-
wer’sche Gegenbeispiele. Dies sind keine Gegenbeispiele im {iblichen Sinn, son-
dern Beweise meist mit Hilfe von Beispielen, die intuitionistisch zeigen, dass aus

3Das doppelte jeder natiirlichen Zahl grosser 1 ist die Summe zweier Primzahlen.
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dem zu widerlegenden Satz ein konstruktiv nicht akzeptables Prinzip, wie das
Prinzip des ausgeschlossenen Dritten, oder Abschwichungen ableitbar sind.

Ein weiterer Unterschied im Vergleich zur klassischen Mathematik ist, dass
fiir einen Existenzbeweis jeweils ein Existenzzeuge angegeben werden muss. In
der konstruktiven Mathematik herrscht auch eine Ablehnung gegeniiber dem
Auswahlaxiom, das aus einer Menge ,,blind” auswihlt, ohne dass eine Kon-
struktion angegeben wird, wie man das ausgewéhlte Element erhilt. Auflerdem
kann vom Auswahlaxiom das Prinzip des ausgeschlossenen Dritten intuitioni-
stisch abgeleitet werden. Deshalb wird in der konstruktiven Mathematik meist
versucht, das Auswahlaxiom zu vermeiden, oder es werden nur Abschwéichungen
davon verwendet.

Fiir die konstruktive Mathematik musste eine neue Mengenlehre entworfen
werden, da man auch aus dem Fundierungsaxiom zusammen mit dem Paar-
mengenaxiom, Aussonderungsaxiom und Extensionalitdtsaxiom das Prinzip des
ausgeschlossenen Dritten intuitionistisch ableiten kann.

Dies ldsst sich leicht zeigen. Sei () die leere Menge, ¢ ein gegebener Satz.
Sei S :={z:(x={0})V (x =0AP)}. Nehmen wir an, diese Menge habe ein
€-minimales Element. Jedes Element von S ist gleich () oder gleich {0} . Ist ()
das minimale Element, so P. Ist hingegen {(} das minimale Element, so gilt —P.

7.2 Konstruktive reelle Zahlen

Reelle Zahlen werden in Bishops konstruktiver Mathematik wie in der klassi-
schen Mathematik als Cauchy-Folgen oder als Dedekind-Schnitte eingefiihrt.
Cauchy-Folgen vervollstéindigen die rationalen Zahlen beziiglich der Metrik.
Dedekind-Schnitte oder auf &hnliche Weisen definierte reelle Zahlen vervollsténdigen
die rationalen Zahlen beziiglich der Ordnung. In der konstruktiven Mathematik
konnen im Gegensatz zur klassischen Mathematik, je nachdem welche Axiome
vorausgesetzt werden, die reellen Zahlen, die man durch Cauchy-Folgen erhilt,
verschieden sein von jenen reellen Zahlen, die man durch Dedekind-Schnitte
erhélt.

7.2.1 Cauchy-Folgen
Im Folgenden wird die Abschwichung
ACyo!: ¥n € NIymA (n,m) — Jav¥nA (n, ay,)

des Auswahlaxioms vorausgesetzt.
Zur Definition der Cauchy-Folgen wird in der konstruktiven Mathematik der
Cauchy-Modul benoétigt, der angibt, wie schnell eine Folge konvergieﬂﬂ

Definition 7.3 Eine Fundamentalfolge ist eine Folge (ry), . von rationalen

Zahlen, zusammen mit ihrem Cauchymodul, einer Folge (7,,),cn, SO dass:

<27k,

/
vk, m,m |T’Yk+m — Tym/

“4Siehe fiir den folgenden Abschnitt [126], S. 251 ff.
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Nun ist einzufiihren, wann Fundamentalfolgen koinzidierend heiflen, um wie
in der klassischen Mathematik Aquivalenzklassen bilden zu kénnen. Das Bilden
von Aquivalenzklassen wird in der konstruktiven Mathematik manchmel abge-
lehnt, da dabei iiber alle Folgen quantifiziert werden muss. Es ldsst sich auch
vermeiden.

Definition 7.4 Zwei Fundamentalfolgen (1), cn, (Sn)pen heifen koinzidie-
rend (=), wenn gilt:

VkaInVm (|7‘n+m — Sptm]| < 2*k) )

Die Menge der Cauchy-reellen Zahlen RC besteht aus den Aquivalenzklassen
der Fundamentalfolgen beziiglich der Aquivalenzrelation = .

Es lassen sich auch Cauchy-Folgen von reellen Zahlen definieren, diese sind
Folgen von Folgen.

Definition 7.5 (), N heifit Cauchy-Folge von reellen Zahlen mit dem Modul
(a,3), a: N? = N; B: N — N. Jedes x,, ist gegeben durch eine Fundamental-

folge (rn.m),,eny mit dem Modul (cn ), - Dabei soll gelten:

Vkamvm/ <|xﬁk+m — TB+m’ < 27}6) )

wobei
[T — T | <277 1 Vi €N, 1 <4 (|1 — rri| < 27F).

Die rationalen Zahlen kiénnen als konstante Folgen in R eingebettet werden.

Es kann gezeigt werden, dass R¢ Cauchy-vollstindig, also metrisch vollstéindig
ist. Dazu wird folgender Satz benotigt.

Theorem 7.1 Sei (1), = © € RC y € RY 2 € R®, r € Q. Es gilt
Folgendes:

o Wenn Vn (|ry — rpqm| < 27%), dann ist |[v —r,| < 275

e lz—yl<reoz-—r<y<z+r.

o Wenn |z —y| <rund|y—z| <r', dann ist |x — z| <r+71'.
Nun kann die Cauchy-Vollstéindigkeit von RE gezeigt werden.

Theorem 7.2 Jede Cauchy-Folge (xy,),cn von reellen Zahlen konvergiert zu
einem Limes x € RC.

Beweis. Sei (a, ) ein Modul fiir (2,), cn, und sei v gegeben durch v4 = S,
Yng1 = max (v, Bpy1) + 1. Dann ist auch (o, ) ein Modul fiir (z,,),,cn - Sei
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Sn = Tay .y, Damit ist }x,yn — sn| < 27", und so erhélt man, da v, ,, und
Vg fir m,m’ > 0 grofer sind als ,,,

+

|Sn+m - S"“‘m" < |Sntm — x’Yﬂ,+m,‘ + Ty im — TV Ty . — Sntm/

< 27n+m _|_27n _|_27n+m’ < 27n+2.

Also ist (sp),cn €ine reelle Zahl x und (2,), . konvergiert gegen x mit dem
Modul (7n+3)n€N :

_|_

’x—x7n+3+m’ < |z = Sntsl + |Snts — Ty,

< 234934 973 97

Lrpis = Ly, g+m

]

Es lasst sich unter Verwendung konstruktiver Prinzipien nicht zeigen, dass
RC auch ordnungsvollstéindig ist. Es lisst sich aber zeigen, dass jede beschrénkte
Teilmenge S C R, die zusitzlich folgende Bedingung erfiillt:

Va,b € Q:a < b NVMreSz<b) V(IreSx >a eine kleinste obere
Schranke besitzt.

7.2.2 Dedekind-Schnitte

Hier sollen verschiedene Moglichkeiterf] vorgestellt werden, reelle Zahlen mit
Hilfe von so etwas Ahnlichem wie Dedekind-Schnitten zu definieren. Dies ist
hier auch deshalb interessant, da Peirce in der Cantor’schen Periode Definitio-
nen versuchte, die Dedekinds dhnelten. In der konstruktiven Mathematik lassen
sich verschiedene, klassisch dquivalente Definitionen unterscheiden. Weitere Un-
terscheidungen erhélt man durch die Annahme verschiedener Abschwéchungen
des Auswahlaxioms. Man benétigt folgende Definitionen:

Definition 7.6 Fine Menge S C Q heifst

beschrinkt, wenn gilt: Ir (r € S) und Is (s ¢ S);
e streng monoton, wenn gilt: Vr,s(r <sA-—s €S —r € S);

e offen, wenn gilt: Vr € S3s € S (r < s);

schwach beschrénkt, wenn gilt: =—3r (r € S) und ——3s (s ¢ 9);
o lokalisiert, wenn gilt: Vr,s(r <s—r e SVs¢S).
Definition 7.7 Fine Menge S C Q heifst

e crweiterte reelle Zahl, wenn S beschrinkt, streng monoton und offen ist,

5Siehe [17], S. 19.
6Siehe zum folgenden Abschnitt [126], S. 270 ff.
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e Dedekind reelle Zahl, wenn S beschrinkt, streng monoton, offen und lo-
kalisiert ist,

e klassisch reelle Zahl, wenn S schwach beschrdinkt, streng monoton und
offen ist.

Die Menge der erweiterten reellen Zahlen sei mit R, die der Dedekind
reellen Zahlen mit R®, die der klassisch reellen Zahlen mit R¢ bezeichnet.

Dabei ist offensichtlich R? ¢ R’ C R¢. Gleichheit zwischen reellen Zahlen
sei durch Gleichheit zwischen Mengen rationaler Zahlen erkléart.

Dedekind reelle Zahlen kénnen durch rationale Zahlen approximiert werden.
Erweiterte reelle Zahlen kénnen nicht nicht durch rationale Zahlen approximiert
werden.

Theorem 7.3 Es gilt
1. VneNVS e Ri3re S, ¢ S(|r —1'| <277),
2.VneNVS e Re=—3IreS;r' ¢ S(lr—1'|<27™).

Beweis. Zu1:Sei Se R4, re S, t € S. Wihler =rg <7, < ... <71 =t, 50
dass |rj11 —ri| <2777 fiir i < k. Da S lokalisiert ist, gilt

Vr,s(r<s—reSvse¢s),

deshalb gibt es eine endliche Folge my, ...,mi_1 € {0,1}, so dass

—— { 0 falls r, €8
L1 falls ¢S
Sei j das kleinste j, so dass m; # 0. Ist j = k, so ist r,—1 € S, 1 ¢ S. Falls
j=0,s0ist g€ S, ¢ S . Falls0<j<k—1istrj_1 €5, 711 ¢S und
|’I"j+1 —rj — 1‘ <27,

Zu 2 : Hier ist zu zeigen, dass Vr,s(r <s— —-—(re€ SVs¢S)). Daraus
erhilt man =—Vi < k (r; € SV ri41 ¢ S), wihlt dann rg, 71, ..., 7, wie oben und
erhélt nach mehrmaligem Umformen das gewiinschte Ergebnis. m

Die erweiterten und beschrénkt erweiterten reellen Zahlen sind ordnungs-
vollstdandig. Um dies zeigen zu konnen, soll zunichst die <- und <-Relation
eingefiihrt werden:

Definition 7.8 S<T: SCT. Seir € Q, und sei S+r:={r+s:s€S};
S<T:=3Ir>0(S5+rCT).

Nun kann gezeigt werden, dass die Menge der klassisch reellen Zahlen und
die Menge der erweiterten Zahlen ordnungsvollstdndig sind.

Theorem 7.4 R¢ und R sind ordnungsvollstindig, d.h.
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o jede bewohnte, beschrinkte Teilmenge M (3r,sVx € M (rexAs ¢ x))
von R hat ein Supremum in R,

e jede bewohnte, schwach beschrinkte Teilmenge von R hat ein Supremum
i R°.

Beweis. Sei M eine bewohnte, beschréinkte Teilmenge von R’®. Das Inne-
re der Menge |J{z:x € M} ist offensichtlich eine obere Schranke, auch ist
sie offen und beschrinkt, sie ist also das gewiinschte Supremum. Sei W ei-
ne bewohnte, schwach beschriankte Teilmenge von R¢. Das Innere der Menge
CCU{z : 2 € M} ist das gewiinschte Supremum. m

R° und R’ kénnen als die - bis auf Isomorphe - einzigen Ordnungsver-
vollstandigungen beziiglich schwach beschrankter bzw. beschrinkter Teilmengen
charakterisiert werden.

Unter der Voraussetzung, dass

ACyp: Vn € NImA (n,m) — JavnA (n, a,)

gilt, kann man zeigen, dass R? und die Cauchy reellen Zahlen ordnungsisomorph
sind.

7.2.3 Das konstruktive Kontinuum und die fiinf Bedin-
gungen

Im Kapitel iiber den geschichtlichen Hintergrund wurde gezeigt, dass Peir-
ce in der Cantor’schen Phase das Kontinuum definiert als zusammenhingend
beziiglich der Ordnungstopologie. Es wurde weiter dargelegt, dass Peirce in die-
ser Zeit und spéter den Begriff der Ordnung fiir zentral hélt bei der Definiti-
on des Kontinuums. Dies liegt auch daran, dass die Zeit als Kontinuum nach
Peirce’ Ansicht dazu dient, eine Ordnung beziiglich des Vorher und Nachher
einzufiihren.

Reelle Zahlen, die durch Cauchy-Folgen definiert werden, sind Cauchy-voll-
stdndig, aber nicht ordnungsvollstédndig. Fiir die durch die Dedekind’schen Schnit-
te definierten reellen Zahlen wurde gezeigt, dass sie ordnungsvollsténdig, aber
nicht Cauchy-vollstéindig sind. Zwischen diesen beiden Definitionen besteht in
der klassischen Mathematik kein Unterschied, in der konstruktiven Mathematik
aber sehr wohl. Interessant ist auch, dass sich das konstruktive Kontinuum sehr
gut durch Infinitesimale erweitern ldsst, und dass frithe Theorien von Infinitesi-
malen, wie die von Schmieden und Laugwitz [123] zu weiten Teilen konstruktiv
sind [124].

Im konstruktiven Kontinuum liegt insofern unbegrenzte Unterscheidbarkeiﬂ
vor, als jeweils die Ordnungsvollstindigkeit bzw. die Cauchy-Vollstandigkeit
nachgewiesen wurde.

Die Potentialitdt der Punkte im konstruktiven Kontinuum zeigt sich da-
durch, dass man die jeweilige reelle Zahl nicht im gleichen Sinn als gegeben

7Schriggedruckt stehen in diesem Abschnitt die fiinf Bedingungen fiir das Peirce’sche Kon-
tinuum.
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auffassen kann, wie in der klassischen Mathematik. Eine Cauchy-Folge z.B. hat
unendlich viele Folgenglieder. Deshalb kann sie nicht wie in der klassischen
Mathematik als gegeben aufgefasst werden, da der idealisierte Mathematiker
nur endlich viele Schritte vollziehen kann. Statt dessen sind ihre rationalen
Annéherungen gegeben. Aus diesem Grund l&sst sich i.A. nicht entscheiden, ob
eine reelle Zahl gleich Null ist oder nicht. Es lisst sich auch nicht fiir alle reelle
Zahlen entscheiden, ob sie jeweils grofiergleich, oder kleinergleich Null sind, denn
dies wiirde ein abgeschwéichtes Allwissenheitsprinzip implizieren. Statt dessen
wird in Beweisen oft verwendet, dass, wenn strittig ist, ob & Null ist oder nicht,
man fiir ein festgelegtes rationales 8, z.B. 27" sehr wohl entscheiden kann, ob
z < ¢ oder ob £ > —§ ist.

Im konstruktiven Kontinuum gilt das Prinzip des ausgeschlossenen Dritten
nicht. Insofern kann man sagen, das konstruktive Kontinuum ist geeignet zur
Erfassung des Allgemeinen.

Zu der Frage der Selbstihnlichkeit, also ob Teile eines Kontinuums wieder
Kontinua sind, ist zu sagen, dass man jeweils mit Ndherungen rechnet. Man
arbeitet in gewissem Sinn mit kleinen Intervallen, die selbst wieder Kontinua
sind.

In Bishops konstruktiver Mathematik wird ausgegangen von diskreten Ele-
menten. Man kann also nicht von einer Prioritdt des Kontinuums in der Bishop-
schen konstruktiven Mathematik sprechen.

7.3 Das intuitionistische Kontinuum

Im Intuitionismus des frithen XX. Jahrhunderts spielte die Intuition eine wich-
tige Rolle. Die Wahrheit einer Aussage kénne daran erkannt werden, dass sie
intuitiv einsichtig sei [41]. Die Intuition sei dabei nichts anderes als die Fihigkeit,
bestimmte Begriffe und Schliisse, die im gewdohnlichen Denken regelmdifig auf-
treten, gesondert zu betmchteﬂﬂ Brouwers Auffassung, was die grundlegende
Intuition der Mathematik sei, hatte sich im Laufe seines Lebens verdndert. Ei-
ne erste Auffassung dazu fand sich in seiner Dissertation, eine zweite in den
spiteren Schriften. Die erste dhnelte der Peirce’schen Sicht insofern, als Brouwer
Diskretheit und Kontinuitét fiir gleich grundlegend hielt. Brouwer wihlte auch
wie Peirce die Zeit als Ausgangspunkt fiir seine Uberlegungen zum Kontinu-
um. Brouwer ging von einer Grundintuition aus, die Kontinitédt und Diskretheit
umfasste, und beschrieb dann zwei Intuitionen, die komplementér zueinander
seien:

In the following we shall go further into the basic intuition of
mathematics (and of every intellectual activity) as the substratum,
divested of all quality, of any perception of change, a unity of con-
tinuity and discreteness, a possibility of thinking together different
entities, connected by a ‘between’, which is never exhausted by the
insertion of new entities. [I6], S. 17.

8[MI], S. 12.
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Er fuhr fort indem er das Verhiltnis von Kontinuum und Diskretem ge-
nauer beschrieb. Kontinuitdt und Diskretheit seien komplementér zueinander
und nicht voneinander trennbar. Keines der beiden lasse sich aus dem anderen
konstruieren. Deshalb gehorten beide zur Basis jeder mathematischen Konstruk-
tion. Er sprach auch von etwas Ahnlichem wie Mengenbildung, nimlich von dem
Bilden einer Einheit aus Verschiedenem.

Having recognized, that the intuition of continuity, of ‘fluidity’,
is as primitive, as that of several things forming together a unit, the
latter being at the basis of every mathematical construction, we are
able to state properties of the continuum as a ‘matrix of points to
be thought of as a whole’. [16], S. 17.

Spéter nannte er die Grundintuition der Mathematik die Intuition der Zwei-
Einigkeit. Er schrieb, intuitionistische Mathematik habe ihren Ursprung in der
Wahrnehmung des Vergehens der Zeit. Dabei wiirde wahrgenommen, dass ein
Zeitpunkt in zwei Teile zerfalle. Der erste Teil wiirde von dem zweiten abgelost,
wiirde aber im Gedéchtnis behalten. Dies sei ein intellektuelles Urphinomen,
Intuition der Zwei-Einigkeit genannt. Die intuitionistische Mathematik sei eine
vom menschlichen Geist vollzogene sprachlose Konstruktion, die sich in restloser
Exaktheit aus dieser Intuition entwickle.

In der zuletzt beschriebenen Grundintuition lassen sich zwei Aspekte der
Brouwer’schen Philosophie der Mathematik ablesen. Er bezog ein, dass die Ma-
thematik immer von einem Subjekt vollzogen werden miisse. Er sah den Vor-
gang der Konstitution mathematischer Gegenstéinde als sprachlos an. Er zog
damit einen scharfen Trennungsstrich zwischen Mathematik und Sprache. In
der Sprache seien Missverstindnisse nicht auszuschlieffen. Nach Brouwer wére
das primére deshalb nicht die Sprache, sondern die mentale Konstruktion. Er
lehnte deshalb Versuche ab, die das Ziel hatten, die formale Sprache oder die
Logik als Grundlage fiir die Mathematik zu verwenden. Dies fiihrte ihn dazu,
Cantors Mengenlehre und Hilberts Programm abzulehnerﬂ

7.3.1 Das kreative Subjekt

Passend zu der Beschreibung der Grundintuition der Mathematik fithrte Brou-
wer den idealisierten Mathematiker, auch kreatives Subjekt genannt, ein. Nach
Dummet¥] wurde das kreative Subjekt in die intuitionistische Mathematik ein-
gefiihrt, um den Aspekt der Zeit in die Mathematik integrieren zu kénnen. Da in
der intuitionistischen Mathematik Wahrheit durch Beweisbarkeit, und Beweis-
barkeit durch die Konstruktion eines Beweises erklart sind, und Konstruktionen
in der Zeit stattfinden, ist dies notig. Anlass fiir das Einfiihren des kreativen Sub-
jektes war auch, dass Brouwer es in seinen Gegenbeispielen verwenden wollte.
So wollte er zum Beispiel zeigen, dass Negation nicht immer aus mathemati-
schen Aussagen eliminierbar ist. Auflerdem benétigte er das kreative Subjekt
zur Einfiihrung von Wahlfolgen.

9Siehe [T15], S. 48.
10Giehe [29], S. 336.
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Zur Einfithrung des kreativen Subjektes sei Zeit in diskrete Abschnitte un-
terteilt. Das kreative Subjekt sei ein idealisierter Mathematiker, der zu jedem
der n Zeitabschnitte wisse, ob eine Aussagen bisher bewiesen worden sei oder
nicht. Daraus folgte jedoch wiederum nicht, dass das Subjekt weiss, ob zu ir-
gendeinem Zeitpunkt etwas bewiesen werden wiirde. Dies fithrte bei den reellen
Zahlen dazu, dass man nach Brouwer zeigen kann, dass es absurd ist, dass ei-
ne reelle Zahl gleich Null ist, es aber dennoch nicht gezeigt werden kann, dass
die Zahl wirklich verschieden ist von Null. Geht man dazu von den im letzten
Abschnitt definierten Cauchy-Folgen aus, so erhillt man folgendermafien eine
Fundamentalfolgdﬂ

Sei P eine mathematische Aussage. Man erhélt wie folgt eine Folge rationaler
Zahlen:

Falls zu dem Zeitpunkt n das kreative Subjekt weder einen Beweis von P
noch von —P hat, so sei r, = 0. Falls das kreative Subjekt zwischen den Zeit-
punkten n — 1 und n einen Beweis fiir P gefunden hat, so sei r, := 27" fir
jedes m > n. Falls das kreative Subjekt zwischen den Zeitpunkten n — 1 und
n einen Beweis iir =P gefunden hat, so sei r, := —27" fiir jedes m > n. Da
rpeine Cauchy-Folge ist, konvergiert sie gegen eine reelle Zahl r. Kénnte gezeigt
werden, dass die Folge gegen r = 0 konvergiert, so ergébe sich, dass es fiir das
kreative Subjekt sowohl absurd wire, P gezeigt zu haben, als auch —P gezeigt
zu haben. Also wire =P A == P gezeigt, was absurd ist. Deshalb kann r nicht
Null sein. Wiirde man voraussetzen, dass r damit schon echt verschieden von
Null sein mﬁsse{ﬂ so erhielte man, dass P V =P beweisen wére. Da man dies
fiir beliebige mathematische Aussagen P durchfithren kann, erhielte man das
Prinzip des ausgeschlossenen Dritten.

Man darf deshalb in der intuitionistischen Mathematik daraus, dass es fiir
eine bestimmte reelle Zahl absurd ist, gleich Null zu sein, nicht folgern, dass
sie echt ungleich Null ist. Insofern ist aus dieser Aussage die Negation nicht
eliminierbar.

7.3.2 'Wabhlfolgen

Brouwer modifizierte seine Ansicht, dass die Kontinuitit genauso grundlegend
sei wie das Diskrete, als er die Moglichkeit fand, das Kontinuum mit Hilfe
der Wahlfolgen darzustelllen. In Bishops konstruktiver Mathematik werden die
Cauchy-Folgen als durch Regeln gegeben aufgefasst. Brouwer fithrte Folgen ein,
die durch Regeln nicht, oder nur teilweise begrenzt wurden. Es kénnte die freie
Wahl des kreativen Subjektes fiir eine Folge zum Beispiel nur durch die Vorgabe

[Zm — zn| <m ™ 407t Ym,n > 0

begrenzt sein. Brouwer fasste die Wahlfolgen [26] als Wege oder Elemente in
einem Baum auf, der dem folgenden Gesetz geniigt:

1Siehe [I5], S. 116.
12Dies erhilt man zum Beispiel, wenn man A < —=—A voraussetzt.
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o Ist (ag,a1,... an,ant1) Element des Teilbaumes, so ist auch (ag, a1, an)
Element des Teilbaumes.

o Fiir jede endliche Folge (ag,a1,... a,) in dem Teilbaum gibt es eine Folge
(ao,a1,...,Gn, Gnt1), die auch Element des Teilbaumes ist.

Die intuitionistische Mathematik unterscheidet sich von anderen Arten der
konstruktiven Mathematik durch die Auffassung zu den Wahlfolgen. Aus die-
ser Auffassung ergeben sich Axiome, ndmlich die Stetigkeitsprinzipien und der
Fichersatz. Das schwache Stetigkeitsprinzip fiir Zahlen lautet nach van Dalen
in heutiger Sprache:

Yoz A (a,z) = VadmIzVs [fm = am — A(B,z)] .

Dabei laufen «, § iiber den Wahlfolgen, m, x iiber natiirlichen Zahlen und am
sei das Anfangssegment von « der Linge m.

Betrachtet man eine Funktion ® : NN — N, die iiber allen Wahlfolgen defi-
niert ist, so ergibt sich als verniinftige Annahme, dass ® stetig sein muss, da im
allgemeinen bei Wahlfolgen nicht mehr als ein Anfangssegment als bekannt vor-
ausgesetzt werden kann. Man erhélt also Va3zV3 (Bm = am — @ (8) = ® (a)).
Zusammen mit einem Auswahlprinzip ergibt sich dann das Stetigkeitsprinzid%
Es setzt eine lokale Stetigkeit voraus, lokal in dem Sinn, dass fiir jedes einzel-
ne « und seine Umgebung ein m bestimmt wird. Dies ldsst sich jedoch, um
die Intuition Brouwers des Kontinuums auszuschopfen, noch verstirken. Es ist
verniinftig anzunehmen, dass wir wissen, ob ein Anfangsabschnitt von « geniigt,
um ® () zu berechnen. Damit lisst sich eine Umgebungsfunktion ¢ : NN — N
zu @ berechnen:

¢ (an) =

0 & an ist nicht lang genug, um ® () zu berechnen.
m+1 < an ist lang genug, um ® (o) zu berechnen u. ® (o) = m.
Fiir die Umgebungsfunktion gilt, dass Ya3zp (az) # 0, und

Vn,m (pn # 0 — pn =@ (n*m)),

wobei mit * die Konkatenation bezeichet sei. Es soll ausgedriickt werden, dass
neue Information den berechneten Wert nicht dndert. Die Klasse der Umge-
bungsfunktionen Ky sei also definiert durch: ¢ € Ky & Vadng (an) # 0 A
Vn,m(en #0 — on =@ (n*m)).Seidann p (o) = n = Im (e (@m) =n+1).
Als globales Stetigkeitsprinzip erhélt man:

VadzA (o, z) = 3¢ € KoVa (A(a, ¢ (a)))

Dabei erhilt man durch ¢ eine Art Auswahlfunktion. Der Vollstéindihkiet hal-
ber ist noch anzumerken, dass in manchen axiomatischen Systemen der intui-
tionistischen Mathematik noch ein weiteres Stetigkeitsprinzip fiir Funktionen
angegeben wird.

13Dies wird ausfiihrlich diskutiert in van Dalens Artikel [26], und kurz dargestellt in [126],
S. 208 ff.
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Bridges und Richman [I5] nennen nur ein Stetigkeitsprinzip und formulieren
es in der Sprache von Bishops konstruktiver Mathematik wie folgt:

Sei N eine Teilmenge von NN x N, und sei angenommen, dass fiir jedes
a € NN ein n existiere, so dass (a,n) € N. Es soll also eine Funktion gegeben
sein, die n fiir jedes a ausrechnen kann. Da die Konstruktion im allgemeinen bei
einer Wahlfolge nur von einem Anfangsabschnitt abhéingen kann, muss fiir eine
andere Folge mit gleichem Anfangsabschnitt dasslbe n berechnet werden. Da-
durch erhélt man eine stetige Auswahlfunktion. Das Stetigkeitsprinzip besteht
aus zwei Teilen:

Axiom 7.5 1. Jede Funktion ® : NN — N ist stetig.

2. Wenn N eine Teilmenge von NN x N ist, und fiir jedes o € NN einn € N
existiert, so dass (c,n) € N, dann gibt es eine Funktion ¢ : NN — N, so
dass fiir jede Wahlfolge & € NN ((a, 0 (o)) € N).

Bridges und Richman zeigen, dass dieses Prinzip inkonsistent ist mit ver-
schiedenen Allwissenheitsprinzipien. Man erhéalt daraus auch, dass jede Funkti-
on f: R — R punktweise stetig ist.

In der intuitionistischen Mathematik wird noch ein weiteres Axiom voraus-
gesetzt, der sogenannte Fichersatz.

Sei der Monoid N* definiert als die Menge der endlichen Folgen natiirlicher
Zahlen zusammen mit der Konkatenation als Verkniipfung und der leeren Folge
als neutralem Element.

Definition 7.9 FEine Teilmenge 0 C N* heifit Ficher, wenn fir alle a € o
die Menge {n € N : a(n) € o} endlich ist und wenn o unter Finschrinkungen
abgeschlossen isE|. Ein Weg « in einem Fdcher sei eine Folge, so dass an € o
fiir alle n, oder fiir jedes n, das kleiner ist als die Linge von a. Fin Weg a wird
von B blockiert, wenn an € B; andernfalls heiffit B von « wverfehlt. B heifit
Barriere von o, wenn jeder unendliche Weg von B blockiert wird. Eine Barriere
heif$t gleichmdfig, wenn es ein N € N gibt, so dass an fir alle unendlichen
Wege o € o, wenn also N von a unabhdngig ist.

Axiom 7.6 Der als Axiom angenommene Fichersatz lautet: Jede Barriere, fiir
die gilt « € oV « ¢ o, ist gleichmdfig.

Aus dem Féchersatz lisst sich ableiten, dass jeder kompakte metrische Raum
iiberdeckungskompakt ist. Daraus lédsst sich das Prinzip der gleichméfigen Ste-
tigkeit herleiten, es ist sogar dquivalent zum Féchersatz.

Theorem 7.7 Jede punktweise stetige Funktion f : X — Y zwischen metri-
schen Rdumen ist auf jedem kompakten Xo C X gleichmdfig stetig.

Aus den Stetigkeitsprinzipien und dem F#chersatz erhilt man, dass das in-
tuitionistische Kontinuum unzerlegbar ist, dass, wenn R =AUB und ANB = (),

4Eine Folge o heifit Einschrinkung einer Folge 3 genau dann, wenn 8 = an fiir ein n.
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gilt R =A oder R =B. Van Dalen erkléart [25], dass dies zeige, dass das intui-
tionistische Kontinuum viel fester zusammenhénge als das klassische Kontinu-
um. Die Unzerlegbarkeit sei stirker als der Zusammenhang. Auflerdem seien
im klassischen Kontinuum die einzigen zusammenhéingenden Mengen Abschnit-
te. Im intuitionistischen Kontinuum kénne man auflerdem im Gegensatz zum
klassischen Kontinuum keinen einzelnen Punkt wegnehmen, da das Prinzip des
ausgeschlossenen Dritten fehle. Er bezeichnet deshalb das klassische Kontinu-
um als gefrorenens intuitionistisches Kontinuum. Zum Verhéltnis des klassischen
und des intuitionistischen Kontinuums lésst sich auch sagen, dass Brouwer das
klassische Kontinuum als das reduzierte Kontinuuml™] bezeichnete. Er war der
Ansicht, dass durch die Wahlfolgen eine viel groflere Vielfalt entstehe. Das klas-
sische Kontinuum ist auch intuitionistisch gesehen nur eine Spezies, und kei-
ne Menge. Brouwer definierte fiir das intuitionistische Kontinuum eine abge-
schwichte Ordnung, eine sogenannte virtuelle Ordnung, die gegeben ist durch
——a < b. Er bewies, dass die virtuelle Ordnung die bestmogliche Erweiterung
der natiirlichen Ordnung war.

Brouwer lag also wie Peirce daran, eine Ordnung auf dem Kontinuum ein-
zufithren.

7.3.3 Das intuitionistische Kontinuum und die fiinf Be-
dingungen

Im intuitionistischen Kontinuum lassen sich insoweit unbegrenzt Unterscheidun-
gen treﬁ’erﬂ als die Wahlfolgen eine sehr grofie Vielfalt ergeben. Durch die si-
rupartige Eigenschaft des intuitionistischen Kontinuums hat der einzelne Punkt
dhnliche Eigenschaften wie die potentiellen Punkte. Dies zeigt sich auch daran,
dass man keine einzelnen Punkte aus dem intuitionistischen Kontinuum entfer-
nen kann. Auch im intuitionistischen Kontinuum lésst sich nicht ohne weiteres
entscheiden, ob eine reelle Zahl gleich Null ist oder nicht, da das Prinzip des
ausgeschlossenen Dritten nicht gilt. Damit eignet sich das intuitionistische Kon-
tinuum ebenso wie das konstruktive Kontinuum, zur Erfassung von Allgemei-
nem.

Da von Wahlfolgen nur Anfangsabschnitte gegeben sind, rechnet man mit
Né&herungen. Diese geben Intervalle an, die selbst wieder Kontinua sind. Da
innerhal jedes Intervalls wieder kleinere Intervalle enthalten sind, kann man von
Selbstihnlichkeit sprechen.

In seiner Dissertation hielt Brouwer das Diskrete und das Kontinuierliche fiir
komplementére Intuitionen, die nicht auseinander ableitbar seien, damit ist die
Prioritat gegeben. Spéter konstruierte er das Kontinuum aus den Wahlfolgen. Er
hielt dann wohl das Kontinuum nicht mehr fiir mindestens genauso grundlegend
wie das Diskrete.

15Giehe zu den folgenden zeilen die Eunleitung von van Dalen zu [17].
16Schriggedruckt stehen in diesem Abschnitt die fiinf Bedingungen fiir das Peirce’sche Kon-
tinuum.



Kapitel 8

Bells Logik der
Wahrnehmung

Bell betrachtet die Unbestimmtheit in unserer Wahrnehmung. Diese Wahrneh-
mung ist nicht beliebig fein, sie ldsst sich durch eine Zahl charakterisieren. Die
Zahl ist ein Mass der Unterscheidungsfihigkeit dessen, der wahrnimmt. Bell de-
finiert sogenannte Proximitédtsrdume (proximity-spaces), die zur Modellierung
der Wahrnehmung dienen sollen. Solche Rdume kénnen Eigenschaften haben,
die Teilen des Raumes nicht zukommen. Bell ordnet den Teilen der Réume At-
tribute zu, so dass die algebraischen Eigenschaften der entsprechenden Verbiande
logische Bedeutung gewinnen. Es soll im Folgenden ausgehend von dem Begriff
des Verbands die Logik der topologischen Rdume und der Proximitédtsraume
betrachtet werden. Verbinde werden nach Johnstone [44] eingefithrT] die Be-
trachtung der Proximitdtsriume geschieht nach Bells Artikel Continuity and
Logic of perception [5].

8.1 R&ume und algebraische Strukturen

Zunichst sind einige Definitionen notig:

Definition 8.1 Sei S eine Menge. Fine zweistellige Relation < heiffit partielle
Ordnung auf S genau dann, wenn < reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

Die Teilmengenrelation ist auf der Menge der Teilmengen jeder beliebigen
Menge X eine partielle Ordnung.

Definition 8.2 Sei S eine partiell geordnete Menge, X eine Teilmenge von
S. Ein Element s € S heifit kleinste obere Schranke (grofite untere Schranke)
genau dann, wenn

1. z < s fir jedes x € X (s < fir jedes x € X).

!Manchmal wird auch [I27] herangezogen.

101
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2. Fir jedes y mit x <y fir alle x € X gilt s <y (Fir jedes y mit y < x
fir allex € X gilt y < s).

Definition 8.3 FEin Verband ist eine partiell geordnete Menge S, in der jede
endliche Teilmenge eine kleinste obere Schranke und eine gréfite untere Schranke
besitzt. Bezeichne a Y b, bzw \/ {a,b} die kleinste obere Schranke von {a,b} C S
und a X b, bzw \ {a,b} die grifte untere Schranke von {a,b} C S. Sei aufierdem
0:=JV0€S, und sei 1 := AX € S. Ein Verband heifst vollstéindig, wenn jede
Teilmenge eine kleinste obere Schranke und eine grifste untere Schranke besitzt.

Ein Beispiel sind Verbénde von Teilmengen: Nimmt man als zugrundelie-
gende partielle Relation die Teilmengenrelation, so erhélt man folgendermaflen
einen Verband: Sei S eine Menge, £ eine Familie von Teilmengen von S.

1. Seien a,b € L. Sei a A b € L die grofite untere Schranke, d.h. a A b € L ist
das grofite Element von £, das sowohl in a als auch in b enthalten ist.

2. Sei a Y b € L die kleinste obere Schranke, d.h. a Y b € L ist das kleinste
Element von £, in dem sowohl a als auch b enthalten sind.

Nach Bell heifit £ Verband von Teilmengen. Falls alle Teilmengen von S in
L enthalten sind, erhélt man als groite untere Schranke den Durchschnitt und
als kleinste obere Schranke die Vereinigung.

Fiir beliebige Verbénde S kann man leicht zeigen, dass (.5, Y, 0) ein kommun-
tativer Monoid ist, in dem jedes Element idempotent ist. Zu einem beliebigen
kommuntativen Monoid gibt es genau eine partielle Ordung, so dass 0 das klein-
ste Element ist, und durch \/ X die kleinste obere Schranke von einer Menge
X bezeichnet wird. Entsprechendes gilt fiir den Monoid (S, A,1). Fiigt man
als Bedingung noch eine Rechenregel, ndmlich das absorptive Gesetz hinzu, so
erhilt man fiir die beiden Monoide eine iibereinstimmende partielle Ordnung.

Fiir Verbdnde gelten folgende Rechenregeln: Seien a, b, c € S.

—_

aYa=a; ala=a.
2.aYb=>bY a; alb=>bAa. absorptives Gesetz
3.ay (bYe)=(aYb)Yg al(bArc)=(aArb)Ac.
4. aY0=aq; aAll=a.
5. aAk(aYb)=aY (aAb).
Manche Verbénde erfiillen auch das Distributivgesetz:
al(bYyYec)=(@Ab)Y (aAc).
Gilt das Distributivgesetz, so auch
aY(birc)=(aYb)A(aYc).

Auf manchen Verbénden ist eine weitere Operation definiert, nimlich das Bilden
eines Komplements.
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Definition 8.4 ~ a € S heifit Komplement von a € S, wenn ~ a A a =0 und
~aY a=1. FEin Verband S heifst Boole’sche Algebra, wenn jedes a € S ein
Komplement ~ a besitzt und wenn S distributiv ist.

Lemma 8.1 Fiir beliebige Elemente a,b,c € S gibt es hichstens ein x € S, so
dass x A a="b und x Y a = c. Also ist die Komplementbildung eindeutig.

Beweis. Nimm an, es gibe =,y € S, die beide die genannte Eigenschaft hétten.
Danngiltz =zA(x Ya)=zic=zA(yYa)=(z Ly)Y(x La)=(x Ay)Yb=
z A y. Ebenso kénnen wir zeigen, dass y = y A . Auflerdem ist b eine untere
Schranke von {z,y}. m

Definition 8.5 FEin Verband S heifst Heyting-Algebra, wenn fir beliebige a,b €
S ein Element (a — b) existiert, so dass gilt:

c<(a—b) gdwe ha<b.

Ein Morphismus zwischen Heyting-Algebren erhilt kleinste obere Schranken und
grofste untere Schranken. Auflerdem erhdilt er den Pfeil — . Fine Heyting-
Algebra heifit vollstiandig, wenn das unendliche Distributivgesetz erfillt ist, bzw.
wenn sie ein vollstindiger Verband ist.

Lemma 8.2 Jede Boole’sche Algebra ist eine Heyting-Algebra.

Beweis. Setze ~aYb:=a —b.Seic <~ aYb. Danngilt cha < (~a Y b)La=
a A (~aYb). Wegen des Distributivgesetzes gilt: a A (~a Y b) = (ak ~a) Y
(a A b). Nach der Definition des Komplements gilt, dass (aA ~a) Y (a A b) =
O0Y(arb)=(airb).Esgiltalsocha<aA(~aYb)=(aAb)<b. Esbleibt
noch zu zeigen, dass aus ¢ A a < b folgt, dass ¢ <~ a Y b. Sei also ¢ Aa < b. Dann
gilt ~aYb>~aY(cha)=(~aYc)h(~aYa)=(~aYc)Al=~aYc>ec.
[

Definition 8.6 Sei S eine Heyting-Algebra, a € S. Dann heiffe a* := (a — 0)
Pseudokomplement von a. Es gilt a A a™ = 0, aber im allgemeinen nicht a Y a* =
1.

Denn (a — 0) < (a — 0), also (a — 0) L a <0.

Lemma 8.3 Fine Heyting-Algebra S ist genau dann eine Boole’sche Algebra,
wenn fiir beliebige a € S gilt (a*)" = a.

Beweis. Sei S eine Heyting-Algebra. Dann bleibt zu zeigen, dass a* Y a =
1. Durch das Pseudokomplement wird wegen der zusétzlichen Bedingung eine
Bijektion definiert. Sie dreht die partielle Ordnung um. Damit werden auch
kleinste obere Schranken in grofite untere Schranken umgewandelt. Es gilt also
(a A b)* = a*Yb*. Nach der Definition des Pseudokomplements ist die Gleichung
a A a* = 0 erfiillt. Also gilt auch (a A a*)" =a* Y a*™* =a* Ya=1.1Ist S eine
Boole’sche Algebra, so ist (a*)" =~~ a = a, da das Komplement eindeutig ist.
]

Im allgemeinen ist jedoch in Heyting-Algebren die dem Tertium non Datur
entsprechende Gleichung a* Y a = 1 nicht erfiillt.
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Definition 8.7 Sei L ein Verband von Teilmengen. L heiffit zusammen mit der
Operation * : L — L nach Bell x— Verband von Teilmengen.

L ist nicht notwendig eine Heyting-Algebra, da es nicht klar ist, ob das
unendliche Distributivgesetz erfiillt ist. Hiufig auftretende Verbénde sind die
Topologien.

Die Menge der offenen Mengen eines topologischen Raums bildet einen
x—Verband von Teilmengen, der eine Heyting-Algebra ist.

Sei T ein topologischer Raum, S C P (T') sei die Menge der offenen Mengen.
S ist durch C partiell geordnet.

1. Seien A,B € S. AY B := AU B. Nach der Definition der topologischen
Réume ist S unter Vereinigung abgeschlossen. Sogar unendliche Vereini-
gungen sind wieder in S.

2. Seien A,B € S. A A B := AN B. Nach der Definition der topologischen
Réaume gilt, dass der Durchschnitt einer endlichen Menge offener Mengen
wieder offen ist.

Topologische Raume sind Heyting-Algebren. Offensichtlich gilt  C S. Also
Ub={zlzreTA3AcD:2 € A} =0=0.
AuBlerdem gilt
N)={zlz e TAVAeD:2 € A} =T =1.

Topologien sind auBlerdem distributiv: Da fiir beliebige drei Elemente a, b, ¢ der
Potenzmenge von T gilt a A (bY ¢) = (a Ab) Y (a Ac), trifft dies auch fiir
die Elemente von S C P (T') zu. S ist sogar eine Heyting-Algebra. Es geniigt
also zu zeigen, dass fiir je zwei Elemente a,b € S gilt, dass (a — b) € S ist.
Dabei wird (@ — b) nicht wie in der Boole’schen Algebra P (T') als ~ a Y b
definiert, da die Negation von a der Boole’schen Algebra P (T') ~ a offensichtlich
eine abgeschlossene, und deshalb im allgemeinen keine offene Menge ist. Statt
dessen definiert man (a — b) anhand der Gleichung, die erfiillt werden soll. Sei
also (a — b) :== \/ {c: c A a <b}. Offensichtlich ist (¢ — b) € S. Es bleibt also
zu zeigen, dass
c<(a—b) gdwc A a <.

Auf Topologien gilt das unendliche Distributivgesetz:
aﬂUai = U(aﬂai).
iel i€l
Nach der Definition von A, Y,\/ gilt also

ak(a—b) = aA\/{c:cAaSb}:

\/{c)\a:ckakagbka}:

\/{c)\a:ckagb)\a}.
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Deshalb gilt fiir ¢ < (a — b) auch ¢ A a < b. Gelte nun ¢ A a < b, dann ist ¢ €
{c:cha<b},alsoc<(a—b). Alsoist S eine Heyting-Algebra. Als Negation
~ a in der Heyting-Algebra S kann man das Innere der Komplementmenge von
a withlen. Damit ist S ein *—Verband?]

Durch die Potenzmenge P (T') ist eine Boole’sche Algebra definiert, wobei
Y die Vereinigung sei und A der Durchschnitt. 0 ist die leere Menge () und 1
der ganze Raum T'. P (T) ist deshalb Boole’sch, weil P (T') distributiv ist und
weil jedes Element von P (T") ein Komplement besitzt. Die Topologie P (T") zum
Raum T heif3t diskrete Topologie.

Definition 8.8 Ein Raum ist ein Paar S = (S, L), bestehend aus einer Menge
S und einem x— Verband L von Teilmengen von S. Elemente von L heiflen
Teile von S. L heiffit der Verband der Teile von S.

Topologische Ridume sind Rdume. Auch Proximitatsrdume sind Raume. Die
von Bell eingefithrten Proximitédtsraume sollen nun definiert werden. Dazu wer-
den Proximitétsstrukturen eingefiihrt.

Definition 8.9 Fine Proximitdts-Struktur ist eine Menge S zusammen mit ei-
ner symmetrischen reflexiven zweistelligen Relation =.

Bell verwendet Proximitétsrdume fiir die Quantenlogik [6] und zur Model-
lierung der menschlichen Wahrnehmung. Menschen kénnen Punkte, die sehr
nahe beieinander liegen, nicht unterscheiden. In diesem Zusammenhang kann
man Elemente von S als Punkte auffassen, wobei die Relation = bezeichnet,
wann zwei Punkte ununterscheidbar sind. Diese Relation ist offensichtlich im
allgemeinen nicht transitiv.

Definition 8.10 Das Sensum eines Punktes x sei die grifste Umgebung eines
Punktes x, in dem alle von x verschiedenen Punkte mit x in der Relation ~
stehen, also

Qx:{yES:x%y}.

Mochte man die menschliche Wahrnehmung modellieren, so kann man @,
auch als die kleinste wahrnehmbare Umgebung um x auffassen.

Definition 8.11 Vereinigungen von Familien von Sensa seien die Teile von S,
jeder Teil von S hat also die Form:

U @

zeX

Dabei sei X eine Teilmenge von S.

Teile von S entsprechen also den wahrnehmbaren Teilmengen von S, falls
man Wahrnehmung modelliert.

2Siehe [127] S. 35.
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Die Familie der Teile von S ist ein *—Verband von Teilmengen , der mit
L bezeichnet werden soll. Seien a,b € L. Sei die kleinste obere Schranke von
a,b € L durch die mengentheoretische Vereinigung definiert a Y b := a U b. Sei
auferdem die grofite untere Schranke von a,b € £ durch die mengentheoretische
Vereinigung der Sensa aller im mengentheoretischen Durchschnitt enthaltenen
Mengen definiert
alb:= U Q

rE€anb

. Das Pseudokomplement sei wie folgt definiert:
Ur={yeS:Jc¢Uzx=y}.

Die natiirlichsten Proximitétsstrukturen erhélt man, wenn man als Sensa die
metrischen Umgebungen in einem bestimmten Abstand verwendet, also

rrysdxy) <e.

Fiir e = 0 erhélt man als Proximitétsrelation die Identitétsrelation, dann erhlt
man denselben Raum, als wenn man S mit der diskreten Topologie versehen
wiirde. Denn, falls x ~ y < z = y, dann ist

Q.={yeS: z~y}={z}.

Also sind alle einelementigen Teilmengen von S Teile von S. Damit sind alle
Teilmengen von S Teile von S, da die Vereinigung von Teilen wieder Teile sind.

Beispiel 8.1 Sei R die Menge der nonstandard-reellen Zahlen (im Sinne von
Robinson oder Schmieden-Laugwitz). Stellt man sich ein Wesen vor, das alle
Punkte mit endlichem Abstand unterscheiden kann, aber keine Punkte, die einen
infinitesimalen Abstand haben, so kann man als ~ die Relation der infinitesi-
malen Ndhe einfithren. Dann erhdlt man einen Proximitdtsraum. Die Relation
ist transitiv, da die Summe endlich vieler infinitesimaler Abstinde wieder einen
infinitesimalen Abstand ergibt.

Bell schreibt in seinem Artikel von 1986, dass

Lemma 8.4 1. ein Prozimititsraum S = (S, L) genau dann ein topologi-
scher Raum ist, wenn seine Proximitdtsrelation transitiv ist und

2. der x— Verband der Teile S von einem Proximitdtsraum mit einer tran-
sitiven Prozimitdtsrelation isomorph zu dem x— Verband der Teile eines
diskreten Raumes ist.

Beweis. Zu 1. Sei S ein Proximitdtsraum, dessen Proximitétsrelation transitiv
ist. Nach der Definition der Proximitétsriume ist £ gegen Vereinigungen abge-
schlossen. Es bleibt also zu zeigen, dass der endliche Durchschnitt von Teilen von
S wieder ein Teil von S ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dass der Durchschnitt
von Sensa wieder ein Teil von S ist. Seien also @,,Q, Sensa. Sei auflerdem
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z € Qz NQy. Dann gilt z ~ z und 2 ~ y, wegen der Symmetrie von ~ auch
x = z. Mit der Transitivitdt von ~ erhélt man = ~ y, fiir beliebiges a € @, erhilt
man a ~ y,y ~ = und damit a ~ z. Es gilt also Q, = @, also @, N Q, = Q,
und damit ist Q, N @, ein Sensum, wie zu zeigen war.

Sei nun S ein Proximitétsraum, der ein topologischer Raum ist. Zu zeigen
ist, dass seine Proximitétsrelation transitiv ist. Zu zeigen ist fiir beliebige y, v/,
y//

yry Ny Ry oy Yy
Da S ein topologischer Raum und ein Proximitadtsraum ist, stimmt die grofite
untere Schranke einer endlichen Menge von Teilen des topologischen Raums
mit der des Proximitdtsraums iiberein. Insbesondere gilt also fiir zwei Teile
a,b € L anb= | Qz Also gilt anNa =a = |JQ,. Sei nun ¢y’ =~ y.

xr€anb TEa
Dann ist ' € @, = |J Q. Insbesondere ist @,y C Q. Sei ¥y’ ~ 3/, dann ist
TEQy

Yy €Qy CQy, alsoy~y".

zu 2. Sei S = (.9, £) ein Proximitétsraum mit transitiver Proximitétsrelation.
Zu zeigen ist, dass es eine Menge X gibt, deren Potenzmenge *—verbandsiso-
morph zu S ist. Die Potenzmenge von S/ ~= {[z] : v € S} mit [z] = {y : y ~ x}
ist eine solche Menge, wie durch folgende Isomorphie ersichtlich wird.

I:(P(S/=)) — S, {[z]} = Qz,a— UQ:E

[z]€a

I ist wohldefiniert, da, wenn z,y zwei Repriisentanten von [z] sind, dann ist
Q: ={z:z=z} ={z:2=zAz~ry} = {2: 2=y} = Q. Die Vereinigung
einer Menge von Mengen bleibt auch nachdem sie abgebildet wird die kleinste
obere Schranke, d.h es gilt

Iaub) = JQ: =0 =T (@) U1 ().

[z]€alUb [z]€a  [z]€b

Dann ist noch zu zeigen, dass der Durchschnitt einer endlichen Menge von
Mengen nach der Abbildung durch I die grofite untere Schranke bleibt, d.h.

I(anb) = U Q. EsgiltI(and)= |J Q.. AuBlerdem gilt
x€I(a)NI(b) [z]€and
x€I(a)NI(b)
[z]€a [z]€b

Seiy € I (anbd).Dann gibt es [x] € aNbmity ~ z. Daand C |J Q.NUQx,

[z]€a [z]eb
(@nb)= J @.c U

[xz]€and
IG([U szUQz)

z]€a [z]eb

ist auch
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Sei auflerdem z € U Q. Danngibteswe |J QN U Q mit w = z.
z€I(a)NI(b) [z]€a [z]€b
Fiir w gibt es [w'] € @ mit w ~ w’ und [w”] € b mit w ~ w”. Also gilt, da ~
transitivist, z @ w' und z m w”;also z € | Q.. In P(S/ =) ist die Negation
[x]€anb
von a genau das mengentheoretische Komplement von a. Also gilt

I{lz]:zeSnedal)=({z:z=yAyda}),

damit bleibt die Negation erhalten. Also ist gezeigt, dass I ein *—Verbands-
isomorphismus ist. m

8.2 Anwendung fiir die Logik

Bisher wurden verschiedene Réume und deren Eigenschaften betrachtet. Dies
hat zunéchst keine logische Bedeutung.

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie man Teilen dieser Rdume At-
tribute zuschreiben kann. Attribute wie ,,Harte” oder ,,R6te“ kommen entweder
Teilen, oder aber dem ganzen Raum zu. Jedes Attribut ist mit einer propositio-
nalen Funktion verbunden, ndmlich ,,_kommt das Attribut A zu”. Bell nimmt in
seinem Vortrag [5] an, dass es eine Reihe von primitiven, unzerlegbaren Attribu-
ten gibt. Attribute kénnen durch logische Operatoren wie A, V, - zu molekula-
ren Attributen verbunden werden. Zu einem gegebenen Raum S kann man eine
Sprache L mit Attributen wie folgt interpretieren, also den Attributen Teilrdume
von S zuweisen:

Die Attribute seien mit groflen lateinischen Buchstaben bezeichnet. Jedem
primitiven Attribut A werde ein Teil [A]s zugeordnet. Dieser Teil sei der grofite
Teil, auf den A zutrifft.

Folgende Definition dient zur weiteren Zuordnung von Teilrdumen und zu-
sammengesetzten Attributen:

[A A\ B}s L= [A]S A [B]s,
[A V B]S L= [A]s Y [3}57
[-Als = [Als.

Damit kann auch eine Inklusionsrelation definiert werden:
A Cs B:& [A]s - [B]S

Zusammengesetzten Attributen werden entsprechend den obigen Gleichungen
Teile von S zugeordnet. Ist nun ein Teil U von S eine Teilmenge von dem durch
ein beliebiges Attribut definierten [Al]g, so sagt man A wird von U bedeckt
U C [A]s. Es gibt noch eine zweite Relation zwischen einem Teil U und einem
Attribut A, ndmlich U <1g A, sie heifit U manifestiert A. Fiir einfache Relationen
entspricht sie der Bedeckungs-Relation.
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Fiir die zusammengesetzten Attribute sei die Manifestiert-Relation durch
folgende Gleichungen definiert

U<sANB : & U<sAund U «g B,
U<s AVB : < Esgibt WV, sodass WUV =Uu. Vg Au W <g B,
U<s A : &V ag A=V CU” fiir jeden Teil V von S.

Die Manifestiert-Relation f&llt fiir topologische und diskrete Rdume mit der
Bedeckungs-Relation zusammen, nicht jedoch fiir Proximitdtsraume. Die Be-
deckungsrelation ist durch eine einfache Teilmengenrelation definiert. Da bei
topologischen und diskreten Rdumen die kleinste obere Schranke und die grofite
untere Schranke durch Vereinigung bzw. Durchschnitt definiert sind, stimmen
dort die beiden Relationen iiberein. Die Bedeckungs- und Manifestiert-Relation
sind — auch bei Proximitéitsrdumen — gleich fiir primitive Attribute. Sind zwei
primitive Attribute gegeben, so ist die Bedeckungsrelation und die Manifestiert-
Relation auch fiir ihre Konjunktion gleich. Ist ein primitives Attribut gegeben, so
stimmt die Bedeckungsrelation und die Manifestiert-Relation fiir ihre Negation
iiberein. Betrachtet man hingegen die Bedeckungsrelation und die Manifestiert-
Relation der Disjunktion zweier primitiver Attribute, so stimmen die beiden
Relationen bei Proximitédtsrdumen nicht iiberein.

Bell motiviert die Definition von A und V anhand des gewthnlichen Ge-
brauchs von A und V.

Sei ANB
wenn fiir jedes Attribut C

sA,ANB Cg B und,

C
C gsA,C Cg A gilt, so gelte auch C Cg A A B.

Moéchte man Bells besonders auf Proximitéitsriume zugeschnittenen Auferungen
fiir andere Verbéinde verwenden, so kann man sagen [A A Blg sollte die grofite
untere Schranke der Teile [A]g und [B]g von S sein. Also sollte dementsprechend
fiir beliebige Teilrdume U und V von S gelten, dass U A V die grofite untere
Schranke in S von U und V sei.

Ebenso soll fiir je zwei Teile U und V' von S U YV die kleinste obere Schranke
von U und V in S sein.

Auflerdem soll ein leeres Attribut vorausgesetzt werden, ndmlich 1 mit
[L]s = 0. Auch sollte [A]s A [A]§ = [A]s A [-A]s = [AAN—A]s = [L]s = 0 gelten,
also sollte vorausgesetzt werden, dass U A U* = (), wie es in der Definition von
x—Verbénden festgesetzt ist.

8.3 Verbindung zwischen Kontexten und Ridumen

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wurden zwei Arten von *—Verbénden néher
betrachtet. Nun sollen diesen beiden x—Verbdnden, ndmlich Proximitéatsraumen
und topologischen Riumen, passende Kontexte zugeordnet werden.
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Bell zeigt in seinem Artikel, dass fiir Proximitétsraume die Nicht-Persistenz
typisch ist. Ein Attribut A heifit S persistent genau dann, wenn gilt

VCU&U >g A=V >g A.

Bell wendet die durch die Proximitétsriume gegebene Logik u.a. fiir die mensch-
liche Wahrnehmung an. Betrachtet man z.B. ein Schachbrett, das abwechselnd
rote und blaue Felder hat, und wéhlt man fir Q, = {y: |z — y| < e} die Um-
gebungen, die den Durchmesser € haben, so kann es eine Teilmenge U des
Schachbretts geben, die teilweise rot und teilweise blau gefarbt ist, aber de-
ren roter, bzw. blauer Teil kleiner ist als jedes @,. Dann ist diese Menge nicht
ROT Vv BLAU, da die Definition

U <s ROTV BLAU < Esgibt W,V
sodass WUV = Uund V <g ROT und W <g BLAU

nicht erfiillt ist. Dennoch ist das ganze Schachbrett ROT vV BLAU. Also ist das
Schachbrett ein Beispiel fiir einen nicht persistenten Proximitéitsraum.

Um dieses Beispiel genauer analysieren zu koénnen, soll festgestellt werden,
welche Teile eines Proximitdtsraumes das Attribut =——A manifestieren.

Lemma 8.5 FEs gilt: U g ——A & IW DU : W g A.
Beweis. Nach Definition von
U<g Agit Ugg —A (Z<s A= ZCV =V CUY).
Es geniigt also zu zeigen:
(Z<as A= ZCV =V CU)<IWDU: W s A.

»,<="“ Sei U eine Menge, die eine Obermenge Z besitzt, die A manifestiert.
Zeige unter dieser Voraussetzung Z C V* = V C U*. Sei also Z C V*. Nach
Voraussetzung gilt: U C Z C V*. Auflerdem gilt V** C U*, da S\V* C S\U,
da V** = JQ, und U* = JQ,. Da V C V** gilt auch V C U*, was zu

TES\V* 2€S\U
beweisen war.

»,= " Ist umgekehrt U eine Menge, die =—A manifestiert, so ist zu zeigen,
dass es einen Teil Z gibt, der A manifestiert. Dies ldsst sich zeigen durch Induk-
tion {iber den Aufbau der Attribute.

Falls A primitiv ist, gilt U <s A gdw U C [A]g . Also gilt

U<g As U g 7A.
Falls A nicht primitiv ist, ist besonders der Fall zu beriicksichtigen, in dem
A eine Disjunktion ist. Sei also A := (BV C).
Esgilt U s -~ (BVC) & W<g (BVC)=W CV*=V CU*). Nach
Definition des Manifestierens fiir die Disjunktion gilt
U<g —(BVC) < (Esgibt Wi, Ws, so dass
W1<lsB&W2<]sC&W1UW2 = W:>WQV*:>VQU*)
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Nach Induktionsvoraussetzung gilt: (W7 <g B =W, CVi* =V, CUy) < Uy <s
=B < dW; D U; : Wi <g B und (WQQSC:>W2§V2*:>V2§U§) =
Uy <1g ~—C < dWy D U, : Wo g C.
Sei Uy := U Q, Uy := U Q. Falls es fiir U; oder Us
2€U&Q,C[Blg 2eU&Q,C[Clg
keine Teilmenge gibt, die gleichzeitig ein Teil von S ist, so soll U; bzw. U,
als leer angenommen werden. Fiir jedes U ldsst sich ein kleinerer Teil Uvon

S definieren: U = U; U Uz. Dieser Teil manifestiert auch —— (BV (). Nimm
0.B.d.A an, U = U. Wihle W als Wy UW5. =

8.4 Bells Logik und die fiinf Bedingungen fiir
das Peirce’sche Kontinuum

Es soll nun betrachtet werden, welche der fiinf Peirce’schen Bedingungen erfiillt
sind, und wie die als unklar erkannten Worte in den Bedingungen durch die
Bell’sche Logik der Wahrnehmung interpretiert werden.

Unbegrenzte Unterscheidbarkeit ist in der Bell’schen Wahrnehmungslogik nur
insofern gegeben, dass man in jedem Proximitdtsraum bis zu einer endlichen
Grenze € unterschieden werden kann, und dieses € beliebig klein sein darf. Dies
reicht fiir eine Wahrnehmungslogik aus, da wir mit Messgeréten, oder unseren
Sinnesorganen auch nur endliche Absténde bis jeweils zu einem & messen konnen.

Die Potentialitdt der Punkte ist hier durch die iiber einer Menge liegende
Verbandsstruktur und die darauf definierte Logik gegeben. Die Punkte der Men-
ge sind wohlunterschieden und die Ununterscheidbarkeit, das Verschmelzen tritt
erst durch die auf der Menge definierte Verbandsstruktur auf. Peirce wiirde dies
vermutlich kritisieren.

In der Bell’schen Wahrnehmungslogik wird kein Bezug zu Gesetzmissigkeiten
oder Allgemeinem hergestellt. Peirce verlangt, dass in einer Logik des Allgemei-
nen das Prinzip des ausgeschlossenen Dritten aufler Kraft gesetzt wird. Hier
ist == A = A fir Attribute nicht mehr giiltig. In dem Kapitel iiber die Peir-
ce’sche Logik war dies eine der Peirce’schen Formulierungen des Prinzips des
ausgeschlossenen Dritten. Peirce sah Kontinua als Darstellung von Universali-
en. Vielleicht hétte er dies hier auch als Moglichkeit gegeben gesehen, da Teilen
des Raumes die Attribute zugeordnet werden koénnen, und jedes Teil viele un-
zugéngliche potentielle Punkte umfasst.

In der vierte Bedingung geht es um Selbstihnlichkeit, und darum, dass Teile
eines Kontinuums wieder Kontinua sind. Auf einem Teilraum diirfte sich wieder
eine Proximitatsstruktur definieren lassen, #hnlich wie in der Teilraumtopologie.
Damit ist ein Teilraum wieder ein Proximitéitsraum. Auflerdem sind die Struk-
turen des Raumes durch Rdume definiert, &hnlich wie Peirce es will, der in der
nachcantorschen Phase sagt, ein Kontinuum sei durch die Relation der Teile
untereinander gegeben. Hier ist jedoch keine Relation des Aneinanderstossens
0.4. gegeben, sondern nur eine Relation der Koexistenz. Peirce hétte es vermut-
lich gefallen, dass sich die logischen Eigenschaften aus den Eigenschaften des
Raumes ergeben.
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Bell hat als Grundlage fiir seiner Konstruktion eine Menge mit wohlun-
terschiedenen Elementen verwendet, also hat das Diskrete hier Prioritdit. Er
ist nicht direkt von einem Verband ausgegangen, der die entsprechenden Ei-
genschaften hat. Insofern verwendet er die Proximitétsstruktur nicht als das
Grundlegende, sondern als das Abgeleitete. Vielleicht kénnte man, dhnlich wie
dies in der punktfreien Topologie getan wird, vom Teil des Raumes als grund-
legenstem Begriff ausgehen.

8.5 Punktfreie Topologie und die fiinf Bedin-
gungen

In der Einfithrung zur Verbandstheorie wurden topologische Rdume als Beispie-
le fiir Verbéande angefiihrt. Genauso wie bei den Proximitdtsraumen koénnten
auch hier Teilen, ndmlich den offenen Mengen, Attribute zugeordnet werden, so
dass die topologische Struktur logische Bedeutung bekommt. In der punktfreien
Topologie [44] und auch in der formalen Topologie [121], die eine konstruktive
Weiterfithrung der punktfreien Topologie ist, wird die offene Menge als grund-
legender Begriff verwendet.

Je nachdem was fiir eine Topologie gegeben ist, ist die Feinheit der Unter-
scheidungerﬂ dadurch gegeben, ob es viele oder wenige offene Mengen in der
Topologie gibt. Die feinsten Topologien sind durch die Potenzmenge einer Men-
ge gegeben.

Punkten kénnen aus einer Topologie manchmal nachtraglich konstruiert wer-
den, insofern kénnte man sagen, sie seien durch die Topologie potentiell gegeben.

Wieder ist der Raum durch Teile gegeben. Die Teile erfiillen allgemeine Be-
dingungen, wie sie durch eine Topologie gegeben sind. Auch hier wird wie bei
den Proximitéitsriumen normalerweise keine Verbindung zur Allgemeinheit her-
gestellt. Peirce definierte allgemeine Aussagen dadurch, das sie dem Prinzip des
ausgeschlossenen Dritten nicht geniigen. Dies ist auch der Fall in den zu topo-
logischen Réumen gehorenden Algebren, die Heyting-Algebren sind.

Auf Topologien kénnen Teilraumtopologien definiert werden. Insofern sind
die offenen Mengen wieder topologische Rdume, insofern sind sie selbstdhnlich.
Auch hier ist die Struktur des Raumes durch Teile des Raumes gegeben. Die
Relation der Teile untereinander ist die der Koexistenz.

In der formalen Topologie wird die offene Menge als das Grundlegende ge-
sehen, und der Punkt als das abgeleitete. Peirce kénnte zusammenhéngende
offene Mengen als Kontinua anerkannt haben, so dass zumindest die Basis des
topologischen Raumes Kontinua wéren. Der Punkt, als von anderen Punkten
wohlunterschieden, kénnte dem Diskreten entsprechen. Mit Hilfe von Mereolo-
gie oder der punktfreien Topologie kénnen Modelle gefunden werden, in denen
das Kontinuierliche Prioritdt vor dem Diskreten hat.

3Schriggedrucktes soll in diesem Abschnitt auf die fiinf Eigenschaften des Peirce’schen
Kontinuums hinweisen.



Kapitel 9

Ein Modell fiir das
Peirce’sche Kontinuum

Im Folgenden soll ein Modell beschrieben werden, das die Bedeutung der In-
finitesimale in Peirce’ Theorie beriicksichtigt. Auch modelliert es das Immer-
Verfeinern-Koénnen und das Nicht-aus-kleinsten-Teilen-Bestehen des Peirce’schen
Kontinuums.

Peirce spricht an manchen Stellen von Punkten, als wiren sie Bereiche. Par-
ker [59] beschreibt das Peirce’sche Kontinuum als aus infinitesimalen Intervallen
zusammengesetzt. Diese Intervalle entsprechen den teilbaren Punkten Peirce’.
Folgt man diesem Gedanken, so muss das als Punkt wahrgenommene infini-
tesimale Intervall wieder aus infinitesimalen, sozusagen subinfinitesimalen In-
tervallen zusammengesetzt gedacht werden. Dieser Vorstellung soll hier unter
Verwendung des Modells von Myrvold und der Logik der Wahrnehmung von
Bell gefolgt werden.

Anschlieflend soll betrachtet werden, wie man in einer dhnlichen Konstruk-
tion der schrittweisen Verfeinerung aus den natiirlichen Zahlen etwas dhnliches
wie die reellen Zahlen erhilt.

Von diesen Ansétzen sollen dann die Gemeinsamkeiten betrachtet, und so
eine Anwendung fiir die Erkenntnistheorie gefunden werden.

9.1 Myrvolds Modell

Myrvold entwickelt ein Modell des Kontinuumd'] das auf den Peirce’schen Ideen
aufbaut. Das Modell hat folgende Eigenschaften:

e Es kann auf einer Geraden angeordnet werden,

e es enthélt Mengen jeder Machtigkeit,

1Siehe [54], S 535-537.
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e hinter jedem Punkt der Geraden kénnen iiberabzihlbar viele Punkte ver-
steckt sein.

Dieses Modell soll hier als Grundlage dienen und in leicht verédnderter Form
vorgestellt werden. Es besteht in einer mittels der Ordinalzahlen numerierten
Hierarchie von Mengen, deren erste die reellen Zahlen sind. Man kann die weite-
ren Mengen als Erweiterungen der reellen Zahlen verstehen. Myrvold beschreibt
dies durch das Hinzufiigen von neuen Zahlen, die infinitesimal sind, deren Ge-
stalt jedoch nicht néher erldutert wird. Myrvold bendétigt nur, dass fiir eine
solche Zahl ¢ und fiir beliebige Ordinalzahlen o und 3 gilt: €® < €° fiir a > 3.
In der Non-Standard-Analysis [I19] werden die reellen Zahlen um kleinste und
grofite Zahlen erweitert. Hier sollen dagegen die reellen Zahlen nur um kleinste
Zahlen erweitert werden. Dabei soll eine von Myrvold nur angedeutete Notati-
on verwendet werden, in der die reellen Zahlen zwar angereichert werden, aber
nicht um etwas, das wir normalerweise als Infinitesimale bezeichnen. Die neuen
Zahlen sind aber kleiner als jede reelle Zahl, wenn man eine passende Ordnung
einfithrt:

Sei das Auswahlaxiom vorausgesetzt. Seien x; im Folgenden reelle Zahlen.

Sei die Menge R := R. Sei die Menge R, := R". Fiir beliebige Ordinalzah-
len o sei R, die Menge der wohlgeordneten Folgen R, = {(;),., : #; € R}.
Die Michtigkeit von Ry ist (2¢)#*. Aus dem Wohlordnungssatz folgt, dass es
fiir jede Kardinalzahl s ein R,, gibt, dessen Méchtigkeit mindestens & ist. Die
Elemente von R, kénnen folgendermassen linerar geordnet werden:

r<yeHN<a z;FYAVj<i zj=y; Nx; <y

Es lassen sich auf diesen Mengen problemlos eine Addition und eine skala-
re Multiplikation definieren: Die Addition soll komponentenweise erfolgen. Sei
0.B.d.A. § < a. Sei (y?)j<ﬁ dasjenige Tupel, das entsteht, wenn das Tupel

(4j) ;<5 durch Nullen verldngert wird, bis es ein a—Tupel ist, also (yf),, =

((yj)j <50, ...,O) . Nun lisst sich die Addition unter Verwendung der reellen
Addition wie folgt definieren:

(@i)ica + W)jcp = @i)ica + (47 )ica = (@i + ¥)ica-

Die skalare Multiplikation, also die Multiplikation mit einer reellen Zahl er-
folgt ebenfalls komponentenweise. Sei  eine reelle Zahl. Dann ist r - (2;);, ., =
(r- i), - Zwischen manchen Tupeln ldsst sich auch eine Multiplikation defi-
nieren. So soll die Multiplikation mit einem Tupel, das der j—ten Stelle Eins ist
und sonst Null, immer definiert sein: (x;),_, - (0,...,1,...,0) := (0,...,x},...,0)
. Es ergibt sich ein a—Tupel, das an an der j—ten Stelle den Eintrag z; hat.
Diese Multiplikation ldsst sich auf verschiedene Weise auf eine groflere Menge
von Tupeln fortsetzen. Eine Moglichkeit ist die komponentenweise Multiplikati-
on, sie ist auf beliebigen Tupeln definiert: Sei 0.B.d.A. # < a. Seien (z;),_,, und
(yj)j <3 beliebige Tupel. Dann ist die komponentenweise Multiplikation definiert

durch (2:); o ()5 = (@) ;e (yj?‘)j<a = (2i¥§"); <o - Diese Multiplikation
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ist kommuntativ und assoziativ. Eine weitere Multiplikation lasst sich analog
zu der Multiplikation zwischen Polynomen definieren. Sie bietet sich an, da
Myrvold die neu hinzugefiigten Zahlen oft wie Polynome schreibt. Sie ist aber
zunéchst ausschliellich auf Tupeln definiert, die nur an endlich vielen Stellen
ungleich Null sind: Seien (;),,, und (y;),.5 Tupel, die nur an endlich vielen
Stellen ungleich Null sind. Seien (iy )<, <, und (ju)o<, <, endliche Folgen, so
dass fiir jede Ordinalzahl v gilt (y # 4, = 2, = 0) und (v # j, = y, = 0). Da-
bei sei n die grofite Ordinalzahl, fiir die z,, # 0 ist, und m die Ordinalzahl, fiir
die y,,, # 0 ist. Dann lésst sich die Multiplikation wie folgt definieren:

(#i)icq (yj)j<ﬁ = szzy Y5, (0,..,1,...,0),

v=1p=1

wobei die Eins jeweils an der (i, + j,) —ten Stelle steht. Die Multiplikation ist
wie die Multiplikation von Polynomen kommuntativ und assoziativ.
Durch die lineare Ordnung der R,

<y <ar; 7y ANVj <izj=y; Nz; <y;

kann die Erweiterung von R zu R, als Erweiterung um Infinitesimale gelesen
werden. Denn alle Tupel, deren Lénge grofler eins ist, und deren erster Eintrag
Null ist, sind kleiner als jede reelle Zahl und damit infinitesimal. Denkt man
an Peirce’ Idee, dass ein Punkt in mehrere, auch iiberabzihlbar viele Punkte
zerfallen kann, so ldsst sich diese Idee in diesem Modell wiederfinden. Jeder
Punkt bzw. jede reelle Zahl = ,enthélt“ alle Tupel, die mit ebendieser reellen
Zahl beginnen, also zerfillt z in z x R. Betrachtet man hingegen den Punkt
(z,y), so sind in ihm die Punkte (z,y) x R ,enthalten”.

Die Myrvold’sche Schreibweise, die jetzt vorgestellt werden soll, macht deut-
lich, inwieweit die R, Erweiterungen um Infinitesimale sind. Die Schreibweise
bedeutet das Gleiche wie oben und dient lediglich der Anschaulichkeit. Die Tu-
pel lassen sich wie folgt auch als Polynome lesen: Myrvold fasst die R,, fiir o > 1
als Erweiterung von R um Infinitesimale auf. Dazu fiihrt er eine neue Zahl &
ein, die grofer Null ist und kleiner als jede reelle Zahl. Er fithrt die Mengen R,,
wie folgt ein: Sei

R, : =R,
Ry : ={z:3z, 2Rz =00 +en1},
R, : :{x:ﬂxiER:m:xo—i—exl—&—...—i—gn_lxn,l},
Roiy1 @ ={z:3x;eRxz=z9+ex1+ ...+ "z, +... +%z,}.

In #hnlicher Weise soll R,, fiir eine beliebige Ordinalzahl definiert werden. Die
Potenzen von e sollen jeweils neu hinzugefiigt werden, und sie sollen nach

Myrvold einer Regel geniigen. Die Regel lautet: Sei ab < ac fir b < ¢ und
0 < a auch dann giiltig, wenn b infinitesimal ist. Die Multiplikation ist jedoch
nicht fiir beliebige neue Zahlen erkléirt. Myrvold mochte mit dieser Regel wohl
gewihrleisten, dass e < e® fiir @ < k. Er schreibt auch, dass jede der Mengen
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R, einer Menge wohlgeordneter Folgen der Form {z; : i < a } entspricht. Auf
diesen Tupeln oder Folgen kann man, wie oben gezeigt, Addition und Multipli-
kation definieren. Es gilt fiir die beide der vorgestellten Multiplikationen, dass
e" < e® fir a < k. In Myrvolds Schreibweise sieht man deutlicher, inwieweit
man R, als Verfeinerung von R, auffassen kann, falls @ < k. Fasst man die
R, als Menge von Folgen auf, so kann man die Kardinalitit besonders einfach
berechnen. R, hat (2“)#0‘ Elemente, wobei #a die zu o gehérende Kardinal-
zahl ist. Aus dem in Myrvolds Modell vorausgesetzten Wohlordnungssatz erhélt
man, dass es fiir jede Kardinalzahl x ein R,, gibt, dessen Méchtigkeit mindestens
K ist.

Keine der einzelnen Mengen R,, ist ein Peirce’sches Kontinuum. Die Verei-
nigung all der Mengen hat jedoch insofern Ahnlichkeiten mit dem Peirce’schen
Kontinuum, als sie Mengen beliebiger Kardinalitéit enthélt. Die Punkte kénnen
wie verlangt auf einer Geraden angeordnet werden. Man sieht hier schon andeu-
tungsweise, inwieweit hinter jedem ,,Punkt “ {iiberabzéhlbar viele Punkte verbor-
gen sind. Deutlicher ldsst sich das im néchsten Modell darstellen. Die Konstruk-
tion kann allerdings nicht ein Verschmelzen der Punkte modellieren.

9.2 Verbindung von Myrvolds Modell und der
Logik der Wahrnehmung Bells

Die Punkte, die man bei Myrvolds Modell auf den einzelnen Verfeinerungsstufen
erhilt, lassen sich als infinitesimal lange Intervalle auffassen. Die infinitesima-
len Intervalle der av—ten Stufe sollen cv—infinitesimale Intervalle heiflen. In dem
Modell, das jetzt definiert wird und auf dem Myrvold’schen aufbaut, gibt es
wieder fiir jede Ordinalzahl « eine Stufe der Verfeinerung der reellen Zahlerﬂ
Ein Element oder Punkt der a—ten Stufe ist ein a—infinitesimales Intervall. In-
nerhalb des a—infinitesimalen Intervalls soll auf der Stufe « nichts unterscheid-
bar sein. Auf der (« + 1) —ten Stufe sollen die a—infinitesimalen Intervalle in
iiberabziéhlbar viele (« + 1) —infinitesimale Intervalle auflésbar sein. Das legt
nahe, die Punkte von R,,, die a—infinitesimalen Intervalle, als Sensa aufzufas-
sen, die die feineren Punkte von R,1 enthalten.

Durch dieses Modell lidsst sich noch deutlicher erkennen, auf welche Weise
hinter einem Punkt iiberabzdhlbar viele Punkte versteckt sein kéonnen. Man
erhilt folgende Konstruktion:

Sei R; := R. Seien die Sensa von R, die jeweiligen Einermengen S} = {z}.
R1 = (R1, Ry) ist der Proximitéitsraum, der durch Ry und den durch die Sensa
definierten *—Verband von Teilen R; definiert ist. Hier ist die Identitéit die
Proximitétsrelation.

Seien Ry definiert als R x R\ {0} zusammen mit der Addition, die oben
im Abschnitt iiber Myrvolds Modell definiert wurde. Es sollen fiir jedes R,
eine Menge von Teilmengen eingefiithrt werden, durch die man einen Verband,
genauer gesagt eine Proximitétsstruktur definieren kann. Diese Mengen werden

2Die Idee des Immer-Weiter-Verfeinerns nennt auch Herron [35], S. 612 ff.
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Verbandsmengen genannt. Seien die Verbandsmengen von Ry fiir beliebige « €
R definiert als S?2 = 2 x R\ {0}. Jedes S? kann also mit einer reellen Zahl,
némlich mit x identifiziert werden. Durch Ry = (Ra, Rs), den durch Ry und
den durch die Verbandsmengen S? definierten *—Verband von Teilen Ry wird
ein Proximitiitsraum definiert. R sei definiert durch R? x R\ {0} zusammen
mit der obigen Addition.

Durch die Definition der Multiplikation auf der Vereinigung aller Myrvold’
schen R, und durch die Definition der Kleinerrelation ist gewéhrleistet, dass
fiir jedes beliebige y das Element (0,0,y) kleiner ist als jedes Element von Ry
und Ry .

Die Verbandsmengen von Ry fiir beliebige 2 € R? sind definiert als S2 =
z x R\ {0}. Jede Verbandsmenge S2 kann mit einem Element von R; U Ra
identifiziert werden. Sei x = (xg,r1). Falls z; = 0, soll S2 mit ¥y € R; iden-
tifiziert werden. Falls x; # 0 soll Si’ mit x € Ry identifiziert werden. Fiir eine
beliebige natiirliche Zahl n sei R,, definiert als R~ x R\ {0}. Die Verbands-
mengen von R, fiir beliebige x = (zq, ..., zn_2) € R""! seien definiert durch
S7 =z xR\ {0} . AuBerdem heifle T versteckt hinter x, wenn T € S2. Mehrfach

n
bzw. k—fach versteckt hinter x heiit T € R,,, wenn es 2, ...,2F € 'UlRi gibt,
=
mit * = 2° € R;,,7 = 2% € R,,, ' € Ry, ...,2* € Ry, ,ip < ... < iy = n und
dabei 27 hinter 277! versteckt ist.
Wieder konnen die Verbandsmengen von R, identifiziert werden mit den

n—1
Elementen von 91 R;. Fiir x,,_o # 0 gilt z € R,,_1, in diesem Fall soll S}' mit x

identifiziert werden. Falls fiir allen — 1>k > i — 1 gilt xx = 0 und x;—1 # 0, so
werde ST mit (zg, ..., x;—1) € R, identifiziert. Sei n > 1 eine beliebige natiirliche
Zahl. Sei R, die Menge der Verbandsmengen von R,,. Man erhélt eine Familie

n—1
bijektiver Abbildungen: f,, : R, — ‘91 R;; S.—x; x5,

Lemma 9.1 R,, = (R, R,) ist ein Proximititsraum, er ist gegeben durch R,
und den durch die Verbandsmengen R"™ definierten x— Verband von Teilen R,,.
Seine Proximitdtsrelation ist transitiv.

Beweis. Sei fiir 7,7 € R, fiir n > 1 wie folgt eine Proximitétsrelation definiert:
n—1
TR,y dre UlRi 1T,y €Sy
i=

Es ist zu zeigen: ~, ist reflexiv. Fiir jedes Element T = (xq, ..., 1) von
R, gilt entweder, dass x,_o # 0 ist, dann gehort (zo, ..., z,—2) zu R, 1, oder
Tp—o = 0 und z,_3 # 0, dann ist (xg,...,Zn—3) in R,,_2 oder man erhilt fiir
ein anderes i mit der Eigenschaft n — 1 > i —1 > k, so dass z = 0 und
x;—1 # 0, dann ist (zg,...,x;—1) € R;. Fiir das jeweilige = (z9,...,z;—1) € R;

—1
gilt: = € T%UI R, : 7 € S}}. Offensichtlich ist, dass ~,, symmetrisch ist.
i=

Zu zeigen ist, dass ~,transitiv ist. Sei *° diejenige Funktion, die die letzte
Ziffer des jeweiligen Tupels streicht, um dann die Nullen am Ende des neuen
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Tupels zu streichen, also

R nollRl,x — (2o, ..o, Ti—1) ,
i=
so dass fir allen —1 >k >4i—1> 0 gilt zxy = 0 und x;_1 # 0, wobei x,,_»
auch ungleich Null sein darf. *° (Z) ist iiberall eindeutig definiert. Damit ist zu
einem gegebenen 7T eindeutig ein x bestimmt, fiir das gilt z € SI'. Aus der Ein-
deutigkeit ergibt sich die Transitivitit der Relation ~, . Aus der Existenz und
Eindeutigkeit des z folgt zusammen mit der Definition der Proximitétsrelation,
dass die durch ~,,sich ergebenden Sensa Q% fiir ein beliebiges € R,, identisch
sind mit der entsprechenden Verbandsmenge, also S = Q%. =

Lemma 9.2 Die Riume R, = (Ry, R,) sind isomorph zu einem diskreten

—1
Raum, ndmlich T'Lul R;.
1=

Beweis. Die Existenz eines Isomorphismus folgt aus dem Satz von Bell, dass ein
Proximitédtsraum mit transitiver Proximitétsrelation zu einem diskreten Raum
isomorph ist. Der Isomorphismus ist definiert durch die Abildung f,. =

Nun zuriick zu der Definition der R,,.

R, seien die w—langen Folgen, also R¥, wieder zusammen mit der oben
definierten Addition. Die Verbandsmengen von R, seien fiir x € R, die Ei-
nermengen S¢ = {z}. Ry41 sei Ry, x R, zusammen mit der oben definierten
Addition. Das Sensum von Ry, fiir # € R¥ sei S¥*1 = 2 x R\ {0}. Ahnlich
kann R,, fiir beliebige Ordinalzahlen « definiert werden. R, = (R4, Ry ) ist der
Proximitétsraum, der durch R,, und den durch die Sensa definierten «— Verband
von Teilen R, definiert ist. Bei Limeszahlen sind die Sensa die Singletons der
Elemente von R,,.

Wie in Myrvolds Modell kénnen die R, linear geordnet werden, falls man
das Auswahlaxiom annimmt.

Die R, sind als disjunkt definiert. So kann jedes R, fiir beliebige Nachfol-

a—1
gerzahlen o als Inneres eines ,,Punktes“ von U R,; gesehen werden.
i=1

i=

Damit ist erkldrt, inwieweit Punkte hinter Punkten verborgen sind. Diese
Eigenschaft bedeutet in gewissem Sinn auch ein Verschmelzen der Punkte, da die
Punkte auf einer Ebene in denen einer niedrigeren Ebene eingeschmolzen sind.
Man konnte sich auch die reellen Zahlen, also die erste Ebene, in einer nullten
Ebene, einem Punkt verschmolzen denken, dann wére das Modell selbstédhnlich.

9.2.1 Ebenen der Verfeinerung im Endlichen

Erinnert man sich an die von Myrvold bevorzugte Notation, so kann man in
dhnlicher Weise verfeinern, um aus den natiirlichen Zahlen N in w—vielen Ver-
feinerungsschritten so etwas dhnliches wie R zu erhalten. Dabei kann man ein
beliebiges 1 < m € N wéhlen, und € = % setzen. Die Verbandsmengen werden
dhnlich definiert. Je nachdem, wie man sie im Einzelnen definiert, erhédlt man
eine Proximitéatsrelation, die transitiv ist oder nicht. Ist die Proximitétsrelation
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n—1
transitiv, so ist der Raum Q,, zu der Vereinigung ‘Ul Q,, isomorph, wie R,, zu
i=

—1
der Vereinigung T‘LU1 R,,. Auch ldsst sich das Hinter-einem-Punkt-versteckt-sein
1=

ohne Schwierigkeiten modellieren. Ein Punkt x ist genau dann hinter einem
Punkt T versteckt, wenn = in der Verbandsmenge von T enthalten ist.

Sei Q1 = N. Die Verbandsmengen sind definiert als Singletons der Elemente
von Q. Durch die Verbandsmengen erhilt man einen x—Verband der Teile Q.
Durch Q1 = (Q1, Q1) ist ein Proximitétsraum definiert. Die Elemente von Qs
seien y =: xg + exy fiir beliebige 9 € N, z; € {1,...,m — 1}. Die Verbands-
mengen von Qy fiir z € Qq seien S2 = {y:y = +ex1, ¥1 € {1,....,m —1}},
damit erhilt man einen *—Verband der Teile Qs. Durch Qs = (Q2, Q2) ist
ein Proximitédtsraum definiert. Die Elemente von Qj seien y =: xg + ex1 +
oo + eFLayy fiir beliebige z9 € N, z1,...,25_2 € {0,1,...m —1}, 21 €

k—1
{1,...,m —1}. Die Verbandsmengen von Qj fir = € _UlQi_l seien SF =
1=

{y cy=a+ckay, € {1,...,m— 1}} . Mit der Definition der Verbandsmen-
gen erhilt man wie oben einen x—Verband der Teile Q. Durch Qr = (Qy, Q%)
ist ein Proximitédtsraum definiert. Die Elemente von Q,, seien y =: xg + ex1 +
.. +eFxy, + ... fiir beliebige 1o € N,Vic N x; € {0,1,...,m — 1}. Bei den hier
gewiahlten Mengen ist die Darstellung eindeutig, es werden also nicht mehrere
Folgen zu einer Zahl zusammengefasst, wie etwa bei den rationalen Zahlen, wo %
und% gleichgesetzt werden. Auch eine Zahl wie 0,99999... wird fiir e = 1—10 als un-
terschiedlich von 1 aufgefasst, da sie sich auf jeder Stufe unterscheiden, und die
Proximitétsrelation auf der w—ten Stufe die Gleichheit ist. Die Verbandsmen-
gen von Q, fiir z € Q,, seien die Singletons S = {x}. Sei die entsprechende

Proximitétsrelation definiert wie oben, sei also fiir beliebige Z,7 € Q,

n—1
TR,y < Jxc€ UlQi 1T,y e Sy
1=

Nach Definition ldsst sich jede Zahl T in Q,, darstellen als (—1)Sigm Setay
=1

i=
fir xg € Nyz; € {0,1,....m —1}, z, € {1,....,m — 1}, diese Darstellung ist
eindeutig. Da dies fiir jedes n gilt, gilt es mit vollstdndiger Induktion auch fiir
die Folgen von Q.. Wihle ndmlich z; := max {w |z — wet > 0} . Daher gibt
es fiir jedes T genau ein x € lelQZ- 17,y € S7. Auf gleiche Weise wie oben lésst
sich sehen, dass die Relation =, reflexiv und symmetrisch ist.

Man konnte die Verbandsmengen auch so definieren, dass die Darstellung
nicht mehr eindeutig ist. Damit wére x nicht mehr eindeutig und so die Proxi-
mitétsrelation nicht mehr eindeutig. Dazu geniigt es, iiberlappende Verbands-
mengen zu definieren. Es ergében sich als Qr = (Qg, Q) nicht persistente
Proximitatsrdume. Dies wiirde das Konzept des potentiellen Punkts bei Peir-
ce auf eine andere Weise modellieren. Die Verschmelzung in der Logik wiirde
deutlicher sichtbar, da Rdume mit nicht transitiver Proximitétsrelation nicht
persistent sind.

Wiirde man die z; nicht auf {1,...,m — 1} einschrénken, so wiirde man er-
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stens manche Zahlen doppelt erhalten, und zweitens wéren die Qj nicht dis-
junkt. Sowohl fiir die endliche Verfeinerung, als auch fiir die infinitesimale Ver-
feinerung scheint es natiirlich, die Proximitétsrelation der w—ten Verfeinerungs-
ebene als Identitatsrelation zu wihlen. Der Schritt zu Beginn scheint gleich grof3
wie der Schritt bei w.

9.3 Zuschreiben von Priadikaten

Bell hat in seiner Logik der Wahrnehmung Teilen von Proximitatsrdumen Prédikate
zugeordnet. Wir haben Familien von Proximitétsrdumen, namlich (Rq ), und (Q,)
betrachtet. Auf jeder dieser ,Ebenen der Differenzierung® kann man Teilen
Pradikate zuschreiben. Es ist jedoch anzunehmen, dass auf den verschiedenen
Ebenen auch teilweise verschiedene Priadikate zugeordnet werden kénnen. Bei
endlichen Groflenunterschieden ist das bekannt. Ein Molekiil hat keine Farbe,
ein Auto aber sehr wohl. Das Molekiil und das Auto gehoren verschiedenen
Grofenordnungen an.

Fiir das Zuschreiben von Préidikaten soll wie bei Bell vorgegangen werden:
Seien die Pradikate mit lateinischen Grof3buchstaben bezeichnet, wobei der un-
tere Index angeben soll, in welchen Ebenen das Priddikat zuschreibbar sei, es
kann dort also auch ein Tupel von Ordinalzahlen stehen. Aussagen auf einer
Ebene folgen den von Bell geschilderten Gesetzen. Gemischte Aussagen wie
etwa ,,dieses rote Auto ist aus Molekiilen zusammengesetzt”, sollen als Kon-
junktion gelesen werden. U ist rot und U ist aus Molekiilken zusammengesetzt.
U < By AU < M) o1, -

new

9.4 Die fiinf Bedingungen fiir das Peirce’sche
Kontinuum und die Modelle

Durch (Ra),cq und (Qn),,c,, wurde gezeigt, wie ein Immer-feiner-werden der

Unterscheidungen ineinander geschachtelt werden kann, damit ist unbegrenzte
Unterscheidbarkeit gegeben. Es hat sich gezeigt, dass eine dhnliche Konstrukti-
on auf verschiedenen Feinheitsebenen moglich ist, ndmlich ausgehend von den
rationalen Zahlen, oder ausgehend von den reellen.

Eng mit dem Immer-weiter-Unterscheiden bei verschiedenen Grolenordnungen
verkniipft ist die Potentialitit der Punkte. Die Punkte als kleine Intervalle ent-
halten jeweils potentiell neue Punkte, die aber noch miteinander verschmolzen
sind. Sie sind wie Peirce’ potentielle Punkte noch unbestimmt, aber im Einzelfall
bestimmbar. Im Einzelfall insofern, als zumindest bei (Ra),cq nicht alle sub-
infinitesimalen Intervalle als gleichzeitig gegeben betrachtet werden sollten. Auf
jeder Ebene des Modells, das von den reellen Zahlen ausgeht, ist der entspre-
chende Verband einem diskreten Verband isomorph. Dasselbe gilt fiir (Qy),,c,,
falls die Darstellung der Zahlen so gewidhlt wurde, dass die Proximitétsriume
persistent sind.
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Definiert man (Q,),,.,, o, dass die Proximitdtsrdume nicht persistent sind,
so gilt fiir das Zuschreiben von Pridikaten -——A = A nicht, was eine Formulie-
rung des Prinzips des ausgeschlossenen Dritten bei Peirce war. Insofern besteht
eine Verbindung zur Allgemeinheit, da Peirce allgemeine Sétze als solche defi-
niert hatte, bei denen das Prinzip des ausgeschlossenen Dritten nicht gilt.

Das Kontinuum wurde hier durch selbstihnliche Teile definiert. Jeder Punkt
hat als infinitesimales Intervall die gleiche Struktur wie die ganzen reellen Zah-
len. Damit haben die Teile untereinander die Relation der Ahnlichkeit, was zu
Peirce’ Homogenitétsforderung passt.

Die fiinfte Bedingung betrifft die Prioritdt des Kontinuierlichen vor dem
Diskreten. Hier ist eher das Diskrete als grundlegend anzusehen, da das Modell
aus Diskretem, also wohlunterschiedenem Einzelnen konstruiert wird.
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Kapitel 10

Uber die Grenzen der
Unterscheidbarkeit

Peirce verwendet das Wort ,, Kontinuum” fiir zwei unterschiedliche Begriffe, die
wie zwei Seiten einer Medaille sind. Die erste Verwendung des Wortes ,, Kontinu-
um” entspricht der Weise, in der sich Kontinuitét als Erstheit zeigt, die zweite
der Weise, in der sich Kontinuitét als Drittheit zeigt. Der Erstheitsaspekt des
Kontinuums ist das Ununterschiedene. Der Drittheitsaspekt des Kontinuums
findet sich dann, wenn die Unterscheidbarkeit an ihre Grenzen stofit. Peirce
nimmt an, dass in Denken und Wirklichkeit die gleichen Strukturen bestehen.
Folgt man diesem Gedanken, dann sollten Grenzen der Unterschiedenheit und
Grenzen der Unterscheidbarkeit mit gleichen logischen Mitteln untersucht und
beschrieben werden. Es ist unklar, inwieweit der Unterschied zwischen Unter-
schiedenheit und Unterscheidbarkeit auf einer Wahl des Beschreibenden beruht.

Es ist eine offene Frage, inwieweit die Grenzen der Unterscheidbarkeit und
die Grenzen der Ausdriickbarkeit auf ein gemeinsames Prinzip zuriickzufithren
sind. Es ist zu vermuten, dass Peirce in seiner Theorie des Kontinuums beides
erfassen will.

Es wurden drei Theorien, ndmlich die von Bell, die der konstruktiven reellen
Zahlen und die von Blau betrachtet. In allen dreien st68t innerhalb der Theorie
die Moglichkeit zu Unterscheiden an eine Grenze.

In der Bell’schen Theorie zeigen sich diese Grenzen durch Flidchen unter
einer gewissen Grofle; man konnte anschaulich sagen, rote Pixel und blaue Pi-
xel, die ausreichend klein sind, verschwimmen zu einer neuen Farbe, ndmlich
—= (rot V blaw) .

In der konstruktiven Mathematik findet sich diese Grenze in Form von reellen
Zahlen, die man nicht voneinander, oder von Null unterscheiden kann.

In Blau’s Theorie besteht die Grenze in der Tatsache, dass transdefinite Or-
dinale keine Kardinalitdt mehr besitzen, der Unmoglichkeit eine grosste Wohl-
ordnung zu benennen, und der Unausdriickbarkeit von 2*.

Zu den drei Theorien gehoren jeweils Subjekte, im ersten Fall der idealisierte

123
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Mensch, im zweiten Fall der idealisierte Mathematiker, der beliebig lang, aber
nicht unendlich lang Zeit hat, im dritten Fall der allwissende Verifikator.

Aufgrund dieser Ergebnisse soll postuliert werden, dass bei jeder Theorie die
Moglichkeit der Unterscheidung an Grenzen stéft, die mit einer Ununterscheid-
barkeit verkniipft sind. Ist es wahr, dass bei jeder Theorie Grenzen auftreten,
so miisste auch dieses Postulat an eine Grenze stoflen. Damit wire es selbst-
aufhebend. Der gewiinschte Inhalt des Postulates zeigtﬂ sich eher, als man ihn
aussprechen konnte.

Das Auftreten der Grenze der Moglichkeit der Unterscheidung héngt mit dem
Ausmaf der Unterscheidungsfahigkeit des erkennenden Subjekts zusammen. Die
Grenze ist fiir den idealisierten Menschen, den idealisierten Mathematiker und
den allwissenden Verifikator anders. Der Erkenntnisprozess verlduft gewthnlich
in Stufen, von groben Unterscheidungen hin zu feineren. Jede Stufe kann fiir die
Beschreibung bestimmter Sachverhalte besonders geeignet sein, zum Beispiel
Galaxie, Stern, Erde, ... , Molekiil, Atom ... .

In der kantianischen Periode versucht Peirce das Kontinuum durch besonders
grofle Mengen oder Klassen zu beschreiben. Spéter, in der nachcantorschen Peri-
ode verzichtet Peirce darauf, das Kontinuum durch die Kardinalitét beschreiben
zu wollen. Statt dessen schreibt er, es kénnten auch nur abzdhlbar viele poten-
tielle Punkte im Kontinuum enthalten sein. Es kommt ihm nicht mehr auf die
Anzahl der Punkte an, sondern nur auf das Ununterscheidbare der potentiellen
Punkte. Auflerdem scheint er den Gedanken des Kontinuums oft zu verwenden
wie ein allgemeines Denkschema. Man konnte sagen, das Peirce’sche Kontinuum
taucht dann auf, wenn die Moglichkeit der Unterscheidung an Grenzen stofit.
Vielleicht hatte Peirce in den letzten Jahren seines Lebens so etwas gesucht und
geahnt.

Kontinuum als Erstheit liefle sich beschreiben durch punktfreie Topologie
oder Mereologie. Eine andere Moglichkeit wére, von Spencer-Brown [125] aus-
zugehen und die Theorie der Unterscheidung zu betrachten, die u.a. besagt,
dass jede Unterscheidung Innen, Aussen und Grenze entstehen ldsst. In Theo-
rien wire der Schritt von Innen nach Aussen gegeben durch Reflexion, also den
Ubergang von Objektsprache zur Metasprache.

Die Ubergiinge zwischen dem Kontinuum als Erstheit, zwischen dem Diskre-
ten, das am ehesten der Zweitheit entspricht und dem Kontinuum als Drittheit
lassen sich als Kreislauf sehen. Dieser Kreislauf ldsst sich sowohl durch einen
Erkenntnisprozess, als auch durch den Evolutionsprozess veranschaulichen:

Zum Evolutionsprozess wurden Peirce’ Uberlegungen durch die Diskussionen
seiner Zeit iiber die Darwin’schen Ideen angeregt. Die Evolution beginnt nach
Peirce mit Erstheit, also mit Ununterschiedenem. Bei der Entstehung von Leben
konnte man beispielsweise das Ununterschiedene als Ursuppe bezeichnen. Diese
differenziert sich zunehmend, was der Zweitheit entspricht. Mit der Zeit ent-
wickelten sich darin Gesetzmiissigkeiten, so entsteht Drittheit. Uberhandnehmen
von Gesetzméssigkeiten fithrt zuriick zum Verschwinden von Verénderungsprozessen
und damit letztlich wieder zur Ununterschiedenheit.

1Zeigen ist hier im Sinne Wittgensteins [I30] gemeint. Siehe 5.6 ff.
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Beim Erkenntnisprozess beginnt der Kreislauf mit dem einfachen, noch nicht
bedachten, und undifferenzierten Ersteindruck. Dann beginnt das Unterteilen,
wobei das Wahrgenommene fortlaufend diskretisiert wird. Dies lédsst sich als
Zweitheitsaspekt des Erkenntnisprozesses auffassen. Irgendwann, nach fortlau-
fendem Weiter-Unterteilen, kann die Grenze des Unterscheidungsvermogens der
Erkennenden erreicht werden. Dann wird die Grenze zwischen den unterteil-
ten Abschnitten oder Punkten unscharf. Die Grenzen werden wieder verwischt,
und man erhélt ein beziiglich der Ununterschiedenheit dhnliches Bild, wie am
Anfang. Peirce siehtden Erkenntnisprozess des einzelnen Menschen und der ge-
samten Menschheit auf die oben genannte Weise. Er nimmt an, dass die Wirk-
lichkeit ein Kontinuum ist und dass wir die Veranlagung haben, bei diesem
Erkenntnisprozess zur Wirklichkeit passende Annahmen zu machen. Er folgert
auf die oben beschriebene Weise, dass die Menschheit der Wirklichkeit immer
niher kommen kann, der Prozess hétte als Limes die Wirklichkeit selbst.
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Zusammenfassung

Charles S. Peirce (1839 - 1914), der amerikanische Philosoph, Logiker, Mathe-
matiker und Naturwissenschaftler hat sich, beeinflusst von Aristoteles, Leibniz,
Kant und Cantor intensiv mit dem Thema Kontinuum auseinandergesetzt. Er
denkt, die Welt sei durch drei Kategorien beschreibbar, die er ,,Erstheit”, ,, Zweit-
heit” und ,,Drittheit” nennt. Im Sensorischen entspricht Erstheit dem bloflen
Fiihlen, Zweitheit der Reaktion auf Erlebtes und Drittheit dessen intellektueller
Verarbeitung. Diese Dreiteilung fiithrt Peirce auf das Logische zuriick mit Hil-
fe monadischer, dyadischer und triadischer Relationen. Peirce hat ein anderes
Verstdndnis von Relation und Reduktion als heute iiblich. Deshalb gibt es in
seiner Logik irreduzible triadische Relationen. Auch sein Mengenbegriff unter-
scheidet sich von dem heutigen. Aus den iiber 80 000 Seiten der Peirce’schen
Manuskripte lassen sich fiir sein Kontinuum folgende fiinf Eigenschaften ab-
grenzen: Das Kontinuum ist beliebig fein unterteilbar, es enthilt potentielle
Punkte, es ist zum Erfassen von Allgemeinem geeignet, seine Teile sind wieder-
um Kontinua und es ist mindestens so grundlegend wie Diskretes. Peirce war
der Uberzeugung, dass der Gedanke des Kontinuums so etwas wie ein allgemei-
nes Schema bietet, das fiir verschiedene philosophische Fragen ein Schliissel ist,
besonders in der Erkenntnistheorie und der Metaphysik. Peirce scheint sowohl
Erkenntnisprozesse, als auch die Evolution als eine Art Kreislauf gesehen zu ha-
ben. Der Kreislauf besteht fiir ihn in den Ubergéingen zwischen dem Kontinuum
als Erstheit, dem Diskreten, das am ehesten der Zweitheit entspricht und dem
Kontinuum als Drittheit. Seine Gedanken sind auch heute noch interessant fiir
eine Konstitution der Wirklichkeit, und fiir alle philosophischen Fragen, deren
Losungsversuche auf einen unendlichen Regress fithren. Peirce mochte vage und
allgemeine Sédtze charakterisieren durch das Nichtwiderspruchsprinzip und das
Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten. Dieser Teil seiner Logik lésst sich erhellen
durch die Blau’schen Wahrheitswerte Neutral und Offen.

Anhand der Eigenschaften des Peirce’schen Kontinuums werden moderne
Nicht-Standardmodelle betrachtet. Damit soll geklart werden, auf welche Wei-
se die genannten fiinf Eigenschaften des Kontinuums erfiillt sein kénnten. Drei
Modelle werden vorgestellt: Eines folgt einer Erweiterung der reellen Zahlen von
Blau, eines beschiftigt sich mit dem konstruktiven Kontinuum und eines ergibt
sich aus Bells Logik der Wahrnehmung. Jedes dieser Modelle fiihrt zu Grenzen
der Unterscheidbarkeit oder Ausdriickbarkeit. Aus diesen drei Modellen ergibt
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sich die Hypothese, dass sich in Theorie und Praxis stets Grenzen zeigen in der
Moglichkeit zu unterscheiden. Es scheint, dass dann, wenn nicht mehr unter-
schieden werden kann ein Peirce’sches Kontinuum auftaucht. In einem vierten
Modell wird dem Ausmafl der Feinheit der Unterscheidung nachgegangen. Bei
jeder Koérnung kann man eine weitere, feinere Ebene finden; in diesem Modell
werden Peirce’sche Punkte als infinitesimale Intervalle interpretiert, die subin-
finitesimale Intervalle enthalten.
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