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Zusammenfassung

In dieser Arbeit ist die Temperaturabhéngigkeit des spezifischen elektrischen Wi-
derstandes von Kupfer theoretisch untersucht worden und mit den theoretischen
Ergebnissen anderer Autoren und den vorliegenden experimentellen Daten ver-
glichen worden.

Der spezifische elektrische Widerstand ist durch die Losung der linearisierten
Boltzmann-Gleichung mit anisotropen Ubergangswahrscheinlichkeiten nach dem
Kohlerschen Variationsprinzip berechnet worden. Fiir die Berechnung ist ein ori-
gindrer gitterperiodischer und Raumgruppen-symmetrischer Ansatz verwendet
worden.

Zur Bestimmung der anisotropen Ubergangswahrscheinlichkeiten sind die MAPW-—
Wellenfunktionen und Einteilchenenergien im Rahmen der zeitabhingigen Sto-
rungsrechnung erster Ordnung herangezogen worden.

Die Vielteilchenabschirmung ist iiber ein selbstkonsistentes Losungsverfahren der
Integralgleichung nach der LDA-N&herung beriicksichtigt worden. IThre Bedeu-
tung fiir den Tieftemperaturbereich ist gezeigt worden.

Informationen iiber Phononen sind mittels harmonischer Ndherung und gemes-
sener mechanischer Kopplungskonstanten zwischen den Gitterbausteinen (Git-
terdynamik) gewonnen worden.

Die komplexe Form der Fermi-Oberfliche von Kupfer ist bei der Losung der
Boltzmann—Gleichung beriicksichtigt worden.

Die Ergebnisse sind in guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten.
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Einleitung

Thema der Arbeit

Die Elektron-Phonon-Wechselwirkung in Metallen ist trotz der groflen Bedeu-
tung fiir die Theorie der kondensierten Materie unter realistischen Annahmen
bis heute nicht vollstindig verstanden, da die entsprechenden Berechnungsver-
fahren mit groflen mathematischen und technischen Schwierigkeiten verbunden
sind. Wesentliche Phinomene im Festkorper stehen mit der Elektron-Phonon—
Wechselwirkung im engen Zusammenhang. Dazu ziahlen die elektrische Leitfahig-
keit, die Warmeleitfahigkeit, der Peltier—Effekt, die konventionelle Supraleitung
und moglicherweise die Hochtemperatur—Supraleitung.

Das Anliegen dieser Arbeit ist es daher, moéglichst prézise die Matrixelemente
der Elektron—Phonon—Wechselwirkung in einem realen fcc-Metall (Kupfer) un-
ter dem Aspekt der Anisotropie der Elektron-Phonon-Wechselwirkung und der
Beriicksichtigung der Vielteilcheneffekte zu berechnen. Die Matrixelemente wer-
den anschlieflend verwendet, um die Boltzmann—Gleichung zur Bestimmung des
Temperaturverlaufs der elektrischen Widerstands— bzw. Leitfihigkeitskurve zu
16sen’.

Als Eingangsdaten werden die effektiven nichtrelativistischen Einteilchen—Wellen-
funktionen und die Energien des modified—augmented—plane-waves—Verfahrens
(MAPW) herangezogen.

Die Matrixelemente der ,nackten“ Elektron-Phonon-Wechselwirkung werden im
Rahmen der linearen Antworttheorie bestimmt. Die Beriicksichtigung der Viel-
teilcheneffekte erfolgt in der local density approximation, kurz LDA.

Vorgehensweise

In Kapitel 1 wird aufbauend auf dem Nordheimschen Modell der starren Io-
nen das in der Arbeit verwendete Modell zur Berechnung der Elektron-Phonon—
Wechselwirkung vorgestellt. Mit dem MAPW-Bandstruktur-Berechnungsverfah-
rens erhilt man Information iiber die Elektronen in der Einteilchenn&herung. Die
Phononen werden in der harmonischen Niaherung beschrieben, die wesentliche Ab-

Lohne Relaxationszeitniherung



schirmungseffekte beinhaltet. Die Matrixelemente der ,nackten“ Elektron—Pho-
non—Wechselwirkung werden in Kapitel 2 hergeleitet und berechnet. Das Kapitel
3 ist der Abschirmung der Elektronen durch Austausch— und Korrelationseffekte
gewidmet. Zudem wird die Selbstkonsistenzberechnung der damit verbundenen
Matrixelemente erkldrt. In Kapitel 4 wird die Transporttheorie im allgemeinen
und der spezifische elektrische Widerstand im speziellen behandelt. Ein ausfiihr-
licher Uberblick iiber experimentelle und theoretische Arbeiten zum spezifischen
elektrischen Widerstand von Kupfer ist in Kapitel 5 zu finden. Es werden die
wichtigsten Aspekte der Theorie des elektrischen Widerstandes in Metallen zu-
sammengefaflt, die Ergebnisse der Arbeit dargestellt und im Vergleich zu den
anderen theoretischen Ergebnissen und experimentellen Daten diskutiert. Weiter
wird ein Ausblick fiir die zukiinftigen Verwendungsméglichkeiten der Methoden,
der Teilergebnisse und der Aussagen in dieser Arbeit gegeben.

In Anhang A sind die wichtigen Eigenschaften der reellwertigen Kugelflichenfunk-
tionen, das verallgemeinerte Ewald—Verfahren und einige Eigenschaften der Di-
racschen Verteilungsfunktion explizit zusammengestellt. Die Computer—Realisie-
rung der Berechnungen ist in Anhang B zusammengefafit. In Anhang C sind die
Werte zum spezifischen elektrischen Widerstand von Kupfer und seine doppeltlo-
garithmischen Ableitungen tabellarisch aufgelistet. Anhang D ist der Phononen—
Paar-Numerierung des verwendeten diskreten Ansatzes gewidmet.



Kapitel 1

Die Wechselwirkung zwischen
Elektronen und Phononen

1.1 Die adiabatische zeitabhingige Storung

Ausgangspunkt aller Betrachtungen ist die Bornsche Gitterdynamik. Darunter
wird die formale Entwicklung der potentiellen Energie um die Gleichgewichts-
lage in der harmonischen Ndherung verstanden. Die Entwicklung ist eine qua-
dratische Form der Auslenkungen. Sie ist durch die Kristallsymmetrie wesentlich
eingeschrinkt. Die Koeffizienten der quadratischen Form, die Bornschen Kopp-
lungskonstanten, werden aus den Experimenten gewonnen. In der harmonischen
Néherung 148t sich die Auslenkung §™ eines Ions am mten Gitterplatz in Nor-
malkoordinaten allgemein schreiben als

=g ]' — . —f = . > DBm . [ 7-4“‘m -I-
== > (@, j) {€@5) €™ aj(t) + e(@ ) e T af' ()} (11)
9]

Die Vektoren é(q,j) und €*(q,j) sind die Polarisationsvektoren der Phonon—
Moden. Phononen sind Quasiteilchen mit dem Impuls ¢ und Energie hw(q, j),

wobei j = 1,2, 3 ist. af;r(t) und a? (¢) sind die Erzeugungs— und Vernichtungsope-
ratoren fiir die jeweiligen Phonon-Moden zu einer Zeit ¢. R™ ist der Gittervektor
und 7(q, j) eine Konstante, die wie folgt definiert ist

n(g.j) = \/m : (1.2)

M ist dabei die Masse der Ionen und N die Anzahl der Zellen in einem Makro-
block. Das Storpotential am Ort 7 ist durch

SV =3 Vign(F— B™ = 5™) = 3 Vien(F — B™) (1.3)
Rm Rm

gegeben. V;,, bezeichnet das Potential eines Ions am Gitterplatz E™. In der li-

nearen Antworttheorie ist



4 Kapitel 1

Py

+ &(d,5) e T 0l (8) Vi~ B™)) . (14)

In einem realen Metall wire Gleichung (1.4) als Stérpotential nicht vollsténdig.
Es miissen zusétzlich die Abschirmungseffekte aufgrund der reinen Coulombschen
Elektron-Elektron-Wechselwirkung sowie die quantenstatistisch bedingten Viel-
teilchen—Effekte, die durch den Austausch und die Korrelation der Elektronen
entstehen, beriicksichtigt werden. Die Struktur eines Stéroperators mit Abschir-
mungseffekten hat in Analogie zu Gleichung (1.4) die Gestalt

—

oVt = —— 3 (3, 4) {&@,5) €T al(t) Viereen (7 — B™)

N 7 5 I | R . B
+&(,5) €T 0l () Vityoon(F — B™)}

(1.5)
Im physikalischen Sinne sind V,yeen, und Yzireen effektive Gradienten des Poten-
tials am Gitterplatz 7" in der Wigner—Seitz—Zelle Nummer m. Die Berechnungs-
verfahren fiir die neuen Potentiale Vireen (F— R™) und V. (7 — R™) werden in

screen
Kapitel 3 beschrieben®.

Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten mit Hilfe
der Elektron—Phonon—Wechselwirkung

Schaltet man das Stoérpotential V%! adiabatisch ein, d.h. ist bei der Zeit ¢’ = —oo
nur das ungestorte periodische Potential vorhanden und fiir jede andere Zeit ¢
das Storpotential eingeschaltet, so ist

H=Hy + éVtte | pno0 . (1.6)

7 ist hier der adiabatische Einschaltparameter und nicht zu verwechseln mit der
Konstanten 7(q, j) aus Gleichung (1.2). Die Einteilchenwellenfunktion x geniigt
der Schrédinger—Gleichung

ih—= =Hy . (1.7)

ISjehe insbesondere Abschnitt 3.3
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Der Ansatz
g E&E_t =] -Eﬂ’k"’t
x={(F|nk)ye' " + > Qg g (T[nk)e ™ n , (1.8)
(nk)£(n' k")

mit den Losungen der ungestorten Schrédinger—Gleichung (7 | nE} und den Ei-

genwerten E - fiihrt in nullter Ordnung der Stérungsrechnung zu

_iZalE! tot mt /= o\ o
Ye 'R = 4§V e™ (7 nk)e

n'k

E =t
;_nk
'k

(1.9)

Da die Menge aller {(7 | nk)} einen vollstéindigen Funktionensatz bildet, gilt

(Enl?iEn'E' )t

ihd, g wt) = (n'k |0V [nk)e " 7 (1.10)

oder explizit geschrieben

h®,p i) = —
{ (0F | Vioreen(F = B™) | nE) e, 5) 77" ai (1) e 7 4

1 3y N = g ko - _impm it g
(k| Vigeen(F = R™) [ nk) " &*(g,§) e %" o] (t) e 7 }.

Aufgrund der harmonischen Niherung folgt, daf§ die Erzeugungs— und Vernich-
tungsoperatoren

al(t) = al(0) e W@t (1.12)

in nichttrivialer Weise von der Zeit abhingen. Fiir die Losung der Gleichung
(1.11) ergibt sich

; .
@i i) = PV > on(d,j)-

.4, &m
(@) 77" ajfr) e et
P L = . €e(q,7) e al(t) e e 3
{ (nk | Vscreen(T— R™) | nk) & E—Eq',;' — +
—@( nk o +w(q,3)+277>

ror o - 5 é’*(q_' ]) e—ilfém G/JT(t) e'r]t e_iw
= ’
<TL k | ‘/streen(r - Rm) ‘ nk> d
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Der erste Term beschreibt die Absorption, der zweite die Emission eines Phonons.
Die Summe }° 3, 188t sich unter Verwendung der Gitterperiodizitit auf die Aus-
driicke

137

S (A [Vieeen®— ™) | nk ) 77"
= Y GEFROR (T V(7)) | )
Bm
= N(Sl-c‘fl-c"-l—tﬂ-k’ <n k ‘ ‘/screen(F ) | 7’Lk>

(1.14)
und
S (0 [ Vieen— ™) [0k ) e 78"
fm
= Y SEF DR (| V(7 | )
Am
= N(Sl-c’fl-c"fq‘—kk <n k | V;;reen(F ) | nk)
(1.15)

reduzieren. N ist die Anzahl der Zellen im Makroblock. K ist ein reziproker
Gittervektor, der so gewihlt wird, da8 &, k gnd ¢ jeweils in der ersten Brillouin—
Zone liegen. Die Relationen schrinken alle Ubergénge auf die Bedingung

F=k+q+K (1.16)

ein. Konstruiert man ein System mit einem diskreten Wellenfunktions—Ansatz
im reziproken Raum, so konnen geeignete Phononen als die Menge der unter-
scheidbaren Differenzen der Ansatzvektoren bis auf einen reziproken Gittervektor
bestimmt werden. Man hat

(@} ={k+k + K} . (1.17)
Aus den Vertauschungsrelationen
./ 1-
[a} (t),a) (t)] = d; (1.18)

der phononischen Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren folgt fiir die Erwar-
tungswerte im Grundzustand der harmonischen Nidherung

(ad'(t)ad (8)) = 6, (n;q) (1.19)
(ad (W)ad'(t)) = 6,5 (1+(niq) - (1.20)
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In dieser Ndaherung ist der Erwartungswert des phononischen Teilchenoperators
die Bose-Einstein-Funktion
1
(njg) = ey — - (1.21)
e »T —1

Im Rahmen der linearen Antworttheorie ergibt sich unter dem Einfluf} der Elektron—
Phonon—Wechselwirkung daraus die Ladungsdichte

=Zm[MHMP
nk

+ Z‘P" (8) (nk | 7 (7| k'Y e Fuer —Puidz
+ Z‘P )(n'E" | ) (7 | nk) e Pup =P ]
n'k’

(1.22)

Sie gestattet die Berechnung des Coulomb—Potentials sowie der Austausch— und
Korrelationspotentiale im gestorten Zustand. Das Betragsquadrat von & fiihrt
nach den Gleichungen (1.13), (1.14), (1.15) zu

|(I)nllzl,nk t h2 Z ‘77 q .7
4,J

137

. o - e’ (njq) 0z _w .
{ |e(Q7j)<nk H/?screen( ) |nk>WSz|2 <(E 5,3/ k—k +q+K

2
+w(d5)) +n

i)

! 7 62" n-‘+1 (5" =, =
le*(q, )(nk | SCTeen(F)|nk>WSZ|2 ((nj,0) ) O%_i _+R }

E —FE 1 o A\2
(( nk hnk) —w(q,])) 4o
(1.23)
In der Transporttheorie spielen die Ubergangswahrscheinlichkeiten
g 1 . d 2
W(nk,nk)= 7]71_1)% pr D, k(D) (1.24)

aus dem Zustand |nk) in den Zustand |n'k') eine entscheidende Rolle. Nach Glei-
chung (1.23) gilt
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F) = S5 X @i

.

{ |€(§,]) <’I’L k ‘ Vscreen(F ) ‘ nk >WSZ‘2 <nj,(f> 51}‘7E’+q‘+1?

n

n
lim }
E -—FE ;. o 2
n—0 ((n#hn_k_) _ w(q,])) + ,,72
(1.25)
Unter Beriicksichtigung der Sohozkij-Identitét (siehe [89] bzw. [87])
L s+ (1.26)
ctig oW x '
erhélt man
1 1 1
lim —1— = = lim ( — — _ ) =nd(x) . (1.27)
n—0 x2 + n? 20 10 \x —in x —1in
Dies fiihrt zu
) 27TN o .
W(nk,nk) = 77 Yo (@ )P -
4.J
{ |€(§,])<nlk, | Vscreen(F,) ‘ nk>wsz|2 <7lj,q‘> 51’571'5’4_@‘4_1?
(EnE_E’n’EI) - .
(e But) 4 g ) +

137

€T Ik | Viereen(T ) [ 10K ) s, [P (i) +1) Gp_p gy 2

. 5((Em; —hEn';;') —w@) )

bzw.
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. 2N ..
k) = = S n(d@,5) -

-

q.J

{ |é’(§,])<n k | Vscreen(F ) ‘ nk>wsz|2 <7'Lj,q‘> 51}‘7E’+q‘+1?

W(nk,n

. 5(EnE — En/]-cv + hw(q_‘aj)) +

137

(T )Nk | VipeenT) | 0k )y, | (i) + 1) 65 _i 2

(B~ By — (@) }-
(1.29)

In diesem Abschnitt wurde somit gezeigt, dal die Kenntnis der Bandstruktur
(Energien und Wellenfunktionen) und der Gitterdynamik (Polarisationen und
Frequenzen der Phononen) einerseits sowie ein Verfahren zum Berechnen der
Abschirmung der Elektronen—Zusténde in einem Metall andererseits ausreichen,
um die Ubergangswahrscheinlichkeiten aus Gleichung (1.24) zu bestimmen. Dies
ist der Ausgangspunkt der Boltzmannschen Transporttheorie in Abschnitt vier.

1.2 Der MAPW-Ansatz fiir (7 | nE)O
der zentralen Wigner-Seitz-Zelle

innerhalb

Durch das MAPW—Verfahren lassen sich die effektiven Ein—-Elektron—Wellenfunk-
tionen und die Einteilchenenergien in einem kristallinen Medium mit hoher Prizi-
sion gewinnen. In diesem Verfahren wird die reine Coulomb—Wechselwirkung zwi-
schen den Elektronen und den Gitterionen beriicksichtigt. Die individuelle Wech-
selwirkung zwischen den Elektronen wird vernachléssigt. Im Sinne der Hartree-
schen Nidherung wird angenommen, daf} sich ein einzeln betrachtetes Elektron im
Potential aller anderen befindet. Dariiber hinaus werden Austausch und Korrela-
tion zwischen den Elektronen im Rahmen der LDA-Nidherung beriicksichtigt. Die
Wigner—-Seitz—Zelle (WSZ) wird in zwei Bereichs-Typen, in die Kugel K (0, 74puw;)
mit den Radien 74, und in den AuBlenraum WSZ \ U K (0, 74pw; ), unterteilt. In
diesen beiden Teilbereichen werden die Wellenfunktionen unterschiedlich darge-
stellt.

Genauer spezifiziert besteht eine MAPW-Wellenfunktion aus einer Hyperposition
von ebenen Wellen im Auflenraum und einem Anteil geeignet gewahlter Radial-
funktionen innerhalb der APW-Kugel.

Fiir Medien mit einem Atom in der Basis 148t sich innerhalb der zentralen WSZ
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Abbildung 1.1: WSZ eines fcc- bzw. Brillouin-Zone eines bce-Materials

die MAPW-Wellenfunktion schreiben als

(7| nk)y = (M) (1.30)
= @(’f’ — Ta,pw) stl’zv(F) + G(Tapw - T) ;?]_CI‘JW(F)

b () = Y U@k, K)eEor (1.31)
7

Y V() = 3 2+ 1) it Ya(7) g (r) (1.32)
V=T,02,IL+1

9 = X Aw(R) Ralr) 0.

Ay (nk) und U(nk, K) sind die aus der MAPW-Berechnung bekannten Koeffi-
zienten, R (r) sind geeignet gew#hlte Losungen der Radial-Differentialgleichung
mit einem sphérisch symmetrischen Potential, die Koeffizienten 7, werden durch
den Ausdruck (A.4) bestimmt. An der APW-Sphére miissen die Stetigkeitsbe-
dingungen sowohl fiir die Wellenfunktionen als auch fiir ihre Ableitungen erfiillt
sein. Die Einzelheiten des Verfahrens kénnen der Arbeit [20] entnommen werden.
Fiir die Berechnung spezifischer Matrixelemente mit den MAPW-Wellenfunktio-
nen ist es oft sinnvoll, eine zu Gleichung (1.30) dquivalente Darstellung
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EW

(7nk)o = () = ¥ (7)+ O(rapw — 1) Y2 () (1.34)
V(R = Y Uk, K) FHR7 (1.35)
K
Y(r) = X; (20 + 1) iy Yiu (7) f o (1) (1.36)
fi‘;;(f') = ZAslu Ry )_ZU(nEvﬁ)Eu(E'i‘K)JlﬂE'i'Kt‘r)

—

K

(1.37)

zu wihlen. Dabei wird der ebene Wellen—Anteil (EW—Anteil) auf die ganze WSZ
erweitert. Bei den Radialfunktionen wird ein bestimmter dquivalenter Anteil in-
nerhalb der APW-Kugel nach der Kugelflichenfunktionen—Zerlegung der ebenen
Wellen aus Gleichung (A.6) des Anhangs A.1 abgezogen.

Die MAPW-Wellenfunktion hat die Blochsche Eigenschaft. Fiir ein Gittervektor
R™ gilt

) (F+ Bm) = e (7). (1.38)

Die MAPW-Wellenfunktion hat bei einem Kristall mit symmorpher Raumgruppe
die Eigenschaft

nak:(af‘) wnk(_‘) ’ (139)

wobei @ ein Element der zugehorigen Raumgruppe ist. Die dquivalente Darstel-
lung dieser Symmetrie-Eigenschaft ist

nak(r_‘) wnak(a’(/\ 17:’)) (ailf') . (140)

Fiir ein Matrixelement eines hermiteschen Operators IA/, welcher gegeniiber der
Punktgruppensymmetrie invariant ist, d.h. V(a7) = V (7), hat man

(n'ak |V |nak)=(n'k |V |nk) . (1.41)

Im Fall eines kubisch—symmetrischen Kristalls gibt es insgesamt achtundvierzig
mogliche Symmetrie-Operatoren &, welche die Abbildungen z; — £z, realisie-
ren, wobei z; und z; die Koordinaten des zu transformierenden Vektors sind.

Die Symmetrie-Eigenschaften in den Gleichungen (1.39) bzw. (1.40) erméglicht
es, nur einen Bruchteil der Daten zu benutzen, um die MAPW-Wellenfunktionen
wohl zu definieren. Man verwendet die MAPW-Wellenfunktionen mit den k—
Vektoren aus dem 41—8tel der gesamten Brillouin—Zone, dem sogenannten irredu-
ziblen Keil. Diese Eigenschaft erlaubt es, allein die Matrixelemente vom Typ
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(n'&lg | V| nk) mit k' und k aus dem irreduziblen Keil zu bestimmen. Die
restliche Information kann dann iiber die Symmetrie-Eigenschaften gewonnen
werden. Das Berechnungsverfahren fiir eine MAPW-Wellenfunktion fiihrt zu der
wichtigen Eigenschaft, dafl eine MAPW-Wellenfunktion die richtige Wellenfunk-
tion nullter Ordnung im Rahmen einer ggf. entarteten Stérungstheorie ist.

Abbildung 1.2: Bandstruktur von fcc-Kupfer nach [41]
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Abbildung 1.3: Brillouin-Zone von fcc-Kupfer mit ausgezeichneten Punkten

A

N

1.3 Phononen- und effektive Elektron-Phonon-
Wechselwirkung

-y

Die Elektronen auf den inneren Schalen, die sogenannten , core “-Elektronen,
schwingen zusammen mit den Kernen quasi als starres Gebilde. Die core-Elektro-
nen schirmen die Kerne teilweise ab. Es ist daher zweckméfig, die Abschirmung
gleich mit in das Konzept der Phononen einzubauen.

Die Kerne werden als sphérisch-symmetrische Ladungswolken mit dem Radi-
us Tepw, der Ladung Zyyc — Zeore und der Ladungsdichte der core-Elektronen
Peore(T) aufgefait. Der Wert dieser Ladung ist frei verfiigbar und enthélt auch
den Grenzfall 7., = 0. Fiir jedes Material ist ein spezieller Wert von 7, fiir
die Berechnungen geeignet und meist aus den Experimenten bekannt. Die La-
dungsdichte peore(7) wird aus den MAPW-Zusténden fiir die core-Elektronen
gewonnen. Diese Mafnahme ist hilfreich bei der Berechnung der Ubergangswahi-
scheinlichkeiten, iiberwiegend fiir die der Elektronen aus den &dufleren Schalen.
Damit konnen in dieser Arbeit die Phononen von vornherein behandelt werden,
welche einen Teil der Abschirmung tragen. Es gilt

Zcore = 471—/ ’ dr T2pcore(T) . (142)
0
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Abbildung 1.4: Sphérisch symmetrische Ladungswolken um die Kerne

pcore

» & & 0 ¢

Durch die Verschiebung der Ladungswolke um 5° entsteht innerhalb der zentralen
WSZ ein elektrostatisches Potential der Form

! 2 core I 4 2 b ro
SV(F) = / Br % + Y — e - /dr 7 peore (")
K(0,ra) 7= | g P B =8
_ Z 62_’ZNUC ’ (1.43)
fm |7 — R™— 5™
mit
Z=27 0~ Zore - (1.44)
Zudem gilt nach Gleichung (1.42)
/ B3 € pcore( ,)0 _ 762 _ _'1 _ ZNUC"Z2
iy T T R -
(1.45)
Mit der Dipol-Entwicklung
1 ™ (7 — R™ 1
— — 5 _‘(T _,R )+ — (1.46)
|7 — R™ — §™| |7 — R™3 |7 — R™|
ergibt sich
SV (7) / d3r = ﬁ,‘3 pcore(r') (1.47)
K(0,rq)
Fm(7 = ) ) ST )
+ Zegre €° ————— — Zy,o € —_—
> - |7 — Rm[3 wo € 2 |7 — Rm|3

Rm=£0 Rm



Beschreibungsgrundlage 15

AuBlerdem hat man
3 T — T = 3 pcore( )
/ da’r' ﬁ pcore( ) = _VF / d’r’ ‘ — o - (148)

—F |
K(Oﬂ"a) K(O,T‘a)

Nach Gleichung (A.7) aus Anhang A.1 gilt weiter fiir r < 7,

/ ds ! T;of |) Z nluyzu /dQ qu )
K(0,rq) v

[TH—I /d?"’ 12+l,0c0're ) + T,l/drl,r,/l lpcore(rl)] .

Mit Gleichung (A.3) aus Anhang A.1 folgt fiir r < r,

r
/p T 1 7 12
/ d3 ‘;or_e 7‘-’|) = A7 l;/dr r ,Ocore + /dT r' pcore ‘|
0

K(0,rq)
(1.49)
und
F—7
d3r' core(T") =
(O/) P perelr)
17, .
= _47TVF l _/drlr 2pcore +/d7’ r pcore ]
"9
/F ]‘ r ’ 12 ' 1oal !
— —47r; d, ;/dr r pcore(r)—l—/dr T Peore(r") | -
0 r
(1.50)
Nach Differenzierung erhilt man
d>r ki Y = dr— d 1.51
T Perel) = AT P peore(1') (1.51)

K(O,ra)

Fiir r > r, werden die Berechnungen analog durchgefiihrt. Nach Gleichung (A.7)
aus Anhang A.1 gilt in diesem Fall

core ’ — hond} 1 ool !
/ d3 ! :0 /|) = Z ﬁluYZu(TO)/dQYZu(T O)lm/dr r 2+l:0core('r )] .

K(0,rq) v 0
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Mit Gleichung (A.3) aus Anhang A.1 ergibt sich fiir r > r,

core 1 ' !
/ dr’ I|07“ v =47 l ;/dr’r 2pcom(r’) ] : (1.52)
0

K(0,rq)

Daraus und aus (1.48) folgt

P -7 P T 2
/ r' |7 — 7|3 Peore(T") = 47Tﬁ/d7“’r Peore(T") - (1.53)
0

r—r
/ d3T’ ‘7—‘»_7—,;/‘3 pcore(r’) - Zcorer?’ (154)
K(0,rq)
Nach Gleichung (1.1) gilt
§m o= S [H(@) €T + 5 () e TR (1.55)

—

q

Gemif den Gleichungen (1.47), (1.51), (1.53) und (1.55) kann 6V innerhalb der
zentralen WSZ geschrieben werden als

min(r,rq)

V(F) ~ Z ( 3" q")) L; [— Z o € + 4me® / dr’ 7“'2,06(”6(7"’)]

T
0
igR™ —igR™
_2Z _Zcore —‘—‘67" 67_'_’_—»*—»6 67—»‘|
¢ (Zuve )ls(q) 2 7 — Rm| (DVr 2 |7 — Rm|

Rm+£0 Rm+£0

(1.56)
Auflerhalb der APW-Kugel 148t sich dieser Ausdruck mit (1.54) vereinfachen

(5‘/(7#) >~ —62 <ZNUC - Zcore)

BT i oy
) Ve S () VY ]
7 am [T — R™| am [T — R™|

(1.57)
Innerhalb der APW-Kugel hat man

—

. IV ) r r 1 12 ,
V() ~ > (s(q) +5 (q)) 3 l— Z e € +4me? O(r, — T)/dT T Peore(T )]
7 0
) cITR™ YIS e—iqR™
s (ZNUC—ZCW)[ NVe Y ———=—+5(7)Vr 3 ﬁ]
Rm=£0 | | Rm=£0 ‘T - R |

(1.58)
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In der gesamten Zelle folgt nach den Gleichungen (1.56)—(1.58)
SV (7) =D 6VI(F). (1.59)
q

Innerhalb der APW-Kugel gilt

SVI(F) ~ (§((j’) + 5”‘((1’)) % [— Z oo € +4me’ O(ry — 1) /dr' TIQpCOTe(T’)]
0

r
I eiq‘ﬁm P e—iq‘ﬁm
—GQ(ZNUC - Zcore) [S(Q)VF > ———=—+5(9) Vs > ﬁ]
Rm=£0 |7‘_R | Rm+£0 |T_R |
(1.60)
Auflerhalb der APW-Kugel hat man
~ \ I CITR™ N o—iqR™
V) = = & (Zyse = Zowd) | D e X e+ (@ T Y
R’m‘T_R ‘ R’m‘T_R |
(1.61)

etidR™
> = (1.62)

sind alledings nur bedingt konvergent und benétigen daher ein Regularisierungs-
verfahren. Ein geeignetes Verfahren ist das modifizierte Ewald—Verfahren, das in
Anhang A.2 beschrieben ist. Es liefert die Koeffizienten A;,(+4) fiir die Identitit

+igR™

> - => 'Y, (F) Au(£]) . (1.63)

Rm=£0 ‘F_ Rm| v

In der zweiten Zeile des Ausdrucks (1.56) ist zusétzlich der Operator V- enthalten.
Dieser ist nach Ausfiihren des modifizierten Ewald—Verfahrens ein harmonischer
Ausdruck vom Grad | — 1, eine lineare (Vektor—)Kombination der Funktionen
=Y, ,,(7°), welche nach (A.9) gewonnen wird.
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Kapitel 2

Nackte Elektron-Phonon-
Wechselwirkungsmatrixelemente

2.1 Reduktion der Matrixelemente auf die
Integrationen iiber die zentrale WSZ

Das elektrostatische Potential innerhalb der zentralen WSZ aus Gleichung (1.59)
1aBt sich mit Hilfe der Ersetzung

min(ryrq)

F.(r)=4rm / dr’ r’2pco,«e(r’) (2.1)
schreiben als

SVI(F) ~ (§(q") + 5*(q")) L; [— Z o€+ eQFc(r)]

Das Potential besteht aus zwei Moden

SVI(F) = SVy(F)+ oV ¢(7) . (2.3)
Explizit hat man
igR™

Rm|

(&

(_ ZNUC + FC(T)) - (ZNUC - ZCOT@)ﬁf Z -
Rm#£0 7=

ﬁc»| =y

5vitr) = ) |

19
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und
2ok = F _Zqu

8V_g(7) = €°5°(q) [—3 (= Zyve + Fe(r) = (Zyve = Zeore) Ve > ———=—

r Rm=£0 ‘ - Rm|

(2.5)

Die Translationseigenschaften von §V, z(7) sind dabei entscheidend.
Es gilt die Behauptung:

Vg (F+ B™) = e TE™ 5V, (7). (2.6)

Fiir den Beweis dieser Behauptung ist es ausreichend, gedanklich dieselben Um-
formungen wie auf den Seiten dreizehn bis fiinfzehn durchzufiihren. Allerdings
wird dabei der Vektor 7 durch den Vektor 7#— B™ mit B™ £ 0 ersetzt.

Die Translationseigenschaft der Teilmoden von V" aus Gleichung (2.6) ermdéglicht
die Reduktion der Matrixelemente auf die Integrationen iiber die zentrale WSZ .
Man hat

(WE VT nE) = [ & v (7) VIR 5(7)
R3

-y / dr o (F+ B 6VI(F + B™) o (7 + B™)

Rm™ wWSZ,,

= 30 SETER Ly (7) 6V ()

Rm WSZm
+ Z ei(E—J—E )E™ / r w -‘l( ) (F) wnl-c‘(f‘)
Fm WSZm
_ Z z(k—|—q k Rm< k | 5% \nk)wsz
RBRm
by G ETEE R Y kY,
7m

Die letzten beiden Summen sind nur dann vom Null verschieden, wenn die Ex-
ponenten einem reziproken Gittervektor K gleich sind. Somit ergibt sich fiir die
angestrebte Reduktion
(nE"[6VT|nk) = Nogp g(nk | 0Vg [ nk),s,
+ Nég gz (nk |0Vgnk),s, - (2.7)
N ist die Anzahl der Zellen im Makroblock. In der obigen Gleichung (2.7) be-

schreibt der erste Term die Absorption, der zweite die Emission eines Phonons
mit Impuls ¢
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2.2 Berechnungsstruktur der
(n'k' | 6V7| nk) - Matrixelemente

Das Storpotential der nackten Elektron-Phonon-Wechselwirkung aus Gleichung
(1.56) besteht aus drei Anteilen, die mathematisch unterschiedlich behandelt wer-
den. Die Berechnung der Matrixelemente (n'k" | 6V | nk) wird daher in drei
Blocke

SVI(F) = 6Vo(7) + 6Ve(F) + 6Vin(F) (2.8)

gegliedert. Die Indizes 0,c und m stehen fiir die Beitrédge der zentralen WSZ,
fiir die core-Beitriage der Rumpf-Elektronenwolke und fiir die Beitrége der nicht
zentralen Zellen. Die expliziten Ausdriicke fiir die Teilpotentiale lauten

o oy T
Wo(r) = (S(Q)+8 (Q)) ﬁ(— ZNU(;eQ)a (2.9)

o o 7 , min(r,rqe) o ,
oV (F) = (S(q) + 5 (q)) p dme / dr v peore(’) (2.10)

0
) I eiq*ém e e—iq}im
V(7)) = e (ZNUC_ZCOTe)lS(q)VF > o aBa TS (V7 > = _ Bml
Rm#£0 ‘T_R | Rm£0 |T_R ‘

(2.11)

Die Berechnung der Teilmatrixelemente nach den obigen drei Ausdriicken unter
Beriicksichtigung des Translationsverhaltens aus Gleichung (2.6) ist fiir die drei
weiteren Teilmatrixelemente bzw. Klassen von Integralen

—
= 13

I = (nk \%WZ)W , (2.12)
_ min(r,ra)
Lo= (k15 [ dr " peer) [0k ) s, (2.13)
0
und
I = (aF 7Y, ) | k), (2.14)

dquivalent. Die Integrale (2.14) werden aus dem Ausdruck (2.11) nach Durchfiihr-
ung des verallgemeinerten Ewald—Verfahrens und der Berechnung der Gradienten-
darstellung der Kugelflichenfunktionen gemafi (A.9) hergeleitet. Fiir die Umrech-
nung der oben definierten Integrale in die jeweiligen Teilmatrixelemente miissen
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die Werte fiir §*(§) und 5(¢) eingesetzt werden. Diese Groen erméglichen den
Zugang zur Phonon—Polarisation und zur Temperaturabhéngigkeit, wie in Kapi-
tel 4 beschrieben. Um die Berechnungen der Summen in den Teilmatrixelementen
nach den Ausdriicken aus den Gleichungen (2.9)—(2.11) zu separieren, werden die
entsprechenden Werte zunéchst in der Schreibweise

1 0 0
S =s0| 0 . G =50 1 . S=s| 0 (2.15)
0 0 1

definiert. sg ist hier eine Konstante. Auf diese Weise erhilt man die reduzierten
Ubergangskoeffizienten und Ubergangswahrscheinlichkeiten der ,nackten® Elek-
tron-Phonon-Wechselwirkung. Die entsprechenden vollstindigen Ubergangsko-
effizienten und Ubergangswahrscheinlichkeiten kénnen dann iiber spezifische Li-
nearkombinationen gewonnen werden.

Aus technischen Griinden ist die MAPW-Darstellung der Wellenfunktionen aus
Gleichung (1.34) fiir die Berechnung der Integrale (2.12)—(2.14) am geeignetsten.
Jedes der drei oben genannten Integrale besteht aus vier unterschiedlichen Teilin-
tegralen

G ea@-] = [ e [

WSz WSz
+ /d%wmﬁmﬁ?mrﬁ
0 ra
+ /d%wW¢mw AGIES
0 ra
+ /ﬁwwwwymvm(mm
0 ra
Fiir die Bezeichnung [- - -] sind die Terme zwischen den bra— und ket—Klammern

aus den Gleichungen (2.12)—(2.14) dem Index i = 1, 2, 3 entsprechend einzusetzen.
Die Berechnung eines jeden Teilmatrixelements dieser Gleichungen wird in vier
weitere Anteile aufgesplittet. Dadurch erhélt jedes Element einen zweiten Index
j. Das Vektor-Symbol in den Integralen aus den Gleichungen (2.12) und (2.13)
wird in den nichsten Ausdriicken der Ubersichtlichkeit wegen unterdriickt. Es
gilt die Schreibweise

L = S Ly , i=1,23 . (2.17)

j:l,---,4

Dementsprechend schreibt man
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In = [dr o8 @U@ |-

I = / P (AU [
K(0,rq)

Iy = [ dr o @B @) |-
K(0,rq)

Lo = [ dr @@ ] (2.18)

K(0,rq)

2.3 Die Potentialtheorie und die Berechnung
der Teilmatrixelemente [;

Die I;;’s symbolisieren die Teilmatrixelemente mit reinen ebenen Wellen sowohl
im bra als auch ket. Sie sind die Fourier—Koeffizienten des Storpotentials und
konnen einfacher durch die Potentialtheorie als durch direktes Berechnen der In-
tegrationen gewonnen werden.

Die Anderung der Ladungsdichte kann aufgrund der Auslenkung der von core-
Elektronen ummantelten Kerne definiert werden als

—_

0p(i) = € Zyye 3o [ 07— R™—5™) —3(7 ~ B")

— e [ Peore(F = B™ = 5™) = peore(7— B™)] . (2.19)
ém

Fiir die Fourier-transformierte Darstellung dazu folgt

op(p) = [dre T op()

RBRm™
— e Z eiﬁ(ﬁm+§m sz /dgT' pcore —' fzpr
Rm
_ 7 _ d3 ’ — —ipF’
= e[ f— / T’ Peore(T') € ]
K(O:"'a)
3 [T AR _ em R ] (2.20)

RBRm
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Die Summanden in den Klammer werden nach Potenzen von §™ zerlegt und nur
die in §™ linearen Ausdriicke mitgenommen. Man erhélt

50(F) = e[ Zuse — [ &0 peoreP) ] X (i) e

—

K(0,rq) R™

_ 3 —'/ —ipr’
= —te NUC /drpcorer p]

07‘a

B Z( q-')GZ(q NE™ | 2 (@) e z(q+ﬁ‘)R)

sowie

2m)3ie i
5o = — FE Zue— [ @1l )
K(0,mq)

(3@ 6~ 7 + K) +5(D) 67+ 7~ K))

=y
=i M )

(2.21)

Das elektrostatische Potential und damit auch das Storpotential, das von der
Dichte induziert wird, geniigt der Laplace-Gleichung

ASV = —4medp . (2.22)

Die Fourier—Transformierte des Stérpotentials 148t sich aus der Fourier—Transfor-
mierten der Dichte-Stérung bestimmen. Es gilt

= r —zpr o eép(ﬁ)
Vip) = / SV (™) = o (2.23)
und
Vi) = _4”6(2;;) [ZNUC - /d3r’pme(f”)e zﬁf']
K(0,ra)
| z% > (5@~ g+ EK)+5 @00+ 7-K)). (224)

Die wichtigsten partiellen Fille dieser Identitit sind die Fille fiir p'= +¢' + K.
Setzt man diese ein, so erhilt man

— i(q+K) 7 ] K 5
5V(q’+ K) = —4dmie [ZNUC —/ d*r pcore(f”) e {THOT ] (qi_ )"8 q—) (2'25)
K |7+ K|?
— i . 7 —1 —q)7 (I_(’ — q_)g* (q_)
6V(—q + K) = —dmie [ZNUC _/ d’r Pcore (F) € (= } ‘(74’ [?|2 (2 26)

K(0,rq)
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2.4 Berechnung der APW-Teilmatrixelemente

2.4.1 Explizite Darstellung der MAPW-Wellenfunktion
auflerhalb des irreduziblen Keils

Die MAPW-Ansatzfunktionen aus den Gleichungen (1.30) und (1.34) sind auf
den irreduziblen Keil der ersten Brillouin-Zone (BZ) beschriankt. Fiir die Be-
rechnung der Integrale vom Typ der Gleichung (1.41) sind die entsprechenden
expliziten Darstellungen innerhalb der vollstindigen ersten BZ notwendig. Jedes
k' kann durch einen Symmetrieoperator auf einen Vektor K’ gemif

= =

K o= ak (2.27)

aus dem irreduziblen Keil abgebildet werden. Die Anwendung von Gleichung
(1.39) auf den reinen EW-Anteil der MAPW-Wellenfunktion nach den Glei-
chungen (1.31) und (1.35) ergibt

U(nak,akK) = U(nk,K) . (2.28)
Weiter gilt
E-. = E . (2.29)

Mit der Anwendung von Gleichung (1.40) auf den APW-Anteil aus (1.32) bzw.
(1.36) erhiilt man anstelle von Y;,(7) in den Ausdriicken die Terme Y, (a~'7).
Eine Integration vom Typ [dQVY}, (7)Y}, (@ '7) iiber eine Sphire auszufiihren,
ist direkt nicht méglich. Eine Kugelflichenfunktion Y, (& '7) 148t sich allerdings
als eine Linearkombination der Kugelflichenfunktionen

Y(ar) = > Ty@)Yy,(d) (2.30)

V' =121+1

gleicher Ordnung darstellen. Fiir den APW-Anteil der MAPW-Wellenfunktion
gilt somit

i (= X @+DImTHE) Yy () g (1) (2:31)
u,u}zg:§l+1
und
U = X QL) T @) Y () f (7). (2:32)
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Die Koeffizienten Tlfi’ (@) fiir den vorgegebenen Symmetrieoperator @ kdnnen
entweder durch eine Rekursionsmethode oder durch die Lésung eines linearen
Gleichungssystems der Gestalt von Gleichung (2.30) an 2]+ 1 zufillig ausgewéhl-
ten Vektoren 7 gewonnen werden. In dieser Arbeit wird die Losung eines linearen
Systems verwendet. Fiir @ = 1 gilt

T(1)=6,, . (2.33)

2.4.2 Die Berechnung des APW-Anteils von L

Ausgangspunkt der Berechnungen ist das Integral

» I &
I, = / d*r G (7) U () L. (2.34)

K(0,rq)

r

Ersetzt man & nach Gleichung (2.27) durch @k und wendet den Symmetrieope-
rator @ auf den EW—-Anteil der MAPW-Teilwellenfunktion aus Gleichung (1.35)
an, so ergibt sich der obige Integralausdruck zu

S Umak',ak") (21 +1) i n, / dr e @ KTy (70 Top ().
K'"w K(0,rq) r n

Dabei wurden explizit die Terme fiir die MAPW-Teilwellenfunktionen aus den
Gleichungen (1.35) und (1.36) eingesetzt und in geeigneter Weise die Summen
iiber I, und K" mit der Integration iiber die APW-Kugel K(0,r,) vertauscht.
Der Exponent in der obigen Gleichung wird im folgenden nach Kugelflichenfunk-
tionen und sphérischen Bessel-Funktionen gemifl Gleichung (A.6) des Anhangs
A.1 zerlegt und die Summation in der Entwicklungsreihe ebenfalls mit der Inte-
gration iiber die APW-Kugel vertauscht. Damit folgt fiir den obigen Ausdruck

> Umak',ak") 2 +1) 2 +1) i mony, Yy (@F +GK"))

—

o T -] — 7
[ ) Yoy () 5 a(&E + R i ()
K(0,rq)

Beriicksichtigt man Gleichung (A.8) aus Anhang A.1 und spaltet die Integration

iiber die APW-Kugel [ d3r in die radiale Integration von 0 bis r, und in die
K(0,rqa)
Raumwinkelintegration iiber 47 auf, so erhilt man
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> Umak',aR") (21 +1) (20 + 1) me, Y, (@F' +aR"))

13(770) Ta
[ a2 @) Ve, () | Yi®) | [dr adlaE + R fo )
}/11(7_"0) 0

Die Raumwinkelintegration iiber 47 dreier Kugelflichenfunktionen ist per defini-
tionem, sieche Gleichung (A.10) des Anhangs, ein Gaunt-Koeffizient mit entspre-
chenden Indizes. Wegen der Unitaritéit von & gilt

1

a(k"+ K" =k +K"|.

Beriicksichtigt man zusétzlich Gleichung (2.28), so ergibt sich fiir das Integral

To= 3 UK, K') 20+ 1) (2 + 1) mune, Y, (G +GK')°)

I-("”lu
77
l'v

(lv |1V | 13)q

|00 [12)q | [dr G(F +K"lr) fu(r).
(lv|lv |11)g ) 0

(2.35)

Die Berechnung des Integrals

Ly = /d Yr () (*)T— (2.36)

K(0,rq)

lauft analog zu der des Integrals I» ab. ¥ wird nach Gleichung (2.27) durch ak”,
die Wellenfunktionen ¢ (7) und 472, (7) durch die Terme der Glelchungen

(1.35) und (2.32) ersetzt. Die Summen iiber die Indizes I',+,»" und K werden
mit der Integration iiber die APW-Kugel K(0,r,) vertauscht. Das Integral I3
hat die Form

> U(nk,K) (21 +1)i~ 771’ /Tlu / &r et Yy () %

- T
RS K(Oyra)

1 =1
k

f 7 (r) :

Anschlielend wird der Exponent in die Reihe nach Kugelflichenfunktionen und
sphérischen Bessel-Funktionen wie oben erwahnt entwickelt. Die Summationen
werden analog zum vorigen mit der Integration iiber die APW-Kugel vertauscht.
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Der obige Ausdruck lautet dann
S UMk, R) @1 +1) @1 + 1) ey Yo (F+ B)°) T (@)

K" U
7:’
3

[ @) Ye ()
T

Ora

ik +Klr)f o, (r).

10
n k

Unter Beriicksichtigung von Gleichung (A.8) spaltet man auch hier [ d®r in
K(0,rq)

die radiale Integration von 0 bis r, und die Raumwinkel-Integration iiber 47 auf

und erhilt

S UMWk R) +1) 20 +1) i my mpy Vi (F+ B)0) 0 (@)

I?Illlulull
Yis(7) \ e L.

[ V() Yo ) | Vi) | [dr i(F+ K n)f g (1)

}/il(fo) 0 "

Die Raumwinkelintegration iiber 47 dreier Kugelflichenfunktionen wird durch die
Gaunt—Koeffizienten gemifl Gleichung (A.10) des Anhangs A.1 ersetzt. Dadurch
ergibt sich

To= Y U@ER)@+1) @ +1) g, Yu(E + E)) T @)

I‘(‘-HZIVIVII
(lv [ 1V | 13)¢
(v |1V [ 12)g /dr G(F+ RIS 1y (7).
(lv |1V | 11)¢ F
(2.37)
Bei der Berechnung des Integrals
= [ Eremr@ere 5 (2:38)

K(0,rq)

wird k£ ebenfalls nach Gleichung (2.27) durch @k" substituiert. Die Wellenfunk-
tionen 2" () und 1 7=, () ersetzt man durch die Terme aus den Gleichungen
(1.36) und (2.32). Nach Vertauschen der Summen iiber die Indizes I,v,l’,v" und
V" mit der Integration iiber die APW-Kugel K (0, r,) nimmt I}, folgende Gestalt
an

Y@+ @+ 1) g, T @)

I
Wwlivv

—

[ YlP) Yo () 55 Fu () frs ()

1 =1
2
K(0,rq) "
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Die Zerlegung der Integration iiber die APW-Kugel in die radiale Integration
und die Raumwinkel-Integration iiber 47 liefert den Ausdruck

S @+ @+ 1) gy, T (@Y

o1 N

Wwliv v
Yi3(7) Ta
[ 42 Vi) Yo () | Vi) | [dr f ) fo ().
_}/11(7:0) 0 n n’l_c'”

Ersetzt man wie vorher die Raumwinkelintegration iiber 47 dreier Kugelflichen-
funktionen durch die Gaunt-Koeffizienten aus Gleichung (A.10) des Anhangs A.1,
so folgt

Ly = 3 @+0) @ +10)d qyn T (@)
wi'v V"
(W |lv' |13)g \ e
| it 112 | [dr 1u6) £y 0)
1o nk i
(v |V [11)g ) o m

(2.39)

2.4.3 Die Berechnung des APW-Anteils von L

Nach Vergleich der APW-Anteile aus Gleichung (2.13) mit denen aus (2.12) ergibt
sich, daf sich beide Anteile nur um eine zusitzliche von r abhingige Integral-
funktion

F.(r) = /dr' r'2pwre(r’)
0

unterscheiden. Die in Gleichung (2.13) durch ©(r, — r) gestellte Forderung ist
innerhalb der APW-Kugel immer erfiillt. Wiederholt man fiir das Integral I—;j,
mit 7 = 2,3,4, sukzessiv die Umformungen wie im vorherigen Abschnitt, die
zu den Ausdriicken von I; gefiihrt haben, so erhilt man eine mnemotechnische

Regel fiir die explizite Gestalt von I;j. Man erginzt die Radialintegration des
expliziten Ausdrucks von I;; zu festem j um die Integralfunktion

/dr, r'2pcore(r’) . (2.40)
0

Die Integrale lassen sich dann schreiben als
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Iy = Y UK, K')y@+1) @ +1)@ " g, Yy, @k +ak"))
o
(Ww|lv |13)g \ 7o o r ,
| (v 'V | 12)¢ /dr jl(\k” +K”|r) fz.;? (r) /dr' r Peore(T")
(|l [11)g ) 0 " 0
(2.41)
Ly = Z Unk,K) 20 +1) (20 +1) 3" ny npy Vi (B + K)°) TL (@7Y)

(v | 1'V" | 13)¢
(v |1V | 12)¢ /dml F+EInfoy /dr " peore(r')
" 0

< |l/ n | >G
(2.42)
I_;4 - Z (zl + 1) (2l’ + 1) nlu 77l’u’Tu” ( 1)
wi'v' "

<l]/ | lII/"

(v | z’u” /dT‘ Fu(r /dr " prelr).

<ll/ | l’ " I ll

(2.43)

2.4.4 Berechnung des APW-Anteils von I3

Die Berechnung fiir das Integral I5; erfolgt in gleicher Weise wie die der Abschnitte
2.4.2 und 2.4.3. Das Integral

I = [ dr 9B @Y, ) (2.44)
K(0,mq)

18t sich nach der Ersetzung von k gemiB Gleichung (2.27) durch ak', die Wel-
lenfunktionen " (7) und ¢*7%., () durch die Glelchung (1 35) bzw. (2 32) und

Vertauschung der Summen iiber die Indizes [',7',7" und K mit der Integration
iiber die APW—Kugel K(0,r,) schreiben als

Z U(naEH, 6&]’?’,) (2l" + 1) ’[;l nyry
B
[ e EEERT L ) Yy () 1 e (7)

nk
K(0,ra)
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Durch die Zerlegung des Exponenten in die Entwicklungsreihe nach Kugelflichen-
funktionen und sphiirischen Bessel-Funktionen gemifi Gleichung (A.6) und Ver-
tauschen der Summationen in dieser Reihe mit der Integration iiber die APW—
Kugel hat man

Unk", K"y 21" +1) " +1) i =5 nu Y w((@k +aK")°)

YA

mn
I

/ &Pr Y (@) Yoo () Yoo () (K + K |r) =" forn (r).
n k

K(0,rq)

Spaltet man auch hier [ d®r in die radiale Integration von 0 bis r, und die
K(0,rq)
Raumwinkel-Integration iiber 47 auf, so erhélt man aus dem obigen Ausdruck

> UGR R @+ 1) @+ 1) & Yoo (@R + aR"))

2!
K 1
2, "

Ta

A9 Vi () Yo () Yorn () [ dr o0 Gun(F 4 B lr) fo (7).

0 nk

In der Gaunt—Koeffizientenschreibweise (siehe Gleichung (A.10)) mit entsprechen-
den Indizes ist

Iy =3 UK, K") 2" + 1) @ + 1) i g oo Yo (GF +K")")

=

K v
mnrom
v

Ta
non nmoom

(= [ [dr e G (R Jn (0).

0 n k

(2.45)

Das Integral

= [ @) Y () i @ (2.46)

K(0,rq)

liefert in analoger Prozedur zu Integral I3, zunéchst den Ausdruck

S Uk ) @ +1) i ny, T (67
K'Y
/ &r 0Ty, L (70) Vil (@) r T e ()
K(0,rq)
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Die Summen, die mit der Integration iiber die APW-Kugel vertauscht werden,
gehen iiber die Indizes I',7',v" und K. Die Zerlegung von e’ iE+K)7 in die Rei-
he nach Kugelﬂachenfunktlonen und sphérischen Bessel-Funktionen (siehe Glei-
chung (A.6)) und Vertauschung der Summationen mit der Integration iiber die
APW-Kugel fiihrt zu

S Uk R) @ +1) @ +1) i e mno Yoo (B 4+ B)Y) T @)

2
Kl v
l”’ "

und

S Umk,R) @ +1) @ +1) i ¥y mpn i Yoo o (B + K)°) TH (&)

= 1N
Kl v v

Hnronr

I v

Ta

[ A2 Vi (1) Yo () Yoo, () [ dr v G (F+ B[ 0)f g (1)

0 n ’;Il

wobei man wieder [ d®r indie radiale Integration von 0 bis 7, und die Raumwin-
K(0,rq)
kel-Integration iiber 47 aufgespaltet. Die Gaunt-Koeffizientenschreibweise liefert

dann

I3 = Z U(nE, K) (25’ +1) (21“1 +1)i My e Yy ((E + E)O) Ti”y @

G

nn
v

<l — ]_I/ | l’I/” | lml/”’>G /d’l" T .III |E+ K| T)f ) (’l") .

Fiir das Integral

= [ @ Y W) ) (2.48)

K(0,rq)

ergibt sich in Ubereinstimmung mit den Integralen I3, und I35

(2ll + ].) (2l” + ].) il - 77l 77l” ”Tl/”’ ( 1)
ll I/’ l” I/” I/”’
[ & Vi) Yo () Yoy (&) v fr () for (7)
nk

N
K(O,Ta)
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und
@ +1) @ +1) i g T (@70
ll l/’ l” U” UHI
Ta
[ 42 Vi (7)Y (7 Yirn () [dr i fog (1) fon (5).
0 n k n k
Damit erhélt man den endgiiltigen Integralausdruck
Iy = Z (25’ +1) (21“ +1)4 7y m"u"Tﬁ"'” @)
ll I/I l” l/” I/”I
(=1 | Ve [dr ™ g () fon ()
0 nk nl I—c-ll

(2.49)
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Kapitel 3

Austausch-Korrelationseffekte in
der Abschirmung

3.1 Integralgleichungen der Austausch-Korrela-
tionsabschirmung

Im folgenden werden Vielteilcheneffekte im Rahmen der LDA-Ndherung behan-
delt. Dabei werden Austausch— und Korrelationseffekte iiber ein Funktional der
lokalen Dichte p definiert. Das Austausch-Korrelationsfunktional wird mit V.[p]
bezeichnet.

Die Grundlagen dieser Niherung kénnen aus [35] entnommen werden. Es exi-
stieren verschiedene Ausdriicke fiir V.[p], die unter verschiedenen theoretischen
Aspekten gewonnen werden kénnen.

Hier wird der Ausdruck von [90] verwendet'. Da die Dichte p = p(7) eine Funk-
tion der Ortsvariablen 7 ist, kann das Austausch—Korrelationsfunktional als eine
Funktion von 7 geschrieben werden. Verédndert sich die Dichte aufgrund einer
Wechselwirkung, so verdndert sich auch das Austausch-Korrelationsfunktional.
In der linearen Antworttheorie 148t sich diese Verdnderung als ein Funktional der
Dichte und folglich als eine Funktion der Ortsvariablen definieren

Ve
5%c[p] = Vwc[p + (5p] - Vwc[p] = 5p op (31)
Vae
Hae(7) = 5p p(7) - (3-2)
Eine Dichte-Stérung dp(7) induziert das zusitzliche elektrostatische Potential
Vi) = & [ ’|ip_ )| . (3.3)

!Das Programmpaket wurde von B. Engel zur Berechnung der Dichte-Funktionale zur
Verfiigung gestellt

35
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Das gesamte Storpotential ist
V1) = 8V() + 8VilF) + (). (3.4)
Die ungestorte Zustandsdichte hat die Form

po(P) = Y O(Er — Ez)|¢ (7). (3.5)

nk

Fiir die gestorte Zustandsdichte gilt

p(M) = 3 O(Er — B )57 (3.6)
nk
Zum Unterschied zu Kapitel 1 fiihren wir die zeitunabhéngigen Abkiirzungen
* E -—-E )t
C"lgl = ©n1E1,n2EZ (t) e( mk n2k2)h (37)
nak2

ein. Das Pauli-Prinzip schrinkt die Auswahl der zu beriicksichtigenden Uberginge
zusétzlich ein. Demnach diirfen nur die Uberginge aus den besetzten in die un-
besetzten Zustidnde beriicksichtigt werden. Fiir die lineare Dichtestorung folgt

op(F) = Y. O(Br — B, ) O(E,,, — Er)

n1§1

n2k2

[ Cutn ¥, ) by () + e, ¥ 2 (P)00r, (D] - (38)
nokso n2£2

Da die Ubergangskoeffizienten

ki | 0V | nok
Csiy = <”1El | | nako) (3.9)
noko

noko

niki

in Gleichung (3.8) Integrale der Dichtestérung enthalten, ist Gleichung (3.8) zu-
sammen mit den Gleichungen (3.2) bis (3.4) eine lineare Integralgleichung fiir die
Dichtestérung bzw. fiir das abgeschirmte Potential. Die Integralgleichung fiir die
Dichtestorung ist eine inhomogene Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art
mit der Dichtestorung der nackten Elektron-Phonon-Wechselwirkung als Inho-
mogenitit

5p%7) = Y O(Er—E, ;) O(E,,;, — Er)

"IEI
"2E2

(O, () G, () + O 2 (P, ()] (320)

nakg nakg
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Dabei ist
0 (nﬂ% | 5V | TLQIZQ)
v = — (3.11)
noky naka niki

Die Linearitét der Dichtestorung kann ausgenutzt werden, um die Beitréige ein-
zelner Phononen voneinander zu entkoppeln, d.h.

Sp = Z:Z:ZZ: Z‘S/’q” (3.12)

"1’-‘;1 ni i‘;l J n1 El
n21-c'2 nad n2
und
7"/1’;1
n2132=131:tq”+1?
* * *
) I:C"l’_c_l wn2/€2 wnlﬁl + C“l’gl wnllzl w”mEZ] ' (313)
noko noko

Daraus folgt

o) = X L) (3.14)

und

V(r) = D 6VI(R) . (3.15)

Setzt man Gleichung (1.59) in Gleichung (3.4) ein, so hat man unter Beriicksich-
tigung der zwei obigen Gleichungen

SV = Y VRN . (3.16)

Fiir 61/:130’5(77) gilt dann
SVEMF) = OVI(R) + 0VI(R) + pl (7). (3.17)

Die Dichtestorung 6 pz(7), die durch ein einzelnes Phonon ¢ verursacht wird, kann
unter Verwendung von Gleichung (1.38) in zwei Moden geteilt werden

Spg(F+ Ry) = €Tngp " (7) + e @hmsp 2 (7) (3.18)
mit
(+)
nik
naks
) [ C"lgl w:zzﬁz (F) q/)ml_ﬁ (F) 61_52,1_51 —(T-H? + ijllgl wZIEI (F) wn2E2 (F) 5132”31""74]? ]
noko n2k2

(3.19)
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und
=)
i
[ Cost U, D it (M) 5, vk T Oty Vs (P Yoo, (M O it |-
noko noky
(3.20)
Fiir diese Groflen gelten die Relationen
) )
Re[opy”(M)] = Reldpy (7)) (3.21)
) )
Im[dp”(M)] = —Im[dpg (7)), (3.22)
und es folgt
()% )
sop (M) = ong" () (3.23)

In der Menge aller méglichen Phononen existiert fiir jedes nach Gleichung (1.17)
definierte Phonon mit Impuls ¢ auch das Phonon mit dem entgegengesetzten
Impuls —§. Vergleicht man die Gleichungen (3.19) und (3.20) fiir die Phononen
mit entgegengesetzten Impulsen, so stellt man fest, daf3

+ —
ist. Diese Gleichung beschreibt die U(1)-Symmetriereduktion und bedingt, daf
nur die Hélfte aller Daten berechnet werden miissen, um alle notwendigen Infor-
mationen zu gewinnen.
Analog dazu hat man fiir pd,(7)

Ve

ML) = =5 pel)
0Vye
= 5 > O(Er = E, ;) O(E,z, — Br)
n2137;1=k1511:|:q"
[ Crr U5, () i, () + Crey 0 1 (F) 0, () ] - (3:25)
noko n2l—c'2

Unter Verwendung von Gleichung (3.18) bzw. (1.38) 1483t sich fiir jedes feste ¢ die

g(+)

Funktion pZ, in zwei Moden uZ,” und ,ugé_) aufteilen

WL+ R) = @ Torpl7 () e Tl () (3.26)
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mit
g(+) wc
:U’g:c (T = Z @ n1k1) G(Enzlzz - EF)
nlkl
7L2k2
: [ C"l:l naks (F) 1/Jn1k1 (F) 6k2 k1— q—|—K + Cnlkl 1[):11-51 (F) ¢H2E2 (F) 61321];;1_"@‘_'_}? ]
nak3 noky
(3.27)
und
7 Ve
,u’xc (F) = 5;0 Z 6(EIF - Enll_c‘1) G(En2k2 - EF)
nik
nafa
) [ Cnlkl nzk2 (F) wnlkl (F) 5192 J1+G+K + Cnlkl w:ul-ﬁ (F) ¢R2E2 (F) 61_6‘2,/_6‘1*(341? ] ’
n2k2 "2k2
(3.28)
Fiir diese Groflen gelten analoge Beziehungen wie fiir (5pé(.i) (3.21)-(3.23)
7 [ = 7
Re[pd. (7)] = Re[pi, ~(7)] (3.29)
Im[pf,” ()] =—Im[pf, ()] , (3.30)
und es folgt
plT" = w7 (3.31)
Nach Gleichung (3.24) gilt
pEd ™ =3 (3.32)

Das durch die Dichtestérung dpz eines einzelnen Phonons ¢ induzierte elektro-
statische Potential 6V4(7) 148t sich ebenso wie die Dichtestérung nach (3.18) in
zwei Moden teilen

SVI(F+ Rp) = @BmgVIP (7) 4 e RmoyI () (3.33)

Nach den Gleichungen (3.18), (3.26) und (3.33) gilt die Aufteilung in zwei Moden
auch fiir §V;°(7)

= g

SVINF+ Ry) = eTimgVIT (7) + e WnsyT 7 (7)) (3.34)
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Nach (3.17), (2.3), (2.6), (3.26), (3.33) und (3.34) gilt

7(£)

SVIT (7) = 6Vig + 0V (7) + 1

7
xrc

(3.35)

Die Translationseigenschaft in der Form von (2.6), (3.26), (3.33) und (3.34) er-
laubt die Reduktion der Matrixelemente fiir die entsprechenden Grofien auf die
Integrale iiber die zentrale WSZ analog zu Gleichung (2.7). Man erhélt

(WE|6VI|nk) = Noggag (k| VIT [nk),.,

+ Ny g (nE | 6VIT [nk)y,., , (3.36)
(WE' | pl, | nk) = N pog(nk | pf” | nk),,,

+ Noppar 0k | pls [nk)y,, (3.37)

und
(n'k" | 6VF* | nk) = Nop g
+ Ny o (nk | 6VL | nk)ys, - (3.38)

Da in den Ausdriicken aus (3.13) fiir ein festgelegtes Phonon mit Impuls ¢
die verwendeten Ubergangskoeffizienten aus (3.9) durch die Einschrinkung der
Ubergéinge auch als

o <TL1];"1 | 6‘/1%? | TLQEQ)
niky —
";’;; E _’2 - ETL1E1

nak

C (3.39)

geschrieben werden konnen, zerfillt die Integralgleichung (3.8) fiir die Dich-
testorung zusammen mit Gleichung (3.9) in die unabhéngigen Integralgleichungen
fiir die einzelnen Phononen-Paare. Die Ausdriicke in (3.13) zusammen mit denen
in (3.39) sind ndmlich die gekoppelten linearen Fredholmschen Integralgleichun-
gen zweiter Art mit der Inhomogenitét

(510([;(‘)](7—") = Z G(EF - En1El) Q(E”2E2 B EF)
n2ﬁzl};i’1{:£]‘+k

O, (P i, (F) + O 0 1 (P, ()] (3.40)

nokg nakg

fiir die Phononen—Paare mit den Impulsen +¢. Nach (3.38) konnen diese sogar
nur innerhalb der zentralen WSZ betrachtet werden.

Die Berechnung der durch Austausch—Korrelation verursachten Abschirmung auf
die Matrixelemente der Elektron—Phonon—Wechselwirkung im Rahmen der LDA—
Naherung wurde damit auf die Lésung der o.g. unabhéngigen Integralgleichungen
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fiir die Phononen—Paare mit entgegengesetzten Impulsen +¢ zuriickgefiihrt.

Als sinnvolle Losungsmethode bietet sich aufgrund der hohen Komplexitit der
o.g. Integralgleichungen ein iteratives selbstkonsistentes Verfahren an, welches
spater detailliert beschrieben wird.

Der wesentliche Teil des Verfahrens ist die Berechnung der Matrixelemente von
,ugéi) und von 5ch~(i)_ Dafiir werden spezielle Fourier—&hnliche symmetrisierte
Darstellungen der entsprechenden Gréfien bendtigt.

3.2 Darstellung von ugii)und %3 ®

Nach Gleichung (3.31) geniigt es, ugé“ zu untersuchen. Geméfl Gleichung (3.27)

g(+)

kann pl." zerlegt werden in

ugiﬂ =y 9(km) ek (3.41)
km

Die Em’s sind die reziproken Gittervektoren, welche im gesamten reziproken Raum
liegen. Man betrachtet zunichst

~g(+) —igi g e ilorm
gj =e " ,ug; = Z g(kp) e* ) (3.42)
Em

Die Darstellung aus Gleichung (3.41) ist aufgrund der grofien Datenmenge und
der numerischen Stabilitdtsprobleme schwer zu realisieren. Es werden daher die
expliziten Symmetrie-Eigenschaften von V. bzw. fi,. ausgenutzt.

Nach [23] wird das Austausch-Korrelationsfunktional als Funktion der Ortsva-
riablen

Vae(®) = Y VaelKpop) CS(K oy, T) (3.43)
I?FOU
dargestellt. C'S (I? rou» ) ist die reziproke raumgruppensymmetrische Linearkom-

bination der ebenen Wellen

, 1
CS(K = .
NSY M (

FOU? F)

> cos (7o, K , o (3.44)

rou)

rou) i=1,NSYM(K )

wobei NSY M (I_(' rou) die Anzahl der Symmetrieoperatoren symbolisiert.

Die Vektormenge {I? rou} ist die Menge der reziproken kristallsymmetrischen
Vektoren, die ein dquidistantes Netz bilden. Die Entwicklungskoeffizienten werden
durch die gewichteten Summen {iber die kristallsymmetrischen Linearkombinatio-
nen der ebenen Wellen gewonnen. Es wird eine der Menge {I? rou } entsprechende
Menge kristallsymmetrischer dquidistanter Vektoren {RFOU} gebildet. Uber diese
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werden kristallsymmetrische Linearkombinationen der ebenen Wellen vorgenom-
men. Fiir die Entwicklungskoeffizienten V(K gilt

rou)

KFOU)

FOU FOU? G(RFOU) : (345)

VeeBro0) = 3 VaelByo) CS(R

FOU

fid, entspricht dem Gradienten von V,.(7) nach der Relation
T, ~ V Vool 57 (3.46)

57 ist ein Operator, der die zeit— und ortsabhéngige effektive Teilauslenkung in
die jeweilige Polarisationsrichtung des Kerns unter dem Einflul des Phonons ¢
beschreibt. Man erhélt

ﬂgc ~ _'(Tﬁ‘/;vc(?:') = Z VSCC(I?FOU) 6C’S(Rtpowf')

= €7 Z V;Gc( FOU)Sq‘ﬁc’S(K'—FOU’F) . (3'47)

Damit wird

S(B vou T) =

V OS(R 1oy, 7) (3.48)

definiert. Explizit ausgeschrieben ergibt sich

1 NSYM(K o)
S(K ,T) = = a; K sin (Fa; K
( FOU ) NSYM( FOU) Z:Zl FOU ( FOU)
(3.49)
i, 158t sich nun als
ﬂ:q; gfi’ 42 V;c(jc( FOU) S(KFOU7T_j (3-50)
KFOU
schreiben. Analog folgt fiir die Moden
P CO N _g@E) 2 32
Age = Sq Z Age (KFOU) S(KFOU’F) . (3'51)
KFOU

Die Koeffizienten 4. (K

FOU)

Gleichung (3.45) berechnet.

werden durch die gewichteten Summen analog zu
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Nahezu identische Uberlegungen kann man auf die Darstellung der Dichtestérung
eines einzelnen Phonons dp; bzw. der Moden 5,0;:) anwenden. D.h. es gilt

+ - ~ (£ > S TH —
o5 (M) =57 Y 055 (B roy) SR 0 ) (3.52)
KFOU
Da
A(6VT) = —dme’dp; baw. (3.53)
A(VIT) = —ane?spl? (3.54)
ist, hat man
(%) . ~q‘(i) - - -
5ch (7:‘) = 957 Z 5VC ( FOU) S(KFOU’F)’ (3'55)
I?FOU
mit
~ &) o 6~£i) K
VIR, = 4we2LF§U) . (3.56)
|KFOU|

Um die Auswirkung der Austausch—Korrelationseffekte zu beschreiben, benotigen
man die Matrixelemente

P ~ () -
(n'E" | g0 + 6V, | k)

1= L) ~ &) S IR o o

:<nk ‘ q z [:uzqcc (KFOU)+5VCq (KFOU)] S(Kpouar)‘nk>
Koy

N = _=2(E) 2 ~ g o - = R -

=5 (n'E | X [ (Ryou) + 0V (Roou)] S(B oy 7) | nF)
Rpoy

(3.57)

Die Werte f’i(,i.), aus Gleichung (3.57) werden dhnlich wie die Matrixelemente der
n'F

nackten Elekﬁc11"90anhonoanechselwirkung durch die Zerlegung in die EW- und
APW-Anteile unter Ausnutzung der Gleichungen (A.3) und (A.7) aus Anhang
A.1 und der Gaunt—Koeffizienten bestimmt.

3.3 Die selbstkonsistente Losung der Abschir-
mungsgleichungen

Da zunichst nur die reduzierten Ubergangskoeffizienten als Eingangsdaten be-
kannt sind, miissen auch hier fiir die Berechnung der Austausch—Korrelations-
effekte die drei Auslenkungsvektoren aus Gleichung (2.15) ermittelt werden. Es
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ergeben sich die reduzierten Ubergangskoeffizienten und —wahrscheinlichkeiten
der abgeschirmten Elektron-Phonon—Wechselwirkung.

Die vollstindigen Ubergangskoeffizienten und —wahrscheinlichkeiten kénnen nach
der Ausfithrung des Selbstkonsistenzverfahrens mit Hilfe der Konstruktion spezifi-
scher Linearkombinationen gewonnen werden. Man erhilt das Schema aus Tabelle
3.1 fiir die selbstkonsistente Berechnung der reduzierten Ubergangskoeffizienten.
Fiir jeden der drei Vektoren §;, mit j = 1,2, 3 aus (2.15), wird die Rechnung wie
in Tabelle 3.1 beschrieben, durchgefiihrt.

Als Eingangsdaten des Verfahrens werden die ungestoérte Dichte und die unter
dem EinfluB der nackten Elektron-Phonon-Wechselwirkung berechneten Uber-

gangskoeffizienten
[0]
(%}
noko

verwendet. Die Dichtestérung dpz wird anhand der Koeffizienten und die Dichte-
teilmoden pq? an ﬁFOU ermittelt. EFOU sind Gittervektoren, die zur Entwicklung
im reziproken Raum verwendet werden. Das daraus resultierende Austausch-
Korrelationsteilpotential uzéi) wird in die Darstellung der Gleichung (3.51) um-
gewandelt. Die Moden des induzierten Coulomb—Potentials (5Véﬂi) werden in die
Darstellung in (3.55) mit Hilfe der Gleichung (3.56) und anschliefend in die Ma-
trixelemente fi(,j;),[o] umgerechnet. Die Matrixelemente werden in die Anderungen
nk

der Ubergangskoeffizienten eingesetzt. Aus den Anderungen der Ubergangskoef-
fizienten werden die neuen Ubergangskoeffizienten konstruiert. Die neu gewonne-
nen Ubergangskoeffizienten, die Dichteteilmoden und die Dichte werden an den
néchsten Schritt weitergegeben.

Verallgemeinert werden im (i+1)ten Schritt die jeweils neuen Dichteteilmoden

(Sp@jE [Hl], das induzierte Coulomb—Potential (5Vc‘7(i)[i+1] und die Moden des Aus-

tausch—Korrelationsteilpotentials uZéi " aus den im iten Schritt ermittelten

GréBen (Dichte, Ubergangskoeffizienten und Dichteteilmoden) an den R, be-
rechnet. Anschlieend werden diese Dichteteilmoden in die Moden des induzierten
Coulomb—Potentials nach (3.55) und (3.56) und in die Moden des Austausch-
Korrelationsteilpotentials gem#f Gleichung (3.51) umgeformt und daraus wie-
derum die Anderungen der Ubergangskoeffizienten und die sich dazu ergebenen
Ubergangskoeffizienten berechnet.

Das Verfahren kann abgebrochen werden, wenn die maximale Verdnderung der
numerisch relevanten Ubergangskoeffizienten (Parameter §) sehr viel kleiner ist
(Parameter ¢) als die Ubergangskoeffizienten selbst. Mathematisch heifit dies

<e, (3.58)
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firalle |C%.,|>6 . (3.59)

Ein derartiges Abbruchskriterium gewéhrleistet, dafl sich die Dichte bei ausrei-
chend klein gewéhltem Parameter € in einem néichsten Schritt sehr wenig dndert.
Dariiber hinaus werden die direkt in die Transporttheorie eingehenden Matrix-
elemente gewonnen und die numerische Stabilitit der Berechnungen mit Hilfe des
Parameters 0 besonders im Hinblick auf die Transporttheorie leicht kontrollierbar.
In den hier vorgenommenen Berechnungen gilt § = 1.0-107° und ¢ = 1.0 - 1075.
Die auf diese Weise gewonnenen reduzierten Ubergangskoeffizienten sind die in
Gleichung (1.29) erwihnten Matrixelemente der Potentiale Viepeen, und V...
Aufgrund der giiltigen Symmetrie-Eigenschaft aus (1.41), miissen ausschliefilich
die Ubergéinge aus dem irreduziblen Keil betrachtet werden. Das Verhalten der
reduzierten Matrixelemente des irreduziblen Keils im Sinne des obigen Verfahrens
kann durch Flufidiagramme dargestellt werden. Die Werte von Ap;) werden zum
iten Schritt aufgetragen, siehe die Abbildungen 3.1-3.10 auf den Seiten 47-56.
Die Geraden zwischen den Punkten in den Abbildungen haben keine physikali-
sche Bedeutung, sie dienen der besseren Anschauung. Das Abschneidekriterium
wird ebenfalls in einer Geraden y = € graphisch dargestellt, welche die relevanten
ganzzahligen Werten der x-Achse verbindet. Die nicht beriicksichtigten Werte lie-
gen unterhalb der e-Linie.

Wegen des schnellen Abklingens von Ap;) werden die Diagramme ebenfalls loga-
rithmisch aufgetragen (mit Ausnahme von Abbildung 3.1). Die ¢-Vektoren sind in
den Einheiten von 27/a angegeben. Da hier die Ubergiinge aus dem irreduziblen
Keil berechnet werden, sieht man in den Diagrammen die Unterschiede zwischen
den drei Richtungen. Die grofie Schwankung der reduzierten Matrixelemente zu
Beginn des Selbstkonsistenzverfahrens ist vor allem auf die grofie Bandbreite (sehr
kleiner Parameter §) der beim Durchfiihren des Verfahrens mitberiicksichtigten
Ubergangskoeffizienten zuriickzufiihren. Das Verfahren konvergiert relativ schnell
und ist numerisch stabil.

In Abbildung 3.1 wird die fiir das Selbstkonsistenzverfahren typische grofie Schwan-
kung der Ubergangskoeffizienten bei den ersten Schritten sowie die schnelle Kon-
vergenz des Verfahrens deutlich.

Abbildung 3.2 zeigt die logarithmische Darstellung fiir den Flufl der Matrixele-
mente aus Abbildung 3.1. Die maximale Schwankung A[; der Ubergangskoeffizi-
enten klingt exponentiell mit zunehmender Schrittzahl ab.

Starke, richtungsabhéngige Unterschiede beziiglich des Flules der Matrixelemen-
te sind in Abbildung 3.3 festzustellen. In Abbildung 3.4 ist die Steigung der
Schwankung im Fluf} in Richtung 0-1-0 zwischen dem fiinften und dem sech-
sten Schritt wesentlich. In Abbildung 3.6 zeigt sich im Vergleich zu den anderen
Phononen eine langsamere Konvergenz. Dies gilt auch fiir die Schwankungen im
mittleren Schrittbereich.
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Tabelle 3.1: Schema zur selbstkonsistenten Berechnung

1. Schritt VRFOU :
pgl] (RFOU) - pO(RFOU) )[ ]
1,3 U
5p;:[ ](RFOU) = q’i [{Cn1k1 }](RFOU) - {5V ( FOU)}

ngk
,U‘T(i)[l](f_é = Jvmcdqu (R )_>{ q(i) ( FOU)}

TC FOU) op [1]
g (£

r‘J,, =m'E | ud ““” W | nk) + (n'E" | 6VIFN | nk)

?r

1 —
505}51 - Sj Fq gt /(E’nk E’n’EI)
n k nk
1 _ o] (1]
On’l;_’ —_— Cn’]?_’ + 5071’];__’
n k n k n k
— M, spx 11(1% ) und p[l](ﬁ ) werden weitergegeb
n’;gj’ q FOU 0 FOU gegeben
n k
2. Schritt VR,,,

pE)Q](R‘F‘OU) = po(ﬁFOU) 7
5p§:[2](RFOU) = 5'0;:[2][{0[731]“ }](RFOU) — {5Vq ( FOU)}

nzk

7(x) >3 >3 ()12
KRR, ) = ‘;Vr;rquf( Rrg) > G (R )}

P17 = (k' | ud T8 | )y + (n'F | SVIDR |

nk
2 L =g
50[7/;_-1 = Sj - F(i;!;/ /(Eng — E’n’k‘l)
n k nk
2 _ A~ (2]
Cn/]-(;‘l -_ Cn’i(;" + 50‘”’]‘5—.’
n k n k n k
— 2, 6p2 (R d pN(R d b
ey 0p7 " (Rypy) und pg (R, ) werden weitergegeben
n k

3. Schritt u.S.W.
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Verallgemeinert
i. analog zu Schritt 1 und 2
Schritt
. opF (R d pb (R
— n ,;_ pq’ ( FOU) un :00 ( FOU)
n k
werden VﬁFOU weitergegeben .
(i+1). o VR,,, :
Schritt e Rro) = 0 (Frcy)
i+1], 3 i+1] 5 5 @] 2
0o (Boo) = 7 O N Bpor) = {8V (R i)}
n2k2
7(E) 74 2] +[+1], 3 —»(:i:)[z 1, 2
LN (Brgy) = Handp ™ (Ryou) = 0L (R o)}
=¥ i 137 137 ~ §E =,
FTOMY = (B | g0 k) + 'k |6V T | nk)
nk
1] o =@+
5C[n'ic'_' =95 F(i'jc" /(EnE - En'l_c")
n k nk
C[j/;l - C[Z}II;/ + 50&/];1/]
n & n & n %
— CE,{,},d q?[iH](R'FOU) und pg+1](ﬁF ) werden weitergegeben
n k
U.S.W.
scttll
. . n' k
Abbruch: | V CE,{, |C’E:,{,]| >0 gilt Ajip1] = max |—k-| < e
n k n k n'k’
n
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Abbildung 3.1: Fluf8 der Matrixelemente fiir das Phonon ¢ = (0,0, 1)
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Abbildung 3.2: Fluf8 der Matrixelemente fiir das Phonon §= (0,0, 1)
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Abbildung 3.3: Fluf§ der Matrixelemente fiir das Phonon ¢ = (0, 3,0)
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Abbildung 3.4: Fluf der Matrixelemente fiir das Phonon ¢ = (i, —%, i)
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Abbildung 3.5: Flufl der Matrixelemente fiir das Phonon ¢ = (—1, 3, 3)
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Abbildung 3.6: Fluf8 der Matrixelemente fiir das Phonon ¢ = (0,0, 3)
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Abbildung 3.7: Fluf8 der Matrixelemente fiir das Phonon §= (3,32, 1)
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Abbildung 3.8: Fluff der Matrixelemente fiir das Phonon = (3, 1,3)
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Abbildung 3.9: Flufi der Matrixelemente fiir das Phonon § = (i, 1,
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Abbildung 3.10: Fluf der Matrixelemente fiir das Phonon § = (—3,0,1)
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Die Ergebnisse der selbstkonsistenten Berechnung sind in den Abbildungen 3.11-
3.25 graphisch zusammengefafit. )
Die Abschirmungskoeffizienten fiir die einzelnen Ubergiinge werden geméfl

b

!

s S
£

A

n
n

(3.60)

£y
S

, :‘ C[.c;

Y
E i £

s 3

definiert. 7, ist die Nummer des Iterationschrittes, bei dem die selbstkonsistente
Berechnung abgebrochen wird. Je grofler der Abschirmungskoeffizient fiir einen
Ubergang, desto stirker wird dieser Ubergang unterdriickt.

Die Abschirmungskoeffizienten zu den Phonon-Impulsen kénnen aufgrund der
Vierdimensionalitéit der Diagramme nicht dargestellt werden.

In den folgenden Abbildungen sind daher die Nummern der Phononen—Paare
aus der Tabelle D.1 auf die x-Achse aufgetragen. Die senkrechten Geraden, die
der Anschaulichkeit dienen sollen, geben Intervalle an, in denen Phononen glei-
che Impuls-Betrige besitzen. Die bei Betrachtung zweier Geraden jeweils links
liegende Gerade symbolisiert die untere, die rechts liegende die obere Intervall-
grenze. Die obere Grenze wird allerdings nicht in das Intervall mit einbezogen,
sondern liefert die untere Grenze des niichsten Intervalls. Auf der y—Achse sind
ausgewdhlte Abschirmungskoeffizienten aufgetragen. Mathematische Bedeutung
haben ausschliefllich die Werte mit ganzzahliger Phononen-Paar-Nummer.

Die Abbildung 3.11 zeigt die maximalen Abschirmungskoeffizienten, die durch ein
Phonon mit definierter Nummer erzeugt werden. In Abbildung 3.12 sind die ma-
ximalen Abschirmungskoeffizienten dargestellt, die durch ein numeriertes Phonon
an der Fermi—Kante entstehen. In den Abbildungen 3.13 und 3.14 sind die mini-
malen Abschirmungskoeffizienten zu finden. Auch hier sind die Koeffizienten, die
durch ein Phonon im allgemeinen und an der Fermi—-Kante im speziellen erzeugt
werden, getrennt dargestellt. Es existieren, wie man sieht, Uberginge, die unter
Einflufl der Austausch—Korrelationseffekte erheblich verstiarkt werden. Der Effekt
an der Fermi—Kante ist allerdings viel schwiicher als fiir den allgemeinen Fall.
Die Abbildungen 3.15 und 3.16 stellen die Mittelwerte der Abschirmungskoeffi-
zienten eines numerierten Phonons graphisch dar. Auch hier ist der allgemeine
Fall von dem an der Fermi-Kante separiert. Diese Mittelwerte stellen in stark
vereinfachter Weise dar, wie sich die Austausch—Korrelationseffekte mefibar auf
die Ubergangskoeffizienten auswirken.

In den Abbildungen 3.17-3.25 sind die maximalen, die minimalen und die mittle-
ren Abschirmungskoeffizienten aufgetragen. Die Uberginge an der Fermi-Kante
unterscheiden sich von denen des allgemeinen Falls.

In den Abbildungen 3.11-3.25 ist im wesentlichen die Anisotropie von Ubergiingen
unter dem Einflufl der Elektron—Phonon-Wechselwirkung veranschaulicht.
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Abbildung 3.11: Maximale Abschirmungskoeffizienten der Phonon—Paare ¢ und —
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Abbildung 3.12: Maximale Abschirmungskoeffizienten an der Fermi—Kante
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Abbildung 3.13:
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Minimale Abschirmungskoeffizienten der Phonon—Paare ¢ und —
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Abbildung 3.14:

Minimale
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Abschirmungskoeffizienten an der Fermi-Kante
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Abbildung 3.15: Mittlere Abschirmungskoeffizienten der Phonon—Paare ¢ und —¢
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Abbildung 3.16:
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Mittlere Abschirmungskoeffizienten an der Fermi—Kante
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Abbildung 3.17: Vergleich maximaler Abschirmungskoeffizienten in 1-0-0-Richtung
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Abbildung 3.18: Vergleich maximaler Abschirmungskoeffizienten in 0-1-0-Richtung
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Abbildung 3.19: Vergleich maximaler Abschirmungskoeffizienten in 0-0-1-Richtung
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Abbildung 3.20: Vergleich minimaler Abschirmungskoeffizienten in 1-0-0-Richtung
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Abbildung 3.21: Vergleich minimaler Abschirmungskoeffizienten in 0-1-0-Richtung
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Abbildung 3.22: Vergleich minimaler Abschirmungskoeffizienten in 0-0-1-Richtung
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Abbildung 3.23: Vergleich mittlerer Abschirmungskoeffizienten in 1-0-0-Richtung
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Abbildung 3.24:

Vergleich mittlerer Abschirmungskoe
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ffizienten in 0-1-0-Richtung

Allgemein —+—

Fermi-Kante — < —

Buny1y-(0'T'0) BIp Ul JuBIZIYROYSBUNWIYISAY

141

126129

102

86 90

Phonon-Paar-Nr.

~
—
<
—
o
—




Vergleich der Mitl. Abschirmung allgemein und an der Fermi-Kante

Austausch-Korrelationseffekte in der Abschirmung 73

Abbildung 3.25: Vergleich mittlerer Abschirmungskoeffizienten in 0-0-1-Richtung
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Kapitel 4

Transporttheorie

4.1 Die Boltzmann-Gleichung der Leitungselek-
tronen und die begrenzte Giiltigkeit der Re-
laxationszeitniherung

Schrinkt man die Elektron—Phonon—-Wechselwirkung auf die zeitabhiingige Sto-
rungstheorie erster Ordnung ein, so kann die klassische kinetische Boltzmann—
Gleichung auch im nicht Gleichgewichtsfall als gute Ndherung der quantenme-
chanischen kinetischen Gleichung fiir die Leitungselektronen in einem Metall oder
Halbleiter angenommen werden (siehe [98]).

Bloch hat als erster die klassische kinetische Boltzmann—Gleichung herangezo-
gen, um die Transportphéinomene in Metallen zu beschreiben. Seine Uberlegun-
gen basieren auf der Analogie zur klassischen kinetischen Gas-Theorie. In der
klassischen kinetischen Theorie liefert die Boltzmann—Gleichung

die Gleichgewichtsverteilungsfunktion® eines Systems unter dufieren Einfliissen. p'
ist der klassische Impuls, 77 der Ortsvektor und ¢ die Zeitvariable. Die linke Seite
von Gleichung (4.1) ist das Stromungsglied. Es umfafit die Wirkung der dufle-
ren Krifte bzw. Felder auf das System. Das Stoffintegral (%f)swﬁe, auch Stofterm
genannt, gibt die klassischen Stoflvorgéinge zweier Teilchen im System an. Im phy-
sikalischen Sinne beschriebt die Boltzmann—-Gleichung damit das Gleichgewicht
zwischen den dufleren Kriften und den inneren Kréften. Die Verteilungsfunktion
der Elektronen in einem Metall verdndert sich aufgrund &uflerer elektromagneti-
scher Felder und rdumlicher Inhomogenitéten. Die rdumlichen Inhomogenititen
entstehen infolge des Temperaturgradienten und des chemischen Potentials. Die
Veréinderung findet solange statt, bis sie durch die Streuung der Elektronen an

!die Wahrscheinlichkeitsdichte im (7, 7)-Raum
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den Gitterschwingungen und an den Gitterbaufehlern kompensiert wird und sich
ein Gleichgewicht einstellt.
In einem Metall kann die Boltzmann—Gleichung fiir die Leitungselektronen? geméf

O TY) G pnkt, 7 ) & 45 (7 0) 9T 4 (ﬁ) =0 (42
ot ot Stofle

angegeben werden. f (nE, 7,t) in (4.2) ist die Verteilungsfunktion der Leitungs-
elektronen. Die ersten drei Terme dieser Gleichung bilden das Strémungsglied.
Es schreibt sich als die totale Ableitung der Verteilungsfunktion nach der Zeit

ZUL IR ko oz AP df(nk, 7t

dt dt dt
Der Stofiterm ist wie folgt definiert

0 - b o
(3_{)%6 = Y L= fop) Wk n'E) = frp (1= f) WK, nk)]. (4.3)

Der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung (4.3) beschreibt die Streuung
eines Elektrons an einer Gitterschwingung, das von dem Zustand nk in den Zu-
stand n'k iibergeht, der zweite Term gibt den entgegengesetzten Streuvorgang
an.

Fiir die Bloch—Zustinde gilt

dr R

dk e = e = -

— = —F+——V+:E :xH 4.5
at R T Rz VETEX (45)

E symbolisiert das elektrische Feld und H das Magnetfeld.
Fiir die Elektronen hat die Boltzmann—Gleichung nach (4.4) und (4.5) die Gestalt

af (nk,7,1) N l

€ = e
CEL S
o +

7 7'126 6EEnl—c' X ﬁ] ﬁgf(nlz, F, t)
Of i

1 — — —
— Vi E & T 7_’7 =0.
+ l Vi nk] Vi f(nk,7t) + ( 9t )Stﬁﬁe

- (4.6)

Der zweite Term der obigen Gleichung beschreibt die Auswirkung der dufleren
elektromagnetischen Felder. Der dritte Term der Gleichung (4.6) gibt die Aus-
wirkung des rdumlichen Temperaturgradienten und des chemischen Potentials
wieder®. Aus mathematischer Sicht ist die Boltzmann-Gleichung (4.6) fiir den

2In der Literatur auch unter dem Namen Bloch-Gleichung zu finden.
3Dies wird im Abschnitt 4.2 fiir die linearisierte Form der Boltzmann-Gleichung gezeigt.
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allgemeinen Fall eine nichtlineare Integro—Differentialgleichung. Daher ist es prak-
tisch nicht mdoglich, sie fiir den allgemeinen Fall zu 16sen. Fiir die approximative
Losung der Boltzmann—Gleichung sind zwei Aspekte von Bedeutung:

1. Bei den schwachen Stérungen ist die Linearisierung erlaubt.

2. Die Losung der linearisierten Boltzmann—Gleichung kann bei der speziellen
Struktur der Ubergangswahrscheinlichkeiten sehr stark vereinfacht werden.

Falls die Ubergangswahrscheinlichkeiten isotrop sind, d.h. falls
W(kk) = Wk—-k)=wW(@a(k-k)), (4.7)

mit & als eine beliebige Drehmatrix in drei Dimensionen, so gilt fiir die lineari-
sierte Boltzmann—Gleichung die Relaxationszeitndherung

af .z _ foi— fo(nk)
(8—tk>St6ﬁe_ ) T ’ (4.8)

mit 7 als Relaxationszeit und fy(nk) als Verteilungsfunktion ohne &uBere Felder.
Das Modell des homogenen Elektronengases und das Debye-Modell fiir die Git-
terschwingungen liefert isotrope Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Die in dieser Arbeit verwendeten Ubergangskoeffizienten lassen sich aus den Uber-
gangskoeffizienten zu (2.15) durch Multiplikation mit Amplituden gewinnen, wel-
che entsprechend der Bose-Einstein—Statistik als temperaturabhéngig angenom-
men werden. Die Ubergangskoeffizienten sind anisotrop. Dies kann man deutlich
am Beispiel der Abschirmungsdiagramme in den Abbildungen 3.11-3.25 sehen.
Dort sind die Abschirmungskoeffizienten zu den Phononen mit gleichen Impuls-
betrégen aber verschiedenen Impulsrichtungen zwischen den vertikalen Linien
eingetragen. Die Phononen—-Impulse sind dabei bis auf einen passend gewéhlten
reziproken Gittervektor K auf die Differenzen k — k' eingeschrinkt. Im Falle der
isotropen Ubergéingen miifite man in den Abbildungen horizontale Geraden zwi-
schen den vertikalen Geraden sehen.

Zusitzlich zu den Ubergangskoeffizienten liefert das Schwingungspektrum der
Phononen einen Beitrag zur Anisotropie der Ubergangswahrscheinlichkeiten (sie-
he [27]). Damit kann die Relaxationszeitniherung zur Loésung der Boltzmann—
Gleichung hier nicht verwendet werden.

Nimmt man kleine duflere Felder an, so 148t sich die Boltzmann—Gleichung linea-
risieren und mit Hilfe des Kohlerschen Variationsverfahrens in der linearisierten
Form 16sen.
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4.2 Linearisierung der Boltzmann-Gleichung
fiir Leitungselektronen

Die folgenden Uberlegungen basieren auf den Mitteilungen von Bross [24].
Setzt man Gleichung (1.29) in Gleichung (4.3) ein, so ergibt sich

af 2r N .
(E)SE — 2 n(q,5)?
n”]gl

. {an(1 - fn’E’) | g(qaj)<n’E’ | ‘75”66” | nE)WSZ|2

g0 ragi2 S (Bui — B + hw(7,4))
+ fg (= Fup) 1 €@ DE | Vitreen | 1E )iy’
(g + V) 0 g2 0 (Bui = By — hw(d,4))
— fup (L= F.2) |8, 5) (K | Vicreen | n'E ) s, 2
3,00 grgrit 0 (B — B + hw(@.9))
— Fup (U= £, [E7(@, ) (K | Vigeen | 0K Yy,

(g + 1) 0 g6 (B — B — ho(&, j))} :

(4.9)
Da
| elg,j) (nk | ‘Z’creen | n'k Ywsz |2
= élq, j) (nk | ‘Z’creen | n'k Ywsz€ (g, J) (nk | V:;reen | n'k Ywsz
= 18(a,5) (K | Viereen | 7'E )iy, (4.10)
gilt, 148t sich das Stoflintegral schreiben als
of 2n N .
()2 o S 0P { [0 = fyphmsa = fp 1 = Floia 1)
qa,)
nl,-c-l

&g, )N E | Vicreen | 1Yo, P07y 20 (B — B + 1o(d, )
+ £ = fop)(ig+ 1) = fop (= f0n50]
: |€*(Q7j)<nlkl | Vvs*creen | nk)wsz‘zéﬁ—l_c"—q’+1?5(EnE - En’l_g" - hw(cfa ]))}
(4.11)
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Sind keine dufleren elektromagnetischen Felder und kein Temperaturgradient vor-
handen, so ist die Verteilungsfunktion f ; die Fermi-Dirac-Funktion

- 1 1

( ist das chemische Potential. Es folgt das Prinzip des detaillierten Gleichgewichts

(a—f) —0 . (4.13)

Ot / stose

Nimmt man an, dafl nur die linearen Terme in den Feldern der Boltzmann—Glei-
chung berticksichtigt werden, d.h. geht man von kleinen Feldern aus, so 148t
sich die Boltzmann-Gleichung in eine lineare Integralgleichung umformen. Die
Ableitung % ist linear in den Feldern. Damit erhélt man fiir den zweiten Term
der Boltzmann-Gleichung (4.6)

4

L. dk o . dk  9fy(nk) o dk
Vi f(nk,7,t) il Vi fo(nk) i OE Vi E : pn
e 2 e = 210 f5(nk) =
3 n/; — -
Ohlnh) _ _g fy(n)(1 = fo(nk)) (4.15)
OF ;

Im dritten Term der Gleichung (4.6), d.h. [% ﬁ,; EnE] ﬁff(nl_c', 7,t) sind der Tem-
peraturgradient und die Ortsabhingigkeit des chemischen Potentials entschei-
dend. Man hat

1

(F i~ CORsT) 4 1

B [ Ez;—¢
T

ﬁf‘f(nk—‘af‘at) = 6'F‘

d fo(nk)
OE,

8f0 (n
oE i

6FT+6F€(F)]

x> T

= —[EnE 6FT+T§F C(F)]

)
- - . (4.16)

Es folgt

[% ViE| Vi f(nk,7t) =

“Dies gilt nach der Identitit
[fn'?(l = fwidnig = Foe (U= fip)(njq + 1)] ‘

PE =0 176B(Eng—En:E1+ﬁw(q‘,j))]

f:foé(E"E — By +1w(dj)) =

o 5( By = By +hw(@4)) = 0 in Ausdruck (4.11)

(?Enkm 41y (e +1) (efre(@3) —1)
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Die Boltzmann—Gleichung (4.6) kann nach (4.14) und (4.17) geschrieben werden
als

df (nk, 7, t) L e o I S ~ (M) 0fo(nk)1 =
—_— E+—V:E :x H— —2V:T —-TV: —V:E =
5 + |e +h20V’“ B X e \Y \Y T | 0E . hvk i
of =
+( ’““) =0. 4.18
ot Stofe ( )
Ohne dufleres Magnetfeld gilt dann
Of(nk,7t) [ = EBis . ((M)] 0fo(nk) 1 Of i
—— E— VT —TV: —V:E = (—"k) =
T A S B ToRa AL vy
(4.19)
Im folgenden wird die Verteilungsfunktion in der Form
Fnk 7 t) = foni) — 2008 g0 (4.20)
oE ;

dargestellt und die Boltzmann-Gleichung (4.19) nach & umgeschrieben. Dafiir
werden zun#chst die Ausdriicke in Gleichung (4.11) vom Typ

an(l - fn'lzl) Njg— fn'E' (1 - an)(nj7§+ 1) (421)
fiir ® linearisiert dargestellt

A = fiQ—=Ffre)nig— foe(— fp)(ng+1)
= folnk)[1= fo(n'k)Injz— fo(W'k) [1 = fo(nk)][nq+1]

% lfO(TLE) njg+ (1 — fo(n/;))(nj,g—i- 1 )] (b(nlEI)
n'k'
_ 63"(271;) l(l — fo(W k) njg+ fo(n'k ) (njg+1 )] ®(nk). (4.22)
Mit
foE)[1 = fo('E) I njg= fo(n'kE)[1 = fo(nk)][njz+ 1] (4.23)
wird A zu
_ agén;:) [(1 — o' E)) njg+ fo('E)(njz+1 )] d(nk). (4.24)
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Ersetzt man in der oberen Zeile dieser Gleichung n; 7+ 1 und in der unteren Zeile
nj,q durch die dquivalenten Ausdriicke nach (4.23), so erhélt man

fo(n'k) fo(nk) ooy _ Ofo(nk) fo(n'k) r
OB,z fon'F) njq ®(n k) — OB,z fo(n) (njz+1) ®(nk).
(4.25)
Nach dem Einsetzen (4.15) und (4.23) in (4.25) erhélt man fiir A
A= =B~ fo(n'k)) fo(nk) njq[®(n'E) — ®(nk)] . (4.26)

Die weiteren Umformungen beziehen sich auf den Ausdruck

B = B(1-fo'k)) folnk) 6( E,z — By + hw(d,5))
= B(1— fo(B+1w(q.4))) fo(nk) 6( Bz — By + hw(d,5) )
~ 8(1 folnk) — 27 5)) fonk) 6 By — By + b))
nk
— 51 - flo)) o) — ho(@ ) 5 22 oy (1.27)
nk
Nach Gleichung (4.15) hat man
hw(§, j L 1 0fo(nk .
B = —[1+ °Ziqu)f0(nk)] Jgé:g)é(EnE—EnfE/+hw(q,j)). (4.28)

Da sich die Ableitung der Fermi-Dirac—Funktion fast wie eine é—Funktion mit
negativem Vorzeichen verhiilt? und daher nur in einem sehr schmalen Bereich
um die Fermi-Energie einen Beitrag liefert, kann die obige Gleichung verkiirzt
geschrieben werden als

hw(g, 7)

B = |1
l+2kBT

] 0(Er - E;) 0(Er - Eyp) - (4.29)

Setzt man A und B aus (4.26) und (4.29) in Gleichung (4.11) ein, so folgt

5Siehe Gleichung (A4.50) aus Anhang A.3
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(5).z ~ 5 S ntai)Po(Er = E,g) 8 e = B ) |1+ T2 | g

/-/
n k

: { ‘€(Q:])<n k | Vscreen ‘ nk >WSZ|25E*E’+LT—|—I?

© @) nE | m|n/‘é>wsz|26,g_,y_q.+g}[@m’é’)—@(nl%')].

Es ist sinnvoll, den obigen Teilausdruck

= I_'I _ 27TN 2 hw(q_;])
V(nk,nk) = —qZ;m q,7 6<EF—E k)é(EF—En,EI)[l—i— 2T njq
{ |€(Q,j)<n’k, | Viereen | nk >WSZ|25E_E'+§+I?
16 @D | Vi | 0B b PO s | (430

separat zu definieren. Eine wichtige Eigenschaft von V(nE, n /Z’) ist die Symmetrie
in den Indizes

Vink,n'k)=V@'k nk) . (4.31)
Mit dieser Definition erhéilt der Stofliterm

<g> =-> V (nk, n'l?)[q)(n

8t Stﬁﬁe 1571
nk

1 g

k) — ®(nk)] (4.32)

sowie die Boltzmann-Gleichung aus (4.19)

af(n];afat) — Pg— - C(F) 8f0( ) 1 -
—a " lEE 7 Vil =TVi=p ] > 7 Vit
= Y V(nkn'k)[2n k) — 2(nk)] (4.33)
n'k’

eine einfache Struktur. Sucht man nach einem makroskopischen zeitunabhéngigen
stationédren Zustand, so darf keine explizite Zeitabhéngigkeit der Verteilungsfunk-
tion vorliegen. Die Boltzmann—Gleichung wird dadurch zu einer linearen, inho-
mogenen Fredholmschen Integralgleichung zweiter Art

= B = ¢(F) | 9fo(nk) 1 &
F-SeEg.r-T -E
b Vel = IVe | g h Vi
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mit der Inhomogenitét

D .
¢E — VT ~TV; ()

dfo(nk) 1
T | 0E; p Vi L

4.3 Losung der linearisierten Boltzmann-Gleich-
ung und die Verkniipfung mit der makro-
skopischen Physik

Die folgenden Uberlegungen basieren weitesgehend auf der Arbeit von Bross [27].
Die Boltzmann-Gleichung (4.34) zerfillt aufgrund des Ansatzes

(1) 5 (M1 _ o]
®(nk)=x\2[e E-TV; - ] - % [TVFT] (4.35)
in zwei unabhingige Gleichungen fiir X( :2) , ndmlich in
2 ot o Le o Ofo(nk)
> Vink,n'k ) — %] = = ViE,; o7 . (4.36)
n'k n
und
@ @) _ 1y g Ohnk)
Z Vnkn'B)[%0e — %] = 5 BuiViPui T p (4.37)
Dies 148t sich iiber die Gleichung
) _ ey g . Ofo(nk)
>V (nk, 0 B) [ = %od] = 5 Bog Vi B 5 t (4.38)
nk n
mit ¥ = 1, 2 zusammenfassen. Die elektrische Stromdichte
- 1~
=ed, + ViEuilu (4.39)
nk

wird durch die Verteilungsfunktion definiert. Nach (4.20) ergibt sich explizit

- 1> = 1 - 8 n]; =
J=ed +ViEjpfonk) —e} = ViE Jg)é 12) O(nk) . (4.40)
nk n

nk

Wegen der Inversionssymmetrie von E ; trigt die erste Summe nicht bei. 7 wird
7u

i= —% Z V:E 5{;2 z) O(nk) . (4.41)

n



84 Kapitel 4

Setzt man fiir ®(nk) die Terme Y2 nach Gleichung (4.35) ein, so hat man

[ = C(T

Y
k

<.
|I
D"l ®

- afo(n];) ( () 1 —
zk;v oB | | - E[fVFT] . (4.42)
In diesem Ausdruck ist die Funktion dfo(nk)/ OF  entscheidend. Thre Eigen-
schaft, siehe (A.50), fiihrt dazu, dafi die unmittelbare Umgebung der Fermi-Kante
den grofiten Beitrag zum elektrischen Strom liefert.

Man fiihrt die Tensoren

l e Ofo(nk) )
K,=——-) V:FE - —— O 4.43
— h%%k OB, 449

mit ¥ = 1,2 und ® als Tensorprodukt ein. Die elektrische Stromdichte kann dann
als

jzjq[éﬁ—eTﬁfﬁﬁ] %g;vcr (4.44)

geschrieben werden. Die obige Gleichung 148t sich fiir das elektrische Feld nach

S 14 1 - 1 » -
E=—Vel() + 5 K7+ — | K™ Ky = C(7)| Ve T (4.45)

umformen. Die spezifische elektrische Leitfihigkeit ist somit
a=eK; . (4.46)

Fiir den Peltier—Koeffizient gilt

O=—-|K 'K~ (), (4.47)

o . (4.48)

Analog zur elektrischen Stromdichte kann die Wérmeleitstromdichte

— 1 =
W= =) EpViEgfu
nk

= — — @(nk) (4.49)

Df‘
Q
&
I
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behandelt werden. Nach Einsetzen in die Gleichung (4.35) ergibt sich die Wirme-
leitstromdichte

__ZE k nkag(é ){ﬁsk)[ 6?4(_)] —X'(Q)[lﬁrT]}. (4.50)

Fiihrt man die Abkiirzungen

1 = dfo (nE) ~(v—2)
v =—7 Y EiViE 5 — X% 4.51
— B ~ nkvk nk aEnE ®Xnk ( )
ein, mit v = 3,4, so ist
0fo(nk »
K = ——Z[ —¢|VzE,; g‘}éq)® Otk (4.52)
nk
o Ofo(nk)
Ky = ——Z[ | VB, a(’]é )@ D 4Ky, (453)
nk
oder in der Kurzform fiir v = 3,4
1 0fo(nk) _ 9
K, —%% B, — ¢|ViE,; o - ®X ) +(Kyn (4.54)

Da —0fo(nk) /OE, i nach (A.50) in die 6~Funktion bei T=0 iibergeht, verschwin-
det die Summe iiber nk in Ky bei T=0. Die Wirmeleitstromdichte kann dann als

1
] 3 LA (4.55)

geschrieben werden. Ersetzt man E nach Gleichung (4.45), so hat der obige Aus-
druck die Gestalt

1 - 1 —
w:—gg—lﬂf[gg—lﬁ—g]w . (4.56)

[ﬁﬁ—lg—g] . (4.57)
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4.4 Die Enskogsche Losungsmethode fiir die
linearisierte Boltzmann-Gleichung

Die Losungsmethoden auf der Grundlage des Variationsprinzips werden hiufig
zur Losung von Integralgleichungen herangezogen. Dabei wird nach einem Funk-
tional gesucht, dessen Extremalwerte mit den L&sungen der Integralgleichung
iibereinstimmen. Die Extremalwerte konnen exakt oder ndherungsweise (z.B.
nach der Ritzschen Methode) berechnet werden. Der grofite Vorteil derartiger
Methoden ist die numerische Stabilitdt und hohe Genauigkeit.

Der Kohlersche Linearoperator wird hier zuniichst® fiir einen beliebig integrier-
baren Funktionensatz &, ; eingefiihrt

L& =Y Vnk,n'k) (& — Evp) - (4.58)

17
n k

V(nk,n'k') ist dabei in den Indizes symmetrisch, d.h. V(nk,n'k') = V(n'k , nk).
Man definiert das Skalarprodukt

Y b lled] = X i VOkn'B) (&g — &op)
nk

! k/
k

S.3

]- bad 13
= 5 Z (’l,bn,‘c‘ - wn:,;/)V(nk, nk ) (gnﬁ — gn'l_c") s (459)
mit den Eigenschaften
Y lled = X &l (4.60)
nk nk
~ 1 pnd 1
> &illed = 52 Vinknk) (g — &) > 0. (4.61)
nk nE
n k

Die Boltzmann—-Gleichung ergibt sich nach den Gleichungen (4.36)—(4.38) zu

1 E(V_l) 8EnE Bfo(nﬁ)

T )

nk g

(4.62)

siehe [39]. Dabei ist » = 1,2 und 7 = 1,2, 3. Fiir ein festes ¢ betrachten wir eine

6Fiir weitere Details siehe [56] oder [25]
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weitere Funktion Yn(g), die folgende Nebenbedingungen

0 k

Z erg) % = 0 (Erhaltung der Teilchenzahl), (4.63)
ok nk

) Yn(g) E ; % =0 (Erhaltung der Gesamtenergie) , (4.64)
oE nk

- - _1y OE. = dfo(nk)
YOLYYW = SYWIRM | ==-3 yW gt Zonk 2000
(Enskogsche Zusatzbedingungen) (4.65)

erfiillt. Wird die Eigenschaft des Skalarprodukts aus Gleichung (4.61) fiir die
Funktion (Xi;-)z — Yn(g)) ausgeschrieben und die Enskogsche Zusatzbedingung aus
Gleichung (4.65) eingesetzt, so erhilt man das Enskogsche Maximumprinzip

Z [Xv(:;c)z B erg)]i[xlegz B Yn(llc:)]
= ZXJJZL[X AR ZYn")L[ i + YLV

nk

- an’QZL[X,S |-Svie] (466)

0

IN

In Kurzform lautet es
St k] P =0 (4.67)
nk

Die linearisierte Boltzmann—Gleichung kann damit auf ein Extremalwert—Problem
eines Variationsprinzips fiir das Funktional

ZY LIy®] , (4.68)

mit der Nebenbedingung (4.65), abgebildet werden. Die Diagonalelemente der
Tensoren K ;; und K, ; werden dann durch das Funktional aus Gleichung (4.68)

ausgedriickt

OE,; 0fo(nk)
— y L 2o 0
Kyi = ——§: iy 8kk T }ank LYY (4.69)

o @ p OB 0fo(n 2)
K4,zz - _ﬁ YnE Enk 8]411 8E ZYnk [ n-‘]’ (470)
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d.h. durch GréBen, welche extremal gemacht werden. Dies erhoht die Berech-
nungsgenauigkeit fiir die Diagonalelemente und in gleicher Weise jene der spe-
zifischen elektrischen Leitfdhigkeit im Vergleich zur Warmeleitfahigkeit und zur
Thermokraft.

Die Extremalforderung mit der Nebenbedingung (4.65) kann geschrieben werden
als

v) W71y _ L5 y0) g1 OB,z Ofo(nk)
5{2}31/ L[y ]—i—)\[ZEYnEL[YnE]—hZEYEEE P =0,
(4.71)
wobei A der Lagrangesche Faktor ist. Mit
AI
A= 4.72
14+ X (4.72)
wird die Extremalforderung zu
V)T v 1 v v— 5E af()(nk)
YOL[YW] -a-3 vyW gl —uk =0 . (4

Die Losung von Gleichung (4.73) zusammen mit Gleichung (4.65) kann mittels
des Ritzschen Ansatzes

Y =Y el (474)

gefunden werden. ¢7. 7 = 1,2,... ist ein vollstindiger inversionssymmetrischer
Funktionensatz, d.h.

Ok =Pn k- (4.75)

Dadurch werden die Nebenbedingungen (4.63) und (4.64) identisch erfiillt. Weiter
sind ., die gesuchten Ansatzkoeffizienten. Damit ergibt sich fiir (4.73)

aEnk 8f0 (’I’Lk)

{Zm,zgpg[ V=AY ar S eE b }_0

nk 8kZ
(4.76)
Dies ist dquivalent zu
@1 ) 1 () (1) OF & 0fo(nk)
2;2@7, Z%EL[%E =2 =2 o B (%' o5 - (4.77)
T nk nk t n
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Fiir die Nebenbedingung aus (4.65) hat man

v—1) OE, 1 0
ZaTosz@,;) [ ] ZaT Z E;; aktk Z;Oén/?) . (478)

Multipliziert man die Gleichung (4.77) mit c, und summiert iiber 7, so erhélt
man die Nebenbedingung (4.78), wenn A = 2 ist. Daraus folgt der endgiiltige
Ausdruck fiir die Extremalbedingung

, ) 1 (1) (v aEnk afO(nk)
Za Zgo,;[ ] h%gonkEE oF 0B (4.79)

Dies ist ein lineares Gleichungssystem, welches die Ritzschen Entwicklungskoef-
fizienten o, liefert.

Die Symmetrie-Eigenschaft (1.39) erlaubt es auch bei der Lésung der Boltzmann—
Gleichung, k nur aus dem irreduziblen Keil und k¥ aus der ganzen ersten Brillouin—
Zone mitzunehmen.

Der in dieser Arbeit verwendete Ansatz und die Ergebnisse der Berechnung des
spezifischen elektrischen Widerstandes bzw. der spezifischen Leitfahigkeit werden
im néchsten Kapitel vorgestellt.
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Kapitel 5

Diskussion der Ergebnisse

5.1 Ubersicht iiber die experimentellen Daten

In den vorangegangenen Berechnungen wurde angenommen, dafl das Metallgitter
absolut rein und von idealer periodischer Struktur ist. Derartige Anforderungen
sind im Experiment nur n&herungsweise bei Messungen an hochreinen metalli-
schen, vornehmlich einkristallinen Proben erfiillt.

Hochreine Einkristalle werden in erster Linie im Labor geziichtet, da sie sehr
selten in der Natur zu finden sind. Die Messungen zum spezifischen elektrischen
Widerstand nach Griineisen sind allerdings an natiirlich gewachsenen Einkristal-
len vorgenommen [44].

Das Ziichten von hochreinen Kupfer-Kristallen im Labor wird in mehreren Schrit-
ten durchgefiihrt. Als Ausgangsmaterial dient das chemisch hochreine Kupfer.
Dieses wird in speziellen Graphit—gefiitterten Quarz—Behiltern mehrfach geétzt
(z.B. in HNQO;) und anschliefend im Vakuum bei einem Druck p < 1075 Torr
in Quarz—Schmelzofen mehrere Stunden (ca. 15 h) stark erhitzt (auf ca. 1273 K)
und langsam abgekiihlt [43].

Die Qualitét der Probe wird durch das Restwiderstandsverhiltnis RRR. (Residual
Resistant Ratio)

RRR = % (5.1)

charakterisiert. Mit dem obigen Verfahren kann man Kupferproben mit RRR bis
zur GroBenordnung von 60000 herstellen [85].

Die Mefiverfahren von sehr kleinen Widerstinden und sehr niedrigen Tempera-
turen sind zudem #uflerst komplex [66, 86]. Die Anzahl der Daten hochwertiger
Messungen ist gering, obwohl Kupfer sehr gut erforscht ist und an verschiedensten
Kupfer—Proben zahlreiche Messungen durchgefiihrt wurden. In den drei folgen-
den Tabellen sind die Daten hochwertiger Messungen zusammengefafit.

In der ersten Tabelle 5.1 ist der spezifische elektrische Widerstand von Kupfer
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iiber den Bereich bis zum Schmelzpunkt von Kupfer (1357.6 K) dargestellt. Die
Zahl x vor N ist der Reinheitsgrad der Probe.! Bei der besten Messung von Dug-
dale aus dieser Tabelle liegt offenbar bei 14.558 K eine groflie Meflunsicherheit des
spezifischen elektrischen Widerstandes vor.

In der zweiten Tabelle 5.2 sind die hiufig zitierten Werte von Matula aus [73]
priasentiert. Sie griinden sich auf einer Analyse von zweihundertneunundsechzig
Veroftentlichungen iiber die Messungen des spezifischen elektrischen Widerstan-
des von Kupfer. Die hochwertige Messung von Dugdale ist allerdings in der Arbeit
von Matula nicht beriicksichtigt. Zudem ist bei den Daten unter 50 K eine Un-
genauigkeit hinsichtlich der richtigen Verunreinigungsbehandlung zu vermuten.
In der dritten Tabelle 5.3 sind die Daten von Rumbo aus [86] fiir hochreine
Kupfer—Einkristalle zusammengestellt. Die graphische Darstellung dazu findet
sich in den Abbildungen 5.1-5.6.

Tabelle 5.1: Spezifischer elektr. Widerstand von Kupfer bis zum Schmelzpunkt

TinK,pin uQcm
Dugdale (1965) Moore (1967) Laubitz (1967) Roeser (1941)
6N,RRR=3400 5N+,RRR=900 | 5N+ ,RRR=900 | x,RRR sind unbekannt
T p T p T p T p

4.200 || 0.00050 4.2 0.001718 || 300 1.723 77 0.1825
14.558 || 0.00016 85 0.248 400 2.396 173 0.8689
23.278 || 0.00157 90 0.282 500 3.077 273 1.560
30.972 || 0.00638 100 0.350 600 3.769 373 2.232
36.680 || 0.01380 110 0.418 700 4.479 473 2.905
43.162 | 0.02744 120 0.488 800 5.211 573 3.586
49.032 || 0.04516 130 0.558 900 5.971 673 4.285
57.528 || 0.08050 140 0.631 1000 6.764 773 5.008
66.449 | 0.12628 150 0.702 1100 7.594 873 5.764
73.680 | 0.16937 175 0.876 1200 8.469 973 6.564
84.921 | 0.24208 200 1.047 1250 8.923 1073 7.413
98.169 || 0.33307 | 225 1.219 1173 8.321
110.620 || 0.42132 250 1.389 1273 9.298
117.178 || 0.46746 || 273.16 1.546
133.033 || 0.58023 275 1.556
1562.720 | 0.7191 300 1.725
175.550 || 0.8784 325 1.893
188.174 || 0.9687 350 2.062
208.061 || 1.1017 375 2.229
250.187 || 1.3865
297.855 || 1.7055

z—Mal

—~
Lz N bezeichnet den Reinheitsgrad von 99.9---9 %. + nach N bedeutet, da§ die Zahl nach
der letzten 9 des Reinheitsgrades grofler als 5 ist.
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Tabelle 5.2: Spezifischer elektr. Widerstand von Kupfer bis zum Schmelzpunkt

Analyse von Matula (1979)
Tin K, pin puQem
Matula 1 (pg = 0.000 ) Matula 2 (py = 0.002)
T p P
1 0.00200
4 0.00200
7 0.00200
10 0.00200
15 0.00202
20 0.000798 0.00280
25 0.00249 0.00449
30 0.00628 0.00828
35 0.0127 0.0147
40 0.0219 0.0239
45 0.0338 0.0358
50 0.0498 0.0518
35 0.0707 0.0727
60 0.0951 0.0971
70 0.152 0.154
80 0.213 0.215
90 0.279 0.281
100 0.346 0.348
125 0.520 0.522
150 0.697 0.699
175 0.872 0.874
200 1.044 1.046
225 1.215 1.217
250 1.385 1.387
273.15 1.541 1.543
293 1.676 1.678
300 1.723 1.725
350 2.061 2.063
400 2.400 2.402
500 3.088 3.090
600 3.790 3.792
700 4.512 4.514
800 5.260 5.262
900 6.039 6.041
1000 6.856 6.858
1100 7.715 7.717
1200 8.624 8.626
1300 9.590 9.592
1357.6 10.169 10.171
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Tabelle 5.3: Spezifischer elektr. Widerstand von Kupfer unter 8.5 K

Rumbo (1975)
T in K, pin 10~2Om=10"*uQcm
Cul Cu3 Cu4
6N,RRR=13690 | 6N,RRR=8810 | 6N,RRR=7380

L T » [ T o [ T] » |
0.000 || 1.131555 || 0.000 || 1.7591 || 0.000 || 2.1010
1.183 1.132 1.160 || 1.7596 || 1.173 || 2.1010
1.201 1.133 1.430 || 1.7597 || 1.194 | 2.1012
1.379 1.132 1.978 || 1.7605 || 1.406 | 2.1010
1.804 1.132 2.203 || 1.7611 || 1.653 || 2.1013
2.085 1.133 2.302 || 1.7613 | 1.936 || 2.1015
2.381 1.135 2.561 || 1.7621 | 2.220 || 2.1020
2.590 1.133 2.833 || 1.7630 || 2.470 || 2.1028
2.922 1.136 2.866 || 1.7630 || 2.798 || 2.1026
3.300 1.137 3.082 || 1.7638 || 3.034 || 2.1037
3.606 1.140 3.274 || 1.7649 | 3.312 || 2.1065
4.007 1.142 3.520 || 1.7660 | 3.748 || 2.1080
4.361 1.147 3.810 || 1.7676 | 4.105 || 2.1103
4.591 1.149 4.028 || 1.7690 | 4.512 || 2.1148
4.862 1.151 4.358 || 1.7719 || 4.716 || 2.1171
5.170 1.156 4.607 | 1.7743 | 5.210 || 2.1232
5.520 1.162 4.814 || 1.7763 || 5.480 || 2.1271
5.752 1.167 0.133 || 1.7804 || 5.776 || 2.1319
9.909 1.170 5.356 || 1.7837 || 6.069 || 2.1371
6.158 1.176 5.588 || 1.7876 | 6.265 || 2.1409
6.429 1.184 2.793 || 1.7911 || 6.614 || 2.1488
6.737 1.193 6.014 || 1.7955 || 6.930 || 2.1525
6.984 1.198 6.270 || 1.8010 || 7.272 || 2.1610
7.218 1.205 6.467 || 1.8059 | 7.647 || 2.1752
7.418 1.212 6.729 || 1.8129 || 7.838 || 2.1820
7.664 1.225 6.980 || 1.8220 | 8.099 || 2.1923
7.872 1.232 7.280 || 1.8305 || 8.324 || 2.2035
8.087 1.243 7.451 || 1.8365 || 8.496 || 2.2133
8.314 1.254 7.728 || 1.8471
8.504 1.261 8.003 || 1.8626
8.251 || 1.8748
8.457 || 1.8840
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Experimentell gemessener Spezifischer elektrischer Widerstand von Kupfer

Abbildung 5.1:
p (1@ cm) >

Diskussion der Ergebnisse
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Abbildung 5.2:

p (1 Q om) ----->

Experimentell gemessener Spezifischer elektrischer Widerstand von Kupfer
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Abbildung 5.3:

Spezifischer elektrischer Widerstand von Kupfer (Doppeltlogarithmische Ableitung)
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Abbildung 5.4:

Doppeltlogarithmische Ableitung ----->

10

Spezifischer elektrischer Widerstand von Kupfer (Doppeltlogarithmische Ableitung)
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Abbildung 5.5:

p (1 Q cm) >

Spezifischer el. Widerstand von hochreinem monokristallinem Kupfer nach Rumbo(1975)
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Abbildung 5.6:

Doppeltlogarithmische Ableitung des spez. el. Widerstands von Kupfer nach Rumbo(1975)

' ' ' | ' ' Cul,RRR=13690 —+—
Cu3,RRR=8810 ------
; ; ; ; ; ; Cu4,RRR=7380 -~
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In den Abbildungen 5.7 — 5.9 sind die Tieftemperaturmessungen an einzelnen
Kupfer-Proben von Rumbo zusammen mit den Fit-Kurven vom Typ

prie(T) = Py + puT" = pry + Prir(T) (5.2)
dargestellt. Die Fit—-Kurven werden nach der Methode der kleinsten Quadrate
in zwei Schritten bestimmt. Zunéichst werden die Koeffizienten p%,, und p, bei
einem festen Wert von v aus den Experimentaldaten berechnet, so dafl

Nifes

00(Ppits Piin) = ; (prar(T;) — pi ™ (T))" (5-3)

minimal wird. Dabei ist Ny die Anzahl der MeSpunkte, p*?

. P(T;) der gemessene
elektrische spezifische Widerstand bei der Temperatur 7;. Im zweiten Schritt wird

der optimale Wert von v
Oy = muin Oo(pOFita Prit) (5.4)
gesucht. Abbildung 5.10 gibt den Wert von
o= 90 (pOFit’ p%’it)
- Npres Exp
Nures 221" p; " (T5)
an. Der Ausdruck im Nenner ist konstant. Er bringt die entsprechenden mathe-
matischen Gréflen in einen Mafistab. Abbildung 5.10 zeigt die Minima bei 3.370

(Cul), 3.690 (Cu3) und 3.395 (Cu4). Die geeigneten Fitkurven in 1 em lauten
also

(5.5)

prit(T) = 1.132-10°% +9.584 - 1072 - 73370 (Cul),
prit(T) = 1.760 - 107* + 4.680 - 1079 - 7369 (Cu3),
prit(T) = 2.101-107* +7.592 - 1079 - T33%  (Cud).

Anhand der Fitkurven wird deutlich, wie stark der temperaturabhéngige Anteil
des spezifischen elektrischen Widerstandes von der Beschaffenheit der Kupfer—
Proben abhingt. Zudem ist die Verletzung der Matthiessenschen Regel erkennbar.?
Die doppeltlogarithmische Ableitung von pg;(7") in der Form (5.2) kann darge-
stellt werden als

dl (T 3 hd 1
. v Fit
PFit T P 1+ ()
Fiir eine nahezu ideale Probe muf} p%,, < p%;,(T) gelten. In dem Fall ist
din(pri(T)) _
dinT (5.7)

Aus diesem Grund ist die Untersuchung der doppeltlogarithmischen Ableitung
des spezifischen elektrischen Widerstandes einer hochreinen Probe von Interesse.

2Die Regel besagt, dafl der gesamte elektrische Widerstand p(T') als Summe des tempera-
turunabhiingigen Restwiderstandes po und des temperaturabhéngigen Widerstandes pepn (T),
der durch die Elektron-Phonon—Streuung erzeugt wird, geschrieben werden kann p(T) =
po + peiph (T).
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Abbildung 5.7:

p(HQcm)----->

Spezifischer el. Widerstand von hochreinem monokristallinem Kupfer nach Rumbo(Cul)
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Abbildung 5.8:

p(HQcm)----->

Spezifischer el. Widerstand von hochreinem monokristallinem Kupfer nach Rumbo(Cu3)
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Abbildung 5.9:

p(HQcm)----->

Spezifischer el. Widerstand von hochreinem monokristallinem Kupfer nach Rumbo(Cu4)
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Abbildung 5.10:
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Die graphische Darstellung des spezifischen elektrischen Widerstandes von hoch-
reinem Kupfer bei extrem tiefen Temperaturen aus [53] sind der Vollsténdigkeit
wegen in 5.11 zu finden. Die kleinen Kreise sind hier die MefSpunkte, die schwar-
zen Linien die von Khosnevisan gefitteten Kurven der Form (5.2). Explizit ist

prit(T) = 6.53902 - 107* 4+ 5.10-107° - 739 (Cul) und

prie(T) = 4.04212-107* + 3.00 - 1072 - 7399 (Cu6), wobei

prie(T) in p 2 em angegeben wird.
Die Daten sind mit einer grofien Unsicherheit behaftet. Die beiden Kurven ver-
laufen nicht parallel zueinander. Dies ist ein Hinweis auf die Verletzung der Mat-
thiessenschen Regel. Nach [95] fiihren die anisotropen Streumechanismen zur Ver-
letzung der Matthiessenschen Regel. Damit folgt, daf§ die Streumechanismen, die
fiir den elektrischen Widerstand verantwortlich sind, nicht isotrop sind. Auch die
Streuung an den statischen Gitterbaufehlern kann neben der in dieser Arbeit
im Detail beschriebenenen Elektron-Phonon-Wechselwirkung anisotrope Anteile
enthalten.

Abbildung 5.11: Tieftemperaturmessungen nach Khosnevisan
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Trotz der zahlreichen, verdffentlichten Messungen des spezifischen elektrischen
Widerstandes von Kupfer gibt es keine Messung an einem sehr reinen (RRR >
10000) Kupfer-Einkristall in kleinen Temperatur—Schritten im Bereich oberhalb
von Null Kelvin bis zu einigen hundert Kelvin.
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5.2 Ubersicht iiber die theoretischen Arbeiten

Die erste konsistente theoretische Beschreibung des elektrischen Widerstandes
im Rahmen der Quantenmechanik wurde von Bloch in seiner Doktorarbeit im
Jahr 1928 [17]> und im einem Artikel von 1929 [18] vorgenommen. Sie beruht
auf der Annahme, daf§ die Elektronen im Modell des homogenen Elektronengases
und die Gitterschwingungen durch die Debyesche Nidherung beschrieben werden.
Somit kann die Boltzmann—Gleichung in der Relaxationszeitniherung gelost wer-
den. Das wesentliche Ergebnis dieser Arbeit ist die Temperaturabhingigkeit des
spezifischen elektrischen Widerstandes infolge der Elektronen—Streuung an den
Gitterschwingungen: Bei sehr tiefen Temperaturen ergibt sich das T°—Verhalten
und bei héheren Temperaturen der Ubergang zum linearen Verhalten.

Peierls erkannte 1930, daB die Ubergiinge in benachbarte Brillouin-Zonen, die so-
genannten Umklapp—Prozesse, eine Abweichung von dem Bloch—Verhalten bei tie-
fen Temperaturen zeigen und eine Anisotropie der Ubergangswahrscheinlichkei-
ten auch fiir das homogene Elektronengas erzeugen [79]. Das T*-Tieftemperatur-
gesetz wurde iiber einige fehlerhafte Naherungen formuliert, die Peierls 1932 in
einer Veroffentlichung korrigierte [80]. Dabei postulierte er, dafi das Tieftempera-
turverhalten des spezifischen elektrischen Widerstandes eher dem Blochschen 77—
als dem T* Gesetz folgt, und entfachte damit die Diskussion iiber das Problem
der Wirkung von Umklapp—Prozessen.

Erst Bardeen berechnete 1937 den absoluten Wert des spezifischen elektrischen
Widerstandes [12]. Seine Rechnung basiert im wesentlichen auf den Annahmen
von Bloch. Er konnte jedoch die Matrixelemente der Elektron-Phonon—Wechsel-
wirkung mit Hilfe eines selbstkonsistenten Hartree—Verfahren fiir das Elektro-
nengas bestimmen. Zudem berechnete er iiber ein Streuwinkelintegral die Rela-
xationszeit und gab unter Modellannahmen fiir die Umklapp—Prozesse den Streu-
querschnitt der Elektron-Phonon—Streuung an. Fiir einen speziellen Grenzfall der
Rechnung von Bardeen ergibt sich die Blochsche Theorie. Der relative Fehler, den
die Bardeen—Theorie im Vergleich mit dem Experiment liefert, liegt fiir Kupfer
im Bereich von ca. 28%. Ziman verfeinerte die Berechnungen von Bardeen [92]
und reduzierte den relativen Fehler auf ca. 20%.

Die Wirkung der Umklapp—Prozesse auf die Transporteigenschaften im allgemei-
nen und auf den spezifischen elektrischen Widerstand im speziellen wurde bis in
die siebziger Jahre diskutiert und um den geeigneten Lésungsansatz des Problems
heftig gerungen. An dieser Stelle sind vor allem die Arbeiten in chronologischer
Reihenfolge von [92, 7, 29, 81, 8, 19] zu erwéhnen.

Durch die Elektron—-Phonon-Wechselwirkung wird auch die Gleichgewichtsver-
teilung von Phononen gestort. Hierfiir hat sich der Begriff | phonon drag” ein-

3Die Vertffentlichung der Doktorarbeit in der Zeitschrift fiir Physik kam 1929
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gebiirgert,* der vor allem in der Halbleiterphysik ausfiihrlich untersucht wur-
de. Die Auswirkung des Effekts und die Mdoglichkeit, diesen bei den Berech-
nungen der Transporteigenschaften zu beriicksichtigen, wurden in den vierziger,
fiinfziger und sechziger Jahren des letzten Jahrhunderts in den Arbeiten von
[46, 47, 49, 6, 36, 8, 9, 10, 93, 94, 88, 27| ausgiebig untersucht.

Seit Ende der vierziger Jahre werden die modernen Festkorper—Theorien ent-
wickelt. Vor allem seien hier die Entwicklung der Gitterdynamik und jene der
verschiedenen Verfahren zur Berechnung der Bandstruktur genannt.

Die Gitterdynamik ermdglicht es, anhand der experimentell ® bestimmten mecha-
nischen Kopplungskonstanten zwischen den Gitterbausteinen das Schwingungs-
spektrum und die Polarisationsvektoren der Phononen zu bestimmen. Thre Ver-
kniipfung mit den Elektronenzustidnden fiihrt bereits in der Naherung des homo-
genen Elektronengases zur Anisotropie der Ubergangswahrscheinlichkeiten. Dies
hat einen starken Einfluf auf die Transporteigenschaften der Metalle im ganzen
und die des Kupfers im partiellen. Der Einflufl wurde in den Arbeiten von Bross,
siehe [27] und [29], ausfiihrlich untersucht.

In den Arbeiten von Bailyn [7]-[11] wurde die Transporttheorie aufbauend auf
dem Modell des homogenen Elektronengases konsequent diskutiert. Bailyn ana-
lysierte in [11] u.a die Auswirkungen von Austausch— und Korrelationseffekten
auf die Elektron—Phonon—Streuung. Die Austauscheffekte sind nach der Hartree—
Fock—Methode, die Korrelationseffekte im Rahmen der sogenannten rigid correla-
tion hole approximation berechnet. Bailyn stellte fest, dafl trotz grofiter Sorgfalt
und Beriicksichtigung fast aller denkbaren Effekte, die Ubereinstimmung mit dem
Experiment nicht immer gegeben ist. In der 1960 erschienenen Arbeit [9] ist der
spezifische elektrische Widerstand fiir die monovalenten s—Metalle berechnet. Die
Ergebnisse stimmen gut mit dem Experiment bei Kalium und Natrium iiberein.
Der relative Fehler fiir den theoretisch berechneten spezifischen elektrischen Wi-
derstand von Lithium, Rubidium und Cesium lag c.a um einen Faktor 2 bis 4.7 zu
niedrig. Es zeigten sich die Schwichen des Modells des homogenen Elektronenga-
ses in bezug auf die Elektron-Phonon-Wechselwirkung und die Transportphino-
mene.

Einen besseren Zugang zu den elektronischen Eigenschaften der Festkérper ermog-
lichen die modernen Verfahren zur Berechnung der Bandstruktur 6. Sie liefern
sowohl Einteilchenwellenfunktionen als auch Einteilchenenergien. Fiir die Trans-
porttheorie ist die genaue Kenntnis der Geometrie des Fermi-Korpers entschei-
dend. Die Darstellungen der Elektronen—Einteilchenfunktionen sowie die Berech-
nung der Matrixelemente aus diesen sind allerdings kompliziert. Es gibt daher nur
wenige Arbeiten, in denen die Transporteigenschaften der Metalle ausgehend von

4Dies ist auch unter dem Namen ,,Peierlsches Ungleichgewichtsproblem der Phononen ¢ in
der Literatur zu finden.

Sdurch die Rontgenstrahlung bzw. thermische Neutronenstreung

6Ein schneller Uberblick iiber die einfachen Bandstrukturberechnungsverfahren findet sich
in [42] und [51].
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Berechnungsverfahren der Bandstruktur behandelt werden. Diese Verfahren sind
zur Zeit der einzige Zugang, um die Anisotropie der Elektron—Phonon—Streuung
prézise zu beschreiben. In diesem Zusammenhang ist die Arbeit von Borchi [19] zu
erwihnen, in der mit Hilfe der orthogonal plane waves—-Methode (OPW) [51] die
Wirkung der komplexen Struktur der Fermi—Oberfléche auf den spezifischen elek-
trischen Widerstand bei tiefen Temperaturen untersucht wurde. Anhand eines ab
initio Pseudopotentials von Harrison und Moriarty [75] wurden die Matrixelemen-
te der Elektron—Phonon-Wechselwirkung berechnet. Die OPW-Methode lieferte
die Stérung der zunéchst als sphérisch angenommenen Fermi-Fliche. Zudem wur-
de zur Berechnung der Frequenzen und Polarisationsvektoren von Phononen sowie
zur korrekten Behandlung der Umklapp—Prozesse die Gitterdynamik herangezo-
gen. Der letzte aufwendige Versuch, die Elektron—Phonon-Wechselwirkung und
die Transporttheorie anhand realistischer Bandstrukturberechnungen in realen
Metallen zu beschreiben, sind die Arbeiten [4, 84, 52, 16]. Die Losungsmetho-
de der Boltzmann—Gleichung mit Hilfe eines Variationsprinzips wurde in [4, 84]
formuliert und eine Losung von Beaulac angegeben [16]. Die notwendigen Kopp-
lungen der Elektron-Phonon-Streuung stammen dabei aus der Arbeit [52].

In den genannten Veroffentlichungen wurden die KKR—-Wellenfunktionen verwen-
det, um die Matrixelemente und Einteilchenenergien zu ermitteln. Abschirmungs-
effekte wurden dabei allerdings nicht behandelt.

In den weiteren Jahren wurden die Matrixelemente der Elektron—Phonon—Wech-
selwirkung iiber Bandstrukturverfahren bestimmt. Die Matrixelemente wurden
dann jedoch nicht fiir die Transporttheorie genutzt. Zu erwidhnen ist hier die
Arbeit von Gutdeutsch [48], in der die Matrixelemente der Elektron-Phonon—
Wechselwirkung in Aluminium ausgehend von dem MAPW-Verfahren berech-
net wurden. Zudem wurde die Gitterdynamik verwendet; die Austausch—Korrela-
tionseffekte wurden in der LDA-Naherung beriicksichtigt.

Ein vollig anderer Zugang zum Verstdndnis der Transportphdnomeme findet sich
bei Kubo [59]: Unter Verzicht auf die halbklassische Transporttheorie nach Boltz-
mann wird die Antwort der Leitungselektronen auf die dufleren Felder quanten-
mechanisch angegeben.

Die wichtigsten Ergebnisse fiir Kupfer und eine Zusammenfassung der Annahmen
sind in den Tabellen 5.4-5.5 zu finden.
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Tabelle 5.4: Theoretische Berechnungen des spezifischen elektrischen Widerstandes von Kupfer

Autor | Jahr | Wichtige Annahmen T(K) | €(%)”

Elektronengas, Debye-Theorie der elastischen Wellen,
1928 || thermisches Gleichgewicht von elastischen Wellen,
Bloch 1929 || Energie des Elektronengases ist nur von \IZ| abhingig, || Beliebig | s.B.°
keine Umklapp-Prozesse. Es wird nur der relative
Widerstand bestimmt.

Energie des Elektronengases ist nur von |k|, Uber-
gangswahrscheinlichkeiten sind nur von |g] abhéngig,
die WSZ ist durch die Kugel des gleichen Volumens
ersetzt, Fermi-Flache wird als Sphére angenommen,
Umklapp-Prozesse sind durch die Uberschreitung
Bardeen || 1937 | des Streuwinkels vom Grenzwert 2arcsin(2-%/3) Beliebig | 28
~ 78.1° definiert, Bestimmung der Matrixelemente
durch das Hartree—Verfahren, die Relaxationszeit
wird als Integral berechnet. Der Streuquerschnitt
definiert die Bethe-Sommerfeldsche
Wechselwirkungskonstante und zusammen

mit der Relaxationszeit den spezifischen
elektrischen Widerstand.

Energie des Elektronengases ist nur von |k|, Uber-
gangswahrscheinlichkeiten sind nur von |g] abhéngig,
die WSZ ist durch die Kugel des gleichen Volumens
ersetzt, Fermi-Fliche wird als Sphére angenommen,
Umklapp—Prozesse sind durch die Uberschreitung
des Streuwinkels vom Grenzwert

2arcsin(27%/3) ~ 78.1° definiert.

Ziman || 1954 || Fiir die Umklapp—Prozesse wird die Debye-N&aherung | Beliebig 20
der Phononen-Frequenzen herangezogen.

Keine Verdnderung der Phononen—Zustandsfunktion.
Es wird sowohl der Bardeensche Streuquerschnitt

als auch ein vereinfachter Streuquerschnitt mit
einem Abschneidekriterium zur

Berechnung des Stoflintegrals verwendet,

der spezifische elektrische Widerstand ist im Rahmen
des Kohlerschen Variationsprinzips mit dem Ansatz
von Sondheimer gelost.

®Typischer relativer Fehler
bSiehe Abbildung 5.18



112 Kapitel 5

Autor | Jahr | Wichtige Annahmen T(K) | (%)

Die verwendeten Teiliibergangswahrscheinlichkeiten
entstammen der Bardeenschen Theorie und sind nur

von |¢] abhéngig. Dispersionsrelationen fiir Phononen
werden anhand der Gitterdynamik mit den experimentell

bestimmten mechanischen Kopplungskonstanten berechnet. 20.4
Bross | 1958 | Damit wird die Anisotropie in die Ubergénge eingefiihrt. 77.4 21
Die vollstdndigen Wahrscheinlichkeiten hingen von 273.15

k und £ ab. Die explizite Kristallsymmetrie ist beriick-
sichtigt. Die Losung wird im Rahmen des Kohlerschen
Variationsfehrfahrens mit dem Sondheimer-dhnlichen
Ansatz gewonnen.

Es werden Pseudopotentiale von Moriarty zur Berechnung
von Wellenfunktionen und Matrixelementen verwendet. Die
Teilmatrixelemente sind anisotrop, d.h. kund abhéngig.
Die nicht sphérische Form der Fermi—Oberfliche wird durch
Borchi || 1975 || die OPW-Korrekturen beriicksichtigt. Es wird die Gitter- 0-15 s.g*
et al. dynamik zur Berechnung der Phononen—Polarisation
und die Dispersionsrelation sowie ein aus dem
Variationsverfahren gewonnener verallgemeinerter
Ausdruck fiir den spezifischen elektrischen Widerstand,
die sogenannte LOVA-Naherung verwendet.

Die Matrixelemente werden iiber KKR—-Wellenfunktionen

und —Energien bestimmt. Gitterdynamik wird zur

Berechnung der Phononen—Polarisation

und Dispersionsrelation verwendet.

Beaulac || 1982 || Es wird sowohl die LOVA-Né&herung als auch ein echtes 0-282 || s.B.
et al. Variationsverfahren mit der Losungsmethode von Allen

und Beaulac zur Bestimmung des spezifischen elektrischen

Widerstandes angewandt. Die Anisotropie der

Ubergangswahrscheinlichkeiten ist fiir die damalige Zeit

so prézise wie moglich beriicksichtigt.

%sehr grof
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Tabelle 5.5: Theoretische Berechnungen des spez. elektr. Widerstands von Kupfer

Bloch Borchi Beaulac

T(K) p(pSdem) TK) | p(pfaem) | T(K) | p(plem)
6.66 | 0.000003250820 | 1 | 0.1321079 || 26.9231 || 0.0035
33.3 | 0.0095015491351 | 2 | 0.821-10° || 30.7692 || 0.0070
66.6 | 0.1313144338405 | 3 || 0.837-1077 || 34.6154 || 0.0113
99.9 | 0.3500069710245 | 4 || 0.408107° || 38.4615 || 0.0183
133.2 | 0.5882438867250 || 5 | 0.13410 ° || 42.3077 | 0.0271
166.5 | 0.823892170717 || 6 | 0.344107° | 46.1538 | 0.0369
199.8 | 1.0537236422865 || 7 | 0.74910~° | 50.0000 | 0.0499
233.1 | 1.2783849769140 | 8 || 0.14410°* || 53.8462 || 0.0644
266.4 | 1.4990102924105 | 9 |[ 0.256:10~* || 57.6923 || 0.0816
273.06 || 1.5427403561237 || 10 | 0.42310* | 61.5385 | 0.1003
299.7 | 1.7165651274149 | 11 || 0.66210 || 65.3846 || 0.1196
333.0 | 1.9317777996194 | 12 || 0.99110 * || 69.2308 | 0.1407
366.3 | 2.145182820630 | 13 || 0.143710 3 || 73.0769 || 0.1629
399.6 | 2.3571726240169 | 14 || 0.20010 3 || 76.9231 | 0.1845
432.9 | 2.5680382772916 | 15 |/ 0.27271073 || 80.7692 || 0.2086
466.2 || 2.7779986066047 84.6154 || 0.2318
499.5 | 2.9872204992181 88.4615 | 0.2559
532.8 | 3.1958330279478 92.3077 || 0.2811
566.1 | 3.4039373527219 96.1538 || 0.3067
599.4 | 3.6116137428525 100.0000 | 0.3331
632.7 | 3.8189266229494 184.6154 | 0.8603
666.0 | 4.0259282476183 207.6923 | 0.9922
230.7692 || 1.1256
253.8462 | 1.2543
276.9231 || 1.3829
281.5385 || 1.4086
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5.3 Ergebnisse der Arbeit

Die wichtigsten Annahmen der Arbeit werden im folgenden im Vergleich zu den
anderen theoretischen Arbeiten zusammengefafit.

Tabelle 5.6: Theoretische Berechnungen des spez. elektr. Widerstand von Kupfer

Autor Jahr | Wichtige Annahmen T(K) | %)

Es werden MAPW-Wellenfunktionen
und Energien zur Berechnung von Ma-
trixelementen unter Beriicksichtigung
der Vielteilchenabschirmung im
Rahmen eines selbstkonsistenten
Losungsverfahrens der Integralgleichung
nach der LDA-Néaherung verwendet.
Informationen iiber Phononen wurden

Dunaevskiy || 2002 || mittels der harmonischen Niherung beliebig | s.B.
und gemessenen Kopplungskonstanten 5.18
gewonnen.

Die komplexe Form der Fermi—Fliche
wird beriicksichtigt. Der spezifische
elektrische Widerstand wird aus der
Boltzmann—-Gleichung mit anisotropen
Ubergangswahrscheinlichkeiten nach
dem Kohlerschen Variationsprinzip
durch einen origindren Ansatz erhalten.
Die Berechnungen wurden mit zehn
k-Ansatzvektoren im irreduziblen

Keil durchgefiihrt.

Der in der Arbeit verwendete Ansatz

"(T) — = ZI;;Fim
Coi = Vilui > € 7 (5.8)
fém € Schalen-Nr. 7

—

mit 7 = 0 als zentrale Zelle (R, = 0), erfiillt die richtige Symmetrie
agil =g\ (5.9)

@ ist ein Element der zugehdrigen Raumgruppe. Durch die Inversionssymmetrie
des Ansatzes (5.8) sind die Bedingungen (4.63) und (4.64) identisch erfiillt. Eben-
so gilt die Periodizitdt im reziproken Raum, nidmlich

=(7) _ =(7) _ =) _ =)
gDnl_c‘ o gpn'(ic"+l?) - gan o (pn'l_c" ’ (510)
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Mit dem Ansatz (5.8) ist es nicht mehr relevant, Elektron—Phonon—Streuprozesse
in die Normal- und die Umklapp-Prozesse aufzuspalten. Die in der Literatur
viel diskutierte Fragestellung iiber die Wirkung der Umklapp-Prozesse verliert
damit an Bedeutung. Fiir eine nicht gitterperiodische Vergleichsfunktion ® (k) im
Transportproblem gilt, daf§ fiir die Umklapp—Prozesse die Differenz

= —

d(k)—d(k )~ (k—k)~K (5.11)

grof} wird, mit K als reziproker Gittervektor. Bei einer gitterperiodischen Ver-
gleichsfunktion (wie z.B. (5.8)) ist die obige Differenz hingegen sehr klein.

Ein Transportproblem mit einer nicht gitterperiodischen Vergleichsfunktion als
Losungsansatz fithrt dazu, dal der Einflufl der Umklapp-Prozesse auf den spe-
zifischen elektrischen Widerstand iibergewichtet ist. Die zu starke Gewichtung
wird mit dem obigen schnell konvergierenden, stabilen Ansatz (5.8) beseitigt.
Der spezifische elektrische Widerstand kann fiir eine beliebige Temperatur be-
rechnet werden.

In Tabelle 5.7 sind die Werte bei gleichen Temperaturen wie bei Dugdale in null-
ter (7 = 0) und erster Ordnung (7 = 0,1) Variationsrechnung im Vergleich zu
dessen Experimentaldaten zusammengefafit. Die theoretischen Werte bei 4.2 K
sind offensichtlich ein numerisches Rauschen. Unter 30 K sind die Werte ungenau,
da nur ein Ansatz mit zehn k—Vektoren im irreduziblen Keil verwendet wurden.
Das daraus resultierende Netz von ¢—Vektoren ist zu grob, um den fiir das Tief-
temperaturverhalten notwendigen Ubergang ¢ — 0 korrekt zu beschreiben.

Die 0. und 1. Ordnung der Variationsrechnung liefert — in {iberraschender Weise —
nahezu identische Ergebnisse fiir den spezifischen elektrischen Widerstand. Dies
zeigt, dafl der Ansatz (5.8) mit 7 = 0 physikalisch verniinftig ist.

In den Abbildungen 5.16-5.18 sind die Daten aus Tabelle 5.7, die doppeltloga-
rithmische Ableitung und die relative Abweichung der berechneten Daten fiir
den spezifischen elektrischen Widerstand von Kupfer im Vergleich zu den expe-
rimentellen Daten von Dugdale und Matula graphisch gegeniibergestellt. Zudem
ist die an die experimentellen Daten von Dugdale angepafite Blochsche Wider-
standskurve mit Tpepye = 333 K und ihre doppeltlogarithmische Ableitung sowie
die Abweichung der Daten von denen Dugdales gezeigt. Die berechneten Wer-
te und gemessenen Daten sind linear interpoliert. Abbildung 5.18 gibt deutlich
wieder, dal unter 100 K auch die experimentellen Referenzdaten betrédchtlich
voneinander abweichen. Die relativen Abweichungen der Daten von Beaulac sind
in Abbildung 5.18 angegeben.
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Tabelle 5.7: Spezifischer elektr. Widerstand von Kupfer bis 300 K

T in K, p in =uf2em
Dugdale (1965) | 0-Ordnung 1-Ordnung
T P P p

4.200 0.00050 3.56006-101% || 4.56772:10~1°
14.558 0.00016 4.76017-107° || 1.20614-107°
23.278 0.00157 8.04933-10~* || 8.04260-10~*
30.972 0.00638 0.00482 0.00481
36.680 0.01380 0.01198 0.01197
43.162 0.02744 0.02561 0.02559
49.032 0.04516 0.04309 0.04307
57.528 0.08050 0.07623 0.07620
66.449 0.12628 0.11912 0.11910
73.680 0.16937 0.15848 0.15848
84.921 0.24208 0.22541 0.22541
98.169 0.33307 0.30999 0.30999
110.620 0.42132 0.39263 0.39263
117.178 0.46746 0.43683 0.43683
133.033 0.58023 0.54460 0.54458
152.720 0.7191 0.67880 0.67876
175.550 0.8784 0.83362 0.83356
188.174 0.9687 0.91861 0.91854
208.061 1.1017 1.05152 1.05142
250.187 1.3865 1.32921 1.32905
297.855 1.7055 1.63809 1.63788
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Doppeltlogarithmische Ableitung

Spezifischer elektrischer Widerstand von Kupfer (Doppeltlogarithmische Ableitung)

I I I I I I I I [ I I
TS H S S Berechneter spez. Wid.(0-Ordnung) - B
Berechneter spez. Wid.(1-Ordnung) - 4----
oA spez. Wid. nach Bloch-Grueneisen N
5% S B Experimentell(Dugdale) ---o--- -

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

- Experimentell (Matulal) ----o--- 4

:L1°¢ Sunpiqqy

9SSIUqoSIF Iop UOISSNYSI(T

1¢1



Relative Abweichung
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Diskussion der Ergebnisse 123

Wesentlich fiir die weiteren Uberlegungen ist die Auswirkung der zusitzlichen
Austausch—Korrelations—Abschirmung aus Kapitel 3.

Die Transporttheorie kann anstelle der vollsténdigen Matrixelemente mit den Ma-
trixelementen durchgefiihrt werden, die diese zusétzliche XC-Abschirmung nicht
beriicksichtigen. Die Abbildung 5.19 stellt die mit zusétzlicher XC-Abschirmung
sowie jene ohne diese Abschirmung ermittelten Daten in einem dichten Tempe-
raturwertenetz dar. Zudem sind die B—Spline—interpolierten Experimentaldaten
und die theoretischen Ergebnisse von Beaulac angegeben. Der Unterschied zwi-
schen den berechneten Werten des spezifischen elektrischen Widerstandes fiir
7= 0und 7 = 1 ist sehr klein und kaum sichtbar. Die obere Kurve in Abbildung
5.19 gibt die B—Spline—interpolierten Experimentaldaten von Dugdale, die dar-
unter liegende Kurve die Daten ohne zusétzliche XC—Abschirmung an. Die zweite
Kurve von unten stellt die Daten mit zusdtzlicher XC-Abschirmung und die un-
terste die theoretischen Ergebnisse von Beaulac dar. Alle Werte zur Abbildung
sind den Tabellen C.1-C.5 aus Anhang C zu entnehmen.

In Abbildung 5.20 ist die doppeltlogarithmische Ableitung der obigen Kurven
zu finden. Die Werte dazu sind in den Tabellen C.6-C.10 aufgelistet. Die Wi-
derstandeskurven, die ohne die zusétzliche Austausch-Korrelations-Abschirmung
berechnet wurden, liegen ab 50 K aufwérts ndher an den Experimentaldaten als
jene, bei denen diese zusitzliche Abschirmung beriicksichtigt wurde. Die Wider-
standswerte ohne zusétzliche XC—-Abschirmung sind unter 48 K kleiner als jene
mit zusitzlicher XC-Abschirmung. Uber 50 K liegen alle Kurven nahe beieinan-
der. Unter 50 K weichen sie stark voneinander ab.

Die doppeltlogarithmischen Ableitungen der Widerstandskurven ohne Beriick-
sichtigung der zusédtzlichen XC-Abschirmung nehmen im Vergleich zu den Wer-
ten mit Beriicksichtigung dieses Abschirmungseffekts deutlich hohere Werte an.
Die Basis—Spline—préparierten experimentellen Referenzdaten weisen einen unter-
schiedlichen Verlauf auf. Es ergibt sich in der Matula-Kurve ein Knick zwischen
40 K und 50 K. Es folgen unterschiedliche Temperaturmaximalwerte. Zudem liegt
der maximale Wert, der doppeltlogarithmischen Ableitung der beiden experimen-
tellen Referenzkurven deutlich iiber dem Wert von fiinf. Bei Dugdale hat man
explizit einen Wert von 5.40 bei 20 K und bei Matula einen Wert von 5.30 bei 24
K. Zusitzlich dazu verschiebt der Restwiderstand die Werte nach unten.

In der Natur wurde eine weit grofere Abweichung von der Bloch-Widerstands-
funktion im Tieftemperaturbereich bei Kalium gemessen. Der maximale Wert
der doppeltlogarithmischen Ableitung der Widerstandskurve von Kalium liegt
bei neun, siehe [37]. Die theoretisch ermittelten Kurven mit zusétzlicher XC—
Abschirmung weisen ein Maximum bei 22 K auf, d.h. genau in der Mitte der
beiden experimentellen Referenzkurven.

In Abb. 5.21 ist die relative Abweichung der Widerstandskurven, in denen die
zusétzliche XC—Abschirmung beriicksichtigt bzw. vernachlissigt wurde, gezeigt.
Die XC—Abschirmung spielt damit bei der theoretischen Beschreibung des spezi-
fischen elektrischen Widerstandes im Tieftemperaturbereich eine grofie Rolle.
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Doppeltlogarithmische Ableitung ----->
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Der relative Unterschied ----->
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Resumé

In dieser Arbeit sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten unter dem EinfluB der
Elektron—Phonon—Wechselwirkung aufbauend auf dem MAPW-Verfahren berech-
net worden. Im Gegensatz zu fritheren theoretischen Arbeiten, siehe vor allem
die Arbeit von Beaulac [16], sind zusétzlich spezifische Austausch-Korrelations—
Abschirmungseffekte im Rahmen der LDA beriicksichtigt.

Analog zu den zitierten Arbeiten [12, 92, 27, 29] und [16] liefert die Berechnung
des spezifischen elektrischen Widerstandes von Kupfer im Bereich von ca. 50 K
und aufwérts einen etwas zu niedrigen Wert.

Die systematischen Fehler der Theorie rithren daher, dal die LDA als Methode
verwendet wird, die Vielteilcheneffekte in der lokalen Naherung beriicksichtigt.
In der vorliegenden Arbeit wird mit der scharfen Fermi-Kante gearbeitet. Die
Aufweichung der Fermi-Kante wird vernachléssigt. Die Temperaturabhéingig-
keit des spezifischen elektrischen Widerstandes entsteht durch die Bose—Einstein
Funktion.

Die Ergebnisse der Transporttheorie fiir den spezifischen elektrischen Widerstand
mit zusidtzlicher XC—Abschirmung der Elektronen sind mit jenen ohne eine der-
artige Abschirmung verglichen und die Bedeutung dieser Effekte fiir den Tief-
temperaturbereich gezeigt worden.

Das derzeit verwendete Netz von k—Vektoren ist zu grob, um das Tieftempe-
raturverhalten korrekt zu bestimmen. Die rapide Entwicklung der Computer—
Technologien 1488t allerdings hoffen, daf§ es in der nahen Zukunft mé6glich wird,
identische Berechnungen an einem wesentlich dichteren Netz von k—Vektoren
durchzufithren. Das Tieftemperaturverhalten des Elektron—Phonon—Anteils des
spezifischen elektrischen Widerstandes kénnte so besser verstanden werden.

Die Interpolation der bereits bestimmten Ubergangswahrscheinlichkeiten auf ein
dichteres Netz kommt alternativ zu den direkten Berechnungen der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten in Frage. Eine derartige Interpolation erweist sich mathe-
matisch als duflerst kompliziert. Trotz mehrerer Versuche konnte lediglich ge-
zeigt werden, daf die interpolierten Ubergangswahrscheinlichkeiten das Tieftem-
peraturverhalten des spezifischen elektrischen Widerstandes in die richtige Rich-
tung verdindern. Dieser Widerstand wird gréfler, d.h. seine doppeltlogarithmi-
sche Ableitung wird im Bereich unter 43 K nach unten gedriickt. Die genauen
Werte sind von dem Interpolationsverfahren so stark abhingig, dafl dies einer
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128 Resumé

weiteren Bearbeitung bedarf. Um das Tieftemperaturverhalten des spezifischen
elektrischen Widerstandes bestimmen zu kénnen, mufl man zusétzlich den pho-
non drag-Effekt in die Transporttheorie einbauen. Dies erfordert allerdings, dafl
die Verdnderung der Elektronen—Zustandsfunktion simultan zur Verdnderung der
Phononen—Zustandsfunktion in einem gekoppelten Integralgleichungssystem er-
mittelt werden miifite.

Von Interesse konnte ebenfalls der Vergleich zwischen den Berechnungen der Ab-
schirmung unter Ausnutzung verschiedener Dichtefunktionale sein. Dies gilt auch
fiir die Ergebnisse der Transporttheorie mit den auf diese Weise bestimmten Uber-
gangswahrscheinlichkeiten.

Mit Hilfe der gewonnenen Ubergangswahrscheinlichkeiten der Elektron-Phonon—
Wechselwirkung ist es moglich, die weiteren Transportgleichungen fiir Kupfer zu
l6sen und dadurch die Wérmeleitfihigkeit und die Thermokraft zu ermitteln
Analoge Berechnungen konnten fiir alle nicht relativistischen kubischen Metalle
durchgefiihrt werden. Dafiir miissen die Eingangs—-MAPW-Daten und die Para-
meter in den Berechnungen der Ubergangswahrscheinlichkeiten sowie der Git-
terdynamik umgestellt werden. Interessant wére Silber, Kalium wire vor allem
hinsichtlich der Messung aus [37] von Bedeutung.

Die in dieser Arbeit vorgestellte Berechnungsmethode fiir die anisotropen Uber-
gangswahrscheinlichkeiten der Elektron—-Phonon—Wechselwirkung in kubischen
Metallen konnte ebenfalls bei der Behandlung anderer Phinomene, welche auf
diese Wechselwirkung zuriickzufiihren sind, niitzlich sein. In diesem Zusammen-
hang ist die konventionelle Supraleitung zu erwihnen.



Anhang A

Mathematische Details

A.1 Reellwertige Kugelflichenfunktionen

Die reelwertigen Kugelflichenfunktionen werden gemifl der Definition

v = L B (eose) {

verwendet. Dabei ist

cos(m¢) : m ist gerade

m:[g],1§1/§2l+1

Weiter gelten die Relationen fiir die Orthogonalitét

[ AWV () = G b
mit den Koeffizienten
1 o v=1
= { (l—ni)félj—m)! : sonst

das Additionstheorem
B (Rr) = ; MY (F) Y, (7)
und die Partialwellenentwicklung einer ebenen Welle
¢ = D20 1) Vi (R) Vi (7o)

Fiir die Multipolentwicklung folgt

2]
r

= O —r)Y m Yo () Vi (i) il

v

o
(7=

Tl

+ @(TI—T)Zmuqu(T_)Ylu(F’)W :

v
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sin(mg) : m ist ungerade

(A.7)
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Die 7%—Darstellung lautet
o= — Yi2(7) (A.8)
Y11(7)

Der Gradient der harmonischen Funktion der Ordnung [ r'Y}, kann als Linear-
kombination der harmonischen Funktionen der Ordnung | — 1 r'=1Y,_,,
Z hl w Y1 (7:0) (A_9)

V' =1,21-1

VY, () =

dargestellt werden. Die Vektorkoeffizienten ﬁl—lu' werden nach der expliziten Dar-
stellung der reelwertigen Kugelflichenfunktionen gewonnen.

Die sogenannten Gaunt-Integrale haben die Form
(A.10)

(I [ 1V [0 g = [ dQ V() Yo (7®) Yo, ()

Das Gaunt-Integral ist symmetrisch gegeniiber paarweiser Index-Vertauschung

" n

gemif
e = UV 1Y [ w)g

" n ! !

Wl |[U'vYe=0v |lv|1"'v g
= (lv|lv |lv)g.

=" (w1 Ye=0"v" |1V |lV)g
(A.11)

A.2 Verallgemeinertes Ewald-Verfahren
Aufgrund der Divergenz der Gittersummen vom Typ 3 5.4, | imqu‘ ist es notwen-

dig, eine Regularisierung vorzunehmen, um diese als

eﬂ:iq‘fi’”
> = = > V() Au(£d) (A.12)
Rm=£0 |T - Rm | v
schreiben zu konnen. Man betrachten zunichst die Funktion
F7. ) = i (A13
q) = 5 , 13
VWSZ |7+ Em?
wobei k,, die reziproken Gittervektoren symbolisieren. Es gilt
(A.14)

F(F+ Ry, ) = €T F(7, )
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und
5(T+ K,
/d3rFrq")—V 7+ 2):0, Vi£0 . (A.15)
wsz T |q+ kml
Mit der Ewald—Identitét
1 T
7=/ dt e~ |THkm /"t (A.16)
17+ k]
m 0
hat man
= Am i(G+km )7 i — |Gk 2t
FED) =Y / dt e . (A.17)
Em

Wird das Integrationsintervall [0, oo[ in [0,7[U [ 7, oo| aufgespalten, so folgt

n
T )T / dt el TEme | AT
VWSZ z Vivsz z

m 0 m

F(7,q) =

o0
i@ Hm)T / dt e~ lTHkmlt
(A.18)

Die Integration von 71 bis co wird explizit durchgefiihrt. Damit wird F (7, ) zu

. W(@Hkm )T oo )
F(F,LT) _ 4T e—|ﬂf+km|2n eid - ) n 4m ez’(q‘—kkm)F/ dte_‘(ﬂ'km‘?t_
Vivsz i |7+ k|2 Vivsz -
(A.19)
Den zweiten Term betrachten wir getrennt vom Rest von F(7, )
S (N R
S(7,q) = et m)r/dte F+Fm
Vwsz %
(A.20)
S(7,q /dt/d3pe eptzaﬁ Pk . (A21)
VWSZ
Nach [22] gilt
- v 7 VWSZ —3 ( -‘)R
D= G—kn) =5 Doe TV (A.22)

(2m)? &~
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Dadurch wird

S(7,

S
I
—
w
mﬂ
<y
=
3
—
jo N
~
—
S8
)
hS
mN
S
=
ol
32
ml
S
&

R, 0 R3
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(A.23)

Das dreidimensionale Integral kann analytisch gewonnen werden, man hat

3 o0

/ d3 p eZﬁ(FﬁR‘m) e*p2t — H / dpu eipu (’F‘*ém)u efp,%t
R3 1/:1_00
3 o
= [[e Rk / dp o oV
v=1 — 00
3 7— R 2
- (e
und S(7, ¢) nimmt die Gestalt
132 s N (F—imﬂ
S(7q) =(— et m [ dt
(7. (47r) % / ts
an. F(7,q) wird dann
4 e, TR L] s
F(Fq) = e |Ttkm|*n P (_)2 Z ¢t TRm /dt -z "
Vwsz & |7+ k|2 T ,
Nach Variablenersetzung u? = g%ﬁ gilt
n (7= Rm)” 00
Ta 4
/dt ¢ ;t =— / du e’ ,
0 t2 |7~ Fom| 7= B
v
und F(7, ) 148t sich schreiben als
Ar o i @tER)T
F(r,q) = e~ THhmlTn — 4
(7 szz§ |7+ kml?
471 P | 7 2
+ - it §Rm _ / du efu
(7r) Zm |7 — R h

(A.24)

(A.25)

(A.27)

(A.28)
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Mathematische Details
Fiir die speziell gewihlten Werte von 7 ergibt sich
. 4 i@ HRm)
n=0 F(F,q) = 7 Yoo (A.29)
wsz 7 |q+ k|
i §Rm
(A.30)

P2-RZ
a

—R Ffim
e 2 dargestellt werden.
In Gleichung (A.26) kénnen e'@#=)7 ynd e~ % als Teil des oberen Ausdrucks

. 2
Der Ausdruck e~ —#" kann als e
nach Gleichung (A.6) zerlegt werden. Damit wird Gleichung (A.28)

ef‘q‘+k’m|277 . 5 L 5
Y@+ k)it (|7 + Emlr))

7= Rm)?
fiir e~
F(F,Cf) = Z(2l+ 1)2. nluYiu(r_O)[ il (Z 7
v Vivsz i |7+ km|?
1.7 1 . 2R _, —irR,,
+ (E)Z / d —%Z et Thm g Y Y}U(Rgn)jl< o )]
0 Rm
(A.31)
F(7,§) kann demnach als
F(7,q) = Y (2 + )i Y () Fu (7, ) (A.32)
v
geschrieben werden, mit
. 47"' e_‘q‘_'—-‘m‘zn o - i . -
Fl,,(T', q_) = Z L - Yiu(q + km))ﬂluq + km|"') +
Vwsz 5= |§+ k|2
7
1y3 1 i GRy, — CHRR) =0 ir Ry,
+ (5)" [ g X e T @5
0 Rpm
(A.33)
Die r-Abhéngigkeit von Fj, (7, ) ist
> Am i (G+km) T AT igr i B 7
AF, (7 §) = — et \rrmIT — e Imy " et hm (A.34)
VWSZ i VWSZ i
Nach [22] gilt
4 ik 7 - D
e fnT = —3"6(F— Rn) (A.35)
R
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AF(7,q) = =€ 7Y 6(F — Rn) - (A.36)
Rom
Damit folgt fiir 7@ # Rn AFL(7,¢) = 0, d.h. F,,(7,§) ~ r'. Es geniigt im

Grenzfall 7 — 0, den Ausdruck fiir A, (7,¢) aus dem von Fj, (7, ) abzuleiten.
Fiir [ = 0 erhdlt man im Grenzfall

47 o | +Fkm|*n 1L # 1 Ca 2
Fou(7,q) = — + (— 2/dt— ¢t TRme= 74
u(70) VWSZ% |7+ km|? (47T) ; t%%
- 2
4 | +Em 2n 141 1 1+ —(2=
g e TRy e [ Ly G
Vivsz P |7+ km|? 4 CN ; 2t2
G R 2 B 00
_ 47 e_"q"'_' I*n +%Z o Q’Rmi / du eiuQ ,
Vwsz i |7+ kn|?> 72 P Rmﬁm_
27
(A.37)
Ry Ry
00 00 2V - 2V
/ due ™ :/ due ™ — / due ™ = 5~ / due ™
Ry 0 0 0
2V
(A.38)
Geht R — 0, so hat man
2
n
R
due™ ~ — . (A.39)
0/ 2V

Der endgiiltige Ausdruck fiir Fy (7, §) ergibt sich zu

Arr e~ |atknl*n o 1 7 )
Fn(r,q) = — + — e“IRm—/ due™
(0 VWSZ% |7+ Fom? ﬁﬁ%o B
2y
. 1 1

Fiir [ # 0 im Grenzfall » — 0 gilt fiir die sphérischen Bessel-Funktionen

u(r) =~ m : (A.41)
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Ersetzt man in Gleichung (A.33) die sphérischen Bessel-Funktionen, so folgt

E, _‘a = = Y 7 Em 7 kml !
w(7, ) Vivsz = |7+ FonP w(q+ km))|T+ k| @+ 1) +
n
1.1 1 5 R S0 (—irRp\! 1
V[ dt— Y e TR J(R, ( m)
(A.42)
d.h.
N 47T —_la- L — e — T —
Fu (7 Q) = [VWSZZ e~ IR Y, (@ + Fm)) |+ |2 +
km
1\ —i\! R ol [l R r
o v 1 §Rm e A
+ (1) (2) RZ ¢ Y’”(Rm)RmO/ dtrge ™ ](2l+1)!!
(A.43)

Bisher wurden allgemeine Gittersummen behandelt. Fiir den wichtigen Fall der
aus den Summen ausgeschlossenen zentralen Zelle, d.h. fiir R, # 0, muf} eine
weitere Modifikation vorgenommen werden. In Gleichung (A.30) wire ein ein-
faches Ersetzen der Summe 3 5 durch die Summe "5 £0 notwendig. Dies ist
dem Subtrahieren von 1 in Gleichung (A.30) sowie dem Subtrahieren von * in

Gleichung (A.40) dquivalent. Damit erhdlt man die endgiiltigen Ausdriicke fiir
A (7)

Arr e~ |Ttkml’n 9 L1 7 , 1
AOl(CD S = +— elqu— / due_u -
Vivsz |7+ k2 T E o Ry, VTN
V]
(A.44)
und fir { >0

4
An(@ = (2l+1)z’lnl,,[ T
Vw

INF (~i\' <~ seio Zovm [ . 1
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A.3 Die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion

Die Fermi-Dirac—Verteilungsfunktion ist definiert als

. 1

folnk) = FEa 71 (A.46)
mit
1
=17 (A.47)
und
8 fo(nk) BeBE, =) B )
80Tnl-€' - [eﬂ(Eng—C) + 1]2 = _ﬁfo(nk)(l - fo(n/ﬁ)) . (A.48)

In der N&he von 7' = 0 K wird die Ableitung der Fermi-Dirac-Funktion zur
Delta-Funktion, es folgt

lim 8f0(nE)

fim =5 = —8() . (A.49)

Bei endlichen Temperaturen ist sie eine scharfe )—ihnliche Funktion, so dafl

7 0 2 42
/g(E)a—J;dE ~ —g(C) — %d—E% (ksT)? (A.50)
0

E=(

gilt.



Anhang B

Organisation der Berechnungen

Die Berechnungen wurden auf zwei verschiedenen Linux—Clustern, einem Digital—
Unix—Cluster und zwei Linux-Workstations durchgefiihrt.

Die Differenzierung zwischen den Betriebssystemen, Compilern, Pfaden und Bi-
bliotheken etc. wurde mit Hilfe von bash-Skripten vorgenommen. Die Skripte
wurden seiner Zeit von einem weiteren bash—Skript generiert. Alle Berechnun-
gen wurden in drei unabhingigen Programm-Bibliotheken realisiert, ndmlich der
Programm-Bibliothek zur Berechnung der Matrixelemente der nackten Elektron—
Phonon-Wechselwirkung (Elph0_lib4), der Programm-Bibliothek zur Durch-
fiihrung der Selbstkonsistenzzyklusberechnung der Abschirmung bzw. der Matri-
xelemente der abgeschirmten Elektron-Phonon-Wechselwirkung (Muxc_lib3)
sowie der Programm-Bibliothek Transport, welche zur Losung der Transport-
gleichungen dient.

Zusétzlich wurden die Programm-Pakete zum MAPW-Verfahren fiir fcc—Kupfer
nach Bross, zur gitterdynamischen Berechnung von Phononen-Polarisationen und
—~Frequenzen nach Bross, zur Bestimmung der Gaunt-Koeffizienten nach Fehren-
bach und zum Vosko-Dichte-Funktional nach Engel herangezogen. Eine Reihe der
Hilfsprogramme zur Symmetrie-Behandlung, zur Darstellung der symmetrischen
Funktionen und zu den Zustandsprojektionen auf die Fermi-Oberfliche wurden
ebenfalls von Bross zur Verfiigung gestellt.

Aus Prizisionsgriinden mufite die LAPACK-Bibliothek umgeschrieben werden.
Die Skripte zur Generierung der Skripte wurden im jeweiligen *proz*—Verzeichnis
zusammen mit den Skripten zu den entsprechenden Berechnungen untergebracht.
Die Ergebnisse und Fehlermeldungen wurden jeweils in den Direktorien *erg* ver-
waltet. Im folgenden Block-Diagramm der Abbildung B.1 ist die Berechnungs-
prozedur graphisch veranschaulicht.

Unabhéngige Programmpakete sind von gestrichelten Késten umrahmt. Die fett
eingezeichneten Vektoren zeigen auf, von welchem anderen Paket die Eingangs-
daten hereinkommen. Die diinn gezeichneten Vektoren geben an, von welchem
anderen Paket die Quelltexte benotigt werden bzw. wo die Ergebnisse unterge-
bracht werden.
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Abbildung B.1:
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Die realen Rechenzeitanforderungen lagen bei c.a. 8200 CPU-Stunden, d.h. 342
CPU-Tagen oder ca. 0.94 CPU-Jahren eines 1.5 GHz P4(RDRAM)-PC mit der
Peak-Leistung von ca. 3 GFlop.

Es wurden ausgiebige Stabilitdtsuntersuchungen der einzelnen Programme und
der gesamten Programm—Pakete durchgefiihrt. Diese basierten auf dem Vergleich
zwischen Berechnungen in der zweifachen und vierfachen Genauigkeit sowie auf
dem Einpflanzen eines kleinen kiinstlichen Fehlers in die Eingangsdaten. Daraus
ergab sich, daf die abschlieBenden Ubergangswahrscheinlichkeiten eine numeri-
sche Unsicherheit in der fiinften relativen Stelle nach dem Komma haben. Dies ist
auf das Abschneidekriterium e = 107> im Selbstkonsistenzzyklus zuriickzufiihren.
Die Transporttheorie ist ab ca. 15 K im verwendeten Netz der k—Vektoren nume-
risch stabil. Die durchgefiihrten numerischen Berechnungen verfdlschen die auf
dem Papier formulierte Theorie damit nicht.
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Anhang C

Tabellarische Werte

In diesem Anhang sind die Werte zum spezifischen elektrischen Widerstand von
Kupfer und zu seiner doppeltlogarithmischen Ableitung tabellarisch aufgelistet.
Die Temperatur ist in Kelvin (K) und der spezifische elektrische Widerstand in
1 €2 cm angegeben.

Die Tabelle C.1 gibt die berechneten Werte des spezifischen elektrischen Wi-
derstandes von Kupfer bis 300 K an. In den Tabellen C.2 und C.3 folgen die
Basis—Spline—interpolierten Experimentaldaten zum spezifischen elektrischen Wi-
derstand nach Dugdale und Matula. Die Tabelle C.4 gibt den spezifischen elek-
trischen Widerstand nach der Bloch-Griineisen-Integralformel mit der Debye—
Temperatur von 333 K wieder. Diese Ergebnisse sind an die Experimentaldaten
von Dugdale angepafit. Anschliefflend folgen die berechneten Werte ohne zusétz-
liche XC—Abschirmung, siehe die Tabelle C.5. In den Tabellen C.6-C.10 sind die
entsprechenden doppeltlogarithmischen Ableitungen zu finden.
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Tabelle C.1:
Berechneter Spezifischer el. Widerstand von Cu bis 300K

T p T p T p T p T p T p

18. || 0.00015 || 65. || 0.11166 || 112. || 0.40190 || 159. || 0.72147 || 206. || 1.03770 || 253. || 1.34742
19. || 0.00021 || 66. || 0.11678 || 113. || 0.40863 || 160. || 0.72826 || 207. || 1.04436 || 254. || 1.35395
20. || 0.00029 || 67. | 0.12197 || 114. || 0.41537 || 161. || 0.73505 || 208. || 1.05101 || 255. || 1.36047
21. || 0.00041 || 68. | 0.12725 || 115. || 0.42211 || 162. || 0.74184 || 209. || 1.05766 || 256. || 1.36699
22. || 0.00055 || 69. || 0.13259 || 116. || 0.42886 || 163. || 0.74862 || 210. || 1.06431 || 257. || 1.37351
23. || 0.00074 || 70. || 0.13800 || 117. || 0.43562 || 164. || 0.75541 || 211. || 1.07095 || 258. || 1.38002
24. || 0.00098 || 71. || 0.14348 || 118. || 0.44239 || 165. || 0.76219 || 212. || 1.07759 || 259. || 1.38654
25. || 0.00129 || 72. || 0.14903 || 119. || 0.44916 || 166. | 0.76896 || 213. || 1.08423 || 260. || 1.39305
26. || 0.00166 || 73. || 0.15463 || 120. || 0.45593 || 167. || 0.77574 || 214. || 1.09087 || 261. || 1.39956
27. || 0.00210 || 74. || 0.16030 || 121. || 0.46272 || 168. || 0.78251 || 215. || 1.09750 || 262. || 1.40606
28. || 0.00264 || 75. || 0.16602 || 122. || 0.46950 || 169. || 0.78928 || 216. || 1.10413 || 263. || 1.41257
29. || 0.00327 || 76. | 0.17179 || 123. || 0.47629 || 170. || 0.79605 || 217. || 1.11075 || 264. || 1.41907
30. || 0.00400 || 77. || 0.17762 || 124. || 0.48309 || 171. || 0.80281 || 218. || 1.11738 || 265. || 1.42557
31. || 0.00484 || 78. || 0.18350 || 125. || 0.48988 || 172. || 0.80958 || 219. || 1.12400 || 266. || 1.43206
32. || 0.00580 || 79. || 0.18943 || 126. || 0.49668 || 173. || 0.81634 || 220. || 1.13061 || 267. || 1.43856
33. || 0.00687 || 80. || 0.19540 || 127. || 0.50349 || 174. || 0.82309 || 221. || 1.13723 || 268. || 1.44505
34. || 0.00808 || 81. || 0.20142 || 128. || 0.51029 || 175. || 0.82984 || 222. || 1.14384 || 269. || 1.45154
35. || 0.00942 || 82. || 0.20748 || 129. || 0.51710 || 176. || 0.83660 || 223. || 1.15045 || 270. || 1.45803
36. || 0.01089 || 83. || 0.21358 || 130. || 0.52391 || 177. || 0.84334 || 224. || 1.15705 || 271. || 1.46451
37. || 0.01250 || 84. || 0.21972 || 131. || 0.53073 || 178. || 0.85009 || 225. || 1.16366 || 272. || 1.47099
38. || 0.01425 || 85. || 0.22590 || 132. || 0.53754 || 179. || 0.85683 || 226. || 1.17026 || 273. | 1.47747
39. || 0.01615 || 86. || 0.23211 || 133. || 0.54436 || 180. || 0.86357 || 227. || 1.17685 || 274. || 1.48395
40. || 0.01819 || 87. || 0.23836 || 134. || 0.55117 || 181. || 0.87030 || 228. || 1.18345 || 275. || 1.49043
41. || 0.02037 || 88. || 0.24463 || 135. || 0.55799 || 182. || 0.87704 || 229. || 1.19004 || 276. || 1.49690
42. || 0.02270 || 89. || 0.25094 || 136. || 0.56481 || 183. || 0.88377 || 230. || 1.19663 || 277. || 1.50338
43. || 0.02517 || 90. || 0.25728 || 137. || 0.57163 || 184. || 0.89049 || 231. || 1.20321 || 278. || 1.50985
44. || 0.02779 || 91. || 0.26365 || 138. || 0.57845 || 185. || 0.89722 || 232. || 1.20980 || 279. || 1.51631
45. || 0.03055 || 92. || 0.27004 || 139. || 0.58527 || 186. || 0.90394 || 233. || 1.21638 || 280. || 1.52278
46. || 0.03344 || 93. || 0.27646 || 140. || 0.59209 || 187. || 0.91065 || 234. || 1.22295 || 281. || 1.52924
47. || 0.03648 || 94. || 0.28290 || 141. || 0.59891 || 188. || 0.91737 || 235. || 1.22953 || 282. || 1.53570
48. || 0.03965 || 95. || 0.28936 || 142. || 0.60572 || 189. || 0.92408 || 236. || 1.23610 || 283. || 1.54216
49. || 0.04296 || 96. || 0.29585 || 143. || 0.61254 || 190. || 0.93079 || 237. || 1.24267 || 284. || 1.54862
50. || 0.04640 || 97. || 0.30236 || 144. || 0.61936 || 191. || 0.93749 || 238. || 1.24924 || 285. || 1.55508
51. || 0.04997 || 98. || 0.30889 || 145. || 0.62618 || 192. || 0.94420 || 239. || 1.25580 || 286. || 1.56153
52. || 0.05366 || 99. || 0.31544 || 146. || 0.63299 || 193. || 0.95089 || 240. || 1.26236 || 287. || 1.56798
53. || 0.05748 || 100. || 0.32200 || 147. || 0.63981 || 194. || 0.95759 || 241. || 1.26892 || 288. || 1.57443
54. || 0.06141 || 101. || 0.32859 || 148. || 0.64662 || 195. || 0.96428 || 242. || 1.27548 || 289. || 1.58088
55. || 0.06546 || 102. || 0.33518 || 149. || 0.65343 || 196. || 0.97097 || 243. || 1.28203 || 290. || 1.58732
56. || 0.06963 || 103. || 0.34180 || 150. || 0.66025 || 197. || 0.97766 || 244. || 1.28858 || 291. || 1.59377
57. || 0.07390 || 104. || 0.34843 || 151. || 0.66706 || 198. || 0.98434 || 245. || 1.29513 || 292. || 1.60021
58. || 0.07828 || 105. || 0.35507 || 152. || 0.67386 || 199. || 0.99102 || 246. || 1.30167 || 293. || 1.60665
59. || 0.08277 || 106. || 0.36173 || 153. || 0.68067 || 200. || 0.99770 || 247. || 1.30822 || 294. || 1.61308
60. || 0.08735 || 107. || 0.36840 || 154. || 0.68747 || 201. || 1.00438 || 248. || 1.31476 || 295. || 1.61952
61. || 0.09203 || 108. || 0.37508 || 155. || 0.69428 || 202. || 1.01105 || 249. || 1.32130 || 296. || 1.62595
62. || 0.09681 || 109. || 0.38177 || 156. || 0.70108 || 203. || 1.01772 || 250. || 1.32783 || 297. || 1.63238
63. || 0.10167 || 110. || 0.38847 || 157. || 0.70788 || 204. || 1.02438 || 251. || 1.33436 || 298. || 1.63881
64. || 0.10663 || 111. || 0.39518 || 158. || 0.71467 || 205. || 1.03104 || 252. || 1.34089 || 299. || 1.64524
65. || 0.11166 || 112. || 0.40190 (| 159. || 0.72147 || 206. || 1.03770 || 253. || 1.34742 || 300. || 1.65167
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Tabelle C.2:
Spezifischer el. Widerstand von Cu (nach Dugdale, B-Spline-interpoliert)

T p T p T p T p T p T p

9. || 0.00022 || 57. || 0.07804 | 105. || 0.38146 || 153. || 0.72105 || 201. || 1.05520 || 249. || 1.37846
10. || 0.00018 || 58. || 0.08272 || 106. || 0.38857 || 154. || 0.72800 || 202. || 1.06179 || 250. || 1.38523
11. || 0.00015 || 59. || 0.08749 | 107. || 0.39568 || 155. || 0.73494 | 203. || 1.06837 || 251. || 1.39200
12. || 0.00013 || 60. || 0.09236 || 108. || 0.40277 || 156. || 0.74188 || 204. || 1.07495 || 252. || 1.39876
13. || 0.00013 || 61. || 0.09733 || 109. || 0.40986 || 157. || 0.74881 || 205. || 1.08153 || 253. || 1.40552
14. || 0.00015 || 62. || 0.10240 || 110. || 0.41694 || 158. || 0.75573 || 206. || 1.08811 || 254. || 1.41227
15. || 0.00018 || 63. || 0.10758 || 111. || 0.42400 || 159. || 0.76265 || 207. || 1.09470 || 255. || 1.41901
16. || 0.00022 || 64. || 0.11287 || 112. || 0.43105 || 160. || 0.76957 || 208. || 1.10130 || 256. || 1.42575
17. || 0.00030 || 65. || 0.11826 || 113. || 0.43808 || 161. || 0.77649 || 209. || 1.10791 || 257. || 1.43248
18. || 0.00040 || 66. || 0.12377 || 114. || 0.44511 || 162. || 0.78342 || 210. || 1.11454 || 258. || 1.43921
19. || 0.00053 || 67. || 0.12939 || 115. || 0.45214 || 163. || 0.79035 || 211. || 1.12118 || 259. || 1.44593
20. || 0.00070 || 68. | 0.13513 || 116. || 0.45917 || 164. || 0.79728 || 212. || 1.12783 || 260. || 1.45265
21. || 0.00091 || 69. || 0.14096 || 117. || 0.46621 || 165. || 0.80423 || 213. || 1.13450 || 261. || 1.45936
22. || 0.00117 || 70. | 0.14689 || 118. || 0.47326 | 166. || 0.81118 || 214. || 1.14117 || 262. || 1.46607
23. || 0.00148 || 71. || 0.15291 || 119. || 0.48032 | 167. || 0.81814 | 215. || 1.14786 || 263. || 1.47277
24. || 0.00184 || 72. || 0.15900 || 120. || 0.48740 || 168. || 0.82512 || 216. || 1.15456 || 264. || 1.47948
25. || 0.00226 || 73. || 0.16515 || 121. || 0.49449 | 169. || 0.83211 || 217. || 1.16127 || 265. || 1.48617
26. || 0.00274 || 74. || 0.17136 || 122. || 0.50159 || 170. || 0.83912 || 218. || 1.16799 || 266. || 1.49287
27. | 0.00330 || 75. || 0.17762 || 123. || 0.50870 || 171. || 0.84615 || 219. || 1.17472 || 267. || 1.49956
28. || 0.00394 | 76. | 0.18393 || 124. || 0.51582 || 172. || 0.85319 || 220. || 1.18145 || 268. || 1.50625
29. || 0.00467 || 77. || 0.19029 || 125. || 0.52294 || 173. || 0.86026 || 221. || 1.18820 || 269. || 1.51293
30. || 0.00549 || 78. | 0.19669 || 126. || 0.53007 || 174. || 0.86736 || 222. || 1.19495 || 270. || 1.51961
31. || 0.00641 || 79. || 0.20313 || 127. || 0.53720 || 175. || 0.87447 || 223. || 1.20171 || 271. || 1.52629
32. || 0.00743 || 80. || 0.20962 || 128. || 0.54433 || 176. || 0.88162 || 224. || 1.20848 || 272. || 1.53297
33. || 0.00857 || 81. || 0.21614 || 129. || 0.55147 || 177. || 0.88879 || 225. || 1.21525 || 273. || 1.53965
34. || 0.00983 || 82. || 0.22271 || 130. || 0.55860 || 178. || 0.89598 || 226. || 1.22203 || 274. || 1.54632
35. || 0.01120 || 83. || 0.22931 || 131. || 0.56574 || 179. || 0.90318 || 227. || 1.22882 || 275. || 1.55299
36. || 0.01270 || 84. || 0.23594 || 132. || 0.57287 || 180. || 0.91038 || 228. || 1.23561 || 276. || 1.55966
37. || 0.01434 | 85. | 0.24261 || 133. || 0.57999 || 181. || 0.91759 || 229. || 1.24240 || 277. || 1.56633
38. || 0.01611 || 86. || 0.24931 || 134. || 0.58712 || 182. || 0.92479 || 230. || 1.24920 || 278. || 1.57300
39. || 0.01801 || 87. || 0.25604 || 135. || 0.59423 | 183. || 0.93197 || 231. || 1.25600 || 279. || 1.57967
40. || 0.02006 || 88. || 0.26280 | 136. || 0.60135 || 184. || 0.93914 || 232. || 1.26281 || 280. || 1.58633
41. || 0.02224 || 89. || 0.26958 || 137. || 0.60845 || 185. || 0.94628 || 233. || 1.26961 || 281. || 1.59300
42. || 0.02456 | 90. || 0.27640 | 138. || 0.61555 || 186. || 0.95339 || 234. || 1.27642 || 282. || 1.59967
43. || 0.02703 | 91. || 0.28325 || 139. || 0.62264 || 187. || 0.96046 || 235. || 1.28323 || 283. || 1.60633
44. || 0.02964 | 92. || 0.29012 || 140. || 0.62973 || 188. || 0.96748 || 236. || 1.29005 || 284. || 1.61300
45. || 0.03240 || 93. || 0.29702 || 141. || 0.63681 || 189. || 0.97446 | 237. || 1.29686 || 285. || 1.61967
46. || 0.03531 | 94. || 0.30394 || 142. || 0.64388 || 190. || 0.98138 || 238. || 1.30367 || 286. || 1.62634
47. 1| 0.03838 || 95. || 0.31089 || 143. || 0.65094 || 191. || 0.98826 || 239. || 1.31048 || 287. || 1.63300
48. || 0.04163 | 96. || 0.31787 | 144. || 0.65800 || 192. || 0.99509 || 240. || 1.31729 || 288. || 1.63967
49. || 0.04505 || 97. || 0.32486 || 145. | 0.66504 || 193. || 1.00188 || 241. || 1.32410 || 289. || 1.64634
50. || 0.04864 || 98. || 0.33188 || 146. || 0.67208 | 194. || 1.00864 || 242. || 1.33091 || 290. || 1.65302
51. || 0.05241 || 99. | 0.33892 || 147. || 0.67910 || 195. || 1.01537 || 243. || 1.33771 || 291. || 1.65969
52. || 0.05634 || 100. || 0.34598 || 148. || 0.68612 || 196. || 1.02206 || 244. || 1.34451 || 292. || 1.66637
53. || 0.06042 || 101. || 0.35306 || 149. || 0.69313 || 197. || 1.02873 || 245. || 1.35131 || 293. || 1.67304
54. || 0.06464 || 102. || 0.36015 || 150. || 0.70013 || 198. || 1.03537 || 246. || 1.35811 || 294. || 1.67972
55. || 0.06899 || 103. || 0.36725 || 151. || 0.70711 || 199. || 1.04200 || 247. || 1.36490 || 295. || 1.68641
56. || 0.07346 || 104. || 0.37435 || 152. || 0.71409 || 200. || 1.04861 || 248. || 1.37168 || 296. || 1.69309
57. | 0.07804 || 105. || 0.38146 || 153. || 0.72105 || 201. || 1.05520 || 249. || 1.37846 || 297. || 1.69978
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Tabelle C.3:
Spezifischer el. Widerstand von Cu (nach Matula, B-Spline-interpoliert)

T p T p T p T p T p T p

21. || 0.00100 || 67. | 0.13425 || 113. || 0.43551 || 159. || 0.76035 || 205. || 1.07824 || 251. || 1.39175
22. || 0.00127 || 68. | 0.14014 || 114. || 0.44250 || 160. || 0.76737 || 206. || 1.08508 || 252. || 1.39850
23. || 0.00160 || 69. | 0.14606 || 115. || 0.44950 || 161. || 0.77438 || 207. || 1.09193 || 253. || 1.40524
24. || 0.00201 || 70. | 0.15200 || 116. || 0.45652 || 162. || 0.78139 || 208. || 1.09877 || 254. || 1.41198
25. || 0.00249 || 71. || 0.15795 || 117. || 0.46354 || 163. || 0.78839 || 209. || 1.10562 || 255. || 1.41871
26. || 0.00306 || 72. | 0.16392 || 118. || 0.47058 || 164. || 0.79539 || 210. || 1.11246 || 256. || 1.42545
27. 1] 0.00372 || 73. | 0.16991 || 119. || 0.47762 || 165. || 0.80238 || 211. || 1.11930 || 257. || 1.43218
28. || 0.00447 || 74. | 0.17593 || 120. || 0.48467 || 166. || 0.80937 || 212. || 1.12614 || 258. || 1.43890
29. || 0.00532 || 75. | 0.18198 || 121. || 0.49173 || 167. || 0.81635 || 213. || 1.13298 || 259. || 1.44563
30. || 0.00628 || 76. || 0.18807 || 122. || 0.49879 || 168. || 0.82332 || 214. || 1.13982 || 260. || 1.45236
31. || 0.00734 || 77. || 0.19422 || 123. || 0.50585 || 169. || 0.83029 || 215. || 1.14666 || 261. || 1.45909
32. || 0.00851 || 78. || 0.20041 || 124. || 0.51293 || 170. | 0.83726 || 216. || 1.15350 || 262. || 1.46581
33. || 0.00979 || 79. || 0.20667 || 125. || 0.52000 || 171. || 0.84422 || 217. || 1.16034 || 263. || 1.47254
34. || 0.01119 || 80. || 0.21300 || 126. || 0.52708 || 172. || 0.85117 || 218. || 1.16717 || 264. || 1.47927
35. || 0.01270 || 81. || 0.21940 || 127. || 0.53416 || 173. || 0.85812 || 219. || 1.17401 || 265. || 1.48600
36. || 0.01433 || 82. || 0.22587 || 128. || 0.54124 || 174. || 0.86506 || 220. || 1.18084 || 266. || 1.49274
37. | 0.01607 || 83. || 0.23239 || 129. || 0.54832 || 175. || 0.87200 || 221. || 1.18768 || 267. || 1.49947
38. || 0.01791 || 84. || 0.23897 || 130. || 0.55540 || 176. | 0.87893 || 222. || 1.19451 || 268. || 1.50621
39. || 0.01986 || 85. || 0.24559 || 131. || 0.56249 || 177. || 0.88585 || 223. || 1.20134 || 269. || 1.51296
40. || 0.02190 || 86. || 0.25224 || 132. || 0.56958 || 178. || 0.89277 || 224. || 1.20817 || 270. || 1.51971
41. || 0.02404 || 87. || 0.25891 || 133. || 0.57666 || 179. || 0.89969 || 225. || 1.21500 || 271. || 1.52646
42. || 0.02628 || 88. || 0.26560 || 134. || 0.58375 || 180. || 0.90659 || 226. || 1.22183 || 272. || 1.53322
43. || 0.02864 || 89. || 0.27230 || 135. || 0.59084 || 181. || 0.91350 || 227. || 1.22866 || 273. || 1.53998
44. || 0.03115 || 90. || 0.27900 || 136. || 0.59792 || 182. || 0.92040 || 228. || 1.23548 || 274. || 1.54676
45. || 0.03380 || 91. || 0.28569 || 137. || 0.60501 || 183. || 0.92729 || 229. || 1.24231 || 275. || 1.55353
46. || 0.03662 || 92. || 0.29237 || 138. || 0.61210 || 184. || 0.93418 || 230. || 1.24913 || 276. || 1.56032
47. || 0.03962 || 93. || 0.29905 || 139. || 0.61918 || 185. || 0.94107 || 231. || 1.25595 || 277. || 1.56710
48. || 0.04281 || 94. || 0.30573 || 140. || 0.62627 || 186. || 0.94795 || 232. || 1.26277 || 278. || 1.57390
49. || 0.04620 || 95. || 0.31242 || 141. || 0.63335 || 187. || 0.95482 || 233. || 1.26959 || 279. || 1.58069
50. || 0.04980 || 96. || 0.31911 || 142. || 0.64043 || 188. || 0.96170 || 234. || 1.27641 || 280. || 1.58749
51. || 0.05362 || 97. || 0.32581 || 143. || 0.64751 || 189. || 0.96857 || 235. || 1.28322 || 281. || 1.59430
52. || 0.05764 || 98. || 0.33252 || 144. || 0.65459 || 190. || 0.97544 || 236. || 1.29003 || 282. || 1.60110
53. || 0.06184 || 99. || 0.33925 || 145. || 0.66167 || 191. || 0.98230 || 237. || 1.29684 | 283. || 1.60791
54. || 0.06620 || 100. || 0.34600 || 146. || 0.66874 || 192. || 0.98917 || 238. || 1.30364 | 284. || 1.61472
55. || 0.07070 || 101. || 0.35277 || 147. || 0.67581 || 193. || 0.99603 || 239. || 1.31044 || 285. || 1.62153
56. || 0.07532 || 102. || 0.35956 || 148. || 0.68288 || 194. || 1.00288 || 240. || 1.31724 || 286. || 1.62834
57. || 0.08007 || 103. || 0.36638 || 149. || 0.68994 || 195. || 1.00974 || 241. || 1.32403 || 287. || 1.63515
58. || 0.08495 || 104. || 0.37321 || 150. || 0.69700 || 196. || 1.01660 || 242. || 1.33082 || 288. || 1.64196
59. || 0.08996 || 105. || 0.38007 || 151. || 0.70406 || 197. || 1.02345 || 243. || 1.33761 | 289. || 1.64878
60. || 0.09510 || 106. || 0.38694 || 152. || 0.71111 || 198. || 1.03030 || 244. || 1.34439 || 290. || 1.65558
61. || 0.10038 || 107. || 0.39383 || 153. || 0.71816 || 199. || 1.03715 || 245. || 1.35117 || 291. || 1.66239
62. || 0.10579 || 108. || 0.40074 || 154. || 0.72520 || 200. || 1.04400 || 246. || 1.35795 || 292. || 1.66920
63. || 0.11130 || 109. || 0.40766 || 155. || 0.73224 || 201. || 1.05085 || 247. || 1.36472 || 293. || 1.67600
64. || 0.11692 || 110. || 0.41460 || 156. || 0.73927 || 202. || 1.05770 || 248. || 1.37148 || 294. || 1.68280
65. || 0.12263 || 111. || 0.42156 || 157. || 0.74630 || 203. || 1.06455 || 249. || 1.37824 || 295. || 1.68959
66. || 0.12841 || 112. || 0.42852 || 158. || 0.75333 || 204. || 1.07139 || 250. || 1.38500 || 296. || 1.69639
67. || 0.13425 || 113. || 0.43551 || 159. || 0.76035 || 205. || 1.07824 || 251. || 1.39175 || 297. || 1.70317
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Tabelle C.4:
Spezifischer el. Widerstand von Cu (Bloch, T4, = 333K, angepafit an Dugdale)

T p T p T p T p T p T p

5. || 0.775E-06 | 54. || 0.06780 || 103. || 0.37197 || 152. || 0.72197 || 201. || 1.06190 | 250. || 1.39079
6. || 0.193E-05 | 55. | 0.07217 || 104. || 0.37908 | 153. || 0.72904 || 202. || 1.06871 || 251. || 1.39741
7. || 0.417E-05 || 56. | 0.07668 || 105. || 0.38620 | 154. || 0.73610 || 203. || 1.07552 || 252. || 1.40403
8. || 0.813E-05 || 57. || 0.08131 || 106. || 0.39333 || 155. || 0.74315 || 204. || 1.08232 || 253. || 1.41065
9. || 0.146E-04 || 58. || 0.08606 || 107. || 0.40046 || 156. || 0.75020 || 205. || 1.08912 || 254. || 1.41726
10. || 0.248E-04 || 59. || 0.09092 || 108. || 0.40760 || 157. || 0.75725 || 206. || 1.09591 || 255. || 1.42387
11. || 0.400E-04 || 60. || 0.09590 || 109. || 0.41475 || 158. || 0.76428 || 207. || 1.10270 || 256. || 1.43048
12. || 0.617E-04 || 61. || 0.10099 | 110. || 0.42190 || 159. || 0.77132 || 208. || 1.10948 || 257. || 1.43708
13. || 0.921E-04 || 62. || 0.10618 || 111. || 0.42906 || 160. || 0.77834 || 209. || 1.11626 || 258. || 1.44368
14. || 0.133E-03 || 63. || 0.11147 || 112. || 0.43622 || 161. || 0.78537 || 210. || 1.12303 || 259. || 1.45028
15. || 0.188E-03 || 64. || 0.11686 | 113. || 0.44339 || 162. || 0.79238 || 211. || 1.12981 || 260. || 1.45687
16. || 0.260E-03 || 65. || 0.12235 || 114. || 0.45056 || 163. || 0.79940 || 212. || 1.13657 || 261. || 1.46346
17. || 0.352E-03 || 66. || 0.12793 || 115. || 0.45773 || 164. || 0.80640 || 213. || 1.14333 || 262. || 1.47005
18. || 0.469E-03 || 67. || 0.13359 || 116. || 0.46490 || 165. || 0.81340 || 214. || 1.15009 || 263. || 1.47664
19. || 0.614E-03 || 68. || 0.13934 || 117. || 0.47208 || 166. || 0.82040 || 215. || 1.15684 | 264. || 1.48322
20. || 0.793E-03 || 69. || 0.14516 | 118. || 0.47925 || 167. || 0.82739 | 216. || 1.16359 || 265. || 1.48980
21. || 0.101E-02 || 70. || 0.15107 || 119. || 0.48643 || 168. || 0.83437 || 217. || 1.17034 || 266. || 1.49638
22. || 0.128E-02 || 71. || 0.15705 || 120. || 0.49361 || 169. || 0.84135 || 218. || 1.17708 | 267. || 1.50295
23. || 0.159E-02 || 72. || 0.16310 || 121. || 0.50079 || 170. || 0.84832 || 219. || 1.18382 | 268. || 1.50953
24. || 0.196E-02 || 73. || 0.16921 || 122. || 0.50796 || 171. || 0.85529 || 220. || 1.19055 | 269. || 1.51610
25. || 0.240E-02 || 74. || 0.17539 || 123. || 0.51514 || 172. || 0.86225 || 221. || 1.19728 || 270. || 1.52266
26. || 0.291E-02 || 75. || 0.18163 | 124. || 0.52232 || 173. || 0.86921 | 222. || 1.20400 || 271. || 1.52923
27. || 0.350E-02 || 76. || 0.18793 || 125. || 0.52949 || 174. || 0.87616 || 223. || 1.21072 || 272. || 1.53579
28. || 0.418E-02 || 77. || 0.19429 || 126. || 0.53667 || 175. || 0.88311 || 224. || 1.21744 | 273. || 1.54235
29. || 0.495E-02 || 78. || 0.20069 || 127. || 0.54384 || 176. || 0.89005 || 225. || 1.22415 || 274. || 1.54890
30. || 0.582E-02 || 79. || 0.20715 || 128. || 0.55101 || 177. || 0.89698 | 226. || 1.23086 || 275. || 1.55546
31. || 0.680E-02 || 80. || 0.21366 || 129. || 0.55817 || 178. || 0.90391 | 227. || 1.23757 || 276. || 1.56201
32. || 0.790E-02 || 81. || 0.22021 || 130. || 0.56534 | 179. || 0.91084 | 228. | 1.24427 || 277. || 1.56856
33. || 0.911E-02 || 82. || 0.22681 || 131. || 0.57250 || 180. || 0.91776 | 229. || 1.25096 || 278. || 1.57510
34. || 0.105E-01 || 83. || 0.23344 || 132. || 0.57966 | 181. || 0.92467 | 230. || 1.25766 || 279. || 1.58165
35. || 0.119E-01 || 84. || 0.24012 || 133. || 0.58681 || 182. || 0.93158 || 231. || 1.26435 || 280. || 1.58819
36. || 0.135E-01 || 85. || 0.24683 || 134. || 0.59397 || 183. || 0.93849 | 232. || 1.27103 || 281. || 1.59472
37. || 0.153E-01 || 86. || 0.25357 || 135. || 0.60111 || 184. || 0.94539 | 233. || 1.27772 || 282. || 1.60126
38. || 0.172E-01 || 87. || 0.26035 || 136. || 0.60826 || 185. || 0.95228 || 234. || 1.28440 || 283. || 1.60779
39. || 0.192E-01 || 88. || 0.26716 || 137. || 0.61540 || 186. || 0.95917 || 235. || 1.29107 || 284. || 1.61433
40. || 0.214E-01 || 89. || 0.27400 || 138. || 0.62254 || 187. || 0.96605 | 236. || 1.29774 || 285. || 1.62085
41. || 0.237E-01 || 90. || 0.28087 || 139. || 0.62967 | 188. || 0.97293 | 237. || 1.30441 || 286. || 1.62738
42. || 0.262E-01 || 91. || 0.28776 || 140. || 0.63680 || 189. || 0.97980 || 238. || 1.31108 || 287. || 1.63390
43. || 0.289E-01 || 92. || 0.29467 || 141. || 0.64392 || 190. || 0.98667 | 239. || 1.31774 || 288. || 1.64043
44. || 0.317E-01 || 93. || 0.30161 || 142. || 0.65104 || 191. || 0.99354 || 240. || 1.32440 || 289. || 1.64695
45. || 0.346E-01 || 94. || 0.30857 || 143. || 0.65816 | 192. || 1.00039 | 241. || 1.33105 || 290. || 1.65346
46. || 0.377E-01 || 95. || 0.31555 || 144. || 0.66527 || 193. || 1.00725 || 242. || 1.33770 || 291. || 1.65998
47. || 0.410E-01 || 96. || 0.32255 || 145. || 0.67237 || 194. || 1.01410 || 243. || 1.34435 || 292. || 1.66649
48. || 0.444E-01 || 97. || 0.32957 || 146. || 0.67947 || 195. || 1.02094 || 244. || 1.35099 || 293. || 1.67300
49. || 0.479E-01 || 98. || 0.33660 || 147. || 0.68657 || 196. || 1.02778 || 245. || 1.35764 || 294. | 1.67951
50. || 0.516E-01 || 99. || 0.34365 || 148. || 0.69366 || 197. || 1.03461 || 246. || 1.36427 | 295. || 1.68602
51. || 0.555E-01 || 100. [| 0.35071 || 149. || 0.70075 || 198. || 1.04144 || 247. || 1.37091 | 296. || 1.69252
52. || 0.594E-01 || 101. || 0.35779 || 150. || 0.70783 || 199. || 1.04827 || 248. || 1.37754 | 297. || 1.69902
53. || 0.635E-01 || 102. || 0.36488 || 151. || 0.71490 || 200. || 1.05509 | 249. || 1.38417 || 298. || 1.70552

54.

0.678E-01 || 103. || 0.37197 || 152. || 0.72197 || 201. || 1.06190 || 250. || 1.39079 || 299. || 1.71202
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Tabelle C.5:
Ber. spezifischer el. Widerstand von Cu ohne zus. XC-Abschirmung

T p T p T p T p T p T p

18. || 0.00007 || 65. || 0.11297 || 112. || 0.40984 || 159. || 0.73726 || 206. || 1.06136 || 253. || 1.37878
19. || 0.00011 || 66. || 0.11819 || 113. || 0.41673 || 160. || 0.74422 || 207. || 1.06818 | 254. || 1.38547
20. || 0.00018 || 67. || 0.12350 || 114. || 0.42363 || 161. || 0.75118 || 208. || 1.07500 || 255. || 1.39216
21. || 0.00027 || 68. | 0.12887 || 115. || 0.43054 || 162. || 0.75814 || 209. || 1.08182 || 256. || 1.39884
22. || 0.00040 || 69. || 0.13433 || 116. || 0.43745 || 163. || 0.76509 || 210. || 1.08863 || 257. || 1.40552
23. || 0.00057 || 70. || 0.13985 || 117. || 0.44437 || 164. || 0.77204 || 211. || 1.09544 || 258. || 1.41220
24. || 0.00080 || 71. || 0.14545 || 118. || 0.45130 || 165. || 0.77899 || 212. || 1.10224 || 259. || 1.41887
25. || 0.00108 || 72. | 0.15111 || 119. || 0.45824 || 166. || 0.78594 || 213. || 1.10905 || 260. || 1.42554
26. || 0.00143 || 73. || 0.15684 || 120. || 0.46518 || 167. || 0.79288 || 214. || 1.11585 || 261. || 1.43221
27. || 0.00187 || 74. || 0.16262 || 121. || 0.47213 || 168. || 0.79982 || 215. || 1.12265 || 262. || 1.43888
28. || 0.00239 || 75. || 0.16847 || 122. || 0.47908 || 169. | 0.80676 || 216. || 1.12944 || 263. || 1.44555
29. || 0.00300 || 76. || 0.17437 || 123. || 0.48603 || 170. || 0.81369 || 217. || 1.13623 || 264. || 1.45221
30. || 0.00372 || 77. || 0.18033 || 124. || 0.49300 || 171. || 0.82063 || 218. || 1.14302 || 265. || 1.45887
31. || 0.00455 || 78. || 0.18634 || 125. || 0.49996 || 172. || 0.82756 || 219. || 1.14980 || 266. || 1.46553
32. || 0.00550 || 79. || 0.19240 || 126. || 0.50693 || 173. || 0.83448 || 220. || 1.15658 || 267. || 1.47218
33. || 0.00658 || 80. || 0.19850 || 127. || 0.51390 || 174. || 0.84141 || 221. || 1.16336 || 268. || 1.47884
34. || 0.00778 || 81. || 0.20466 || 128. || 0.52087 || 175. || 0.84833 || 222. || 1.17014 || 269. || 1.48549
35. || 0.00912 || 82. || 0.21085 || 129. || 0.52785 || 176. || 0.85525 || 223. || 1.17691 || 270. || 1.49213
36. || 0.01060 || 83. || 0.21709 || 130. || 0.53482 || 177. || 0.86216 || 224. || 1.18368 || 271. || 1.49878
37. || 0.01221 || 84. || 0.22337 || 131. || 0.54180 || 178. || 0.86908 || 225. || 1.19045 || 272. || 1.50542
38. || 0.01398 || 85. || 0.22968 || 132. || 0.54879 || 179. || 0.87598 || 226. || 1.19721 || 273. || 1.51207
39. || 0.01589 || 86. || 0.23604 || 133. || 0.55577 || 180. || 0.88289 || 227. || 1.20398 || 274. || 1.51871
40. || 0.01794 || 87. || 0.24243 || 134. || 0.56275 || 181. || 0.88979 || 228. || 1.21073 || 275. || 1.52534
41. || 0.02015 || 88. || 0.24885 || 135. || 0.56974 || 182. || 0.89669 || 229. || 1.21749 || 276. || 1.53198
42. || 0.02250 || 89. || 0.25530 || 136. || 0.57672 || 183. || 0.90359 || 230. || 1.22424 || 277. || 1.53861
43. || 0.02500 || 90. || 0.26178 || 137. || 0.58371 || 184. || 0.91049 || 231. || 1.23099 || 278. || 1.54524
44. || 0.02764 || 91. || 0.26830 || 138. || 0.59070 || 185. || 0.91738 || 232. || 1.23774 || 279. || 1.55187
45. || 0.03044 || 92. || 0.27484 || 139. || 0.59769 || 186. || 0.92426 || 233. || 1.24448 || 280. || 1.55849
46. || 0.03337 || 93. || 0.28141 || 140. || 0.60467 || 187. || 0.93115 || 234. || 1.25122 || 281. || 1.56512
47. || 0.03645 || 94. || 0.28800 || 141. || 0.61166 || 188. || 0.93803 || 235. || 1.25796 || 282. || 1.57174
48. || 0.03967 || 95. || 0.29462 || 142. || 0.61865 || 189. || 0.94491 || 236. || 1.26470 || 283. || 1.57836
49. || 0.04303 || 96. || 0.30126 || 143. || 0.62564 || 190. || 0.95179 || 237. || 1.27143 || 284. || 1.58498
50. || 0.04652 || 97. || 0.30792 || 144. || 0.63262 || 191. || 0.95866 || 238. || 1.27816 || 285. || 1.59159
51. || 0.05014 || 98. || 0.31460 || 145. || 0.63961 || 192. || 0.96553 || 239. || 1.28489 || 286. || 1.59821
52. || 0.05389 || 99. || 0.32130 || 146. || 0.64659 || 193. || 0.97239 || 240. || 1.29161 || 287. || 1.60482
53. || 0.05777 || 100. || 0.32802 || 147. || 0.65358 || 194. || 0.97925 || 241. || 1.29833 || 288. || 1.61143
54. || 0.06178 || 101. || 0.33476 || 148. || 0.66056 || 195. || 0.98611 || 242. || 1.30505 || 289. || 1.61803
55. || 0.06590 || 102. || 0.34152 || 149. || 0.66754 || 196. || 0.99297 || 243. || 1.31177 || 290. || 1.62464
56. || 0.07014 || 103. || 0.34829 || 150. || 0.67452 || 197. || 0.99982 || 244. || 1.31848 || 291. || 1.63124
57. || 0.07449 || 104. || 0.35508 || 151. || 0.68150 || 198. || 1.00667 || 245. || 1.32519 || 292. || 1.63784
58. || 0.07895 || 105. || 0.36188 || 152. || 0.68847 || 199. || 1.01352 || 246. || 1.33190 || 293. || 1.64444
59. || 0.08352 || 106. || 0.36870 || 153. || 0.69545 || 200. || 1.02036 || 247. || 1.33861 || 294. || 1.65104
60. || 0.08819 || 107. || 0.37552 || 154. || 0.70242 || 201. || 1.02721 || 248. || 1.34531 || 295. || 1.65763
61. || 0.09296 || 108. || 0.38236 || 155. || 0.70939 || 202. || 1.03404 || 249. || 1.35201 || 296. || 1.66422
62. || 0.09783 || 109. || 0.38922 || 156. || 0.71636 || 203. || 1.04088 || 250. || 1.35871 || 297. || 1.67081
63. || 0.10279 || 110. || 0.39608 || 157. || 0.72333 || 204. || 1.04771 || 251. || 1.36540 || 298. || 1.67740
64. || 0.10784 || 111. || 0.40295 || 158. || 0.73030 || 205. || 1.05454 || 252. || 1.37209 || 299. || 1.68399
65. || 0.11297 || 112. || 0.40984 || 159. || 0.73726 || 206. || 1.06136 || 253. || 1.37878 || 300. || 1.69058
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Tabelle C.6:
Doppeltlogarithmische Ableitung des spezifischen el. Widerstandes von Cu bis 300K
T n T n T n T n T n T n

18.5 || 6.6209 || 64.5 || 2.9767 || 110.5 || 1.8927 || 156.5 || 1.5104 | 202.5 || 1.3312 || 248.5 || 1.2326

19.5 || 6.6066 || 65.5 || 2.9350 || 111.5 || 1.8803 || 157.5 || 1.5050 | 203.5 || 1.3284 || 249.5 || 1.2310

20.5 || 6.6388 || 66.5 | 2.8946 || 112.5 || 1.8680 || 158.5 || 1.4998 || 204.5 || 1.3257 || 250.5 || 1.2294

21.5 || 6.6622 | 67.5 | 2.8555 || 113.5 || 1.8561 || 159.5 || 1.4946 || 205.5 || 1.3230 || 251.5 || 1.2278

22.5 || 6.6566 | 68.5 | 2.8175 || 114.5 || 1.8444 || 160.5 || 1.4895 || 206.5 || 1.3203 || 252.5 || 1.2262

23.5 || 6.6177 || 69.5 | 2.7808 || 115.5 || 1.8329 || 161.5 || 1.4845 || 207.5 || 1.3177 || 253.5 || 1.2247

24.5 || 6.5490 || 70.5 || 2.7452 || 116.5 || 1.8217 || 162.5 || 1.4796 || 208.5 || 1.3151 || 254.5 || 1.2231

25.5 || 6.4562 || 71.5 | 2.7106 || 117.5 || 1.8107 || 163.5 || 1.4747 || 209.5 || 1.3125 || 255.5 || 1.2216

26.5 || 6.3455 | 72.5 | 2.6771 || 118.5 || 1.7999 || 164.5 || 1.4699 || 210.5 || 1.3100 || 256.5 || 1.2201

27.5 || 6.2223 || 73.5 || 2.6446 || 119.5 || 1.7894 || 165.5 || 1.4652 || 211.5 || 1.3075 || 257.5 || 1.2186

28.5 || 6.0911 | 74.5 | 2.6130 || 120.5 || 1.7790 || 166.5 || 1.4606 || 212.5 || 1.3050 || 258.5 || 1.2171

29.5 || 5.9555 || 75.5 || 2.5824 || 121.5 || 1.7689 || 167.5 | 1.4560 || 213.5 || 1.3025 || 259.5 || 1.2157

30.5 || 5.8182 || 76.5 | 2.5526 || 122.5 || 1.7589 || 168.5 || 1.4515 || 214.5 || 1.3001 || 260.5 || 1.2142

31.5 || 5.6812 || 77.5 || 2.5237 || 123.5 || 1.7492 || 169.5 || 1.4471 || 215.5 || 1.2977 || 261.5 || 1.2128

32.5 || 5.5457 || 78.5 || 2.4956 || 124.5 || 1.7396 || 170.5 || 1.4427 || 216.5 || 1.2954 || 262.5 || 1.2114

33.5 || 5.4130 || 79.5 | 2.4683 || 125.5 || 1.7303 || 171.5 || 1.4384 || 217.5 || 1.2930 || 263.5 || 1.2100

34.5 || 5.2835 || 80.5 | 2.4417 || 126.5 || 1.7211 || 172.5 || 1.4342 || 218.5 || 1.2907 || 264.5 || 1.2086

35.5 || 5.1578 || 81.5 || 2.4158 || 127.5 || 1.7121 || 173.5 || 1.4300 || 219.5 || 1.2885 || 265.5 || 1.2072

36.5 || 5.0362 | 82.5 | 2.3907 || 128.5 || 1.7032 || 174.5 || 1.4259 || 220.5 || 1.2862 || 266.5 || 1.2058

37.5 || 4.9187 || 83.5 | 2.3662 || 129.5 || 1.6945 || 175.5 || 1.4218 || 221.5 || 1.2840 || 267.5 || 1.2045

38.5 || 4.8054 || 84.5 || 2.3424 || 130.5 || 1.6860 || 176.5 || 1.4178 || 222.5 || 1.2818 || 268.5 || 1.2031

39.5 || 4.6963 || 85.5 | 2.3192 || 131.5 || 1.6776 || 177.5 || 1.4139 || 223.5 || 1.2796 || 269.5 || 1.2018

40.5 || 4.5913 || 86.5 | 2.2967 || 132.5 || 1.6694 || 178.5 || 1.4100 || 224.5 || 1.2775 || 270.5 || 1.2005

41.5 || 4.4904 || 87.5 || 2.2747 || 133.5 || 1.6614 || 179.5 || 1.4062 || 225.5 || 1.2754 || 271.5 || 1.1992

42.5 || 4.3933 || 88.5 || 2.2532 || 134.5 || 1.6535 || 180.5 || 1.4024 || 226.5 || 1.2733 || 272.5 || 1.1979

43.5 || 4.3000 || 89.5 | 2.2323 || 135.5 || 1.6457 || 181.5 || 1.3987 || 227.5 || 1.2712 || 273.5 || 1.1967

445 || 4.2104 || 90.5 | 2.2120 || 136.5 || 1.6381 || 182.5 || 1.3950 || 228.5 || 1.2691 || 274.5 || 1.1954

45.5 || 4.1242 || 91.5 || 2.1921 || 137.5 || 1.6306 || 183.5 || 1.3914 || 229.5 || 1.2671 || 275.5 || 1.1941

46.5 || 4.0414 || 92.5 || 2.1728 || 138.5 || 1.6232 || 184.5 || 1.3878 || 230.5 || 1.2651 || 276.5 || 1.1929

47.5 || 3.9617 || 93.5 | 2.1539 || 139.5 || 1.6160 || 185.5 || 1.3843 || 231.5 || 1.2631 || 277.5 || 1.1917

48.5 || 3.8851 || 94.5 || 2.1355 || 140.5 || 1.6089 || 186.5 || 1.3808 || 232.5 || 1.2612 || 278.5 || 1.1905

49.5 || 3.8114 || 95.5 | 2.1175 || 141.5 || 1.6019 || 187.5 || 1.3774 || 233.5 || 1.2592 || 279.5 || 1.1893

50.5 || 3.7404 | 96.5 | 2.1000 || 142.5 || 1.5951 || 188.5 || 1.3740 || 234.5 || 1.2573 || 280.5 || 1.1881

51.5 || 3.6722 || 97.5 || 2.0828 || 143.5 || 1.5883 || 189.5 || 1.3707 || 235.5 || 1.2554 || 281.5 || 1.1869

52.5 || 3.6064 | 98.5 || 2.0661 || 144.5 || 1.5817 || 190.5 || 1.3674 || 236.5 || 1.2536 || 282.5 || 1.1857

53.5 || 3.5430 || 99.5 || 2.0498 || 145.5 || 1.5752 || 191.5 || 1.3642 || 237.5 || 1.2517 || 283.5 || 1.1846

54.5 || 3.4820 || 100.5 || 2.0338 || 146.5 || 1.5688 || 192.5 || 1.3610 || 238.5 || 1.2499 || 284.5 || 1.1834

55.5 || 3.4231 || 101.5 || 2.0182 || 147.5 || 1.5625 || 193.5 || 1.3578 || 239.5 || 1.2481 || 285.5 || 1.1823

56.5 || 3.3663 || 102.5 || 2.0030 || 148.5 || 1.5563 || 194.5 || 1.3547 || 240.5 || 1.2463 || 286.5 || 1.1812

57.5 || 3.3115 || 103.5 || 1.9881 || 149.5 || 1.5503 || 195.5 || 1.3516 || 241.5 || 1.2445 || 287.5 || 1.1801

58.5 || 3.2586 || 104.5 || 1.9736 || 150.5 || 1.5443 || 196.5 || 1.3486 | 242.5 || 1.2428 || 288.5 || 1.1790

59.5 || 3.2075 || 105.5 || 1.9593 || 151.5 || 1.5384 || 197.5 || 1.3456 || 243.5 || 1.2410 || 289.5 || 1.1779

60.5 || 3.1582 || 106.5 || 1.9454 || 152.5 || 1.5326 || 198.5 || 1.3426 || 244.5 || 1.2393 || 290.5 || 1.1768

61.5 || 3.1105 || 107.5 || 1.9318 || 153.5 || 1.5269 || 199.5 || 1.3397 || 245.5 || 1.2376 || 291.5 || 1.1757

62.5 || 3.0644 || 108.5 || 1.9185 || 154.5 || 1.5213 || 200.5 || 1.3368 || 246.5 || 1.2359 || 292.5 || 1.1746

63.5 || 3.0199 || 109.5 || 1.9055 || 155.5 || 1.5158 || 201.5 || 1.3340 || 247.5 || 1.2343 || 293.5 || 1.1736

64.5 || 2.9767 || 110.5 || 1.8927 || 156.5 || 1.5104 || 202.5 || 1.3312 || 248.5 || 1.2326 || 294.5 || 1.1725
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Tabelle C.7:

Doppeltl. Ableitung des spez. el. Widerstandes von Cu (Dugdale, B-Spline-interpoliert)
T n T n T n T n T n T n
14.5 || 2.7102 || 61.5 | 3.1241 || 108.5 || 1.8931 || 155.5 || 1.4604 || 202.5 || 1.2511 || 249.5 || 1.2230
15.5 || 3.8434 || 62.5 | 3.0824 || 109.5 || 1.8745 || 156.5 || 1.4548 || 203.5 || 1.2490 || 250.5 || 1.2208
16.5 || 4.6433 || 63.5 | 3.0451 || 110.5 || 1.8556 || 157.5 || 1.4497 || 204.5 || 1.2476 || 251.5 || 1.2186
17.5 || 5.1125 || 64.5 | 3.0117 || 111.5 || 1.8374 || 158.5 || 1.4451 || 205.5 || 1.2468 | 252.5 || 1.2164
18.5 || 5.3361 || 65.5 | 2.9816 || 112.5 || 1.8210 || 159.5 || 1.4409 || 206.5 || 1.2467 || 253.5 || 1.2143
19.5 || 5.4045 || 66.5 | 2.9545 || 113.5 || 1.8064 || 160.5 || 1.4371 || 207.5 || 1.2472 || 254.5 || 1.2123
20.5 || 5.3840 || 67.5 | 2.9270 || 114.5 || 1.7935 || 161.5 || 1.4338 || 208.5 || 1.2483 || 255.5 || 1.2103
21.5 || 5.3163 || 68.5 | 2.8967 || 115.5 || 1.7822 || 162.5 || 1.4309 || 209.5 || 1.2494 || 256.5 || 1.2084
22.5 || 5.2259 || 69.5 | 2.8639 || 116.5 || 1.7725 || 163.5 || 1.4284 || 210.5 || 1.2504 || 257.5 || 1.2065
23.5 || 5.1285 || 70.5 | 2.8288 || 117.5 || 1.7642 || 164.5 || 1.4263 || 211.5 || 1.2513 || 258.5 || 1.2046
24.5 || 5.0461 || 71.5 | 2.7920 || 118.5 || 1.7563 || 165.5 || 1.4246 || 212.5 || 1.2521 || 259.5 || 1.2029
25.5 || 4.9799 || 72.5 || 2.7534 || 119.5 || 1.7483 || 166.5 || 1.4233 || 213.5 || 1.2528 || 260.5 || 1.2011
26.5 || 4.9225 || 73.5 || 2.7135 || 120.5 || 1.7402 || 167.5 || 1.4224 || 214.5 || 1.2535 || 261.5 || 1.1994
27.5 || 4.8700 || 74.5 || 2.6735 || 121.5 || 1.7321 || 168.5 || 1.4218 || 215.5 || 1.2540 || 262.5 || 1.1978
28.5 || 4.8204 || 75.5 || 2.6353 || 122.5 || 1.7239 || 169.5 || 1.4217 || 216.5 || 1.2545 || 263.5 || 1.1962
29.5 || 4.7724 || 76.5 || 2.5988 || 123.5 || 1.7156 || 170.5 || 1.4218 || 217.5 || 1.2548 || 264.5 || 1.1947
30.5 || 4.7258 || 77.5 || 2.5639 || 124.5 || 1.7073 || 171.5 || 1.4224 || 218.5 || 1.2551 || 265.5 || 1.1932
31.5 || 4.6790 || 78.5 || 2.5304 || 125.5 || 1.6989 || 172.5 || 1.4233 || 219.5 || 1.2553 || 266.5 || 1.1917
32.5 || 4.6283 || 79.5 || 2.4984 || 126.5 || 1.6905 || 173.5 || 1.4245 || 220.5 || 1.2554 || 267.5 || 1.1903
33.5 || 4.5750 || 80.5 || 2.4675 || 127.5 || 1.6819 || 174.5 || 1.4261 || 221.5 || 1.2554 || 268.5 || 1.1890
34.5 || 4.5211 || 81.5 || 2.4378 || 128.5 || 1.6734 || 175.5 || 1.4280 || 222.5 || 1.2553 || 269.5 || 1.1877
35.5 || 4.4678 || 82.5 | 2.4091 || 129.5 || 1.6647 || 176.5 || 1.4295 || 223.5 || 1.2551 || 270.5 || 1.1864
36.5 || 4.4157 || 83.5 || 2.3814 || 130.5 || 1.6560 || 177.5 || 1.4298 || 224.5 || 1.2549 || 271.5 || 1.1852
37.5 || 4.3624 || 84.5 || 2.3546 || 131.5 || 1.6472 || 178.5 || 1.4288 || 225.5 || 1.2545 || 272.5 || 1.1841
38.5 || 4.3047 || 85.5 || 2.3288 || 132.5 || 1.6384 || 179.5 || 1.4266 || 226.5 || 1.2541 || 273.5 || 1.1829
39.5 || 4.2446 || 86.5 || 2.3039 || 133.5 || 1.6295 || 180.5 || 1.4231 || 227.5 || 1.2536 || 274.5 || 1.1819
40.5 || 4.1840 || 87.5 || 2.2801 || 134.5 || 1.6207 || 181.5 || 1.4185 || 228.5 || 1.2530 || 275.5 || 1.1808
41.5 || 4.1240 || 88.5 || 2.2572 || 135.5 || 1.6120 || 182.5 || 1.4126 || 229.5 || 1.2524 || 276.5 || 1.1799
42.5 || 4.0653 || 89.5 | 2.2352 || 136.5 || 1.6035 || 183.5 || 1.4056 || 230.5 || 1.2516 || 277.5 || 1.1789
43.5 || 4.0092 || 90.5 || 2.2140 || 137.5 || 1.5951 || 184.5 || 1.3975 || 231.5 || 1.2508 || 278.5 || 1.1780
44.5 || 3.9602 || 91.5 | 2.1935 || 138.5 || 1.5867 || 185.5 || 1.3882 || 232.5 || 1.2499 || 279.5 || 1.1772
45.5 || 3.9188 || 92.5 | 2.1738 || 139.5 || 1.5785 || 186.5 || 1.3778 || 233.5 || 1.2489 || 280.5 || 1.1763
46.5 || 3.8837 || 93.5 || 2.1547 || 140.5 || 1.5704 || 187.5 || 1.3662 || 234.5 || 1.2479 || 281.5 || 1.1756
47.5 || 3.8536 || 94.5 || 2.1363 || 141.5 || 1.5624 || 188.5 || 1.3538 || 235.5 || 1.2467 || 282.5 || 1.1748
48.5 || 3.8278 || 95.5 || 2.1184 || 142.5 || 1.5545 || 189.5 || 1.3416 || 236.5 || 1.2455 || 283.5 || 1.1742
49.5 || 3.8028 || 96.5 || 2.1011 || 143.5 || 1.5467 || 190.5 || 1.3302 || 237.5 || 1.2442 || 284.5 || 1.1735
50.5 || 3.7680 || 97.5 | 2.0843 || 144.5 || 1.5390 || 191.5 || 1.3196 || 238.5 || 1.2429 || 285.5 || 1.1729
51.5 || 3.7230 || 98.5 | 2.0679 || 145.5 || 1.5313 || 192.5 || 1.3098 || 239.5 || 1.2414 || 286.5 || 1.1723
52.5 || 3.6703 || 99.5 | 2.0515 || 146.5 || 1.5238 || 193.5 || 1.3007 || 240.5 || 1.2399 || 287.5 || 1.1718
53.5 || 3.6119 || 100.5 || 2.0348 || 147.5 || 1.5163 || 194.5 || 1.2923 || 241.5 || 1.2383 || 288.5 || 1.1713
54.5 || 3.5493 || 101.5 || 2.0178 || 148.5 || 1.5089 || 195.5 || 1.2847 || 242.5 || 1.2367 || 289.5 || 1.1709
55.5 || 3.4837 || 102.5 || 2.0007 || 149.5 || 1.5015 || 196.5 || 1.2778 || 243.5 || 1.2349 || 290.5 || 1.1705
56.5 || 3.4161 || 103.5 || 1.9833 || 150.5 || 1.4942 || 197.5 || 1.2716 || 244.5 || 1.2331 || 291.5 || 1.1701
57.5 || 3.3472 || 104.5 || 1.9657 || 151.5 || 1.4870 || 198.5 || 1.2662 || 245.5 || 1.2312 || 292.5 || 1.1698
58.5 || 3.2815 || 105.5 || 1.9479 || 152.5 || 1.4798 || 199.5 || 1.2614 || 246.5 || 1.2293 || 293.5 || 1.1695
59.5 || 3.2229 || 106.5 || 1.9298 || 153.5 || 1.4729 || 200.5 || 1.2573 || 247.5 || 1.2273 || 294.5 || 1.1693
60.5 || 3.1707 || 107.5 || 1.9116 || 154.5 || 1.4664 || 201.5 || 1.2539 || 248.5 || 1.2252 || 295.5 || 1.1691
61.5 || 3.1241 || 108.5 || 1.8931 || 155.5 || 1.4604 || 202.5 || 1.2511 || 249.5 || 1.2230 || 296.5 || 1.1689
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Tabelle C.8:
Doppeltl. Ableitung des spez. el. Widerstandes von Cu (Matula, B-Spline-interpoliert)
T n T n T n T n T n T n

20.5 || 4.6980 | 66.5 | 2.9576 || 112.5 || 1.8180 || 158.5 || 1.4705 || 204.5 || 1.3026 || 250.5 || 1.2180

21.5 || 5.0463 | 67.5 | 2.8970 || 113.5 || 1.8081 || 159.5 || 1.4652 || 205.5 || 1.3006 || 251.5 || 1.2161

22.5 || 5.2271 || 68.5 | 2.8349 || 114.5 || 1.7983 || 160.5 || 1.4599 || 206.5 || 1.2985 || 252.5 || 1.2144

23.5 || 5.2964 | 69.5 || 2.7715 || 115.5 || 1.7887 || 161.5 || 1.4548 || 207.5 || 1.2965 || 253.5 || 1.2127

24.5 || 5.2961 | 70.5 | 2.7085 || 116.5 || 1.7791 || 162.5 || 1.4497 || 208.5 || 1.2946 || 254.5 || 1.2111

25.5 || 5.2515 || 71.5 || 2.6516 || 117.5 || 1.7696 || 163.5 || 1.4447 || 209.5 || 1.2926 || 255.5 || 1.2096

26.5 || 5.1722 || 72.5 | 2.6017 || 118.5 || 1.7602 || 164.5 || 1.4398 || 210.5 || 1.2907 || 256.5 || 1.2083

27.5 || 5.0745 || 73.5 || 2.5579 || 119.5 || 1.7509 || 165.5 || 1.4349 || 211.5 || 1.2887 || 257.5 || 1.2070

28.5 || 4.9702 || 74.5 || 2.5198 || 120.5 || 1.7417 || 166.5 || 1.4301 || 212.5 || 1.2868 || 258.5 || 1.2058

29.5 || 4.8659 || 75.5 || 2.4867 || 121.5 || 1.7325 || 167.5 || 1.4253 || 213.5 || 1.2850 || 259.5 || 1.2048

30.5 || 4.7636 || 76.5 | 2.4584 || 122.5 || 1.7234 || 168.5 || 1.4206 || 214.5 || 1.2831 || 260.5 || 1.2038

31.5 || 4.6604 || 77.5 || 2.4343 || 123.5 || 1.7143 || 169.5 || 1.4160 || 215.5 || 1.2813 || 261.5 || 1.2029

32.5 || 4.5587 || 78.5 || 2.4141 || 124.5 || 1.7053 || 170.5 || 1.4114 || 216.5 || 1.2794 || 262.5 || 1.2022

33.5 || 4.4609 || 79.5 || 2.3976 || 125.5 || 1.6964 || 171.5 || 1.4069 || 217.5 || 1.2776 || 263.5 || 1.2015

34.5 || 4.3682 || 80.5 | 2.3834 || 126.5 || 1.6877 || 172.5 || 1.4024 || 218.5 || 1.2759 || 264.5 || 1.2009

35.5 || 4.2780 || 81.5 | 2.3678 || 127.5 || 1.6791 || 173.5 || 1.3980 || 219.5 || 1.2741 || 265.5 || 1.2004

36.5 || 4.1804 || 82.5 | 2.3499 || 128.5 || 1.6706 || 174.5 || 1.3936 || 220.5 || 1.2724 || 266.5 || 1.2000

37.5 || 4.0773 || 83.5 || 2.3300 || 129.5 || 1.6624 || 175.5 || 1.3893 || 221.5 || 1.2706 || 267.5 || 1.1997

38.5 || 3.9722 || 84.5 | 2.3081 || 130.5 || 1.6543 || 176.5 || 1.3850 || 222.5 || 1.2689 || 268.5 || 1.1995

39.5 || 3.8675 || 85.5 || 2.2845 || 131.5 || 1.6463 || 177.5 || 1.3809 || 223.5 || 1.2672 || 269.5 || 1.1994

40.5 || 3.7705 || 86.5 | 2.2592 || 132.5 || 1.6385 || 178.5 || 1.3769 || 224.5 || 1.2655 || 270.5 || 1.1994

41.5 || 3.7023 || 87.5 || 2.2324 || 133.5 || 1.6308 || 179.5 || 1.3730 || 225.5 || 1.2639 || 271.5 || 1.1995

42.5 || 3.6615 || 88.5 || 2.2042 || 134.5 || 1.6232 || 180.5 || 1.3692 || 226.5 || 1.2622 || 272.5 || 1.1997

43.5 || 3.6419 || 89.5 | 2.1746 || 135.5 || 1.6157 || 181.5 || 1.3655 || 227.5 || 1.2605 || 273.5 || 1.1999

44.5 || 3.6387 || 90.5 | 2.1443 || 136.5 || 1.6084 || 182.5 || 1.3618 || 228.5 || 1.2588 || 274.5 || 1.2001

45.5 || 3.6471 || 91.5 || 2.1159 || 137.5 || 1.6012 || 183.5 || 1.3583 || 229.5 || 1.2571 || 275.5 || 1.2002

46.5 || 3.6607 || 92.5 | 2.0897 || 138.5 || 1.5941 || 184.5 || 1.3549 || 230.5 || 1.2553 || 276.5 || 1.2002

47.5 || 3.6771 || 93.5 | 2.0656 || 139.5 || 1.5871 || 185.5 || 1.3515 || 231.5 || 1.2536 || 277.5 || 1.2002

48.5 || 3.6955 || 94.5 || 2.0436 || 140.5 || 1.5802 || 186.5 || 1.3483 || 232.5 || 1.2518 || 278.5 || 1.2000

49.5 || 3.7150 || 95.5 | 2.0235 || 141.5 || 1.5734 || 187.5 || 1.3451 || 233.5 || 1.2501 || 279.5 || 1.1998

50.5 || 3.7301 || 96.5 | 2.0052 || 142.5 || 1.5667 || 188.5 || 1.3420 || 234.5 || 1.2483 || 280.5 || 1.1995

51.5 || 3.7227 | 97.5 | 1.9886 || 143.5 || 1.5600 || 189.5 || 1.3390 || 235.5 || 1.2465 || 281.5 || 1.1991

52.5 || 3.6930 || 98.5 || 1.9735 || 144.5 || 1.5535 || 190.5 || 1.3361 || 236.5 || 1.2447 || 282.5 || 1.1987

53.5 || 3.6459 | 99.5 | 1.9600 || 145.5 || 1.5470 || 191.5 || 1.3332 || 237.5 || 1.2429 || 283.5 || 1.1981

54.5 || 3.5851 || 100.5 || 1.9478 || 146.5 || 1.5407 || 192.5 || 1.3305 || 238.5 || 1.2410 || 284.5 || 1.1975

55.5 || 3.5167 || 101.5 || 1.9359 || 147.5 || 1.5344 || 193.5 || 1.3278 || 239.5 || 1.2392 || 285.5 || 1.1968

56.5 || 3.4539 || 102.5 || 1.9243 || 148.5 || 1.5281 || 194.5 || 1.3252 || 240.5 || 1.2373 || 286.5 || 1.1960

57.5 || 3.3989 || 103.5 || 1.9129 || 149.5 || 1.5220 || 195.5 || 1.3226 || 241.5 || 1.2355 || 287.5 || 1.1951

58.5 || 3.3505 || 104.5 || 1.9017 || 150.5 || 1.5159 || 196.5 || 1.3202 || 242.5 || 1.2336 || 288.5 || 1.1942

59.5 || 3.3080 || 105.5 || 1.8907 || 151.5 || 1.5099 || 197.5 || 1.3178 || 243.5 || 1.2317 || 289.5 || 1.1932

60.5 || 3.2688 || 106.5 || 1.8799 || 152.5 || 1.5040 || 198.5 || 1.3155 || 244.5 || 1.2298 || 290.5 || 1.1920

61.5 || 3.2259 || 107.5 || 1.8692 || 153.5 || 1.4982 || 199.5 || 1.3132 || 245.5 || 1.2278 || 291.5 || 1.1909

62.5 || 3.1785 || 108.5 || 1.8587 || 154.5 || 1.4925 || 200.5 || 1.3111 || 246.5 || 1.2259 || 292.5 || 1.1896

63.5 || 3.1274 || 109.5 || 1.8483 || 155.5 || 1.4868 || 201.5 || 1.3089 || 247.5 || 1.2239 || 293.5 || 1.1883

64.5 || 3.0731 || 110.5 || 1.8381 || 156.5 || 1.4813 || 202.5 || 1.3068 || 248.5 || 1.2220 || 294.5 || 1.1869

65.5 || 3.0164 || 111.5 || 1.8279 || 157.5 || 1.4758 || 203.5 || 1.3047 || 249.5 || 1.2200 || 295.5 || 1.1854

66.5 || 2.9576 || 112.5 || 1.8180 || 158.5 || 1.4705 || 204.5 || 1.3026 || 250.5 || 1.2180 || 296.5 || 1.1838
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Tabelle C.9:
Doppeltl. Ableitung des spez. el. Widerstandes von Cu (Bloch
T n T n T n T n T n T n

5.5 || 5.0000 || 54.5 || 3.4101 || 103.5 || 1.9592 || 152.5 || 1.4851 || 201.5 || 1.2882 || 250.5 || 1.1898

6.5 | 5.0000 || 55.5 || 3.3602 || 104.5 || 1.9439 || 153.5 || 1.4793 || 202.5 || 1.2855 || 251.5 || 1.1884

7.5 || 5.0000 || 56.5 | 3.3114 || 105.5 || 1.9289 || 154.5 || 1.4736 || 203.5 || 1.2829 || 252.5 || 1.1869

8.5 || 5.0000 || 57.5 || 3.2637 || 106.5 || 1.9143 || 155.5 || 1.4681 | 204.5 || 1.2802 || 253.5 || 1.1855

9.5 || 5.0000 || 58.5 || 3.2170 || 107.5 || 1.9000 || 156.5 || 1.4626 || 205.5 || 1.2776 || 254.5 || 1.1841

10.5 || 5.0000 | 59.5 | 3.1714 || 108.5 || 1.8860 || 157.5 || 1.4572 || 206.5 || 1.2751 || 255.5 || 1.1827

11.5 || 5.0000 || 60.5 | 3.1268 || 109.5 || 1.8723 || 158.5 || 1.4519 || 207.5 || 1.2726 || 256.5 || 1.1813

12.5 || 5.0000 || 61.5 || 3.0833 || 110.5 || 1.8589 || 159.5 || 1.4467 || 208.5 || 1.2701 || 257.5 || 1.1800

13.5 || 5.0000 || 62.5 | 3.0408 || 111.5 || 1.8458 || 160.5 || 1.4416 || 209.5 || 1.2676 || 258.5 || 1.1786

14.5 || 4.9999 || 63.5 | 2.9993 || 112.5 || 1.8330 || 161.5 || 1.4365 || 210.5 || 1.2652 || 259.5 || 1.1773

15.5 || 4.9996 || 64.5 | 2.9588 || 113.5 || 1.8204 || 162.5 || 1.4316 || 211.5 || 1.2628 || 260.5 || 1.1760

16.5 || 4.9990 | 65.5 | 2.9193 || 114.5 || 1.8082 || 163.5 || 1.4267 || 212.5 || 1.2605 || 261.5 || 1.1747

17.5 || 4.9979 || 66.5 || 2.8808 || 115.5 || 1.7961 || 164.5 || 1.4219 || 213.5 || 1.2581 || 262.5 || 1.1734

18.5 || 4.9958 | 67.5 | 2.8432 || 116.5 || 1.7844 || 165.5 || 1.4172 || 214.5 || 1.2558 || 263.5 || 1.1721

19.5 || 4.9923 || 68.5 | 2.8065 || 117.5 || 1.7728 || 166.5 || 1.4125 || 215.5 || 1.2536 || 264.5 || 1.1709

20.5 || 4.9869 | 69.5 | 2.7708 || 118.5 || 1.7616 || 167.5 || 1.4080 || 216.5 || 1.2513 || 265.5 || 1.1696

21.5 || 4.9790 | 70.5 | 2.7359 || 119.5 || 1.7505 || 168.5 || 1.4035 || 217.5 || 1.2491 || 266.5 || 1.1684

22.5 || 4.9682 | 71.5 || 2.7019 || 120.5 || 1.7397 || 169.5 || 1.3991 || 218.5 || 1.2470 || 267.5 || 1.1672

23.5 || 4.9540 || 72.5 || 2.6687 || 121.5 || 1.7291 || 170.5 || 1.3947 || 219.5 || 1.2448 || 268.5 || 1.1660

24.5 || 4.9361 || 73.5 | 2.6364 || 122.5 || 1.7187 || 171.5 || 1.3904 || 220.5 || 1.2427 || 269.5 || 1.1648

25.5 || 4.9141 || 74.5 | 2.6048 || 123.5 || 1.7085 || 172.5 || 1.3862 || 221.5 || 1.2406 || 270.5 || 1.1636

26.5 || 4.8880 || 75.5 || 2.5741 || 124.5 || 1.6985 || 173.5 || 1.3821 || 222.5 || 1.2385 || 271.5 || 1.1624

27.5 || 4.8577 || 76.5 | 2.5441 || 125.5 || 1.6888 || 174.5 || 1.3780 || 223.5 || 1.2365 || 272.5 || 1.1613

28.5 || 4.8234 || 77.5 || 2.5148 || 126.5 || 1.6792 || 175.5 || 1.3740 || 224.5 || 1.2345 || 273.5 || 1.1601

29.5 || 4.7852 || 78.5 || 2.4863 || 127.5 || 1.6698 || 176.5 || 1.3700 || 225.5 || 1.2325 || 274.5 || 1.1590

30.5 || 4.7435 || 79.5 || 2.4585 || 128.5 || 1.6606 || 177.5 || 1.3661 || 226.5 || 1.2305 || 275.5 || 1.1579

31.5 || 4.6983 || 80.5 || 2.4314 || 129.5 || 1.6516 || 178.5 || 1.3623 || 227.5 || 1.2286 || 276.5 || 1.1567

32.5 || 4.6503 || 81.5 | 2.4049 || 130.5 || 1.6428 || 179.5 || 1.3585 || 228.5 || 1.2266 || 277.5 || 1.1557

33.5 || 4.5996 || 82.5 || 2.3791 || 131.5 || 1.6341 || 180.5 || 1.3548 || 229.5 || 1.2248 || 278.5 || 1.1546

34.5 || 4.5466 | 83.5 | 2.3539 || 132.5 || 1.6256 || 181.5 || 1.3511 || 230.5 || 1.2229 || 279.5 || 1.1535

35.5 || 4.4918 || 84.5 || 2.3293 || 133.5 || 1.6172 || 182.5 || 1.3475 || 231.5 || 1.2210 || 280.5 || 1.1524

36.5 || 4.4353 || 85.5 || 2.3054 || 134.5 || 1.6090 || 183.5 || 1.3440 || 232.5 || 1.2192 || 281.5 || 1.1514

37.5 || 4.3777 | 86.5 || 2.2820 || 135.5 || 1.6010 || 184.5 || 1.3405 || 233.5 || 1.2174 || 282.5 || 1.1503

38.5 || 4.3191 | 87.5 | 2.2592 || 136.5 || 1.5931 || 185.5 || 1.3370 || 234.5 || 1.2156 || 283.5 || 1.1493

39.5 || 4.2599 || 88.5 | 2.2369 || 137.5 || 1.5854 || 186.5 || 1.3336 || 235.5 || 1.2139 || 284.5 || 1.1483

40.5 || 4.2003 | 89.5 | 2.2151 || 138.5 || 1.5778 || 187.5 || 1.3303 || 236.5 || 1.2121 || 285.5 || 1.1473

41.5 || 4.1404 || 90.5 | 2.1939 || 139.5 || 1.5704 || 188.5 || 1.3270 || 237.5 || 1.2104 || 286.5 || 1.1463

42.5 || 4.0806 || 91.5 | 2.1732 || 140.5 || 1.5631 || 189.5 || 1.3238 || 238.5 || 1.2087 || 287.5 || 1.1453

43.5 || 4.0210 || 92.5 || 2.1530 || 141.5 || 1.5559 || 190.5 || 1.3206 || 239.5 || 1.2070 || 288.5 || 1.1443

44.5 || 3.9618 || 93.5 || 2.1332 || 142.5 || 1.5489 || 191.5 || 1.3174 || 240.5 || 1.2054 || 289.5 || 1.1433

45.5 || 3.9030 || 94.5 || 2.1139 || 143.5 || 1.5420 || 192.5 || 1.3143 || 241.5 || 1.2037 || 290.5 || 1.1424

46.5 || 3.8448 || 95.5 || 2.0951 || 144.5 || 1.5352 || 193.5 || 1.3112 || 242.5 || 1.2021 || 291.5 || 1.1414

47.5 || 3.7874 || 96.5 | 2.0767 || 145.5 || 1.5285 || 194.5 || 1.3082 || 243.5 || 1.2005 || 292.5 || 1.1405

48.5 || 3.7307 || 97.5 || 2.0587 || 146.5 || 1.5220 || 195.5 || 1.3052 || 244.5 || 1.1989 || 293.5 || 1.1395

49.5 || 3.6749 | 98.5 | 2.0412 || 147.5 || 1.5156 || 196.5 || 1.3023 || 245.5 || 1.1974 || 294.5 || 1.1386

50.5 || 3.6199 || 99.5 | 2.0240 || 148.5 || 1.5093 || 197.5 || 1.2994 || 246.5 | 1.1958 || 295.5 || 1.1377

51.5 || 3.5660 || 100.5 || 2.0073 || 149.5 || 1.5031 || 198.5 || 1.2965 || 247.5 || 1.1943 || 296.5 || 1.1368

52.5 || 3.5130 || 101.5 || 1.9909 || 150.5 || 1.4970 || 199.5 || 1.2937 || 248.5 || 1.1928 || 297.5 || 1.1359

53.5 || 3.4610 || 102.5 || 1.9749 || 151.5 || 1.4910 || 200.5 || 1.2909 || 249.5 || 1.1913 || 298.5 || 1.1350

54.5 || 3.4101 || 103.5 || 1.9592 || 152.5 || 1.4851 || 201.5 || 1.2882 || 250.5 || 1.1898 || 299.5 || 1.1341




Tabellarische Werte

Tabelle C.10:
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Doppeltl. Ableitung des spez. el. Widerstandes von Cu ohne zus. XC-Abschirmung

T n T n T n T n T n T n
18.5 || 9.6122 || 64.5 | 3.0017 || 110.5 || 1.9010 || 156.5 || 1.5148 || 202.5 || 1.3340 || 248.5 || 1.2346
19.5 || 9.1040 || 65.5 | 2.9590 || 111.5 || 1.8884 || 157.5 || 1.5094 || 203.5 || 1.3312 || 249.5 || 1.2329
20.5 || 8.6990 || 66.5 || 2.9178 || 112.5 || 1.8761 || 158.5 || 1.5041 || 204.5 || 1.3284 || 250.5 || 1.2313
21.5 || 8.3521 || 67.5 || 2.8779 || 113.5 || 1.8640 || 159.5 || 1.4989 || 205.5 || 1.3257 || 251.5 || 1.2297
22.5 || 8.0404 || 68.5 | 2.8392 || 114.5 || 1.8522 || 160.5 || 1.4937 || 206.5 || 1.3230 || 252.5 || 1.2281
23.5 || 7.7524 || 69.5 | 2.8018 || 115.5 || 1.8406 || 161.5 || 1.4887 || 207.5 || 1.3203 || 253.5 || 1.2266
24.5 || 7.4827 || 70.5 || 2.7655 || 116.5 || 1.8292 || 162.5 || 1.4837 || 208.5 || 1.3177 || 254.5 || 1.2250
25.5 || 7.2284 || 71.5 || 2.7303 || 117.5 || 1.8181 || 163.5 || 1.4788 || 209.5 || 1.3151 || 255.5 || 1.2235
26.5 || 6.9881 || 72.5 | 2.6962 || 118.5 || 1.8072 || 164.5 || 1.4740 || 210.5 || 1.3126 || 256.5 || 1.2219
27.5 || 6.7608 || 73.5 || 2.6632 || 119.5 || 1.7966 || 165.5 || 1.4692 || 211.5 || 1.3100 || 257.5 || 1.2204
28.5 || 6.5457 || 74.5 || 2.6311 || 120.5 || 1.7861 || 166.5 || 1.4645 || 212.5 || 1.3075 || 258.5 || 1.2189
29.5 || 6.3421 || 75.5 || 2.5999 || 121.5 || 1.7759 || 167.5 || 1.4599 || 213.5 || 1.3051 || 259.5 || 1.2175
30.5 || 6.1494 || 76.5 || 2.5696 || 122.5 || 1.7658 || 168.5 || 1.4554 || 214.5 || 1.3026 || 260.5 || 1.2160
31.5 || 5.9668 || 77.5 || 2.5403 || 123.5 || 1.7560 || 169.5 || 1.4509 || 215.5 || 1.3002 || 261.5 || 1.2146
32.5 || 5.7940 || 78.5 || 2.5117 || 124.5 || 1.7463 || 170.5 || 1.4465 || 216.5 || 1.2978 || 262.5 || 1.2131
33.5 || 5.6301 || 79.5 || 2.4840 || 125.5 || 1.7368 || 171.5 || 1.4422 || 217.5 || 1.2955 || 263.5 || 1.2117
34.5 || 5.4747 || 80.5 || 2.4570 || 126.5 || 1.7276 || 172.5 || 1.4379 || 218.5 || 1.2932 || 264.5 || 1.2103
35.5 || 5.3272 || 81.5 || 2.4308 || 127.5 || 1.7184 || 173.5 || 1.4337 || 219.5 || 1.2909 || 265.5 || 1.2089
36.5 || 5.1870 || 82.5 || 2.4053 || 128.5 || 1.7095 || 174.5 || 1.4295 || 220.5 || 1.2886 || 266.5 || 1.2075
37.5 || 5.0539 || 83.5 || 2.3805 || 129.5 || 1.7007 || 175.5 || 1.4254 || 221.5 || 1.2864 || 267.5 || 1.2062
38.5 || 4.9272 || 84.5 || 2.3563 || 130.5 || 1.6921 || 176.5 || 1.4214 || 222.5 || 1.2842 || 268.5 || 1.2048
39.5 || 4.8065 || 85.5 || 2.3328 || 131.5 || 1.6837 || 177.5 || 1.4174 || 223.5 || 1.2820 || 269.5 || 1.2035
40.5 || 4.6916 || 86.5 || 2.3099 || 132.5 || 1.6754 || 178.5 || 1.4135 || 224.5 || 1.2798 || 270.5 || 1.2022
41.5 || 4.5820 || 87.5 || 2.2876 || 133.5 || 1.6673 || 179.5 || 1.4096 || 225.5 || 1.2777 || 271.5 || 1.2009
42.5 || 4.4774 || 88.5 || 2.2659 || 134.5 || 1.6593 || 180.5 || 1.4058 || 226.5 || 1.2755 || 272.5 || 1.1996
43.5 || 4.3775 || 89.5 || 2.2447 || 135.5 || 1.6514 || 181.5 || 1.4021 || 227.5 || 1.2735 || 273.5 || 1.1983
44.5 || 4.2820 {| 90.5 || 2.2241 || 136.5 || 1.6437 || 182.5 || 1.3984 || 228.5 || 1.2714 || 274.5 || 1.1970
45.5 || 4.1906 || 91.5 || 2.2040 || 137.5 || 1.6362 || 183.5 || 1.3947 || 229.5 || 1.2693 || 275.5 || 1.1958
46.5 || 4.1032 || 92.5 || 2.1844 || 138.5 || 1.6287 || 184.5 || 1.3911 || 230.5 || 1.2673 || 276.5 || 1.1945
47.5 || 4.0194 || 93.5 || 2.1653 || 139.5 || 1.6214 || 185.5 || 1.3876 || 231.5 || 1.2653 || 277.5 || 1.1933
48.5 || 3.9391 || 94.5 || 2.1466 || 140.5 || 1.6143 || 186.5 || 1.3841 || 232.5 || 1.2634 || 278.5 || 1.1921
49.5 || 3.8621 || 95.5 || 2.1284 || 141.5 || 1.6072 || 187.5 || 1.3806 || 233.5 || 1.2614 || 279.5 || 1.1908
50.5 || 3.7882 || 96.5 || 2.1107 || 142.5 || 1.6003 || 188.5 || 1.3772 || 234.5 || 1.2595 || 280.5 || 1.1896
51.5 || 3.7172 || 97.5 || 2.0933 || 143.5 || 1.5935 || 189.5 || 1.3738 || 235.5 || 1.2576 || 281.5 || 1.1885
52.5 || 3.6490 || 98.5 || 2.0764 || 144.5 || 1.5868 || 190.5 || 1.3705 || 236.5 || 1.2557 || 282.5 || 1.1873
53.5 || 3.5834 || 99.5 || 2.0599 || 145.5 || 1.5802 || 191.5 || 1.3672 || 237.5 || 1.2538 || 283.5 || 1.1861
54.5 || 3.5203 || 100.5 || 2.0437 || 146.5 || 1.5738 || 192.5 || 1.3640 || 238.5 || 1.2520 || 284.5 || 1.1850
55.5 || 3.4596 || 101.5 || 2.0280 || 147.5 || 1.5674 || 193.5 || 1.3608 || 239.5 || 1.2501 || 285.5 || 1.1838
56.5 || 3.4011 || 102.5 || 2.0126 || 148.5 || 1.5612 || 194.5 || 1.3577 || 240.5 || 1.2483 || 286.5 || 1.1827
57.5 || 3.3447 || 103.5 || 1.9975 || 149.5 || 1.5550 || 195.5 || 1.3546 || 241.5 || 1.2466 | 287.5 || 1.1816
58.5 || 3.2903 || 104.5 || 1.9828 || 150.5 || 1.5490 || 196.5 || 1.3515 || 242.5 || 1.2448 || 288.5 || 1.1804
59.5 || 3.2379 || 105.5 || 1.9684 || 151.5 || 1.5431 || 197.5 || 1.3485 || 243.5 || 1.2430 || 289.5 || 1.1793
60.5 || 3.1873 || 106.5 || 1.9543 || 152.5 || 1.5372 || 198.5 || 1.3455 || 244.5 || 1.2413 || 290.5 || 1.1782
61.5 || 3.1385 || 107.5 || 1.9406 || 153.5 || 1.5315 || 199.5 || 1.3426 || 245.5 || 1.2396 || 291.5 || 1.1772
62.5 || 3.0913 || 108.5 || 1.9271 || 154.5 || 1.5258 || 200.5 || 1.3397 || 246.5 || 1.2379 || 292.5 || 1.1761
63.5 || 3.0457 || 109.5 || 1.9139 || 155.5 || 1.5203 || 201.5 || 1.3368 || 247.5 || 1.2362 || 293.5 || 1.1750
64.5 || 3.0017 || 110.5 || 1.9010 || 156.5 || 1.5148 || 202.5 || 1.3340 || 248.5 || 1.2346 || 294.5 || 1.1740
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Anhang D

Phononen-Paar-Numerierung

In diesem Anhang ist die Phononen—Paar-Numerierung fiir die verwendeten Pho-
nonen festgelegt. Die gesamte Menge der verwendeten Phononen wird durch Hin-
zufiigen von —g-Vektoren zu den ¢-Vektoren aus der Tabelle D.1 angegeben. Alle
¢—Vektoren in der Tabelle D.1 sind in Einheiten von 27“, mit als a die Gitterkon-
stante.
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Tabelle D.1:
Phononen—Paar—Numerierung
Nr. q Nr. qd
1 0.0000 || 0.0000 || 0.0000 || 43 | 0.5000 | 0.0000 | 0.5000
2 0.2500 || 0.0000 || 0.0000 || 44 | -0.5000 || 0.5000 | 0.0000
3 0.0000 || 0.0000 || 0.2500 (| 45 || 0.0000 || 0.5000 | 0.5000
4 0.0000 || 0.2500 || 0.0000 || 46 | -0.5000 || 0.0000 | 0.5000
5 0.2500 || 0.2500 || 0.0000 (| 47 || 0.0000 || -0.5000 | 0.5000
6 0.2500 || 0.0000 || 0.2500 || 48 | 0.5000 | 0.5000 | 0.2500
7 || -0.2500 || 0.2500 | 0.0000 || 49 || 0.5000 | 0.2500 | 0.5000
8 0.0000 || 0.2500 || 0.2500 || 50 | 0.2500 | 0.5000 | 0.5000
9 -0.2500 || 0.0000 || 0.2500 || 51 || -0.5000 || 0.5000 | 0.2500
10 || 0.0000 || -0.2500 || 0.2500 || 52 || -0.5000 || -0.5000 | 0.2500
11 || 0.2500 | 0.2500 || 0.2500 || 53 || 0.5000 | -0.5000 | 0.2500
12 || -0.2500 || 0.2500 || 0.2500 || 54 || -0.2500 || 0.5000 | 0.5000
13 || -0.2500 || -0.2500 || 0.2500 || 55 || -0.5000 || -0.2500 | 0.5000
14 || 0.2500 || -0.2500 || 0.2500 || 56 || 0.2500 | -0.5000 | 0.5000
15 || 0.5000 | 0.0000 || 0.0000 || 57 || -0.5000 || 0.2500 | 0.5000
16 || 0.0000 | 0.0000 | 0.5000 || 58 || -0.2500 || -0.5000 || 0.5000
17 || 0.0000 | 0.5000 || 0.0000 {| 59 || 0.5000 | -0.2500 | 0.5000
18 || 0.5000 | 0.2500 || 0.0000 || 60 || 0.7500 || 0.0000 | 0.0000
19 || 0.2500 | 0.5000 || 0.0000 || 61 || 0.0000 || 0.0000 | 0.7500
20 || 0.2500 || 0.0000 || 0.5000 (| 62 | 0.0000 | 0.7500 || 0.0000
21 || 0.0000 || 0.5000 || 0.2500 || 63 | 0.7500 | 0.2500 || 0.0000
22 || -0.2500 || 0.5000 || 0.0000 (| 64 | 0.2500 | 0.7500 || 0.0000
23 || -0.5000 || 0.2500 || 0.0000 || 65 | 0.2500 | 0.0000 || 0.7500
24 || 0.0000 || 0.2500 || 0.5000 (| 66 | 0.0000 | 0.7500 || 0.2500
25 || -0.2500 || 0.0000 || 0.5000 || 67 || -0.2500 || 0.7500 || 0.0000
26 || 0.0000 || -0.2500 || 0.5000 || 68 || -0.7500 || 0.2500 || 0.0000
27 || -0.5000 || 0.0000 || 0.2500 || 69 | 0.0000 | 0.2500 || 0.7500
28 || 0.0000 || -0.5000 || 0.2500 || 70 || -0.2500 || 0.0000 || 0.7500
29 || 0.5000 || 0.0000 || 0.2500 || 71 | 0.0000 | -0.2500 || 0.7500
30 || 0.5000 || 0.2500 || 0.2500 || 72 || -0.7500 || 0.0000 || 0.2500
31 || 0.2500 || 0.2500 || 0.5000 {| 73 | 0.0000 | -0.7500 || 0.2500
32 || 0.2500 || 0.5000 || 0.2500 (| 74 | 0.7500 | 0.0000 || 0.2500
33 || -0.2500 || 0.5000 || 0.2500 || 75 | 0.7500 | 0.2500 || 0.2500
34 || -0.5000 || -0.2500 || 0.2500 || 76 | 0.2500 | 0.2500 || 0.7500
35 || 0.2500 || -0.5000 || 0.2500 || 77 | 0.2500 | 0.7500 || 0.2500
36 || -0.2500 || 0.2500 || 0.5000 (| 78 || -0.2500 || 0.7500 || 0.2500
37 || -0.2500 || -0.2500 || 0.5000 || 79 || -0.7500 || -0.2500 || 0.2500
38 || 0.2500 || -0.2500 || 0.5000 (| 80 || 0.2500 | -0.7500 || 0.2500
39 || -0.5000 || 0.2500 || 0.2500 || 81 || -0.2500 || 0.2500 || 0.7500
40 || -0.2500 || -0.5000 || 0.2500 || 82 || -0.2500 | -0.2500 | 0.7500
41 || 0.5000 || -0.2500 || 0.2500 || 83 || 0.2500 | -0.2500 | 0.7500
42 || 0.5000 | 0.5000 || 0.0000 || 84 | -0.7500 || 0.2500 | 0.2500
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Phononen-Paar-Numerierung

Phononen—Paar—Numerierung

Nr. q Nr. q

85 || -0.2500 || -0.7500 || 0.2500 || 129 || 0.0000 || 1.0000 | 0.0000
86 || 0.7500 || -0.2500 || 0.2500 || 130 || 1.0000 || 0.2500 | 0.0000
87 || 0.5000 | 0.5000 || 0.5000 || 131 || 0.2500 || 1.0000 | 0.0000
88 || -0.5000 || 0.5000 || 0.5000 || 132 || 0.2500 || 0.0000 | 1.0000
89 || -0.5000 || -0.5000 || 0.5000 || 133 || 0.0000 || 1.0000 | 0.2500
90 || 0.5000 || -0.5000 || 0.5000 || 134 || -0.2500 || 1.0000 | 0.0000
91 || 0.7500 | 0.5000 || 0.0000 || 135 || -1.0000 || 0.2500 | 0.0000
92 || 0.5000 || 0.7500 || 0.0000 || 136 || 0.0000 || 0.2500 | 1.0000
93 || 0.5000 | 0.0000 || 0.7500 || 137 || -0.2500 || 0.0000 | 1.0000
94 || 0.0000 | 0.7500 || 0.5000 || 138 || 0.0000 || -0.2500 | 1.0000
95 || -0.5000 || 0.7500 || 0.0000 || 139 || -1.0000 || 0.0000 | 0.2500
96 || -0.7500 || 0.5000 || 0.0000 || 140 || 0.0000 || -1.0000 | 0.2500
97 || 0.0000 || 0.5000 || 0.7500 || 141 || 1.0000 || 0.0000 | 0.2500
98 || -0.5000 || 0.0000 || 0.7500 || 142 || 0.7500 || 0.7500 | 0.0000
99 || 0.0000 | -0.5000 || 0.7500 || 143 || 0.7500 || 0.0000 | 0.7500
100 || -0.7500 || 0.0000 || 0.5000 || 144 || -0.7500 || 0.7500 | 0.0000
101 || 0.0000 { -0.7500 || 0.5000 || 145 || 0.0000 || 0.7500 | 0.7500
102 || 0.7500 | 0.0000 || 0.5000 || 146 || -0.7500 || 0.0000 | 0.7500
103 || 0.7500 | 0.5000 || 0.2500 || 147 || 0.0000 || -0.7500 | 0.7500
104 || 0.5000 || 0.7500 || 0.2500 || 148 || 1.0000 || 0.2500 | 0.2500
105 || 0.5000 || 0.2500 || 0.7500 || 149 || 0.2500 || 0.2500 | 1.0000
106 || 0.2500 | 0.5000 || 0.7500 || 150 || 0.2500 || 1.0000 | 0.2500
107 || 0.2500 || 0.7500 || 0.5000 || 151 || -0.2500 || 1.0000 | 0.2500
108 || 0.7500 | 0.2500 || 0.5000 || 152 || -1.0000 || -0.2500 || 0.2500
109 || -0.5000 || 0.7500 || 0.2500 || 153 || 0.2500 || -1.0000 | 0.2500
110 || -0.7500 || -0.5000 || 0.2500 || 154 || -0.2500 || 0.2500 | 1.0000
111 || 0.5000 {| -0.7500 || 0.2500 || 155 || -0.2500 || -0.2500 || 1.0000
112 || -0.7500 || 0.5000 || 0.2500 || 156 || 0.2500 || -0.2500 | 1.0000
113 || -0.5000 {| -0.7500 || 0.2500 || 157 || -1.0000 || 0.2500 | 0.2500
114 || 0.7500 || -0.5000 || 0.2500 || 158 || -0.2500 || -1.0000 || 0.2500
115 || -0.2500 {| 0.5000 || 0.7500 || 159 || 1.0000 || -0.2500 | 0.2500
116 || -0.5000 || -0.2500 || 0.7500 || 160 || 1.0000 || 0.5000 | 0.0000
117 || 0.2500 || -0.5000 || 0.7500 || 161 || 0.5000 || 1.0000 | 0.0000
118 || -0.5000 {| 0.2500 || 0.7500 || 162 || 0.5000 || 0.0000 | 1.0000
119 || -0.2500 || -0.5000 || 0.7500 || 163 || 0.0000 || 1.0000 | 0.5000
120 || 0.5000 || -0.2500 || 0.7500 || 164 || -0.5000 || 1.0000 | 0.0000
121 || -0.7500 || 0.2500 || 0.5000 || 165 || -1.0000 || 0.5000 | 0.0000
122 || -0.2500 || -0.7500 || 0.5000 || 166 || 0.0000 || 0.5000 | 1.0000
123 || 0.7500 || -0.2500 || 0.5000 || 167 || -0.5000 || 0.0000 | 1.0000
124 || -0.2500 || 0.7500 || 0.5000 || 168 || 0.0000 || -0.5000 | 1.0000
125 || -0.7500 || -0.2500 || 0.5000 || 169 || -1.0000 || 0.0000 | 0.5000
126 || 0.2500 || -0.7500 || 0.5000 || 170 || 0.0000 || -1.0000 || 0.5000
127 || 1.0000 | 0.0000 || 0.0000 || 171 || 1.0000 || 0.0000 | 0.5000
128 || 0.0000 || 0.0000 | 1.0000
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