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Zusammenfassung

Experimentelle Daten zur kohérenten Riickstreuung von Licht an kalten
Atomen zeigen, dafl der Interferenzkontrast im Vergleich zu klassischen
Streumedien deutlich reduziert ist. In der vorliegenden theoretischen Ar-
beit untersuchen wir den Einflul der Entartung des atomaren Dipoliiber-
gangs auf die schwache Lokalisierung von Licht. Die nicht-skalaren Kom-
ponenten des atomaren Streutensors sind charakteristisch fiir die interne
Struktur des Dipoliibergangs und modifizieren insbesondere die Inter-
ferenzeigenschaften. Eine systematische Entwicklung nach irreduziblen
Tensoren gestattet es, die Einfach- und Doppelstreuung an Atomen mit
beliebiger Entartung analytisch exakt zu berechnen und die Reihe der
Leiter- und Kreuzdiagramme fiir die mittlere Intensitét sowie die Interfe-
renzterme der schwachen Lokalisierung geschlossen aufzusummieren. Es
zeigt sich, dafl die Entartung des atomaren Dipoliibergangs fiir die mitt-
lere Lichtamplitude unerheblich ist und die mittlere Lichtintensitdt nur
wenig beeinflufit. Dagegen werden der Interferenzbeitrag der schwachen
Lokalisierung und damit das kohérente Riickstreusignal drastisch verrin-
gert, in schoner Ubereinstimmung mit dem experimentellen Resultat.

Abstract

Recent experimental results show that the interference contrast observed
in coherent backscattering (CBS) of light by cold atoms is drastically
reduced with respect to classical disordered media. In the present theo-
retical contribution, we study the impact of the degeneracy of the atomic
dipole transition on weak localisation of light. The non-scalar compo-
nents of the atomic scattering operator are characteristic of the internal
structure, and strongly modify the interference properties of multiple
light scattering. A systematic analysis in terms of irreducible tensors
permits to calculate exact analytical expressions for the single and dou-
ble scattering contributions to the CBS signal for arbitrarily degenerate
atomic dipole transitions. Furthermore, we sum up the series of ladder
and crossed diagrams that describe the average scattered light intensity
and the weak localisation corrections, respectively. We find that the de-
generacy of the atomic transition has negligeable impact on the average
light amplitude, small impact on the average intensity, but decisive im-
pact on the interference corrections. The internal degrees of freedom
very effectively reduce the interference leading to weak localisation and,
therefore, the CBS signal for any degenerate atomic dipole transition.
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Zusammenfassung

“Waves are everywhere around us.” [1]

Wellen sind iiberall um uns herum, aber wie kann man abstreiten, dafl vor
allem Unordnung herrscht? Die vorliegende Arbeit zeugt von einem Sieg der Un-
ordnung iiber die kohérente Ausbreitung von Lichtwellen in einem Gas kalter
Atome: die interne Quantenstruktur der atomaren Lichtstreuer reduziert den In-
terferenzkontrast, der in einem Experiment kohérenter Riickstreuung beobachtet
wird. Die Methoden der Quantenphysik erméglichen es uns, die Vielfachstreuung
einer Lichtwelle in einem Gas kalter Atome analytisch zu beschreiben und die
Verminderung des Interferenzkontrastes exakt zu berechnen.

Die folgenden vier Abschnitte fassen jeweils das entsprechende Kapitel des
ausfiihrlichen franzosischen Teils zusammen. Abschnitt Z.0 fithrt in die Frage-
stellung der schwachen Lokalisierung von Licht ein, erinnert an die experimen-
tellen Ergebnisse, denen diese theoretische Untersuchung ihre Entstehung ver-
dankt und prézisiert die Arbeitshypothesen der Hauptkapitel. Im Abschnitt Z.1
bestimmen wir die elementaren Bausteine der Vielfachstreuung, die mittlere Am-
plitude des Lichtfeldes und die Intensitét der Lichtstreuung am einzelnen Atom.
Die detaillierte Berechnung der Doppelstreuung ist Gegenstand des Abschnitts
Z.2. Abschnitt Z.3 beschreibt die geschlossene Summation aller Ordnungen der
Streureihe inklusive der Interferenzterme. Ein Blick in den Schluabschnitt Z.4
gestattet, sich vorab mit den Ergebnissen vertraut zu machen.

7.0 Schwache Lokalisierung von Licht in einem
Gas kalter Atome

Wellenausbreitung und Interferenz sind den verschiedensten Gebieten der Physik
gemeinsam. In einem ungeordneten Streumedium jedoch erwartet man naiver-
weise, daf3 Interferenz im Mittel zerstort wird: Die Interferenzfigur zu einer be-
stimmten Systemkonfiguration héngt von den zufillig verteilten Phasen der Ele-
mentarwellen ab, und eine Mittelung iiber alle moglichen Konfigurationen 143t
die Interferenzterme verschwinden. Unter dieser Annahme wurden seit Beginn des
vergangenen Jahrhunderts der elektrische Strom durch die Elektronengas-Theorie
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2 ZUSAMMENFASSUNG

von Drude [2] und die diffuse Lichtausbreitung durch eine Transporttheorie fiir
die Intensitdt beschrieben [3, 4].

Schwache Lokalisierung

P.W. Anderson zeigte jedoch 1958 [5], dal eine Wellenfunktion, die zunéchst auf
einen Punkt eines ungeordneten Gitters konzentriert ist, fiir geniigend grofie Un-
ordnung in der Umgebung dieses Punktes lokalisiert bleibt. Diese grundlegende
Arbeit zur Unterdriickung diffusiven Transports duch quantenmechanische In-
terferenz, die seither die Bezeichnung Anderson-Lokalisierung triagt, 16ste eine
Vielzahl von Folgearbeiten zum Metall-Isolator-Ubergang in ungeordneten Fest-
korpern aus [6]. Nach dem loffe-Regel-Kriterium [7] kann das Transportverhalten
einer Grofle durch ihren Wellencharakter grundlegend verdndert werden, wenn die
mittlere freie Weglidnge ¢ innerhalb des Streumediums auf die Gréflenordnung der
Wellenldnge A = 27/k sinkt.

Doch selbst im Regime der schwachen Lokalisierung k€ > 1 kann Interferenz
nicht unter allen Umsténden vernachléssigt werden. In diesem Parameterbereich
bewegt sich die Welle in einem ungeordneten Medium fort, das aus Streuzentren
mit Einzelstreuquerschnitt o in einer so geringen Volumendichte n besteht, dafl
die mittlere freie Wegliange ¢ = 1/noy. sehr viel grofler ist als die Wellenlidnge.
Nach der semi-klassischen Beschreibung wird die einfallende Welle dann in ei-
ne Vielzahl von Partialwellen gestreut, deren Amplituden durch die Pfade von
Streuer zu Streuer bestimmt sind. Fig. 1 auf S. 23 illustriert die verschiedenen
Moglichkeiten fiir die Streupfade zweier interferierender Partialwellen. Sind die
zwei Streupfade identisch, so beschreibt man die Ausbreitung der Intensitdt, in
der die Information iiber die relative Phase und damit die Interferenz verloren ist.
Verlaufen die Pfade iiber unterschiedliche Streuzentren, so wird diese Interferenz
durch stochastische Mittelung {iber alle Konfigurationen ausgeldscht.

K. Watson [8] wies jedoch darauf hin, dafi es Paare von Amplituden gibt,
die sich zwar entlang der gleichen Streuer, aber in umgekehrter Richtung aus-
breiten. Bei Streuung genau in Riickrichtung weisen diese Amplituden keinen
Phasenunterschied auf, unabhéngig von der Position der Streuzentren. Die kon-
struktive Interferenz von Paaren gegenldufiger Amplituden iiberlebt demnach die
Mittelung und fiihrt zu einer Erhohung der diffusen Streuintensitit in Riickrich-
tung. Eine Erhéhung der Intensitét in Riickrichtung entspricht einer verringerten
Transmission, und so wird diese sogenannte schwache Lokalisierung als Vorlaufer
der Anderson-Lokalisierung angesehen [9, 10].

Kohéirente Riickstreuung von Licht

Der Nachweis der schwachen Lokalisierung in Form der kohdrenten Riickstreuung
von Licht (CBS fiir coherent backscattering) war die erste direkte experimentel-
le Messung von Interferenzeffekten bei der Wellenausbreitung in ungeordneten
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Medien [11, 12, 13]. Fig. 2 auf S. 25 zeigt den charakteristischen Konus der In-
tensitéit als Funktion des Streuwinkels aus der Riickrichtung. Akkermans et al.
[14] konnten zeigen, daf sich die Beitrége aller Streuordnungen zu einem Konus
mit unstetiger erster Ableitung im Ursprung aufsummieren [15, 16].

Im Regime der schwachen Lokalisierung ist die Intensitit nach Mittelung als
Funktion des Streuwinkels # durch die Summe 1(0) = I + [o(6) von direk-
ter Intensitdt und Interferenzbeitrag gegeben. Hier bedeutet I; die Summe der
Betragsquadrate aller gestreuten Amplituden, und Io steht fiir die Summe der
Interferenzterme gegenldufiger Amplituden. Die Indizes L und C' verweisen auf
die Struktur der zugehorigen Leiter- und Kreuzdiagramme (vgl. (3.2) und (3.5)
auf S. 116 f.). Der Verstarkungsfaktor

o (Z.1)

als Quotient von Signalmaximum 7/(0) und Hintergrundniveau I ist ein Ma8
fiir die Effizienz der koh&renten Riickstreuung. Sein Maximalwert a = 2 wird
nur dann erreicht, wenn alle Amplituden, die mit ihrem Betragsquadrat zu I,
beitragen, eine Interferenz mit optimalem Kontrast zu I beisteuern. Mit anderen
Worten wird der Verstarkungsfaktor durch

1. Amplituden der Einfachstreuung, die keinen Interferenzpartner mit umge-
kehrtem Streupfad besitzen, sowie

2. Ungleichheit interferierender Amplituden, die den Interferenzkontrast redu-
ziert,

verringert. Fig. 3 auf S. 26 veranschaulicht diese beiden Punkte. Wir werden in
den Abschnitten Z.1 und Z.2 sehen, dafl im Falle von atomaren Streuern beide
Griinde zur Verringerung beitragen.

Polarisation und Reziprozitéit

Bei der Streuung von transversalen Wellen wie Licht spielt die Polarisation ei-
ne entscheidende Rolle. Die Polarisationsvektoren € und €’ von einfallender und
gestreuter Welle definieren vier jeweils paarweise orthogonale Streukanile. Bei
linear polarisiertem einfallendem Licht kann man das gestreute Licht in Riick-
richtung im Kanal [ || [ der parallelen oder im Kanal [ L [ der orthogonalen Pola-
risierung analysieren. Bei zirkular polarisiertem Licht ist es sinnvoll, die Helizitdt
zu verwenden, d.h. die Projektion des Spins auf die Ausbreitungsrichtung [17].
Das gestreute Licht kann im Kanal h || h der gleichen oder im Kanal h L h der
umgekehrten Helizitdt analysiert werden. Von einem Spiegel oder einem klassi-
schen Dipol wird polarisiertes Licht in Riickrichtung in die Kanéle [ || { bzw. h L h
gestreut.
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Gegenlaufige Streuamplituden sind durch Zeitumkehrinvarianz verbunden.
Genauer gesagt garantiert das Reziprozititstheorem [18, §125] die Gleichheit der
beiden CBS-Amplituden genau dann, falls die Streuung genau in Riickrichtung
und in die parallelen Kanéle h || h und [ ||  erfolgt (s. Fig. 4 und Gl. (9) auf S. 28).
Diese fundamentale Symmetrie verhindert, dal die konstruktive Interferenz durch
Mittelung iiber die Konfiguration der Streuzentren ausgeldscht wird.

Entsprechend kann man es durch Polarisationsanalyse also erreichen, im Kanal
h || h die Reziprozitatsbedingung zu erfiillen, gleichzeitig das Signal der Einfach-
streuung an klassischen Dipolen auszublenden (vgl. Tab. 1 auf S. 29) und somit
eine optimale Verstdrkung von ov = 2 zu erreichen. Diese Vorhersage [19] wurde
experimentell mit grofer Prézision bestétigt [20].

CBS an kalten Atomen: ein iiberraschendes Experiment

Wiéhrend die kohirente Riickstreuung von Licht an einer Reihe von Materiali-
en bis hin zu den Ringen des Saturn nachgewiesen wurde [12, 13, 21], wurde
im gleichen Zeitraum das Fangen und Kiihlen von Atomen mit Licht entwickelt
22, 23]. Die resonante Vielfachstreuung von Licht in atomaren Gasen war zwar
wohlbekannt [24], galt jedoch eher als Hindernis auf dem Weg zu grofieren Pha-
senraumdichten.

Der erste experimentelle Nachweis von kohdrenter Riickstreuung an einem Gas
kalter Atome [25, 26] gelang an einer optisch dichten Wolke von Rubidium 85 in
einer magneto-optischen Falle (vgl. Fig. 5 auf S. 30). Fig. 6 auf S. 34 vergleicht
experimentelle Daten eines klassischen Streumediums (Styropor) mit denen der
atomaren Wolke. Styropor erfiillt das oben genannte Reziprozitédtskriterium in
den Kanélen paralleler Polarisation, und so erhédlt man die héchste Verstarkung
von etwa 1.70 fiir h|| h, dann 1.65 in [ ||, sowie schwache Verstéarkung in den
orthogonalen Kanélen, 1.20 fiir A L h und 1.10 fiir [ L 1.

Bei Atomen verhalten sich die Verstarkungsfaktoren véllig anders. Der mit
Abstand kleinste Wert von nur 1.05 wird in A || A gemessen. Der hochste Wert,
der jedoch 1.20 nicht iibersteigt, erscheint im Kanal A L h. Bei den linearen Kané-
len ist der Unterschied weniger ausgepragt, und man erhélt Werte von 1.12 in [ ||
und 1.10 in [ L [. Dieser iiberraschende Unterschied zwischen den Verstarkungs-
faktoren fiir klassische Streuer einerseits und Atome andererseits ist die raison
d’étre der vorliegenden Arbeit.

Grundannahmen

Zentrale Motivation dieser Arbeit ist eine einzige Frage:

Wie erklédren sich die geringen Verstdarkungsfaktoren der kohdrenten
Riickstreuung an einem Gas kalter Atome?
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Zur Beantwortung dieser Frage mit den Mitteln der Theorie machen wir eini-
ge vereinfachende Grundannahmen, die durch die experimentellen Bedingungen
motiviert sind:

e Das Licht der kohérenten Riickstreuung ist quasiresonant mit einem atoma-
ren Dipoliibergang. Die Verstimmung 6 = w — wy zwischen Lichtfrequenz w
und Resonanzfrequenz wy ist so klein, dafl nur ein Dipoliibergang angeregt
ist.

e Das atomare Gas ist nicht so kalt, daf§ die &ufleren Freiheitsgrade quan-
tisiert werden miissten. Die de Broglie-Wellenlédnge ist deutlich kleiner als
die optische Wellenldnge. Insbesondere ist die Teilchendichte n so klein, dafl
quantenstatistische Effekte vernachlassigt werden kénnen.

e Der Riickstoleffekt des Photons auf das streuende Atom spielt fiir CBS
in Riickrichtung keine Rolle, da der Impulsiibertrag fiir beide gegenléufige
Amplituden gleich ist. Die d&uleren Freiheitsgrade der Atome sind also durch
die klassischen Positionsvektoren beschrieben.

e Das Atomgas ist kalt genug, dafl der Dopplereffekt die Resonanzbedingung
nicht beeinfluit: kv < I". Hier bezeichnet & = 27 /) den Betrag des Wellen-
vektors des gestreuten Lichts, v die Breite der atomaren Geschwindigkeits-
verteilung und I' die Breite der atomaren Resonanz. Hierzu dquivalent ist
die Forderung, dafl sich ein Atom bei der resonanten Streuung eines Pho-
tons in der Zeit I'"! um deutlich weniger als eine Wellenléinge bewegt. Diese
Interferenzbedingung ist der Grund dafiir, dafl CBS bislang nur an gekiihl-
ten Atomen nachgewiesen werden konnte. Fiir die Lichtstreuung kénnen
wir die Atome also als unbewegt ansehen.

e Die Lichtintensitét ist so klein, dal die Streuung am Atom in streutheore-
tisch erster Ordnung beschrieben werden kann. Damit ist der Streuprozefl
fiir das Licht elastisch, und Séttigungseffekte oder eine Anderung der atoma-
ren Subniveauverteilung durch optisches Pumpen sind nicht erfaf3t. In der
Tat kann man selbst fiir lange Wechselwirkungszeiten mit der CBS-Sonde
erwarten, daf} optisches Pumpen im Innern der optisch dichten Atomwolke
durch die isotrope Vielfachstreuung verhindert wird.

e Die Atome sind voneinander unabhéngig in einem dreidimensionalen Raum
Poisson-verteilt. Wir vernachlissigen allen Einflufl der endlichen Geometrie
oder der inhomogenen Dichte der Atomwolke. Dies ist gleichbedeutend mit
der Forderung statistischer Translationsinvarianz.

e Wir beriicksichtigen ausdriicklich die Entartung des Dipoliibergangs, neh-
men jedoch an, dafl die Atome unabhéngig voneinander und zufillig auf
die entarteten Zeeman-Zustinde ihres Grundzustandes verteilt sind. Dies
bedeutet statistische Rotationsinvarianz.
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Unter diesen Bedingungen koénnen wir zeigen, daf§ die interne Quantenstruktur
der atomaren Streuer, d.h. die Entartung des Dipoliibergangs aufgrund der Dreh-
impulsquantisierung (s. Fig. 7 auf S. 35), fiir den CBS-Kontrastverlust verant-
wortlich ist. Die zu beantwortende Frage lautet deshalb genauer:

Wie héngen schwache Lokalisierung und kohérente Riickstreuung von
der Entartung des atomaren Dipoliibergangs ab?

Z.1 Einfachstreuung

Die unendliche Reihe der Vielfachstreuung geht in der Nidherung der unabhdn-
gigen Streuung (ISA oder independent scattering approximation) aus der Folge
unabhéngiger Einzelstreuereignisse hervor [27]. Wir fithren zunéchst den atoma-
ren Streuoperator ein, der alle relevanten Informationen iiber den Streuprozefl
enthélt. Darauthin bestimmen wir die Selbstenergie der mittleren Photonenam-
plitude sowie den Intensitétsvertex der Einfachstreuung. Als erstes Ergebnis er-
halten wir dann den Beitrag der Einfachstreuung zur Riickstreuintensitat fiir
beliebige Lichtpolarisation und beliebige atomare Dipoliibergéinge.

Atomarer Streuoperator

Das elektromagnetische Feld ist in kanonisch quantisierter Form [17, 28] gegeben.
Bei monochromatischer und resonanter Anregung hinreichend niedriger Inten-
sitidt wird das Atom durch ein Zwei-Niveau-System beschrieben, das {iber die
Dipolwechselwirkung ((1.6) auf S. 39) an das Lichtfeld gekoppelt ist. Der atoma-
re Grund- und der angeregte Zustand mit Gesamtdrehimpuls J bzw. J, sind in
Abwesenheit eines dufleren magnetischen Feldes in ihren magnetischen Quanten-
zahlen m bzw. m, vollstindig entartet [29].

Der Anfangszustand von Feld und Atom sei gegeben durch den Einphotonen-
zustand |ke), charakterisiert durch Wellenvektor k und transversale Polarisation
e, sowie einen atomaren Grundzustand |Jm). Die Amplitude der Ubergangs-
wahrscheinlichkeit in einen anderen Endzustand |k'e’; Jm') ist durch das Matrix-
element (1.28) der Streumatrix S (s. S. 43) gegeben. Aufgrund der Entartung
des atomaren Grundzustandes ist die Streuung des Photons vollsténdig elastisch.
Das Matrixelement (1.29) des Ubergangsoperators 7' wird perturbativ durch die
Born’sche Reihe (1.23) berechnet. Durch partielle Summation der Reihe erhalten
wir die renormierte Ubergangsfrequenz wy, die wir mit der urspriinglichen Gréfie
identifizieren, sowie die natiirliche Breite I' des angeregten Zustandes (s. (1.41)
auf S. 46; die Einheiten sind so gewéhlt, dal # = ¢ = 1). Wir erhalten so das
Matrixelement (s. (1.51) auf S. 48) des Ubergangsoperators fiir den Photonen-
streuprozefl in Resonanznéherung.

Entscheidend fiir das folgende ist nun die Rolle des Streuoperators t(w), defi-
niert in (1.44) auf S. 46, der als atomarer Operator den Ubergang |Jm) — |Jm/)
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bewirkt und als 3x 3 Matrix den Vektor der Anfangs- auf den Vektor der Endpola-
risation abbildet [30, §59]. Der Streuoperator koppelt mithin die internen atoma-
ren Freiheitsgrade an die Polarisation des Lichtfeldes. Falls der Streuprozefl den
atomaren Zustand unverdndert a8t (m’ = m), sprechen wir von einem Rayleigh-
Ubergang. Die Entartung des Grundzustandes ermdglicht jedoch auch entartete
Raman-Uberginge zwischen unterschiedlichen Grundzustinden (m’ # m).

Als 3 x 3-Matrix kann der Streuoperator in seine irreduziblen Komponenten
beziiglich der Rotationen des Ortsraumes zerlegt werden: die skalare Komponen-
te oder Spur, die antisymmetrische Komponente und die symmetrisch-spurlose
Komponente (s. (1.47)). Das Matrixelement des Streuoperators im nicht entarte-
ten Grundzustand des reinen Dipols (J = 0, J, = 1) héngt allein von der skalaren
Komponente ab (vgl. (1.49) auf S. 48). Dagegen sind entartete Ubergéinge J > 0
dadurch ausgezeichnet, dafl auch die nichtskalaren Komponenten des Streutensors
eine Rolle spielen.

Effektives Medium

Unser Ziel ist es, die Lichtausbreitung im Mittel zu beschreiben, d.h. nach Spurbil-
dung iiber alle atomaren Freiheitsgrade. Die Mittelung der Ubergangsamplitude
definiert zunéchst ein effektives Medium fir die Amplitude des Photonenzu-
standes. Die Selbstenergie ¥ (w), definiert durch die Dyson-Gleichung (1.71) auf
S. 51, beschreibt die Renormierung der Ausbreitungsfrequenz des Lichtes auf-
grund der Wechselwirkung mit dem atomaren Medium. In der N&herung unab-
héngiger Streuung ist die Selbstenergie dem gemittelten Streuoperator proportio-
nal (s. (1.76)).

Das effektive Medium fiir die Lichtausbreitung wird iiblicherweise durch die
Dielektrizitétskonstante €(w) beschrieben. In einem Medium resonanter Streu-
er, deren Dichte durch die Bedingung der schwachen Lokalisierung k¢ > 1 auf
nA® < 1 begrenzt ist, ist die Dielektrizitdtskonstante durch e(w) = 1 + na(w)
mit der atomaren Polarisierbarkeit a(w) verkniipft. Wie die Selbstenergie ist die
Polarisierbarkeit dem mittleren atomaren Streutensor proportional (s. (1.97) auf
S. 56) und durch Gl. (1.101) gegeben.

Der Imaginérteil der Selbstenergie beschreibt die endliche Lebensdauer des
Feldzustandes und definiert damit die mittlere freie Wegldnge ¢ der Lichtausbrei-
tung geméf (1.87) auf S. 54. Da wir verlustfreie Streuung annehmen, ist die Ab-
nahme der mittleren Amplitude nur durch Streuung in andere Moden zu erkléren.
Dies ist der Kern des optischen Theorems (1.106) auf S. 57, das den Imaginérteil
des Streuoperators mit dem Streuquerschnitt oy, verkniipft [30, §71]. Die mittlere
freie Wegliange ist deshalb ¢ = 1/noy.

Mittelung iiber die internen Freiheitsgrade heifit Spurbildung mit der inter-
nen Dichtematrix. Da wir annehmen, dafl die Atome iiber die internen Zustén-
de statistisch gleichverteilt sind, ist die entsprechenden Dichtematrix rein skalar
(vgl. (1.58) auf S. 49). Die skalare Operation der Spurbildung iiber eine skalare



8 ZUSAMMENFASSUNG

Dichtematrix wéhlt nun zwangslaufig die skalare Komponente des gemittelten
Operators aus. Das bedeutet, dafl nur die skalare Komponente des Streuopera-
tors in die Definition von Selbstenergie und Polarisierbarkeit einflieit. Damit sind
diese Grofen isotrop (vgl. (1.81) und (1.99)), und die Entartung des atomaren
Dipoliibergangs spielt fiir die mittlere Amplitude letztlich keine Rolle.

An diesem Punkt kénnte man voreilig schliefen, dafl die interne Struktur des
atomaren Dipoliibergangs keinen Einflul auf die mittlere Lichtausbreitung hat
und die verringerten CSB-Verstarkungsfaktoren offenbar nicht zu erklaren ver-
mag. Die kohérente Riickstreuung jedoch ist eine Interferenzerscheinung fiir die
mittlere Intensitdt, die keineswegs einfach gleich dem Betragsquadrat der mittle-
ren Amplitude ist. Wir miissen zunéchst die Intensitét berechnen und sie dann
der Mittelung iiber die internen atomaren Freiheitsgrade unterwerfen. In diesem
Fall konnen sich auch die nicht-skalaren Komponenten des Streutensors im Ten-
sorprodukt der Intensitdat zu skalaren Komponenten koppeln und einen Beitrag
liefern, der ganz entscheidend von der internen atomaren Struktur abhéngt.

Intensitatsvertex

Die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit fiir den StreuprozeB (ke) —
(K'e’) bestimmt sich aus dem Betragsquadrat der Ubergangsamplitude
(vgl. (1.112) auf S. 60). Der differentielle Wirkungsquerschnitt (1.119) berech-
net sich deshalb aus dem Mittel {iber die internen atomaren Freiheitsgrade des
Quadrats des atomaren Streutensors. Der Streutensor bildet den Anfangs- auf
den Endpolarisationsvektor ab; sein mittleres Quadrat ist daher eine lineare Ab-
bildung von zwei Anfangs- auf zwei Endvektoren und definiert einen Vier-Punkt-
Vertex Z({x}), s. (1.120) auf S. 61. Da wir eine skalare Dichtematrix annehmen,
kann dieser Vertex nur eine Funktion der Skalarprodukte der freien Vektoren
{x} = @1, T2, x3, x4 in der allgemeinen Form (1.121) sein. Wir reprisentieren
den Intensitatsvertex durch das Diagramm

1 2 2

1—2 1 2 1
I({x}) = = w, twy, O +ws . (Z.2)
4 3 4—3 4/\3 4 3

Die Gewichte w; der drei moglichen paarweisen Kontraktionen lassen sich analy-
tisch mit den Mitteln der Drehimpulsalgebra berechnen (vgl. Abschn. 1.3.2). Sie
sind lineare Kombinationen (1.143) sogenannter 6j-Symbole [18], die niitzliche
Auswahlregeln definieren (vgl. S. 65).

Im Fall des Dipols (J = 0, J, = 1) lassen die 6j-Symbole lediglich die waag-
rechte Kontraktion im Vertex (Z.2) zu, (wq, wy,w3) = (1,0,0), und der differen-
tielle Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung eines Photons ist einfach durch

—/
do N 3040t € _ 3040t |€—_/ . €|2 (Z3)

d_Q_87T§§€87T

€
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gegeben. Bei einem Dipoliibergang beliebiger Entartung, aber gleichverteilter
Zeeman-Zusténde wird der differentielle Wirkungsquerschnitt zu

=1

<

dU 30'45013 €

a0 8T

(Z.4)

I3 €

Wir sehen also, dafl die nichtskalaren Komponenten des Streutensors wegen der
Entartung des Dipoliibergangs zur Intensitédt beitragen: im Intensitiatsvertex er-
weitert sich die einfache Linie zu einem zweidimensionalen Band.

Hintergrundintensitit der Einfachstreuung

Die riickgestreute Intensitédt kann durch den sogenannten bistatischen Koeffizien-
ten v, der den differentiellen Einzelstreuquerschnitt auf ein optisch dichtes Me-
dium verallgemeinert, als dimensionslose Funktion von Einfalls- und Streuwinkel
angegeben werden [31, 32]. Ausgehend vom differentiellen Wirkungsquerschnitt
(Z.4) ergibt sich jetzt der Beitrag der Einfachstreuung zur gesamten riickgestreu-
ten Intensitdt durch geeignete geometrische Mittelung iiber das endliche Medium.
Wir wihlen die moglichst einfache Geometrie des Halbraums z > 0. Die Definition
des geometrischen Mittels in der CBS-Konfiguration ((1.166) auf S. 71) beriick-
sichtigt sowohl die endliche Geometrie als auch die Dampfung der einlaufenden
und gestreuten Amplituden mit mittlerer freier Weglénge ¢ (vgl. Fig. 1.6 auf
S. 71). Fiir senkrechten Einfall und kleine Streuwinkel erhalten wir den Beitrag
der Einfachstreuung

®
m)

>
L]}

(Z.5)

s =

=
<

Fig. 1.7 auf S. 73 zeigt v als Funktion des Gesamtdrehimpulses J in den vier
{iblichen Polarisationskanilen und fiir die drei moglichen Ubergangstypen. Folgen-
de Schluifolgerungen lassen sich ziehen: Fiir J > 0 verschwindet die Einfachstreu-
ung in keinem der vier Polarisationskanéle (mit der einzigen Ausnahme J = 1/2
und A || k). Dieser Hintergrundbeitrag zum Signal der kohérenten Riickstreuung
kann somit nicht durch Polarisationsanalyse unterdriickt werden und verringert
den Verstarkungsfaktor (vgl. Abschn. Z.0, S. 3). Andererseits bleibt die Intensitét
in den klassisch verbotenen Kanélen & || h und [ L stets kleiner als in den Kan#-
len A L hund || . Es gelingt also zumindest immer, das Einfachstreusignal durch
Polarisationsanalyse zu minimieren. Deshalb kann der Einfachstreubeitrag allein
nicht erkldaren, warum der atomare CBS-Verstarkungsfaktor fir J = 3, J, = 4
ausgerechnet im Kanal h || h seinen kleinsten Wert annimmt. Hierzu miissen auch
die Interferenzeigenschaften des atomaren Streumediums untersucht werden.
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Z.2 Doppelstreuung

Die Vielfachstreuung beginnt mit der Doppelstreuung: diese enthélt bereits alle
wesentlichen Elemente der kohérenten Riickstreuung, ist jedoch einfach genug,
um eine vollstindige analytische Losung zu erméglichen. Zunéchst zeigen wir am
Beispiel der CBS-Streuamplituden an zwei Atomen, dafl die nichtskalaren Kom-
ponenten des atomaren Streutensors in der Tat den Interferenzkontrast senken.
Die Verallgemeinerung der diagrammatischen Theorie der Vielfachstreuung auf
den Fall atomarer Streuer erméglicht es uns dariiberhinaus, Verstarkungsfaktoren
und CBS-Signale fiir beliebige Dipoliibergéinge exakt zu berechnen.

Ungleiche Amplituden der Doppelstreuung

Die Ubergangsamplitude der resonanten Streuung eines Photons an zwei Atomen
ist durch Verkniipfung zweier resonanter Einfachamplituden gegeben (vgl. (2.5)
auf S. 76). Die beiden Streupfade (erst die direkte Streuung an Atom 1, dann an
Atom 2, oder in umgekehrter Reihenfolge) definieren die zwei CBS-Amplituden,
die in Riickrichtung ohne geometrischen Phasenunterschied interferieren. Die bei-
den Amplituden unterscheiden sich lediglich durch die Reihenfolge, in der die ato-
maren Streuoperatoren auf die Feldpolarisation einwirken (vgl. (2.16) und (2.18)
auf S. 78). Da diese Streuoperatoren nicht einfache Skalare sind (wie im Fall
des elementaren Dipols), sondern Tensoren zweiter Stufe, kommutieren sie nicht.
Ganz allgemein kénnen wir so erwarten, dafl aufgrund der internen Freiheits-
grade die direkte Streuamplitude einen anderen Betrag hat als die umgekehrte
Streuamplitude.

Die Fig. 2.1 auf S. 80 zeigt einen besonders einpriagsamen Fall ungleicher Am-
plituden: die Rayleigh-Streuung (d.h. ohne Anderung der magnetischen Quan-
tenzahlen beider Atome) im Kanal A || h an zwei 1/2-1/2-Ubergingen. Die um-
gekehrte Amplitude verschwindet, die direkte Amplitude jedoch nicht. Allgemein
werden zwar beide Amplituden von Null verschieden, aber aufgrund unterschiedli-
cher Clebsch-Gordan-Koeffizienten eben nicht identisch sein. Ungleiche Streuam-
plituden implizieren jedoch einen Kontrastverlust (vgl. S. 3) und erkldren somit
qualitativ die verminderte kohérente Riickstreuung [33].

Dieses explizite Beispiel ungleicher Amplituden ist in doppelter Hinsicht be-
merkenswert. Zum einen zeigt es, dafl es reine Rayleigh-Ubergénge gibt, die einen
Kontrastverlust zur Folge haben. Die Storung der CBS-Interferenz darf also nicht
den entarteten Raman-Ubergéingen allein angelastet werden. Zum anderen wird
klar, daff das klassische Reziprozititstheorem (vgl. Abschn. Z.0 auf S. 3) fiir die
Gleichheit von Streuamplituden in dem parallelen Polarisationskanal A || b nicht
mehr giiltig sein kann. In der Tat mu8 das Reziprozitdtstheorem fiir Systeme
mit internen Spinfreiheitsgraden verfeinert werden, denn unter der Zeitumkehr
wechselt auch der Spin sein Vorzeichen [18, §140] (vgl. Fig. 2.2 auf S. 82). Un-
ter allen moglichen Paaren von Streuamplituden gibt es wohl solche, die einen
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Vorzeichenwechsel der atomaren magnetischen Quantenzahlen bewirken, aber die
Mehrzahl wird dies nicht tun, so da} der mittlere Interferenzkontrast verringert
wird. Fig. 2.3 auf S. 83 interpretiert diesen Kontrastverlust in anschaulicher Wei-
se: die Symmetrieoperation der Zeitumkehr kann nach Einfithrung der internen
Freiheitsgrade die Gleichheit der interferierenden Amplituden nicht mehr gewéhr-
leisten.

Ausbreitung der mittleren Intensitét

Nach Beschreibung der mittleren Amplitude des Lichtfeldes (Abschn. Z.1, S. 7)
wollen wir nun in systematischer Weise die Ausbreitung der mittleren Intensitét
im Streumedium berechnen. Die Intensitdt wird durch das Quadrat der Am-
plituden ermittelt. In direkter Analogie zur Dyson-Gleichung ((1.71) auf S. 51)
wird das mittlere Produkt der Ubergangsoperatoren durch die Bethe-Salpeter-
Gleichung [30, §125] beschrieben ((2.41) auf S. 88). Wie auch die Selbstenergie,
berechnen wir den irreduziblen Vertex (oder ,kompaktes Eckteil*) (2.44) in der
Néaherung unabhéngiger Streuung. Die Streureihe fiir die Intensitdt erhélt somit
die Leiterstruktur (2.46), in der beide Amplituden den gleichen Streupfad zu-
riicklegen. In dieser Naherung ist jede Information iiber Phase und Interferenz
verloren, und man beschreibt die Lichtausbreitung durch eine effektiven Trans-
porttheorie der Intensitat.

In der Reihe der Leiterdiagramme beschreibt der Term erster Ordnung (2.45)
den Beitrag der Einfachstreuung und ist im wesentlichen durch den Intensitéts-
vertex (Z.2) gegeben (vgl. (2.52) auf S. 90). Der Term zweiter Ordnung (2.55)
beschreibt den Beitrag der Doppelstreuung und kann explizit berechnet werden,
(2.63). Die interne Quantenstruktur flieft nur in die Kopplung der einlaufenden
und der gestreuten Polarisationsvektoren ein (s. (2.67) auf S. 92). Mit Hilfe der
Kontraktionsregel (Z.2) 148t sich das Doppeldiagramm leicht explizit berechnen
(Abschn. 2.2.4 auf S. 93 ff.) [34].

Die Interferenz von direkter und umgekehrter Amplitude wird durch die Reihe
(2.74) der sogenannten Kreuzdiagramme der schwachen Lokalisierung beschreiben
[35]. Das Kreuzdiagramm der Doppelstreuung (2.75) wird ganz analog zum Lei-
terdiagramm berechnet (Abschn. 2.2.5 auf S. 94 ff.). Allerdings werden jetzt die
Polarisationsvektoren durch die Bandvertizes iiber Kreuz verkniipft (s. (2.79)).
Im Fall der klassischen Dipolstreuer zeigt man durch das Reziprozitatsargument,
daBl das Kreuzdiagramm durch Drehen der umgekehrten Amplitude die Form des
Leiterdiagramms annimmt:

- . (Z.6)

Dies garantiert die Gleichheit von direkter Intensitdt I; und Interferenzbeitrag



12 ZUSAMMENFASSUNG

Ic und damit einen (bis auf die Einfachstreuung) optimalen Verstarkungsfaktor
(Z.1).

Der Versuch, das gleiche Reziprozitatsargument auf den Fall der atomaren
Streuer anzuwenden, miflingt:

A

A A

Beim Drehen der umgekehrten Amplitude verdreht sich das Vertexband, so dafl
Kreuz- und Leiterdiagramm auch bei Gleichheit der Polarisationsvektoren ver-
schieden bleiben. Die Verdrehung des Bandes kann deswegen nicht aufgehoben
werden, weil die diagonale und die senkrechte Kontraktion im Vertex (Z.2) nicht
das gleiche Gewicht haben, wy # ws. Wie aus Gl (1.143) auf S. 66 ersicht-
lich, rithrt der Unterschied der beiden Gewichte von dem antisymmetrischen Teil
K =1 des atomaren Streutensors her. Damit ist klar, dafl der antisymmetrische
Teil des atomaren Streutensors die Verringerung des CBS-Interferenzkontrastes
in den parallelen Polarisationskanélen zu verantworten hat.

Exakte Doppelriickstreuung

Duch geeignete Mittelung iiber den Halbraum der CBS-Konfiguration (vgl.
Fig. 2.5 auf S. 98) berechnen wir analytisch den Interferenzkontrast der Dop-
pelstreuung

Ko = PYCQ(()). (Z.8)

VL2

Fig. 2.7 auf S. 103 zeigt den Kontrast als Funktion von J. Nur im Fall des Dipols
(J =0,J, = 1) erhalten wir den optimalen Kontrast ks = 1. Die Entartung des
Grundzustandes fiir J > 0 1a8t den Kontrast dann sinken, im Fall des Ubergangs
Jo = J + 1 sogar bis auf niedrige Werte um 1.2 im klassisch optimalen Kanal
h || h. Fiir Ubergéinge des Typs J. = J erreicht der Kontrast im Limes J — oo in
den parallelen Kanélen wieder seinen Maximalwert. In diesem quasiklassischen
Limes zeigen die Clebsch-Gordan-Koeffizienten eine Symmetrie, die den antisym-
metrischen Teil des Streutensors verschwinden lassen.

Fig. 2.9 auf S. 106 zeigt den CBS-Verstarkungsfaktor bis zur Streuung zweiter
Ordnung, d.h. mit Beriicksichtigung des Hintergrundes der Einfachstreuung. Wir
sehen, da Kontrastverlust und Einfachstreuung so zusammenwirken, dafl der
Verstarkungsfaktor in allen Fillen unter 1.4 bleibt — mit einziger Ausnahme
des Dipols J = 0. Insbesondere bestétigt die Theorie klar den experimentellen
Befund, daB der kleinste Verstdrkungfaktor fiir den Ubergang J = 3, J, = 4 im
Kanal A || h zu finden ist.

Im Abschnitt 2.3.5 leiten wir exakte analytische Ausdriicke fiir die kompletten
CBS-Intensitétsprofile der Doppelstreuung an beliebigen Dipoliibergéngen her.
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Fig. 2.11 auf S. 110 zeigt den Vergleich zwischen den theoretischen CBS-Signalen
der Doppelstreuung an klassischen Dipolen und atomaren Ubergingen J = 3,
Jo = 4. Wahrend die Doppelstreuung an klassischen Dipolen offenbar kein gutes
Modell zur Beschreibung der experimentellen Daten eines klassischen Mediums
wie Styropor darstellt (vgl. Fig. 6 auf S. 34), kommt sie im Fall des atomaren
Ubergangs bereits erstaunlich nahe an die experimentellen Ergebnisse heran (vgl.
auch Tab. 2.1 auf S. 105).

Z.3 Vielfachstreuung

Nach der Diskussion von Einfach- und Doppelstreuung in den Abschnitten Z.1
und Z.2 wollen wir jetzt die gesamte Streureihe aufsummieren. Dadurch erhalten
wir die Losung der Bethe-Salpeter-Gleichung ((3.1) auf S. 116) in der Boltzmann-
Néherung als Summe (3.2) aller Leiterdiagramme. Die Interferenz der schwachen
Lokalisierung wird dann durch die Summe (3.5) aller Kreuzdiagramme beschrie-
ben. Diese Losung gilt fiir ein unendliches Streumedium, das im Mittel invariant
unter Translationen des Ortsraumes ist (statistische Translationsinvarianz). Die
Losung fiir den Halbraum der CBS-Konfiguration konstruieren wir dann mit der
Bildmethode, die es ermoglicht, Verstirkungsfaktoren und CBS-Signale bis auf
eine letzte Integration analytisch zu berechnen.

Summierung der Leiter- und Kreuzreihe

Das Summierung der Vielfachstreureihe kann in drei Klassen zunehmender
Schwierigkeit eingeteilt werden: die der Streuung von skalaren Wellen an Punkt-
streuern, die der Streuung von (elektromagnetischen) Vektorwellen an punktfor-
migen Dipolstreuern, und zuletzt die der Streuung von Vektorwellen an beliebigen
Streuern. Wahrend das skalare Modell aus der Lokalisierungstheorie der Festkor-
perphysik wohlbekannt ist und als zufriedenstellend gelost gelten kann [36, 37],
kennt man fiir die Streuung von Vektorwellen an punktférmigen Dipolen bislang
entweder recht ungenaue Losungen in der Diffusionsnidherung [38, 39, 40, 41]
oder exakte Losungen der Transfer-Gleichung mit Hilfe der Wiener-Hopf-Methode
[42, 43], die jedoch nicht leicht nachzuvollziehen und noch weniger leicht zu verall-
gemeinern sind. Dariiber hinaus ist das dritte Problem der Streuung von Vektor-
wellen an anisotropen Punktstreuern zwar aufgeworfen [44], aber nicht allgemein
geldst worden.

Strategie der Summierung

Mit der Streuung von Licht an Atomen mit interner Quantenstruktur treten wir
in der dritten Schwierigkeitsklasse an. Die internen Freiheitsgrade sind ja gerade
an die transversale Polarisation des Lichtfeldes gekoppelt und schlieSen per de-
finitionem die Dipolndherung J = 0 aus. Bei der Analyse der Einfachstreuung
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haben wir mit Hilfe der Theorie irreduzibler Tensoren den atomaren Intensitéts-
vertex fiir beliebige J, J. analytisch bestimmen koénnen. Unter diesem Eindruck
formulieren wir jetzt unsere Strategie fiir die Summation der Streureihe:

1. Die Leitersumme L der vielfach gestreuten mittleren Intensitdt in der
Boltzmann-N#herung ist die geometrische Reihe

: + +oe= 1= , (2.9)

deren Argument, der Vier-Punkt-Vertex

Aiik = (G )k = : (Z.10)
durch das Produkt von mittlerem Feldpropagator Gy, ((3.58) auf S. 128),
und atomarem Vertex |y jx = wi ;0 + w2 0i05; + ws 6;0,, gegeben ist.

2. Die Eigenmoden mit Bezug auf das ,horizontale® Tensorprodukt in der
Streureihe (Z.9) suchen wir durch die Analyse in irreduziblen Komponenten
der Indexpaare (il) und (jk) in der Form

Mg = Y aKTgl{;;, [TEOTED), o = 5K,K,T§l{?k. (2.11)
K

3. Die Summation der geometrischen Reihe ist dann in jeder Eigenmode ele-

mentar,
ZOO na=3 L

4. Die Summe der Kreuzdiagramme ergibt sich als Korollar aus der Summe
der Leiterdiagramme im wesentlichen durch die Substitution

- X . (Z.13)

Eigenstruktur des atomaren Vertex

Fiir den atomare Intensitidtsvertex der Leiterdiagramme finden wir in der Tat
eine Zerlegung in der Form (Z.11), wobei die Eigenwerte Ax wiederum durch
6j-Symbole gegeben sind (s. (3.38) auf S. 122). Desgleichen finden wir fiir den
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verdrehten Kreuzvertex Eigenwerte g, die sich in kompakter Form durch 97-
Symbole schreiben lassen (s. (3.57) auf S. 127).

Fig. 3.1 auf S. 126 zeigt die Leiter- und Kreuzeigenwerte als Funktion von
J. Der konstante Leitereigenwert \g = 1 der skalaren Mode ist Ausdruck der
Unitaritdt der Streumatrix und besagt, dafl die Streuung verlustfrei ist. Die Ei-
genwerte A\ < 1 weisen auf ein Abklingen der nicht-skalaren Feldmoden hin, d.h.
auf eine Anderung der Feldpolarisation durch entartete Raman-Uberginge. Kreu-
zeigenwerte Y # \g ungleich den zugehorigen Leitereigenwerten bedeuten einen
Kontrastverlust bei der Interferenz. So finden wir insbesondere, dafl der skalare
Kreuzeigenwert o fiir Ubergéinge des Typs J, = J+1 sehr schnell auf Null abfillt
(und damit einen drastischen Verfall des Verstdarkungsfaktors ankiindigt), wéah-
rend Y, fiir Ubergénge des Typs J, = J im Gegenteil stark gegen den klassischen
Wert von Eins strebt (und damit ein Retablissement des Interferenzkontrastes im
Limes J — oo verspricht).

Eigenstruktur des Intensititspropagators

Dank der skalaren atomaren Dichtematrix 148t sich der Intensitédtsvertex in rein
isotrope Komponenten zerlegen, d.h. unabhéngig von der Raumrichtung. Fiir den
Intensititspropagator ((3.58) auf S. 128) gilt dies leider nicht mehr, sobald man
die Interferenz der Intensitédt in eine Richtung auflerhalb der direkten Riickrich-
tung, g = k + k' # 0, beschreiben will. Durch Analyse der irreduziblen Kompo-
nenten finden wir jedoch die sechs unterschiedlichen Eigenfunktionen (s. Fig. 3.2
auf S. 137), die bereits bekannt sind [42], sowie die zugehorigen Eigentensoren
(s. S. 137), die in dieser Allgemeinheit nach unserer Kenntnis noch nicht herge-
leitet worden sind.

Summation der Reihen

Die Zerlegung in Eigenmoden gestattet nun, die Leiter- und Kreuzreihe geméfl
unserer Strategie Mode fiir Mode analytisch exakt aufzusummieren (vgl. Ab-
schn. 3.1.4 f.). Die Verallgemeinerung der Streureihe von klassischen Dipolen auf
beliebig entartete Ubergénge ist jetzt einfach dadurch erreicht, daf man die Ei-
genfunktionen des Propagators mit den entsprechenden Eigenwerten des Vertex
multipliziert (vgl. (3.125) auf S. 139 und (3.142) auf S. 142). Wir erhalten so
die aufsummierte Leiter- und Kreuzreihe fiir die Streuung polarisierten Lichtes
an Atomen mit beliebig entarteten Dipoliibergéngen (s. (3.139) auf S. 141 und
(3.149) auf S. 143).

Diffusionsnéherung

Eine erste Diskussion dieser Ergebnisse ist im Rahmen der Diffusionsnéherung
moglich. Ein diffusives Ausbreiten der Intensitdt im Ortsraum (vgl. (3.150) auf
S. 143) wird durch einen Propagator im reziproken Raum mit quadratischem
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Pol p=2 = (gf)~? beschrieben (vgl. (3.154)). Die Diffusionsniherung besteht dar-
in, den Nenner des Propagators bis zur Ordnung p? zu entwickeln. Einer Kon-
stanten dp in der quadratischen Entwicklung dp? + p? wird durch die Fourier-
Transformation (3.156) eine effektive freie Weglinge ¢ = ¢/dp zugeordnet. Ei-
ne divergierende effektive freie Weglédnge entspricht einem echten Diffusionspol
0p = 0, wihrend eine endliche effektive freie Weglidnge eine geddampfte Ausbrei-
tung beschreibt.

Schwache Lokalisierung und kohirente Riickstreung beruhen auf der Gleich-
heit der Leiter- und Kreuzreihe in Riickrichtung. Insbesondere entspricht der
diffusiven Ausbreitung der Intensitdt (dank Ao = 1) das diffusive Verhalten der
Interferenzsumme im Fall klassischer Dipolstreuer (fiir die ebenfalls xo = 1). Nun
ist jedoch fiir entartete Dipoliibergéinge eben diese Aquivalenz zerstort. Fig. 3.3
auf S. 145 zeigt die effektive freie Weglénge der skalaren Mode der Kreuzreihe.
Lediglich fiir den klassischen Dipol J = 0 divergiert sie. Insbesondere fiir Uber-
gange des Typs J, = J+1 wird die effektive freie Weglénge deutlich kleiner als die
mittlere freie Weglénge ¢ und zeigt, dafi die Diffusionsnéherung zusammenbricht.

Die Ausbreitung der Intensitdt mit Hilfe der Leiterterme wird weiterhin im
wesentlichen von der Diffusionsndherung beschrieben, und die Diffusionskonstante
ist D oc £/3, unabhéngig von der internen Struktur der atomaren Streuer. Die
interne Quantenstruktur zerstort jedoch die Aquivalenz von direkter Intensitéit
und Interferenz und reduziert die schwache Lokalisierung.

Kohirente Riickstreuung

Ausgehend von dem summierten Leiter- und Kreuzpropagator fiir den transla-
tionsinvarianten, unendlichen Raum erhalten wir die jeweilige Losung fiir den
Halbraum mit Hilfe der Bildmethode durch Subtraktion des Propagators zum
Bildpunkt (s. Fig. 3.4 auf S. 148). Ohne auf die Diffusionsnéherung zuriickzu-
greifen, konnen wir somit die bistatischen Koeffizienten der Leiter- und Kreu-
zintensitét durch eine einzige Integration ((3.171) auf S. 149) iiber die Tiefe des
Halbraums berechnen. Wir benutzen die einfache Bildmethode deshalb fiir die
aufsummierte Reihe, weil deren analytische Integration {iber den Halbraum nicht
moglich erscheint. Der Vergleich der exakten Verstdrkungsfaktoren der Doppel-
streuung mit den entsprechenden, fast identischen Resultaten der Bildmethode
in Fig. 3.6 auf S. 153 zeigt, dafl die Bildmethode auf die ganze Reihe angewendet
werden kann.

Verstarkungsfaktor

Fig. 3.7 auf S. 155 zeigt den CBS-Verstiarkungsfaktor (Z.1) fir die aufsummierte
Streureihe des Halbraums. Fiir den klassischen Dipol (J = 0,.J, = 1) erhalten
wir Werte, die den Resultaten der exakten Losung [42, 43] mit einer Genauigkeit
von 1072 nahekommen (s. (3.186) auf S. 154). Wie erwartet kann die Diffusi-
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onsndherung in den orthogonalen Polarisationskanilen, die nicht der Reziprozi-
tétsbedingung unterworfen sind, keine quantitativ genauen Vorhersagen machen.
Im Falle atomarer Streuer zeichnet sich fiir den Verstarkungsfaktor ein diisteres
Bild: die interne Struktur reduziert ihn drastisch. Mit Ausnahme der Uberginge
Jo = J ergeben sich typische Verstarkungsfaktoren in der Groflenordnung von 1.2
bis 1.02.

Der Vergleich mit den experimentellen Werten fiir J = 3, J, = 4 in Fig. 3.9 auf
S. 157 zeigt, daf} die theoretischen Werte der Doppelstreuung eine obere und die
der summierten Streureihe eine untere Abschitzungen sind. In allen drei Féllen
wird die relative Hohe der Faktoren richtig wiedergeben: der mit Abstand kleinste
Faktor tritt im Kanal h || h auf, bereits fiir die Doppelstreuung und fiir beliebige
J > 0, wie die Fig. 3.8 im Falle der Ubergiinge J, = J % 1 eindeutig zeigt.

CBS-Profile

Mit der Bildmethode zum exakten Propagator lassen sich nun auch CBS-
Signalprofile am Halbraum fiir beliebige Dipoliibergéinge in allen Polarisati-
onskanilen berechnen (vgl. Abschn. 3.2.3). Fig. 3.10 auf S. 159 vergleicht das
Riickstreusignal von Dipolen mit dem der atomaren Uberginge J = 3, J, = 4.
Die Intensitét fiir die Atome ist zehnfach tiberhoht dargestellt. Die punktierten
Linien zeigen den Beitrag der Doppelstreuung zum Gesamtsignal. Wir sehen deut-
lich, wie im Kanal & || h die Doppelstreuung an klassischen Dipolen weniger als
7% des Gesamtsignals ausmacht, im Fall des entarteten Dipoliibergangs jedoch
beinahe 70%. Die Interferenz wird im letzteren Fall so sehr gestort, dafl nur die
niedrigsten Streuordnungen iiberhaupt einen nennenswerten Beitrag leisten. Dies
ist der Grund dafiir, dafl das Modell der Doppelstreuung bereits eine sehr gute
Néherung des vollstdndigen Signals ist.

Eine Auflésung des CBS-Signals im Kanal Ak in die Eigenmoden ist in
Fig. 3.11 auf S. 160 dargestellt. Wiahrend das klassische CBS-Signal fast ganz
allein aus der skalaren Mode gespeist wird — was deutlich zeigt, daf3 die skalare
Diffusionsndherung fiir diesen Fall exzellent ist —, ist dies fiir den atomaren
Ubergang J = 3, J. = 4 gerade umgekehrt. Dieses Verhalten erklirt sich zwanglos
aus den Keuzeigenwerten des atomaren Intensititsvertex (s. Fig. 3.1 auf S. 126):
die Eigenwerte xx der drei irreduziblen Komponenten (K € {0, 1,2}) verhalten
sich wie xo : x1: x2 = 1:4: 19, mit offensichtlicher Schwéche der skalaren Mode
(K = 0) und deutlicher Dominanz der symmetrisch-spurlosen Mode (K = 2).

Ausblick auf einen quantitativer Vergleich mit dem Experiment

Mit unseren Resultaten zur Zweifachstreuung und der geschlossenen Summation
der Streureihe sind wir im Rahmen der vorliegenden Arbeit so weit gegangen, wie
es mit Hilfe analytischer Rechnungen méglich erschien. Ein genauer quantitativer
Vergleich mit den experimentellen Daten kann sich allerdings nicht auf Resultate
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fiir den Halbraum beschrianken, sondern mufl auch die endliche Geometrie und die
ortsabhingige Dichte der atomaren Wolke beriicksichtigen. Numerische Monte-
Carlo-Studien dazu sind in Vorbereitung [45].

Z.4 Resiimee und Perspektiven

Einflu3 der internen Quantenstruktur

In der vorliegenden Arbeit wird der Einflul der Entartung des atomaren Dipol-
iibergangs auf die schwache Lokalisierung von Licht in einem Gas gekiihlter Atome
untersucht. Die systematische Anwendung von diagrammatischen Methoden und
die Zerlegung in irreduzible Komponenten beziiglich der Rotationstransformati-
on gestattet es, einen analytischen Ausdruck fiir den differentiellen Wirkungs-
querschnitt der Einfachstreuung herzuleiten und die gesamte Vielfachstreureihe
inklusive der Interferenzterme aufzusummieren. Der Einflufl der Entartung auf
die stationdren Eigenschaften der Lichtausbreitung kann in drei Kategorien nach
zunehmender Wichtigkeit eingeteilt werden:

Eigenschaft | Einflufl | Charakteristische Grofie Abschn. | S.
o Selbstenergie 3(w) Z.1 7
Amplitude ) Mittlere freie Wegléange ¢ 7.1 7
o Wirkungsquerschnitt oy = 1/nf Z.1 7
° Einfachstreuung v¢ > 0 7.1 9
Intensitét ° Depolarisierung Ag < 1 7.3 14
o Diffusion D x ¢/3 7.3 15
° Interferenzkontrast ko < 1 7.2 12
Interferenz ) effektive freie Weglénge £ < ¢ 7.3 15
) Verstarkungsfaktor a — 1 < 1 7.3 16

o: schwach, e: stark

Der Einfluf} auf die mittlere Amplitude ist verschwindend, weil die Mittelung
iiber die skalare Dichtematrix auf die klassische, skalare Komponente des ato-
maren Streutensors projiziert. Eine Riickstreuintensitdt in allen Kanélen und
Depolarisierung des Lichtes werden durch die nicht-skalaren Komponenten des
Streutensors verursacht, sind indes auch fiir klassische anisotrope Streuer zu er-
warten. Der Kontrastverlust der Interferenz in Riickrichtung jedoch, und damit
die Stérung der schwachen Lokalisierung, ist eine Folge der antisymmetrischen
Komponente des atomaren Streutensors, die in Abwesenheit eines dufferen ma-
gnetischen Feldes keine klassische Entsprechung hat.
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Offene Fragen

Auch wenn die vorliegende Arbeit mit dem Ziel verfafit wurde, eine moglichst voll-
stdndige und konsistente Beschreibung der Lichtausbreitung in atomaren Gasen
zu liefern, so bleiben doch, gliicklicherweise, viele Fragen ungeklért. Drei Felder
von Fragestellungen sollen hier erwdhnt werden.

Das magnetische Feld ist bekannt als diejenige Grofle, die Interferenzeffekte
in elastischer Vielfachstreuung unterdriickt [9, 40, 46, 47]. Der Kontrastverlust
an Atomen mit magnetischen Freiheitsgraden ist deshalb geradezu zwingend zu
fordern. Man kénnte nun erwarten, dal das Anlegen eines dufleren magnetischen
Feldes wéhrend der CBS-Messung die ohnehin schon geringe Interferenz weiter
schwécht. Andererseit hebt das Feld durch den Zeeman-Effekt die Entartung des
Dipoliibergangs auf. Hat man es also eher mit zwei antagonistischen Effekten zu
tun? In der Tat zeigen experimentelle Vorstudien, dafl es mit Hilfe eines magneti-
schen Felde gelingt, die CBS-Verstarkungsfaktoren in einigen Polarisationskané-
len zu erhohen. Systematische Untersuchungen dieser Zusammenhénge scheinen
deshalb geboten.

Lediglich die internen Freiheitsgrade der Atome wurden hier quantisiert be-
schrieben. Bei tieferen Temperaturen wird die Quantisierung der dufleren Frei-
heitsgrade notwendig, bis dann mit der Bose-Einstein-Kondensation ein Phasen-
iibergang einsetzt, der die kollektiven Eigenschaften des Gases édndert. Praparati-
on und Manipulation von Bose-Einstein-Kondensaten sind ohne die Streuung von
Licht nicht denkbar; auch sind dichte Gase kalter Atome als aussichstsreiche Kan-
didaten zur Lokalisierung von Licht vorgeschlagen worden [48, 49]. Die interne
Struktur der Streuer darf nach den vorliegenden Ergebnissen sicher nicht vernach-
lassigt werden, um Interferenzeffekte zu untersuchen, aber nun bleibt zusétzlich
der Einflufl der Quantisierung der dufleren Freiheitsgrade und der Quantenstati-
stik auf die Lokalisierung von Licht zu kléren.

Abgesehen von den hier angesprochenen stationéren, d.h. zeitunabhéngigen
GroBen, kénnen natiirlich auch dynamische Effekte untersucht werden. Da die
Resonanzbedingung fiir den entarteten Dipoliibergang als Ganzes gilt, kann man
erwarten, dafl sich die Theorie zeitabhéngiger Phéanomene an resonanten Dipol-
streuern mit den hier erhaltenen Ergebnissen kombinieren 148t. Die effektiven
freien Wegléngen des Interferenzverlustes wiirden dann zu effektiven Dekohé-
renzzeiten, wie sie in der Festkorperphysik und mesoskopischen Systemen zur
Beschreibung des Kohérenzverlust durch Kopplung an die Umgebung bekannt
sind [6]. Die Lichtstreuung an Atomen ist womdglich ein exaktes, mikroskopi-
sches und analytisch 16sbares Modell von “spin-orbit”- und “spin-flip”-Prozessen
[9]. Die Thematik der Lokalisierung von Materiewellen in ungeordneten Festkor-
pern, der Ausgangspunkt unserer Uberlegungen, kénnte somit ihrerseits durch
experimentelle und theoretische Studien der Lichtstreuung in atomaren Gasen
bereichert werden.
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Chapitre O

Introduction

“Waves are everywhere around us.” [1]

Des ondes nous entourent, mais comment nier que le désordre regne davan-
tage? Le présent travail de these témoigne d’une victoire du désordre sur la
propagation cohérente d’'une onde lumineuse dans un gaz d’atomes froids. Mais
nous en comprenons aujourd’hui les raisons profondes : la structure interne quan-
tique des diffuseurs atomiques réduit le contraste de l'interférence détectée dans
la rétrodiffusion cohérente.

La suite du chapitre 0 introduit a la diffusion multiple de la lumiere dans un
milieu désordonné, rappelle brievement les résultats expérimentaux a 'origine de
ce développement théorique, et précise les principales hypotheses de travail.

0.1 Ondes et désordre

Dans un environnement ordonné, l'interférence d’ondes est un phénomene
physique subtil et familier a la fois, comme par exemple dans le battement de fré-
quences lors de I'accordage d’un instrument de musique. Au-dela du quotidien, la
propagation d’ondes et 'interférence sont des concepts partagés par des domaines
de la physique aussi différents que 'optique, 'acoustique, 'hydrodynamique et la
physique quantique.

Lors de la propagation d’'une onde dans un environnement désordonné, la fi-
gure d’interférence dépend de la configuration aléatoire du systeme. Le travail
du physicien consiste a expliquer ou a prédire le plus grand nombre de phéno-
menes a partir des hypotheses les plus simples. Dans le cas d'un systeme qui
n’est pas connu avec certitude ou dont la connaissance exacte s’avérerait inutile
en pratique, on adopte un point de vue statistique : on essaie de dégager les lois
physiques qui décrivent le comportement moyen du systeme sur ’ensemble de
ses réalisations possibles. Or, dans une moyenne sur toutes les configurations, on
s’attend intuitivement a ce que l'interférence soit détruite. Ce brouillage d’inter-
férence lors de la diffusion conduit a une intensité moyenne uniforme qui nous
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est familiere d’objets naturels tels que les nuages ou le lait. Sous cette hypothese,
deux théories de la physique, la théorie cinétique du gaz d’électrons dans les
métaux due a P. Drude [2] et la théorie du transfert radiatif de I'intensité lumi-
neuse dans les milieux interstellaires [3, 4], ont décrit avec beaucoup de succes la
propagation d’ondes dans des milieux désordonnés par une diffusion spatiale de
I'intensité ou l'interférence a disparu.

Localisation forte

Mais P.W. Anderson montre en 1958 [5] les limites d’une telle approche :
en présence d'un désordre assez fort, les interférences peuvent annuler la diffu-
sion. Ce phénomene, désormais connu sous le nom de localisation d’Anderson,
a jeté les bases pour une recherche active sur la transition métal-isolant induite
par le désordre [6]. En 1979, Abrahams, Anderson, Licciardello et Ramakrish-
nan [50] introduisent une théorie d’échelle de la localisation et montrent qu’en
dimension inférieure a deux, un désordre, aussi faible soit-il, induit toujours de
la localisation. A trois dimensions, il existe un seuil de désordre au-dela duquel
la localisation a lieu, donné approximativement par le critére de loffe-Regel [7] :
le caractere ondulatoire peut sensiblement changer les propriétés de transport si
le libre parcours moyen ¢ dans le milieu devient comparable a la longueur d’onde
A =2m/k.

La théorie de la localisation dans les milieux solides désordonnés reste difficile
a cause de I'interaction coulombienne forte entre les porteurs de charge [51]. En
se tournant vers des ondes sans interaction, S. John [52, 53] évalue la possibi-
lité de localiser la lumiere. Depuis, une recherche active s’emploie a caractériser
I'influence de l'interférence sur la propagation de la lumiere dans des milieux
désordonnés [54]. Augmenter la densité de diffuseurs pour satisfaire le critere de
Ioffe-Regel augmente en méme temps 'absorption de I'onde lumineuse, ce qui va
a I’encontre de la localisation par interférence. La localisation forte de la lumiere
dans une poudre de matériau semiconducteur est annoncée en 1998 par Wiersma
et al. [55], mais demeure I'objet d’une discussion sur le rdle de I"absorption dans
I'interprétation des données [56].

Localisation faible

Cependant, méme avant I'inhibition complete de la propagation d’une onde,
leffet de I'interférence sur les propriétés de transport peut étre détecté dans le
régime de localisation faible k¢ > 1. Dans ce régime, des diffuseurs avec section
efficace oy sont distribués avec une densité n telle que le libre parcours moyen
¢ = 1/no entre les diffuseurs successifs est tres grand devant la longueur d’onde
A = 27 /k. Dans ce régime, 'onde se propage presque librement a 'intérieur du
milieu, et une description semi-classique est possible [57]. L’onde est diffusée en
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b) S’ #8 )8 =8

F1G. 1 — Paires de séquences de diffusion multiple ; la séquence conjuguée est a) égale a
la séquence directe, b) différente de la séquence directe, c) égale a la séquence renversée.

une multitude d’ondes partielles, et son amplitude 7" est la superposition
T=> Ts (1)
S

des amplitudes associées aux chemins de diffusion S définis par les positions des
diffuseurs successifs (Fig. 1). Si les événements élémentaires de diffusion sont
élastiques, ces ondes partielles interferent. La figure d’interférence dépend de la
position de tous les diffuseurs, comme observé dans les tavelures (speckles) d’un
faisceau laser diffusé.

Naivement, on s’attend a ce que l'interférence soit brouillée par une moyenne
d’ensemble (...) sur les réalisations de désordre, qui peut étre due, par exemple,
au mouvement thermique des diffuseurs. L’intensité moyenne I = (|T'|?) se sépare
en deux contributions,

1= (TsP) + 3 (15T, (2)

S#£S!

la somme des intensités élémentaires et les termes d’interférence entre ampli-
tudes de chemins différents (la barre dénote la conjugaison complexe). Différents
chemins aléatoires impliquent différentes phases aléatoires, et la contribution in-
terférentielle devrait s’annuler en moyenne, <T3 TSI> = (. Ceci est certainement
vrai pour les événements de diffusion simple ou chaque chemin est défini par la
position aléatoire du seul diffuseur.

Dans le contexte de la diffusion multiple d’ondes électromagnétiques, Watson
[8] a souligné qu’a chaque séquence S = (1,2,..., N) de diffusion multiple (N >
2) est associée une séquence renversée S = (N,N—1,...,1) des mémes diffuseurs,
mais parcourue dans 'ordre opposé (Fig. 1c)). Ces deux amplitudes décrivent
deux processus distincts, mais indiscernables, et interferent.



24 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Interférence a deux ondes

L’interférence des amplitudes directe et renversée rappelle I'expérience des
deux fentes de Young, une interférence a deux amplitudes élémentaires T} et T5.
L’intensité associée a ces deux amplitudes est

Ly = |T) + Ty|* = Iy(1 + K cos Ag) (3)

ot Iy = |T1|> +|T3|* est la somme des intensités élémentaires, A¢ est la différence
de phase entre les deux amplitudes, et le contraste est donné par

2| T\ To|

=72 4
"= PP @)

Deux propriétés essentielles de ces expressions seront importantes par la suite.
Premierement, l'interférence est constructive si le déphasage A¢ s’annule (mo-
dulo 27). A T'aide de la Fig. 1c¢), l'on peut vérifier que la différence de phase vaut

Ap=(k+EK) (ri—ry) (5)

ol k et k' sont les vecteurs d’ondes entrant et diffusé, et r; et ry la position du
premier et dernier diffuseur des deux séquences. La différence de phase s’annule
exactement dans la direction vers I'arriere o k' = —k. Dans ce cas, l'intensité
totale est plus grande que la somme des intensités élémentaires : I15 = a Iy ou le
facteur d’amplification est a = 1 + k.

Deuxiemement, le contraste prend sa valeur maximale k = 1 si et seulement si
les deux amplitudes sont égales en module, | 17| = |T3|. Dans ce cas, 'amplification
est également maximale et vaut o = 2.

Pour cette interférence a deux ondes, I’ensemble des diffuseurs du milieu res-
semble & une collection aléatoire de fentes de Young [58]. Mais la différence de
phase s’annule vers l'arriere indépendamment de la position des diffuseurs qui
définissent la séquence. Par conséquent, cette interférence constructive n’est pas
affectée par la moyenne sur les réalisations du désordre. L’intensité diffusée vers
I’arriere est alors augmentée par interférence. Ce phénomene, appelé rétrodif-
fusion cohérente ou CBS pour coherent backscattering, a constitué la premiere
preuve expérimentale directe des effets d’interférence dans des milieux désordon-
nés [59, 31]. Une intensité augmentée vers I’arriere implique que la probabilité de
transmission vers ’avant est diminuée. Dans le contexte de la transition métal-
isolant, une augmentation de la probabilité de retour vers 'origine est interprétée
comme un précurseur de la localisation d’Anderson et appelée localisation faible

[9].
Le cone de rétrodiffusion cohérente

Dans toute la suite, nous nous placons dans le régime de la localisation faible
ou lapprozimation de la diffusion indépendante (ISA pour independent scattering
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Fic. 2 — Coéne de rétrodiffusion cohérente sur un échantillon de TiOs dans le canal
h || h d’hélicité conservée. Data : G. Labeyrie.

approzimation) est valable [27]. Dans ce régime, I'intensité moyenne diffusée dans
une direction angulaire # par rapport a la direction vers I'arriere peut s’écrire

1(0) = I, + Ic(6). (6)

I}, est la somme des intensités élémentaires (I'indice L pour ladder faisant réfé-
rence a la structure en échelle du diagramme dans ’espace des vecteurs d’onde,
cf- (3.2), p. 116). Cette contribution contient notamment tous les événements de
diffusion simple. La contribution interférentielle des paires de séquences directe et
renversée est dénotée I (crossed a cause de la structure croisée des diagrammes,
cf. (3.5)).

Un argument simple permet d’estimer 1'ordre de grandeur de la largeur du
cone : le signal d’interférence est moyenné a zéro lorsque la différence de phase
typique devient de I'ordre de I'unité. Pour la contribution de la diffusion double
N = 2, la distance entre les deux diffuseurs rj5 = |r; — 73| est donnée en moyenne
par le libre parcours moyen /. La différence de phase (5), en premier ordre en
0 < 1, est alors A¢ ~ klf. Par conséquent, I~(#) décroit vers zéro sur une
échelle interférentielle 1/kf qui est tres petite en régime de localisation faible.
L’intensité I; varie géométriguement avec I’angle par rapport a la normale a la
surface du milieu (loi de Lambert [60]). Sur 1’échelle 1/k¢, 'intensité de fond I,
peut étre considérée constante.

Dans une séquence de diffusion d’ordre plus élevé, le premier et le dernier
diffuseur sont plus éloignés 'un de 'autre. Ces ordres élevés contribuent donc a
I'intensité I avec une largeur angulaire plus petite. Pour un milieu semi-infini
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F1G. 3 — Deux raisons d’une réduction du facteur d’amplification : 1. Une amplitude
de diffusion simple ne peut contribuer a linterférence; 2. Les amplitudes directe et
renversée de diffusion multiple sont déséquilibrées.

de diffuseurs ponctuels non-absorbants, Akkermans et al. [14] ont montré que la
somme infinie des contributions donne le célebre cone de rétrodiffusion cohérente,
un pic d’intensité avec une singularité triangulaire dans la direction vers 'arriere
(Fig. 2) [15, 16]. Lorsque des ordres élevés dominent la forme du cone, sa largeur
est déterminée par le libre parcours moyen de transport Cy, [39]. Pour des diffuseurs
ponctuels, les libres parcours moyens de transport et de diffusion coincident,
0 = ly,. Cette égalité est également vérifiée dans le cas des atomes (cf. Sec. 1.3.3,
p. 70), et ces deux longueurs seront identifiées par la suite.

Facteur d’amplification

Le rapport entre l'intensité dans la direction vers l'arriere, 1(0) = I, + 1¢(0),
et 'intensité de fond I, est le facteur d’amplification
Io(0
a=1420) (7)
Iy,
Sa valeur maximale o = 2 est atteinte si et seulement si chaque amplitude qui
contribue a I, peut contribuer a I par une interférence de contraste maximal
avec une amplitude renversée. En d’autres termes, I’amplification est réduite si

1. des événements de diffusion existent qui n’ont pas de séquence renversée
distincte de la séquence directe ;

2. les deux amplitudes directe et renversée qui interferent ne sont pas équili-
brées.

Ces deux causes de réduction d’amplification (Fig. 3) interviendront dans le cas
des atomes avec structure interne et seront discutées dans les chapitres 1 et 2,
respectivement.

Polarisation

Dans la diffusion d'une onde vectorielle telle que la lumiere, la polarisation
joue un role important pour 'analyse du facteur d’amplification. Le vecteur de
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polarisation € décrit la direction du champ électrique E. La polarisation € du
champ incident et celle du champ diffusé, €’, définissent quatre canaux de polari-
sations orthogonaux par paires. Dans le cas d’une lumiere polarisée linéairement,
la lumiere diffusée est détectée dans le canal de la méme polarisation (I || ) ou dans
le canal de la polarisation orthogonale (I L [). Dans le cas d’une lumiere polarisée
circulairement, il est utile de spécifier [’hélicité, i.e., la projection du moment
angulaire sur I'axe de propagation [17]. La lumiere diffusée peut étre analysée
dans les canaux d’hélicité conservée (h || h) ou d’hélicité renversée (h L h). Dans
tous les cas, les vecteurs de polarisation sont normés par €-& = & - €’ = 1. Dans
la direction vers 'arriere, les différents canaux définissent les produits scalaires
suivants entre les polarisations entrantes et sortantes :

h|h|hLh|l|l] 1Ll
g-e| 0 1 | 1] 0 (8)
e| 1 0o | 1] o0

Soulignons que le canal h L h d’hélicité renversée correspond a la réflexion d’une
onde polarisée circulairement par un miroir : le sens de rotation du champ élec-
trique ne change pas, mais la direction de propagation est inversée. Pour la méme
raison, la lumiere rétrodiffusée par un diffuseur dipolaire n’est détectée que dans
les canaux [ ||l et h L h; les canaux [ L[ et h|| h sont interdits.

Diffusion simple

Une exception a linterférence par paires est fournie par les séquences qui
n’ont pas de renversées distinctes d’elles-mémes. Ceci est notamment le cas de la
diffusion simple ou il n’y a qu’'une amplitude pour réaliser la diffusion sur le dif-
fuseur unique (Fig. 3). Un événement de diffusion simple ne peut donc contribuer
a l'intensité d’interférence ..

Lorsque 'on s’approche du seuil de la localisation forte, k¢ ~ 1, la diffu-
sion multiple répétée sur les mémes diffuseurs devient importante ; 'on parle de
diffusion dépendante [27]. Dans ce régime, il faut tenir compte de la diffusion ré-
currente entre les mémes diffuseurs [61] ; plus généralement, I'on doit prendre en
compte un nombre divergent de contributions, et I’approche perturbative naive
perd son efficacité. Par contre, dans le régime de localisation faible k¢ > 1, I’ap-
proximation de la diffusion indépendante est valable, et il suffit de tenir compte
des événements de diffusion simple.

D’apres les relations (8) pour les diffuseurs dipolaires, la contribution de la
diffusion simple peut étre rejetée par analyse de polarisation dans les canaux [ 1 [
et h || h. Pour des diffuseurs anisotropes, une contribution de diffusion simple dans
tous les canaux fait décroitre le facteur d’amplification [19]. Nous allons voir dans
la Sec. 1.4 que la structure interne atomique présente la méme caractéristique :
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F1G. 4 — Relation de reciprocité, éq. (9), pour les amplitudes de diffusion de la lumiére
polarisée.

en général, la diffusion simple diminue le facteur d’amplification dans tous les
canaux de polarisation.

Réciprocité

La deuxieme condition pour une amplification maximale, I’égalité des ampli-
tudes directe et renversée, est bien plus délicate a évaluer que celle de la diffusion
simple. En toute généralité, il n'y a aucune raison pour que deux amplitudes
associées a des processus de diffusion différents soient égales. Mais dans le cas
des séquences directe et renversée, elles sont liées par une symétrie profonde :
la symétrie par renversement du temps [62, 63]. Dans le contexte de la théorie
de la diffusion, cette symétrie s’exprime par le théoréme de réciprocité [64, 65].
Pour un processus de diffusion de lumiere polarisée, (ke) — (k'e’), la relation de
réciprocité s’énonce

T(ke — K'¢') = T(—k'& — —ké). 9)

Cette relation, représentée dans la Fig. 4, montre que le processus réciproque est
obtenu en inversant le role des états entrant et sortant, tout en gardant 1’hélicité
fixée (par rapport a une direction de propagation inversée). Ces deux amplitudes
décrivent des processus de diffusion différents et n’interferent pas. En revanche, la
rétrodiffusion cohérente est I'interférence entre les deux amplitudes Ty rey (k€ —
k'e’) associées aux mémes états initial et final (¢f. Fig. 3). En comparant les
arguments des amplitudes, il est clair que le processus renversé de CBS correspond
au processus réciproque dans (9) si et seulement si

k' = —k, g =¢. (10)
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h|h|hLih ||l |1L1

Diffusion simple nulle | e o o °
Egalité d’amplitudes ° o . o
Facteur a = 2 . o o o

TAB. 1 — Conditions pour l’amplification CBS mazimale remplies oui (e) ou non (o)
par des diffuseurs dipolaires ponctuels dans les différents canaux de polarisation.

Par conséquent, dans la direction vers 'arriere et dans les canaux de polarisa-
tion paralleles h || h et [||, les amplitudes CBS sont égales [66]. Dans ce cas,
le contraste d’interférence est maximal. En dehors de la direction vers ’arriere
ou dans un canal perpendiculaire, la relation de réciprocité (9) reste valable en
soi, mais ne dit rien sur la relation entre les deux amplitudes CBS qui interferent.
Sans ce lien de symétrie profonde, les amplitudes sont donc en général différentes,
et le facteur d’amplification est diminué, a < 2.

Les deux conditions pour un facteur d’amplification maximal dans le cas des
diffuseurs dipolaires sont résumées dans la Tab. 1. C’est dans le canal h|| h que
I'on peut observer le facteur d’amplification maximal o = 2.0, une prédiction
théorique [19, 40] vérifée expérimentalement avec grande précision [20].

0.2 Atomes froids : la surprise expérimentale

La rétrodiffusion cohérente de la lumiere a été observée expérimentalement sur
un grand nombre de matériaux différents, des suspensions de particules [11, 12, 13]
aux échantillons solides [67, 68], et jusqu’a la surface de la lune [69] et les anneaux
de Saturne [21]. En méme temps, les techniques de refroidissement d’atomes par
laser étaient développées [23]. Une manifestation de la diffusion multiple dans
des gaz d’atomes froids est le piégeage de rayonnement (radiation trapping) [24,
70], reconnu pour limiter la densité maximale que l'on peut atteindre dans des
pieges magnéto-optiques (MOT pour magneto-optical trap, cf. Fig. 5) [71]. Des
effets de la diffusion multiple cohérente dans un gaz d’atomes thermiques avec
une structure interne ont été étudiés [72, 73]. Pourtant, la diffusion multiple
était plutot percue comme un obstacle a des expériences propres et efficaces de
refroidissement par laser.

La premiere observation de la rétrodiffusion cohérente sur un gaz d’atomes
froids a été réalisée sur un nuage de Rubidium 85 préparé dans un piege magnéto-
optique standard (Fig. 5) [25, 26]. Pour pouvoir observer la rétrodiffusion cohé-
rente, on alterne des phases « MOT » de piégeage avec des phases « CBS » de
mesure. En effet, la sonde CBS opere a faible intensité (parametre de saturation
inférieur a 0.1) pour éviter de saturer la transition atomique et d’accélérer les
atomes par effet de recul [74]. Les faisceaux puissants de piege doivent alors étre
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F1c. 5 — Schémas expérimentauzr du montage de rétrodiffusion cohérente avec analyse
en polarisation et du piege magnéto-optique. Dessins : G. Labeyrie.

éteints pendant la phase de la mesure CBS. En alternant des phases de capture et
de mesure assez rapidement, on accumule des données sur une succession de réa-
lisations différentes. Le résultat de mesure est alors d’emblée I'intensité moyenne.

La surprise expérimentale

La Fig. 6 montre le signal de rétrodiffusion cohérente en fonction de ’angle
de diffusion sur un échantillon de polystyrene expansé et sur le nuage d’atomes
froids. Le milieu diffuseur en polystyrene obéit a la relation de réciprocité classique
(9), et on obtient un pic de 1.70 dans A || h et de 1.65 dans [ ||l. La différence a
la prédiction théorique 2.0 en h|| h provient vraisemblablement de la diffusion
simple. En ce qui concerne les atomes, 1’épaisseur optique au centre du nuage
atomique est mesurée a 20, avec un libre parcours moyen au centre de 'ordre de
0.25 mm. On observe bien un pic de rétrodiffusion cohérente dans la direction vers
l'arriere, d’une largeur a mi-hauteur de I'ordre de 1/k¢. Mais les hauteurs de ces
pics ne suivent pas le comportement attendu des diffuseurs ponctuels dipolaires,
(Tab. 1). Le pic le plus faible est obtenu dans le canal h || h, avec un facteur
d’amplification de 1.05 seulement. Par contre, le signal le plus fort est recueilli
dans le canal h L h avec un facteur de 1.20. Dans les canaux de polarisation
linéaire, la différence entre les valeurs 1.12 dans || et 1.10 dans [ L[ est moins
prononcée. Mais 1a encore, le facteur d’amplification du canal [ || [ est contraire a la
prédiction pour diffuseurs classiques, ou seule la contribution de diffusion simple
baisse le facteur d’amplification jusqu’a 1.75 [19]. Ce comportement surprenant
des facteurs d’amplification est la raison d’étre de cette these.
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Hypotheses de travail

La motivation essentielle du présent travail est de répondre a une seule ques-
tion :
Quelle est I'explication des facteurs d’amplification inhabituels obser-
vés sur le nuage d’atomes froids ?

Pour répondre a cette question avec les moyens de la physique théorique, nous
utilisons les hypotheses de travail suivantes qui sont motivées par les conditions
expérimentales :

1. La sonde monochromatique CBS est quasi-résonnante avec une transition
dipolaire atomique. Seule cette transition dipolaire fermée intervient.

2. L’intensité du laser sonde est tres inférieure a l'intensité de saturation. La
diffusion de la lumiere par I'atome peut étre calculée au premier ordre de
perturbation. Les effets de saturation et de pompage optique sont négligés.
Meéme pour un temps prolongé d’exposition a la sonde, le pompage op-
tique est séverement limité par la diffusion multiple a l'intérieur du milieu
optiquement épais.

3. Le gaz d’atomes doit etre suffisamment chaud pour que les positions des
atomes puissent étre décrites comme des variables classiques. En d’autres
termes, la longueur de cohérence de la fonction d’onde du centre de masse
atomique est tres inférieure a la longueur d’onde optique. De plus, les effets
des statistiques quantiques sont négligeables. Cette condition est remplie
par un gaz d’atomes issu d'un piege magnéto-optique standard. Les atomes
sont alors des diffuseurs ponctuels classiques en ce qui concerne leurs degrés
de liberté externes.

4. L’effet de recul est le changement de I'impulsion de I'atome lors de ’absorp-
tion ou de I’émission d’un photon. Pour la rétrodiffusion cohérente, 'effet
de recul est négligeable parce que le transfert d’impulsion aux atomes est
le méme dans les séquences directe et renversée du CBS.

5. Le gaz d’atomes doit étre suffisamment froid pour pouvoir négliger 'effet
Doppler : kAv < T', ou Aw est la largeur de la distribution des vitesses
atomiques et ' la largeur de la résonance. En d’autres termes, pendant le
temps moyen I'"! qu’il faut pour diffuser un paquet d’ondes lumineux de
facon résonnante, un atome avec vitesse Av se déplace bien moins que la
longueur d’onde optique. Les atomes sont alors suffisamment froids pour
que leur mouvement thermique ne détruise pas 'interférence entre les am-
plitudes directe et renversée (ce qui est possible pour des diffuseurs plus
rapides ou les deux amplitudes contrapropageantes ne sondent pas la méme
configuration [46]). Pour la raie de résonance D2 du Rubidium, on estime
ainsi que la dispersion en vitesse ne doit pas dépasser 5m/s, bien au-dela
de la vitesse de recul de 6 mm/s. Ces grandeurs nécessitent un refroidisse-
ment par laser, mais peuvent étre obtenues de fagon standard par un piege
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magnéto-optique (Fig. 5), ou la vitesse typique est la vitesse Doppler, de
I'ordre du cm/s. Par la suite, les positions atomiques seront supposées fixées
pendant le temps d’interférence CBS.

6. Les atomes sont distribués indépendamment et avec une densité uniforme
dans un volume tridimensionnel infini. Ceci est équivalent a l'invariance
statistique par translation.

7. Les atomes sont distribués indépendamment et avec une probabilité uni-
forme sur les sous-états Zeeman du fondamental de la transition dipolaire
sondée. Ceci est équivalent a I'invariance statistique par rotation.

Diffuseurs résonnants avec structure interne quantique

Les atomes possedent des raies de résonance tres fines dans le visible. Le
facteur de qualité wy/I" d’une résonance atomique de fréquence angulaire wy et de
largeur naturelle I' est typiquement de 'ordre de 10® (tous les chiffres numériques
sont valables pour la raie D2 a A\g = 27/ky = 780nm du Rubidium 85 sondée
expérimentalement). La section efficace atomique pour la diffusion de la lumieére
est alors de l'ordre de la longueur d’onde au carré (cf. éq. (1.107) en p. 57), tres
supérieure a 'extension spatiale de I’atome. De ce point de vue, un atome est la
réalisation naturelle du concept mathématique de diffuseur ponctuel, un modele
paradigmatique dans le domaine de la diffusion multiple de la lumiere [27, 36]. Le
caractere résonnant d’une raie de transition atomique indique un couplage a un
degré de liberté interne, qui est simplement la structure électronique. On notera

d=w—uwp (11)

le désaccord entre la fréquence sonde et la fréquence de la transition atomique,
et nous allons supposer § < w, wp.

Une simplification courante consiste a supposer que les atomes n’ont pas de
structure interne quantique, due a la quantification du moment cinétique, et ré-
pondent comme des diffuseurs dipolaires, un terme synonyme de diffuseur Ray-
leigh. Si cette simplification est justifiée, un gaz d’atomes est un échantillon de dif-
fuseurs dipolaires fortement résonnants et parfaitement monodisperses, i.e., avec
exactement la méme fréquence de résonance. Par conséquent, les gaz d’atomes
froids ont été suggérés comme des milieux prometteurs pour atteindre la locali-
sation forte de la lumiere [48, 49].

Mais les faibles facteurs d’amplification expérimentaux de la Fig. 6 indiquent
que cette description est trop simplifiée. En effet, la lumiere dans une expérience
de diffusion multiple sonde une transition dipolaire atomique caractérisée par les
moments angulaires J et J, des états fondamental et excité (Fig. 7). En absence
d’un champ magnétique, ces états sont dégénérés en leurs nombres magnétiques
quantiques m et m,. Il existe alors des transitions purement élastiques entre sous-
états identiques (m’ = m) qu'on appelera transitions Rayleigh, ainsi qu’entre
sous-états différents (m’ # m) qu’on appelera transitions Raman dégénérées.
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Plan de la theése

Nous allons montrer que la dégénérescence de la transition atomique explique
les faibles facteurs d’amplification. La question centrale peut alors se reformuler
de maniere plus précise :

Quel est 'impact de la structure interne quantique des diffuseurs ato-

miques sur la localisation faible et la rétrodiffusion cohérente de la

lumiere ?
Le calcul de la diffusion multiple de la lumiere par des diffuseurs ponctuels di-
polaires sera généralisé au cas d’une transition atomique dipolaire fermée (J, J,)
avec dégénérescence arbitraire. Nous obtenons des expressions analytiques exactes
pour le pic de rétrodiffusion double dans un milieu demi-infini. De plus, cette ap-
proche nous permet de sommer la série de diffusion multiple a "approximation
de Boltzmann (des diagrammes échelle) ainsi que la série des diagrammes croisés
de la localisation faible, et de tracer les pics CBS correspondants.

Dans le chapitre 1, nous déterminons le maillon de base de la diffusion mul-
tiple, c’est-a~dire la diffusion simple. Le chapitre 2 présente ’analyse complete
de la contribution de diffusion double & la rétrodiffusion cohérente. La somma-
tion de la série de diffusion multiple, correction de localisation faible incluse, est
contenue dans le chapitre 3. Le lecteur désireux de se familiariser d’abord avec
les résultats principaux est invité a consulter le résumé contenu dans le chapitre
4. Les conventions de notation sont précisées dans I’annexe B.
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Fic. 6 — Signal CBS en fonction de ’angle de diffusion 6 sur un échantillon de po-
lystyrene expansé et sur un nuage d’atomes froids, ici sur la raie D2 de la transition
3 — 4 du ®°Rb [25, 26]. Datas : G. Labeyrie. Les facteurs d’amplification sur atomes
sont tres différents de ceuxr du milieu diffuseur classique.
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F1G. 7 — Transition dipolaire atomique dégénérée, ici pour J = 1, J, = 2. Lors de
la diffusion d’un photon, l’atome peut changer son sous-état interne. Fléches solides :
transitions Rayleigh conservant l’état atomique, ici m' = m = +1. Fléches pointillées :
transitions Raman dégénérées avec changement d’état atomique m’ # m.
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Chapitre 1

Diffusion simple

La diffusion multiple de la lumiere se construit, dans ’approximation de dif-
fusion indépendante (ISA ou independent scattering approrimation), comme une
succession d’événements de diffusion simple [27]. La diffusion de la lumiere par
un seul atome est un sujet au cceur de la physique atomique et extensivement
traité dans la littérature. La description théorique choisie dans ce travail de these
est suggérée par la formulation standard de la localisation faible : c’est la mé-
thode diagrammatique ou développement perturbatif systématique. Plutot que
de résoudre le probleme du rayonnement d’un atome par les équations de Bloch
optiques, nous employons donc la technique diagrammatique des perturbations.

Le présent chapitre, dont le plan est explicité dans la Fig. 1.1, introduit
d’abord l'objet qui caractérise ’atome en tant que diffuseur de la lumiere, I’'opé-
rateur de diffusion t(w). Ensuite sont déterminées les deux quantités essentielles
du développement de diffusion multiple, la self-énergie du propagateur photo-
nique X(w) et le vertex d’intensité de diffusion simple Z. Une analyse systéma-
tique en termes d’opérateurs tensoriels irréductibles permet de calculer le vertex
d’intensité analytiquement dans le cas d’'un mélange statistique uniforme d’états
internes, pour une transition dipolaire quelconque. Comme premier résultat, on
obtient ainsi la contribution de fond, due a la diffusion simple, a la rétrodiffusion
cohérente.

1.1 Amplitude de diffusion simple

1.1.1 Champ, atome et interaction dipolaire

Notre but est d’évaluer I'impact de la structure interne quantique des diffu-
seurs atomiques sur la diffusion de la lumiere. Ces degrés de liberté internes de
I’atome sont donc quantifiés par définition. Par symétrie, le champ électromagné-
tique sera également décrit quantifié [17, 28] : c’est une collection d’oscillateurs
indépendants dans un volume L3, qui sont caractérisés par un vecteur d’onde k

37
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1.1 Opérateur de diffusion ¢

N

1.2 Self-énergie % 1.3 Vertex d’intensité 7

N 7

1.4 Fond de diffusion simple vg du signal CBS

Fic. 1.1 — Plan du chap. 1.

et une polarisation exs. Dans la jauge de Coulomb, le champ est purement trans-
verse, k- e, = 0. Les photons en tant que bosons de spin 1, mais de masse nulle,
ont deux degrés de liberté spinorielle, donc deux polarisations indépendantes par
vecteur d’onde. Leur relation d’orthogonalité est €y - €xs = d4¢, €t les vecteurs
de polarisation peuvent étre choisis dans une base linéaire (s = 1,2) ou circu-
laire (s = +1). Dans ce dernier cas, s mesure I’hélicité, la projection du moment
angulaire du photon sur son axe de propagation.

A partir du vide de photons |0), un état & un photon est obtenu en appliquant
I'opérateur de création correspondant,

[14s) = al, |0) = |ke). (1.1)

Dans I’écriture simplifiée du membre de droite, 'orthogonalité entre k et € est
sous-entendue. Les opérateurs de création et d’annihilation obéissent a la relation
de commutation canonique

[ak87 aL/S/] = 688’5k,k/ . (12)

Le hamiltonien du champ électromagnétique quantifié libre est donné comme la
somme des hamiltoniens des oscillateurs,

He, = Zwkazsaks. (1.3)
k,s

Avec le choix d’unités naturelles, h = ¢ = 1 , wp = k est I'énergie du mode
(ks). En écrivant ce hamiltonien, I'origine d’énergie est prise au vide de photons,
Hen|0) = 0. Ce choix est réalisé par une renormalisation, ici par la soustraction
de la somme, infinie mais constante, des énergies fondamentales wg/2. On dit de
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facon équivalente que les opérateurs de création et d’annihilation apparaissent
dans l'ordre normal a'a. Les propriétés de diffusion que nous allons étudier ne
dépendent pas du caractere quantique du champ introduit ici. La somme sur tous
les modes peut toujours s’écrire

d = (2L7T>3 /d?’kz (1.4)

elk

et le volume de quantification L? disparaitra dans toutes les expressions ayant
une signification physique.
L’opérateur champ électrique E a une position r est donné par

E(r) = Zié’w (sksakseik'r - éksaLse_ik'r> . (1.5)

k,s

&, = (w/2e0L*)"/? est appelé la force du champ.

L’interaction entre les particules chargées constituant I'atome et leur inter-
action avec le champ électromagnétique de rayonnement est déterminée par le
couplage minimal de ’électrodynamique quantique [75]. Cependant, la longueur
d’onde du rayonnement dans le domaine du visible est beaucoup plus grande que
la taille d’'un atome habituel (exception faite pour les atomes de Rydberg), et
on peut considérer que le champ électromagnétique est constant sur la taille de
l'atomique (approximation dipolaire). On montre [28] que dans I'approximation
dipolaire, une transformation de jauge permet de passer d’un couplage minimal
p - A a un potentiel d’interaction dipolaire particulierement simple,

V=-D-E(r). (1.6)

Conformément a I’approximation dipolaire, le champ électrique E(r) est évalué
au centre de masse de 'atome. D’apres les hypotheses de travail (p. 31), la position
du centre de masse est une variable classique fixée.

Dans l'interaction (1.6), D est l'opérateur dipolaire atomique. Un rayonne-
ment électromagnétique dans le domaine de I'optique est ainsi couplé a la struc-
ture électronique de I'atome [29]. Les nombres quantiques pertinents pour notre
probléme qui décrivent I'état atomique sont j et m, associés au carré J? du
moment angulaire total J et a sa projection .J, sur une axe de quantification ar-
bitraire. Suivant la transition considérée, J désignera indifféremment le moment
angulaire électronique L + S ou le moment angulaire L + S + I incluant le spin
nucléaire. Si la lumiere sonde est monochromatique et proche d’une résonance
atomique, seulement deux niveaux atomiques avec une fréquence de transition wy
interviennent, un niveau fondamental, caractérisé par un moment angulaire J, et
un niveau excité, caractérisé par un moment angulaire J,. En absence d’un champ
magnétique extérieur, ces niveaux sont dégénérés dans leurs nombres quantiques
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magnétiques tels que |m| < J et |me| < Jo. Le hamiltonien atomique libre est

alors
Je

H, = wy Z | Jome) (Jomie|. (1.7)
me=—Je

L’interaction V' provoque des transitions entre les états propres du hamiltonien
non-couplé Hy = H, + H.,. Spécifions les transitions élémentaires possibles
entre un état sans photon |jm) ® |0) = |jm;0) et un état & un photon |jm; ke).
Puisque le champ électrique (1.5) dépend linéairement des opérateurs de création
et d’annihilation, il y a deux transitions élémentaires possibles, [’absorption d’un
photon :

ke
% gm' = (j'm’;0|V]jm; ke)
im
= —i&,(j'm/|e - D|jm)e™®T, (1.8)
et [’émission d’un photon :
j/m/
im— = GtV
k'e
=&y (j/m/|E - D|jm)e *". (1.9)

Les diagrammes de Feynman associés a ces vertex élémentaires se lisent de gauche
a droite (contrairement aux éléments de matrice ou les opérateurs agissent sur
les vecteurs d’états a droite).
L’opérateur dipolaire D = D™ est un opérateur tensoriel irréductible d’ordre
1 ou opérateur vectoriel irréductible. La définition précise de cette notion est
rappelée dans 'annexe A, et il suffit de dire ici qu’elle indique que D se transforme
comme un vecteur sous les rotations de l'espace R?. Ses composantes standards
sont définies par
D,=e,-D (1.10)

ou les vecteurs de la base standard par rapport a I’axe de quantification z sont
e, +ie, e, —iey

V2 T T

Ils sont orthonormalisés, €, - e, = d,,, et le complexe conjugué est e, = (—)%e_,.
Dans la base sphérique, le produit scalaire entre deux vecteurs est

e-D =) (=)e_4D, (1.12)

e =e,, e =— (1.11)
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L’évaluation des éléments de matrice atomiques dans (1.8) et (1.9) est facili-
tée par le théoreme de Wigner-Eckart [76] qui permet de séparer la dépendance
angulaire de ces expressions de la partie qui est invariante sous des rotations. Ap-
pliqué a l'opérateur dipolaire D, ce théoreme précise que les éléments de matrice
factorisent suivant

(J'1ID114)
V271

Ici, le coefficient de Clebsch-Gordan (j'm’|j1mp) contient toute l'information an-
gulaire. Il est non nul uniquement pour m’ = m + p et |j' — j| < 1; ceci sont
les régles de sélection d’une transition dipolaire. (j'||D||j) est un élément de ma-
trice réduit invariant sous des rotations : c¢’est un scalaire. Pour raccourcir les
notations, on introduit

('m'| D, jm) = (G| ). (1.13)

d= —<J6HDHJ> (1.14)
V2J.+1
et 'opérateur dipolaire adimensionné
1
d= pi D. (1.15)

Nous convenons que d n’a que des éléments de matrice entre les deux niveaux de
la transition dipolaire J, J,, et son élément de matrice réduit, par définition, est

(Jlldll]) = /2] + 1. (1.16)

Un élément de matrice du processus d’absorption (1.8) (et vice versa pour 1’émis-
sion) s’écrit alors

(Jemele - D|Jm) = d ) (—)%e_g(Jeme|J1mg). (1.17)

1.1.2 Amplitude de transition

Les processus élémentaires d’absorption et d’émission changent le nombre de
photons présents. La diffusion d’un photon décrit directement la transition

[¥) = [jm; ke) — [¢') = |i'm/; K'e’). (1.18)

Dans le cadre de la théorie des collisions [77], 'opérateur unitaire qui donne
I'état sortant a partir d’un état incident est la matrice S (Streumatriz ou scatte-
ring matriz). Plus précisément, 'amplitude de probabilité de transition d’un état
asymptotiquement libre |1)) vers un état asymptotiquement libre |1)") est donnée
par (¢'|S]1). Le concept de liberté asymptotique est intuitif dans le cas d’une
particule massive interagissant avec un potentiel V(r) localisé dans Iespace : les
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états entrant et sortant correspondent a la particule libre loin du centre d’interac-
tion. La matrice S décrit alors I’évolution temporelle engendrée par le hamiltonien
complet H = Hy + V(7) dans la limite de la durée d’interaction infinie. Dans la
formulation de la théorie de collision formelle [77, 78], I'élément de la matrice S
entre états propres de Hy est

('|S1) = W'l) —i2nd(E" = B) (@'|T(E +10)[¢). (1.19)

Le produit scalaire (¢'[¢)) et la distribution de Dirac §(E’ — E) montrent que
I’énergie reste conservée au cours de la collision ; on dit de fagon équivalente que
la matrice S est définie sur la couche d’énergie. Dans le membre de droite, on a
séparé la partie sans interaction de l'opérateur de transition T. On note

T(E +1i0) = T(E,) = lim T(E + ie). (1.20)

e—0t

Introduisant la résolvante du hamiltonien non-perturbé,
Go(2) = (2 — Hp) ™, (1.21)

on peut montrer que l'opérateur de transition satisfait une équation de type
intégrale,
T(z) =V +VGy(2)T(z). (1.22)

En itérant cette équation, T' est construit par la série de Born

T(z) =V +VGo(2)V +VGo(2)VGo(2)V + ... (1.23)
Formellement, la résolvante du hamiltonien complet

G(z)=(z— H) ' =Go(2) + Go(2)VGo(2) + ... (1.24)

peut donc s’écrire
G(z) = Go(z) + Go(2) T(2) Go(2). (1.25)

Par conséquent, connaitre la résolvante totale est équivalent a connaitre 'opéra-
teur de transition,

T(z) =V +VG(2)V. (1.26)

Ces concepts peuvent étre exploités dans notre cas de la diffusion d’un photon
par un atome, vue comme la collision entre un photon initial et un état atomique
initial. D’éventuels scrupules seront apaisés selon la devise « any formal mani-
pulations that are not obviously wrong will be assumed to be correct » [77], des
précautions étant prises sur les deux points suivants. Premierement, I’état de Fock
a un photon |ke) est totalement délocalisé, et il parait impossible de définir une
liberté asymptotique. Néanmoins, la liberté asymptotique peut étre simulée dans
le temps par un branchement adiabatique de l'interaction dans le passé lointain
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et son débranchement dans le futur lointain [74]. En cas d’ambiguités ou d’appa-
rition de divergences, pourtant, seule 1'utilisation de paquets d’ondes d’extension
finie garantit des réponses correctes, tout comme en théorie des collisions habi-
tuelle. Deuxiemement, le calcul des éléments de matrice de 'opérateur 7' donne
les mémes résultats pour des quantités physiques observables, quel que soit le
couplage, minimal (p- A) ou dipolaire (d- E), pourvu que I'on reste sur la couche
d’énergie [28]. Le passage vers un temps d’interaction infini nécessite notamment
que les états initial et final, de méme énergie, soient stables. Ceci implique dans
notre cas que 'atome effectue une transition entre des états |Jm) et [Jm') du
fondamental.
L’amplitude de probabilité (1.19) pour le processus de diffusion

[Yn) = [Jm; ke) — [¢) = [Jm’; K'e’) (1.27)
dans le cas |¢]) # |11) est par conséquent

(1]Slih) = =i 2m6(w" — w) (W4T (w4 )[¢hn). (1.28)

Puisque le niveau fondamental est dégénéré, la conservation d’énergie implique
que les photons incident et émis ont la méme fréquence w = &' : la diffusion de la
lumiere est purement élastique. L’élément de matrice de 'opérateur de transition
T'(w;) peut étre évalué a partir de (1.26),

(W T (w)|r) = (Im/; K'e'|[VG(wy )V |JIm; ke). (1.29)

Le terme linéaire en V' dans le développement de T est nul, comme tous les termes
de puissances impaires de V', parce que l'opérateur dipolaire doit étre appliqué
un nombre pair de fois pour faire revenir I’atome dans I’état fondamental. En
insérant 1'identité entre les potentiels d’interaction V' et le propagateur G(w.),
on obtient deux contributions distinctes,

ke Jm’ ke Jm’ ke Jm’

Jm ke Jm ke Jm K'e
la contribution résonnante (1’absorption suivie par 1’émission) et la contribution

antirésonnante (1’émission suivie par I’absorption).

1.1.3 Propagateur exact de I’état atomique excité

Dans (1.30) le trait épais représente le propagateur exact G(w,) dans I'état
atomique excité. Dans la contribution résonnante, la série (1.24) pour Ge(w)
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commence avec le propagateur nu dans un état atomique excité sans photon

présent,
1
Jeme; 0|G Jeme; 0) = — = ) 1.31
(Jeme; 0|Go (w4 )| Jemne; 0) w — wy + 10 e ( )

La deuxieme contribution a I’élément de matrice de transition (1.30) est le terme
antirésonnant ou I’émission du photon sortant précede 'absorption du photon
entrant. Le propagateur intermédiaire est maintenant a évaluer dans un état avec
les deux photons présents, et le dénominateur devient (w — wy — 2w + i0)~! =
O(w™). Les termes antirésonnants sont donc négligeables par rapport aux termes
résonnants, d’ordre 6~ 1.

En effet, le dénominateur de (1.31) tend vers zéro a résonance, donnant un
caractere dominant a cette contribution qui revient une infinité de fois dans la
série (1.24) :

Go(w) = (Jume: 0[G(wi)| Jume: 0) = — 4 — &4 (1.32)

e e e

Pour mettre bien en évidence cette contribution résonnante, on peut écrire

Ge(wy) = — + o— + o—o0—+ ... (1.33)

(§] e e

Par convention, on a rassemblé toutes les transitions qui ne passent pas par l’état
| Jeme; 0) dans

So(wy) = o :’\1+%+//§\\+... (1.34)

La self-énergie ¥.(w,) est construite par tous les diagrammes irréductibles, i.e.,
tous ceux qui ne peuvent étre séparés en deux morceaux déconnectés en coupant
une seule ligne. On peut alors formellement sommer la série géométrique (1.33)
pour obtenir le propagateur exact

1
w—wp— Ye(wy)

Ge(wy) = (1.35)

Cependant, tous ces réarrangements formels ne résolvent pas le probleme for-
midable de calculer le propagateur exact. En effet, aucune des séries pour G, T' ou
Y. n'est calculable exactement et il faut se résoudre a tronquer le développement a
un certain ordre. Mais (1.35) montre que l'introduction de la self-énergie apporte
un avantage considérable : méme un calcul approché de ¥, donnera toujours un
résultat non-perturbatif pour G,. Le propagateur est obtenu par une resommation
partielle de la série, et le résultat contient de I'information jusqu’a un ordre ar-
bitraire en interaction. Plus précisément, les poles du propagateur G(z) sont les
valeurs propres de Hy et donc les fréquences d’évolution du systeme non-couplé.
Il est évident dans (1.35) que la self-énergie déplace les poles de G(z) et décrit
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ainsi directement la correction de la fréquence d’évolution due au couplage (d’ou
son appelation opérateur de déplacement dans ce contexte [74]). Dans ce sens,
calculer la self-énergie respecte naturellement la structure analytique du propa-
gateur. De plus, par construction, les diagrammes irréductibles ne contiennent
pas le dénominateur résonnant (1.31). La self-énergie ¥ (w, ) varie donc en géné-
ral peu autour de la fréquence de résonance, permettant des approximations bien
mieux controlées que sur T' ou G, directement.

Le premier terme du développement (1.34) de la self-énergie décrit un proces-
sus résonnant : ’atome dans un état excité passe dans un état fondamental en
émettant un photon virtuel qu’il réabsorbe ensuite pour revenir dans 1’état excité
de départ. Les termes suivants, d’ordre quatre en interaction, décrivent des contri-
butions non-résonnantes ou 'atome dans 1’état fondamental émet un deuxieme
photon. Ces contributions sont par conséquent énergétiquement défavorables, et
on peut ne retenir que le terme d’ordre deux en V' :

So(wy) ~ b, (1.36)

Le propagateur de I’état atomique excité est alors obtenu par la resommation de
la série infinie

Colo)w —+ —6—+ — &% FX 4 (137

e e e

que 'on peut écrire explicitement, d’apres (1.35),

1
w— wy — Awg +iI'/2

Ge(wy) = (1.38)

ou la partie réelle de la self-énergie déplace la fréquence de transition de Awg de
sorte que Wy = wo+ Awy est la fréquence de transition habillée par les fluctuations
du vide. Ceci est la seule fréquence de transition réellement observable. Adoptant
le point de vue de la théorie des perturbations renormalisée [75], nous supposons
désormais toutes les énergies habillées et identifions les deux grandeurs @y = wy.
Le propagateur de I'état atomique excité pour la transition résonnante peut alors
s’écrire

Golw,) = ﬁ (1.39)
La partie imaginaire de la self-énergie fait apparaitre
Tw) =21y > [(Jeme; O]V Jm; K'e)S(w — o) = iy (1.40)
3meg

m k' e

ou la somme est évaluée a l'aide des relations (1.4), (1.8), (1.9), (1.17) ainsi que
(A.13) et (A.14) de 'annexe A. La partie imaginaire d’une énergie propre est
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I'inverse du temps de vie du niveau considéré. A résonance w = wy, on obtient
ainsi la largeur naturelle de I'état excité

2 3
~ drwy

I' = )
3meg

(1.41)

Conformément a la remarque sur la régularité de la self-énergie, I’approximation
qui consiste a remplacer I'(w) par sa valeur a résonance est excellente pour une
excitation quasi-résonnante telle que § = w — wy =< w et sera désormais sous-
entendue.

L’énergie de I’état fondamental n’acquiert pas de partie imaginaire parce qu’il
n’y a pas d’état d’énergie plus basse vers lequel il peut se désintégrer. Par consé-
quent, les corrections radiatives des états atomiques entrant et sortant ne font que
déplacer les niveaux d’énergie d’une quantité réelle, que nous supposons intégrée
dans la définition de ’énergie du fondamental (on parle d’états asymptotiques
exacts [74]).

1.1.4 Opérateur ¢ de diffusion simple

L’élément de matrice (1.30) de la diffusion simple résonnante s’écrit a l’aide
des relations (1.29), (1.39), (1.15), (1.8) et (1.9) comme

ke Jm/
2
= Yu e i(l—K/)-r
= —= -d)(e-d 1.42
>@< e (€ - d) e ) (142
Jm K'e
ou le facteur de couplage g, = d€, est la fréquence de Rabi telle que
d*w
e 1.4

Les vecteurs d’ondes interviennent dans 1'élément de matrice (1.42) seulement
dans le facteur de phase exp[i(k — k') - r]. Ceci signifie simplement que I'atome,
conformément a I’approximation dipolaire, agit comme un diffuseur ponctuel. Par
contre, les vecteurs de polarisation sont reliés de maniere considérablement plus
compliquée que dans le cas d’un diffuseur ponctuel dipolaire. En effet, dans (1.42)
on reconnait un élément de matrice de ['opérateur t de diffusion simple [79] défini
en composantes cartésiennes par

tij(w) = t(w) d;d;. (1.44)
Sa dépendance en fréquence
g2 3r I'/2

W) =508 = Twts 1t (1.45)

est celle, & la normalisation des états du champ quantique dans le volume fini L?
pres, d’un diffuseur ponctuel classique proche de résonance [36, 80].
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F1G. 1.2 — La transition dipolaire non-dégénérée (J =0, Jo = 1). Fléches : seules des
transitions Rayleigh conservant [’état atomique m = 0 sont possibles.

Décomposition en composantes irréductibles

L’opérateur de diffusion (1.44) est un opérateur linéaire sur I’espace produit du
niveau fondamental atomique et des polarisations. Pour une transition m — m/
donnée, les éléments de matrice atomique

tij(m,m';w) = (Jm/|t;;(w)|Im), (1.46)

définissent un tenseur de rang deux appelée la matrice t, qui connecte la pola-
risation entrante a la polarisation sortante [27]. Cette matrice 3 x 3 peut étre
décomposée en sa partie scalaire ou trace, sa partie antisymétrique et sa partie
symétrique a trace nulle,

1 1 1 1
o %) ’
0 1 2

tij tz’j tij

contenant 1+ 3 + 5 = 3 x 3 = 9 éléments indépendants. Le tenseur ¢;; est essen-
tiellement le produit direct de deux vecteurs d;d; qui se transforment chacun de
facon irréductible sous la représentation D™ du groupe des rotations de R?. Mais
le produit direct de deux représentations d’un groupe est en général réductible, et
la décomposition (1.47) correspond a la décomposition de Clebsch-Gordan [76],

DY @ DV = DO gDV ¢ DO (1.48)
du produit direct en représentations irréductibles.

Amplitudes de transition

Il est instructif d’expliciter le tenseur de diffusion dans le cas de la transition
dipolaire élémentaire (Fig. 1.2). L’amplitude de transition résonnante (1.42) est
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dans ce cas
ke 00

><@< = t(w) (8- &) elkK)m, (1.49)

00 K'e
La seule transition possible est la transition Rayleigh sur 'unique état |00) du
fondamental, et la matrice t devient proportionnelle a I'unité,

(00]t;(w)]00) = t(w) ;. (1.50)

La comparaison de cette expression avec (1.47) montre que dans le cas du dipole
élémentaire seule la partie scalaire du tenseur de diffusion intervient. La partie
scalaire par définition est invariante sous des rotations et donc proportionnelle
a la matrice unité. L’action du tenseur sur les polarisations est alors triviale; le
produit scalaire & - € dans (1.49) traduit simplement la transversalité du champ
et conduit au diagramme de rayonnement du dipole isotrope (cf. Sec. 1.3.1).
Dans le cas plus général d’une transition dipolaire dégénérée (Fig. 7 sur p. 35),
I’atome possede des propriétés de diffusion plus riches. L’amplitude de transition

est alors
ke Jm/

ﬂ = (J/|E - t(w) - g|Jm) ' FF)T, (1.51)

Jm K'e
Toutes les parties irréductibles (1.47) du tenseur de diffusion entrent en jeu, et
nous allons voir par la suite que ce sont précisément les parties irréductibles non-
scalaires qui sont responsables pour les facteurs d’amplification inhabituels qui
ont motivé cette analyse.

1.2 Amplitude lumineuse moyenne

Notre but est de décrire la propagation de la lumiere dans un milieu désor-
donné d’atomes qui sont décrits par leur position r,, o € {1,..., N} et leur
nombre quantique interne m,. Pour chaque réalisation du désordre, la propa-
gation sera différente, et le seul espoir est de dégager des résultats valables
en moyenne sur un grand nombre de réalisations différentes. Le point de vue
adopté ici est donc celui de la propagation dans un milieu effectif, obtenu par une
moyenne statistique, c’est-a-dire une opération de trace, sur les degrés de liberté
atomiques.

Les degrés de liberté externes r,, sont des variables aléatoires classiques, et la
moyenne est obtenue par intégration. Nous supposons que les atomes sont répartis
indépendamment et uniformément dans le volume L3, de sorte que

(Ve =L~ 3N/ Hd% ). (1.52)
L3N

a=1
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Les atomes sont ainsi traités comme des diffuseurs ponctuels, et nous pouvons
employer les méthodes habituelles du développement systématique de la diffusion
multiple [1, 37, 81].

La nouveauté du cas présent réside dans le role de la structure interne. En
effet, la moyenne sur le désordre porte aussi sur les nombres quantiques internes —
ceci étant 'analogue du cas des particules non-sphériques ou 1’on doit moyenner
sur 'orientation de chaque diffuseur [82]. Pour les atomes, la moyenne interne est
donnée par la trace sur la matrice de densité des N atomes,

(o) = Trp™ (). (1.53)
Nous supposons que les atomes sont préparés dans leur niveau fondamental J de
fagon indépendante,

PN Z ) @0y ® - ® pi, (1.54)

et de facon identique,
pa=p, a€{l,...,N} (1.55)

Ceci suppose que la répartition interne ne dépend pas de la position de I’atome,
une hypothese raisonnable pour des atomes refroidis dans un piege magnéto-
optique et quelque temps apres coupure des faisceaux de piege. La matrice de
densité d'un atome peut étre diagonalisée dans une base appropriée (pas néces-
sairement celle suggérée par la lumiere incidente) :

p=">_pmlJm){Jm|, (1.56)

ou p,, > 0 est la population, i.e., la probabilité d’occupation de I’état |Jm). La
condition de normalisation est

Trp = me =1 (1.57)

Préparés dans un piege magnéto-optique sans précaution particuliere, les atomes
sont raisonnablement bien décrits par un mélange statistique uniforme, c’est-
a~dire une équirépartition d’états internes, p,, = cst. Nous supposons ainsi que
I'effet de pompage optique par le laser sonde est négligeable a 'intérieur du nuage
optiquement épais. La matrice de densité correspondante

1
2J+1

Po =

> lTm)(Tm] (1.58)

est alors proportionnelle a l'identité ; on parle de maniere équivalente d’'une ma-
trice de densité scalaire pour mettre en évidence son invariance par rotation.
Cette propriété permet des calculs analytiques et sera utilisée par la suite.
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1.2.1 Equation de Dyson

Le champ électromagnétique décrit par le hamiltonien (1.3) interagit main-
tenant avec les N atomes identiques. Le potentiel dipolaire est la somme des
potentiels (1.6),

V==Y D, E(r,) (1.59)

et engendre linteraction dipolaire résonnante entre les différents atomes par
échange de photons (cf. Sec. 2.1). Le hamiltonien libre des atomes est la somme
des hamiltoniens individuels (1.7),

Hat = ZHat,a' (160)

Les développements perturbatifs formels (1.24) de la résolvante G(z) et (1.23) de
l'opérateur de transition 7T'(z) restent valables pour le systéme couplé champ —
atomes. En effectuant la trace sur les degrés de liberté atomiques, on obtient les
grandeurs moyennes relatives au champ. Ainsi, on obtient immédiatement

(Hat) = ((Hat)ing) o = 0 (1.61)

lorsque 1’on choisit 1’énergie des états fondamentaux pour origine. La résolvante
nue Go(z) ne dépend pas de V, et sa moyenne est donnée par la projection sur
I’état fondamental atomique,

90(2) = (Go(2)) = (2 — He) ™t (1.62)

De plus,
(V) =0, (1.63)

par parité de 'opérateur dipolaire. Plus généralement, toute valeur moyenne d’une
expression contenant une puissance impaire de V' est nulle. La résolvante exacte
(G(z)) du champ est obtenue en prenant la moyenne de la série de Born (1.24)
ou V est maintenant le potentiel désordonné (1.59) :

(G(2)) = go(2) + (Go(2)VGo(2)VGo(2)) + ... (1.64)

Comme pour le cas de la diffusion d'un photon sur un atome, on peut introduire
une représentation diagrammatique de ce développement,

<G(Z)>:—+azﬁ< — >+ (1.65)

En sommant toutes les diffusions répétées par un méme atome «, on fait appa-
raitre I'opérateur T,, de la diffusion simple (1.23),

To(2) =x =0o+o0o—o+o0 o+4... (1.66)

« « « (e e e e
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dont la moyenne ne contient que les termes d’ordre pair en V' suite a (1.63),

o> +. (1.67)

Le développement (1.65) devient

(G(z)>:—+za:<—§—>+z< X ——X >+ (1.68)

o

Par cette sommation partielle de la série (1.65), on arrive alors a un développe-
ment perturbatif out deux opérateurs T, 3 successifs correspondent nécessairement
a des diffuseurs différents o # (3. Puisqu’on suppose que les atomes sont sta-
tistiquement indépendants, la valeur moyenne d'un produit de deux opérateurs
T, s différents est simplement le produit des moyennes individuelles. De plus, la
moyenne (1.67) de l'opérateur de transition ne dépend plus de « parce que tous
les diffuseurs sont distribués identiquement. Le développement (1.68) s’écrit alors

(G(2)) =—+ N +N(N —1) o (1.69)

Mais a partir de l'ordre suivant du développement, on moyenne un produit ou le
meéme opérateur peut apparaitre deux fois :

> <><—><—><> = N(N - 1)(N - 2) —@—

atfpy NP7 (1.70)

+ N(N — 1) 9—@—.

Par convention, la ligne pointillée désigne I’apparition répétée du méme diffuseur.
Meme en absence de corrélations entre diffuseurs différents, ce moment d’ordre
deux d’un méme opérateur ne factorise pas. Le diagramme connecté correspond
a une amplitude diffusée deux fois par le méme diffuseur et visitant un autre
diffuseur entretemps; on parle de diffusion récurrente [27).

Introduisant la self-énergie ¥(z) comme la somme de tous les diagrammes
irréductibles, par définition le propagateur moyen exact satisfait [’équation de
Dyson [79, 81]

(G(2)) = 90(2) + 90(2)5(2) (G(2)) (1.71)

ou encore

= +—@ . (1.72)

Par itération, le propagateur est donné par la série géométrique
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dont la solution formelle est
G)=—(1-0—)"
B 1 (1.74)
go(2)™t = X(2)

La ressemblance de la série (1.73) avec (1.33) et de la solution (1.74) avec
(1.35) est le résultat d’une stratégie commune aux deux approches. L’introduction
de Topérateur irréductible ¥(z) permet de resommer la série formellement, et
d’obtenir un résultat non-perturbatif pour le propagateur exact [74, 75]. Bien
entendu, on ne sait pas évaluer exactement la self-énergie, qui recele toutes les
difficultés du calcul. Cependant, des approximations controlées sont possibles sur
¥(z) et donnent des résultats non-perturbatifs pour le propagateur moyen (G(z)).

1.2.2 Self-énergie

L’opérateur de self-énergie 3(z) défini dans ’équation de Dyson (1.71) se
construit par la somme de tous les diagrammes irréductibles moyennés sans pro-
pagateur extérieur,

N(:) = @= N &+N(N — 1) g + . . (1.75)

En effet, on se convainc que dans la limite thermodynamique N, L — oo avec
n = N/L? constante, la série (1.73) redonne bien la série (1.68). Le volume
L3, contenu dans l'expression (1.45), fait partie de la définition (1.51) méme de
lopérateur de diffusion sur les états photoniques quantifiés.

Dans 'approximation de diffusion indépendante (independent scattering ap-
prozimation ou first order smoothing approximation), on ne retient que le premier
terme

Y(2) = N (T,(2)). (1.76)
Cette approximation néglige tous les événements de diffusion récurrente et n’est
valable que dans un milieu de faible densité. Avec (1.51), un élément de matrice
de la self-énergie est donné par
(K |S(w)lke) = N (€ - t(w) - &), <ei<k—k’>~’"> . (1.77)
ext
La moyenne externe sur le milieu infini donne dy,  : la self-énergie 3 est diagonale
dans I'espace des vecteurs d’onde, soulignant que le milieu désordonné infini pos-
sede l'invariance statistique par translation. La moyenne interne de 'opérateur
de diffusion atomique (1.44) dépend de la matrice de densité atomique du niveau
fondamental. Avec la matrice de densité scalaire (1.58), le calcul de la moyenne
est élémentaire en utilisant la relation de fermeture (A.14) des coefficients de
Clebsch-Gordan, et on trouve

(& tw) e)y, = tw)My & e (1.78)
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ou t(w) est donné par (1.45) et ou 'on définit le rapport entre les multiplicités
des niveaux atomiques

2Jo+1

e My=1. 1.79
327 +1) 0 (1.79)

J:

Le produit scalaire entre les vecteurs de polarisation dans (1.78) montre que la
self-énergie, vue comme un opérateur dans ’espace de Fock, est proportionnelle a
I'identité. Ceci reflete I'invariance par rotation de la matrice de densité atomique.
La self-énergie est alors purement diagonale,

<k/€k/s/|2(u})|k€ks> = (5831 5k,k/ Z(w) (180)
avec 5 F/Q
™
Y(w)=nM;———=. 1.81
(w)=n T RS 1T )2 (1.81)

On rappelle que n = N/L3? est la densité de diffuseurs. Nous trouvons avec (1.80)
et (1.81) une expression de la self-énergie analogue a celle des diffuseurs ponctuels
classiques [32, 37, 83]. En effet, 'opération scalaire, qui consiste & prendre la
trace du produit de tenseur de diffusion avec une matrice de densité elle-méme
scalaire, sélectionne uniquement la partie scalaire du tenseur (cf. (1.47)). Et la
partie scalaire reproduit justement le comportement du dipole élémentaire (1.50).
Les parties non-scalaires du tenseur de diffusion sont moyennées a zéro, et la
dégénérescence des niveaux atomiques ne contribue que par le facteur scalaire
M variant peu de sa valeur My = 1 pour un diffuseur dipolaire classique. Par
conséquent, la structure interne des atomes ne modifie guere les propriétés du
milieu effectif concernant ’amplitude moyenne du champ.

Comme le propagateur nu et la self-énergie, le propagateur moyen (1.74) est
purement diagonal,

(K'ewy | (G(wi)) |kens) = 0sy O (G (k5 w)) (1.82)

avec
1

w—Fk—3w)
Les singularités du propagateur correspondent aux énergies d’évolution. Plus pré-

cisément, la fréquence d’évolution w(k) est donnée comme la solution implicite
de la relation de dispersion complexe

(G(kw)) = (1.83)

w—k—%w) =0. (1.84)
La solution itérative de premier ordre est

&=k + (k). (1.85)
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Avec (1.81), on obtient explicitement

6r o/
ImY(k) = —n M, Sm ! = —i. (1.87)

K21 +46%)T2 ~ 2

La partie réelle de la self-énergie renormalise la fréquence d’évolution du mode
lumineux, Rew = w + Aw. La partie imaginaire de la self-énergie introduit une
durée de vie finie de I’état considéré. Dans les deux sections suivantes, nous allons
identifier £ comme le libre parcours moyen.

Notre approche perturbative est consistente si la correction apportée par la
self-énergie a la fréquence nue est petite. En effet, ceci est vrai pour sa partie
imaginaire (1.87) par la définition méme du régime de localisation faible, k¢ > 1.
De méme, la correction réelle est tres petite, Aw < w, pour une excitation quasi-
résonnante.

1.2.3 Evolution moyenne d’amplitude

A partir du propagateur moyen (1.83), la moyenne de I'opérateur d’évolution
temporelle (U(t)) d'un état & un photon est obtenue par une intégration dans le
plan complexe [74, p. 215]. Pour ¢ > 0,

1 +00+10 )

(U(t)) = — / dz (G(2)) e ™" = exp[—iwt — t/2(] (1.88)
270 J _sovio

en appliquant le théoreme des résidus au pole w(k) et en négligeant la correction

Aw < w. Pour établir une interprétation physique de la grandeur ¢, considérons

une superposition linéaire des états a un photon,

) = Chlls). (1.89)

Ceci est aussi un état a un photon; son évolution libre, sans couplage a des
diffuseurs, est simplement

[Yo(t)) = Z Cy exp|—iwt]|1is)- (1.90)

Pour interpréter cet état en termes d’ondes électromagnétiques, il ne suffit pas de
calculer la valeur moyenne de 'opérateur champ électrique : la valeur moyenne
de E dans tout état propre de I'opérateur nombre est nulle. D’apres la théorie de
la photodétection [17, 74], la probabilité de photodétection par unité de temps a
un endroit  dans un état du champ [ (t)) est proportionnelle &

(W(OIET (r) - ED(r)[1(1)). (1.91)
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Ici, E©) et E™) correspondent & la partie de I'opérateur champ électrique (1.5)
contenant I'opérateur création a! et annihilation a respectivement. Leur position
dans 1’élément de matrice correspond & l'ordre normal a'a qui assure que la
probabilité de photodétection dans I’état du vide |0) est nulle.

Le taux de comptage dans 1’état (1.90) est alors proportionnel a

2

> Croexpli(k - r — wit)]| . (1.92)

Prenons comme état une superposition d’ondes planes paralleles k = kZ avec
une faible dispersion Ak < kg en nombre d’ondes autour de kg, par exemple sous
forme gaussienne

Ck = 05]%,0 5]{%0 exp[—(k — k0)2/2Ak2] (193)

Cette superposition décrit un paquet d’ondes planes localisé sur une largeur Ak—1
le long de I’axe des z. La somme sur tous les modes dans (1.92) devient, par la regle
(1.4), une intégrale gaussienne. Pour un paquet d’ondes quasi-monochromatique
Ak < ko, la force du champ E(w) ~ E(wp) peut étre factorisée, et on obtient un
taux de comptage proportionnel a

exp[—AK*(z —t)?]. (1.94)

Ceci correspond a la détection d'un paquet d’ondes gaussien d’extension Ak~!
qui se déplace avec vitesse ¢ = 1 le long de I'axe des z.

Si le champ évolue en présence des diffuseurs, 'opérateur d’évolution moyen
est donné par (1.88) et on définit une évolution moyenne par

(U) [y = Crexpl—iwgt — t/20]| 1xy). (1.95)

En supposant un paquet d’onde quasi-monochromatique (Ak < §,1"), on obtient
un taux de photocomptage fictif calculé avec I'état (U(t)) |¢)) proportionnel a

exp[—Ak*(z — )2 — t/1]. (1.96)

Ceci correspond 4 la détection d’'un paquet d’ondes gaussien d’extension Ak~1
qui se déplace a la vitesse ¢ =1 le long de 'axe des z, et qui est atténué sur une
échelle de temps et de longueur £. On s’apercoit ainsi que ¢ correspond au libre
parcours moyen d’extinction du mode initial de la lumiere. Notre approche décrit
de la diffusion purement élastique. Toute extinction du mode initial est alors due
a une diffusion dans d’autres modes. Nous allons voir dans la section suivante que
cette interprétation est précisée par le théoreme optique (1.106).

L’exemple du paquet d’ondes est destiné a donner une interprétation phy-
sique de la self-énergie. De plus, il permet d’établir la correspondance entre le
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formalisme des états de Fock et une description du champ en termes d’ondes. Par
contre, il ne faut pas confondre le taux de comptage fictif (1.96) calculé a l'aide
de I'état moyen (1.95) et une moyenne du taux de comptage qui serait mesurable
expérimentalement. En effet, le propagateur moyen (1.82) est purement diagonal
sur les états photoniques. Il ne peut donc décrire de la diffusion dans un mode
autre que le mode initial ; pour cela, il faudra déterminer 'intensité moyenne au
lieu de 'amplitude moyenne, cf. Sec. 1.3. Tout l'intérét des phénomenes d’inter-
férence dans des milieux désordonnés vient du fait que la moyenne du produit
des amplitudes n’est pas égale au produit des amplitudes moyennes.

1.2.4 Milieu effectif

Habituellement, on caractérise un milieu pour la propagation de la lumiere
par son indice de réfraction n, ou encore sa constante diélectrique e, [84]. 11 est
donc utile d’expliciter le lien entre ces grandeurs et les objets peut-étre moins
familiers tels que l'opérateur de diffusion ¢(w) et la self-énergie X (w).

A partir de la moyenne de I'opérateur de diffusion simple, on obtient la pola-
risabilité atomique [79] :

2L3
a(w) = Y (t(w)) . (1.97)
La polarisabilité mesure I'influence d’un champ électrique extérieur sur le dipole
atomique moyen [74, p. 578|. En explicitant la trace sur les états du fondamental
dans le cas général d'une matrice de densité quelconque (1.56),
2L3
a(w) = — P (JIm|t(w)|Jm), (1.98)

m

il est évident que seules les transitions Rayleigh m’ = m entrent dans la définition
de la polarisabilité. En effet, la self-énergie décrit 'amplitude moyenne d’un mode
lumineux dans un milieu diffuseur. Par définition, elle ne tient compte que de la
diffusion de ce mode vers lui-méme. Par conservation de moment cinétique, les
transitions Raman dégénérées sont alors interdites.

Dans le cas d'une matrice de densité scalaire (1.58), la polarisabilité est iso-
trope,

a(w) = a(w)l. (1.99)

En tenant compte des termes résonnant et anti-résonnant de I’amplitude de tran-
sition (1.30), on obtient la polarisabilité bien connue d’un systeme a deux niveaux
[85],

w?

(1.100)

a(w) =

(@) wig — w? — iTwy
ou l'on suppose que I' < wy. On note la polarisabilité statique oy = «(0) =
M ;d? /egwy. Les parties réelle et imaginaire de la polarisabilité sont des transfor-
mées de Hilbert I'une de I'autre; elles satisfont a la relation de Kramers-Kronig
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traduisant la causalité de ce coefficient de réponse [85]. Proche de la résonance,

la polarisabilité devient
Qoo

= . 1.101
a(w) d+il/2 ( )

En comparant (1.76) et (1.97), on voit que la self-énergie (1.81) s’écrit
S(w) = —gna(w). (1.102)

Cette relation montre que la valabilité de I'approche perturbative |X(w)| < w
peut s’interpréter comme une condition de milieu dilué

nja(w)| < 1. (1.103)

Le produit de densité et polarisabilité est la susceptibilité x(w) = na(w) du milieu
atomique. Nous avons ainsi calculé la constante diélectrique du milieu effectif

& =1+ x(w), (1.104)

et lindice de réfraction n, = /¢ du milieu effectif dilué est

Ny 1+%. (1.105)
La partie imaginaire (1.87) de la self-énergie est I'inverse d'une durée de vie.
En termes plus physiques, elle décrit ’atténuation de ’amplitude moyenne dune
onde lumineuse dans un milieu de diffuseurs atomiques. Dans notre étude, la
diffusion est élastique et tout phénomene d’absorption est exclu. L’atténuation
d’un mode est donc due a la diffusion de la lumieére dans d’autres modes. Cet
argument est précisé par le théoréme optique [79], démontré a partir de 'unitarité
de la matrice S. Le théoreme optique garantit que la section efficace totale de la
diffusion est proportionnelle a la partie imaginaire de I'amplitude de transition
vers 'avant. Dans le cas d’'un diffuseur avec degrés de liberté internes, le théoreme
optique n’est valable qu’en moyenne :

Oror = —2L° Tm (ke| (T(wy)) |ke). (1.106)

Le facteur de proportionnalité dépend de la normalisation des états de diffusion
(ici des états de Fock associés au volume de quantification L?). La valeur moyenne
du tenseur de diffusion est diagonale pour un atome de matrice de densité interne
scalaire, et on obtient avec (1.51), (1.77) et (1.87)

o6 1

YT (1.107)

Ot = My

On y distingue trois facteurs : la section efficace 67/k* = 3\?/27 d’un dipole
a résonance, la dépendance lorentzienne de largeur I' en fonction du désaccord
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0 autour de la résonance w = wy, et le rapport des multiplicités M; = (2J, +
1)/3(2J +1). La section efficace résonnante est de ordre de A\?, trés supérieure a
I’extension spatiale de I’atome, et atteint donc la limite imposée par 'unitarité de
la matrice S (unitarity limit, [78]). Les atomes sont bien une réalisation naturelle
des diffuseurs ponctuels résonnants de la lumiere.

La relation entre la section efficace totale et la polarisabilité atomique (1.100)
est simplement

Oiot = kIm a(w). (1.108)

Ceci justifie que la condition de milieu dilué peut s’écrire indifféremment n\3 <
1 ou n|a(w)| < 1 proche de résonance. De méme, ce régime de basse densité
coincide avec le régime de localisation faible k¢ > 1. En effet, grace au théoreme
optique et aux relations (1.87) et (1.102), le libre parcours moyen de diffusion
(scattering mean free path) est bien

1

NOtot

,g:

(1.109)

La correction apportée a la fréquence du vide par un milieu dilué est petite.
Par la suite, nous allons négliger la correction réelle Aw, (1.86), devant w, et ne
retenir que le premier ordre de la correction imaginaire (1.87) donnant le libre
parcours moyen ¢. Dans le régime de localisation faible et basse densité, la cor-
rection & w(k) apportée par une itération suivante de (1.85) est d’ordre (k¢)~2 et
donc également négligeable. Un concept aussi sophistiqué que la self-énergie peut
sembler démesuré pour le résultat relativement modeste que nous en tirons ici.
Cependant, cette formulation est un point de départ pour le calcul systématique
des effets de diffusion récurrente qui deviennent importants dans la limite k¢ — 1
et qui sont communément interprétés comme précurseurs de la localisation forte
[32, 83]. De plus, elle nous a permis de vérifier que I'impact de la structure interne
quantique sur les propriétés de I'amplitude moyenne est tres faible. En effet, les
parties non-scalaires du tenseur de diffusion (1.47) disparaissent dans la moyenne
avec une matrice de densité scalaire. Mais il ne faut surtout pas en conclure hati-
vement que la structure interne n’influence pas la localisation de la lumiere dans
le milieu atomique. La localisation est un phénomeéne d’interférence sur I'inten-
sité, et nous allons voir par la suite que les parties non-scalaires de 'opérateur de
diffusion peuvent survivre dans la moyenne de l'intensité.

1.3 Vertex d’intensité de diffusion simple

La connaissance de la moyenne de 'amplitude de transition suffit pour calcu-
ler la self-énergie et donc 'amplitude moyenne du champ. Le théoreme optique,
s’appuyant sur le puissant principe d’unitarité de la matrice S, permet d’extra-
poler ce résultat pour calculer la section efficace totale. Par contre, 'amplitude
moyenne ne suffit pas pour calculer la section efficace différentielle — et c’est la
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F1G. 1.3 — Diffusion simple vers l’arriére par une transition dégénérée. L’aze de quan-
tification est paralléle aux vecteurs d’onde incident et diffusé. Le photon incident a une

hélicité s = —1. Traits pleins : un photon diffusé avec I’hélicité opposée s’ = —s = +1
provient d’une transition Rayleigh sans changement d’état interne (m’ = m). Traits
pointillés : un photon diffusé avec la méme hélicité s' = s = —1 provient d’une transi-

tion Raman dégénérée avec changement d’état interne (m’ = m — 2).

section efficace différentielle qui détermine l'intensité dans une certaine direction
et avec une certaine polarisation. Un exemple élémentaire de cette situation est la
mesure de la lumiere diffusée par une transition atomique dégénérée avec analyse
en polarisation. Supposons la lumiere incidente polarisée circulairement et une
détection de la lumiere diffusée vers l'arriere (Fig. 1.3).

Si l'axe de quantification est parallele aux vecteurs d’onde incident et diffusé,
la conservation de moment angulaire s’écrit

m+s=m'—¢ (1.110)

ou m et m’ sont les nombres quantiques magnétiques initial et final de I’atome, et
s et s’ sont les hélicités initiale et finale du photon. Le signe devant s’ s’explique
par le renversement du sens de la propagation. Si I'on détecte la composante
d’hélicité opposée, s = —s', 'atome a nécessairement effectué une transition
Rayleigh sans changement d’état interne, m’ = m. Par contre, si 'on détecte la
composante de la méme hélicité, I’atome a nécessairement effectué une transition
Raman dégénérée avec un changement d’état interne de |m’ —m| = 2.

Comme explicité dans (1.98), la définition de la polarisabilité ne fait intervenir
que les transitions Rayleigh qui conservent 1’état interne atomique, et ceci va de
méme pour la self-énergie (1.102) et le propagateur moyen (1.82) qui décrivent
I’amplitude moyenne. Calculer I'intensité moyenne provenant de transitions Ra-
man dégénérées nécessite donc d’aller au-dela de I'amplitude moyenne. Plus géné-
ralement, la polarisabilité atomique (donc la moyenne du tenseur de diffusion) ne
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suffit pas pour décrire la propagation de I'intensité dans un milieu atomique : il
faut connaitre la valeur moyenne du carré du tenseur de diffusion. La section pré-
sente est par conséquent consacrée a déterminer le vertex d’intensité moyenne de
diffusion simple, pour toute polarisation et toute transition dipolaire dégénérée.
La technique des opérateurs tensoriels irréductibles permet d’obtenir le vertex
analytiquement. Ce résultat sera utilisé dans la Sec. 1.4 pour calculer l'intensité
de diffusion simple vers I'arriere qui constitue le fond du signal de rétrodiffusion
cohérente.

1.3.1 Section efficace différentielle

La probabilité de la transition (1.27) est le carré de son amplitude (1.28).
Formellement, on peut manipuler le carré de la distribution de Dirac [77]

27 6w — W) = 2 / 5w — W) Mt = 27 §(w — o) / dt (1111

—00

et interpréter l'intégrale divergente comme le temps total d’interaction. La pro-
babilité de transition par unité de temps finie est obtenue en divisant par cette
intégrale,

w =210 (W' — w)|[(Jm/; K'e'|T(wy)|Jm; ke)|>. (1.112)

L’énergie regue par unité de temps et par angle solide d{2 dans la direction finale
k' est

dw  L3w3

dQ T 4n?
et on sous-entend désormais que la diffusion est élastique, wy = wg. On retrouve
ici la regle d’or de Fermi [78], la densité d’états du champ électromagnétique
quantifiés étant L3w?/(27)3. La section efficace différentielle est obtenue en divi-
sant le flux d’énergie par angle solide par le flux d’énergie entrant. [’atome dans
le fondamental E = 0 n’y contribue pas, et le flux associé a un photon d’énergie
w dans le volume L? est la densité d’énergie w/L? [85]. De plus, comme I’état ato-
mique final n’est pas controlé, il faut sommer sur m/, et enfin effectuer la moyenne
sur I’état initial. On déduit alors la section efficace différentielle moyenne pour
la transition (1.27) :

|(Jm; K'e'|T(wy)|Im; ke)|?, (1.113)

do B LSw? 1
dQ  4x2 2J +1

> [(Tm's K |T(wi) | Tm; ke) . (1.114)

L’opérateur de transition T'(w, ) agit sur les états atomiques et photoniques a la
fois. On peut définir son élément de matrice partiel sur les états du champ

T(ke,k'e’;w.) = (K'e'|T(wy)|ke). (1.115)
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Ceci définit un opérateur agissant seulement sur les états atomiques, et I’on peut
réécrire la section efficace différentielle comme

do L
dQ  4r2

(T(ke, k'e';w ) T(ke, K'e';wy)) . (1.116)

Cette expression montre clairement que c¢’est la valeur moyenne du carré de 'am-
plitude de transition qui détermine le signal diffusé et non pas le carré de la
moyenne. Avec (1.51), on identifie

T(ke K'e';w,) = (8 - t(w)-e)* I (1.117)
et la section efficace différentielle (1.116) est donnée par

do L5w?
dQ  4r2

(5 Fw)-€)E  tw)-€)). (1.118)

Avec (1.44) et (1.45), on peut faire apparaitre la section efficace totale (1.107),

do . 30t0t

dQ ~ 87M,

(E-d)(e - d)(E-d)(e-d)). (1.119)

La tache a accomplir est maintenant la moyenne interne sur le carré de I'opérateur
de diffusion. Dans les séquences de la diffusion multiple, nous aurons besoin de la
méme moyenne, mais avec d’autres vecteurs a la place de € et €. Il est donc utile
de calculer la moyenne pour des vecteurs libres {x} = 1, x5, 3, €4 quelconques.

1.3.2 Vertex d’intensité simple généralisé

Il faut évaluer la fonction de trace
1
I({x}) = ETr[po(:m ~d)(x3 - d)(xy - d)(x1 - d)] (1.120)

sur la matrice de densité (1.58) du niveau fondamental atomique. Cette fonction
doit prendre en compte la dégénérescence de la transition atomique. De plus, elle
reflete la répartition sur 1’état fondamental. Puisque nous supposons la répartition
statistique uniforme, la trace doit étre invariante par rotation et ne peut dépendre
que des produits scalaires entre les vecteurs libres,

I({x}) = wy (x1-@2) (23 Tg) +wo (X1 x3) (T2 24) +ws (T1-24) (22 x3) (1.121)

Pour calculer les poids w;, nous employons les méthodes standards des opérateurs
tensoriels irréductibles [86, 87, 88], dont quelques formules utiles sont rappelées
dans I'annexe A.
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Décomposition de la trace
La fonction de trace (1.120) peut s’écrire

I({x}) = LTr[pO] (1.122)
M,

avec l'opérateur O = (x4 - d)(x3 - d)(x2 - d)(x; - d). D’apres Sec. 1.1, I'opérateur
dipolaire réduit d = D/d est un opérateur vectoriel irréductible atomique dont
le seul élément de matrice réduit est par définition (J.||d||J) = v/2J. + 1 . Les
vecteurs {x} commutent avec J?, J, et d. Ce sont donc des tenseurs irréductibles
d’ordre 1, mais ils ne font pas partie de I'algebre des opérateurs atomiques. Il est
donc clair qu’il suffit d’évaluer ’action de la trace sur les opérateurs dipolaires d.
Admettons que 'opérateur O soit developpé,

0=> a0y, (1.123)
Lm

ou toute la dépendance des vecteurs libres est contenue dans les coefficients ar,,

du développement, et ou toute la partie opératorielle est concentrée dans les

composantes irréductibles OfnL ) La moyenne de cet opérateur par une matrice de

densité p peut alors s’écrire [89]
_ ArLm L N7 7L
TrpO = — S, IS || O || T). 1.124
0 =5 A S AGDTION

Dans cette expression, toute information angulaire sur m est contenue dans les
coefficients ar,, et les composantes irréductibles

pr (L) = ) (=) T = m | L) (T | pl T 'm") (1.125)

de la matrice de densité vue comme un tenseur statistique [87]. Dans le cas de la
matrice de densité scalaire (1.58), sa seule composante non nulle est

1
V2T +1

Pour effectuer la trace (1.124), il suffit alors de connaitre le coefficient ag et
I’élément de matrice réduit (J||O©||.J) :

po(J,J) = (1.126)

aopo
TrpgO = —2—(J||OO]] ). 1.127
I o TH( [|O™]J) ( )

Nous allons d’abord décomposer I'opérateur O selon (1.123), puis déterminer
son élément de matrice réduit (J||O@||J) et enfin expliciter le coefficient agy en
fonction des vecteurs libres {x}.
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Décomposition de 'opérateur O
Commengons par considérer 'opérateur
012 = (IDQ . d)(.’Dl . d) (1128)

Notre but est de déterminer ses composantes irréductibles opératorielles qui dé-
pendent de l'opérateur dipolaire. On rappelle I'expression (A.5) du produit sca-
laire en fonction des composantes standard :

T-d=) (—)wd_, (1.129)

Les composantes irréductibles d'un produit direct [A®B®)], = AP B*) de
deux opérateurs irréductibles sont données par
(K) /
[A(’“ B¢ ] =3 (kk'pr|Kq) AP BY). (1.130)
q
pr

En utilisant 1'orthogonalité (A.14) des coefficients de Clebsch-Gordan, on peut
inverser cette relation pour exprimer le produit de deux composantes en fonction
des composantes du produit :

/ ] )
A®BE) — 37 (kkpr| K g) [A<k>B<’f >] . (1.131)
Kq 4

Avec cette relation et la forme (1.129) du produit scalaire, on obtient la décom-
position de 'opérateur

2 K
o= Y (=) wa,) ") [dd) (1.132)
L’application de la relation (1.131) au produit O = 043091 donne la décomposition

O — Z (_)K+K’—m [[x4x3](K)[$2x1](K')] L)

—m
K,K',Lm

(149 [ad) ] Y s

m

L’opérateur O est donc une somme d’opérateurs décomposés en composantes
irréductibles selon (1.123) :

0=>"> amm(K K)OP(K K. (1.134)
K,K' Lim

La trace étant une opération linéaire, on peut appliquer (1.127) & chacun de ses
termes, sachant que la trace sur la matrice de densité scalaire ne sélectionne que
les termes diagonaux K' = K =0,1,2 :

TrpO = Z ;;(}T 109 (K)||J). (1.135)
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Eléments de matrice réduits

Les trois éléments de matrice réduits (J||O©) (K)||J) sont calculés en utilisant
la formule générale pour le produit direct de deux opérateurs irréductibles agissant
sur le méme systeme [86] :

<J/|’[A(k)B(k’)](k”)HJ> _ (_)k”JrJJrJ’( oL + 1)1/2

kK K / (k) 1" 1" (k")
XZ{J i J,,}<JHA 179" [ BS1T) - (1.136)

ou l'objet en accolades est un « symbole 65 » [86]. Deux applications successives
de cette formule donnent

1/2 2
<JHO(°)(K)||J>=(—)K(2Je+1)2(22{;:11) {}I } f} . (1.137)

Coefficients

Les coefficients dépendants des vecteurs libres sont

ag(K) = [[x4x3](K) [$2x1](K)](()O)

(_)K (1.138)

= Vo el [ ).

Les préfacteurs de cette derniere expression se simplifient avec (1.137), et il reste
a expliciter le produit scalaire entre les parties irréductibles. Ces contractions sont
élémentaires en utilisant a I'envers la décomposition (1.132) pour les composantes
cartésiennes (1.47) :

[2425) 7 - [2921] @ = §($1 - x2) (23 - T4),

1

[ZE4I3](1) . [ZEQIl](l) = 5[(3&'1 : 334)(332 L3 — (sc1 : 333)(&)'2 : 334)], (1139)
(2405 - [w92]? = %[(@‘1 s 3) (@2 - T4) + (@1 - T4) (22 - 23)]
1
— g(wl . 332)(333 . 2134).

Ces expressions montrent clairement que les parties scalaire, antisymétrique et
symétrique sans trace de I'opérateur de diffusion se combinent avec leur équivalent
dans le produit direct pour donner une contribution a l’intensité.

Résultat de la trace

En collectant tous les résultats, la fonction de trace d’intensité est donnée par

I({z}) = 3 st ({a)) (1.140)

K
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ou les coefficients sy sont

2
1 1 K
sK—3(2Je+1){ 7 Je} (1.141)

et les contractions entre vecteurs libres

{0 ({z}) = %(ml @) (s - ), (1.142)
(@) = 5l @2 @5) — (21 @3)(2 - @),

t2({z}) = %[(wl ) (@2 @) + (@1 - @) (@ - )] — 1O ({}).

Regles de sélection

Les symboles 65 ou coefficients de Wigner [86] qui déterminent les coefficients
sk sont les quantités scalaires naturelles qui peuvent étre construites a partir
des ingrédients de base J, J,, 1 (I'ordre tensoriel de l'opérateur dipolaire) et K
(ordre des composantes irréductibles du tenseur de diffusion). Ces symboles 67
sont représentés par un diagramme qui visualise des regles de sélection tres utiles :

(7)

(i)

(iid)

|J — Jo| < 1: L'opérateur dipolaire est un opérateur tensoriel d’ordre 1
et peut connecter deux états de moment angulaire au plus différent de 1
(en unités de h). En d’autres termes, le photon est porteur d’'un moment
angulaire unité.

0 < K <2 : Le tenseur de diffusion est le produit tensoriel de deux opéra-
teurs dipolaires, et il se décompose sur les ordres irréductibles K = 0,1, 2,
(1.47). Lors de la diffusion d’un photon, le transfert de moment angulaire
a I'atome est alors limité a 2.

0 < K < 2J : La dégénérescence de I'état fondamental détermine quel
ordre irréductible du tenseur de diffusion peut entrer en jeu. Pour J = 0,
seule la partie scalaire K = 0 intervient et induit des transitions Rayleigh
m' = m = 0 (Fig. 1.2). Pour J = 1/2, des transitions Raman dégénérées
avec |m’ — m| = 1 deviennent possibles. A partir de J = 1, toutes les
transitions |m’ — m| < 2 sont admises (Fig. 7).
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Expressions explicites des poids

Le regroupement des contractions (1.142) dans la forme (1.121) donne alors

les poids

Sg— S S — S S1+ s
w0 — 03 2wy = 22 Ly = 12 2 (1.143)

en fonction des coefficients sk donnés par (1.141). Comme il n’y a que deux
parametres indépendants J et J,, les trois poids w; doivent étre liés. On peut
vérifier qu’ils obéissent a la regle de somme

w1+w2—|—3w3 =1. (1144)

Explicitement, les poids des différentes contractions sont donnés par

Ni(J, Je)

i, Je) = 1.145
W 0) = (1145)
ol
N; Jo=J+1 Jo=1J Jo=J—1
i=1| 6J2+17J+10 |2J2°+2J+1| (6J+1)(J—1)
i=2 —4J(J + 2) 2J24+2J —4 | —4(J+1)(J - 1)
i=3 J(6J+7) 2J2+2J+1| (J+1)(6J—1)
D 10(J+1)(2J4+1) | 10J(J+1) 10J(2J + 1)
(1.146)
Dans la limite J — oo, les poids prennent des valeurs limites finies :
) 1 |(3,-2,3) pour J,=J %1,
1 , Wa, = — 1.147
JLHC}O(wl ws,03) 10 {(27 2,2), pour J, = J. ( )

Représentation diagrammatique

Nous introduisons une représentation diagrammatique de la fonction de trace
(1.121) :

1 2

1 2 1 2 1 2
I({x}) = = wn tws O +wy . (1.148)
4 3 43 4/\3 4 3

Ceci est le vertex d’intensité de diffusion simple. 11 connecte les quatre vecteurs
libres comme la somme pondérée des trois contractions par paires possibles. Le
facteur w; pondere la contraction horizontale (x; - @2)(xs3 - x4), le facteur we
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F1G. 1.4 — Diagramme de rayonnement d’un dipdle classique. A gauche : polarisation
incidente linéaire, éq. (1.154). A droite : polarisation incidente circulaire, éq. (1.155).

pondeére la contraction diagonale (x; - @3)(x2 - x4), et le facteur ws pondere la
contraction verticale (a1 - x3)(x2-x4). Dans cette formulation, le vertex ressemble
au théoreme de Wick [90] qui permet de décrire une moyenne d’un produit d’opé-
rateurs comme la somme sur toutes les contractions par paires [75]. Contraire-
ment au théoreme de Wick, cependant, dans notre cas les contractions ne sont
pas toutes équivalentes, mais pondérées par les w;.

1.3.3 Diagrammes de rayonnement
Diffuseur dipolaire

Considérons d’abord le diffuseur dipolaire classique (J = 0,J = 1) (Fig. 1.2
en p. 47). La moyenne interne dans l'expression (1.119) de la section efficace
différentielle sur le seul état |00) est élémentaire, et on trouve

do . 30'1;0‘5’_, ) 6’2

— = 1.14
dQ & ( 9)

correspondant & l'amplitude de transition (1.49). En effet, on vérifie a 'aide de
(1.146) que les poids des différentes contractions dans le vertex deviennent

(wl,wg,’lUg) = (1,0,0)7 J = 07 Je = 1. (1150)

Dans le cas du dipole, seule la contraction “horizontale” contribue donc au vertex,

s—/

do 3Ut0t €

(1.151)
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L’intensité totale dans une certaine direction k' est obtenue en sommant sur
les polarisations finales. A 'aide de la regle [28]

Zﬁigj = 51']' — /%i];?j, (1152)
elk

on obtient a partir de (1.149)

dU = 3Ut t ~

—(K)==—"=(1—-le- K. 1.1

o) = "o RP) (1153)
Pour une polarisation incidente linéaire, on obtient le diagramme de rayonnement
d’un dipole classique [84] (Fig. 1.4),

do 3Ut0t

—5(0) =

d<2 8T
ou ¢ est I'angle entre la direction d’observation et la polarisation incidente. Le

diagramme a une symétrie de révolution autour de l'axe de polarisation. Si le
dipole est excité avec une polarisation circulaire, on obtient

sin® ¢ (1.154)

do o 30tot

m(;z)) = Ton (14 cos® ) (1.155)

ou ¢ est 'angle entre la direction d’observation et la direction d’incidence. Dans ce
cas, le diagramme a une symétrie de révolution autour de la direction d’incidence.

Diffuseur atomique

Connaissant la fonction de trace (1.121), la section efficace différentielle
(1.119) s’obtient par la substitution @y =€, &y =&, 3 =€, x4y =€ :

dU . 30_t0t
dQ 8w

ou encore, en utilisant la représentation diagrammatique (1.148),

(w1]& - e* + wole’ - e]* + ws) (1.156)

=/

U}

do . 3Ut0t €
dQ  8x

(1.157)

!/

I3 €

La forme diagrammatique du vertex fournit naturellement une représentation
utile de I'impact de la structure interne quantique des diffuseurs atomiques. Dans
le cas d’une transition dipolaire dégénérée, les parties non-scalaires de I’'opérateur
de diffusion (1.47) interviennent dans le vertex de I'intensité de diffusion simple,
ou la ligne en pointillé du diagramme classique devient un ruban :

N , (1.158)
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Fic. 1.5 — Diagramme de rayonnement de la transition J = 3, Jo = 4. A gauche :

polarisation incidente linéaire, éq. (1.160). A droite polarisation incidente circulaire,
éq. (1.161).

La section efficace de diffusion (1.156), toutes polarisations confondues dans
la direction k', est

do o, 30t o
@( ) = S ((w1+w2)(1—|e-k| )+2w3). (1.159)

Pour une polarisation incidente linéaire, on obtient

do 3010t

q® =3,

ou ¢ est ’angle entre la direction d’observation et la polarisation incidente. C’est
la superposition d’un rayonnement isotrope avec poids 2ws et d'un rayonnement
dipolaire avec poids (w; + ws). On voit dans (1.146) que la seule transition sans
composante isotrope (w3 = 0) est la transition dipolaire élémentaire (J = 0,
Jo = 1). Si la transition est excitée avec une polarisation circulaire, on obtient

(2ws + (wy + ws) sin? @) (1.160)

j—;(w) = SUtOt (1 + w3 + (’LUl + lUQ) COS2 w) (1161)

167

ou v est I'angle entre la direction d’observation et la direction d’incidence. Il
existe trois transitions parfaitement isotropes (w; +wqy = 0) : (J = J, = 1/2),
(J=1,J.=0)et (J=3/2, J,=1/2).

La Fig. 1.5 contient les diagrammes de rayonnement de la transition J =
3, Jo = 4. La comparaison au diagramme de rayonnement dipolaire (Fig. 1.4)
montre que la structure interne brouille la signature du rayonnement dipolaire
et résulte en un diagramme de rayonnement plus isotrope. Soulignons que ce
diagramme de rayonnement ne représente que la diffusion d’un seul photon par
un atome dépolarisé. Cette approche par la théorie des collisions détermine la
réponse du diffuseur atomique dans un milieu optiquement épais a une excitation
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élémentaire, sachant qu’en moyenne le rayonnement est isotrope. Par contre, un
atome isolé, sous I'influence prolongée d’une irradiation laser, atteindra un certain
état stationnaire par des cycles d’absorption — émission spontanée. Cet état peut
différer radicalement de la répartition statistique que nous supposons ici [91, 92],
et son diagramme de rayonnement stationnaire sera également différent.

Libre parcours moyen de transport
Le libre parcours moyen de transport [27],

14

14 r T
' 1 — (cosb),

(1.162)

mesure la distance moyenne au bout de laquelle la direction initiale de la propa-
gation de la lumiere est perdue suite a la diffusion avec un libre parcours moyen
élastique £. En effet, la valeur moyenne de I'angle de diffusion sur la section effi-
cace

d
(cosb), = /—0(6) cos 0 df (1.163)
dQ2
mesure le déséquilibre entre la diffusion vers I'avant (cosf = 1) et vers 'arriere
(cos@ = —1). Cette valeur moyenne est nulle pour des diffuseurs ponctuels, et les

deux échelles de longueur ¢ et ¢, coincident [39]. Dans notre cas d’une transition
atomique dipolaire avec répartition statistique, la section efficace différentielle
(1.160) montre également que le diagramme de rayonnement est équilibré entre
I’avant et ’arriere, et les deux libres parcours moyens seront identifiés par la suite,

(o =1L (1.164)

1.4 Fond de diffusion simple du signal CBS

Nous avons étudié la propagation lumineuse dans un milieu désordonné de
taille beaucoup plus grande que toute autre échelle (longueur d’onde A, libre par-
cours moyen /, distance moyenne n~/? entre diffuseurs). Expérimentalement, on
mesure 'intensité lumineuse diffusée par un milieu désordonné de taille finie. Par
la suite, nous allons décrire 'intensité diffusée par un milieu semi-infini (Fig. 1.6).
On caractérisera I'intensité émise par le coefficient bistatique [31, 32]

47 /de™
dQ

Y(pi, p) = lim

N L (ke — K'e )> (1.165)

cbs

Cette quantité sans dimension dépend des deux angles de direction incidente et
diffusée, u; = cosb; et u = cosf. Le coefficient bistatique est proportionnel a
I'intensité rétrodiffusée mesurable et généralise ainsi la notion de section efficace
différentielle & un milieu composé d'un grand nombre N de diffuseurs. A est la
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ke e—z/Z
)/ e—z/p,l
K¢
I z

Fic. 1.6 — Diffusion de la lumiére par un milieu semi-infini. La contribution de la
diffusion simple dans la direction 6 est montrée avec l’atténuation des ondes entrante
et sortante. On suppose un faible angle de diffusion 0 < 1 et un milieu trés dilué,
nA? < 1.

surface transverse du milieu qui tend vers le plan z = 0 dans la limite ther-
modynamique N, A — oo prise & densité n = N/L? constante. Nous supposons
I'incidence normale p; = 1.

Dans le cas d’un milieu semi-infini, le domaine d’intégration spatiale doit étre
restreint a I’espace semi-infini z > 0. De plus, les amplitudes lumineuses entrantes
et sortantes s’atténuent par e~/ sur un chemin de longueur = (Fig. 1.6). Pour
tenir compte de cette atténuation du flux et de la géométrie semi-infinie, on définit
la moyenne spatiale de configuration CBS du coefficient bistatique de diffusion
simple :

s = ng d®r e#/ j—g e~*/me (1.166)

2>0

Comme la section efficace moyenne de diffusion simple (1.156) ne dépend pas
de la position, 'intégrale est élémentaire a évaluer :

3 =/ 2 / 2
= ———— (W1|€ - | +wa|€" - €] + w3). 1.167
En négligeant la variation angulaire géométrique proche de la normale (loi de
Lambert [60]), u = 1, le coefficient bistatique de diffusion simple vers l'arriere
pour une transition dipolaire quelconque est

3
W= (w1]& - e* + wole’ - €* + ws). (1.168)
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Avec le vertex (1.148), il s’écrit

®
m)

Vs = (1.169)

e~ w
)

=
(<

Ceci est la généralisation du résultat pour diffuseurs ponctuels classiques [32, 83]

8_/

(cl)

Vg = (1.170)

38
45_ El

Lors de la diffusion vers I'arriere, les contractions entre vecteurs de polarisation
dans les quatre canaux habituels sont

hih | hLh|L]|l] 1L
& -el*] 0 1 1 0 (1.171)
e -el? | 1 0 1 0

En explicitant les poids w; donnés par (1.146), on peut alors représenter 'in-
tensité de diffusion simple rétroréfléchie en fonction de J pour les trois types
de transition et les quatre canaux de polarisation (Fig. 1.7). Pour des diffuseurs
ponctuels dipolaires (J = 0, J. = 1), le coefficient bistatique prend sa valeur
maximale 7g = 3/4 dans les canaux h L h et [||[; les canaux h| h et [ L1 sont
alors interdits, v¢ = 0. Lorsque J > 0, des transitions Raman dégénérées de-
viennent possibles et ouvrent les canaux classiquement fermés (cf. Fig. 1.3). Le
premier signal est obtenu dans [ L1 pour J = 1/2 et dans h| h pour J = 1,
correspondant au transfert d’une ou deux unités de moment angulaire respective-
ment. Des transitions de type J, = J existent a partir de J = 1/2; des transitions
de type J. = J — 1 existent a partir de J = 1. Dans le cas de la transition « A »
(J =1, J, = 0), les contributions sont identiques dans tous les canaux, ys = 1/4.
Ceci reflete 1'égalité des coefficients de Clebsch-Gordan associés aux transitions
diagonales |J, = 0,m, =0) < |J =1,m = £1).

Deux conclusions principales sont a tirer de la Fig. 1.7 :

1. La diffusion de la lumiére sur un atome avec un état fondamental dégénéré
(J > 0) donne une intensité dans tous les canaux de polarisation (avec la
seule exception du canal h || h pour J = J, = 1/2). Cette contribution de
fond au signal de la rétrodiffusion cohérente ne peut donc étre éliminée par
analyse de polarisation et réduit la hauteur observable du pic (¢f. Fig. 3).

2. Pour une transition (J, J.) donnée, 'intensité demeure plus faible dans les
canaux classiquement interdits (h || h et [ L) que dans les canaux classi-
quement ouverts (h L h et [||1). La contribution de fond est alors toujours
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Fi1a. 1.7 — Intensité moyenne de diffusion simple vers l’arriére en termes du coefficient
bistatique, égs. (1.168) et (1.169), en fonction du moment angulaire J. Pour J > 1, un
stgnal de diffusion simple est mesuré dans tous les canaux de polarisation.

minimisée dans les conditions qui se rapprochent le plus du cas classique :
une transition J, = J + 1 et le canal h || h.

A ce point, on est tenté de conclure que le canal h || h et les transitions
Jo = J + 1, minimisant le signal de la diffusion simple, garantissent également
le meilleur signal de rétrodiffusion cohérente. Mais les résultats expérimentaux
prouvent justement le contraire (cf. Fig. 6 en p. 34). Il faut alors aller plus loin
et étudier les propriétés d’interférence associées a la structure interne atomique
et montrer que d’autres transitions ou d’autres canaux peuvent offrir un meilleur
contraste. Ce programme est réalisé dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Diffusion double

La diffusion multiple commence avec la diffusion double : c’est un modele
suffisamment riche pour décrire 'essentiel de la rétrodiffusion cohérente (CBS) et
pourtant suffisamment simple pour admettre une solution analytique complete.
Dans la section 2.1, nous étudions les amplitudes de diffusion de la lumiere par
deux atomes. Cette description, qui évite le formalisme abstrait de la diffusion
multiple, permet de discuter de facon qualitative I'influence de la structure interne
atomique sur la rétrodiffusion cohérente. On montre que les parties non-scalaires
du tenseur de diffusion (1.47) réduisent le contraste d’interférence. Dans la section
2.2, nous généralisons le formalisme de la diffusion multiple [81] au cas atomique.
Des nouveaux diagrammes échelles et croisés permettent de calculer analytique-
ment 'intensité moyenne a l'intérieur du milieu désordonné. Pour pouvoir décrire
le signal d'une expérience de rétrodiffusion cohérente, nous passons dans la sec-
tion 2.3 a un milieu semi-infini. En nous limitant a 'ordre double de diffusion,
nous obtenons les expressions entierement analytiques du pic de rétrodiffusion
cohérente pour toute transition atomique J, J.

2.1 Amplitudes de diffusion double

Dans la configuration de diffusion double, deux atomes a € {1,2} a des po-
sitions fixes r, diffusent un photon incident (ke) en un photon sortant (k'e’).
Nous étudions alors la transition

o) = [Jmy, Jmy; ke) — [bh) = |Jm], Jmly; K'e), (2.1)

'analogue de la diffusion simple (1.27). L’amplitude de transition pour [15) # |12)
est ’élément de la matrice S

(¥S[3h2) = =i 2m0(w' — w) (U] T'(wy)[¢h2). (2.2)

L’opérateur de transition T'(wy) = T'(w + 10) est construit par la série de Born
(1.23) pour le potentiel d’interaction dipolaire (1.59) des deux atomes, V =V +

5
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Vy. A Dinstar de (1.66), on resomme toutes les apparitions répétées d’'un méme
potentiel V,, dans l'opérateur de transition T,(z) = V, + Go(2)VaGo(2) +.... On
arrive alors a 1'équivalent de (1.68),

T - T1 + T2 + T1GOT2 + T2GOT1 + T1GOT2GOT1 + T2GOT1GOT2 + ... (23)
N / 7 A\ -~ 7

TV
simple double récurrent

L’élément de matrice (2.2) pris sur les deux premiers termes de (2.3) décrit la dif-
fuston simple par un atome ou ’autre atome reste spectateur. Cette contribution
a été calculée dans le chapitre 1. Maintenant, nous allons analyser la diffusion
double ou le photon est diffusé d’abord par un atome, puis par 'autre et ensuite
quitte les deux diffuseurs. Les deux atomes étant les seuls diffuseurs présents, le
propagateur entre eux est simplement le propagateur nu Go(w). L’échange de plu-
sieurs photons intermédiaires par les deux atomes est appelé diffusion récurrente
27]. Dans le régime de faible densité nA* < 1, les diffuseurs ont une distance
r > X et n’apercoivent que le rayonnement du champ lointain. La diffusion ré-
currente est alors négligeable [20] et sera ignorée par la suite.

2.1.1 Amplitudes des séquences directe et renversée

Convenons d’appeler séquence directe la diffusion d’abord par ’atome 1, puis
par atome 2. L’élément de matrice pour la transition (2.1) en séquence directe
est alors

Taie = (Jmiy, Jm'y; K'e'| T (wy ) Go(wy )Ty (wy )| Jma, Jmy; ke). (2.4)

Dans 'approximation de résonance § < w, le diagramme de Feynman dominant
de cette amplitude de transition est

ke Jmy
Tdir = Jm1 Jm’2 (25)
Jmeg k/,é?/

Il s’obtient comme la concaténation de deux diagrammes résonnants de diffusion

simple (1.51). L’élément de matrice Ty, pour la séquence renversée, le troisieme

terme dans (2.3), est obtenu par ’échange des opérateurs T et T, dans (2.4).
L’élément de matrice (2.4) est évalué en insérant I'identité entre les opérateurs

de transition, i.e., en sommant sur les variables internes libres, ici (k;&;) du photon

intermédiaire :

ei[k~r1—k’-r2—ki~r12]

Taiw = Z (€' - ta(ma, my; w,wi) - &) (& - t1(mq, m;wi,w) - €).

Kiei Lk

W — k’i + 20
(2.6)
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Ici, on utilise la forme (1.51) pour les éléments de matrice des opérateurs de
transition Ty, avec une extension off-shell de t(w), éq. (1.45), définie par

gwgwi
5 +il/2

t(w, w;) (2.7)

en fonction du facteur de couplage g, = dy/w/2¢yL3. Cette extension est né-
cessaire ici parce que la somme sur les photons virtuels intermédiaires s’étend
formellement sur toutes les énergies w;. Le résultat de la sommation dans 1’élé-
ment de matrice (2.6) peut s’écrire sous la forme

Toir = — € - ta(mo, my;w) - g;(T;w) - t1(my, mi;w) - €. (2.8)

1
a2
w
Le tenseur g;(r;w) est l'interaction dipolaire transverse qui lie les deux atomes
par la diffusion d’un photon résonnant intermédiaire .

Calcul de l’interaction dipolaire transverse

Dans (2.6), la somme sur les polarisations intermédiaires &; L k; définit le
projecteur transverse Pj selon la regle [28]

Zgjgl =04 — ];}jl%l = (P]},)jl- (2.9)

elk

La somme sur k; peut étre transformée en intégrale grace a (1.4), et définit le

tenseur d’interaction
2P“ —ikr d2 d3k kP —ikr
= LR E [k e
k+i0  2e (2m)3w —k+10

évaluée en r = r15 = r; — ry. L'intégration angulaire sur le projecteur transverse
est élémentaire,

42k : 0? &k
Z (P —tkr _ S5 k72 / —ik-r
/ 4 (Pre ( i 87“j87’l> ar €

- (Aﬁ)j,Siz fr +O((kr) %) (2.11)

ou on note le projecteur transverse dans 1’espace direct

Il suffit de retenir le terme en 1/kr du champ lointain parce que dans le régime
de localisation faible k¢ > 1, les diffuseurs successifs sont séparés en moyenne de
r~f> kL
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Ensuite, on constate que l'intégrale radiale de (2.10),

© k2sinkr
——dk 2.1
/0 w—Fk+1i0 "’ (2.13)

n’est pas définie car elle ne converge pas a 'infini. Cette divergence ultraviolette
traduit le fait que 'interaction entre deux atomes plus proches que la longueur
d’onde optique n’est pas limitée a 1’échange d’un seul photon résonnant [93].
D’une part, il faut sommer sur un nombre infini de photons résonnants échan-
gés (ce sont les termes de la diffusion récurrente dans (2.3)) [94]. D’autre part,
I'approximation résonnante (I’approximation du champ tournant, RWA pour ro-
tating wave approximation), ne décrit pas completement I'interaction dipolaire
a courte distance. On peut montrer [95] que la partie divergente de (2.13) est
la distribution “delta transverse” [28]. Cette interaction de contact assure le bon
comportement de l'interaction dipolaire a courte distance ; notamment, elle per-
met d’obtenir la formule de Lorentz-Lorenz [60, 96]. Par contre, cette contribution
est négligeable dans le régime de faible densité parce que les atomes se trouvent
dans leur champs lointains respectifs. Ici, il suffit alors de retenir la partie régula-
risée de (2.13) qui est alors évaluée par la méthode des résidus. On obtient ainsi
I"interaction dipolaire transverse du champ lointain,

3 etkr
4kr

gi(r;w) = — A, (2.14)

Eléments de matrice internes

L’élément de matrice (2.8) de la séquence directe s’écrit alors

30 ek
Lair = _@ek?”lz €Z(k.m_k ™ Lair (2'15)

avec un élément de matrice sur les degrés de liberté internes (A = Az ,) :
taw = € - to(ma, my;w) - A -ty (my, m;w) - €. (2.16)

Pour la séquence renversée, on obtient les éléments de matrice en échangeant le
role des atomes 1 et 2 :

3I' 6“”12 : /
_ 2 i(kro—k' -7r1) t 217
rev 4g3 k?"‘12 & rev ( )
avec
troy = € -ty (my, mi;w) - A - ta(ma, mh;w) - €. (2.18)

Les amplitudes (2.15) et (2.17) décrivent deux réalisations indiscernables du
méme processus de diffusion double (2.1) et interferent : I’élément de matrice de
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I'opérateur de transition (2.3) pour le processus de diffusion (2.1) est la somme
cohérente Ty;, + Trev. L'intensité associée a ce processus est alors

|T'di1r|2 + |T71rev|2 + 2Re Tredeir- (219)

Le contraste d’interférence a deux ondes (4) est maximal si les amplitudes sont
égales. Dans la direction vers l'arriere (k' = —k), il n’y a pas de différence de
phase entre les éléments de matrice (2.15) et (2.17), et il faut alors comparer les
amplitudes internes (2.16) et (2.18).

Diffuseurs dipolaires

Il est utile a ce point de faire un rappel sur le role de la polarisation dans
le cas des diffuseurs dipolaires ponctuels (diffuseurs Rayleigh) [39, 40, 97]. La
polarisation € d'une onde vectorielle diffusée par un dipole dans la direction 7
est projetée en

er=(Mxe)xn=»A7A; € (2.20)

Apres la diffusion successive par N dipoles, 'amplitude de diffusion vers une
polarisation d’analyse €’ est la projection

g A - Apy, - Agy, - €. (2.21)

PN N-1" P32

Pour la séquence renversée, il faut inverser ’ordre des diffuseurs :

& Appy - Apyy - A €. (2.22)

PN_1,N

Dans le cas de la diffusion double (N = 2), ces deux amplitudes sont égales parce
que la méme projection Az, = Az, intervient dans les deux séquences. Par
conséquent, le contraste d’interférence vers I’arriere est maximal, ko = 1, pour la
diffusion double dipolaire quel que soit le canal de polarisation.

A partir de la diffusion triple, les projections successives sur des plans diffé-
rents ne commutent pas, et les amplitudes sont inégales dans les canaux perpen-
diculaires. Seulement, le projecteur transverse (2.9) est symétrique,

("As)iy = (Ar)ji = (As)ij- (2.23)

On peut alors relier les amplitudes directe et renversée :

g (A'f‘lz ’ A’f‘23 T Af'N—l,N) "E€E=¢€- t(A’f‘lz ’ A'f‘zs T A';'Nfl,N) -&
=€- (Af’N,N—1 T A7"‘32 ' Af‘m) €. (2'24)

Dans les canaux paralleles h||h et [||l ou & = e, ¢f. (1.171), les amplitudes
(2.21) et (2.22) sont donc égales. Par conséquent, les amplitudes CBS pour des
diffuseurs dipolaires sont égales dans les canaux h || h et [|| [ quel que soit 'ordre
de la diffusion, et le contraste d’interférence est maximal.
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Atome 1 Atome 2

}
O Tair # 0 @ ' Tiev =0

F1G. 2.1 — Déséquilibre des amplitudes directe et renversée : diffusion double vers l’ar-
riére dans le canal h || h par des transitions Rayleigh sur J = Jo = 1/2. Fléches solides :
dans la séquence directe, l’atome 1 peut diffuser le photon incident vers l’atome 2 qui
le diffuse vers Uarriére avec hélicité positive. Fléches en tirets : la séquence renversée
est impossible parce que l’atome 2 ne peut absorber le photon incident.

Amplitudes déséquilibrées des diffuseurs atomiques

Les amplitudes atomiques (2.16) et (2.18) montrent que la polarisation in-
cidente € est transformée par le produit ¢, - A - t3. Le tenseur de diffusion
t, = to(mg,ml;w) n'est pas un scalaire, mais une matrice. Ces matrices ne
commutent pas,

to Aty £t - Aty (2.25)

et les amplitudes internes sont en général déséquilibrées. Une exception évidente
a cette regle est le cas my = mg, m{ = m), ou la symétrie d’échange t; = t,
vient au secours de l'égalité. Mais parmi toutes les différentes transitions pos-
sibles entre les nombres quantiques internes, la plupart des amplitudes seront
déséquilibrées. De plus, dans les canaux paralleles, I'argument de symétrie (2.24)
n’est plus applicable parce que le tenseur de diffusion atomique possede une partie
antisymétrique ‘¢ = —t(_ et donc 't # t

E_fltgAtlé‘#EtlAtzé_f/ (226)

Cette partie antisymétrique signifie physiquement qu'un atome diffuse la lumiere
avec une efficacité qui dépend de la polarisation de la lumiere et qui est contenue
dans les coefficients de Clebsch-Gordan correspondants. Sauf pour la transition
J =0, Jo = 1 ou tous les trois coefficients de Clebsch-Gordan sont égaux, ces
coefficients varient avec la polarisation incidente et diffusée. Par conséquent, ’am-
plitude de la séquence directe peut étre différente de 'amplitude de la séquence
renversée :

Trev 7é Tdir' (227)
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Un exemple extréme du déséquilibre d’amplitudes est montré dans la Fig. 2.1 :
I’amplitude du chemin renversé est nulle, T}., = 0, tandis que 'amplitude directe
ne lest pas, Ty # 0. D’apres (2.19), |Tyi:|* contribue & l'intensité, mais le terme
d’interférence 2Re TheyThie st nul. Le contraste global d’interférence est maxi-
mal si et seulement si, pour chaque paire de séquences directe et renversée, les
amplitudes sont égales. Mais dans la somme sur toutes les séquences possibles,
les amplitudes égales ne peuvent regagner en contraste ce que les amplitudes
différentes ont perdu : le résultat sera toujours une baisse de contraste,

Io < Iy, (228)
et un facteur d’amplification réduit,

a < 2. (2.29)

2.1.2 Réciprocité et structure interne

Une question inévitable se pose a ce point : le déséquilibre d’amplitudes 1., #
T4ir viole-t-il le théoreme de réciprocité [65]7 La réponse est non : le systeme
complet atomes et champ obéit toujours a une relation de réciprocité, mais celle-
ci n’implique pas Tiey = Ty La relation de réciprocité classique (9) traduit
I'invariance de la dynamique fondamentale sous le renversement temporel. Dans
le cas d’atomes avec structure interne, les nombres quantiques magnétiques {m}
deviennent des variables dynamiques. La réciprocité doit prendre en compte ces
variables et s’énonce [65]

T(ke; {m} — K'e’; {m'}) = (=)=t ") T (K& {-m'} — —k&; {—m}).
(2.30)
Cette relation montre qu’a partir d'un processus de diffusion, le processus réci-
proque est obtenu en inversant les états de la lumiere comme dans la situation
classique (Fig. 4 en p. 28), mais qu’en plus il faut renverser la projection du
moment angulaire de chaque atome, comme représenté dans la Fig. 2.2. Ceci tra-
duit le fait que le moment angulaire J change de signe sous le renversement du
temps. Les deux éléments de matrice Ty, et Trey, (2.15) et (2.17), décrivent la
méme transition Ty rev (M1, m2; ke — mf, mh; k'e"). La séquence renversée cor-
respond au processus réciproque de (2.30) si et seulement si trois conditions sont
satisfaites :
k' =—k, e =¢, {m'} = {—m}. (2.31)

Tandis que la direction d’observation k' et la polarisation d’analyse &’ sont contro-
lables expérimentalement, les nombres quantiques ne le sont pas, {m’'} # {—m},
dans le nuage d’atomes optiquement épais que nous considérons ici. Comme dans
le cas de la diffusion en dehors de la direction vers arriere, k' # —k, ou vers
un canal de polarisation autre que parallele, €’ # £, la relation de réciprocité
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F1G. 2.2 — Reciprocité avec degrés de libertés internes spinoriels, éq. (2.30).

(2.30) reste valable en soi, mais cesse d’étre utile pour prédire I’égalité des am-
plitudes CBS. Par conséquent, méme s’il y a quelques amplitudes dans la somme
sur toutes les transitions possibles qui satisfont a (2.31), la plupart d’entre elles
ne le font pas. Par conséquent, le contraste d’interférence est réduit. De facon
humoristique, on peut évoquer le principe du jongleur trop ambitieux (Fig. 2.3) :
en voulant jongler avec trop de balles, il perd le controle de son jeu.

La relation de réciprocité classique (9) est démontrée en utilisant les équa-
tions de Maxwell dans un milieu diélectrique pourvu que ses tenseurs constitu-
tifs (constante diélectrique, perméabilité et conductivité) soient symétriques [64].
Dans le cas présent, le tenseur de diffusion atomique a une partie antisymétrique.
Les atomes avec des transitions dégénérées constituent donc un milieu qui n’obéit
pas a la réciprocité classique, et une réduction d’interférence n’est pas surprenante
apres tout.

2.1.3 Analogies et différences avec I’effet Faraday

Dans le contexte de la localisation faible des ondes de matiere, la réduction
des effets d’interférence par I'application d’'un champ magnétique extérieur est
bien connue [9]. Dans le contexte de la propagation de la lumiere, on est alors na-
turellement amené a considérer ’effet Faraday, i.e., la rotation d’une polarisation
linéaire dans un milieu en présence d’un champ magnétique [98]. La suppression
de la rétrodiffusion cohérente dans un milieu avec effet Faraday a été suggérée et
étudiée en détail dans la littérature [40, 46, 47, 99, 100]. 11 est alors instructif de
souligner les similitudes et différences entre le cas du milieu Faraday et le cas de
la structure interne quantique.

Le tenseur diélectrique d’un milieu avec effet Faraday acquiert une partie an-
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Fic. 2.3 — Rétrodiffusion cohérente avec degrés de libertés quantiques internes : la
réciprocité n’est plus suffisante pour assurer un contraste d’interférence maximal.

tisymétrique (et imaginaire pure) avec le champ magnétique [98]. On dit que
le champ magnétique appliqué par Uextérieur (et qu'il faudrait inverser sous le
retournement temporel) brise la réciprocité relative au milieu seul [66]. La réci-
procité ne peut plus servir pour montrer I’égalité des amplitudes qui interferent.
Ceci est tres proche du cas d’atomes avec structure interne ou le tenseur de dif-
fusion a une partie antisymétrique (réelle), et les moments magnétiques locaux
{m} sont renversés pour le processus réciproque. Il parait alors trés naturel que
le contraste d’interférence décroit lorsque le moment angulaire ou le champ ma-
gnétique augmentent. Dans ce sens, la structure interne semble induire un « effet
Faraday en champ nul ».

Malgré ces caractéristiques communes, il y a des différences significatives.
Premierement, en milieu Faraday, les amplitudes CBS des séquences directe et
renversée acquierent une différence de phase a cause de la partie antisymétrique
immaginaire pure du tenseur diélectrique. Cette différence de phase dépend du
chemin de diffusion, et la moyenne de configuration brouille I'interférence. Ainsi,
leffet Faraday réduit le contraste d’interférence CBS dans le canal h || h d’hélicité
conservée. Dans le cas des atomes, par contre, les amplitudes (2.15) et (2.17) ont
la méme phase vers larriére, mais les amplitudes internes (2.16) et (2.18) sont
différentes en module, a cause de la partie antisymétrique réelle du tenseur de
diffusion.

Deuxiemement, l'effet Faraday n’affecte pas le canal h L h [40], contrairement
a la structure interne atomique (cf. Fig. 2.7) qui donne une partie symétrique a
trace nulle au tenseur de diffusion et fait décroitre le facteur d’amplification dans
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les canaux perpendiculaires (cf. Fig. 2.7 sur p. 103 dans la limite J = J, — oo
ou la partie antisymétrique du tenseur s’annule).

Troisiemement, et principalement, le tenseur diélectrique du milieu Faraday
est une quantité caractérisant le milieu effectif (cf. Sec. 1.2.4); Veffet Faraday
est une propriété de I'amplitude moyenne. Dans le cas de la structure interne,
par contre, la moyenne interne uniforme (1.78) annule les parties non-scalaires
du tenseur de diffusion. La self-énergie (1.80) est purement scalaire, ainsi que la
constante diélectrique (1.104). Les atomes ne montrent aucun effet Faraday en
champ magnétique nul. La réduction d’interférence par la structure interne est
un effet plus subtil qui n’apparait que pour l'intensité moyenne.

2.1.4 Role des transitions Raman dégénérées

Dans le cas du diffuseur dipolaire ponctuel (J = 0, J. = 1), le tenseur de
diffusion atomique n’a qu'une composante scalaire (1.50). L’analyse des ampli-
tudes de transition (Sec. 2.1.1) ou encore le principe de réciprocité (Sec. 2.1.2)
montrent que les amplitudes internes dans ce cas sont équilibrées, et assurent un
contraste d’interférence maximal. D’autre part, la dégénérescence de la transition
atomique permet des transitions Raman dégénérées entre différents états m’ # m
du méme niveau fondamental. Les transitions Raman dégénérées sont-elles donc
seules responsables de la réduction du contraste d’interférence ?

En effet, on pourrait étre tenté d’avancer que la lumiere issue des transi-
tions Raman dégénérées a perdu la cohérence de phase lors de I’émission sponta-
née. Dans le cadre de notre description, cette interprétation n’est pas pertinente.
Certes, la lumiere issue d’une transition Raman dégénérée ne peut interférer avec
la lumiere de référence, simplement parce que les états finals atomiques sont or-
thogonaux. En d’autres termes, les deux processus

ke, m) — |K'e’,m') et |ke,m)— |k'e’,m) (2.32)

sont discernables pour m’ # m et leurs amplitudes n’interferent pas. Ceci est
un argument de type “quel-chemin” (which-path) [101, 102, 103]. Par contre, un
photon diffusé de fagon élastique dans une séquence directe interfere tres bien
avec le méme photon diffusé dans la séquence renversée — du moment que ces
séquences décrivent bien la méme transition {m} — {m'}, peu importe qu’il
s’agisse des transitions Rayleigh ou Raman dégénérées.

Le poids relatif des transitions Rayleigh et Raman dégénérées dépend du canal
de polarisation. Regardons d’abord le canal A 1 h. Dans ce canal, le premier et le
dernier diffuseur des séquences directe et renversée font obligatoirement des tran-
sitions Rayleigh m’ = m (parce qu'ils doivent satisfaire a la fois m’ > m dans I'une
et m’ < m dans 'autre séquence). A cause de cette regle de sélection, la contri-
bution d’interférence I de la diffusion double ne contient que des transitions
Rayleigh. L’intensité I; contient la méme contribution Rayleigh (les amplitudes
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Atome 1 Atome 2
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F1G. 2.4 — Egalité des amplitudes directe et renversée : diffusion double vers Uarriére
dans le canal h || h par des transitions Raman dégénérées sur J = Jo = 1/2. La symétrie
d’échange et la relation de réciprocité, éq. (2.30), impliquent que 'amplitude directe
(fleches solides) et l’amplitude renversée (fleches en tirets) sont égales.

directe et renversée sont égales), mais une contribution des transitions Raman en
plus. Ainsi, les transitions Raman paraissent seules responsables pour la baisse
de contraste global. Ceci est consistant avec le fait que les transitions Raman
contribuent a l'intensité de diffusion simple dans les canaux de polarisation h || h
et [ L[ qui sont interdits pour les diffuseurs sphériques classiques (cf. Sec. 1.4).
Dans ce sens, les atomes ressemblent a des diffuseurs non-sphériques classiques, et
on s’attend en effet & un contraste réduit dans les canaux perpendiculaires [19].
Cependant, dans un ordre de diffusion plus élevé, les diffuseurs intermédiaires
peuvent effectuer des transitions Rayleigh et Raman dégénérées sans contrainte,
et il n’est plus possible d’incriminer les transitions Raman seules.

Dans le canal h|| h, par contre, la Fig. 2.1 montre 'exemple d’une tran-
sition Rayleigh double avec des amplitudes totalement déséquilibrées et une
interférence nulle. D’autre part, des transitions Ramans dégénérées telles que
my = my = —m = —mj, # 0 satisfont a la relation de réciprocité (2.31) et ont
un contraste optimal (ce qui est aussi évident a partir de la symétrie d’échange).
Un exemple explicite de cette situation est donné dans la Fig. 2.4. De plus, méme
si les transitions Raman donnent aux atomes quelques caractéristiques de dif-
fuseurs non-dipolaires, ceci n'implique pas en soi un déséquilibre d’amplitudes.
La relation de réciprocité classique s’applique a des diffuseurs diélectriques quel-
conques et assure un contraste d’interférence maximal indépendamment de leur
forme géométrique. En sommant toutes les amplitudes de transition par MA-
THEMATICA, T. Jonckheere [104] a pu distinguer entre les transitions Raman et
Rayleigh. Il montre en effet que les transitions Raman peuvent étre dominantes,
un exemple de cette situation étant le pic CBS en h || h pour la transition J = 3,
Jo =4 [34].
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Indépendamment de l'ordre de diffusion, c’est la partie antisymétrique du
tenseur de diffusion qui réduit le contraste d’interférence dans les canaux paral-
leles (cf. Sec. 2.1.1 et éq. (2.84)). Cette partie antisymétrique est présente pour les
transitions Rayleigh comme pour les transitions Raman dégénérées. La distinction
entre transitions Rayleigh et Raman dégénérées n’est simplement pas pertinente.
Par conséquent, et pour répondre a la question de départ : les transitions Raman
dégénérées ne sont pas seules responsables de la réduction de contraste.

2.2 Intensité lumineuse moyenne

L’approche microscopique du chapitre 1 nous a permis de déterminer le pro-
pagateur moyen (G(w)) de I'amplitude lumineuse dans le régime de faible densité.
Ce propagateur moyen décrit essentiellement I’atténuation exponentielle du mode
initial dans le milieu diffuseur. Dans un milieu de taille L tres supérieure au libre
parcours moyen £, le mode initial est fortement atténué, et presque toute I'inten-
sité est portée par de la lumiere diffusée multiplement. D’autre part, nous avons
calculé le vertex de diffusion simple Z, dans le cas d’une distribution uniforme
sur les états internes. Le vertex de diffusion simple contient toute 'information
sur un événement de diffusion élémentaire. Dans ’approximation de la diffusion
indépendante, la diffusion multiple est vue comme l'alternance d’événements de
diffusion simple et de propagation libre dans le milieu effectif. Cette description
conduit naturellement a sommer les contributions de la diffusion simple, de la
diffusion double, et ainsi de suite. Dans cette section, nous allons déterminer la
contribution de la diffusion double. En suivant le développement perturbatif sys-
tématique de la diffusion multiple [37, 81, 105], nous introduisons des nouveaux
diagrammes de type échelle adaptés au cas de la structure interne, ainsi que des
diagrammes croisés de la localisation faible [9, 35]. Les diagrammes sont faciles a
calculer, grace a l'invariance statistique par translation du milieu infini, dans la
représentation naturelle (ke) des états de la lumiere.

2.2.1 Equation de Bethe-Salpeter

L’évolution de 'amplitude moyenne est déterminée par le propagateur moyen
(G(w)). Par (1.25), la résolvante moyenne (G(z)) est reliée a la moyenne de 1'opé-
rateur de transition :

(G(2)) = 90(2) + 90(2) (T'(2)) go(2). (2.33)

Ici, T'(z) est I'opérateur de transition (1.22), défini pour I'interaction (1.59) de
I’ensemble des N atomes constituant le milieu. Connaitre la résolvante moyenne
(G(z)) est ainsi équivalent a connaitre l'opérateur de transition moyen (T'(z)), a
un habillage par la résolvante libre go(z) pres. Comme c’est coutume en théorie
des champs [75, 79], nous allons nous concentrer par la suite sur les quantités
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essentielles, les vertex « amputés » de leurs propagateurs extérieurs. Avec (2.33),
I’équation de Dyson (1.71) prend la forme

(T'(2)) = () + %(2) go(2) (T(2)) (2.34)

ou encore en représentation diagrammatique :

(T)|=@+e—(T)|. (2.35)

Apres avoir déterminé 'amplitude moyenne, nous devons maintenant décrire
I'intensité moyenne. Techniquement, il est utile de doubler ’espace des états pho-
toniques,

|ke) — |kie1) ® |kaeys), |k/€l> — |kog2) ® |kses). (2.36)

On peut alors onsidérer l'amplitude directe |kie1) — |kags) et Uamplitude conju-
guée |kses) — |ksey4) indépendamment. Les opérateurs d’intensité moyenne
agissent maintenant dans Hey @ Hem. Leurs éléments de matrice sont de la forme

((koga| ® (kses|) (AR B)(|ki1e1) ® |kies)) = A(k1€1, kogs) B(kses, kaey). (2.37)

L’application au processus de diffusion |ke) — |k'e’) est faite en identifiant les
arguments,

‘k1€1>, ’k4€4> — |k€>, |k2€2>, ‘k3€3> — |k/€/> (238)

comme par exemple dans (1.116) en p. 61. Plus généralement, choisir des états
indépendants permet de calculer des fonctions de corrélation et notamment des
réponses dynamiques (que ’on n’étudiera pas par la suite).

Toute la richesse de la rétrodiffusion cohérente provient du fait que la moyenne
de l'intensité n’est pas égale au produit des amplitudes moyennes. Les effets
intéressants dépendent donc de la moyenne conneze

(T(21)' @ T(22)), = (T(21)! @ T(22)) — (T(21)") ® (T(22)) (2.39)

ou l'on a retiré de l'intensité totale le carré de 'amplitude moyenne. D’apres
(2.33) et (1.82), ce terme décrit la diffusion vers 'avant et n’intervient pas dans
la diffusion vers 'arriere. Par définition, dans la moyenne connexe ne figurent que
des termes avec au moins une connexion entre ’amplitude directe et 'amplitude
conjuguée.

Par analogie avec la self-énergie ¥(z) dans (2.34), nous introduisons le vertex
irréductible U(zy, z2) :

(T(21)' © T(z2)), = Ulz1, 22) +U(z1,2) [(G(=1)T) @ (G(=2))] (T(=1) ® T<~(z;>26)-
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L’analogie est plus frappante avec (2.35) en représentation diagrammatique :

(T*eT)_ |=|U|+|U (T'eT), (2.41)

Ceci est [’équation de Bethe-Salpeter, introduite en électrodynamique quantique
[106], et utilisée sous le méme nom en théorie des champs et des problemes a N
corps [79, 81]. Elle décrit ici la propagation de I'intensité diffusée moyenne dans le
milieu désordonné. La présence des propagateurs moyens (G(w)) de 'amplitude
(trait épais du haut) et de 'amplitude conjuguée (trait épais du bas) dans les dia-
grammes d’intensité traduit I'auto-consistence de cette approche [105]. En effet,
la self-énergie ¥(z) et le vertex irréductible U(z1, 22) sont liés par une équation
exacte, l'identité de Ward, qui exprime la conservation du flux [75, 105] :

ImY(w)= Y  Ulke Ke;w) Im (G(K;w)) . (2.42)
K e LK

Ici, les arguments fréquentiels du vertex irréductible sont choisis identiques, z; =
zo = w pour I'étude des effets stationnaires.
Par itération de (2.41), la moyenne connexe est donnée par la série

(TR T), :+ U Ul+... (2.43)

Méme un calcul perturbatif du vertex irréductible engendre une solution (2.43)
pour l'intensité multiplement diffusée qui contient tous les ordres de diffusion (cf.
aussi le cas de 'amplitude moyenne, éq. (1.73)).

2.2.2 Approximation de Boltzmann

Puisqu’il décrit la moyenne connexe, le vertex irréductible U(zy, z9) contient
des corrélations verticales entre les amplitudes directe et conjuguée. Par défini-
tion, U(z1, z2) contient en plus toutes les corrélations irréductibles horizontales
dues a la présence multiple d'un méme diffuseur dans les amplitudes [105],

D O —— ®
R ® e

Identifier tous les diagrammes qui contribuent au vertex irréductible est un dif-
ficile probleme combinatoire. L’approche diagrammatique n’est réellement avan-
tageuse que si I'on peut se limiter au calcul d’un nombre limité de diagrammes.
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Pour étre consistantes avec identité de Ward, les approximations sur ¥(z) et
U(z1, z9) doivent correspondre au méme ordre en perturbation. L’approximation
de diffusion indépendante (1.76) consiste ici a ne retenir que le premier terme de
(2.44) :

®
v = (2.45)
®

Dans cette approximation, dite « de Boltzmann » [27] ou first order smoothing
approzimation [81], la série (2.43) prend la forme d’échelle (ladder)

D O e )
:+ + T (2.46)
o S

Cette structure en échelle montre que les amplitudes directe et conjuguée visitent
les mémes diffuseurs dans le méme ordre. Ainsi, c¢’est I'intensité du champ qui est
propagée, et toute information sur la phase a disparu (comme on pourra le vérifier
dans (2.66)). Une équation de propagation d’intensité de type échelle meéne a une
théorie de transport a la Boltzmann, ou une théorie de transport radiative [4].
Dans la limite des distances grandes devant le libre parcours moyen élastique ¢,
I'intensité se propage alors dans un mouvement diffusif, pourvu que I’absorption
ne soit pas dominante a cette échelle (cf. Sec. 3.1.5). C’est cette description qui a
été développée au début du siecle pour décrire la propagation de la lumiere dans
les poussieres interstellaires ou a I'intérieur d’une étoile comme le soleil [3, 4]. Les
méme concepts ont été employés avec succes en physique de la matiere condensée
pour décrire le mouvement des électrons dans des métaux faiblement désordonnés.
La théorie de Drude [2] ou encore la loi d’'Ohm de la conductivité électrique sont
des résultats qui s’expliquent dans le cadre des théories de transport de l'intensité

[107].

2.2.3 Vertex irréductible d’intensité

Le vertex irréductible (2.45) est simplement le barreau élémentaire des dia-
grammes (2.46) en échelle,

U(l)(Z'l, 22) =N <Ta(2’1)T X Ta<22)> . (247)
Ses éléments de matrice dans Hepy & Hen, sont

ls@2
U(l)({kéf},W) = N<Ta(k4€4,k3€3;w+)TTa(k1€1,k2€2;W+)> = . (248)
4+®<3
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Ici, les fleches indiquent le sens des modes entrants (1 et 3) et des modes sortants
(2 et 4). On rappelle I’élément de matrice (1.51) de T, entre des états a un photon

Ta<k1€1, k)2€2; er) = (6_72 . ta(CU) . El) ei(kl_ka)'ro‘. (249)

Ceci est un opérateur sur les états atomiques, et évaluer (2.48) nécessite de calcu-
ler la moyenne de son carré. La moyenne uniforme sur la position r, dans I’espace
infini donne la conservation d’impulsion totale :

<€i(k1*k2+k37k4)"r0‘> — 5k1+k:3,k2+k4' (250)

ext

La moyenne interne (1.53) s’exprime naturellement en fonction du vertex de dif-
fusion simple (1.121) :

(€1 ta(w) - €3) (&2 - ta(W) - €1))1y = Mylt(W)I* Z(e1, &2, €5, E4) (2.51)

ouon rappelle M; = (2J.41)/3(2J+1), et ou t(w) est donné par (1.45). L’élément
de matrice du vertex irréductible est alors explicitement

W)

€1 2
U ({ke};w) = u(w) Oy +Keg oo K (2.52)

€4 €3

ou le préfacteur dimensionné est, en utilisant (1.45), (1.107) ainsi que (1.109),

3T

u(w) = YT (2.53)
L’expression du vertex irréductible pour des vecteurs d’onde et des polarisations
quelconques peut sembler laborieuse, mais elle s’avere utile lorsque 'on décrit la
diffusion multiple en chainant des diagrammes élémentaires.

Le vertex (2.52) décrit un événement de diffusion simple. La section efficace
différentielle (1.156) du processus de diffusion (ke) — (k'e’) est obtenue a I'aide
de (1.116) et par l'identification (2.36),

m

5
U (ke, k'e';w) = u(w) : (2.54)

2

U]

A Taide de (1.76), (1.87), (1.109) et (1.144), on vérifie que lidentité de Ward
(2.42) se réduit, dans cette approximation élémentaire, au théoréeme optique
(1.106), exactement comme dans le cas des diffuseurs dipolaires [27].
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2.2.4 Diagramme échelle double

Au lieu de résoudre 1'équation de Bethe-Salpeter (2.40) proprement dit (ceci
équivaut a sommer la série de diffusion multiple et fait objet du chapitre 3), nous
allons calculer ici la contribution de la diffusion double. Cette contribution nous
permettra de discuter les propriétés interférentielles de la rétrodiffusion cohérente
sur des atomes et expliquer les résultats expérimentaux qui ont motivé ce travail
de these.

Connaissant le vertex (2.52) et le propagateur intermédiaire (1.82), le dia-
gramme d’échelle de diffusion double est

()
Ly|= =UW (G e (G)]UW. (2.55)
()

Ses éléments de matrice entre quatre états |{ke}) sont obtenus en sommant sur
les modes libres internes u = (k,,€,) de 'amplitude directe et d = (kq,&q) de
I’amplitude conjuguée :

u

Lz({k,s})=24 - - (2.56)

Evaluation du propagateur intermédiaire

Les deux vertex UW sont évalués par substitution des modes (1,u,d,4)
et (u,2,3,d) dans (2.52). Puisque chaque vertex conserve l'impulsion totale
(cf. (2.50)), le diagramme d’échelle conserve I'impulsion totale :

§ Ok ke Rou-+hea Ok kg oo +heg = Ok +kes koK § Ok ku—ay (2.57)
kmk’d kmkd

ot q; = k; — k4. En utilisant la représentation (2.52) des vertex U, le dia-
gramme (2.56) est donc

, €1 (G(ky;w)) &,
Ly(kig:) = (W) Oy sy ko ihs Y _ Okgku—qy - (2-58)
kaka €4 (G(ka;w)) €3

Ici, nous avons utilisé la regle (2.9) de sommation sur les polarisations transverses
dans (1.83) pour faire apparaitre le propagateur moyen transverse

P;,

(G(k;w)) = FEyyoTA

(2.59)
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La somme sur les moments internes dans (2.58) peut s’écrire comme une intégrale
spatiale en utilisant la relation de Plancherel-Parseval [108]

L Z (G(k;w)) @ (G(k — q;w)) = /d3r (G(r;w)) @ (G(r;w)) e ?™. (2.60)

La transformation de Fourier inverse

) d3k )
. — L73 . —ik-r :/ . —ik-r 261
(Gl =17 3 (Glkiw) e oy Gk e (261)

se fait avec les précautions mentionnées dans la section 2.1.1 (inclusion du photon
antirésonnant et régularisation par la fonction delta transverse). On trouve la
représentation en espace réel du propagateur transverse

w

(G(r;w)) = g k=2 (2.62)

a des termes du champ proche O((kr)~2) prés et ol le projecteur transverse
est A;; = 0;; —1;7;. C’est essentiellement I'interaction dipolaire résonnante (2.14)
entre deux atomes dans le vide, mais en incluant la renormalisation de la fréquence
d’évolution par la self-énergie. Elle est ici représentée par le libre parcours moyen
¢ qui traduit ainsi I’écrantage de la portée de l'interaction dipolaire en moyenne
dans le milieu désordonné.

L’expression du diagramme échelle

Avec (2.62) et (2.60), le diagramme d’échelle (2.58) de diffusion double devient

wu?(w e/t o
L2({k€}> - L3 Tg) 5k1+k37k2+k4 /d?’?“ 72 PL2({€}a T) e (263)
ou le vertex de polarisation est
€1 A €9
Pra({e}, ) = . (2.64)
€4 A €3

Pour le processus de diffusion (k,€) — (k',€’), on identifie les arguments selon
(2.38). Notamment,

q, =k —kys=0, (2.65)
et donc, avec l'expression (2.53) de u(w),
/ 9 3 e/t I
LQ(E:,E:) = m d°r 2 PLQ(E:,E:,T). (266)
La dépendance en polarisation est codée dans
€ A g
PL2(€,€/,f) = . (267)
3 A !

m
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Evaluation du vertex de polarisations

Le vertex de polarisation (2.67) est le produit de deux vertex de diffusion
simple Z connectés par le projecteur transverse. Le diagramme est évalué tres
simplement en utilisant la définition (1.148) du diagramme élémentaire : chaque
ruban donne trois contractions, une horizontale avec poids w;, une diagonale
avec poids wy et une verticale avec poids ws. Le diagramme double est alors une
combinaison linéaire de contractions avec des poids w;w;. Par exemple, la double
contraction horizontale donne

e—A—¢
w? =w? & A-el (2.68)
E—N——¢

Les contractions mixtes horizontale-diagonale donnent

e—A g € A—¢
S e _ / 2
wW1W2 + wowq = 2w1w2|€ WANE €| . (269)
éAXe’ e‘XA /

€

Dans les contractions mixtes a la verticale, on peut utiliser £€-€ =& -’ =1 et
la propriété de projecteur A - A = A :
e—A 5

g € A &

e B _

wW1W3 ‘ ‘ + waows ‘ ‘ = (w1 +wy)ws (e - A - &) (2.70)
E—A ¢ EXA g’

La contraction totale du projecteur est >, A;; = 2, et donc

A &
|| =2wi (2.71)
A €

2
Wy

M —m

En rassemblant toutes ces contributions, le projecteur de polarisation pour le
diagramme d’échelle d’ordre deux est alors

Pro(e, €, 7) = (wi+wd)|g - A-el® +2wywsle’ - A -

+ (w1 + wo)ws[(€- A-e)(€ - A-€)] + 2wj. (2.72)

Les diffuseurs dipolaires ponctuels sont décrits par la transition élémentaire
J =0, J. = 1. Dans ce cas, seule la contraction horizontale survit, (wy, we, ws) =
(1,0,0), et on récupere le projecteur classique (cf. éq. (2.21)) [83, 32

€

A——¢
- =EAel (2.73)

g A g
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La connaissance analytique du vertex Z permet de calculer un diagramme
d’ordre quelconque suivant les mémes lignes. L’intégrale spatiale dans (2.66) est
élémentaire dans la limite L? — R3. Il est inutile de le faire explicitement ici, parce
que notre but est de décrire la rétrodiffusion par un espace semi-infini. Dans ce
cas, la géométrie restreinte nécessite plus de travail. Ce programme est réalisé
dans la section 2.3 ou la moyenne sur le demi-espace est effectuée analytiquement
a partir de expression (2.66).

2.2.5 Diagramme croisé double

Langer et Neal [35] ont été les premiers a réaliser qu’il existe une correction
interférentielle a I'approximation du type échelle qui persiste en moyenne quelle
que soit la densité de diffuseurs. En termes de diagrammes, cette correction est
donnée par les diagrammes mazimalement croisés, et dans le régime de localisa-
tion faible, on est amené a considérer la série

: [ ST S (2.74)
D e , ,

Cette correction traduit l'interférence d’amplitudes qui parcourent le méme che-
min de diffusion multiple, mais dans 'ordre opposé. Au lieu de pousser les déve-
loppements perturbatifs systématiques (1.75) et (2.44) de la self-énergie ¥(2) et
du vertex irréductible U(zq, 22) plus loin, nous nous contentons ici de calculer une
classe de diagrammes dont le choix est motivé par une évidence expérimentale,
I'existence du pic de rétrodiffusion cohérente. Stricto sensu, cette approche n’est
pas consistante dans le sens de I'identité de Ward (2.42). Dans le cas de la diffusion
d’électrons dans un métal avec impuretés, Vollhardt et Wolfle [105], par contre,
somment les diagrammes échelles et croisés dans une approche diagrammatique
auto-consistante.

L’objet de cette section est de calculer explicitement la contribution croisée a
la diffusion double :

Co({k,e}) =) i . (2.75)

u,d 4+ Q_ ®*3

En remplagant les modes (1,u,3,d) et (u,2,d,4) dans (2.52), on obtient la conser-
vation d’impulsion sous la forme

> Ok btk Ok s et = Ok ks katks D Okgaekus (2.76)
kmkd kuykd
mais le moment transféré est maintenant q, = k; + ks (le propagateur de

I'amplitude conjuguée étant pair en kq, la différence de signe avec (2.57) est
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sans importance). Par conséquent, le diagramme croisé double pour la diffusion
(k,e) — (K',€') est évalué au moment

qc =k +ks=k+K (2.77)

qui est non-nul en dehors de la direction vers l'arriere (contrairement a (2.65)).
Le diagramme croisé correspondant a (2.66) est alors donné par

9 e "/t o g
C2(QC§€§€/):m/d3r = Peole, g, 7) e, (2.78)

Le caractere croisé est manifeste dans le vertex de polarisation

€ A7§’
Pea(e, €' 7) = _X E (2.79)
& &€

Il est évalué par les régles diagrammatiques (2.68)—(2.71), mais avec des argu-
ments changés :

Peo(e, €, 7) = (Wi +w3)|g - A-el* + 2wyws(e - A-&)(e - A-&)
+ (wy +wy)unle-€'(E-A-E)+&-E(e- A€+ 2wile’ - e]”.
(2.80)

Relation entre les vertex échelle et croisé

Evidemment, le vertex croisé, (2.79) et (2.80), n’est pas égal au vertex échelle,
(2.67) et (2.72). Quelle est la relation entre eux ? Dans le cas de diffuseurs dipo-
laires isotropes, le diagramme croisé est simplement

e—N—&
L (2.81)
E——L——F€

En retournant la ligne du bas, i.e., en utilisant le renversement temporel, on
obtient le diagramme échelle,

=/

€ A g

(2.82)

e——A g

Cette égalité entre les diagrammes classiques est vraie quelles que soient les po-
larisations ; ceci est caractéristique pour la diffusion double uniquement (cf. Sec.
2.1.1). Pour un ordre quelconque de diffusion, les diagrammes échelle et croisé sont
identiques dans les canaux paralleles €’ = €. Ceci est la signature diagrammatique
de la réciprocité en CBS (cf. Sec. 2.1.2). Dans le cas atomique, par contre, si I'on
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essaie d’appliquer I'astuce du retournement d’amplitude au diagramme (2.79), on

obtient
Peo(e, €', 7) 4 P4 (2.83)

Ceci est différent du diagramme échelle (2.67), méme pour €’ = €. Le ruban qui a
remplacé la ligne du diagramme classique se tord et bloque le diagramme croisé. Il
bloque parce que les contractions diagonale et verticale n’ont pas le méme poids :
wy # ws. L’expression (1.143) montre que wy = ws si et seulement si le coefficient
s1 s’annule, coefficient qui provient de la partie antisymétrique K = 1 du tenseur
de diffusion. Comme 'analyse qualitative de la Sec. 2.1 I'a déja montré, c’est la
partie antisymétrique du tenseur de diffusion qui est responsable de la différence
entre les contributions échelle et croisée dans les canaux paralleles, et donc de la
réduction du facteur d’amplification. Le résultat essentiel de cette these peut se
formuler

A

A A
X: XAX 10, . (2.84)

2.3 Rétrodiffusion double exacte

Au cours de ce chapitre, nous avons analysé la diffusion d’un photon par deux
atomes isolés (Sec. 2.1) puis calculé la contribution de la diffusion double a I'in-
tensité moyenne dans le milieu infini (Sec. 2.2). Une expérience de rétrodiffusion
cohérente permet de mesurer l'intensité de la lumiere réfléchie, mais source de
lumiere et détecteur se trouvent bien str a 'extérieur du milieu. Dans cette sec-
tion, nous passons a la géométrie d’un espace semi-infini. Grace a cette géométrie
simple, la moyenne de configuration peut étre effectuée analytiquement, et nous
obtenons l’expression exacte du pic de rétrodiffusion cohérente pour toutes les
polarisations et toutes les transitions atomiques.

2.3.1 Configuration CBS

Les vertex d’intensité moyenne de diffusion double, la contribution échelle
(2.66) et la contribution croisée (2.78), peuvent étre mis sous la forme commune

Fy(q,e,€') = L_3/d37" Fy(r,e, &) e (2.85)

avec
9 e—rl

FQ(T,&',E/) 16@262

—5 Pra(e, €', 7), Fe{L C} (2.86)
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en fonction des vertex échelle (2.67) et croisé (2.79) de polarisation. D’apres (2.65)
et (2.77), le moment est

k+ k' pour I = C,
dr = { (2.87)

0 pour F'= L.

Fy(r,e,€’) est le vertex d’intensité double dans la représentation de I'espace di-
rect ; Pargument r représente le vecteur ri5 = 11 — 7y entre les deux diffuseurs
consécutifs. L'intégrale (2.85) est alors simplement la moyenne sur 'espace entier
des deux positions,

Fy(gp,€,€) = L‘G/d3r1d3r2 Fy(r1g,€,€') 72, (2.88)

Dans le cas d’un milieu semi-infini, le domaine d’intégration spatial doit étre
restreint a l’espace semi-infini z1, 2o > 0. En tenant compte de I'atténuation des
amplitudes entrantes et sortantes et de la géométrie semi-infinie, on définit la
moyenne spatiale de configuration CBS :

cbs _ z zZ
L™ (e, &)=L / d?rid®ry exp {——1 — —2] Ly(T12,€,€). (2.89)
wl pl
21,22>0
Ici, p; = cos 6 et u = cos f paramétrisent I’angle d’incidence et ’angle de diffusion
par rapport a la normale a la surface. Les amplitudes des contributions échelle
et croisée ne parcourent pas les mémes chemins. Pour la contribution croisée

(Fig. 2.5), la moyenne de configuration CBS est

CcDbs —_ 1 1 . .
02( b )(QC> e e)=1L 6/d37"1d37“2 exp _ata + = || Ca(r12,€,€")e"9c ™2,
2t i M
21,22>0

(2.90)

Nous allons décrire le pic de rétrodiffusion cohérente dans une plage angu-
laire dont l'ordre de grandeur est 1/kf. Dans le régime de localisation faible
k¢ > 1, 'angle 6 est typiquement de I'ordre du milliradian, et on peut approxi-
mer 4 = 1+ O(6%) ~ 1. De méme, l'intensité varie trés lentement avec I'angle
d’incidence autour de 'incidence normale (loi de Lambert [60]), et nous prenons
i = 14+ O(0?) ~ 1. Avec ces simplifications, les amplitudes des cas échelle et
croisé sont atténuées de la méme facon, et la seule dépendance angulaire du pic
de rétrodiffusion cohérente est contenue dans le moment g = k + k'.

Avec la relation (1.114) entre la section efficace différentielle et le carré moyen
de Popérateur de transition (que représente F) ainsi que la définition (1.165)
du coefficient bistatique, (2.89) et (2.90) donnent le coefficient bistatique de la
diffusion double échelle (F' = L) ou croisée (F' = C) :

9 d3 d3 6_(21+r12+22)/8 P AN iqpT12 291
= —_— e, e,r Tz .
vr2(qr) 167 AL2 / ridT 7“%2 72 12) € ( )

21,22>0
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Fic. 2.5 — La contribution d’interférence a la rétrodiffusion cohérente double. Les
amplitudes sont atténuées avec exp(—z/20) le long d’un chemin de longueur x. Les
angles d’incidence et de diffusion sont paramétrés par p; = cosb;, u = cosf.

en fonction des diagrammes de polarisation (2.67) et (2.79).

Remarquons que la définition (2.89) est bien consistente avec l'intégrale spa-
tiale de la configuration CBS (1.166) du coefficient bistatique de diffusion simple.
En effet, la diffusion simple (k,e) — (k',€’) est décrite par le vertex irréduc-
tible (2.54) qui ne dépend pas du moment q. En utilisant (2.85), on trouve sa
représentation dans I’espace direct

=/

m

3r €

2w2€ 5(T12). (292)

!/

Ll(’r'lg, g, 5,) =

I3 €

La distribution de Dirac signifie simplement que dans la diffusion simple le pre-
mier et le dernier diffuseur sont identiques. La moyenne de configuration CBS
(2.89) est alors élémentaire, et nous trouvons bien (1.169),

®
m)

Vs =V = (2.93)

o
L]}
m
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2.3.2 Intégration sur ’espace semi-infini

L’intégrand dans (2.91) est invariant sous des translations dans le plan (z,y)
de la surface du milieu. La surface A se simplifie avec le préfacteur, et

) (o1t [0 elar e /o
Yr2(qr) = / dzidzg e /dI12dy12 5 Pra(e, €', P12).

T
167/ T2
z1,22>0

(2.94)
Avec le changement de variables (z1, z2) +— (212 = 21 — 22,2 = 21 + 22), on peut
effectuer 'intégration sur z,

/| ‘ dz e/t = pe =21/t (2.95)

de sorte que l'intégrale sur r15 = r porte maintenant sur ’espace entier :

9 [ e
327/ r2

’YFZ(QF> = ,PF2(€7€/77’;) ein'T' (2'96)

La comparaison avec (2.85) montre que la géométrie restreinte et l'atténuation
des amplitudes sont encodées dans 'exposant —|zq3|/¢. L’intégration peut étre
faite en coordonnées sphériques (Fig. 2.6). Le vertex Ppo(e, €', 7, ¢) ne dépend
que de la direction # = (sin ¥} cos @, sin ¥ sin ¢, cos ) entre les deux diffuseurs. Ici,
¥ est 'angle polaire entre 'axe z (normal & la surface) et 7. L’angle azimuthal ¢
est pris par rapport a ’axe x choisi le long de la direction d’observation,

qc =k + Kk = ke, + O(0?). (2.97)

L’intégrale radiale sur r est alors élémentaire, et on obtient

9 [ /2 sing Pro(e, €, 9, ¢)
= — d dv — 2.
r2(p) 167 /0 <p/0 1+ cos¥ + p(1 — cosv) cos? p (2.98)

en fonction de l’angle de diffusion réduit
747, F=C
y= pour 7 (2.99)
0 pour F'= L.

On voit que 'intensité croisée varie avec ’angle d’observation 6 sur une échelle
naturelle de 1/k¢ qui est trés petite dans le régime de localisation faible. Cette
loi d’échelle interférentielle — elle dépend de la longueur d’onde A\ = 27 /k —
justifie que nous avons pu négliger toutes les corrections géométriques (1+0O(6%))
pour arriver a (2.98).
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Fic. 2.6 — Choix des angles dans la configuration CBS. L’angle de diffusion 6 < 1
n’est pas montré a l’échelle.

Les vertex de polarisation (2.72) et (2.80) sont des formes quadratiques des
poids atomiques w;,

Pra(e, €,0,0) = (w1 +w2)? li(g, €, 9, 0) + wiwsy lr(g, €', 9, ©)

+ (w1 + wy)ws l3(g, €',9, ) + w3 Iy, (2.100)
Peale, €',9,0) = (wy +ws)?ci(g, €, 9, 0) + wiws ca(g, €, 9, ©)

+ (w1 + w3)wy c3(g, €', 9, p) + w3 ca(e, €, 9, p). (2.101)

Ici, les sommes w? + w3 et w} + w3 de (2.72) et (2.80) ont été complétées au
carré pour simplifier les expressions ultérieurement. A ce point, nous avons réussi
a condenser tout I'impact de la structure atomique dans les poids w;. Par linéa-
rité, il ne reste plus qu’a effectuer I'intégration (2.98) des fonctions [; et ¢;. Ces
fonctions sont données par les contractions entre les vecteurs de polarisation et
le projecteur transverse A, par exemple I} = ¢; = |€ - A - €]?. Pour faciliter
Iintégration, il est utile de spécifier leur dépendance angulaire dans les quatre
canaux de polarisation. Dans les canaux d’hélicité, on peut choisir la polarisation
incidente avec hélicité positive € = (e, +ie,)/v/2. Ce choix est arbitraire car rien
ne dépendra du signe de I'hélicité incidente. La polarisation d’analyse est €’ = &
dans le canal h L h et € = & dans le canal h || h. Grace a la symétrie par rota-
tion autour de 'axe de propagation d’une polarisation circulaire, le résultat ne
dépend pas de ’angle ¢. Dans les canaux linéaires, la polarisation incidente réelle
€ = cos ¢ e, +sin ¢ e, définit un angle ¢ avec la direction d’observation (Fig. 2.6).
La polarisation d’analyse est &’ = € dans le canal [ ||l et & = —singe, +cos¢pe,
dans le canal [ 1 [.

Les fonctions ; et ¢; dans (2.100)—(2.101) sont des fonctions trigonométriques
simples de ’angle polaire ¢, de I'angle azimuthal ¢ et de I'angle ¢ de la polarisa-
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tion linéaire incidente. Par exemple,

Tsin' o pour h || h,
L(1 + cos? )2 1

heei=|g A=l o8 V) pour ALh, ) 19
(1 —sin® Y cos? (¢ — ¢))? pour [ ||,

sin 9 sin?(p — ¢) cos?(¢ — ¢) pour [ L1.

2.3.3 Le contraste CBS a l’ordre deux

L’information la plus importante contenue dans (2.98) est le contraste d’in-
terférence de la diffusion double

oy = 22(0) (2.103)

VL2

Ce rapport ko € [0,1] traduit l'efficacité de l'interférence des amplitudes de ré-
trodiffusion cohérente : ko = 0 dénote I'absence de toute interférence et ko = 1
signifie I'interférence parfaite. Nous allons calculer le contraste analytiquement
pour toute transition atomique .J, J,. Dans la direction vers l'arriere, u = 0,
I'intégrale (2.98) se simplifie :

o sin )
7F2 1671' / / A —— 1+ cosv PF2<€7€ 719790>~ (2104)

Dans les canaux d’hélicité, l'intégrand ne dépend pas de ¢ ni de ¢. Dans les
canaux linéaires, 'intégrand ne dépend que de la différence ¢ — ¢ (cf. (2.102)).
Dans les deux cas, 'intégrale sur ¢ est élémentaire, et le résultat ne dépend plus
de ¢ : par symétrie, le signal dans la direction vers ’arriere ne peut dépendre de
I'orientation de la polarisation. L’intégrale sur ¢ est effectuée en utilisant

a"dr 2" ! "
/1+x_ﬁ_n—1+'”+(_) In(1 + z). (2.105)

Pour la contribution échelle F' = L, on obtient ainsi

Y2 = g [(w1 +wa)? Iy + wiws by + (wy + wa)ws Iy + wj U] (2.106)
ou
hilh hlh e 1Ll
[y 4% ln2—1§ 1n2—§; %
lo [ 2In2—1] —(2In2—-1) 0 0 (2.107)
l3 2In2 —%
ly 2In2
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Pour la contribution croisée F' = C', on obtient

9
Yo2(0) = 3 [(w1 +ws)? 1 4+ wiws e + (w1 + ws)wa ¢z + w3 ¢q (2.108)
ou
h| h hlh Al 111
1 % In —% In —% %
e | 2In2—1 0 0 2In2 —1 (2.109)
3| 2In2— 3 0 2In2— 1 0
Cy 2In2 0 2In2 0

Les expressions (2.106)—(2.109) ont les propriétés simples suivantes :

1. La somme des coefficients I; (resp. ¢;) dans les deux canaux d’hélicité est
égale a la somme des mémes coefficients dans les deux canaux linéaires.
Ceci exprime le fait que I'intensité totale ne dépend pas de la base choisie
pour décrire les polarisations.

2. Les coefficients [; et c; sont égaux dans tous les canaux. Ceci est la signature
des diffuseurs dipolaires classiques. En effet, pour les diffuseurs dipolaires,
seul le poids w; = 1 est non-nul (le ruban du diagramme se réduit a la
ligne classique, cf. Sec. 1.3.3). L’égalité l; = ¢; implique yc2(0) = v72 dans
tous les canaux, une propriété caractéristique de la diffusion double (cf.
Sec. 2.1.1.).

3. Dans les canaux paralleles h|| h et 1], les coefficients échelles et croisés
sont identiques, [; = ¢;. Ceci est la signature de la réciprocité (cf. sec 2.1.2).
En effet, lorsque la partie antisymétrique du tenseur de diffusion atomique
s’annule, wy = ws, on a 'égalité yc2(0) = 2. Dans les canaux perpendi-
culaires, il n’est pas étonnant de ne trouver aucune trace de la réciprocité.

Fig. 2.7 montre le contraste xo en fonction du moment angulaire J de 1’état
fondamental. Trois résultats principaux sont a souligner ici. Premierement, un
contraste maximal ks = 1 n’est obtenu que pour le diffuseur dipolaire (J = 0, J, =
1) ; que ce contraste maximal apparaisse dans les quatre canaux de polarisation est
caractéristique de la diffusion double (cf. Sec. 2.1.1). La structure interne réduit
le contraste d’interférence considérablement des que J > 0 dans tous les canaux.
Par exemple, dans le canal h|| h et pour une transition J, = J + 1 (triangles
pleins vers le bas dans Fig. 2.7), le contraste chute a 0.32 déja pour J = 1/2.

Deuxiemement, le contraste peut étre plus grand dans le canal perpendiculaire
h L h que dans le canal parallele h || h, suivant le type de transition et la dégéné-
rescence considérée. Ceci va a ’encontre d’une intuition basée sur la réciprocité
classique qui attribuerait un role privilégié aux canaux paralleles h || h et [ || 1.

Troisiemement, les courbes des transitions J, = J 4+ 1 convergent vers les
meémes valeurs limites finies quand J — o0. Ceci reflete simplement la convergence
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F1G. 2.7 — Contraste de diffusion double, éq. (2.103), en fonction du moment angulaire
J. La structure interne réduit le contraste d’interférence dés que J > 0.

des poids w; vers les mémes valeurs (1.147). Par contre, le comportement des
transitions J, = J est différent. Notamment, on voit dans les canaux paralleles
que le contraste tend vers 1 lorsque J = J, — o0. En effet, les poids w, et
w3 convergent vers la méme valeur limite (1.147), et 'égalité de ces poids des
contractions diagonale et horizontale implique que les rubans du diagramme croisé
(2.83) peuvent étre détordus pour donner le diagramme échelle (2.67). En d’autres
termes, dans cette limite les coefficients de Clebsch-Gordan montrent une symétrie
qui supprime la partie antisymétrique du tenseur de diffusion. Avec un tenseur de
diffusion symétrique, la regle de réciprocité s’applique, et on trouve un contraste
parfait dans les canaux paralleles. Cette propriété reste valable quel que soit
I'ordre de diffusion, et c’est dans la limite J — oo, sans doute, que l'on doit
chercher la correspondance avec des diffuseurs macroscopiques pour lesquels la
réciprocité classique est valable [109].
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Fi1G. 2.8 — Facteur d’amplification de diffusion simple et double, éq. (2.110), en fonc-
tion du moment angulaire J. Deés que J > 0, le fond de diffusion simple, Fig. 1.7, et
la réduction de contraste, Fig. 2.7, réduisent le facteur d’amplification dans tous les
CanauL.

2.3.4 Facteurs d’amplification a ’ordre deux

Le facteur d’amplification (7) est maximal si le fond de la diffusion simple ~g
est minimal et le contraste d’interférence maximal. Pour quantifier I'influence du
fond de diffusion simple sur le contraste o de diffusion double, on peut considérer
le facteur d’amplification d’ordre deux

Ye2(0)

g =1+ —"—"—.
Vs + V2

(2.110)
Ce facteur d’amplification d’ordre limité permet de suivre en détail comment
le fond de diffusion simple et la réduction de contraste ceuvrent ensemble pour
donner un pic de faible hauteur. Soulignons toutefois que sa valeur ne peut étre
comparée directement au résultat expérimental. Ou bien le milieu diffuseur est
assimilable a un espace semi-infini, mais dans ce cas, les ordres de diffusion plus
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J=3 J.=4 R|\|h |hLh| Il | ILI
Diffusion simple ~g | 0.040 | 0.510 | 0.348 | 0.201
vz | 0.131 | 0.216 | 0.180 | 0.167

Yoo | 0.028 | 0.154 | 0.108 | 0.075

Contraste Ko | 0.217 | 0.715 | 0.599 | 0.449

as | 117 | 1.21 | 1.20 | 1.20
aex | 1.06 | 1.20 | 1.12 | 1.10

Diffusion double

Amplification

TAB. 2.1 — Coefficients bistatiques dans la direction vers larriére pour la transition
atomique (J = 3, J. = 4), arrondis a 1073, et comparaison des facteurs d’amplification
auz valeurs expérimentales [25, 26].

élevés doivent étre pris en compte. Ou bien le milieu diffuseur a une géométrie
finie qui supprime les ordres élevés de diffusion, mais dans ce cas le poids relatif
des diffusions simple et double est changé.

La Fig. 2.8 montre ay en fonction du moment angulaire J de 1’état fonda-
mental dans les quatre canaux de polarisation. Dans le canal h || h, les transitions
Jo = J + 1 ne donnent qu'un signal faible de diffusion simple (cf. Fig. 1.7),
mais le contraste est également tres faible (c¢f. Fig. 2.7). Le facteur d’amplifica-
tion correspondant est faible et varie peu autour de 1.2. Le contraste tres faible
des transitions J. = J — 1 est diminué encore plus par la diffusion simple, et
I’amplification reste essentiellement en-dessous de 1.1. Le contraste croissant des
transitions J, = J est contrebalancé par une contribution de diffusion simple
qui croit également avec J, résultant en des facteurs d’amplification en-dessous
de 1.4. En somme, le facteur d’amplification classique 2 dans le canal h|| h est
perdu irrévocablement des que J > 0.

Dans le canal h L h, le contraste d’interférence est souvent plus grand que
dans le canal h || h, mais la diffusion simple 'est également. Les facteurs d’ampli-
fications correspondant restent alors en-dessous de 1.31 et varient peu autour de
1.2.

Les facteurs d’amplification des canaux linéaires se comportent comme ceux
des canaux d’hélicité. Avec la seule exception du dipole J = 0, J, = 1 dans le
canal [ || [, tous les facteurs demeurent en-dessous de 1.35.

La comparaison directe du facteur d’amplification dans les quatre canaux de
polarisation dans la Fig. 2.9 montre que le canal A || h non seulement n’assure
aucunement une amplification maximale, mais de plus donne le facteur le plus
faible dans le cas des nombreuses transitions J, = J & 1. Le tableau Tab. 2.1
donne explicitement les valeurs théoriques pour la transition (J = 3,J. = 4)
qui a été étudiée expérimentalement [25, 26]. Les valeurs théoriques pour le fac-
teur d’amplification reproduisent qualitativement les valeurs expérimentales. Ceci
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F1G. 2.9 — Facteur d’amplification de diffusion simple et double, éq. (2.110), en fonction
du moment angulaire J. Pour des nombreuses transitions Jo = J £ 1, le canal h| h

donne le plus faible, et le canal h 1L h donne le plus fort facteur d’amplification. En
encart, les valeurs pour la transition J =3, J, =4

s’explique essentiellement par le fait que la structure interne supprime les ordres
élevés dans la contribution d’interférence tres efficacement. Une description par
la diffusion double est alors presque suffisante pour reproduire quantitativement
le facteur d’amplification expérimental. Notamment, nous pouvons affirmer que

le signal le plus faible est bien obtenu dans le canal h || h, contrairement a toute
intuition classique

2.3.5 Pic CBS exact de diffusion double

Non seulement la valeur de I'intensité dans la direction vers I’arriere, mais aussi
le profil entier du pic CBS de la diffusion double peut étre calculé analytiquement.
D’apres (2.98) et (2.101), le signal croisé en fonction de I'angle de diffusion réduit
= )

= k(0 est donné par

Yoo (p, ¢) =

ou nous avons a calculer

21
167/ dfﬁ/

Yilp, ) =

sin Ci(,&u ®, ¢)

P11 cosd + p%(1 — cos ) cos? @

(w1 4+ w3) 1 (1, @) + wiws y2(p) + (wi + w3)wa 3(1, ¢) + w3 yape)

(2.111)

(2.112)
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dans les quatre canaux de polarisation. L’intégrale sur ¢ est faite en utilisant

/%d cos 2np 2r (Va+b—a)™
0

= , a,b>0, neN).
14 a+ bcos? ala +b) (—=b)n ( )
(2.113)
Il reste alors une derniere intégrale,
7 ) d
/ G “ o ¢) ’ (2.114)
VI +2)2 4 p2(1 — 2?2)
ou les fonctions ¢; (i, x, ¢) sont données par
R\ h hlh L)1 L1
1 %1(1 — z%)? }1(1 + 2%)? }1(1 + %)% + %(1 — 2?2 + 4 %(1 -2+ A
Co 212 0 0 222
C3 1+ 22 0 1—1-1,'2—1—8”
Cy4 2 0 2
(2.115)

Dans les canaux linéaires, 'intensité dépend de I'angle ¢ entre la direction d’ob-
servation et la polarisation incidente (Fig. 2.6). Cette information est contenue
dans les expressions

4

A= @X2cos4¢+ L—v X cos 20,
B = (1—1%)X cos 24,
Al = —@X%osélqﬁ, (2.116)
Y (e R
(1—z)p?

Dans le canal h L h, la seule fonction non-nulle est ¢;(z), qui intervient aussi
dans le cas classique. Ceci implique que la forme du pic est exactement celle des
diffuseurs dipolaires classiques. En effet, seules des transitions Rayleigh peuvent
intervenir dans ce canal (cf. Sec. 2.1.4), et leur diagramme de rayonnement est le
méme que celui du dipole classique.

L’intégrale (2.114) peut étre calculée a 'aide de MATHEMATICA. Pour les
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fonctions non nulles, on obtient explicitement :
o hlh: (2.117)
3

_ 2 4 6

4+ (=22 4 14402 — 17" /1 + p2
+ 3ut (48 — 160> + 3u*) F(p)

Y1()

= 1427 T+ pu2+ (24 4t
(1) 8(1—u2)2[ 243V 1+ 2 4 (24 ) F ()]
(1) = L[—4—2;P+3 L 2+ (4 — 4p? + 3u") F ()
16(1 — p?)?
9
valn) = 3 F(u)
e hlh: (2.118)
3
= ——— [ —2(80 — 56> + 42u* + 39u°
+ (122 — 144> + 127" /1 + p2
+3(32 — 64p° + 96" — 4815 + 19%) F ()]
o [|I: (2.119)
3
= [ — 288 +48u% — 252u" — 138u°
Y1 (p, @) 512(1—M2)4[ + 43 jz 1
+ (222 — 1444 4 237" /1 + p2
+ (192 — 3844% 4 720p* — 3365 + 1231%) F (1)
+ Ay (p) cos 2¢ + As(p) cos 46|
9
= — 4 — 247 1+ p2 + (4 —4p% + 3u°
Vs (1, 0) 601 MQ)Q[ (24 33/ 1+ p? + (4 — dp® + 3u*) F(p)
+ B(p) cos 29|
9
yaln) = 3 F ()
o [11: (2.120)

3
= = 32— 1761 — 84u* + 184"
(1, 0) 512(1_M2)4[ f pt+18u

4 (=22 + 144p% — 17p*) /1 + p2
+ 3ut(48 — 162 + 3u™) F (1)
— As(p) cos 4¢]

—4 =27+ 31+ i+ (24 ph)F ()]
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Fi1G. 2.10 — Pic CBS de la diffusion double scalaire, éq. (2.122).

Toutes les autres contributions ; sont nulles, comme indiqué dans la table (2.115).
Dans les canaux linéaires, le poids des contributions anisotropes provenant de
(2.116) est donné par

Au(p) = 2872 [2(2 — 8% — A — By®) + (—4 -+ 182 — 14t + 15&)@}
+12p2(16 + 8p* + 6™ + 5p®) F (1)
Ag(pt) = p~* [2(24 762 4 64u + 2415 — 10645 — 35410)
(=48 + 17642 — 2220 + 8845 + 111@@]
4+ 3ut (8 + 24p° + 3ut) F (1)
B(u) = % |2 = 4 — 4" + (=2 + 5021+ 12| + 22+ 1) F (1)

(2.121)
Dans toutes ces expressions, la fonction auxiliaire F(u) est
1 1
F(u) = 2argcosh ) argcosh | — |. (2.122)
7 7

Sous cette forme, il n’est pas évident que F(u) est une fonction réelle de p. On
peut la réécrire sous la forme

2 V1 21
————argsinh +—’u\/1 —p? | pour |pu| <1,
Fluy = VITH Vo

2 v 1 2—-1
arcsin <+—'u\/,u2 - 1> pour |u| > 1.

(2.123)

u?—1 \/§M2
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FiG. 2.11 — Signal CBS a Uordre deuzx, éq. (2.124) en fonction de 'angle de diffusion
réduit p = k€0 pour le diffuseur dipolaire (J = 0,Jo = 1) et la transition J = 3,
Je = 4. Dans les canauz linéaires, l'intensité dépend de l’angle ¢ entre la direction
d’observation et la polarisation.

Sa valeur a 'origine est F(0) = In 2. La fonction ~4(u) dans (2.117) et (2.119) est,
a un facteur 9/4 pres, donnée par F(u). Dans le tableau (2.115), les coefficients
c4 correspondants sont des constantes, indépendantes de ’angle de polarisation ¢
et de 'angle polaire = cos ). Nous comprenons donc que la fonction F () est le
coefficient bistatique croisé de la diffusion double pour une onde scalaire diffusée
par un milieu semi-infini de diffuseurs ponctuels.

A partir de (2.111), (2.106) et (1.168), on peut tracer le signal CBS & l'ordre
deux,
702(M7¢>, (2124)
Vs + L2
en fonction de 'angle de diffusion réduit u = k€6 et pour un angle de polarisation

CKQ(,U, ¢) =1+
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¢ donné, pour toute transition atomique J, J.. La Fig. 2.11 montre le pic de
rétrodiffusion cohérente pour les diffuseurs dipolaires (J = 0, J, = 1) et la transi-
tion J = 3, J, = 4. Les facteurs d’amplifications correspondent a la Tab. 2.1. La
forme du pic est tres voisine des pics classiques, avec des largeurs a mi-hauteur
variant de 4 a 10 suivant le canal et la direction d’observation.

2.3.6 Les ailes du pic CBS

L’expression (2.96) du signal CBS de diffusion double peut se lire comme la
transformée de Fourier de la distribution des paires de diffuseurs consécutifs (on
retrouve ici le concept des fentes de Young évoqué dans l'introduction, p. 24). Par
transformation de Fourier, un petit angle de diffusion sonde des grandes distances
transverses entre le premier et le dernier diffuseur. Par contre, les grands angles
de diffusion p > 1 sondent les chemins les plus courts, associés a la diffusion
double [32; 83]. Ainsi, les ailes du pic de rétrodiffusion cohérente sont données
par la diffusion double, et les prédictions d'un calcul de diffusion double peuvent
étre confrontées a 'expérience [110].

Le coefficient bistatique total ¢ (p) pour p > 1 est donné par la contribution
asymptotique de la diffusion double (2.111),

97 _
Yo, @) = @ [(wl + w3)?a1(9) + wiwszas + (w1 + ws)waaz(P) + w%ad +O(u?).
(2.125)
Les coefficients a;(¢) peuvent s’obtenir en développant les expressions (2.117) —
(2.123) en puissances de g~ !. Il est plus simple, cependant, de développer (2.114) :

1 Lei(p=0,2,0)dr

Les fonctions ¢;(u = 0, x, ¢), définies en (2.115), sont des polynoémes pairs d’ordre
au plus quatre en . L’intégrale (2.126) est évaluée facilement a I’aide de l'intégrale
trigonométrique

L e 1/2  pour n =0,
=4q1/4 pourn=1, (2.127)

7)o V1I—z2
‘ v 3/16 pour n = 2.

Explicitement,
hh|hLh L)1 tLi
ar | & | B | L(B+2cos?g+3costg) | Fsin’20
| 1 ; 0 1 (2.128)
az | 32 0 2(1+ cos? ¢) 0
ay 1 0 1 0




112 CHAPITRE 2. DIFFUSION DOUBLE

a) 1|1 b) I L1

F1G. 2.12 — Composante asymptotique du signal CBS (éq. (2.125)) normalisée en fonc-
tion de l’angle entre la direction d’observation et la polarisation incidente. Traits pleins :
transition J = 3, Jo = 4; Tirets : diffuseur dipolaire (J = 0, Jo = 1). La structure
interne diminue Uanisotropie. En 1 11, la décroissance de Uintensité comme pu=2 le long
des directions des polarisations est réduite en ="' dans toutes les directions.

Le coefficient a; est connu des diffuseurs dipolaires (dans les égs. (A.5) de [83] et
(2.53) de [32], il manque un terme —32 sin”2¢, mais dont I'absence n’affecte pas
leurs conclusions).

Dans les canaux d’hélicité, I'intensité décroit comme p~! quelle que soit la
transition atomique J, J.. Ceci est le résultat de la diffusion double; pour des
ordres plus élevés, notamment dans I’approximation de diffusion, une décroissance
en 2 a été prédite pour des diffuseurs classiques [38].

Les polarisations linéaires induisent une anisotropie, i.e., une dépendance de
I'intensité de ’angle ¢ entre la polarisation incidente et la direction d’observation
(Fig. 2.12). Dans le canal [ ||/, I'intensité est maximale dans la direction ¢ =
0 le long des polarisations incidente et diffusée. Ceci représente simplement le
diagramme de rayonnement dipolaire dans le plan de Fourier : la plupart des
couples de diffuseurs se trouvent dans le plan perpendiculaire a la polarisation,
et par conséquent le pic CBS est plus étroit dans cette direction. Dans le canal
[ L1, on observe une symétrie d’ordre deux : les deux directions orthogonales de
polarisation imposent une période de /2 du signal. Pour les diffuseurs dipolaires
(J =0, Jo = 1), le coefficient ay dans (2.128) n’intervient pas et a; s’annule
pour ¢ = 0,7/2. Dans ces directions, I'intensité ne décroit donc pas comme p~?,
mais comme g2 avec un coefficient 33/64 que 1'on peut calculer en poussant le
développement de (2.114) a Pordre =2 (dans [32], un facteur 21/64 est trouvé).

Pour des diffuseurs atomiques avec J > 0, la Fig. 2.12 montre clairement
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F1a. 2.13 — Degré d’anisotropie du signal CBS dans les canaux de polarisation linéaire

L)1, éq. (2.130), et I L1, éq. (2.132), en fonction du moment angulaire J. La structure
interne quantique diminue le degré d’anisotropie.

que l'anisotropie est drastiquement réduite. En effet, la structure interne fait
intervenir les contractions verticales dans les vertex atomiques, ws > 0, ce qui
fait entrer en jeu le facteur de développement constant ay = 1/2 dans (2.128) qui
assure que l'intensité décroit comme ;i ~! dans toutes les directions d’observation.
On exhibe ainsi une signature forte de la structure interne : non seulement le
facteur de proportionnalité, mais I'exposant caractéristique de la décroissance de
I'intensité est changé.
Pour quantifier I'impact de la structure interne, définissons le degré d’aniso-
tropie
(W) =1~ lim 2iR2C080)

. 2.129
p—o0 maxyye (K, @) ( )

Ce nombre ¢ € [0, 1] vaut ¢ = 0 si I'intensité ne varie pas en fonction de 'angle, et
il vaut ¢ = 1 si le rapport entre le minimum d’intensité et le maximum d’intensité
s’annule (donc si l'intensité minimale décroit plus vite a l'infini que l'intensité
maximale). Dans le canal ||, le degré d’anisotropie est alors

5(1111 + IU3)2 + 8(11)1 + wg)w2
8(’(1)1 + U)3)2 + 16(11)1 + UJ3>’UJ2 + 1611}%

Qs Je) = (2.130)

Il est montré en fonction de J dans la Fig. 2.13. Le degré d’anisotropie d’un
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diffuseur dipolaire ponctuel est obtenu pour (wq, wq, w3) = (1,0,0),

¢ = g. (2.131)
On voit immédiatement que la structure interne ne fait que diminuer cette valeur.
Ceci est en accord avec I'intuition que la dégénérescence de la transition atomique
moyenne le diagramme de rayonnement (cf. les Figs. 1.4 et 1.5), ce qui implique
une diminution de ’anisotropie. Par contre, cette diminution reste modeste. Les
valeurs limites de (j(.J) pour J — oo sont 21/40 (J. = J £1) et 18/40 (J. = J),
tres proches de la valeur classique.

Le degré d’anisotropie dans le canal [ 1 [ est

3(1111 + W3)2

J, Je) = .
CL( ’ ) 3(11)1 + w3)2 -+ 32w1w3

(2.132)

Pour la transition J = 3, J, = 4, les degrés d’anisotropie prennent les valeurs
)(3,4) = 0.54, C1(3,4) =~ 0.58 . (2.133)

Pour des transitions de type J, = J, on a w; = w3z pour tout J. Le degré
d’anisotropie est donc ¢; = 3/11 indépendamment de J, ce qui est évident dans
la Fig. 2.13. Ceci est aussi la valeur limite des deux autres types de transition
Jo = J £ 1. Par contre, pour la transition J = 0, J, = 1 du diffuseur dipolaire
classique, on s’apercoit que le degré d’anisotropie est (; = 1. Ceci correspond
justement & I'annulation de la composante en ! dans les directions ¢ = 0, 7/2.
Une propriété de symétrie apparente dans la Fig. 2.13 est ((J, J.) = ((Je, J) : les
courbes des transitions J, = J+1 et J, = J — 1 sont translatées de AJ = 1 'une
de l'autre.



Chapitre 3

Diffusion multiple

Dans les chapitres 1 et 2, nous avons analysé les contributions de la diffusion
simple et de la diffusion double, respectivement, au signal de la rétrodiffusion
cohérente. La sommation de la série de diffusion multiple fait I'objet du chapitre
présent : au lieu de limiter le calcul des diagrammes échelle et croisés a la dif-
fusion double, nous allons sommer les séries entieres. Ceci donne le propagateur
de l'intensité moyenne diffusée multiplement a I'intérieur du milieu infini, la cor-
rection de localisation faible incluse. Ensuite, cette solution sert a construire le
propagateur du milieu semi-infini par la méthode de 'image. Dans la mesure ou
I’'on ne fait pas appel a 'approximation de la diffusion, cette méthode « exacte
image » permet de calculer des signaux de rétrodiffusion cohérente qui sont quasi
indiscernables des expressions exactes. Des facteurs d’amplification et pics CBS
de la diffusion multiple vectorielle peuvent ainsi étre obtenus pour toute transition
atomique.

3.1 Sommation des séries échelle et croisée

Le probleme de la sommation de la série de diffusion multiple en régime de lo-
calisation faible connait trois degrés de difficulté croissante [39, p. 95] : la diffusion
multiple d’ondes scalaires, la diffusion multiple d’ondes vectorielles sur diffuseurs
ponctuels dipolaires, et la diffusion multiple d’ondes vectorielles sur diffuseurs
quelconques. La diffusion multiple d’ondes scalaires sur diffuseurs ponctuels est
un sujet aujourd’hui bien maitrisé, cf. la revue récente de P. de Vries et al. [36]. La
diffusion d’ondes électromagnétiques sur diffuseurs ponctuels a gardé son carac-
tere quelque peu rébarbatif, depuis les approches basées sur I'approximation de
la diffusion [38, 39, 40, 111] jusqu’a la solution exacte de I’équation de transfert
radiatif par la méthode de Wiener-Hopf [42, 43]. En effet, lors de la propaga-
tion de la lumiere dans un milieu désordonné, la polarisation et la direction de
propagation sont liées par la transversalité de 'onde. Décrire rigoureusement la
propagation de I'intensité d’un champ vectoriel dans trois dimensions implique de

115
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manipuler des tenseurs de rang quatre ou encore des matrices de transfert 9 x 9.
La stratégie employée habituellement consiste a appliquer les méthodes dévelop-
pées pour le cas scalaire & cette matrice de transfert. Les travaux de Ozrin [42] et
Amic, Luck et Nieuwenhuizen [43] témoignent de la difficulté du probleme et de la
complexité de la solution obtenue. La généralisation a des diffuseurs anisotropes
a été entreprise dans le cas d'une faible anisotropie [44]; une solution a la fois
générale et utile n’existe pas a notre connaissance.

Dans le cas de la diffusion multiple de la lumiere par des atomes avec structure
interne, nous nous placons d’emblée dans la derniere classe de difficulté : les degrés
de liberté internes sont couplés a la polarisation du champ, et I'approximation
de diffuseur dipolaire J = 0 n’est pas valable par définition. De plus, la structure
interne modifie les propriétés d’interférence du systeme couplé matiere-lumiere.
Notamment, la correspondance directe entre les séries échelle et croisée par la
réciprocité ne peut plus étre invoquée.

La prise en compte de la structure interne introduit inévitablement ’analyse
en termes de tenseurs irréductibles. Comme la structure interne est couplée a la
polarisation du champ vectoriel, il est naturel d’appliquer les méthodes des ten-
seurs irréductibles au probleme de la diffusion multiple vectorielle. Ces méthodes
nous permettent en effet de sommer analytiquement les séries échelle et croisée
dans le milieu infini, quelle que soit la transition atomique considérée. Comme
corollaire simple, cette sommation inclut aussi le cas limite du diffuseur dipolaire
ponctuel.

3.1.1 Stratégie de sommation

Notre point de départ est la solution itérative de ’équation de Bethe-Salpeter,

(T"eT), :+ U Ul+... (3.1)

Le vertex irréductible U(z1, z2) est donné lui-méme perturbativement par (2.44).
Dans l'approximation de Boltzmann (2.45), consistante avec I’approximation de
diffusion indépendante (1.76), on remplace le vertex irréductible par UM (2, 25),
(2.52), le barreau de la série échelle

:+ ' G G I (3.2)

Comme le propagateur moyen exact (1.73) en fonction de la self-énergie, 1'in-
tensité moyenne exacte est donnée par une série géométrique que ’on resomme
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formellement,
-1
: 1+ + = (1= . (33)

Puisque la moyenne de configuration est prise sur un milieu infini, la conservation
d’impulsion (2.57) est valable vertex par vertex, et pour chaque terme de la série.
Ainsi, la somme peut s’écrire sous la forme

L({k7€}> = 5k1+k3,k2+k4 L(qL7 {6})7 q;, =k — ks (34)

La correction de la localisation faible, I'interférence des amplitudes contrapro-
pageantes, est décrite par la série croisée

: I S I R (3.5)
2 , ,
Par la conservation d’impulsion (2.76), elle peut s’écrire
C({k7 5}) = 5k1+k3,k2+k4 C(qC7 {5})7 dc = ki + k3. (36)

Le but de la sommation des séries est d’obtenir les expressions analytiques de

L(qy,{e}) et Clgc, {e})-

Sommation des séries scalaires

En respectant I'ordre des difficultés, le principe de sommation des séries échelle
et croisée peut étre apprécié le plus simplement dans le cas scalaire. Pour simuler
la diffusion multiple d’ondes scalaires sur diffuseurs ponctuels, nous supprimons
dans notre formalisme toute information sur les polarisations — ce qui en méme
temps supprime I'impact de la structure interne atomique. Pour obtenir des gran-
deurs scalaires, on somme sur les polarisations finales €’ et on moyenne sur les
polarisations initiales € ainsi que sur les directions de diffusion finales k'. En uti-
lisant les regles de sommes (2.9) et (1.144), le vertex d’intensité simple est alors

remplacé par
=/

1 0 € 2
§Z/dkz ) T (3.7)

& €

L}

et le premier terme de la série échelle (3.2), le vertex irréductible (2.52), devient
le vertex scalaire isotrope

(3.8)
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L’argument de la série géométrique (3.3), le produit du propagateur moyen
d’intensité avec le vertex est, d’apres (2.58),

% o
— Alg) = L1 Y _(G(kw)) (G(|k - q|;w)) (3.9)
—8 k

en fonction du propagateur scalaire moyen

1

G(k; = 3.10
Le propagateur moyen en espace réel (2.62) sous forme scalaire est
. _ w tkr—r/2¢
(G(riw)) =—=——ce€ . (3.11)
2nr

Avec la relation de Plancherel-Parseval (2.60), 'argument de la série géométrique
est explicitement

1 e*”/‘Z - sin(gr
A<q€) = g/dfi — _/ —r/f q )

3.12
arctan(ql) (3.12)
= ”; .
Cette fonction de transfert ne dépend que du moment réduit
p=qt, (3.13)

la variable adimensionnée naturelle de la diffusion multiple. La série échelle (3.3)
se resomme alors immédiatement :

Ly

= =) (3.14)

A partir de la série échelle, la série croisée scalaire est obtenue en inversant le
sens de I'amplitude conjuguée : si I'on sait calculer un terme d’ordre n > 2 de la
série échelle scalaire, L, (p), on obtient le diagramme croisé du méme ordre par

Cn(p) = Lu(p).- (3.15)

La série croisée ne commence qu’avec le terme de diffusion double, mais se re-
somme comme la série échelle,

B 1 ~ LiA(p)
Clp) = L (1——./4(]9) - 1) = A (3.16)
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Enfin, en passant de la série échelle a la série croisée, il faut respecter la regle
d’évaluation des moments,

q,=ki— ks — qc =k +ks, (3.17)

qui reprend simplement la définition des moments q;, - introduits dans les sec-

tions 2.2.4 et 2.2.5. A part le terme de la diffusion simple, les deux séries échelle
(3.14) et croisée (3.16) sont égales pour p;, = pc, ce qui contient 'amplification
interférentielle de 'intensité vers 'arriere.

Stratégie de sommation des séries vectorielles

L’intensité moyenne de la lumiere est décrite par les vertex « a quatre pattes »,
qui connectent les quatre vecteurs de polarisation entrants et sortants. En expli-
citant les produits scalaires des vecteurs de polarisation avec les vertex, on définit
alors des tenseurs de rang quatre, par exemple le tenseur l;;; du vertex atomique
de diffusion simple (1.148),

€1 €9
I({e}) = = 1,489,583 k84, lijhi- (3.18)
€y €3

Dans cette expression, comme par la suite, on applique la convention de somma-
tion d’Einstein : des indices cartésiens répétés sont a sommer. De méme, la série
échelle sommée (3.4) définit un tenseur de rang quatre par

L(g,{e}) = u(w) €12 je3 k41 Lijia(q) - (3.19)

Le préfacteur u(w) = 37/2L3w?¢ a la dimension d’une énergie au carré, laissant le
tenseur de rang quatre L;;;(q) sans dimension. La série échelle (3.2) sous forme
tensorielle est

L(g) =1 +1A(q) +1A* (@) +---=1(1—-A(qg)) " (3.20)

L’argument de cette série géométrique est, comme la fonction A(p) du cas
scalaire, (3.9), le produit du propagateur de I'intensité avec le barreau de 1’échelle,

Dans la série de diffusion multiple, ces tenseurs sont contractés dans le sens
« horizontal »,

(A)ija = = : (3.22)
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Pour accentuer I'importance de ce couplage horizontal, on regroupe les indices
par paires gauche-droite,
Airj = Aijit, (3.23)

de sorte que le produit de deux tenseurs A et B est explicitement
(AB)il;jk = Ail;mann;jk~ (324)

La stratégie pour sommer la série géométrique de diffusion multiple consiste
a diagonaliser les tenseurs de rang quatre par rapport a ce produit tensoriel
horizontal. Plus concretement, on cherche une décomposition du vertex atomique

sous la forme
= AsTW, (3.25)
B

telle que les tenseurs de base forment une algebre de projecteurs orthogonaux,
TOTE) = 555 TH. (3.26)

De méme, on cherche la décomposition de I’argument de la série géométrique,

A= agT?. (3.27)
B

Si cela est possible, le série géométrique se resomme de facon scalaire mode par

mode,
(1-A)'= ;A" => ) apT? = % - _laBTW). (3.28)

B8 n=0

Le tenseur A(q) dépend du moment gq. Par construction, dans sa décomposition
(3.27), les fonctions propres scalaires ag ne peuvent dépendre que du module
du moment réduit p = ¢f. Les tenseurs propres T par contre, peuvent étre
anisotropes et dépendre explicitement de la direction () du moment. La somme
(3.20) des diagrammes échelle sous forme tensorielle est alors

_ A5 104
L(q) %:1_%<p)T (4)- (3.29)

La série croisée est obtenue ensuite en appliquant des regles du « retournement
de 'amplitude conjuguée » : a partir d’'un terme d’ordre n > 2 de la série échelle,
L,(q;,{€}), on obtient le diagramme croisé C,(q, {e}) du méme ordre par

qr,=ki— ks — qc=ki+ks,
(€3,84) —  (Eu,€3), (3.30)

(wo,w3) +— (w3, ws).
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La premiere regle reprend ’échange (3.17) de moments. La seconde regle signi-
fie I’échange des vecteurs de polarisation correspondants. La troisieme regle est
spécifique au cas des atomes avec structure interne. Elle signifie I’échange des
contractions diagonale wy et verticale ws, (1.143), dans la « torsion quantique »
des vertex atomiques retournés (cf. Sec. 2.2.5) :

- X . (3.31)

Forts de notre expérience avec l'analyse du vertex atomique en termes de
tenseurs irréductibes, nous proposons d’appliquer cette méthode a la diffusion
multiple. L’ingrédient clé de notre approche est la décomposition (3.25) ou (3.27)
sous forme de composantes irréductibles par paires « horizontales » des indices
(1,1) et (j, k). Le tenseur A(q) est le produit du propagateur moyen transverse de
I'intensité avec le vertex atomique. La dépendance en g du propagateur transverse
introduit une complexité de calcul assez importante. Il est donc plus astucieux
de se familiariser avec I'analyse en composantes irréductibles en traitant d’abord
le vertex atomique.

3.1.2 Structure propre des vertex atomiques
Recouplage du vertex échelle

D’apres (1.142), le vertex atomique de la série échelle est donné par la somme

I({e}) = sk le18) ") - [e384) ). (3.32)

Les contractions entre les composantes irréductibles des produits directs [e;&5] =
€1 ® &y sont pondérés par

K
J

e

sx :3(2Je+1){ . }2. (3.33)

En comparant (3.32) avec le diagramme a ruban (3.18), il est évident qu’on a
choisi un mode de couplage « vertical » : les composantes irréductibles du pro-
duit tensoriel [£1&5], provenant de 'amplitude directe, sont connectées aux com-
posantes irréductibles de [e3,], provenant de I'amplitude conjuguée. Les contrac-
tions ne se font qu’entre des composantes irréductibles d’ordre K égal parce que
la matrice de densité atomique est scalaire.

La série échelle (3.2) chaine les diagrammes de fagon « horizontale ». Il est
donc naturel de chercher les modes propres horizontaux qui décrivent comment
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les composantes irréductibles des polarisations de gauche [e1&4] sont connectées
a celles de droite [£5e3]. Par définition, le vertex atomique est la moyenne interne

I({e}) = MLJTr[po(@ ~d)(es - d)(&; - d)(e1 - d)]. (3.34)

Ici, la matrice de densité scalaire

1 1
= P .
2 + 1 Zm: [Tm){Jml = 5 P, (3.35)

Po =

est proportionnelle au projecteur P; sur I’état fondamental. Le recouplage « ver-
tical vers horizontal » est alors élémentaire parce que I’on peut échanger les roles
des niveaux fondamental et excité : le projecteur P, du niveau excité définit éga-
lement une matrice de densité scalaire p, = (2J, + 1)_1Pe. Par cyclicité de la
trace,

2J.+1

M;(2J + 1)

En appliquant la formule de trace (1.142) a cette expression, on obtient

Z({e}) = Tr[pe(e3 - d)(&y - d)(e1 - d)(&4 - d)]. (3.36)

I({e}) = Y Ax 184" - [e355) ™) (3.37)
)\KE3(2J6+1){ P }2. (3.38)

Ces coefficients A décrivent 'efficacité avec laquelle un événement de diffusion
simple connecte « horizontalement » les composantes irréductibles des vecteurs de
polarisation. De nouveau, le caractere scalaire de la matrice de densité atomique
assure que seules les composantes d’ordre K égal sont connectées. La dépendance
des valeurs propres en J est explicitée dans la Tab. 3.1 en p. 123 et montrée dans
la Fig. 3.1 en p. 126. La valeur propre du mode scalaire est identiquement

Ao = 1 (3.39)

quels que soient J, J, par vertu de la régle de somme (1.144). En effet, dans le
cas de la diffusion (ke) — (k'e’), le mode scalaire décrit le passage 1 = |€-¢|> —
|€"-€'|? = 1. La valeur propre unité exprime simplement la conservation du nombre
de photons, ici équivalente a la conservation de I'énergie ou encore a l'unitarité
de la matrice S.

Les coefficients « horizontaux » Ag ont été obtenus par recouplage des quatre
vecteurs de polarisation. Dans la théorie du moment angulaire [86], le recouplage
entre quatre moments angulaires définit des regles de transformation compactes
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Jo=J+1 Jo=J Jo=J—1
Ao 1 1 1
\ J+2 1 J—1
! 2(J +1) 2J(J + 1) 2.7
N (J4+2)(2J+5) |42 +4J -3 | (J—1)(2J —3)
10(J +1)(2J+1) | 10J(J +1) 10J(2J + 1)

TAB. 3.1 — Valeurs propres du vertex atomique échelle, égs. (3.38) et (3.47).

faisant intervenir des « symboles 3nj ». On vérifie en effet qu’il existe une relation
linéaire entre les coeflicients « verticaux » (3.33) et « horizontaux » (3.38),

Ak = Z(_)K+K’(2K’+ 1){ 1 1 [;; }SK/. (3.40)

Ceci est un cas particulier de la regle de somme de Biedenharn-Elliott (A.23) [86].

Structure propre du vertex échelle

Il est instructif de faire le lien avec les poids w;, (1.143), des contractions
élémentaires des vecteurs de polarisations. En composantes cartésiennes, le vertex
atomique (3.32) est le tenseur de rang quatre

)
|z‘jkl = l . = W1 5z’j5kl + wo 5ik5jl + ws (5Z-l5jk. (341)

Ses composantes irréductibles Iff;,f ) par rapport aux indices de gauche (i,1) et
de droite (7, k) sont définies selon (A.8). On trouve ainsi la composante scalaire
ou trace

1
Iz(g;(;g) = §5il5jk Irssr

1 (3.42)

= (’LUl —+ wy + 3w3) §5i15jk‘7

la composante antisymétrique
1

|Z(lljlk) = Z(Iijkl — lijri = Vikge + linji)

(3.43)

1
= (w1 - w2) 5(5ij5kl - 5¢k5ﬂ),
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et la composante symétrique a trace nulle,

e 1
ik — Z

1
(it + Vijki + Lk + liggi) — 6[5il(|rjkr + L) + 0k (lisst + lissi)]
1
+ §5iléjk lrssr (344)
1 1
= (wy + wy) 5(52'3'5161 + 6idj1) — §5il5jk

Grace au caractere scalaire de la matrice de densité atomique, seules les combi-
naisons diagonales de composantes irréductibles sont non-nulles,

(K = g g IGED, (3.45)

Les éqs. (3.42)—(3.45) définissent la décomposition du vertex atomique en com-
posantes irréductibles,

T
L, = =Y AT (3.46)
Hlgr %

On vérifie que les valeurs propres sont justement les coefficients (3.38) du couplage
« horizontal »,

A0:w1+w2+3w3: 1,
)\1 = W1 — Wy, (347)

)\2 = Wi + Wsy.

Les tenseurs irréductibles de base sont

1
0 __
ng;;k = §5il5jk,
1
1
Tz(‘l;;'k = 5(5@‘% — 0ik0j1), (3.48)
2 1 1
ng;;k = 5(5ij5kl + 0irlj1) — §5iz5jk-

Pour le produit tensoriel horizontal (3.24), ces tenseurs forment une algebre de
projecteurs orthogonaux,

TEOTED = 5 TE), (3.49)
Leur somme donne l'identité,

> Thiok = Litjk = 0,500 (3.50)
K
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L’analyse en composantes irréductibles fournit ainsi naturellement la structure
propre adaptée a la diffusion multiple.

Dans le cas du diffuseur dipolaire ponctuel (J = 0,J, = 1), nous avons
(wy, we,w3) = (1,0,0) et donc \g = Ay = A2 = 1. Les tenseurs irréductibles
TH) dans (3.46) se recombinent d’apres (3.50), et le vertex du diffuseur dipolaire
est simplement 1'identité,

@ _ 7
litjn = l " = 0;0k1- (3.51)

Structure propre du vertex croisé

Dans les diagrammes croisés de diffusion multiple avec amplitude conjuguée
retournée, c’est le vertex tordu

=]
Xtk = , P . = w1 0350k + w3 00 + W2 0310 (3.52)

qu’il faut chainer et dont il convient de trouver la structure propre. La compa-
raison avec le vertex échelle (3.41) montre que les mémes tenseurs propres (3.48)
interviennent,

Xitjk = Z XKT%);C- (3.53)
K

Les valeurs propres croisées x g peuvent étre obtenues a partir des valeurs propres
échelle A\ par application de la regle d’échange (3.30),

Yo = w1 + 3wy + ws,
X1 = w; — ws, (3.54)

X2 = W1 + ws.

Leur dépendance en J est explicitée dans la Tab. 3.2 en p. 127 et montrée dans
la Fig. 3.1 en p. 126.

Pour le diffuseur dipolaire ponctuel (J = 0, J, = 1), toutes les valeurs propres
échelle et croisées coincident, Ay = yx = 1. En effet, le vertex classique (3.51)
peut étre croisé sans diminuer le contraste d’interférence. Mais contrairement a
Ao, la valeur propre croisée du mode scalaire yo n’obéit pas a une regle de somme
et est inférieure a I'unité des que J > 0, signifiant une perte de contraste. La
Fig. 3.1 montre clairement cette chute de x( dans le cas des transitions J, = J+1.
Pour les transitions J, = J, la convergence de x( vers 1 est également évidente.
Dans ce cas, toutes les trois valeurs propres échelle et croisées tendent vers les
mémes limites, ce qui implique un contraste d’interférence parfait dans la limite
Jo = J — oo. Une valeur propre croisée négative (par exemple xo = —1/3 pour
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O Xo

OXx1

O X2

N
8-

Jo=J+1

al ]
"8 eepoon

o

F1G. 3.1 — Valeurs propres « horizontales » du vertex atomique en fonction du moment
angulaire J de I’état fondamental. A gauche : vertex échelle, éq. (3.46) ; a droite : vertex
croisé, éq. (3.53). L’unité de la valeur propre \g = 1 du mode scalaire refiéte la conser-
vation d’énergie. Pour J > 0, les modes antisymétriqgue (K = 1) et symétrique sans
trace (K = 2) ne sont plus conservés ; ceci traduit la dépolarisation due aux transitions
Raman dégénérées. Pour le vertex croisé, la valeur propre scalaire xo chute rapidement
de sa valeur classique 1 avec J > 0 pour Jo = J + 1, signifiant une importante perte
de contraste d’interférence. Vice versa, pour Jo, = J — oo, la limite xg — 1 signifie le
rétablissement du contraste d’interférence CBS mazimal, cf. Fig. 2.7.
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Jo=J+1 Jo=J | J.=J-1
1 JP+J -1 1
Xl TrDei+n | JU+y | JeT+ 1)
1 1
X 2J +1 0 2J + 1
6+ 12J+5 | 272+42J+1 | 62—1
X2 BT D@I+1) | 5J(J+1) | 5J2T+1)

TAB. 3.2 — Valeurs propres du vertex atomique croisé, égs. (3.54) et (3.57).

Jo = J = 1/2) signifie une perte de contraste encore plus rapide, comme on peut
s’en convaincre symboliquement en considérant la série de diffusion multiple de
ce mode seul :

IS B
1—xx 1—|xkl’

Xx < 0. (3.55)

> Xk
n=0

Les valeurs propres croisées (3.54) ont été obtenues par décomposition du
tenseur X;.;, en partant des contractions élémentaires, par analogie avec les
égs. (3.42)—(3.44) du cas échelle. On peut employer la méthode de recouplage,
en échangeant les roles des vecteurs €3 et €4 dans (3.32). En utilisant la définition
(A.20) des symboles 67, on montre alors que

, 11 K
Xk =Y (2K +1){ L1 K })\K/, (3.56)

K/

une relation qui ressemble, au facteur de signe pres, a la regle de somme (3.40) de
Biedenharn-Elliott. Les valeurs propres échelle Mg sont elles-méme données par
(3.38) en fonction des symboles 65. On reconnait alors dans la relation précédente
la définition (A.24) d’un symbole 97,

1 J. J
Xk =32J+D{ 1 J J 3. (3.57)
K 1 1

D’un point de vue conceptuel, les expressions (3.38) et (3.57) des valeurs propres
échelle et croisées sont pleinement satisfaisantes car on a atteint la formulation
irréductible la plus concise. D’un point de vue calculatoire, les formules (3.56) ou
(3.54) pour les valeurs propres croisées sont plus utiles parce qu’on trouve plus
facilement les valeurs des coefficients 65 ([86, 88] et notamment MATHEMATICA).

Un produit direct de deux vecteurs de polarisation a neuf composantes indé-
pendantes. Les vertex atomiques peuvent alors étre représentés par des matrices
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9 x 9. Les valeurs propres de ces matrices sont précisément les Ag et xx, avec
une dégénérescence d’ordre (2K +1) : 1+3+5=9 = 3 x 3. Au lieu de manipu-
ler une matrice 9 x 9, il est avantageux d’analyser les composantes irréductibles
« horizontales » parce que 1’'on trouve facilement leurs valeurs propres et les ten-
seurs propres TU) associés. De plus, on peut attacher une signification physique
immédiate aux modes en termes de combinaisons scalaire, antisymétrique ou sy-
métrique des vecteurs de polarisation. Cette réussite de notre stratégie pour les
vertex atomiques est un encouragement de I’appliquer également au propagateur
transverse du champ entre les événements de diffusion.

3.1.3 Modes propres du propagateur transverse

La structure irréductible des vertex atomiques est entierement déterminée
par les décompositions (3.46) et (3.53) et les valeurs propres (3.38) et (3.57). Par
la suite, il nous reste a déterminer la décomposition en modes irréductibles du
propagateur transverse de l'intensité, introduit dans (2.60),

Gijr(q) = u(w)L? / d3r (Gij(r;w)) <§kl (r; w)> e, (3.58)

Le préfacteur u(w) = 37/2L3w*¢ provenant du vertex atomique est inclus dans
cette définition pour manipuler une quantité adimensionnée. Avec ’expression
(2.62) du propagateur moyen transverse, il faut donc évaluer

e—r/@

3 A
Girjr(q) = W/d?’r 2 AjjAp e'". (3.59)

La comparaison avec la formule analogue (3.12) du cas scalaire montre que toute
information sur le caractere vectoriel du champ est contenue dans le produit
direct des projecteurs transverses A;; = d;; — 7;7;. Pour le vertex atomique, la
matrice de densité scalaire assure une décomposition isotrope. La dépendance du
propagateur transverse en g brise 'isotropie et conduit a des expressions assez
complexes. Ceci doit étre la raison pour laquelle la diagonalisation du propagateur
d’intensité transverse a été explicitée seulement a I'approximation de la diffusion
[38, 40]. Avec une stratégie de calcul basée sur les composantes irréductibles,
cependant, le calcul exact devient abordable.

Décomposition du projecteur dans ’espace réel

La transformation de Fourier (3.59) et la décomposition en partie irréductibles
sont des opérations linéaires, et leur ordre peut étre choisi par commodité. En
partant du projecteur transverse dans l’espace réel,

Gil;jk(ff') = AijAkl; (360)
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déterminons d’abord ses composantes irréductibles par paires

Gigi. |(7) = (TUIG(A) T ). (3.61)

La symétrie d’échange (i, j) < (I, k) dans (3.60) implique que la somme des ordres
irréductibles K + K’ doit étre paire :

K,K') K,K') [ o

Gfl]k (7) = Gl(i;kj )(7“)

/ , (3.62)
= (1)K G (7),

par parité des composantes symétriques K = 0,2 et antisymétrique K = 1.
Cette condition découple les parties symétriques de la partie antisymétrique. En
appliquant les projecteurs de base (3.48), on trouve la partie scalaire

GEZO;Q (7) = 5il5jk, (3.63)
la partie antisymétrique
Gy (7) = %(A@AM — Ailj), (3.64)
la partie symétrique a trace nulle,
Gl (7) = (AUAM + A1) — (@Ajk + 8 Aa) + ; 810k (3.65)
ainsi que deux termes mixtes scalaire-symétrique,

GUD(7) = 5 du (Age — 2572),

1 (3.66)

Gy (7) = 5 (A — 277) 0.

En effet, la symétrie (3.62) du projecteur interdit un couplage entre les compo-

santes symétrique et antisymétrique, mais rien n’interdit un couplage scalaire-

symétrique. Ce couplage survit la transformation de Fourier a moment q # 0.

Dans 'espace des vecteurs d’onde, le couplage scalaire-symétrique est associé a
la brisure d’isotropie et doit étre pris en compte.

Les composantes irréductibles du propagateur transverse G(q) sont alors ob-

tenues par l'intégration (3.59),

GUK) — i ood —r/t ﬁG(K,K') 5) plar 3.67
(q) 26 0 re 47T (T)e ( ° )

dont nous adoptons la notation condensée

GUEE)( / GUEE) (7). (3.68)



130 CHAPITRE 3. DIFFUSION MULTIPLE

: KK') [ .
Dans les expressions de Gz('l~jk; )('r), on peut classer les termes suivant le nombre
de fois qu’apparaissent les composantes 7; du vecteur unité :

0ig Til'y, T TRT (3.69)

Par la suite, nous allons intégrer chacun de ces termes scalaire, quadratique et
quartique séparément.

Termes scalaires

Pour les termes qui dépendent uniquement des J;; (comme la composante
purement scalaire (3.63)), I'intégrale (3.67) est simplement celle du cas scalaire,
(3.12). Ces termes acquierent donc un préfacteur

[ 1=5000) = 5A0) (3.70)

proportionnel a la fonction de transfert scalaire

Alp) = w (3.71)

évalué au moment réduit p = ¢f. La composante purement scalaire du propaga-
teur transverse est donc

1
GEIOJ(Q(Q) = GE;);;Qlﬂ) (p) = Ap) 3 0i10jk, (3.72)

ou encore, en utilisant la définition du tenseur de base scalaire (3.48),
GO(p) = A(p) TO. (3.73)

Il est rassurant, bien sur, que le mode purement scalaire ne fasse intervenir que
la fonction A(p) du cas scalaire.

Termes quadratiques

L’intégrale angulaire des contributions quadratiques de type 7;7; est calculée
par une méthode de fonction génératrice :

d?r , 1 9% sin(gr)
— et = —— ) 3.74
/ A7 rirse r?2 0¢;0q; qr ( )
On notera le sinus cardinal
s(x) = Sm(x), T =rq (3.75)
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et 0; = 0/0x;. L'intégrale angulaire (3.74) est alors

v o~ Sz o
_81‘21“9(9”) = —5"(z) G:ig; — % (04 — GiG;)- (3.76)

On voit que la dérivation (ou l'intégration angulaire équivalente) engendre une
contribution de d;; en plus des termes quadratiques ¢;¢; auxquels on pouvait
s’attendre. Définissons les deux projecteurs orthogonaux

Py = 6i — Giq;,  Qij = Gid;, (3.77)

qui se completent pour I'unité, P;; + Q;; = d;;, et qui satisfont
PP = Pijy - Qin@unj = Qijs PanQunj = Qim Pony = 0. (3.78)
Comme la difficulté de la diffusion multiple vectorielle provient de la contrainte
de transversalité sur le champ rayonné, ces projecteurs sont les objets naturels a

utiliser et rendent les expressions le plus simples. L’intégrale des termes quadra-
tiques prend ainsi la forme

/fz'fj = 31(p) Pij + 32(p) Qi (3.79)
q

ol les coefficients des projecteurs sont les transformées de Laplace

3 & ! 3
s == [ dre I 2 (1A,

2p Jo x 4dp (3.80)
A 3 > —T 1 3 ’
82(p)5_2_p ; dze ™7 s ($)=2—p2(1—A(P))-

La premiere intégrale est soluble en passant par les fonctions hypergéométriques,
la seconde directement par parties. De loin le plus confortable reste MATHEMA-
TICA.

Les trois fonctions $(p), $1(p) et S2(p) ne sont pas indépendantes. La contrac-
tion des indices i et j dans l'expression (3.79) doit en effet donner le résultat de
'intégrale scalaire (3.70), et on vérifie que

A Taide des intégrales scalaire (3.70) et quadratique (3.79) ainsi que la regle
de somme (3.81), on obtient alors la transformée du projecteur transverse,

/Az‘j = w Pij + [50(p) — 52(p)] Qi (3.82)
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Terme quartique
L’intégrale angulaire du terme quartique est donnée par

d2f1 AN A A g 4
o TitaTRr et = i S(T). (3.83)

On obtient apres quelques lignes de calcul

/

1 N 7
Otpy8(w) = p <S—> (PijPr + 2 perm.) + <SE> (PijQu + 5 perm.)

lj x
+ 5""(2) Qi Q-

Le résultat est totalement symétrique par rapport aux permutations des indices.
Ceci est indiqué par « +nperm. » ou il faut simplement compléter par les n
permutations distinctes possibles. L’intégrale du terme quartique prend la forme

(3.84)

/ﬁfjf‘kfl = 53(p) (P;; Py + 2perm.) + 54(p) (P;;Qr + 5 perm.) (3.85)
q )

+ 85(p) Qi Qui,

ou les coefficients des projecteurs sont des transformations de Laplace connues
par MATHEMATICA :

55(0) = = /oodme‘“’/pl(‘s/)/__(3+5p2)+3(1+p2)2A(P)

2p Jo x\z) 16p* ’
) 3>, s\ 34+2p? - 3(1+p?)A
S4(p) = %/ du /P (;) — P 4;4 P’ (P)j (3.86)
0
3 [~ -3+p?>+3
§5(p) = _/ dr e—z/p SW(ZE) _ +p j A(p)
2p 0 2p

De nouveau, ces fonctions sont liées aux fonctions des intégrales scalaire et
quadratique. En effet, par contraction des indices k et [ dans I'expression (3.85)
on doit retrouver (3.79), ce qui implique

51(p) = 453(p) + 34(p),

59(p) = 284(p) + 35(p). (3.87)

On décide de garder les trois fonctions indépendantes S(p), $2(p) et 83(p), et de
remplacer

Gi(p) = S0(p) ; §2(P)’

85(p) = —50(p) + 232(p) + 853(p).
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Avec l'ensemble des transformations scalaire (3.70), quadratique (3.79) et quar-
tique (3.85), on obtient

) 3§ — 5
/AijAkl = 55(p) Pyj Pu + M (P Qi + Qij Pri)
q

+ §3(p) (Pijpkl + 2perm.)

. 50(p) — 32(5) — 8353(p)

+ 833(p) Qi Q-

Le projecteur dans l'espace réel de départ est le produit direct A;;Ay;. Remar-
quons que la transformation de Fourier ne conserve pas cette structure. Travailler
dans l'espace des vecteurs d’onde apporte ’avantage de pouvoir chainer des opé-
rateurs diagonaux (cf. (3.4)), et de transformer ’équation intégrale de diffusion
multiple en une série géométrique. Le prix a payer est un couplage compliqué
entre les différents vecteurs de polarisation.

(3.89)

(P;jQr + 5 perm.)

Partie antisymétrique

Dans la partie antisymétrique (3.64) du projecteur transverse, les termes quar-
tiques, totalement symétriques, se simplifient. En utilisant U'intégrale (3.82) du
projecteur transverse, on obtient la partie antisymétrique du propagateur d’in-
tensité,

6"V (g) = gu(p) T (d) + 912(p) T (). (3.90)
Les tenseurs de base dépendent de la direction g,
. 1
Tgl)(Q)u;jk = §<Pijpkl - Pz'kpjl>7 |
1 (3.91)

Tgl)((j)il;jk: = §<Piijl + Qi P — PiQji — Qi Pj1).

Grace aux relations (3.78), on vérifie que ces tenseurs sont des projecteurs ortho-
gonaux pour le produit horizontal (3.24) :

TOTY = 6,5 TV, (3.92)

Par construction, I'antisymétriseur T commute avec les deux tenseurs antisy-
métriques a moment q # 0,

TOT(G) =T (@) =TP(@TY. (3.93)
Les valeurs propres sont fonctions de p = ¢/,
. 3[1 — A(p)]
gu(p) = 80p) = ——5
ulp) = ) = "5

S 5 2 (3.94)
golp) = 30(p) ; Sa(p) _3[-1+ (Z;;p JAP)]
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Il est instructif de considérer la limite isotrope de moment nul. Pour g = 0,
toute dépendance en ¢ doit disparaitre dans (3.90). En effet, les deux valeurs
propres

1 3p?
g (p) = 5 % +O0(pY),
) ) (3.95)
R 4

ont la limite commune ¢1,(0) = 1/2, et la somme des deux tenseurs antisymé-
triques,

. R 1
Tgl)(q)il;jkz + Tgl)(Q)il;jk = 5(5ij5kl — 0idj1) = Tﬁf;k, (3.96)

donne naturellement le tenseur antisymétrique isotrope (3.48). A moment nul, le
propagateur d’intensité est alors simplement

1
GEY(0) = 5 TW. (3.97)

Les trois valeurs propres que doit posséder le mode antisymétrique sont dégé-
nérées & moment nul. A moment p fini, la dégénérescence est levée partiellement,
et nous avons deux valeurs propres distinctes, g11(p) et gi2(p) (¢f. Fig. 3.2). La
dégénérescence double restante doit étre liée a une symétrie de la propagation ; un
candidat naturel est 'invariance de toutes les expressions sous la parité g — —gq.
Dans un langage de tenseurs irréductibles, ceci serait équivalent a une dégénéres-
cence des modes K = 1, m = +1. Cependant, nous exprimons ici les tenseurs et
leurs produits en coordonnées cartésiennes qui mélangent les composantes sphé-
riques. La dégénérescence n’est donc pas attribuée a une seule des deux fonctions
g11(p) et g12(p). Le premier indice fait référence a la composante anti-symétrique
K =1, tandis que le second, a = 1, 2, est seulement un indice de comptage.

Partie symétrique a trace nulle

En vue des résultats pour la partie antisymétrique, nous pouvons déja prédire
que la partie symétrique a trace nulle doit prendre la forme

G2 (q) = ga0(p) T67(@) + 921(0) T (@) + 922(p) T (@) (3.98)

En effet, la partie symétrique a trace nulle de I'identité pour le produit tensoriel
« horizontal » est le projecteur

1 1
T%k = §(§ij5kl + 0irdj1) — §5iz5j1c- (3.99)

La contrainte de transversalité par rapport au vecteur g leve la dégénérescence
isotrope. Chaque tenseur d’identité est remplacé par 0, = P,.s + Q,s, €t on peut
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classer les termes suivant la puissance d’apparition du projecteur @),

2
Tioe = 5 QuQ

1 1
+ é(Piijz + QijPu + PirQji + Qi Py1) — §(Pilek + QuPj) (3.100)

1 1

2(P P+ PipPji) — 3Pz‘lpjk-

Lorsque l'on construit les tenseurs symétriques a trace nulle pour chacune des
trois contributions, on trouve les tenseurs propres

TéQ)(Q)zz;k = (2sz Pi)(2Qjkr — Pjk),

. 1

T (@)agn = 5 (PiiQu + Qi P + PuQiu + Qur ), (3.101)
N 1 1

TéQ)(Q)zlg = §(P P + P Pj) — §Pilpjk-

Le premier tenseur est un produit direct grace a la structure en produit direct
du projecteur Q;;Qr = Qu@ ;- Les projecteurs sont orthogonaux pour le produit
tensoriel,

TOTY = 6,5 T (3.102)
Par construction, leurs traces partielles gauche et droite sont nulles,
(Tg))mm;jk = (Tg))il;nn = 0. (3.103)

Les fonctions propres gxo(p) du développement (3.98) du propagateur transverse
sur ces tenseurs sont calculées par les regles (3.70), (3.82) et (3.89),

2. —9(1 4+ p?) + (9 + 12p* + 5pH) A(p
a(p) = —250(p) + 3a(p) + 1250(p) = 0 LI F O D)
3 dp
_ 3. 3. 6+p* —3(2+p° —p")Ap)
g (p) = 530(17) - 532( p) —833(p) = It )
. -3+ 7Tp* +3(1 — A(p
922(p) = 32(p) + 283(p) = 8](74 YAl )
(3.104)
Leur développement autour de I'origine est
T 20p? 4
g20(p) = 10 210 (p"),
7 13p? 4
= _ ) 3.105
921(p) 0 70 +O0(p*), ( )
7 23p?
g22(p) = —= — O(p4)

10 70
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Les valeurs propres gs, sont dégénérées a 'origine p = 0, avec une levée partielle
de dégénérescence pour p > 0. Comme pour le mode antisymétrique, il persiste
une dégénérescence par paires qu’on attribue a la parité du propagateur. Pour
assurer la bonne définition du propagateur a la limite isotrope g = 0,

7
G2 — 1@ 3.106
LT, (3.106)
la somme des tenseurs (3.101) est indépendante de § et donne, naturellement, le
tenseur symétrique isotrope,

> TD(G)age = Ty (3.107)
a=0,1,2

Le symétriseur & trace nulle T® commute avec les trois tenseurs symétriques
trace nulle,
TOTO(g) = TO(g) = TO(@)T® (3.108)

o « «

parce que son action sur des tenseurs déja symétriques a trace nulle est triviale.

Parties mixtes scalaire-symétrique

Finalement, les composantes mixtes scalaire-symétrique (3.66) du propagateur
d’intensité sont données a 'aide des regles (3.70) et (3.82),

GO(q) = §(p)TO?(g),

- (3.109)
G*9(g) = g(p)T®V(g),
avec les tenseurs
~0.9)) V2
TOD(§) i = o dir (Pjx — 2Qjk),
3.110
o 2 ( )
TN Qe = —— (Pa — 2Qu) O

6

Ces tenseurs ne sont pas des projecteurs parce que leurs carrés s’annulent par

construction,
TO2T0.2) — T2OT20 _ (. (3.111)

Leurs produits croisés renvoient aux modes scalaire (3.73) et symétrique (3.98),

FO2F@0) _ TO)

= (20)% 112
TROTO2) _ 7). (3.112)

Les facteurs de normalisation dans (3.110) sont choisis pour rendre ces relations

algébriques les plus simples possible. Ce sont ces tenseurs mixtes qui couplent les

deux modes scalaire T et symétrique T(()Q) . Les produits non-nuls sont
-T'(OQ)T[(]?) — -T'(OQ)7 TOT02) _ 'T'(072)’

~0.00) = @)% ~ (3.113)

TEOTO) = T, T, TE0 — T720)
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9Ka

_02 . 1 . 1 . 1 . 1

Fi1G. 3.2 — Valeurs propres du propagateur d’intensité, éqs. (3.117), en fonction du
moment adimensionné p = gl. Le couplage §(p) entre modes scalaire et symétrique,
éq. (3.120), s’annule dans la limite isotrope p = 0.

La fonction de développement est donnée par

. V2[30(p) —35:(p)] V2

6 O 4p?

Proche de Torigine, la fonction de couplage varie quadratiquement,

g(p) = —\/155})2 +O0(p"), (3.115)

et le couplage disparait a la limite isotrope de moment nul, §(0) = 0.

Résumé

En rassemblant tous les termes, on obtient la décomposition du propagateur
transverse (3.58) de l'intensité moyenne sous la forme

G(g) = D gralp) TEV(@) + 3(p) (TO2(@) + TEV(q)) (3.116)

Dans la somme sur les modes (K, «), nous avons réduit les neuf valeurs propres de
départ en six fonctions propres gx.(p) de p = ¢/, profitant d’une dégénérescence
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par paires dans les modes antisymétrique (K = 1) et symétrique (K = 2) :

goo(p) = A(p) = BB _ g P o,

P 3
_3(1-A(p) 1 3p? "
911(p)—T—§ 1—0+O(P )
3(-14+ (1+p*HA 1 p?
g12(p) — ( (4 2p ) (p)) - - _ p_ + O(p4),
D 2 10
9 4 4 9 (3.117)
():—9(1+p)+(9+12p +5ph)A(p) _ 7 29 )
Gg20\P 4 10 210 p)
6+p*—32+p*—pHA(p 7 13p?
g21(p) = ( I JA®) =15~ 0 +O0(p"),
—34+7p* +3(1 —p*)%A(p 7 23p?
g22(p) = 8;4 AP _ T O(p").

Les valeurs propres en p = 0 ont été utilisées par Akkermans et al. [39] dans
une évaluation qualitative des effets de la polarisation sur le pic de rétrodiffusion
cohérente, basée sur un modele d’ondes scalaires a ’approximaion de diffusion.
Les expressions approchées a l'ordre p? ont été trouvées, avec une erreur dans le
coefficient de g9, par Stephen et Cwilich [38, éqs.(7.4)—(4.9)] et MacKintosh et
John [40, éq.(4.16)]. Finalement, les fonctions propres ont été calculées exacte-
ment par Ozrin [42, éq.(3.16)]. Sous une forme voisine, elles apparaissent égale-
ment dans la théorie de transfert radiatif vectoriel résolue exactement par Amic,
Luc et Nieuwenhuizen [43, éqgs.(3.8),(3.15)]. Par contre, ces derniers travaux ré-
solvent I’équation de transfert radiatif pour la matrice 9 x 9, sans une analyse
explicite en termes irréductibles. Ils n’ont pas obtenu les tenseurs propres associés
qui sont, en fonction de Pij = 6z‘j — CquA] et Qij = (jiqu,

1
0 _
Toorgn = 3 0dj;
(1) 4 1
T (q)il;jk = §(Pijpkzl - Pikle)a
. 1
Tél)(Q)il;jk = §(Piijl + Qi P — PiQj1 — Qi Pj1),
2 (3.118)
2, A
T(() )(q)il;jk = E(Pﬂ - 2@11)(ij - Qij),
. 1
ng)(Q)il;jk = §(P”le + Qi P + PiQji + Qi Py),
(2) ~ ]_ ]_
T57( @) = §(ijkl + Py Py) — §Pz'zpjk-

Pour le produit tensoriel horizontal (3.24), ces tenseurs forment une algebre de
projecteurs orthogonaux,

TETY = 650, TE. (3.119)

[0}
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Cependant, comme souligné par Ozrin [42], il reste un couplage irréductible
g(p), a moment p > 0, entre les modes purement scalaire (K = 0) et symétrique
K=2a=0):

g(p) _ \/5[3 _ (i]—; pQ)A(p>] _ _\/1§5p2 + O(p4) (3120>

avec

'T(072) (qA)Zle = 6il (P]k - 2Q‘7k)’

(3.121)

>[S°l%

‘T'(Q’O)(Q)iz;jk = (Pit — 2Qur) 6.

La table de multiplication des tenseurs de couplage est
TEE)TE"K") _ (SK’K”T(()K)7
-T_(K’K/)T(OCK”) _ 5K,K,,500'T‘(K7K')7 (3.122)
TQK)'T'(K,’K”) = Ogcrr0a0 T,

L’analyse en modes irréductibles ne fournit pas directement la structure com-
pletement diagonalisée. En effet, le transfert de moment q introduit une direction
privilégiée et couple des modes qui sont bien distincts dans le cas isotrope. Pour la
sommation de la série, ce couplage n’est pas un obstacle majeur car il n’imposera
que la diagonalisation d'une matrice 2 x 2.

3.1.4 Sommation des séries atomiques échelle et croisée
Série échelle

Comme annoncé dans la section 3.1.1, la série échelle de diffusion multiple
est une série géométrique d’argument Ap(q) qui est le produit du propagateur
transverse (3.116) avec le vertex atomique (3.46),

AL(q) = G(q)l. (3.123)

Le vertex atomique est donné par la décomposition (3.46) sur les tenseurs iso-
tropes TU) avec les valeurs propres Ag(J,.J.). Compte tenu des propriétés pro-
jectives des tenseurs TH), le produit est immédiatement évalué,

AL(@) =D Ao THO + 2,TOD 4 3T, (3.124)
K,

avec des coefficients

Aia(ps J, Je) (J, Je) 9xa(D),

Ak
)\K(p7 ‘]a Je) = )\K(Ja Je) g(p)

(3.125)
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Le message de ces expressions est clair : pour généraliser la diffusion multiple vec-
torielle au cas des atomes, il suffit de multiplier les fonctions propres vectorielles
par les valeurs propres atomiques correspondantes.

La série échelle (3.3) est sous forme tensorielle

Lig)=1(1+AL(g) + A} (q)+...)=1(1L—Ar(q)™". (3.126)

Sommer la série revient & inverser le tenseur (1 — A(q)). Ce tenseur doit avoir
les mémes propriétés de transformation que Ap(q), 'identité 1 étant invariante.
Nous essayons alors I'ansatz

(L1=A) " = aga TV +aTOY 4T (3.127)
K,«a

L’identité se décompose comme

1=) TO=3"T0), (3.128)
K,«a

K

et on a donc

(1—AL) =) (1= Aga) TE) = XTOD — 3, TEO), (3.129)
K,«a
Par définition,
1=(1-A)1—-A), (3.130)

ce qui fixe les coefficients du développement (3.127) en fonction des Ak, Mo
Considérons d’abord les modes non-couplés, i.e., tous sauf (K = 0,a = 0) et
(K =2, = 0). Pour ces modes, I’équation précédente est simplement équivalente
a
1

B 1 - >\Ka’
en accord avec notre stratégie (3.28) de resommer la série vectorielle mode par
mode de fagon scalaire. Il nous reste a inverser la partie couplée. En expli-
citant (3.130), on trouve deux systémes découplés pour les quatre inconnues

@) ()w) e

La matrice 2 x 2 de couplage est

1— Ao —Ao
A= < 1
( —>\0 1-— )\20) ’ <3 33)

(3.131)

AKq

oo, @20, A, A2 -

de déterminant

IA] = (1 = Xoo)(1 = Azo) — Aoho. (3.134)
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Les coefficients de la série sommée dans les modes couplés sont alors

11—\ 1—\ D YD \
aOO:T|2Oa A20 = \A|OO’ Gozﬁ, G2:ﬁ- (3-135)

En rassemblant toutes les contributions, la série échelle resommée (3.126) se
décompose sous la forme

ZAM )4 A TO2 4 A TRO) (3.136)

ou les coefficients Ak, (p; J, J.) sont

Apy = Ao(1 — Azo) Ay = A1 _ M Ao = )‘2_5‘2

00 = ]A\ ) 11—1_)\11, 12—1_>\12, 0= |A\’
1— A ~ XA

Ay = —A2< )\00), Aoy = Ao ) Ao = 2 ) Ay = aral 0-
N 1— Ay 1— Ay A

(3.137)

Les valeurs propres échelle Ak (J,J,) du vertex atomique sont données sous
différentes formes dans la section 3.1.2. Les fonctions propres Aga(p;J, Jo) et
Ai(p: J, J.) sont données par (3.125). Les tenseurs T)(§) sont contenus dans
(3.118), et les tenseurs de couplage TEKE)(§) dans (3.121).

D’apres la définition (3.19) des tenseurs de rang quatre, ils sont a contracter
avec les vecteurs des polarisations entrantes et sortantes,

t(LIQ(Q) =€1,iE2; €3k€4zT(K)( )zl]ka

i TR ().

. (3.138)
t;'(G) =¢€1€0 6306600 T

Ainsi, les différents modes de propagation sont peuplés suivant le canal de pola-
risation choisi, et la série échelle sommée est

(ZAKa 0@ + L@ B (@) + L) i0(@).  (3139)

Série croisée atomique

L’argument de la série géométrique croisée est le produit du propagateur trans-
verse avec le vertex atomique croisé,

Ac(q) = G(q) X. (3.140)

La décomposition (3.53) du vertex croisé permet de développer le produit immé-
diatement,

Z Xrca T + 3 TOD + 3, T (3.141)



142 CHAPITRE 3. DIFFUSION MULTIPLE

avec des coeflicients

Xia(D; J, Je) = XK (I, Je) 9ra(D),

X (p; J, Je) = xx(J, J.) §(p). (3.142)

Le message de ces expressions n’est pas moins clair que celui de (3.125) : une
fois résolu le cas de la série échelle, le passage au cas croisé est aisé parce que la
structure tensorielle est strictement la méme, et il suffit de remplacer les valeurs

propres Ag — Xk-
La série croisée ne commence qu’avec le terme de diffusion double,

Clg) = XAc(q) (14 Ac(q) + AZ(q) +...) = XAc(q) (1 —Ac(q)) ™. (3.143)

L’opérateur inversé (1—Ag) ™! est le méme que celui de la série échelle, au rempla-
cement des valeurs propres pres. De plus, il n’est méme pas nécessaire de calculer
son produit tensoriel avec le terme factorisé dans (3.143) si l'on utilise

Ac(l—Ac)'=(1-Ac)' -1 (3.144)

Par analogie avec le cas échelle (3.136), on obtient sans effort supplémentaire le
développement de la série croisé sommée,

Clq) =Y XpaT{) + X,TOD 4 X, T (3.145)
K,«

Les coefficients X g, (p; J, Jo) sont

1 —x20 X1X11 X1X12 > X2X2
Xog = —1 X = X9 = Xy = ===
00 Xo( ‘X| )> 11 1—X11’ 12 1—X12’ 0 |X|’
1— B N
X20 = X2 ( |X>|<00 - 1) 5 Xo1 = 1XEX>21, Xog = 1X5X;22, Xo = —ﬁg?jo,
(3.146)

ou le déterminant de la matrice de couplage croisé est

[ X = (1= x00)(1 — x20) — XoXa- (3.147)

Les valeurs propres xg(J,J.) du vertex atomique croisé sont données sous
différentes formes dans la section 3.1.2, les fonctions propres xxa(p;J, J.) et
Xk (p; J, J.) sont données par (3.142), et les tenseurs T¥)(§) sont toujours les
mémes, (3.118). Les contractions des polarisations entrantes et sortantes avec les
tenseurs (3.118), doivent respecter la regle d’échange (3.30),

t(cKoz(q) =€1,€2,E4kE3, TSXK)@)H;M’ (3.148)
ng)(Q) = €1,i€2,j €4k €3 T(K/’K)((j)il;jk'
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Ainsi, la population des modes est déterminée par les polarisations entrantes et
sortantes, mais elle est indépendante de la transition atomique considérée. La
population des modes de la série croisée est différente, pour 3 # &4, de celle de
la série échelle, (3.138). La série croisée sommée est alors

C(g) = u(w) (D Xralp) 10(@) + Xo(p) 15 (@) + Xo(p) I(@)).  (3.149)

Une premiere discussion qualitative du résultat de la resommation des séries
peut étre faite dans le cadre de 'approximation de la diffusion.

3.1.5 Approximation de la diffusion

Bien connue en thermodynamique hors équilibre [112], I’équation de diffusion
(0, — DV?)P(r,t) = 6(t)d(r) (3.150)

décrit I’évolution d’'une quantité conservée dans un milieu effectif a partir d'un
déséquilibre local; D est la constante de diffusion. La présence des distributions
de Dirac, qui représentent une excitation élémentaire, définit la réponse impul-
sionnelle du systeme, la fonction de Green P(r,t). La solution retardée est, en
trois dimensions, donnée par [39, 113]

P(r,t) = % exp {—J—DJ , (3.151)

ou H(t) est la distribution de Heaviside. En intégrant sur le temps ¢, on trouve
la fonction de Green stationnaire

1
P(r)= | dtP(r,t) = 3.152
)= [dPr) = (3152)
qui satisfait

—DV?P(r) = §(r). (3.153)

Dans la représentation de Fourier, la fonction de Green stationnaire est
Plq) = — (3.154)

q) = D )

Le pole caractéristique ¢ = 0 de cette fonction de Green est appelé pole de
diffusion.

Dans le cadre de la diffusion multiple de la lumiere, la série échelle (3.136)
décrit l'intensité moyenne diffusée multiplement a l'intérieur du milieu infini,
a un certain moment q dans la représentation de Fourier. Pour remonter aux
propriétés de la propagation dans I’espace réel, il est donc intéressant de discuter le



144 CHAPITRE 3. DIFFUSION MULTIPLE

comportement de la série sommée dans l’approximation de diffusion qui consiste a
développer les fonctions propres a U'ordre p? (ot p = ¢f). Les fonctions de couplage
S\K(p), (3.125) et (3.120), s’annulent quadratiquement a ’origine. Par conséquent,
le couplage entre les modes scalaire et symétrique s’annule a I'approximation de
la diffusion, |[A] = (1 — Ago)(1 — Ago) + O(p*). Toutes les fonctions propres (3.137)
proches de l'origine sont alors de la forme

>\K 1/CKa

A ~ ~ .
ra(P) 1 = Ax(bx — cxap?)  P?>+ (1 — Agbr)/AkCra

(3.155)

Dans le mode scalaire seulement, nous avons \g = 1 et by = 1, et donc un vrai
pole de diffusion en p = 0. Pour les modes antisymétriques et symétriques, les
coefficients constants sont by = 1/2 et by = 7/10, respectivement. Comme dans
tous les cas 0 < Mg < 1, le dénominateur est toujours de la forme p* + Jp?
avec 0p? = (1/Ax — bx)/cka > 0. L'influence des nouveaux poles +idp sur la
propagation spatiale est évaluée en prenant la transformée de Fourier inverse,

d3q €97 1 sp
= —rop/t, 3.156
/ (2m)3 p? +o0p?  Awl?r ‘ ( )

Au déplacement +idp du pole de diffusion est ainsi associé un libre parcours
moyen effectif
L, [ Cra

& = 5p_€ e — b (3.157)
En théorie des champs, ce mécanisme est bien connu : dp est appelé la masse effec-
tive du mode en question [75], et £ est la portée de 'interaction véhiculée par cette
particule. Plus la valeur propre A\x et la constante by sont petites, plus le libre
parcours moyen effectif est petit, signifiant une extinction rapide de ce mode.
Pour des diffuseurs dipolaires classiques, on trouve ffl) = 0.774, 551) = 0.44¢,
5(()2) = 0.67¢, éz) = 0.780 et 552) = 1.04¢. Les modes non-scalaires sont forte-
ment atténués a ’échelle du libre parcours moyen, et I’approximation de diffusion
devient clairement caduque. Ensuite, toutes les valeurs propres atomiques pos-
sibles sont inférieures a 1 (c¢f. Fig. 3.1), et diminuent encore le libre parcours
moyen effectif. La structure interne atomique ne fait qu’accélérer I'atténuation.
Ceci peut étre attribué aux transitions Raman dégénérées : elles renforcent encore
le mélange des composantes vectorielles par les projections transverses lors de la
propagation. Les transitions Rayleigh ont le méme diagramme de rayonnement
que le diffuseur dipolaire et ne dépolarisent donc pas plus.

Pour le mode scalaire, \g = 1, et le libre parcours moyen effectif diverge
(dans le langage de la théorie des champs, il s’agit d'un mode de Goldstone de
masse nulle [114]). Cette propriété est indépendante de la transition atomique
considérée. L’approximation de diffusion est donc bien adaptée pour décrire la
propagation de l'intensité [41]. La comparaison de (3.152) et (3.156) montre que le
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F1G. 3.3 — Libre parcours moyen effectif du mode scalaire croisé, éq. (3.159). Il diverge
dans le cas du diffuseur dipolaire isotrope (J = 0,Jo = 1), garantissant ’équivalence
des modes scalaires croisé et échelle. Pour les transitions Jo = J + 1, il chute en J ' ;
pour les transitions Jo = J, il croit linéairement avec J et diverge ainsi & linfini. Pour
J fini, la localisation faible est diminuée trés efficacement.

coefficient de diffusion associé est, comme pour les diffuseurs dipolaires classiques,

D x g (3.158)

Le facteur de proportionnalité est la vitesse de transport de la densité d’éner-
gie; comme souligné par Lagendijk et van Tiggelen [27], une étude des proprié-
tés de transport stationnaires comme la noétre ne peut déterminer la valeur de
cette quantité dynamique. Par contre, nous avons bien vérifié (cf. Sec. 1.2.4) que
’échelle spatiale naturelle est bien le libre parcours moyen ¢ = 1/noy, pour le
milieu atomique dilué comme pour les diffuseurs dipolaires classiques.

Pour les diffuseurs dipolaires classiques, nous savons déja que les séries échelle
et croisé sont équivalentes (a la diffusion simple pres) parce que le tenseur de
diffusion est purement scalaire, et les vertex échelle et croisé coincident. Cette
équivalence est la base méme de la localisation faible, la diminution de la constante
de diffusion due a U'interférence constructive des amplitudes contrapropageantes
vers l'arriere. L’'impact de la structure interne atomique sur la localisation faible
peut étre estimé par la valeur propre scalaire o du vertex croisé en fonction de
J. D’apres (3.157), on y associe un libre parcours moyen effectif

14

V31 xo = 1)

0
3

(3.159)
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A laide de la Tab. 3.2, on voit que le comportement du libre parcours moyen
effectif pour J > 1 est

EN J™1 pour J,=J %1, (3.160)
14 J  pour J, = J, '

et est donc exactement 1'opposé dans les deux types de transition (Fig. 3.3). Pour
les transitions J, = J £ 1, la valeur propre chute quadratiquement avec J, ce
qui implique une diminution en J~! du libre parcours moyen effectif associé. Le
mode scalaire croisé dans ce cas est atténué tres efficacement, et on s’attend a
une correction de localisation faible — de plus en plus faible. Par contre, pour
les transitions J, = J, la valeur propre tend vers 1, et le libre parcours moyen
augmente linéairement avec J. Dans la limite J — oo, on retrouve la correspon-
dance entre les modes diffusifs échelle et croisé. Mais pour tout J fini, la structure
interne quantique diminue la localisation faible tres efficacement.

3.2 Rétrodiffusion cohérente

La série échelle sommée (3.136) constitue la solution de I’équation de Bethe-
Salpeter (2.40) a 'approximation de Boltzmann. La série croisée sommée, (3.145),
donne la correction de localisation faible. La sommation analytique de ces séries
n’a été possible que grace a la diagonalité des opérateurs dans I'espace des vecteurs
d’ondes, ce qui est équivalent a I'invariance statistique du milieu désordonné infini
sous les translations. Par contre, le signal de rétrodiffusion cohérente est la réponse
d’un milieu avec une interface. Comme dans le chapitre 2, on choisit la géométrie
la plus simple, 'espace semi-infini défini par z > 0. Le propagateur d’intensité
pour l'espace semi-infini est construit a partir de la solution du milieu infini
par la méthode de I'image. Nous montrons que le calcul du signal CBS peut étre
réduit a une seule intégration sur la composante ¢, des fonctions propres associées
aux modes du propagateur. Cette intégrale peut étre faite analytiquement dans
I’approximation de la diffusion ; dans le cas général ou 'approximation de diffusion
n’est pas suffisante, on peut néanmoins évaluer 'intégrale numériquement. Cette
méthode, que nous appelons « exacte image », permet un calcul précis des facteurs
d’amplification et des pics CBS sur un milieu semi-infini pour toute transition
atomique.

3.2.1 Méthode « exacte image »

Dans le cas de la diffusion double, le propagateur transverse de l'intensité
intervient une seule fois (cf. (2.56) et (2.75)). Il est inutile de calculer sa repré-
sentation de Fourier parce que l'intégrale spatiale dans (2.60) sert a définir la
moyenne de configuration CBS, (2.89) et (2.90). Par contre, les séries de diffusion
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multiple chainent les propagateurs, et leur sommation n’est possible qu’en repré-
sentation de Fourier ou les propagateurs sont diagonaux. Certes, les expressions
(3.139) et (3.149) des séries sommées, qu’on notera sous forme commune F(q),
peuvent étre formellement écrites

1 .
F(q) = 7 /d?’rldgrg F(rg) e T2, Fe{L,C}, (3.161)

mais elles sont trop compliquées pour pouvoir calculer F'(712) directement. En
profitant de l'invariance de I’espace semi-infini dans le plan perpendiculaire a z,
on peut garder la dépendance en q, = (¢, q,) et n’expliciter que la coordonnée
spatiale longitudinale z,

A |
Fla) = 75 / dzidzy F(gy, 21 — 2) €177) (3.162)

ol
F(q,,2) = /dzrl F(r)e ™, (3.163)

Dans 'intégrale non-bornée (3.162), le propagateur ne dépend que de la différence
z1 — 29, traduisant l'invariance statistique par translation du milieu infini. Passer
au milieu semi-infini de la configuration CBS nécessite de trouver le propagateur
F()(q | 21, 25) qui satisfait & une condition au bord et dépend alors séparément
de z; et z9.

La solution exacte de 'équation de transfert radiatif [43] par la méthode
Wiener-Hopf [108] montre que la densité d’énergie s’annule sur un plan z = —z.
L’épaisseur de la couche de surface zy (skin layer thickness) pour un milieu de
diffuseurs ponctuels est donnée par

20~ 0.714, (3.164)

que ce soit pour la diffusion multiple d’ondes scalaires (zo = 0.710466 £) ou vecto-
rielles (29 = 0.712110¢) [43, 115]. L’annulation du propagateur F*)(q ; 21, 25)
sur le plan z = —z, peut étre imposée par soustraction du propagateur libre
jusqu’au point image par le plan, cf. Fig. 3.4 :

F(qy521,2) = Flgusa— 22) = F(quiz+ 22+ 220). (3.165)

L’utilisation de cette méthode d’image est souvent associée a ’approximation de
la diffusion. Cependant, nous allons voir que la méthode de I'image peut étre
employée méme au-dela de I'approximation de la diffusion.

Compte tenu de la définition (1.116) de la section efficace différentielle, le
coeflicient bistatique (1.165) est alors

LSw? s
vr(q) = A pleb )(QL) (3.166)
T
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Fi1G. 3.4 — Méthode de l'image, éq. (3.165). En soustrayant le propagateur jusqu’au
point image 2, le propagateur total s’annule sur le plan z = —z.

ou la moyenne de configuration CBS du propagateur (3.165),
(cbs) — A - —(z1+22)/€ 1n(cbs)
F'(q,) = 75 dzidzge F>)Nq; 2, 29), (3.167)
0

tient compte de la géométrie restreinte et de 'atténuation des amplitudes en-
trantes et sortantes (cf. (2.89) et (2.90)). Avec (3.165), le coefficient bistatique
est alors

w2 [
vr(q,) = ?/ dzydzy e~ (1 t22)/t [F(q,;21—22)—F(q,;z1+22+22)]. (3.168)
0

Le propagateur d’intensité étant donné en représentation de Fourier F(q) =
F(q,,q.), on peut remplacer

d Z —iq2
F(qy;2) = L3/ er F(q,q.)e ", (3.169)

Dans (3.168), on peut alors effectuer la transformation de Laplace sur les variables

21 et 29,

1 > . . ]_ e*i270pz

_ dzydzs e*(z1+22)/5 (eflqz(m*zz) _ e*lqz(zl+z2+2z0)) _ .

02 0 1+ pz (1 + ipz)2
(3.170)
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F1G. 3.5 — Noyau d’intégration de la méthode « exacte image », éq. (3.172). Les tirets
indiquent la valeur de 19 = 2o/l ~ 0.71.

ou 19 = 2o/l est I'épaisseur de la couche de surface en unités de libre parcours
moyen. Le coefficient bistatique est alors donné comme une seule intégrale sur la
composante p, du moment réduit p = q/,

2P [
2 / dp. D(p-) F(q.,p:/0) (3.171)
0

r(q,) = -

ou le noyau d’intégration est obtenu en réarrangeant (3.170),

(sin Top + p cos Top)?

D(p) 15 7

(3.172)

La fonction paire D(p) varie quadratiquement autour de l'origine, D(p) = (1 +
70)%p* + O(p*), et décroit comme p~2 a I'infini. Comme le montre la Fig. 3.5, elle
est concentrée autour de 7.

A ce stade, deux vérifications élémentaires de cohérence sont possibles. Pre-
mierement, ’application de la méthode « exacte image » au terme de la diffusion
simple dans la série échelle, L; = u(w)Z, donne exactement le coefficient bista-
tique s, (1.169), obtenu dans la section 1.4. En effet, dans ce cas, le parametre
zp n'intervient pas car le propagateur d’intensité est proportionnel a la distribu-
tion de Dirac §(z; — z2) (cf. la remarque p. 98 autour de (2.92)). Par conséquent,
I'image du seul diffuseur par rapport au plan z = —zy ne contribue pas a l'inté-
grale (3.168).
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Deuxiemement, lorsque 'on integre un propagateur scalaire avec pole de dif-
fusion,

3 3 1 14 1 —exp(—27op.)

—_— , 3.173
p2+pt 4 (1+py)? P ( )

/OOO dp. D(p.)

on obtient, par construction, la forme du cone de rétrodiffusion classique dans
I’approximation de diffusion tel qu’il a été trouvé par Akkermans, Wolf et May-
nard [14]. Par conséquent, a approximation de la diffusion, nous obtenons ana-
lytiquement le pic CBS de diffusion multiple vectorielle sur le milieu atomique
comme la somme des pics associés aux modes du propagateur, avec un libre par-
cours moyen effectif fini (3.157) pour chaque mode.

Cependant, I'approximation de diffusion n’est pas valable pour les modes qui
sont atténués rapidement, comme c’est le cas pour tous les modes du propaga-
teur croisé atomique qui déterminent la réponse CBS. En gardant les expres-
sions exactes des fonctions propres, nous allons voir (cf. Fig. 3.6) que la méthode
« exacte image », appliquée au cas de la diffusion double, donne des résultats qui
sont presque identiques aux solutions exactes de la section 2.3.4. Reconfortés par
ces vérifications, nous procédons alors au calcul « exacte image » des facteurs
d’amplification.

3.2.2 Facteurs d’amplification

L’information primordiale a obtenir est le facteur d’amplification dans la di-
rection vers l’arriere,

7c(0)

L
Dans I'approche exacte image, le coefficient bistatique échelle est donné par 'in-
tégration (3.171) du propagateur L(q), (3.139), en g, =0,

a=1+

(3.174)

Z’y )+ A (3.175)

Les coefficients W(LI;) et 4., sont obtenus par I'intégration exacte image (3.171) des

fonctions propres (3.137) sur p = p,,

W= 2 [ D) Aralo)
5 o N N (3.176)
w=2 [ WD) [+ Rl

Ces intégrales peuvent étre évaluées numériquement, étant données la régularité
et la décroissance rapide du noyau D(p), sans recourir a I'approximation de la
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diffusion. Par contre, la valeur de l'intégrale dépend de la transition atomique
J, J, considérée.

Les poids t(LIQ et 11, des différentes intégrales sont les contractions (3.138) des
vecteurs de polarisation avec les tenseurs propres (3.118), donnés en fonction des
projecteurs Pj; = 6;; — ¢;G; et Q;; = ¢;G;. Dans la configuration CBS, les vecteurs
de polarisation sont dans le plan transverse de g, = (g4, g,). Pour les coefficients
bistatiques échelle et croisé a l'origine, la dépendance de la direction d’obser-
vation ¢, disparait alors (cf. Sec. 3.2.3 pour une justification plus rigoureuse).
Les tenseurs de contraction sont obtenus a partir de (3.118) par la substitution

PT‘S — 57’8 et QT’S = 07

0 1 1 1 1
T((),i)ljk 3 5215]k7 Tg,i)l;jk = 5 (5ij5kl - 5ik5ﬂ)v Té,i)l;jk =0,
1 1
T = g Oudj; T = 5 (0i30k + 0irdji = dadjn), T6 =0,

~ ~ ~ V2

(3.177)
Indépendamment des canaux de polarisation, on a alors
1 1 ~ 2
ootooe g @ =Y )
3 6 6
Les polarisations n’interviennent que dans
(1) 1 =12 112
i = gleeT e
(3.179)
1= Sl -eP +le- e~ 1)
et leurs contractions valent dans les quatre canaux
Rifh | LA ||| 1 L1
th =12 12 | 0| o (3.180)
21 0 0 |1/2|-1/2

Suivant la transition considérée, les différents modes du champ, peuplés avec les
poids t(aK), sont propagés avec une efficacité décrite par leurs valeurs propres.
Contrairement & la diffusion double, les valeurs propres A\ (J, J.) du vertex ato-
mique échelle ne sont pas factorisables dans les expressions (3.176). Méme si un
terme d’ordre m de la série de diffusion multiple est un polynome d’ordre m des
valeurs propres, le résultat de la resommation est au-dela de tout ordre pertur-

batif.
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Pour la série croisée, toutes les contractions (3.148) non-nulles avec les tenseurs
(3.177) dépendent des canaux,

0 1 1 1 _
tey=gle-elP, g =5 &P ~1)
1 1
t(c%)o =% €l t(c2)2 =3 (le- &P +1—le-€?), (3.181)
- 2
to = %_ e- €%,
et valent
hi|h |hLh| L)l | 111
ey | 1/3 |0 1/3 1 0
W | _ 3
t(%; /2] 0 0 1/2 (3.182)
teo | 1/6 | 0 | 1/6 | 0
2
t |0 1| 1/2 | 12
tc | V2/6] 0 |V2/6] 0

Dans les canaux paralleles, les poids croisés sont égaux aux poids échelle (3.180)
comme imposé par la réciprocité.
Le coefficient bistatique croisé dans la direction vers l'arriere est donc

e (0) =D 75 0) ) + Fc(0) ic (3.183)
K,

ou les coefficients VgZ)(O) et J¢(0) sont obtenus par l'intégration (3.171) des

fonctions propres (3.146),

3 oo
W0 =2 [y D) Xicalo),
0

0 =2 [ dDw) [Fal) + Kol

™

(3.184)

Comme pour le cas échelle, le résultat de 'intégration dépend des valeurs propres
Xk (J, Jo) du vertex atomique croisé.

Méthode « exacte image » et diffusion double exacte

Au lieu d’intégrer les fonctions propres des séries resommeées, on peut y substi-
tuer les fonctions propres des diagrammes échelle 1Gl et croisé XGX de la diffusion
double,

AKoz(p) — A%{QK@(]?)’ XKa(p) = X%{gKa(p)a

_ - i _ - i (3.185)
(Ao(p) + Aa(p)) = 2X0A2 G(p), (Xo(p) + Xa(p)) — 2x0x29(p)-
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Fi1G. 3.6 — Contraste de diffusion double, éq. (2.103), en fonction du moment angulaire
J. Symboles et tirets : résultats analytiques exacts, éqs. (2.106)—(2.109). Lignes conti-
nues : méthode « exacte image », éq. (3.171). Dans tous les canauz et pour toutes les
transitions, les courbes se superposent presque parfaitement.

Les poids tensoriels (3.178), (3.179) et (3.181) ne dépendent que des polarisations
entrantes et sortantes et sont les mémes quel que soit 'ordre de la série que 1’'on
considere — c’est bien la 'intérét de connaitre les modes propres de la propa-
gation. Ainsi, on peut comparer les résultats de la méthode « exacte image »
aux résultats exacts de la section 2.3. La Fig. 3.6 montre que le contraste de
diffusion double, (2.103), coincide remarquablement bien pour toutes les transi-
tions atomiques. Le facteur d’amplification a I'ordre deux as est reproduit avec
la méme précision parce que la méthode image exacte donne le résultat exact de
la diffusion simple.

Facteurs d’amplification de la série sommée

Pour J = 0, nous retrouvons avec une grande précision les facteurs d’ampli-
fication des diffuseurs dipolaires isotropes, calculés par Ozrin [42] et Amic, Luck
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et Nieuwenhuizen [43] a 'aide de la méthode de Wiener-Hopf :

J=0,J.=1 Ri|h|hLh| L]l | ILI
Image exacte 20 | 1.24 | 1.76 | 1.12
Ozrin, exact [42] 20 | 1.25 | 1.76 | 1.12 (3.186)
ALN, exact [43] 2.0 | 1.251 | 1.752 | 1.120
SC, vect. diff., [38] - - 1.9 1.2
AWMM, scal. diff., [39] | (2.0) - - 1.14

Pour comparaison, on donne aussi les valeurs obtenues par Stephen et Cwilich
[38] par une diagonalisation des modes vectoriels du champ a I’approximation
de la diffusion, ainsi que les valeurs obtenues par Akkermans, Wolf, Maynard
et Maret [39] par l'inclusion phénoménologique des effets de polarisation dans
une approche d’ondes scalaires a ’approximation de la diffusion. Alors qu’elle
donne des résultats qualitativement corrects, 'approximation de diffusion n’est
pas adaptée pour des prédictions quantitatives dans des canaux orthogonaux.
Pour la méme raison, l'approximation de la diffusion n’est pas adaptée pour
prédire quantitativement des facteurs d’amplification dans le cas des atomes.

Les Figs. 3.7 et 3.8 montrent le facteur d’amplification dans les différents ca-
naux et pour les différents types de transitions en fonction de J. La structure
interne quantique induit une perte d’amplification spectaculaire dans les canaux
paralleles h || h et [||l. Dans le cas de la transition J = 1/2, J, = 3/2, le fac-
teur d’amplification prédit est & = 1.04 dans le canal h||h et o = 1.15 dans le
canal [ || . Dans les canaux paralléles, on observe la jolie remontée du contraste
d’interférence dans la limite J = J, — 0o a cause de la suppression de la partie
antisymétrique du tenseur de diffusion atomique. Contrairement au cas du diffu-
seur dipolaire J = 0, J, = 1, le facteur ne tend pas vers 2.0 parce que la diffusion
simple persistera dans les deux canaux (cf. Fig. 1.7). Dans la Fig. 2.8 de I'ampli-
fication de diffusion double, la remontée de I’amplification est moins visible parce
que le poids de la diffusion simple est surestimé. Dans les canaux perpendicu-
laires h L h et | L1, le faible facteur d’amplification est davantage réduit par la
structure interne quantique.

La comparaison des valeurs théoriques de diffusion double, Tab. 2.1, de dif-
fusion multiple, (3.174), et des valeurs expérimentales [25, 26] montre que les
prédictions théoriques encadrent les valeurs expérimentales, cf. aussi la Fig. 3.9 :

J=3,Jo=4|h|h|hLh| 1|l ]|1LI
s 1.17 | 1.21 | 1.20 | 1.20

Qlexp 1.06 | 1.20 | 1.12 | 1.10
o 1.02 | 1.09 | 1.07 | 1.05

(3.187)
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F1G. 3.7 — Facteur d’amplification CBS, éq. (3.174), en fonction du moment angulaire
J dans les différents canaux de polarisation. La structure interne quantique cause une
chute spectaculaire du facteur d’amplification dans les canaux paralléles. Les transitions
Je = J regagnent en contraste dans la limite J — oo, cf. Figs. 3.3 et 3.1. Dans les ca-
naux perpendiculaires, la structure interne diminue le facteur d’amplification classique.

En effet, le milieu atomique n’a pas la géométrie de ’espace semi-infini. Dans une
premiere approche, le nuage atomique a un profil de densité gaussien a symétrie
sphérique et une densité optique de l'ordre de 10. Ce nuage interpole entre un
milieu peu dense ot la diffusion double domine, et un milieu semi-infini ou les
ordres supérieurs contribuent notablement. Il est raisonnable de penser que le
présent calcul peut étre appliqué au cas d'un milieu en géométrie de tranche;
en effet, la méthode de I'image peut s’appliquer, par itération des images sur
les plans des deux cotés, a un milieu de taille tres supérieure au libre parcours
moyen (. Cette étude, qui n’est pas achevée a ce jour, devrait améliorer I’accord
entre les valeurs théoriques et les résultats de mesure.
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FiG. 3.8 — Facteur d’amplification CBS, éq. (3.174), en fonction du moment angulaire
J pour les différents types de transitions. En encart : valeurs pour la transition J = 3,
Jo = 4.

3.2.3 Pic CBS sur milieu atomique semi-infini

Le coefficient bistatique croisé v¢(q,) en dehors de 'origine est donné par
I'intégrale « exacte image » (3.171) sur le propagateur croisé (3.149). Celui-ci
fait intervenir les fonctions propres X (p) et les tenseurs de polarisation T(§).
Mais lors de l'intégration sur p, = ¢.¢, le produit scalaire entre un vecteur de

polarisation et le vecteur unitaire ¢ dépend de la variable d’intégration :
qL A

E-=——=¢-4q,. (3.188)
Vi + ¢

En observant le pic CBS, nous travaillons a direction g, fixe, et il faut tenir
compte de la variation (3.188) dans les intégrales « exacte image ». Les contrac-

tions des vecteurs de polarisation avec les projecteurs );; = ¢;¢; acquierent alors
une dépendance Lorentzienne,

2

q1
flqi,q.) = . 3.189
(01, 4:) @i + ¢ ( )

De méme, dans les tenseurs (3.118), il faut distinguer les termes d’ordre Q7
B =0,1,2, qui prennent des facteurs f” respectivement, lors des contractions avec
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F1G. 3.9 — Comparaison des facteurs d’amplification expérimentauz et théoriques pour
J =3, Je =4, éq. (3.187).

les vecteurs de polarisation. Les contractions (3.148) des vecteurs de polarisation
avec les tenseurs dépendent maintenant des facteurs de projection (3.189) :

@ = > (flar,a:)’ te(d.), (3.190)

$=0,1,2

et de méme pour les modes de couplage. Evidemment, les composantes d’ordre
£ = 0 ne dépendent pas de G, ; ce sont justement ces coeflicients t(cf,(ozo qui sont
tabulés dans (3.182). Les valeurs explicites de tous les poids tensoriels dans les
quatre canaux de polarisation sont contenues dans la Tab. 3.3.

Par symétrie, les poids des canaux d’hélicité ne dépendent plus de la direction
d’observation ¢, et le signal de rétrodiffusion cohérente est donc isotrope dans
le plan ¢, = (qs,¢.). Dans les canaux linéaires, le pic CBS présente une aniso-
tropie, contenue dans une dépendance des poids de I'angle ¢ entre la direction
d’observation et la polarisation incidente (c¢f. Fig. 2.6 en p. 100). Ces propriétés
d’anisotropie nous sont familieres depuis la diffusion double exacte : dans le canal
]|, les vecteurs de polarisation introduisent un axe privilégié ce qui implique
une symétrie d’ordre deux et une dépendance en (cos ¢)?. Dans le canal [ 1 [, les
deux vecteurs de polarisation orthogonaux induisent une symétrie d’ordre quatre
et une dépendance en (sin 2¢)2.

En somme, le coefficient bistatique de la série croisée est

Yo (p, @) = Z%(N)tn(@ (3.191)
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TAB. 3.3 — Poids t,(¢) des modes tensoriels, éq. (3.190). Dans les canauz linéaires, le
poids dépend de ’angle ¢ entre la direction d’observation q | et la polarisation incidente
via cé =(e-G,)* = (cos¢p)? et 335 = (sin 2¢)2.

ol

— 1 est I'ensemble des indices { K, C, a, B}, modes de couplage inclus,

— uw=p. =Llq, ~ Kkl est 'angle de diffusion réduit,

— ¢ est 'angle entre la direction d’observation et le vecteur de polarisation
linéaire incidente,

— t,(¢) sont les poids des modes imposés par la polarisation, Tab. 3.3,

— (1) sont les fonctions CBS résolues en modes, calculables par I'intégrale
« exacte image »,

) =980 = 2 [ ap Do) ()P X, s

a partir de
— D(p.), le noyau de la méthode « exacte image », (3.172),
f(p), le poids de la projection sur le plan transverse, (3.189), et

- x (p), les fonctions propres de la propagation vectorielle atomique croisée,
(3.146), modes de couplage inclus.

Ces expressions permettent de tracer le pic de rétrodiffusion cohérente pour toute
transition atomique J, J,, dans les quatre canaux de polarisation habituels et pour
toute direction d’observation par rapport a une polarisation linéaire incidente.

La Fig. 3.10 montre les signaux CBS pour le diffuseur dipolaire ponctuel
(J =0, J. = 1), et pour la transition J = 3, J, = 4 étudiée expérimentalement.
L’échelle est multipliée par 10 pour les diffuseurs atomiques. On voit clairement
I'impact de la structure interne atomique : le facteur d’amplification est beaucoup
plus petit dans tous les canaux. Le plus frappant reste la chute du facteur 2.0
dans le canal h|| h vers 1.02. Les courbes en pointillés montrent la contribution
de la diffusion double dans les signaux. Alors que la diffusion double ne contribue
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Fi1G. 3.10 — Facteur d’amplification CBS, éq. (3.174), en fonction de l’angle de diffu-
sion réduit p = k€0 pour diffuseurs dipolaires ponctuels (J = 0,J, = 1) et la transition
dégénérée J =3, Jo = 4. Notez le facteur 10 d’échelle entre les deux cas. Dans les ca-
nauz linéaires, les scans sont paralléles a la polarisation incidente, ¢ = 0. En pointillés :
contribution de la diffusion double, éq. (2.111), au signal total.

que pour 6.5% dans le cone classique en h || h, elle domine avec 67% dans le pic
atomique correspondant. La raison est la chute rapide de la valeur propre xo du
vertex atomique croisé (cf. Fig. 3.1) et atténuation extrémement efficace de ce
mode. Il est inutile de discuter la dépendance en ¢ du signal ici; dans les ailes,
le signal est totalement dominé par la diffusion double, et les conclusions de la
section 2.3.6 s’appliquent toujours : la structure interne atomique réduit ’aniso-
tropie en mélangeant les polarisations. Notamment, la décroissance de 'intensité
en ;2 dans le canal [ L[ parallelement aux polarisations est atténuée en p~*
partout.

Les contributions des différents modes (K, ) au coefficient bistatique croisé
(3.191) du canal h|| h sont montrées dans la Fig. 3.11. Suivant les signes des
poids de polarisation (Tab. 3.3), elles sont positives ou négatives. Les modes
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Fic. 3.11 — Contributions des différents modes (K,a) au coefficient bistatique,
éq. (3.191), du canal h|| h. Dans le cas des diffuseurs dipolaires ponctuels, le cone est
largement dominé par le mode scalaire (0,0) (noter la différence d’échelle). Dans le cas
de la transition dégénérée J = 3, Jo = 4, le poids relatif des modes scalaire, antisymé-
trique et symétrique est déterminé par les valeurs propres du vertex croisé atomique, cf.
(3.193). En pointillés : modes ne contribuant pas au facteur d’amplification a l'origine.
La contribution de couplage yo n’est pas négligeable.
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anisotropres ne contribuent pas a l'origine M = 0. Dans le cas des diffuseurs
dipolaires (J = 0, J. = 1), la contribution du mode scalaire (en haut a gauche)
est largement dominante dans la somme de toutes les contributions (en bas a
droite). Ceci est en accord avec le fait que 'approximation de diffusion scalaire
est excellente pour décrire le pic. Dans le cas de la transition J = 3, J, = 4,
tous les modes sont atténués par rapport au cas classique. Maintenant, ce sont
les modes symétriques (2, ) qui dominent dans le pic CBS, suivis par les modes
antisymétriques (1, ), avec une contribution négative (conformément au signe
négatif des poids dans Tab. 3.3) environ vingt fois plus faible en module, et enfin,
deux cents fois plus petit que les modes symétriques, le mode scalaire. Cet ordre
est déterminé tout simplement par I'importance relative des valeurs propres xx
correspondantes du vertex atomique croisé, Tab. 3.2 et Fig. 3.1 : pour la transition
J =3, J, =4, le rapport des valeurs propres est

Xo:Xx1:Xxe=1:4:19, (3.193)

ce qui souligne la faiblesse du mode scalaire et I'importance des modes symé-
triques. Puisque c’est le mode scalaire qui constitue le cone classique, on com-
prend pourquoi le facteur d’amplification est particulierement bas dans le canal
h | h. Vice versa, la table Tab. 3.3 montre que dans le canal h L h, uniquement
les modes symétriques interviennent. Ceci est la raison pour laquelle le facteur
d’amplification est maximal dans ce canal.

La raison d’étre de cette these est un constat expérimental : les faibles fac-
teurs d’amplification de rétrodiffusion cohérente sur un gaz d’atomes froids. Pour
pouvoir pousser les calculs analytiques le plus loin possible, nous avons supposé
un milieu atomique infini ou de géométrie semi-infinie. Mais la comparaison des
résultats expérimentaux (Fig. 6 en p. 34) et théoriques (Fig. 3.10 en p. 159) néces-
site de prendre en compte les effets de géométrie finie. Dans une premiere étape, la
méthode « exacte image » (Sec. 3.2.1) pourra étre appliquée a un milieu en forme
de tranche pourvu que 'épaisseur optique soit bien supérieure a 'unité. Nous
nous attendons alors a un meilleur accord quantitatif entre les facteurs d’am-
plification expérimentaux et théoriques. Cependant, pour une épaisseur optique
approchant 'unité ou encore pour une géométrie bornée transversalement [116],
les calculs analytiques doivent céder la place a des simulations numériques. Des
résultats préliminaires [45] montrent que le contraste d’interférence a un ordre
de diffusion donné (par exemple k5 de la diffusion double, Sec. 2.3.3, p. 101) ne
dépend que peu de la géométrie; par contre, le poids relatif entre les différents
ordres en dépend. [’analyse de la forme précise du pic de rétrodiffusion cohérente,
de sa largeur dans les différents canaux et de ’anisotropie reste donc une tache a
accomplir.
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Chapitre 4

Résumé et perspectives

4.1 Impact de la structure interne quantique

Le travail théorique présenté dans cette these évalue I'impact de la struc-
ture interne quantique des diffuseurs atomiques sur la propagation de la lumiere
dans un gaz d’atomes froids. Nous supposons que les atomes sont des diffuseurs
ponctuels classiques distribués uniformément dans un milieu de taille infinie. La
lumiere est quasi-résonnante avec une transition dipolaire J, J, de dégénéres-
cence arbitraire, et nous supposons que les atomes sont distribués uniformément
sur les états internes du fondamental. Sous ces conditions, définissant un milieu
désordonné pour la propagation de la lumiere, nous calculons analytiquement
I’amplitude moyenne ainsi que 'intensité moyenne dans le régime k¢ > 1 de lo-
calisation faible ou milieu dilué. Des propriétés interférentielles sont étudiées a
I’aide du cone de rétrodiffusion cohérente qui est calculé analytiquement a ’ordre
de diffusion double. Une analyse systématique en termes de tenseurs irréductibles
permet la sommation analytique de la série de diffusion multiple de la lumiere a
I'approximation de Boltzmann (série échelle). La correction de localisation faible
(série croisée) en est obtenue par une regle d’échange qui trouve une image dia-
grammatique élégante dans la « torsion » du ruban du vertex atomique. Enfin,
I’association de la méthode de I'image avec une intégration du propagateur exact,
la méthode exacte image, donne I'intensité moyenne diffusée par un espace semi-
infini de facon quasi indiscernable du résultat exact. Ainsi, nous pouvons calculer
les facteurs d’amplification de méme que les pics CBS de la diffusion multiple vec-
torielle pour toutes les polarisations, toutes les directions d’observation et toutes
les transitions dipolaires atomiques.

Les propriétés stationnaires de la propagation de la lumiere peuvent étre clas-
sées en trois catégories suivant I'impact croissant de la structure interne quantique

(Tab. 4.1).

L’amplitude moyenne n’est guere affectée. En effet, 'amplitude moyenne est
décrite a l'aide de la self-énergie ¥(w) ou encore de la polarisabilité atomique

163
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Propriétés | Impact | Grandeurs caractéristiques Sec. p.
o self-énergie ¥(w) 1.2.2| 52

Amplitude o libre parcours moyen ¢ = ¢y, 1.2.4 | 56
o section efficace ooy = 1/nl 1.2.4 | 56

. diffusion simple vg > 0 1.4 70

Intensité ) dépolarisation accrue A\g < 1 3.1.2 | 121
o constante de diffusion D o ¢/3 3.1.5 | 143

° contraste d’interférence ko < 1 2.3.3 | 101

Interférence ° libre parcours moyen effectif §g) V0315 143
° facteur d’amplification o — 1 < 1 3.2.2 | 150

TAB. 4.1 — Impact de la structure interne quantique de la transition dipolaire sur
les propriétés stationnaires de propagation de la lumiére dans un gaz dilué d’atomes
froids : changement qualitatif oui (e) ou mon (o) par rapport au diffuseur dipolaire
ponctuel (J =0,Je =1).

a(w), qui sont déterminées par la moyenne du tenseur de diffusion (cf. Sec. 1.2.4,
p. 56). Dans la mesure ou les atomes sont distribués uniformément sur les états
internes, la moyenne sur la matrice de densité scalaire sélectionne la partie scalaire
de l'opérateur de diffusion. La self-énergie et la polarisabilité sont alors isotropes.
Toutes les grandeurs relatives a ’amplitude moyenne correspondent a celles du
diffuseur ponctuel dipolaire, a un facteur M; = (2.J, + 1)/3(2J + 1) proche de
I'unité pres. Les libres parcours moyen élastique et de transport sont identiques,
¢ = {i,. Le libre parcours moyen ¢ et la section efficace totale sont reliés par
¢ = 1/no comme requis par le théoreme optique.

L’intensité moyenne dans 'approximation de Boltzmann, i.e., a 'ordre des
diagrammes échelle, présente globalement les caractéristiques des diffuseurs ponc-
tuels dipolaires. L’intensité obéit a une loi de diffusion a une échelle supérieure
au libre parcours moyen ¢ (cf. Sec. 3.1.5, p. 143). La constante de diffusion est
donnée par D o ¢/3, avec comme coefficient de proportionnalité la vitesse de
transport. Les modes vectoriels du champ autres que le mode scalaire de 'inten-
sité sont atténués avec des libres parcours moyens effectifs de l'ordre de ¢. La
dégénérescence interne atomique diminue davantage ces libres parcours moyens
effectifs parce que les transitions Raman dégénérées accélerent la dépolarisation
du champ vectoriel, A < 1 (¢f. Sec. 3.1.2, p. 121). En ce qui concerne la rétrodif-
fusion cohérente, la structure interne induit une contribution de diffusion simple
dans tous les canaux de polarisation a partir de J > 1/2 (seul le canal h || h étant
interdit pour J = 1/2, ¢f. Sec. 1.4, p. 70).

Linterférence est affectée radicalement par la structure interne quantique
comme le montre la rétrodiffusion cohérente (CBS). Les nombres quantiques ma-
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gnétiques {m} deviennent des variables dynamiques du systeme couplé lumiere-
matiere. La réciprocité du systeme couplé n’est plus applicable pour prédire 1'éga-
lité des amplitudes CBS (c¢f. Sec. 2.1.2, p. 81). On s’apercoit alors que ces ampli-
tudes sont en général déséquilibrées, réduisant le contraste d’interférence sensible-
ment. En d’autres termes, dans la moyenne de l'intensité, les parties non-scalaires
du tenseur de diffusion contribuent ; dans les canaux de polarisation paralleles,
c’est alors la partie antisymétrique qui est responsable de la réduction de contraste
d’interférence. En introduisant des diagrammes a ruban pour le vertex d’intensité
atomique (cf. Sec. 2.2.4, p. 91, et suivante), cette réduction de contraste de la
diffusion double est représentée par

A A A
X —XAX¢ N (4.1)

En généralisant I’analyse en tenseurs irréductibles a la série de diffusion multiple,
cette inégalité des séries échelle et croisée s’exprime de fagon équivalente sur les

valeurs propres des modes irréductibles des vertex échelle et croisée pour J > 0
(cf. Sec. 3.1.2, p. 121) :

1 1 K2 1 J, J
A =3(2J. + 1) { 77 } # xk = 3(2J. + 1) 1 J J . (42
e e K 1 1

Notamment pour les transitions de type J, = J + 1, le mode scalaire d’interfé-
rence est alors atténué avec un libre parcours moyen effectif §g) ) tres court devant
¢ (cf. Sec. 3.1.5, p. 143). Par conséquent, le facteur d’amplification CBS dans les
canaux paralleles, dont la valeur classique 2.0 est principalement due a 1’équiva-
lence des modes scalaires échelle et croisé, chute dramatiquement des que J > 0
(cf. Sec. 3.2.2 en p. 150).

D’un point de vue technique, le calcul analytique du vertex atomique de dif-
fusion simple nous a fourni naturellement le cadre de la théorie des opérateurs
tensoriels irréductibles, une analyse systématique en termes de représentations
irréductibles du groupe des rotations. Cette analyse permet de trouver des ex-
pressions analytiques compactes surtout dans le cas d'une matrice de densité
atomique scalaire qui implique une isotropie statistique, ¢.e., une invariance sta-
tistique sous des rotations. L’application de ces méthodes a la série de diffusion
multiple nous a permis de resommer les séries échelle et croisée de fagon analytique
exacte. Cette approche relativement simple permet une interprétation intuitive et
directe des sommations exactes pour diffuseurs ponctuels dipolaires par la théorie
de transfert radiatif a l'aide de la méthode de Wiener-Hopf. Allant bien au dela
d’une simple réinterprétation, notre approche permet de généraliser ces résultats
exacts a tous les diffuseurs dont on connait les valeurs propres irréductibles. Les
atomes avec structure interne se présentent ainsi comme une classe de diffuseurs
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modeles qui permet le calcul microscopique exact de la série de diffusion multiple
vectorielle ainsi que de la correction de localisation faible associée.

4.2 Questions ouvertes

Cette these tente de décrire de fagon consistante et complete l'effet de la
structure interne quantique sur la diffusion multiple de la lumiere dans un gaz
d’atomes froids. Cependant, ou plutot fort heureusement, de nombreuses ques-
tions demeurent ouvertes.

Pour clore le travail théorique, on peut penser a chercher la solution exacte
analytique de la diffusion multiple dans le milieu atomique semi-infini en appli-
quant la méthode de Wiener-Hopf pour la résolution de I’équation de transfert
radiatif [42, 43]. Ainsi, la solution pour diffuseurs dipolaires ponctuels serait géné-
ralisée a des diffuseurs ponctuels quelconques, atomes avec transitions dégénérées
inclus. Ensuite, une étude des effets de géométrie finie est nécessaire pour amé-
liorer ’accord entre les prédictions théoriques et les résultats expérimentaux.

Au-dela de ces extensions immédiates du méme travail, il y a d’autres régimes
et d’autres parametres a considérer.

La grandeur par excellence reconnue responsable pour la suppression d’ef-
fets d’interférence dans la diffusion multiple élastique est le champ magnétique
B [9, 47, 100, 117]. Dans ce sens, la perte d’amplification sur les atomes avec
structure interne n’est pas étonnante, étant donné que les variables internes sont
précisément les nombres quantiques magnétiques. Comme le champ magnétique
est un parametre expérimental extensivement employé dans le refroidissement
d’atomes par laser, il se pose naturellement la question de savoir ce qu’il se passe
lorsque I’on combine structure interne et champ magnétique extérieur. Naivement,
I’on pourrait s’attendre a un ajout indépendant des deux effets de réduction d’in-
terférence. Cependant, des études expérimentales préliminaires [118] montrent
que la encore, des effets physiques inattendus peuvent surgir. En effet, appliquer
un champ magnétique déplace les sous-niveaux atomiques (effet Zeeman [65]) et
leve la dégénérescence responsable de la réduction de contraste. On a alors plutot
affaire a deux effets antagonistes, et suivant la configuration choisie, une augmen-
tation notable de certains facteurs d’amplification est observée. D’un point de vue
théorique, on peut décrire les effets du plus bas ordre en B en appliquant les mé-
thodes des tenseurs irréductibles au cas ou le champ magnétique faible n’a pas
encore levé la dégénérescence sur I’échelle de la largeur naturelle I'. Au-dela de ce
regime, d’autres méthodes de calcul ou encore la simulation numérique devront
étre nécessaires.

Nous avons traité les atomes comme des diffuseurs ponctuels classiques en ce
qui concerne leurs degrés de liberté externes. Mais dans un gaz d’atomes refroi-
dis en-dessous de la limite de 1’énergie de recul, les positions des atomes doivent
étre quantifiées. En effet, dans ce régime, la longueur d’onde thermique Ay, des
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atomes devient comparable a la longueur d’onde optique, et le diffuseur atomique
apparait délocalisé. Pour des densités élevées nAy ~ O(1), les effets de statis-
tique quantique entrent en jeu, conduisant a la condensation de Bose-Einstein.
La détection des condensats ainsi que leur manipulation emploient couramment
la diffusion de la lumiere. De plus, des gaz denses d’atomes froids ont été suggérés
comme milieux adaptés a la localisation forte de la lumiere [48, 49]. Le présent
travail de these indique que I'impact de la structure interne quantique ne doit pas
étre sous-estimé dans ces considérations. Notamment, nous tenons a souligner que
I'indice de réfraction moyen ou d’autres quantités relatives a I’amplitude moyenne
ne sont pas aptes a estimer les effets d’interférence en présence d’une structure
interne dégénérée. En vue de I'intérét considérable que suscitent les condensats de
Bose-Einstein dans la physique quantique fondamentale et appliquée, une étude
systématique des effets de la structure interne et de la quantification des degrés
de liberté externes pour la diffusion multiple de la lumiere parait souhaitable.

Cette these se limite a 'analyse des effets statiques, i.e., elle détermine la
réponse du milieu exposé a une onde monochromatique dans la limite du temps
d’interaction infini. L'impact de la structure interne quantique sur tout un éven-
tail d’effets dynamiques reste encore a explorer [39, 119, 120, 121, 122]. Les effets
dynamiques, dans le domaine de Fourier, sont codés dans les dépendances fré-
quentielles. Comme la dépendance fréquentielle du tenseur de diffusion, essentiel-
lement le dénominateur de résonance (w — wy +iI'/2)7!, factorise entierement de
la structure interne, on peut raisonnablement espérer combiner analytiquement
les résultats connus des diffuseurs dipolaires ponctuels avec les réponses appor-
tées ici sur la structure interne. Les libres parcours moyens effectifs d’atténuation
seraient alors transformés en temps de relaxation effectifs [6]. Dans cette perspec-
tive, notre systeme atomique fournit un modele microscopique exact soluble pour
des mécanismes étudiés depuis longtemps en physique de la matiere condensée.
La diffusion d’ondes vectorielles correspondrait ainsi a la diffusion spin-orbite des
électrons sur des impuretés compte tenu de leur spin ; la diffusion d’une onde vec-
torielle sur atomes avec degrés de liberté internes correspondrait a la diffusion
spin-flip d’électrons sur impuretés magnétiques [51]. La diffusion multiple d’ondes
de matiere dans les solides, la problématique qui a été a 'origine de notre travail,
pourrait étre a son tour enrichie, d'un point de vue théorique et expérimental,
par la diffusion multiple de la lumiere dans les gaz atomiques.
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Annexe A

Opérateurs tensoriels
irréductibles

Cette annexe rappelle quelques résultats standards de la théorie des groupes,
qui ont été utilisés au cours de cette these. Toutes ces notions sont développées
en détail dans les ouvrages standards tels que les livres de Messiah [88], Edmonds
[86], Blum [87], et beaucoup d’autres.

Moment angulaire

Soit J l'opérateur moment angulaire total, et J, sa composante le long d’un
axe de quantification. Les états propres associés sont |Jm) tels que

2| Tm) = J(J + 1)|Jm),

J.|Jm) = m|Jm), (A1)

dans des unités naturelles telles que h = 1. Les composantes standard ou sphé-
riques du moment angulaire sont définies par

Jy=eq-J, (A.2)

ou les vecteurs de la base sphérique par rapport a I'axe de quantification z sont

e, +ie e, —1e
€y = €, €41 = —Ty, €.1= Ty (A.3)
Ils sont orthonormalisés :
€, €p="0p,, (A4)

leur complexe conjugué étant €, = (—)%e_,. Dans la base sphérique, le produit
scalaire entre deux vecteurs est

A -B=) (-)"4,B_, (A.5)
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Définition d’un opérateur tensoriel irréductible

Un opérateur tensoriel irréductible est un ensemble de 2K +1 opérateurs Tq(K),

q € {—K,...,K}, qui satisfont aux relations de commutation suivantes avec les
composantes standard du moment angulaire J :

e, T = VE(K + 1) — (g £ 1) TE),
[Jo, T] = qT ().

q

(A.6)

L’opérateur moment angulaire étant le générateur des rotations, ces relations pré-
cisent que opérateur T se transforme de facon irréductible sous des rotations.
Pour K = 0, la seule composante T éo) reste inchangée, c’est un scalaire. Pour
K =1, il s’agit d'un vecteur T de R? ou opérateur tensoriel d’ordre 1. Le produit
direct de deux vecteurs A et B est un tenseur de rang 2 :

Tij = [A® Bli; = AiB;. (A7)

Cette matrice 3 x 3 peut étre décomposée en sa trace, sa partie antisymétrique
et sa partie symétrique sans trace,

1 1 1 1
T = |:§5ikak:| + {é(Tz - Tj)] + {é(Ti]’ +Tji) — §5ika:k (A8)
7O o 7®

ij ij ij

contenant 1 +3 4+ 5 = 3 x 3 = 9 éléments indépendants. En effet, le produit
direct de deux représentations irréductibles d'un groupe est en général réductible.
La décomposition (1.47) correspond & la décomposition de Clebsch-Gordan en
représentations irréductibles du produit direct réductible de deux représentations
de rang 1 du groupe des rotations :

DY @DV =D ¢ DM ¢ DO, (A.9)

Théoreme de Wigner-Eckart

L’intérét principal des opérateurs tensoriels irréductible réside dans leur trans-
formation bien définie sous des rotations. Ceci est exprimé par le théoreme de
Wigner-Eckart :

_\2K
(7, Jm|TN, J'my = \}#ﬁ, JITE| ' JVT Km/qlJm).  (A.10)

Ici, 7 est un ensemble de nombres quantiques qui déterminent 1’élément de matrice
réduit (7, J||TUO||7, J') de Popérateur, une quantité scalaire. Toute information
angulaire est contenue dans le coefficient de Clebsch-Gordan (J'Km/q|Jm).
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Coeflicients de Clebsch-Gordan

Les coefficients de Clebsch-Gordan sont les coefficients de la transformation
unitaire qui donne les états propres |JM) d’un systéeme de deux moments angu-
laires |j1m1) ® |j2, ma) = |j1jamims) couplés :

|(J1je) JM) = Z (Jrjamama|J M)|jijamims). (A.11)

mima2

Un coefficient de Clebsch-Gordan (j;jamims|JM) est non-nul uniquement pour
my +my = M, g1 = Jol < J < g1+ Jo. (A.12)

Avec la convention de phase habituelle [86], il est réel. Sous ’échange de ces
arguments, il devient

(Jrjamamo| M) = (=277 (jojimamy | M)

gems [2J+1 .
= (=) [ = (Jj2M —mg|jimy)
271 +1
(A.13)
, 2J+1
= (=)i2=/—m i1 J —mi M|jom
(—) 2js + 1 (J1 1M |j2ms)
= (=) 1 ja —my —ma|J —M).
Les relations d’orthogonalité sont
Z (grjamamea| J M) {(j1jomame| J' M) = 055 dpraar,
e o (A.14)
> " Grgamama| M) (rjamymb| T MY = Gyt Sy
JM

ou les arguments doivent satisfaire aux regles de sélection.

Symbole 3j

On définit aussi le symbole 37
' ' J —)mntM
(e oy ) = e Shmmdaty (a1

qui est invariant par permutation circulaire des trois colonnes. Il est multiplié par
(—)%2+72+7 Josque I’on permute deux colonnes ou change le signe des my, mqy, M.
Ses relations d’orthogonalité sont

> A J2 s Ao Js y_ 1 o
/ = 5 5]3j’ 5m3m/a
L mp; me Mg mp Mg My 273+ 1 78 3
1,m2 . . (A.16)

: J1 J2 J3 JioJ2 73\
> (2 +1) ( my ma ms ) ( my mh ms ) = Ot Ormam

J3,m3
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Produit tensoriel

Les composantes irréductibles d'un produit direct de deux opérateurs irréduc-

tibles sont données par

q

= (kk'pr|Kq)AF B, (A.17)
pr
En utilisant 'orthogonalité des coefficients de Clebsch-Gordan, on peut inverser

(1.130) pour exprimer le produit de deux composantes en fonction des compo-
santes du produit :

, ()
A®BE) = 3" (kk'pr| K q) [AU“)@B(’”} . (A.18)

P
Kq 4

Si les opérateurs A et B agissent sur le méme systeme, 1’élément de matrice réduit

de leur produit direct est donné par

(J[[AW @ BFIE)|J) = () K (2K + 1)

E K K ,
U (k) " 17 )

Symboles 67

Ici, on utilise un symbole 65 qui contient de I'information sur les deux fagons
distinctes de coupler trois moments angulaires. A partir des symboles 37, les
symboles 65 sont définis par

(_)s J1 J2 Js Jo Js 51 J3 1 g2 Ji j2 4
My —Ms m3 My —Msz my Mz —Mi; mo mi mo  mj

My, Mg, M3
ml ,m2

_ 1 hoJ2 3
= 5j3jé 5m3m§ 2J3 1 { Jl JQ J3 (AQO)

ous=J + Jy+ Jg+ My + My + Ms. Le symbole 65 est invariant lorsque 1’on
échange ou bien deux colonnes ou bien deux éléments de la premiere ligne avec
les deux éléments correspondants dans la deuxieme ligne. Les regles de sélection
que doivent vérifier les arguments sont représentées par un tétraedre :

g2 Js | .
{ A } (A.21)
La relation d’orthogonalité est

Z<2x+1){i2?}{22§}:%' (A.22)

T
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La regle de somme de Biedenharn-Elliott est
N I AT A E R S A e
ous=a+b+c+d+e+f+g+h+j+z.

Symboles 9j

Les symboles 97 paramétrisent le recouplage de quatre moments angulaires.
En fonction des symboles 67, ils sont définis par

juog2 N g s ja J
J Js Ji J
S =S (e 1 a2 A J3Ja g2 3o 2 b (A4
{ﬁ ﬁ JJQ} z() G+ n T J2ow s T s (29
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Annexe B

Conventions et Notations

Symboles
= égalité par définition
G complexe conjugué
T vecteur unitaire

x -y produit scalaire de deux vecteurs

A® B produit direct de deux tenseurs
Les vecteurs de R? sont représentés par des caracteres gras, € = (1, T, 3).
Les tenseurs de rang quatre sont notés sans sérifs, A = {A;jx 1< jki<s-

Unités

On choisit des unités naturelles, 7 = ¢ = 1. L’analyse dimensionnelle naturelle

est alors [longueur] = [temps] = [fréquence] ! = [énergie] .

Grandeurs importantes

Symbole Signification Déf. P.

Lettres grecques

a facteur d’amplification CBS ................... (7) 26
Qg facteur d’amplification CBS de diffusion double (2.110) 104
a(w) polarisabilité atomique ............ ... (1.97) 56
r largeur naturelle de I’état atomique excité ..... (1.41) 46
() coefficient bistatique .......... ... .. ..o (1.165) 70
Ay projecteur transverse .......................... (2.12) 77
) désaccord de la sonde a la résonance atomique . (11) 32
€ vecteur de polarisation transverse ............. (1.1) 38
¢ degré d’anisotropie ............. ... il (2.129) 113
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Symbole Signification Déf. p.
Ko contraste d’interférence CBS de diffusion double . (2.103) 101
Ak valeur propre du vertex atomique échelle ........ (3.38) 122
Aka(p)  coefficients propres de la série échelle sommée .... (3.137) 141
1 angle réduit de diffusion .......... ... ... (2.99) 99
5&K) libre parcours moyen effectif ..................... (3.157) 144
10) angle d’observation par rapport a la polarisation . (2.102) 101

matrice de densité atomique ..................... (1.56) 49
Po matrice de densité atomique scalaire ............. (1.58) 49
Ye(wy)  self-énergie de I'état atomique excité ............. (1.35) 44
Y(z) self-énergie du champ électromagnétique ......... (L.71) 51
Otot section efficace totale .............. ... ... . ... ... (1.107) 57
o épaisseur réduite de la couche de surface ......... (3.172) 149
XK valeur propre du vertex croisé ................... (3.57) 127
w fréquence angulaire de la lumiere ................ (1.3) 38
wo fréquence angulaire de résonance atomique ...... (1.7) 40
Lettres latines
A aire de la surface du milieu diffuseur ............. (1.165) 70
A(p) fonction de transfert scalaire ..................... (3.12) 118
AL(q) tenseur de transfert échelle ............... ... ... (3.123) 139
Ac(q) tenseur de transfert croisé ................ ..., (3.140) 141
C(q) diagramme croisé de diffusion double ............ (2.75) 94
D opérateur dipolaire .......... ... ... ..o (1.6) 39
d élément de matrice réduit de I'opérateur dipolaire (1.14) 41
d opérateur dipolaire réduit ................. .. ... (1.15) 41
D constante de diffusion .......... ... ... (3.150) 143
D(p) noyau d’intégration « exacte image » ............ (3.172) 149
E(r) champ électrique ........ ... ... ol (1.5) 39
Ew force du champ électrique ............. ... . ... (1.5) 39
Fy(q) diagramme échelle/croisé de diffusion double ..... (2.85) 96
G(z) résolvante du hamiltonien total .................. (1.24) 42
Go(2) résolvante du hamiltonien non-couplé ............ (1.21) 42
go(2) résolvante moyenne nue du champ ............... (1.62) 50
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Symbole  Signification Déf. p.
Ge(wy) propagateur exact de I’état atomique excité ........... (1.32) 44
G(q) tenseur propagateur transverse d’intensité ............. (3.58) 128
g;(r;w) interaction dipolaire transverse ........................ (2.14) 78
G facteur de couplage (fréquence de Rabi) ............... (1.43) 46
9xa(p) fonctions propres du propagateur transverse ........... (3.117) 138
gk (p) fonctions du couplage du propagateur transverse ...... (3.120) 139
Ha hamiltonien atomique ............. ..o, (1.60) 50
Hep hamiltonien du champ électromagnétique .............. (1.3) 38
Z({x}) fonction de trace de l'intensité ......................... (1.120) 61
| tenseur vertex échelle ......... ... ... L. (3.18) 119
J,Je moments angulaires des états fondamental et excité ... (1.7) 40
k vecteur d’onde ... (1.1) 38
L3 volume du systeéme ........... ... o i, (1.4) 39
Ly(q) diagramme échelle de diffusion double ................. (2.55) 91
L(q) tenseur série échelle ....... ... ... L. (3.19) 119
14 libre parcours moyen .................oiiiiiiiii. (1.87) 54
Uiy libre parcours moyen de transport ..................... (1.162) 70
M rapport des multiplicités des états atomiques .......... (1.79) 53
m, Me nombres magnétiques quantiques ...................... (1.7) 40
P Projecteur transverse ................oeeeeneuainnennn.. (2.9) 7
Pro vertex de polarisation du diagramme échelle double .... (2.67) 92
Pco vertex de polarisation du diagramme croisé double ..... (2.79) 95
P projecteur transverse .................oiiiiiiiii.... (3.77) 131
D moment réduit ....... ... (3.13) 118
Qij projecteur longitudinal ........... ... .. ... (3.77) 131
qr moment de transfert échelle/croisé .................... (2.87) 97
s indice de polarisation, hélicité ................ . ... ... (1.1) 38
SK coefficients de couplage « vertical » du vertex atomique (1.141) 65
T amplitude de transition ............ ... ... (1) 23
T(2) opérateur de transition ............... ..o (1.22) 42
t(w) opérateur de diffusion ........... .. ..o (1.44) 46
Ldir rev amplitudes internes CBS directe et renversée .......... (2.16) 78
TE) tenseurs irréductibles isotropes .............. ... ..., (3.48) 124
TgK)(q) tenseurs irréductibles anisotropes ...................... (3.118) 138
TEE) (g)  tenseurs de cOUplage ..............cooveiiinnniniiio... (3.121) 139
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Symbole Signification Déf. p.
Uz, 22) vertex irréductible d’intensité ..................... (2.40) 87
UM (21, 29) vertex irréductible & I'approximation de Boltzmann (2.47) 89
u(w) vertex scalaire d’intensité .......... ... .. o (2.53) 90
1% interaction dipolaire champ-atomes ................ (1.59) 50
w; poids des contractions dans le vertex d’intensité ... (1.143) 66
X tenseur vertex croisé ..............o. i (3.52) 125
Xka(p) coefficients propres de la série croisée sommée .. ... (3.146) 142
20 épaisseur de la couche de surface .............. ... (3.164) 147
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«C’est le ving-trois juin mille neuf cent soixante-quinze et il
va eétre huit heures du soir. Assis devant son puzzle, Bartle-
booth vient de mourir. Sur le drap de la table, quelque part
dans le ciel crépusculaire du quatre cent trente-neuvieme
puzzle, le trou noir de la seule piece non encore posée dessi-
ne la silhouette presque parfaite d'un X. Mais la piece que
le mort tient entre ses doigts a la forme, depuis longtemps
prévisible dans son ironie méme, d'un W. »

Georges Perec, La Vie mode d’emploi
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Résumé

Des résultats récents de rétrodiffusion cohérente (CBS) de la lumiere
sur un nuage d’atomes froids ont montré que le contraste d’interférence
est fortement réduit par rapport aux milieux désordonnés classiques.
Dans le présent travail théorique, nous étudions l'impact de la dégéné-
rescence de la transition dipolaire atomique sur la localisation faible
de la lumiere. Les composantes non-scalaires du tenseur de diffusion ato-
mique, caractéristiques de la structure interne, modifient la diffusion
multiple de la lumieére. Une analyse systématique en termes de ten-
seurs irréductibles permet d’obtenir des expressions analytiques exactes
pour les contributions de la diffusion simple et double au signal CBS.
Nous resommons analytiquement la série des diagrammes échelle de I'in-
tensité diffusée et la série des diagrammes croisés de la localisation faible,
pour toute transition atomique dégénérée. La structure interne n’a
qu'une influence négligeable sur 'amplitude lumineuse moyenne, et une
influence faible sur I'intensité moyenne. Par contre, la dégénérescence de
la transition atomique réduit drastiquement l'interférence de localisation
faible et donc la rétrodiffusion cohérente, et explique ainsi les résultats
expérimentaux.

Abstract

Recent experimental results show that the interference contrast observed
in coherent backscattering (CBS) of light by cold atoms is drasti-
cally reduced with respect to classical disordered media. In the present
theoretical contribution, we study the impact of the degeneracy of the
atomic dipole transition on weak localisation of light. The non-scalar
components of the atomic scattering operator are characteristic of the in-
ternal structure, and strongly modify the interference properties of mul-
tiple light scattering. A systematic analysis in terms of irreducible
tensors permits to calculate exact analytical expressions for the single
and double scattering contributions to the CBS signal for arbitrarily de-
generate atomic dipole transitions. Furthermore, we sum up the
series of ladder and crossed diagrams that describe the average scattered
light intensity and the weak localisation corrections, respectively. We find
that the degeneracy of the atomic transition has negligeable impact on
the average light amplitude, small impact on the average intensity, but
decisive impact on the interference corrections. The internal degrees of
freedom very effectively reduce the interference of weak localisation and,
therefore, the CBS signal for any degenerate atomic dipole transition.



