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Zusammenfassung

Die Anwendung von Einzel-Elektronen-Bauelementen war lange Zeit dadurch be-
schrénkt, dass ihre Genauigkeit unter der kommerziell erhéltlicher Bauelemente
lag. In Experimenten wurden in den letzten Jahren gewaltige Fortschritte er-
zielt; besonders Gleichstrom—Stromquellen, die mit Einzel-Elektronen—Effekten
arbeiten, erreichen schon Genauigkeiten, wie sie fiir einen Stromstandard notig
sind.

Ziel dieser Arbeit ist es, die Genauigkeit von Einzel-Elektronen—Bauelementen
genauer zu untersuchen. Im Mittelpunkt steht dabei einerseits die Entwicklung
der Theorie eines nanomechanischen Einzel-Elektronen—Pendels, das als Strom-
standard dienen konnte, und andererseits der Einfluss von Umgebungsladungs-
fluktuationen und Quantenfluktuationen auf Einzel-Elektronen—Bauelemente.

Der Hauptteil der Doktorarbeit gliedert sich in drei Teile. Im ersten Teil steht
der Einfluss der Bewegung des nanomechanischen Pendels auf die Genauigkeit im
Vordergrund; ferner werden erste in Miinchen erzielte experimentelle Ergebnis-
se auf diesem Gebiet erfolgreich erklart. Der zweite Teil untersucht, in wie weit
Quantenfluktuationen die Genauigkeit von Einzel-Elektronen—Bauelementen be-
einflussen. Dazu wird die Einzel-Elektronen—Box auf ein effektives XY -Modell
abgebildet und mit Hilfe eines Pfadintegralformalismuses fiir grofle Tunnelwi-
dersténde storungstheoretisch untersucht. Insbesondere wird auch die Frage be-
handelt, was der physikalische Ursprung der Quantenfluktuationen ist. Der drit-
te Teil untersucht Umgebungsladungsfluktuationen. Dabei zeigt sich, dass ex-
perimentelle Kurven zumindest qualitativ erklart werden kénnen. Ein Nachteil
vieler Coulomb—Blockade-Experimente sind die tiefen Temperaturen bei denen
die Experimente durchgefithrt werden. Zur Beantwortung der Frage, ob Einzel—
Elektronen—Bauelemente auch bei Raumtemperatur verlasslich arbeiten kénnen
(insbesondere auch in integrierten Schaltungen), sind weitere Experimente notig.

Die meisten Rechnungen konnen (oft nach nur kleinen N&herungen) ana-
lytisch durchgefiihrt werden; Computersimulationen werden in erster Linie zur
Uberpriifung der analytischen Ergebnisse durchgefiihrt bzw. werden fiir Parame-
terbereiche verwendet, die analytisch nicht mehr zugénglich sind.



Meinen Eltern

,Was nun jene Zeichenschrift betrifft, iiber die er sich gar nie-
mals beruhigen konnte, so fand sie sich auf der Schale einer Neu—
Kaledonischen Muschel von méafliger GroBle und war auf weifllichem
Grunde in leicht rétlich-brauner Farbe ausgefithrt. Die Charaktere,
wie mit einem Pinsel gezogen, gingen gegen den Rand hin in eine rei-
ne Strich-Ornamentik iiber, hatten aber auf dem grofleren Teil der
gewOlbten Flédche in ihrer sorgfiltigen Kompliziertheit das entschie-
denste Ansehen von Verstdndigungsmalen. Meiner Erinnerung nach
zeigten sie starke Ahnlichkeit mit frith-orientalischen Schriftarten, et-
wa dem alt—araméischen Duktus, und tatséchlich mufite mein Vater
seinem Freunde aus der gar nicht iibel versehenen Stadtblibliothek von
Kaisersaschern archéologische Biicher mitbringen, die die M&glichkeit
der Nachforschung, des Vergleichens boten. Selbstversténdlich fithrten
diese Studien zu keinem Ergebnis oder doch nur zu so wirren und wi-
dersinnigen, daB sie auf nichts hinausliefen. [...]

Bedachte er, da}; wenn es sich wirklich hier um eine Geheimschrift
hétte handeln sollen, die Natur iiber eine eigene, aus ihr selbst
geborene, organisierte Sprache verfiigen miifite? Denn welche vom
Menschen erfundene sollte sie wihlen, um sich auszudriicken?

Thomas Mann, Doktor Faustus
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Einleitung

In den letzten Jahren ist die Speicherkapazitdt von Computern exponentiell ge-
wachsen; gleichzeitig wurden die Bauelemente immer kleiner. Dieser Prozess wird
irgendwann an natiirliche Grenzen stoflen — abgesehen davon, dass auch die In-
vestitionskosten fiir einzelne Fabriken exponentiell steigen — da bei immer klei-
ner werdenden Speichern Effekte einzelner Elektronenladungen eine Rolle spielen
werden. Deshalb ist der Gedanke naheliegend, Bauelemente zu verwenden, deren
Funktionsweise auf Einzel-Elektronen—Effekten beruht. Diese Arbeit beschéftigt
sich damit, wie verlésslich derartige Einzel-Elektronen—Bauelemente — eventuell
auch bei Raumtemperatur — arbeiten konnten.

Coulomb—Blockade

Die Ladung auf einem Kondensator ist bekanntlich gegeben durch das Produkt
von Kapazitdt und angelegter Spannung:

Q=0V.

Diese Ladung kann jeden beliebigen Wert annehmen — insbesondere muss sie
kein ganzzahliges Vielfaches der Elementarladung e sein. Ganz anders ist die
Situation hingegen bei einer kleinen Insel, die durch schwache Tunnelkontakte mit
Elektroden verbunden ist (Abbildung . Solange die thermischen Fluktuationen
klein gegen die Energie sind, die zum Entfernen oder Hinzufiigen eines Elektrons

notig wére, d.h. solange
2

e
kgT —=F
B <<20 C

gilt, ist die Zahl der Elektronen auf der Insel festgelegt; die sogenannte Coulomb—
Blockade tritt ein.

Dieses Kriterium wird durch Quantenfluktuationen dadurch etwas aufge-
weicht, dass die Wellenfunktion der Inselelektronen auch jenseits der Tunnel-
barriere nicht verschwindet. Die typische Zeitskala fiir die Quantenfluktuationen
ist die RC—Zeit 7. Die durch die Unscharferelation AFE 7 ~ h definierte Energie-
unschérfe sollte sehr viel kleiner sein als die Coulomb—Energie E¢, d.h. es muss

h
RT>>RK:*2
e
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Abbildung 1: Einfache Anordnung bestehend aus einer Insel und zwei Zuleitungen,
von denen Elektronen auf die Insel tunneln kénnen.

gelten, wobei Rk ~ 25.81 k2 die von Klitzing—Konstante ist. Ein Schwerpunkt
dieser Arbeit beschéftigt sich mit Systemen im sogenannten schwachen Tunnel-
bereich, bei denen diese Bedingung erfiillt ist.

Der Aufbau dieser Arbeit

Kapitel [I] fithrt zunéchst in die Grundlagen der Arbeit ein. Dazu werden insbe-
sondere die Einzel-Elektronen—-Box und der Einzel-Elektronen—Transistor vor-
gestellt. Auf die bisherigen Messungen von Coulomb-Blockade bei Raumtem-
peratur wird ebenso eingegangen wie auf die Versuche, mit Einzel-Elektronen—
Bauelementen einen Stromstandard zu bauen, was insbesondere deshalb inter-
essant wére, weil damit das anachronistische Urkilogramm endlich {iberfliissig
wiirde: Die Grofle 1 Ampere ist iiber die Kraft zwischen zwei stromdurchflosse-
nen Leitern definiert, die Kraft wird in kg ms™2 gemessen, wobei Sekunde (s) und
indirekt auch Meter (m)El iber extrem genaue Atomuhren definiert sind, wéhrend
das Kilogramm (kg) immer noch iiber das Urkilogramm in Paris festgelegt wird.
Das Kapitel endet mit einem Uberblick {iber das relativ neue Forschungsgebiet
der Nanomechanik.

In Kapitel 2] wird ein nanomechanisches Einzel-Elektronen—Pendel vorgestellt,
wie es am Center for NanoScience an der Universitdt Miinchen von Artur Er-
be in der Gruppe von Robert Blick am Lehrstuhl Kotthaus entwickelt und im
Rahmen dieser Arbeit auch theoretisch begleitet wurde. Insbesondere ist dabei
interessant, inwieweit sich ein derartiges Pendel als Stromstandard eignen kénnte.
Diese Frage wird im Rahmen einer klassischen“ Mastergleichung behandelt (falls
man quantenmechanisches Tunneln und Effekte einzelner Elektronen iiberhaupt
als , klassisch®“ bezeichnen will, weshalb der Name ,,orthodoxe“ Theorie vielleicht
besser ist).

'Ein Meter ist definiert als die Strecke, die Licht im Vakuum in 1/299792485 s zuriicklegt.
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Da die Kennlinie eines Finzel-Elektronen—Pendels fiir nicht zu schnelle Os-
zillationen die Uberlagerung der Kennlinien zweier Einzel-Elektronen-Boxen ist,
ist es naheliegend die Quantenfluktuationen anhand der Einzel-Elektronen—Box
genauer zu untersuchen (Kapitel [3)).

Kapitel 4]ist den Umgebungsladungsfluktuationen gewidmet. Dabei wird her-
geleitet, dass die Fluktuationen gauflisch sind — unabhéngig von dem genauen
Modell fiir die fluktuierenden Dipole. Um die Frage beantworten zu koénnen, ob
Einzel-Elektronen—Bauelemente auch bei Raumtemperatur etwa in Computern
eingesetzt werden konnen, sind weitere Experimente noétig. Auf jeden Fall wird
der Bau eines Stromstandards mit Hilfe eines Einzel-Elektronen—Pendels nicht
an Umgebungsladungsfluktuationen scheitern.

Die Arbeit schliet mit dem Resiimee auf Seite [79} die verwendeten nume-
rischen Verfahren werden im Anhang |B| vorgestellt.

Insbesondere dort, wo es darum ging, konkrete Zahlenwerte — etwa fiir Kapa-
zitdten — auszurechnen, um die Ergebnisse der Rechnungen mit experimentellen
Daten vergleichen zu konnen, wurden SI-Einheiten verwendet.



10

EINLEITUNG



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Bauelemente

1.1.1 Einzel-Elektronen—Box

Das einfachste Einzel-Elektronen—Bauelement ist die Einzel-Elektronen—Box, bei
der ein Tunnelkontakt, eine Insel und ein Kondensator mit einer Spannungsquelle

in Reihe geschaltet werden (Abbildung [L.1)).

CR C,

Abbildung 1.1: Schaltkreis der Einzel-Elektronen-Box; einer (metallischen) Insel mit
einem Tunnelkontakt.

Die Ladungen () und @)y koénnen durch Verénderung von V, kontinuierlich
verdndert werden; die Differenz der beiden Ladungen — die Inselladung — hingegen
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Abbildung 1.2: Linkes Bild: Ladungsenergie einer Einzel-Elektronen—Box als Funk-
ton der externen Ladung n, . Rechtes Bild: Die Zahl der Elektronen auf der Insel wird
bei T = 0 dadurch bestimmt, dass die Ladungsenergie minimal ist; es entsteht eine
sogenannte Coulomb—Treppe.

ist gegeben durch @) — Q, = n(—e). Fiir die klassische elektrostatische Energie
inklusive der von der Spannungsquelle verrichteten Arbeit gilt:

wobei der Spannungsabfall V, gegeben ist durch V, = Q,/C,+ Q/C, d.h. es gilt:

U 5 n2e?
E,=—Mn—-ng)" — 2. 1.1
(=)= 5 (1)
Dabei ist U = Cfcg die Ladungsenergie und n, = C,V,/e die externe Ladung; der

letzte Term ist von n unabhéngig und kann folglich vernachléssigt werden. Die
so entstehende Parabelschar ist in Abbildung gezeigt. Die Coulomb—Treppe
entsteht dadurch, dass die Zahl der Elektronen fiir festes n, durch die Parabel
mit dem kleinsten Wert F,, gegeben ist.

Das im Experiment bestimmte zeitliche Mittel der Zahl der Uberschusselek-
tronen auf der Insel ist gegeben durch das thermodynamische Mittel

En

(ny = Zn"€ T (1.2)
e T

was dazu fiihrt, dass die Stufen der Coulomb—Treppe bei hohen Temperaturen
abgerundet werden. Gemessen wird nicht die Zahl der Elektronen auf der Insel
sondern die Ladung () auf dem Tunnelkontakt, die gegeben ist durch

@ __C
e O+

(ne = (n)) . (1.3)
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Abbildung 1.3: Ladung auf dem Tunnelkontakt bei verschiedenen Temperaturen. Ge-
punktete Linien: berechnet mit Gleichung (|1.2), durchgezogene Linien: Experiment.
Aus [Lafarge et al.| (1991]).

Abbildung zeigt das Ergebnis einer Messung fiir verschiedene Temperatu-
ren, bei der sich fiir tiefe Temperaturen Abweichungen von dem ergeben, was in
Gleichung vorhergesagt wird. Eine mogliche Erklirung ist, dass dies durch
Quantenfluktuationen passiert (siehe z.B. D. Esteve auf S. 121 in
[Devoret| (1992)); auf Seite [73| wird jedoch gezeigt, dass dieser Effekt mindestens
genausogut durch Umgebungsladungsfluktuationen erklart werden konnte — ins-
besondere da die Steigung in der Mitte der Stufe immer noch den idealen Wert
annimmt. Die Abweichung vom klassischen Verhalten zeigt sich im quantenme-
chanischen Fall u.a. dadurch, dass die Steigung im Stufenmittelpunkt vom klas-
sischen Wert abweicht (Kapitel [3)).

1.1.2 Einzel-Elektronen—Transistor

Der Einzel-Elektronen—Transistor (Abbildung ist nicht viel komplizierter als
die Einzel-Elektronen-Box (er hat einen Tunnelwiderstand mehr).
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Abbildung 1.4: Schaltkreis des Einzel-Elektronen—Transistors. Die erste experimen-
telle Realisierung gelang [Fulton und Dolan] (1987).

Orthodoxe Theorie der Coulomb—Blockade

Bei einer angelegten Source-Drain—Spannung kann Stromtransport nur dann be-
obachtet werden, falls der Strom nicht Coulomb—Blockade unterdriickt wird. Die
elektrostatische Energie ist wieder gegeben durch

[n(—€) — Q)
2C ’

mit Qg = CLVi, + CrVr + C,Vy und C' = Cy, + Cr + C, . Im Folgenden sei ein
symmetrischer Einzel-Elektronen—Transistor betrachtet mit Cg = Cp, und den
angelegten Spannungen Vg = V/2 und Vj, = —V/2. Wenn ein Elektron von der
rechten Elektrode auf die Insel tunnelt, liegt die Energie nach dem Tunneln um

E, =

v
AE=F,—E,.1 — (—6)5
unter der Energie vor dem Tunneln.

Die Ubergangsrate fiir ein Tunnelereignis, bei dem sich die elektrostatische
Energie um AF andert, ist im Rahmen der Naherung der goldenen Regel gegeben
durch (Grabert und Devoret| (1992))):

r— 6213 /dE/dE’ FIE)[L — f(EN]O(E + AE — E), (1.4)

wobei die Fermifunktion f(F) die besetzten Zusténde vor dem Tunneln beschreibt
und 1 — f(E’) die freien Zustdnde auf der anderen Seite der Tunnelbarriere. Es
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muss also das Integral

P = ejR/dEf(E) [1— f(E+ AE)]

berechnet werden. Dies geschieht am einfachsten dadurch (Ingold und Nazarov
in |Grabert und Devoret| (1992))), dass man zunéchst die Beziehung

f(E) — f(E+AE)
1 — e PAE

fE)[1 = f(E+AE)] =

verwendet (3 = %) und bei der Berechnung von

= T
MAE) = [~ dE [f(E) - f(E + AB)
ausnutzt, dass h'(AE) = f(—o0) — f(oco) = 1 und ferner h(0) = 0 gilt (woraus
bereits h(AE) = AE folgt):
1 AFE
F:‘g?Rl_e*ﬁAE' (1.5)
Fiir T' — 0 vereinfacht sich das zu
r— { A CAE>0

e’R

0 cAE <0

Damit erhélt man eine Master-Gleichung fiir die Wahrscheinlichkeit p(m,t), m
Uberschusselektronen zur Zeit ¢ auf der Insel zu finden.

d _ _
p(mt) = — [ (m) + T3 (m) + Ty (m) + Ty (m)] p(m. 1)
+ {F(LH(m — 1)+ (m - 1)} p(m —1,1)
+ [P m+ 1)+ (m+ 1) pim+ 1,1) . (1.6)
Dabei beziehen sich die Indizes R und L auf die rechte bzw. linke Elektrode
wahrend + und — bedeutet, dass sich die Zahl der Elektronen auf der Insel um
eins erhoht bzw. erniedrigt.

Der Strom durch die linke Elektrode, der als Funktion von @), die Periode e
hat, ist gegeben durch:

L(t) = —e X [T57 (m) = T (m)] p(n, 1)

Fiir den Fall, dass nur zwei Ladungszustinde eine Rolle spielen (d.h. V' klein
genug ist) gilt:

1 4e? 1Q 1\2 Ve  Q 1 Ve
La=— |V - Y _ —> fir — <@, — VY
d 4Rlv C2v(—e "3 ] T e = e T T 2T e

wéhrend der Strom auflerhalb dieses Intervalls verschwindet (Dittrich et al.
(1998))). Die Kennlinien eines Einzel-Elektronen—Transistors werden auf Seite @
gezeigt.
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1.2 Anwendungen

Typische Inselgroflen bei Halbleiter-Nanostrukturen sind 100 nm, was zu Ka-
pazititen der Ordnung 500aF (1aF = 107'®F) fiihrt. Die Coulomb-Energie
entspricht einer Temperatur von 4K (e?/C ~ kgT); die Temperatur, ab der
Coulomb—-Blockade gemessen werden kann liegt in etwa einen Faktor 10 darunter
(~ 0.4K). Zur Beobachtung der Coulomb-Blockade sind folglich oft Sub-Kelvin—
Temperaturen notig. Mit Molekiilen kénnen Inselgréfien von ca. 1 nm und Ka-
pazitdten von unter einem aF erreicht werden. Dies fithrt dazu, dass auch bei
Raumtemperatur Coulomb—Blockade gemessen werden kann (Abschnitt .
Abschnitt beschreibt den bisherigen Weg zu einem Stromstandard mit
Einzel-Elektronen—Effekten.

Eine andere Anwendungsmoglichkeit, auf die hier nicht weiter eingegangen
wird, besteht darin Quantencomputer mit Coulomb-Blockade—Quantenbits zu
bauen (Loss und DiVincenzo| (1998]) und [Makhlin et al| (1999))). Der von Loss und
DiVincenzo vorgeschlagene Doppelquantendot in einer Aharanov—Bohm Geome-
trie wurde von [Holleitner et al, (2000]) experimentell realisiert.

1.2.1 Coulomb—Blockade bei Raumtemperatur

Raumtemperaturmessungen von Coulomb-Blockade sind bereits mehreren Grup-

df

pen gelungen. Schon 1991 wurden Coulomb-Oszillationen in i (V)-Kurven

bei 300 K gemessen (Nejoh| (1991)); neuere Messungen zeigen auch iiberzeu-
gende Daten zur Coulomb-Blockade bei geringen Spannungen in [(V)-Kurven

(Andres et al] (1996])) und zu Coulomb—Oszillationen in I(V')-Kurven
let al| (1996)). Bei den neueren Experimenten wurden Goldcluster bzw. organo—
metallische Molekiile verwendet; der Strom wird durch eine Tunnelspitze gemes-
sen, was sicher fiir eine Anwendung in Computerchips ein ziemlicher Nachteil ist.
Bei Raumtemperaturmessungen fiihrt die thermische Verbreiterung der Energie-
niveaus dazu, dass sich Cluster fiir nicht zu grofie Strome wie metallische Inseln
verhalten (Soldatov et al| (1996])) und die Daten auch gut mit der orthodoxen
Theorie der Coulomb—Blockade verglichen werden koénnen.

Auch in Halbleiter—Nanostrukturen wurden bereits Coulomb—Blockade bei
Raumtemperatur gemessen (Zhuang et al.| (1998)) und [Ishikuro et al. (1996))), al-
lerdings handelt es sich hier mehr um Messungen, die zeigen, dass so etwas prin-
zipiell moglich ist, wiahrend die Daten nur bis zur Siedetemperatur von fliissigem
Stickstoff {iberzeugend sind ([Ishikuro et al.| (1996])).

1.2.2 Stromstandard mit Coulomb—Blockade?

Eine der spannendsten Anwendungen der Coulomb—Blockade wire die Verwirkli-
chung eines Stromstandards, der darauf beruht, Elektronen in diskreten Einheiten
periodisch durch ein Bauelement zu treiben (Geerligs et al| (1990) und [Pothier|




(L3, NANOMECHANIK 117

). Zu den Faktoren, die die Genauigkeit beschrianken, gehéren neben
Quantenfluktuationen (Kapitel und Umgebungsladungsfluktuationen (Kapi-
tel auch Tunnelprozesse hoherer Ordnung. Wahrend klassisch ein Elektron
nur dann durch eine Insel flielen kann, wenn der Zustand auf der Insel energe-
tisch giinstiger ist als der Anfangszustand und zusétzlich noch der Endzustand
energetisch giinstiger ist als der Zustand auf der Insel, ist das bei Tunnelpro-
zessen hoherer Ordnung nicht mehr der Fall. Quantenmechanisch sind néamlich
auch Prozesse erlaubt, bei denen die Energie des Zustands auf der Insel um AFE
iiber der Energie des Anfangszustands liegt — allerdings nur, solange das Elek-
tron nicht ldnger als die durch die Energie—Zeitunschérfe gegebene Zeitdauer At
mit AtAE =~ h auf der Insel ist. Um den Einfluss von Tunnelprozessen hoher-
er Ordnung zu minimieren, wurde eine Kette von 7 Tunnelkontakten verwendet
(Keller et al| (1996])). Mit einer Folge von Spannungspulsen wird erreicht, dass
pro Periode genau ein Elektron durch die Kette flieit; die Genauigkeit betrug in
etwa 1.5 : 10%, was in etwa die Genauigkeit ist, mit der das Kilogramm definiert
ist.

Eine neue Moglichkeit, einen Stromstandard zu bauen, wird in Kapitel [2 vor-
gestellt: Beim nanomechanischen Einzel-Elektronen—Pendel werden Tunnelpro-
zesse hoherer Ordnung exponentiell unterdriickt.

Eine andere Moglichkeit, Elektronen periodisch zu transferieren, ist der von
[Zhou et al| (1999) vorgeschlagene und von [Switkes et al| (1999)) experimentell
verwirklichte adiabatische Transport. Da hier zuféllige Ladungseinheiten trans-
portiert werden, ist dieses Vorgehen nicht fiir einen Stromstandard geeignet. Der
Stand der Forschung im Bereich des zeitabhéngigen Transports in mesoskopischen
Strukturen wurde von [Biittiker| (2000)) zusammengefasst.

1.3 Nanomechanik

Der Schwerpunkt der Forschung auf der Nanometerskala lag bisher bei der Erfor-
schung elektronischer Systeme. Die Nanomechanik ist hier — ganz im Gegensatz
etwa zur Mikromechanik — ein neues Gebiet. Ein guter Uberblick iber den Stand
der Forschung ,auf dem Weg zur Quanten—Mechanik® ist in den Physikalischen
Blattern Anfang 2000 erschienen (Blick et al.| (2000])).

Die meisten Arbeiten beschéftigten sich bisher mit der Erzeugung freitragen-
der Halbleiterstrukturen (Cleland und Roukes| (1996)), [Carr et al| (1998) sowie
[Pescini et al (1999)). Dabei wurden z.B. freitragende Drahte aus Silizium herge-
stellt, die eine Breite von 20 nm und eine Dicke von 80 nm haben, d.h. fast schon
in Groflenordnungen einzelner Makromolekiile vordringen (Blick et al| (2000))).
Wenn derartige Nanodrihte an der Oberfliche noch metallisiert werden, kénnen
sie durch Wechselstrome bei gleichzeitigem Anlegen eines Magnetfeldes durch
die Lorentz—Kraft zum Schwingen angeregt werden (siche z.B. [Krommer et al.|
(2000))). Derartige Nanostrukturen konnen z.B. zur Ladungsdetektion verwendet
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werden (Cleland und Roukes| (1998))).

Am Center for NanoScience in Miinchen werden elektromechanische Systeme
gebaut und auch theoretisch untersucht — wie etwa das nanomechanische Einzel—-
Elektronen—Pendel (Erbe, Weiss, Zwerger und Blick (2000)), mit dem erstmals
Transport durch eine kleine metallische Insel, die zwischen zwei Elektroden hin
und herpendelt (Gorelik et al| (1998))), gemessen wurde und auf dessen expe-
rimentelle Vorarbeiten (Erbe et al] (1998)) und theoretische Grundlagen
[und Zwerger]| (1999))) im néichsten Kapitel noch genauer eingegangen werden wird.




Kapitel 2

Nanomechanisches
Einzel-Elektronen—Pendel

Ein Einzel-Elektronen—Pendel ist ein Einzel-Elektronen—Transistor mit zeitlich
variablen Tunnelkontakten. Im Gegensatz zum urspriinglichen Vorschlag — ei-
ner durch organische Molekiilen zwischen zwei Elektroden aufgehéingten Insel,
besteht das ,,Miinchner” Pendel aus einer Halbleiternanostruktur. Eine metalli-
sierte Insel schwingt zwischen den beiden Elektroden hin und her. An der einen
Elektrode wird die Insel positiv aufgeladen, an der anderen negativ; im zeitlichen
Mittel flieBt ein Gleichstrom. Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht — insbeson-
dere im Hinblick auf einen Stromstandard — die Frage, wie genau ein solches
Pendel sein kann. Dazu werden hier insbesondere der Einfluss der Verweildauer
und der Temperatur auf den gemessenen Strom sowohl analytisch als auch nume-
risch untersucht. Die beiden Tunnelkontakte sind nie gleichzeitig offen, weshalb
Kotunneleffekte ausgeschlossen werden kénnen.

2.1 Der urspriingliche Vorschlag

Die urspriingliche Idee fiir ein Einzel-Elektronen—Pendel stammt von Gorelik,
Isacsson, Voinova, Ksemo, Shekhter und Jonson (Gorelik et al.| (1998)); siehe auch
[[sacsson et al|([1998))). Dabei ist eine kleine metallische Insel elastisch mit zwei
Elektroden verbunden (Abbildung . Eine der Elektroden liegt auf einer po-
sitiven Spannung, die andere auf einer negativen; fiir mechanisch weiche Federn
aus organischen Molekiilen sagen [[sacsson et al.|(1998)) Selbstoszillationen vorher
(Abbildung [2.2)), die zu einem Ladungstransfer mit der Frequenz f fithren wer-
den. Coulomb-Blockade sorgt dafiir, dass nur eine ganze Zahl von Elektronen auf
die Insel nahe dem Umkehrpunkt geladen wird; dieselbe Anzahl von Elektronen
verlasst dann bei der anderen Elektrode die Insel wieder. Die Zahl der pro Periode
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Abbildung 2.1: Eine kleine metallische Insel ist durch organische Molekiile als Federn
mit den Elektroden verbunden (oben). Im unteren Bild wird gezeigt, wie sich die Insel
an der linken Elektrode positiv auflidt, an der linken negativ. Es fliefit ein Strom von
2Nef. Aus [Isacsson et al.| (1998)).

transferierten Elektronen ist folglich:

v 1]
e 217

(N) = 2y T = { (2.1)
wobei V' die angelegte Spannung und C' die Kapazitit der Insel relativ zu einer
der Elektroden ist. Der mittlere Strom ist durch (I) = ef (N) gegeben. Zwischen
den Elektroden sollten sich entweder ny., oder —ny.« Elektronen auf der Insel

befinden, je nachdem von welcher Elektrode sie gerade kommt.

Abbildung 2.2: Strom-Spannungs-Kennlinie der Selbstoszillationen. Aus
[1995).

Die Bewegungsgleichung, die gelost wurde, um die in Abbildung gezeigten
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Selbstoszillationen zu berechnen, lautet:
Mz + i+ kx = EQ(t),

wobei gleichzeitig mit der Bewegungsgleichung auch die Ladung ) durch eine
Mastergleichung (Gleichung (1.6)) bestimmt werden muss.

2.2 Das Miinchner Pendel

Am Center for NanoScience an der Universitdt Miinchen wird eine etwas abge-
wandelte Idee experimentell umgesetzt , Erbe, Weiss, Zwerger und
Blick (2000)). Es wird nicht mit einer winzig (einige nm) kleinen Insel, die durch
Molekiile mit den Elektroden verbunden ist, sondern mit einem nanomechani-
schen Pendel (InselgréBe 100x400 nm?)) gearbeitet (Abbildung [2.3). Ein erster

-V/2 V/2

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung eines nanomechanischen FEinzel-
Elektronen—Pendels. Da sich die Insel mit der Resonanzfrequenz f, zwischen
den Elektroden hin und her bewegt, konnte das Pendel als Stromstandard dienen.
Metallische Teile sind hier wieder grau eingezeichnet.

Schritt bestand darin, ein Pendel dhnlich dem hier gezeigten zu bauen, bei dem
nicht nur die Insel, sondern das gesamte Pendel metallisiert war ([Erbe et al.
(1998))). Zwischen Pendel und einer der Elektroden wurde dann eine Spannung
angelegt und der Strom gemessen. Bei angelegter Wechselspannung wurde die
Amplitude so weit reduziert, dass ein Strom von 5 + 2 Elektronen gemessen wur-
de (Abbildung [2.4).

Allerdings spielt Coulomb-Blockade in diesem Experiment keine Rolle, da das
gesamte Pendel metallisiert ist. Um einen Stromstandard bauen zu kénnen, muss
das Design so gedndert werden, dass die Anzahl der Elektronen auf der Insel
aufgrund der Coulomb—-Abstoflung keine beliebigen Werte annehmen kann. Dazu
wurde bei dem Pendel, wie in Abbildung gezeigt, nur die Insel metallisiert,
durch die dann einzelne Elektronen transportiert werden koénnen.
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Abbildung 2.4: Zahl der Elektronen, die pro Periode transferiert werden, wenn an
ein vollstindig metallisiertes Pendel eine Wechselspannung angelegt wird. Die Kurve

hat in etwa Lorentz—Form. Aus (12000)).

Da der Tunnelwiderstand R exponentiell mit dem Abstand Az zwischen Insel
und den Elektroden zunimmt (R = exp(Ax/\)), wird Tunneln exponentiell un-
terdriickt, wenn sich die Insel zwischen den beiden Elektroden befindet (sowohl
die Amplitude der Oszillationen als auch der Abstand zwischen den beiden Elek-
troden ist dabei sehr viel grofer als \). Aus demselben Grund kann Cotunneln
— was sonst ja die Genauigkeit von Einzel-Elektronen—Stromquellen limitiert —
vernachléassigt werden.

Damit die Elektronen tunneln kénnen, muss die Amplitude der Oszillationen
grof} im Vergleich zu der typischen Tunnelldinge A sein. In den Experimenten von
Erbe et al. ist die Amplitude von der Ordnung 50 nm (Im Vergleich zu einigen
Nanometern wie Gorelik et al. vorgeschlagen haben), weshalb sich dieses Design
fiir einen Stromstandard eignen konnte.

2.3 Genauigkeit des Pendels

Die wichtigsten FErgebnisse zur Genauigkeit eines mechanischen FEinzel-
Elektronen—Pendels (Weiss und Zwerger| (1999))) bilden einen wesentlichen Teil
der vorliegenden Arbeit; zuséitzlich wird im Folgenden noch der Einfluss der Trei-
berspannung (Abschnitt untersucht. Die Genauigkeit aufgrund von Quanten-
fluktuationen und Umgebungsladungsfluktuationen wird in Abschnitt bzw.
behandelt. Um zunéchst einmal das , klassische® Einzel-Elektronen-Pendel
zu verstehen, wird eine Master-Gleichung (Grabert und Devoret| (1992))) ver-
wendet, die dann mit einem einfachen Montecarlo-Algorithmus numerisch (An-
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hang[B.1)) als auch in leicht vereinfachter Form analytisch (Abschnitt [2.3.1)) gelost
wird. Dabei wird sowohl die mittlere Zahl der pro Periode transferierten Elektro-
nen — die sich von dem einfachen Ergebnis ((2.1)) in der Regel unterscheidet — als

auch die Standardabweichung AN = \/(N2) — (N)? berechnet. Eines der wich-
tigsten Ergebnisse ist dabei, dass das Pendel mit AN < 1 optimal arbeitet, wenn
es sich nicht zu schnell bewegt (wobei 107 Hz immer noch langsam ist auf einer
Zeitskala von RC' ~ 107'% s) und die Temperaturen tief genug sind (kg7 < %)
Fiir die Rechnungen wird in diesem Kapitel angenommen, dass der Elektronen-
transfer immer im Tunnelbereich exponentiell kleiner Transmission stattfindet.

2.3.1 Losung der Mastergleichung

Um die Wahrscheinlichkeit p(m, t) zu berechnen, zur Zeit ¢ genau m Uberschuss-
elektronen auf der Insel zu finden, wird eine Mastergleichung verwendet. Ein
derartiges Vorgehen wurde erfolgreich zur Beschreibung sowohl von Quanten—
Dots als auch von metallischen Inseln mit Coulomb-Blockade verwendet (Grabert
let al.| (1991)), [Beenakker] (1991)), [Averin et al| (1991)) sowie [Bruder und Schoeller
1|1994|)). Die Tatsache, dass die Insel oszilliert, fiihrt zu zeitabhéngigen Uber-
gangsraten I'(m,t) in der Mastergleichung ([.6):

—p(m,t) = — [T (m,t) + T (m, £) + T0 (m, 1) + T (m, 1)] p(m, 1)
+ {I}(f)(m —1,t)+ Tgr)(m — l,t)} p(m —1,1)
+ [P m+ 1)+ T (m+ 1,8) | p(m + 1,1) . (2.2)

Die Ubergangsraten werden wieder im Rahmen der Niherung der goldenen Regel
verwendet (siehe z.B. [Grabert und Devoret| (1992)))

1 AFE
I'= . 2.3
T on () >

e2

Da sowohl der Widerstand R als auch die Kapazitédt C'im Ausdruck AE oc & jetzt
zeitabhéngig sind — wobei die exponentielle Zeitabhéngigkeit in R(t) dominiert —
faktorisieren die Ubergangsraten zu:

TR (m,t) = gr(t) T (t) - (2.4)
Die Funktion Bt Cu s
= =9

ist dabei stark zeitabhingig. Sie wird dominiert dadurch, dass die Tunnelwahr-
scheinlichkeit mit steigendem Abstand exponentiell sinkt, wenn sich die Insel von
der Elektrode wegbewegt (fmax ist die Zeit an der das Elektron am néchsten an
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Abbildung 2.5: Die Tunnelraten sind nur in einem kleinen Bereich um die maximale
Auslenkung von 0 verschieden. Das Tunneln an der rechten und der linken Seite kénnen
getrennt behandelt werden; Kotunneln spielt folglich keine Rolle. Fiir xpax wurden
50nm, fiir A = 0.1nm und fiir g = 1 nm gewahlt, die Bewegung des Pendels ist eine
harmonische Schwingung z(t) = Tmax sin(2w ft).

der rechten Elektrode ist). Es wird hier angenommen, dass die Bewegung des Pen-
dels durch eine harmonische Schwingung beschrieben wird (2(t) = Zpax sin(wt)).
Fir die Tunnelraten Fg,)n(t), deren Zeitabhéngigkeit ausschliefllich durch die
zeitabhangigen Kapazititen bestimmt wird, wird hier das Standardergebnis fiir
Tunnelraten bei einer Spannung von —V/2 an der linken Elektrode und V/2 an
der rechten Elektrode verwendet:

1 + (m + M) — %

T1—exp [ ( (m+ 2OY) 1) o)

mit 7 = RR(tmax)CR (tmax) und Cx(t) = Cr(t) + CL(t). Fiir die linke Elektrode
miissen die Indizes R und L vertauscht werden; V' muss durch —V und z(t¢) durch
—x(t) ersetzt werden.

Fiir die numerischen Rechnungen (Anhang wurde die komplette Ma-
stergleichung verwendet, wobei der Einfachheit halber angenommen wurde, dass
die Kapazitéit wie in einem Plattenkondensator vom Abstand abhéngt: Cp(t) o
m ; die genaue Form spielt jedoch wegen des dominierenden Einflusses
von R(t) fir nicht zu groBe V' keine Rolle. Die Funktion g(¢) hat die Form

Trnax — :B(t)]
A

T (1) =

(2.6)

T+ Tmax — (t)
— o

gr(t) exp [— (2.7)
und hat folglich ein stark ausgeprigtes Maximum bei ¢, (Abbildung|2.3.1)). Da
die Elektronen nicht gleichzeitig auf der rechten und der linken Seite tunneln
konnen (Zyayx > A), kann das Tunneln an der rechten und der linken Seite ge-
trennt behandelt werden. Fiir die analytische Losung reicht es daher, zuerst nur

eine Elektrode zu betrachten: F(Li) (m,t) = 0, wobei sich der rechten Elektrode
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eine Insel mit n Elektronen néhert, d.h. es geht darum, die bedingte Wahrschein-
lichkeit p(m|n,t) zu berechnen, m Elektronen auf der Insel zu finden, wenn dort
urspriinglich n Elektronen waren.

Wenn sich die Insel nahe der rechten Elektrode befindet, dndert sich CY(t)
iibrigens sehr viel langsamer als Cg(f) — unabhingig vom genauen Modell fiir
die Kapauzitit. Solange die angelegte Spannung V' nicht zu grof ist (d.h. solange
VOL(tmax) von der Ordnung e, 2e, ...ist), kann CL(t) durch Cp(tnax) ersetzt
werden. Um die Mastergleichung analytisch zu 16sen, wird die Funktion gr(t)
durch eine Stufenfunktion ggr(¢) mit derselben Hohe und Fléche ersetzt:

0 : tStmax_tO a1 A
gR(t)E 1 0 thax —to <t <tmax +to tOE”2 <1+2>
0 - tz tO +tmax Lmax W X

(2.8)
Die Breite 2ty entspricht einer effektiven Verweildauer (der Faktor 2 konnte
natiirlich noch in die Definition von t; hineingezogen werden, allerdings sind so
die spéter auszurechnenden Formeln etwas einfacher). Wie nicht anders zu erwar-
ten, nimmt die Kontaktzeit mit steigender Oszillationsfrequenz ab (. > A,
tmax > to)-
Die Losung p(m|n,t) der Mastergleichung kann dafiir verwendet werden, die
Wahrscheinlichkeit pa(m) auszurechnen, dass m Elektronen transferiert werden:

pa(n) =D pi(k)p(k — nlk, to + tmax) . (2.9)
k

wobei p;(k) die Wahrscheinlichkeit ist, am Anfang k& Uberschusselektronen auf
der Insel zu finden (3, pi(k) = 1). Um diese Wahrscheinlichkeit zu berechnen, sei
hier die symmetrische Situation betrachtet, bei der die Wahrscheinlichkeit, dass
sich die Insel der rechten Elekrode mit n Elektronen néhert, dieselbe ist, wie die
Wahrscheinlichkeit, dass sich die Insel der linken Elektrode mit —n Elektronen
néhert:
pi(n) = pe(—n), (2.10)
mit
pe(m) = pi(n)p(min, to + tmax) - (2.11)

Dies fiihrt zu seinem System linearer Gleichungen fiir p;(n), welches prinzi-
piell fiir beliebige Werte von n., und ¢y gelost werden kann. Da die Formeln
schnell sehr unanschaulich werden (siehe Anhang [C), sollten kleine Werte von
Nmax verwendet werden. Mithilfe von pa(n) werden dann sowohl (N) als auch

AN (AN? = (N?) = (N)?; (N*¥) = $y N'pa(N)) berechnet.

2.3.2 Grenzfall tiefer Temperaturen

e2

% legt die Coulomb-Blockade die Zahl
der Uberschusselektronen auf der Insel zwischen —npax und nmax fest. Es soll

Fiir sehr tiefe Temperaturen kg1 <
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Abbildung 2.6: Die mittlere Zahl von Elektronen, die pro Periode transportiert wird
(links) und deren Standardabweichung (rechts) fir 77 = 0. Coulomb-Blockade ist
deutlich zu erkennen: unterhalb der kritischen Spannung % = % werden keine
Elektronen transportiert. Fiir grole Verweildauern tg > 7 wird die Coulomb—Treppe
symmetrisch. Die Ubereinstimmung zwischen analytischen Ergebnissen (Linien) und

Computersimulationen (Symbole) ist ausgezeichnet.

hier in erster Linie das Verhalten eines Einzel-Elektronen—Pendels bei kleinen
ganzzahligen Werten von n,.x (M = Nmax + 0; —% <9< %) untersucht
werden.

Mit der in Gleichung beschriebenen N#herung vereinfacht sich die Ma-
stergleichung bei 7' = 0 zu:

d

— —kln,t) = — — kin,t —k+1ln,t 2.12
P = klnt) = ———p(n — k.0 £ ——p(n—k+1n.t)  (212)
mit

1 1(y_1 :
RS S ) BRI (2.13)
Tfnmax+1/ O . 1% S 0

Die Losung der Gleichung (2.12)) fiir tyax — to < t < tmax + o lautet:

p(n — kln,t) = /i' (inﬁgﬂ ;) exp (—Tf_tl) [1 — exp (—ét)]k (2.14)

WO At = tpax —to +t (n,n — k > —npax). Gleichung - ) kann leicht durch
vollstéandige Induktion bew1esen werden, da = + % = 1“ gilt. Flir n = npyax,
fithrt die Zusatzbedingung, dass die Summe der Wahrschemhchkelten eins sein
muss zU p(—"Nmax|n,t) = 1 =30 __ . p(m|n,t). Zusammen mit den Glei-
chungen (2.9) und kann dies dazu verwendet werden, den Strom und die
Fluktuationen des Stroms fiir 7" = 0 analytisch zu berechnen.

In Abbildung werden diese analytische Ergebnisse mit numerischen Er-
gebnissen der vollstandigen Master—Gleichung verglichen. Die Coulomb—Blockade
ist deutlich zu sehen: Fiir niedrige Spannungen werden keine Elektronen trans-

feriert; oberhalb einer kritischen Spannung von V = flieft Strom. Im

2C(L (tmax)
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to/T

Abbildung 2.7: Die mittlere Zahl der Elektronen, die pro Periode transportiert wer-
den, (durchgezogene Linie) und die Standardabweichung (gestrichelte Linie) fiir 7' = 0
und % = 1. Fiir g < tmax flieft kein Strom; der optimale Parameterbereich ist
fir tg > tmax gegeben, da dort die mittlere Zahl der pro Periode transferierten Elek-
tronen dem ganzzahligen Wert (V) = 2 zustrebt und die Fluktuationen verschwinden.

Limes langer Verweildauern (to > 7) ergibt sich eine Coulomb—Treppe, wihrend
das Einzel-Elektronen—Pendel bei kurze Verweildauern (o < 7) immer noch ein
Transistor—artiges Verhalten zeigt.

Fiir ngpae = 1 und 6 = 0 sind die analytischen Gleichungen fiir die mittle-
re Anzahl der transportierten Elektronen ((N)) und deren Standardabweichung
((AN)?) vergleichsweise einfach:

3
(NY = 2 L—a (2.15)
1+ al [1+%a+a2}

6 + 9a + 22a® + 13a® 4+ 10a*
242 4+ a 4 2] [a + 1]

(AN)* = 2a(1 —a)

(2.16)

mit a = exp (—%0) . Wie erwartet werden im Limes sehr kurzer Verweildauern
to < 7 (a — 1) keine Elektronen transportiert, wiahrend im Limes langer Verweil-
dauern ¢y > 7 (a — 0) das einfache Ergebnis reproduziert wird. Die Fluk-
tuationen verschwinden sowohl im Limes langer als auch kurzer Verweildauern.

Ihr Maximum (AN ~ 0.686) wird fiir ¢, ~ 0.927 erreicht (Abbildung [2.7).

2.3.3 Endliche Temperaturen

Fiir endliche Temperaturen ist die Zahl der Elektronen auf der Insel nicht mehr
so eingeschrankt wie bei T' = 0. Die Mastergleichung hat hier die etwas kompli-
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ziertere Form:
g(t)(k—5+9)
7 (1—e2k-1¢)
g(t) k+3+6
7 (1 — e2Ftig)

d
ap(—nmax‘i‘k‘n, t) = {62k_1fp(—nmax+/~c—1|n, t) — p (—nmax+k|n, t)}

{p(—nmax+k+1|n,t) — P e (—nimax + k|0, t)} . (2.17)

mit € = exp (—ﬁ) und ¢ = 2. Fiir tp > 7 und konstantes Cx, (d.h. kon-
stantes £ und €) ist die stationéire Lésung (£p(m|n,t) = 0), die von n unabhéingig

ist, gegeben durch(pe(m) = p(m|n, tmax + to)):
Pr(—Tumax + k) = 71X €F (2.18)

mit der Normierungskonstante n = >°2 5”25” . Zusammen mit Gleichung |)

fithrt dies zu:

—k
PA2Nmax + ) = 25 > e eV th)?® (2.19)
" v="c
Bei einem Einzel-Elektronen—Pendel ist Cx(t) allerdings zeitabhingig, weshalb

die Ergebnisse (2.18) und (2.19) nicht exakt sind. Es zeigt sich jedoch, dass es
geniigt Cx(t) durch ein effektives Cx(t*), wobei t* durch

/tj/w gt)ydt =7 (2.20)

definiert ist, zu ersetzen, um eine gute Ubereinstimmung zwischen der nume-
rischen Losung des zeitabhéngigen Problems und der analytischen Losung
zu erhalten. (Verdnderungen, die auf einer Zeitskala passieren, die viel kleiner ist
als T —t*, d.h. effektiven Zeitskalen die viel kleiner sind als 7, sind zu schnell als
dass das System ihnen folgen kénnte, siehe auch Abbildung )

Abbildung 2.8 zeigt zwei Stufen der Coulomb-Treppe fiir verschiedene Tempe-
raturen. In der Mitte der Stufen (§ = 0) stimmt die mittlere Zahl der Elektronen,
die pro Periode transferiert werden, mit dem einfachen Ergebnis (N) = 2n.x
sogar fiir kgT > % iiberein. Die Standardabweichung ist gegeben durch:

€ . e? 2

AN ~ { 2 Al kT < 25— exp (_6> . (2.21)

VBT /55 ¢ kBT > 56 205 (t*)ksT

Wie nicht anders zu erwarten verschwinden die Fluktuationen exponentiell fiir
Temperaturen, die deutlich kleiner sind als E .

2.3.4 Optimaler Betrieb

Der relative Fehler des Stroms verschwindet exponentiell mit sinkender Tempe-
ratur und steigender Verweildauer; ab 5 ~ 207 sollte in der Mitte der ersten
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Abbildung 2.8: Fiir ty > 7 und T' = 0 (durchgezogene Linie) ist die Coulomb-Treppe
perfekt. Fiir steigende Temperaturen ist die Coulomb—Treppe zwar noch symmetrisch,
allerdings werden die Kanten abgerundet, was fiir hohe Temperaturen zu einem ohm-
schen Verhalten fiihrt (Die Energieskala ist gegeben durch E. = %)

Stufe die fiir einen Stromstandard sicherlich ausreichende Genauigkeit (bei einer
Mittelung iiber 10® Schwingungen, siche auch Anhang [E]) von

AL V3exp(=20/2)
I 24/108

erreicht werden, die allerdings aufgrund von Quantenfluktuationen (Kapitel
und Umgebungsladungsfluktuationen (Kapitel noch etwas reduziert werden

konnte (Abschnitt [4.3.3)).

2.4 Erklarung der experimentellen Ergebnisse

Die ersten experimentellen Ergebnisse des nanomechanischen Einzel-Elektronen—
Pendel (Erbe, Weiss, Zwerger und Blick (2000)) sehen etwas anders aus, als man
es nach den bisherigen Uberlegungen annehmen konnte. Um die Daten zu verste-
hen, miissen hier insbesondere zwei Dinge erklédrt werden: die gemessene Peak-
form bei tiefen Temperaturen sowie die doch ziemlich grofle Zahl von Elektronen,
die bei Raumtemperatur pro Periode transferiert werden (Abbildung . Eine
Kurzform dieses Abschnitts wurde bereits in (Erbe et al| (2000)) veroffentlicht.

2.4.1 Treiberspannung

Leider bewegt sich das Pendel nicht von selbst — fiir die von |Gorelik et al.| (1998))
vorhergesagten Selbstoszillationen ist das nanomechanische Pendel nicht weich
genug. In Anbetracht der Tatsache, dass das Pendel aus Stabilititsgriinden auch
nicht beliebig weich gemacht werden kann, musste die Oszillation hier getrieben
werden. Dazu wurde unterhalb der Insel am Pendel ein weiteres Stiick metallisiert
und geerdet. Es wurden ferner zwei Treiberelektroden unterhalb der Source-Drain
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Abbildung 2.9: Zahl der Elektronen, die im Experiment pro Periode bei Raumtempe-
ratur (links) bzw. Heliumtemperatur (4.2 K, rechts) transferiert wird. Durchgezogene
Linien sind der Fit mit Gleichung . Im Raumtemperaturbild wird als Inset ferner
gezeigt, dass die gemessene Peakhohe praktisch nicht von der Source—Drain Spannung
abhéngt. Im Tieftemperaturbild ist als Inset noch die mittels einer finite Elementerech-
nung bestimmte Feldverteilung zwischen Insel und Treiberelektrode gezeigt. Aus

Tl (E000).

Elektroden angebracht, an die dann eine Wechselspannung angelegt wurde (Ab-
bildung[2.10]). Leider erfiillte sich die Hoffnung nicht, dass diese Spannung keinen
Einfluss auf den zu messenden Strom haben wiirde.

In diesem Abschnitt werden nun zwei Fille von kapazitativem Ubersprechen
unterschieden: Zunéchst das naheliegende auf die Source-Drain Elektroden, und
dann das Ubersprechen direkt auf die Insel. Letzteres erklirt die experimentellen
Ergebnisse sehr gut.

2.4.1.1 Kapazitatives Ubersprechen auf die Elektroden

Ein Ubersprechen auf die Source-Drain Elektroden wiirde dazu fiihren, dass
die Wechselspannung V sin(wt + ¢) die an das Pendel angelegte Source—Drain—
Spannung dndern wiirde:

V=V +cp sin(wt + @), (2.22)

_°
C’L (tmax>

wobei ¢ die Phasenbeziehung zwischen der Treiberspannung und der Bewegung
(z(t) = sin(wt)) ist; c1p ist ein Maf dafiir, wie stark das Ubersprechen ist. Die
Auswirkungen eines solchen Ubersprechens sind in Abbildung gezeigt. Auch
fiir sehr grofie Werte von ¢ (rechtes Bild) ergibt sich — im Widerspruch zum
Experiment — ein ohmsches Verhalten.



2.4. ERKLARUNG DER EXPERIMENTELLEN ERGEBNISSE 31

D I nsel S

Abbildung 2.10: Schematische Zeichnung des Messaufbaus. Das Pendel wird in Be-
wegung gesetzt, indem an die Treiberelektroden G; und Go eine Wechselspannung
angelegt wird (2000)). Die Insel pendelt zwischen Source (S) und Drain (D) hin
und her. Metallisierte Teile werden wieder dunkelgrau dargestellt. Der untere Teil des
Pendels, der von der Insel elektrisch isoliert ist, wurde in den Experimenten geerdet.

Fiir kleine Werte von c;5 wurde ein semianalytisches Verfahren zur Losung
der Mastergleichung verwendet, bei dem die Mastergleichung zunéchst fiir beide
Seiten und verschiedene Anfangswerte der Zahl der Elektronen auf der Insel n
wie in Abschnitt beschrieben vereinfacht und dann mit Hilfe von Maple
analytisch gelost wurde.

Ausgehend von einer beliebigen (aber auf eins normierten und nicht—
negativen) Anfangserteilung fiir p;(n) wurde dann numerisch die Verteilung p¢(n)
gemaf

Z@ )R (1|7, to + tinax)

berechnet. Damit wurde

pr pL m|n tO + tmax)

bestimmt und daraus dann wieder p¢(m) und so weiter — es zeigt sich, dass dieses
Verfahren sehr schnell konvergiert (nach 10 Schwingungen andert sich fiir tg = 107
nicht mehr viel an den so erhaltenen Zahlenwerten). Nachdem das Verfahren
konvergiert war, konnte mit Gleichung die Wahrscheinlichkeit berechnet
werden, dass n Elektronen pro Periode transferiert werden, woraus wiederum die
Messgrofien N und AN bestimmt wurden.

Dieses Verfahren eignet sich auch ausgezeichnet dazu festzustellen, wie lang
es dauert, bis die Zahl der Elektronen auf der Insel nicht mehr davon abhéngt,
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Abbildung 2.11: Die Zerstérung der Coulomb-Treppe durch kapazitatives Uberspre-
chen auf die Source-Drain—Elektroden. Fiir kleine Werte von cjo (linkes Bild, siehe
auch Gleichung ) und ¢ = 0 wurde zusétzlich zur Montecarlo-Simulation noch
ein semianalytisches Verfahren verwendet. Auch fiir sehr grofie Werte von c19 = 1000
(rechtes Bild) ergibt sich ein ohmsches Verhalten.

wieviel Elektronen dort am Anfang waren. Dies ist insbesondere fiir die Compu-
tersimulation wichtig, da hier aus Zeitgriinden ja nicht wie im Experiment immer
iiber 10® Schwingungen gemittelt werden kann; es wurde folglich ein Vorlauf von
10 Schwingungen gewéhlt, bevor die berechneten Zahlen zur Berechnung des Er-
gebnisses verwendet wurden.

2.4.1.2 Kapazitatives Ubersprechen auf die Insel

Eine andere Moglichkeit des kapazitativen Ubersprechens, die vielleicht vor allem
deshalb nicht naheliegend erschien, weil der untere Teil des Pendels ja geerdet
ist, ist im Sinne einer Gatespannung;:

Qg = croesin(wt + ¢). (2.23)

Um diese zu beriicksichtigen, muss in der Mastergleichung n durch n + %
ersetzt werden. Numerisch lédsst sich dies auch fiir grole Werte von c;5 leicht
durchfithren (Abbildung . Sowohl die Tatsache, dass im Experiment bis zu
1000 Elektronen pro Periode gemessen wurden, als auch die Tatsache, dass der
gemessene Strom nur sehr sehr langsam von der Source-Drain—-Spannung abhéngt
werden erklért, ebenso das Auftreten von Strompeaks mit ,,falschem® Vorzeichen.

Bemerkenswert ist auch die Tatsache, dass der relative Fehler ATN von der
Ordnung 1073 ist, was einem relativen Fehler im Strom (gemittelt iiber 10® Pe-
rioden) von 1077 entspricht. Die numerischen Rechnungen wurden bei T = 0
durchgefiihrt, aber auch bei Raumtemperatur (kg7 ~ 3005—1) betragt der relative
Fehler der Stromquelle immer noch 107%. Dass diese Genauigkeit im Experiment
dann doch nicht erreicht wird, kann dadurch erklart werden, dass die Bewegung
komplexer als hier angenommen ist; auflerdem erhoht die Zeitabhéngigkeit von

C, die Fluktuationen noch etwas.
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Abbildung 2.12: Das Ergebnis einer Montecarlo-Simulation von kapazitativem Uber-
sprechen auf die Insel (Gleichung (2.23)) fiir ¢12 = 1000. Die Phasenverschiebung ¢ be-
trug in der linken Abbildung von oben nach unten 0, 0.227, 0.57, 1.57, 1.227, und 7.
Links ist die mittlere Zahl der pro Periode transferierten Elektronen, rechts deren Stan-
dardabweichung aufgetragen.

2.4.2 Wie grof} sind die Kapazititen?

Diese Erkldarung macht natiirlich nur dann Sinn, wenn die Kapazitidten zwischen
Treiberelektroden und Insel die richtige Gréfenordnung haben. Bei maximaler
Auslenkung des Pendels hat die ndhere der beiden Treiberelektroden von der
Insel aus betrachtet einen Radius von etwa 215nm. Da der Abstand zwischen
Elektrode und Insel gerade 300 nm betrégt, fithrt das zu einer Kapazitidt von

1 1
215nm  300nm

—1
C:47r50< > ~ 84 aF.

mit 1aF = 107 F. Dies entspricht Gateladungen von bis zu £527 ¢ wenn Span-
nungen von bis zu =1V an die Treiberelektrode angelegt werden.

Dabei wurde hier angenommen, dass das elektrische Feld der Elektrode nicht
zu sehr durch andere metallische Teile verdndert wird. In Anbetracht der im Ver-
gleich zu anderen relevanten Spannungen doch recht grofien Elektrodenspannung
erscheint diese Annahme hier gerechtfertigt. Die Kapazitéit kann folglich genauso
wie bei der Lehrbuchberechnung der Kapazitdt des Kugelkondensators gesche-
hen (siehe z.B. |Gerthsen et al| (1989)): Das Potential einer mit der Ladung Q
geladenen Kugel ist im Abstand r gegeben durch V (r) = 4£0T ; die Kapazitéat ist
C=Q/AV.

Da ja ein Teil des Raumes noch mit Dielektrikum gefiillt ist (¢, ~ 10, weshalb
die so abgeschétzte Kapazitéit noch etwas zu klein ist), kann ein realistischer Wert
fiir den Elektrodenradius auch noch etwas kleiner sein; die zweite Treiberelektrode
sollte auch noch einen Einfluss haben — wenn beide Kapazitéten gleich grofl wéren
und an die eine Elektrode eine Sinus— und an die andere eine Cosinus—Spannung
angelegt wird, ergédbe dies noch einmal einen Faktor 1.41, da im Maximum der
addierten Spannungen gerade v/2 V anliegen. Torsionsmoden kénnten auch zu
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einer Erhohung der Kapazitét fithren, falls zumindest ein Teil der Raums zwischen
Elektrode und Insel noch mit Dielektrikum gefiillt sind.

Fiir die Frage, ab welcher Temperatur Coulomb-Blockade gemessen werden
kann, ist die Summe der hier abgeschétzten Kapazitit und der Kapazititen zwi-
schen Insel und Source— bzw. Drain—Elektrode relevant. Um eine Groflenordnung
angeben zu konnen, sei hier angenommen, dass alle drei Kapazititen in etwa
gleich grof} sind. Eine Kapazitéit von 3%80aF entspricht einer Temperatur von
T ~ 7K (% = kgT); die Temperatur, ab der die Coulomb—Treppe gut sicht-
bar wire, wenn sie nicht durch die Treiberspannung zerstort werden wiirde, liegt
wieder einen Faktor 10 unter dieser Temperatur:

T~ 700mK.

2.4.3 Peakform

Da sich an die Peaks keine Gauflglocke anfitten lasst, ist das einfachst mogliche
Modell bei tiefen Temperaturen (wo nur noch 0.1 Elektronen pro Periode trans-
feriert werden) gegeben durch eine Entwicklung der Gleichung (2.15)) im Limes

kurzer Verweildauern to < 7

(V) o 2

T

wobei die Bewegung des Pendels die Form

z(t) = Tmax(f) sin(27 ft)

hat und der Widerstand exponentiell von z,.«(f) abhéngt und ¢, im wesentlichen

durch
1

f \/ xmax

gegeben ist (Gleichung (2.8). Fiir zyax(f) kann die Formel einer geddmpften
harmonischen Schwingung

toO(

i(t) + 2mka(t) + An* fia(t) = Fsin(2n f(t + t*))

verwendet werden (siehe z.B. [Gerthsen et al.| (1989))):

1
JE— R+ kefr

$maX(f) X

fiir die Resonanzfrequenz gilt:

£l
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Die Peakform wird folglich durch die Gleichung

_ A | T f) exp |— - x
N =\ o) P B Tma() o ()] (2.24)

beschrieben, die sich gut an die experimentellen Daten fitten ldsst (Abbil-
dung [2.9). Der Giitefaktor
Jo

O=%

ist bei Heliumtemperaturen dabei von der Ordnung 10 (Erbe et al|(2000])). Dies
liegt um zwei GroBenordnungen unter dem Wert, der iiblicherweise fiir Drihte
gemessen wird, die an zwei Seiten aufgehéingt sind (siehe z.B. [Krommer et al.|

(2000))-

2.4.4 Bewegungsgleichung

Das Pendel bewegt sich, weil an den Treiberelektroden eine Wechselspannung
angelegt wird. Wie genau verhélt sich dann die Kraft? Der Einfachheit halber
sei hier wieder angenommen, dass die Kapazitit zwischen Treiberelektrode und
unterem metallisierten Teil des Pendels umgekehrt proportional zum Abstand d
ist. Zwei entgegengesetzt geladene Kondensatorplatten ziehen sich an, die Energie
betrigt

1
E=_CV?;
2 Y
die Kraft, mit der sie sich anziehen (F = —Z E) ist gegeben durch

C
F==V?
d
Das Pendel wird zu beiden Elektroden hingezogen; wenn eine Kraft nach rechts

hier als positiv definiert wird, gilt:

Flo = —
g dR VR dL VL
Da insbesondere in der Ruhelage (%‘ = %LL) eine Kraft auf die Insel ausgeiibt

werden soll (damit die Oszillationen tiberhaupt beginnen, auerdem ist die Os-
zillation ja noch geddmpft), diirfen die angelegten Spannungen von Betrag her
nicht gleich sein. Es bietet sich insbesondere an

Vi = Vi cos(27 ft)

und A
VL = VL sin(27rft)
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Abbildung 2.13: Der zeitliche Verlauf der Schwingung (durchgezogene Linie) bei an-
gelegten Spannungen von Vi = Vcos(Zﬂ'ft) und Vg, = -V sin(27 ft) fiir den Fall, dass
die Kraft auf den unteren Teil des Pendels dominiert (links), bzw. dass die Kraft auf
die Inselladung dominiert (rechts). Die Frequenz der angelegten Spannung wurde so
gewihlt, dass sich das System jeweils in Resonanz befand — d.h. f = % fr (links) und
f = fr (rechts). Das rechte Bild darf allerdings nicht mit den Selbstoszillationen ver-
wechselt werden, da die angelegte Wechselspannung erst dafiir verantwortlich ist, dass
sich so viele Elektronen auf der Insel befinden.

(oder umgekehrt) zu wihlen. Die resultierende Kraft héngt also sowohl vom Ab-
stand als auch von der Zeit ab (C' = £4):

o4 o2 (225)

€0A 2
5 VR(t) o+ 2(0))

(do — (1))

Diese Differentialgleichung mufl nun leider nicht im Limes dy > |2(t)| gelost wer-
den (wo der Nenner entwickelt werden konnte), weshalb Versuche hier analytisch
weiterzurechnen nicht besonders Erfolg versprechend sind; sie wurde folglich mit
einem vierstufigen Runge-Kutta Verfahren (Press et al|(1992)) numerisch gelost
(Abbildung [2.13), wobei fiir k& der Wert % gewihlt wurde (siehe Abschnitt [2.4.3)).

2" (t) 4 2rka’ (t) 4 4n? fea(t) =

Dabei sollte es eigentlich nicht {iberraschen, dass sich das Pendel mit der dop-
pelten Frequenz der angelegten Spannung bewegt, da die Zeitabhingigkeit der
Kraft im Wesentlichen durch cos(wt)? — sin(wt)? = cos(2wt) gegeben ist, d.h. die
Kraft doppelt so schnell wie die Spannung oszilliert. Leider sind das nicht die
Losungen, mit denen in Abschnitt der recht grole Strom bei Raumtempe-
ratur erkléart wurde, denn dazu sollte die Gatespannung immer positiv sein wenn
sich das Pendel an der rechten Elektrode befindet und immmer negativ wenn es
an der linken Elektrode istfl Um dies zu erreichen muss noch die Kraft beriick-
sichtigt werden, die das elektrostatische Feld auf die doch recht grofie Inselladung

! Allerdings kénnten die hier gefundenen Losungen, die ein Signal zu Rauschverhéltnis von
ca. ﬁ haben, zum Untergrund beitragen, was damit im Einklang steht, dass dieser sich relativ
leicht mit der Source-Drain—Spannung zu 0 verschieben l&sst
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ausiibt (Abbildung [2.13). Dies geschah wie in Abschnitt mit einer Kraft £Q)
in einem einfachen Modell dadurch, dass die Ladung @) auf der Insel fiir grofle po-
sitive Auslenkungen (z > 0.8) als @ = C'Vg und fiir grofle negative Auslenkungen
(x < —0.8) als @ = CV}, gewihlt wurde, was in etwa der Losung der zeitabhéngi-
gen Mastergleichung bei gleichzeitiger Losung der Bewegungsgleichung im Limes
grofler Verweildauern entspricht.
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Kapitel 3

Quantenfluktuationen

Bei einer Einzel-Elektronen—Box ist die Steigung y der Coulombtreppe in der
Stufenmitte (n, = 0, Abschnitt [3.1] siehe auch Abschnitt zwar ein gutes
Ma# fiir Quantenfluktuationen, sie beantwortet aber insbesondere nicht die Frage,
wie eine endliche Leitfahigkeit g = 4%; die Genauigkeit des Einzel-Elektronen—
Pendels beeinflusst. Dazu ist es notig (n?) zu berechnen (Abschnitt [3.2)).

Zunachst wird die Einzel-Elektronen-Box auf ein effektives Modell — eine
langreichweitig gekoppelte XY —-Kette — abgebildet. Die Steigung y der Einzel-
Elektronen-Box entspricht jetzt dem Helizitdtsmodul der eindimensionalen Ket-
te; die Berechnung des Pfadintegrals erfolgt storungstheoretisch. Bei den in Ab-
schnitt vorgestellten Resultaten handelt es sich in erster Linie um Ergeb-
nisse von Hofstetter und Zwerger (1997) (siche auch [Zwerger und Scharpf] (1991]),
[Zwerger| (1994)), [Hofstetter| (1997]) sowie [Hofstetter und Zwerger| (1998))), die noch
durch Rechnungen fiir endliche Temperaturen ergénzt werden (Abschnitt [3.1.3),
bei denen sich zeigt, dass die Korrekturen fiir kleine endliche Temperaturen kei-
neswegs — wie in der orthodoxen Theorie der Coulomb-Blockade erwartet — ex-
ponentiell verschwinden.

3.1 Quantenmechanische Einzel-Elektronen—
Box

Der Hamiltonoperator der quantenmechanischen Einzel-Elektronen—Box
(11994))) ist gegeben durch:

A U .
H = 5(” - nm)2 + Z 8aclca + Z Ebcltcb + Z tabcjlcb +he; (3'1)
a b a,b

er ist die Summe aus elektrostatischer Energie (U = %), Fermiverteilungen in
Zuleitungen (Index a) und Insel (Index b) sowie dem Tunnelanteil. Die Opera-
toren ¢ und ¢! sind Erzeugungs— bzw. Vernichtungsoperatoren fiir Quasiteilchen,
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deren Energieniveaus durch a bzw. b indiziert werden. Die Zahl der Uberschuss-
elektronen in der Box wird durch den Operator

n = za: cheg — <clca>

bestimmt. Ein Parameter, der den Unterschied zwischen der orthodoxen Theo-
rie mit rein elektrostatischer Energie und der quantenmechanischen Einzel-
Elektronen—Box sehr gut beschreibt ist der dimensionslose Leitwert

_ fx
9= 1hr

der mit Hilfe von Fermis goldener Regel wie folgt durch Parameter des mikrosko-
pischen Modells ausgedriickt werden kann:

Ne=0

9= ? ‘t’i‘ PaPb s

wobei die p’s die Zustandsdichten an der Fermienergie er sind und die t,, bei
er im Hamiltonoperator im Mittel als konstant gendhert wurden. Dabei
wurde verwendet, dass die Eigenzustdnde der Box ein kontinuierliches Spektrum
besitzen, was nur fiir metallische Systeme der Fall ist.

Um quantenmechanische Korrekturen auszurechen, soll nun aus der Zustands-
summe

Z = Spur exp (—ﬁf[)

zunichst die mittlere Zahl der Uberschusselektronen auf der Insel berechnet wer-
den. Dazu wird die Beziehung

A

oH
on,

(n, —n)U

sowie die Operatoridentitét

~

0 . 1 . OH .
0 exp(H (o)) = / dX exp[(1 — V) H ()] () exp[AH (a)] (3.2)
0
verwendet. Da die Spur invariant beziiglich zyklischen Vertauschens ist, gilt:
In(Z
0 ;72( ) — (n) =) U (3.3)

Um die mittlere Zahl der Uberschusselektronen auszurechen, kann z.B. diagram-
matische Storungstheorie (Grabert| (1994))) verwendet werden; hier wird ein ef-
fektives Modell fiir die Berechnung der Zustandssumme verwendet. Fiir die nu-
merische Berechnung eignet sich neben Quanten—Montecarlo-Simulationen (siehe
z.B. [Scalia et al| (1991)), [Falci et al] (1995)), [Hofstetter und Zwerger| (1998) und
|Goppert et al (1998))) auch die Cluster-Transfer-Matrix-Methode von [Chung|

(1999).
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3.1.1 Effektives Modell

Die Zustandssumme des nulldimensionalen quantenmechanischen Systems kann
in diejenige eines klassischen Systems in d = 1 mit der dimensionslosen Sy-
stemlénge

L=pU

umgeschrieben werden. Dazu werden zunéchst die fermionischen Freiheitsgrade
ausintegriert, ferner wird mit einer Hubbard-Stratonovich-Transformation eine
Phasenvariable 6 eingefiihrt, die zur Elektronenzahl n konjugiert ist
(1984))). Der Tunnelanteil des Hamiltonoperators wird durch Kumulantenentwick-
lung bis zur zweiten Ordnung in ¢ gendhert, wobei diese Ndherung im Limes eines
Tunnelkontaktes mit sehr vielen Kanilen exakt wird (Schoeller| (1996])).

Die Zustandssumme hat jetzt die Form eines Pfadintegrals

zm@:/ummysm+m%imiy (3.4)

wobel

sm:;[im<$Y+[ém im@@—wu—wwgyw@m (3.5)

die Wirkung ist. Bei der Pfadintegration iiber die kompakte Variable 6 werden
periodische Randbedingungen gefordert

O(L/2) =0(—L/2) (mod 2m).
Der langreichweitige Wechselwirkungskern a ist gegeben durch]|]

1 = g —iWnT __ 1
alx) = I Z - lwn| e =973 sn(rz/L)? (3.6)

n=—oo

mit den Matsubarafrequenzen w, = %T” Im Grenzfall tiefer Temperaturen

(L — oo) vereinfacht sich die Wirkung (3.5)) zu

S[0] = ;/_Z dx (ji)z + % /_i dx /_i da’ L= co(sé@fxi/)—?ﬁ(x’)) (3.7)

2

was mit einem zweikomponentigen klassischen Einheitsspin

5= (o)

!Eine genauere Betrachtung dieser Summe folgt auf Seite
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nichts anderes ist als die Energie eines klassischen X'Y-Modells in einer Dimension
mit einer langreichweitigen Wechselwirkung o %2

L 2
Die kurzreichweitige Wechselwirkung oc [?, dx (j—i) entsteht aus der
2

Coulomb—Energie; die angelegte Spannung wirkt wie ein imaginéres Drehmoment
in,, welches an die Torsion

der Kette koppelt. Da m wegen der periodischen Randbedingungen fiir § nur
ganzzahlige Werte annimmt, kann es als Windungszahl interpretiert werden.

3.1.2 Storungstheorie fiir kleines g

Da eine vollstindige analytische Auswertung des Pfadintegrals leider nicht
moglich ist, wird im Folgenden die Zustandssumme fiir kleine g stérungstheore-
tisch berechnet. Dazu wird zunéchst die Wirkung inklusive des Oberflichen-
terms aus Gleichung in einen kurzreichweitigen und einen langreichweitigen
Anteil zerlegt

3 do
mit )
1 3 do 3
50[0]25/_£dx (dx) —mx/_idx
und
1 ogs 7, 1—rcos(d(z) —0(z"))
51[0]—7r2/§dx/§dx —

Es sei Z; die freien Zustandssumme, bei der nur Sy beriicksichtigt wird. Diese
Zustandssumme stimmt mit der klassischen Zustandssumme iiberein (Hofstet-
(1997)). Fiur ein beliebiges Funktional A[f] sei nun der freie Erwartungswert

definiert als
<A0_ZO/D9A e=5000] . (3.9)

fiir die vollstéandige Zustandssumme gilt folglich:
Z =z, <e—951>0 . (3.10)

Zur Berechnung der Zustandssumme wird nun die Kumulantenentwicklung

(11991)) verwendet:

(Z) =In(Z) — g (S)), + 922 ((s1), = (Su)5) + - (3.11)
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Beim Pfadintegral (3.9) kann der Integrationsbereich in einzelne Sektoren mit
fester Windungszahl zerlegt werden:

o

o1 2m 1 1% a0\’
- 2mimng __ —
(Ayg=2m > e — DO Alf] exp [ 5 /5 dz (dw) ] .

m=—00 0 /0

Dabei bedeutet [ D , dass hier nur noch itber Konfigurationen 6(z) integriert
wird, die den Randbedingungen

0 cx=—L/2
0(z) :{ 2rm :x=1L/2

geniigen. Durch die Randbedingungen wird eine Gerade 6,,, = w,, - (x + %) defi-
niert, mit deren Hilfe der Pfad 6(x) geschrieben werden kann als:

0(z) =0, + ().

Das Pfadintegral (3.9) kann folglich (unter Verwendung der Tatsache, dass
f B L dz d¢ = 0 gilt) auch als

(A), = 27 Z 2mimng - @rm)? 7/ D¢ Alf] exp [—;/QL dz (jﬁ) ] (3.12)

m=—00

geschrieben werden.

3.1.2.1 Erste Ordnung

Zunéchst muss hier der Erwartungswert

L L (x — a)?
und insbesondere
(cos(0(z) — 0(")))y = ) (3.14)
Z miw €2mmnr<2’;’£>2 /00 Do e*%f?% dz 2 cos (27;7”(:6 — ') + p(x) — qﬁ(x/))

berechnet werden. Dabei kann fiir den Cosinus ein Additionstheorem verwendet
werden; ferner bleibt das Integrationsmaf; unter der Spiegelung ¢ — —¢ invariant,
weshalb fiir das folgende Pfadintegral, bei dem ja sowohl iiber den Weg ¢(z) als
auch iiber dem Weg —¢(x) integriert wird, verschwindet:

/00 Do 67% f?% o d? sin (¢p(z) — ¢(2')) =0,
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so dass
(cos(b(z) — 0(z"))), = (3.15)
o i eZWim”w—(zﬂzzb)Q cos (27;m (x —a ) / Doe f2 et cos (¢(z) — ¢(z'))

ZO m=—oo

gilt. Hier sollte der Erwartungswert (cos (¢(z) — ¢(2'))), mit

(o), = 22— (3.16)

berechnet werden. Dabei ist das Pfadintegral im Normierungsfaktor
()9 D¢ exp [—% / dxgb?}) identisch mit dem euklidischen quantenmechani-
schen Propagator am Ursprung K (07]0) eines freien Teilchens mit Masse M = 1
in der imagindren Zeit 7 = L (h = 1), also gleich \/2177 (siche z.B.
(1981))), weshalb aus Gleichung ({3.15) nun wird:

(cos(O(x) — 6’(:1:’))>0 = (3.17)

3 emimna = ep” oS mm x—1a') ) {cos (¢(x) — (2’
S (T =) feos (912) = o)), -

m=—0Q

Aufgrund der Randbedingungen kann fiir die reelle Variable ¢(z) die Fourierdar-
stellung

Z ¢ sin ( (z + L/2)> (3.18)

gewihlt werden, mit der die Gewichtsfunktion in Gleichung (3.16) die folgende
Form hat

/S ) oo 2]€2 )
dz ¢? = O ;
2L “ AL "

d.h. sie ist quadratisch im Feld ¢. Hier besagt das sogenannte Wick—Theorem
(Le Bellad (1991))), dass

<:li ¢($k)>¢ - 2. ﬁ ($(wx)d(xn:) )

alle Paare (k;, k)=t

gilt. Da diese Beziehung auch fiir Linearkombinationen ¢(z) — ¢(z’) erfiillt ist,

) ] 0o n xZn
gilt mit cos(y) = >0 ,(—1) (2n)!

> , (2n — 1)l

O T ((6(x) - &(a))*)

¢
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(siche auch Anmerkung auf Seite , und folglich wegen @nobM _ 1 aych

2n)! 2nnl
(c0s (9(a) = 9la")), = exp (5 {(0(a) = 9(a))),) . (319

Die Berechnung von <(gb(.r) — o2 ))2>¢ erfolgt nun unter Verwendung der Fou-
rierdarstellung (3.18)):

((d(x) — 6(a)*) =

¢

3 toxtn) fsin ek (7 +3)] = ok (7 + 5

kn=1

Wegen (¢k¢n>¢ = (5,97”% und der Identitit

i an sin(nz) sin(ny) = (7r—2y)$ ’

n=1

O<zx<y<m)

die aus sin(z)sin(y) = 3(cos(z — y) — cos(z + y)) sowie Abschnitt 27.9.6 in
(Abramowitz und Stegun| (1984))) folgt, gilt

1
——(x—2) + |z — 7| (3.20)

((0(x) = o(a)*), = =7 (

Unter Verwendung von (3.17)) gilt:

(cos (0(z) — 0(x')))o = (3.21)
Ver & p2mimng— 221)2 27T7m o (z—a’)? Jz;iz/l
ZVI m;w cos ( 7 (x—x )) e :

Mit Hilfe der Poisson—Summenformel

o0

> f(m Z/ dx e* k2 f ()

m=—00 k=—00" "

wird die Windungszahl m jetzt durch ihre duale Variable n ersetzt, die der Zahl
der Uberschusselektronen in der Box entspricht. Es gilt

i e?ﬂim(nziw -’ (27rm)2 \/> Z nm:l:——n) ‘ (322)

m=—0o0

Hier soll der Grenzwert tiefer Temperaturen (L — oo) betrachtet werden, aufler-
dem ist die Steigung der Stufe an der Stufenmitte besonders interessant, d.h. es
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sei im Folgenden |n,| < % . In diesem Fall triagt in (3.22)) nur der Term mit n = 0
bei, da alle anderen exponentiell unterdriickt werden. Die freie Zustandssumme
wird hier zu

L
Zy >~ exp [—ni]
2
Aus (3.21)) folgt somit

/>2

%_M ! 2 o 2
(eos (0() —0(a" )y = (e—é(nfﬁ—") 4ot n) ) ,

—a/|
22,
was nichts anderes ist als

(cos (0(z) —0(2'))), = ;€_|z;/ (el o ernele=sl) | (3.23)

Der Mittelwert des langreichweitigen Wechselwirkungsterms (3.13]) ist folglich
gegeben durch

|

(S1)o =

1 /L . L 1 2—¢ ( +nx>|x—:c’| _ e—(%—nz)m—x’\
X X .
o2 L (x — a')?

NP‘

was fiir grofle L zu

b g (e ()
(S = = [* dw2=C ‘ (3.24)

om2 -L 2

wird. Wie man sich leicht {iberzeugen kann, divergiert dieses Integral fiir kleine
x logarithmisch, Weshalb [Hofstetter] (1997)) dieses Resultat nun dazu verwendet,
das endliche Integral 52 (S1), zu berechnen. Hier sei — vor allem als Vorbereitung
der Berechnung der Standardabweichung — ein etwas anderer Weg gewéhlt, indem
direkt ein Cutoff bei kurzen Zeiten eingefiihrt wird:

Y

L oo 2—e (Gt _ p=(3-ns)e
h 72/0 de x? + €2

wobei die obere Integrationsgrenze im Grenzfall groler L noch oo gesetzt werden
kann. Unter Verwendung von 3.345 in ((Gradstein und Ryshik] (1981])) folgt daraus:

(S1)o = Lg {77 (3.25)

oo (o] 4 e (ol (o)
i {5 (%—nm)] sin [5 (%—nx)] + si [6 (%—nx)] Cos [6 (2—%)” ;

wobei ci(x) = — [o° Cos(t

x
Integralsinus ist.

—_

dt der Integralcosinus und si(z) = — [° Sint(t)dt der
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Fiir kleine ¢ gilt ci(e) ~ v+ In(e) und si(e) ~ —7 + ¢ und folglich

(529 = =5 {~[r+in (= (34+m.))] (34ms) + (3+n.) (3.26)
— ['y+ln (5 (%—nm))] (%—nm) - (%—nx) + (’)(5)}
Aus und folgt

(o) — g (Si)a} + O,

. 1

was im Limes ¢ — 0 nichts anderes ist als

@)=L m (i i ”) +O(g) (3.27)

T2

Die Steigung in der Stufenmitte

J .
X= 5, () L
ist folglich gegeben durch
4
X= ;g +0(g?). (3.28)

3.1.3 Temperaturabhingigkeit

Wenn nun versucht werden soll, die Temperaturabhéngigkeit der Steigung zu be-
stimmen, so werden sicher beim Losen der Integrale Korrekturen der Ordnung
O (exp(—L/2)) auftreten. Abgesehen davon, dass ein Fehler dieser Groenord-
nung bereits beim Wechsel der Integrationsvariablen in Gleichung auftritt
(die neuen Integrationsgrenzen gelten streng genommen nur im Limes L — 00),
wird eine derartige Temperaturabhéngigkeit bereits von der 0—ten Ordnung in g
erzeugt.

Allerdings gibt es auch eine weitere Ursache fiir die Temperaturabhéingigkeit:
der langreichweitige Wechselwirkungskern (3.6

bzw. als Taylorreihe

1+11+17T22+27T44+O< )
P S vl A Slependierrsl ¥ — -
m2x? 3 L2 15 L* 189 LS L3

a(r) =g
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Aus Gleichung (3.24) folgt fiir die L-Abhéngigkeit von (S;),:

(S1)g (L) = (Si)g (L=00) (3.29)
3 11 1 72 2
L da2 |z =+ ——a+— —a*+ ...
I l3L2+15 TN ]
> —(3+n ) —(3-nz)z L1 1 2 2 4
S da [ s )]'[w*mﬂ MRTTN

o (e (-2).

Da das erste Integral (inklusive Vorfaktor) einen endlichen Term liefert, der weder
von n, noch von L abhéngt, kann dieser vernachldssigt werden (nur die partiellen
Ableitungen nach diesen Groflen sind von physikalischem Interesse). Ausrechnen
der elementaren Integrale liefert:

(S1)o (L) = (S1)o (L=00) (3.30)
|4 1 N 32 7 (1 +12n,°) N 1024 7 (1 + 40n,? 4+ 80n,*)
3L(1—4n,2) 15 [3(1—4n,2)° 63 L5 (1 —4n,?)°

o (b ().

Fiir die Steigung in der Stufenmitte ergibt sich folglich:

4321 5127 40960 7t g L
(3R ofe ()
(L) <7r2+3L2+ 5 L1 2 L6>g+ TP

(3.31)
Den fithrende Korrekturterm o g (kBTTf bekommt man wegen der ohmschen
Dissipation durch die Fermireservoire, wenn man iiber die orthodoxe Theorie
hinausgeht (siehe z.B. [Zwerger und Scharpf| (1991])). Der Vorfaktor stimmt mit
dem Ergebnis von [Grabert| (1994)) {iberein. Der Vollsténdigkeit halber sei hier

noch erwiahnt, dass es moglich ist, jede beliebige Ordnung in % zu berechnen, da

= cot(x)
sin(z)? do OV

gilt und sich der cot(z) wie folgt darstellen ldsst:

() 1 £C+:L'3+ 22n
cot(x) == — |= + =
|37 45" (@2n)

Bzt ...

wobei die Bernoulli’schen Zahlen B,, definiert sind durch (Bronstein und Semend-|

[iajew] (L989))

00 1 7T2k22k_1
L 3.32
2 = (332)
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Der Beitrag zur Plateausteigung der Ordnung O (L—én) lautet
2n—2 2271 0o 1
(n) _ m . 2n —sx
X" =9 2(2n 1)(271)!19”/0 dx z*"e 2%

so dass
(n) T An+2
X" =975 (2n—1)2"""*B, .

Dies wiederum bedeutet wegen des asymptotischen Verhaltens von By ~ 7@,%%

(siehe Gleichung (3.32))), dass die Reihe 3=, ™ divergiert, was wohl wie bei dem
berithmten Beispiel

N(=1)" o & (dn— D) (—1)
!

/0 dx exp(—/\x —$>—n§::0/0 do ————a™"e _Z 22n+1y|

n n=0

A"

bei dem aus einem fiir A > 0 konvergenten Integral eine fiir A > 0 divergente
Summe wird, darauf zuriickzufiihren ist, dass Summation und Integration eben
nicht immer vertauscht werden diirfen. Da dies hier mit der Unterscheidung zwi-
schen punktweiser und gleichméfBiger Konvergenz zu tun hat, ist es nicht weiter
verwunderlich, dass es von der Grofle von L abhéngen wird, wie viele Terme in
der Summe mitgenommen werden diirfen, um das Ergebnis noch zu verbessern.

An dieser Stelle sei auf die Fachliteratur verwiesen (siehe z.B. (1985)) und

dort zitierte Literatur).

3.2 Fluktuationen

Bei der Berechnung von (n) wurde verwendet, dass aus der Tatsache, dass

0
0nIH = pU(n, —n) (3.33)
gilt, bereits
1 0
folgt. Es wére nun verlockend, die Gleichung
0? 9
A exp(—3H) = (BU(n. — n))* exp(~5H) — AU (3.35)

zu verwenden, um (n?) auszurechnen. Dies wiire jedoch falsch, da n und H nicht
kommutieren und folglich die Operatorgleichung (3.2)) verwendet werden muss.
Der Versuch, statt dessen auf die Beziehung

o .1 ,
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dh.
<1(n _ nx)2> _ 19 (3.36)

auszuweichen, erscheint zunéchst auch nicht besonders vielversprechend: leider di-
vergiert dieser Ausdruck sowohl in der in Abschnitt vorgestellten Storungs-
theorie, als auch etwa im Rahmen der diagrammatischen Storungstheorie, wie
sie in Arbeiten der Freiburger Gruppe von Grabert (z.B. |[Goppert et al.| (1998)))
verwendet wird. Da diese Divergenz offensichtlich unphysikalisch ist, soll hier
zunéchst iiberlegt werden, welches Ergebnis physikalisch sinnvoll erwartet wird.

3.2.1 Abschitzung fiir die Fluktuationen
Dazu wird hier zunéchst in der Néhe von n, = 0 der (endliche) Ausdruck

9 /1 10 0
o <2(n _ nx)2> = 50 o 1(2) (3.37)

berechnet, was dasselbe ist wie

LT —

so dass

2\ _
. <n > = 2n, . (n) .
Fir T'= 0 gilt somit:

(n?) =20 - % In (1 —4n2) + O(g?), (3.38)

wobei die Integrationskonstante 2C' natiirlich nicht von n,, dafiir aber von g
abhingen kann. Da (n)® von der Ordnung O(g?) ist, ist die Varianz von n ebenfalls
durch Gleichung gegeben. Offensichtlich muss C' > 0 und C' — 0 fiir g — 0
gelten.

Im Rahmen der diagrammatischen Storungstheorie (Goppert et al] (1998))
wird deutlich, dass zur Berechnung der ersten Ordnung in g nur die Ladungs-
zustinde —1,0, 1 verwendet werden. Aus den Gleichungen 3>} | p,n = (n) und

Sy pan® = (n?) folgt

poi(ng) = C — L 1n(1 + 2n,) + O(g?) (3.39)

2

und pi(ne) = p-1(—n.) . Diese Gleichungen gelten solange |% In(1 £ 2n,)| < 1
erfiillt isiﬂ Da Wahrscheinlichkeiten nicht negativ sind, folgt aus p_1(n, = 1/2) >

2Der am schnellsten divergierende Term der Ordnung ¢g* hat nach (Goppert et al.| (1998))

die Form —% [g# In (% — nw)] k. Man beachte, dass sich die Definition von g bei |G6ppert et al.l

(1998]) um einen Faktor # von dem hier gewahlten unterschiedet.
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0 bereits: )
2 g g 2 2

wobei es bei dieser Abschétzung natiirlich nicht darauf ankommt, ob C' = % In(2)
oder C' = % In (3) gilt.

3.2.2 Cutoff im Frequenzspektrum

An dieser Stelle sei — wie bereits angekiindigt — der langreichweitige Wechsel-
wirkungskern noch einmal genauer betrachtet — diesmal mit einem Cutoff im
Frequenzspektrum.

1 & 9 —twpx ,—&|wn|
alr) = —— = |wy| €T e n (3.41)
L n=—oo
mit € = EU; und den Matsubara—Frequenzen w, = 27]5" Diese Summe kann

zwar exakt gelost werden (der Limes e — 0 liefert dann das Ergebnis (3.6)), da
hier aber der Grenzfall sehr tiefer Temperaturen interessiert, kann auch glelch die
Euler-Maclaurin’sche Summenformel (3.6.28 in [Abramowitz und Stegun| (1984]))
verwendet werden:

n—1 n 1
S fi= [0 Ab S [FO)+ £+ 55 17/ (0)+ 7)) — =0 [£7(0)+5 ()] +
k=1 0 720
Die Losung des Integrals ergibt:
—e2 4 22
a(r) = ———5—, 3.42
( ) (62 + x2)2 7'('2 ( )
bzw. )
1 2e
= — . 3.43
a(e) (2 +a%) 7 (24 22)* n2 (3.43)
Dabei konnen Integrale, bei denen der zweite Term auftritt, gemafl
—2¢? 0 1
de ———— ... = —/d —_
/ ! (e2 + 22)* w2 “9c ) (€2 + 22) 72
berechnet werden.
Damit lautet Gleichung (3.26)) wie folgt:
L
(S1)p= 5 {=[1 -7+ (e (5+n))] (3+ne) +1 (3.44)

— 149+ (2 (3-n0))] (3-1a) + O()} .
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Fir die Fluktuationen

(n?) — (n)? = —Qaal/ln(Z) —n2 4+ 2n.(n) — (n)?

ergibt sich folglich

(n2) — (n)? = fj [~y —In(e) = $1n (4 = n2)] + O (g2, %) (3.45)
Hier sollte nun auf den physikalischen Ursprung des Cutoffs eingegangen werden.
An vergleichbarer Stelle wurden Energien wie etwa die Fermienergie oder die
Bandbreite eingesetzt; bei Grofien wie (n) die (fast) nicht vom Cutoff abhéngen
bietet sich der Grenzfall unendlicher Bandbreiten an (Grabert| (1994])). Neben
der iiber die Energie—Zeit—Unschérfe mit der Fermienergie verbundenen Zeitska-
la, gibt es aufgrund der Tatsache, dass das Tunneln nicht instantan stattfindet,
noch eine zweite Zeitskala (siehe z.B. [Persson und Baratoff] (1988))). Die damit
verbundene Kreisfrequenz wy lésst sich leicht dadurch abschéitzen, dass man das
Tunnelpotential als umgekehrten Oszillator mit

Vo = % wiz?
néhert. Dabei ist Vy > ep die Hohe der Tunnelbariere, m die (freie) Elektronen-
masse und x der Tunnelabstand. Fiir Vj & 2ep ~ 11eV (fiir Gold) und z ~ 2nm
ergibt sich mit

wo ~ 10 Hz

ein Cutoff im Frequenzbereich unterhalb der Fermikante; es ist physikalisch nicht

sinnvoll Frequenzen zu beriicksichtigen, die grofler als diese Frequenz sind. Da

der Cutoff logarithmisch in die Gleichung fiir die Fluktuationen eingeht, kommt

es bei der Abschiatzung des Wertes fiir wy nicht auf Faktoren der Ordnung 10 an.
Die Varianz fiir die (stationére) Einzel-Elektronen-Box betrégt folglich

(n2) — (n)2 ~ 29 [_7 n (hU%) ~im(i- ni)} L0 (ghU f) (3.46)

2 wo'
Diese Formel unterscheidet sich grundlegend von dem Ergebnis von
|Grabert| (2000]), die versuchen die auch ihnen bekannte Cutoff-Abhéngigkeit da-
durch zu umgehen, dass sie die Gréle (dn(t)dn(0)) berechnen. Da aber wie oben
gezeigt der Cutoff durchaus eine duflerst physikalische Ursache hat, spricht die
Tatsache, dass lim;_q (0n(t)on(0)) weitgehend Cutoff unabhéngig ist, dafiir, dass
die dort berechnete Formel nur fiir Zeiten t > 1/wq gilt.

3.2.3 Quantenfluktuationen beim nanomechanischen
Einzel-Elektronen—Pendel

Die Quantenfluktuationen héngen von g ab — aber welchen Wert fiir ¢ muss man
im Fall des Einzel-Elektronen—Pendels verwenden, wenn der Widerstand R(t)
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zeitabhéangig ist, da sich das Pendel mit der Kreisfrequenz w bewegt? Auf dem
Weg von der einen Elektrode weg ergibt sich:

t 2
g(t) = go exp [— <t,> }
0
o\ 1
t = - 4
OV Tpax w (3:47)

was bis auf einen Faktor von % (1 + ﬁ) gerade die Kontaktzeit ist (sieche Ab-
schnitt . Es handelt sich also im Gegensatz zur Einzel-Elektronen-Box um
ein zeitabhéngiges quantenmechanisches Problem. Im Kapitel 2] wurde gezeigt,
dass die Fluktuationen beim Einzel-Elektronen—Pendel im Limes grofler Kontakt-
zeiten ty > R(0)C' im Rahmen der orthodoxen Theorie der Coulomb-Blockade
exponentiell klein werden; im Folgenden wird der Grenzfall langer Kontaktzeiten
quantenmechanisch betrachtet.

Da sich das System im Limes grofler Kontaktzeiten in der Néhe der maxima-
len Auslenkung im Gleichgewicht befindet, wire bei einem plétzlichen Ubergang
der Leitfahigkeit vom Maximalwert nach 0 klar, dass g = go in die Formeln ein-
zusetzen wire; bei einem adiabatisch langsamen Ubergang wiirde g = 0 gelten.
Hier ist aber weder der eine noch der andere Grenzfall erreicht: zunéchst ist der
Ubergang adiabatisch und spéter fast instantan.

Falls der Ubergang gleichférmig — etwa in der Form s = (¢ — t3) /At — zwischen
den Zeitpunkten to und t; = to+At stattfinden sollte, unterscheidet die Gréfie von
At, um was fiir einen Ubergang es sich hier handelt (Messiah| (1990]). Ubertragen
auf das Einzel-Elektronen—Pendel entspricht At in etwa der Zeit, in der ¢(t) um
einen Faktor exp(—1) abnimmt:

g(t + At) = exp(—1) g(t) (3.48)

Rk

mit gy = IR(0) und

so dass
AL 4+ 2tAL — t7 =0

bzw.
At = —t + /12 + 1§

gilt, d.h. die Zeit, in der die Leitfihigkeit um einen Faktor exp(—1) abnimmt, wird
immer kiirzer je weiter sich das Pendel von der maximalen Auslenkung entfernt.
Das System befindet sich im Gleichgewicht solange At > R(t)C gilt; fiir t — oo
ist g(t*) der gesuchte Wert, wobei t* durch

At = RC

oder

* 1 *
— Rt = 4—gORKC exp(t™ /) (3.49)
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Abbildung 3.1: Numerisch aus Gleichung bestimmte Werte fiir g* = ¢ (t*).
Realistische Zahlenwerte sind zpax = 50 nm, und A = 0.1 nm. Fiir die oberen drei
Kurven wurde f = 100 MHz und verschiedene Werte fiir die Kapazitit verwendet; fiir
die untere Kurve f = 50 MHz und C' = 25 aF.

definiert ist. Diese Gleichung kann numerisch z.B. durch Intervallschachtelung
gelost werden; das Ergebnis fiir ¢* = ¢ (¢*) als Funktion von gy ist in Abbil-

dung [3.1] gezeigt.
Damit ergibt sich fiir die Varianz der Zahl der Elektronen auf der Insel

(n?) — (n)? ~ 29 [—7 - ln< u ) —1n (i — ni)] +0 <g*U,g*2) . (3.50)

72 th hu)o

Bei einer Mittelung iiber 108 Schwingungen bedeutet das fiir die relative Genau-
igkeit der Stromquelle im Limes grofler Verweildauern bei 7' = 0 in der Mitte
einer Stufe der Hohe Mef :

Al 1 4g* | Chwy
— ~ n
I 104M \ =2 ez )’
was fiir C'~ 50 aF und g* ~ 0.01 (siehe Abbildung[3.1]) in etwa 1.5-107°/M ist.
Je nachdem wie genau die Kapazitit vom Abstand abhingt kann eine Stufenhthe

von bis zu M ~ 100 gewahlt werden, was zusammen mit einer experimentell rea-
listischen Integration iiber 10!° Schwingungen eine Genauigkeit von 10~% ergibt.




Kapitel 4

Umgebungsladungsfluktuationen

Bei einer Betrachtung der Genauigkeit von Einzel-Elektronen—Bauelementen
darf sicher ein Faktor nicht vernachldssigt werden: die Umgebungsladungs-
fluktuationen, die sich nicht nur in vereinzelten Spriingen| in Messkurven zei-
gen. Nach dem hier verwendeten Modell skalieren die Fluktuationen mit der
Kapazitdt der Insel, d.h. in etwa mit ihrem Radius. Bevor die Auswirkungen
der Umgebungsladungsfluktuationen auf Einzel-Elektronen-Bauelemente genau-
er untersucht werden kénnen, wird zunéchst bewiesen, dass die Fluktuationen fiir
nicht zu kleine Inseln gauflisch sind.

4.1 Das Modell

Hintergrundladungsfluktuationen werden durch gefangene Ladungen verursacht,
die sich im Dielektrikum unterhalb der Insel befinden. Experimentell wurde ge-
zeigt, dass es wahrscheinlicher ist, dass dies ein Volumeneffekt ist und nicht nur
aus der unmittelbaren Umgebung der Insel kommt (Zorin et al.|(1996])). Im Unter-
schied zum Schrotrauschen sind die Hintergrundladungsfluktuationen frequenz-
abhiingig (1/f-Rauschen, Abschnitt [4.1.2)). Messungen von hochfrequentem Rau-
schen (Fujisawa und Hirayamal (2000))) erfordern dabei andere Anforderungen an
das Experiment als Messungen von Rauschen bei niedrigen Frequenzen (Glattli
1)

Zunéchst soll hier gezeigt werden, was fiir Ladungsfluktuationen auf der In-
sel durch eine homogene Dipoldichte induziert werden. Die Argumentation zur
Berechnung von (6¢(t)dq(0)) folgt [Bouchiat| (1997), wobei die Zwischenschritte
etwas ausfiihrlicher gemacht werden, was dann spéter die Verallgemeinerung auf
die Berechnung hoherer Momente d¢™ vereinfacht.

Zunéchst sei hier berechnet, welche Polarisationsladung dq eine Ladung gq

'Die Zeitskala, auf der die zufilligen Spriinge stattfinden, reicht dabei von Sekunden bis zu
Stunden (Manninen und Pekolal (1996)).
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am Ort 7 auf der Insel induziert. Als Ausgangspunkt dienen zwei verschiedene
Ladungs und Spannungskonfigurationen (¢; und V;) bzw. (¢, und V) zwischen
denen die folgende Beziehung gilt:

2 V=22 CyViVi=2 2 CiViVi =2 4V} (4.1)
i i g J o J

Als die eine Konfiguration wird nun der Fall gewahlt, dass alle Elektroden auf
Spannung V; = 0 liegen und eine Ladung ¢ am Ort 7" eine Ladung dq auf der Insel
induziert, wihrend die zweite Konfiguration gerade darin besteht, dass die Insel
auf dem Potential V| liegt und am Ort 7 keine Ladung vorhanden ist.
Dies fiihrt zu gV (7) + d¢Vy = 0. Fiir die Polarisationsladung auf der Insel gilt

folglich:
V(r)

Vo
wobei V (7) das Potential am Punkt 7 fiir den Fall ist, dass sich keine Ladung an
diesem Punkt befindet und die Insel auf Potential V; liegt. Das Verhéltnis 4]

0q = —q (4.2)

Vi
ist daher nur von der Geometrie abhingig. . ’
Dieses Ergebnis kann leicht auf einen Dipol § P verallgemeinert werden:
5P -E(7)
0qg=———""" 4.3
q ‘/b ) ( )

—

wobei £(7) das elektrische Feld am Ort 7 ist, wenn der Dipol entfernt wurde
und die Insel auf Potential Vj liegt. Wie Gleichung deutlich zeigt, hangt
der Einfluss eines Dipols sehr davon ab, an welcher Stelle er liegt. Insbesondere
haben Dipole in der Néhe der Insel einen grofleren Einfluss als solche, die weiter
entfernt sind.

Die gesamte Polarisationsladung aufgrund einer Dipoldichte 6p(7) ist gegeben

durch: .
sa(t) = — [ @y "PEDE0).
Vo

Die Autokorrelationsfunktion der induzierten Ladung ergibt sich als:

(4.4)

—

p(Ft) - E()) (69, 0) - E(
dq(t)dq(0) :/d3r'/d3r< pr) - €L ))VEQP( 0 & )>, (4.5)

bzw. zeitlich gemittelt:

((5q(t)5q(0)> _ izg:/dBT//d3r<5pi<Fv t)épﬂf',;]»g&fjé}(f') . (46)

Unter der Annahme, dass die Dipolfluktuationen wie folgt delta—korreliert sind:

P(t)
5
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wobei np die Dipoldichte und P(t) die Dipol-Autokorrelationsfunktion ist, ergibt
sich:
P [, [EOF
(Ga(t)9q(0) = np—= [ diri. (4.8)
0
Mit ["d3r ist hier gemeint, dass iiber den Bereich integriert wird, in dem Di-
pole vorhanden sind, d.h. insbesondere nicht iiber das Vakuum oberhalb des
Bauelements. Da die Energiedichte des elektrischen Feldes gegeben ist durch
2

&

We = 20, , ist dies wegen W = $C{V? nichts anderes als:

<w@@w»=mp@(cﬁ), (49)

3 €0Er

wobei C] die Kapazitiat der Insel ist.

4.1.1 Einfluss der Grofle der Insel

In der Arbeit von [Bouchiat] (1997) wurde ausgehend von Gleichung un-
tersucht, ob die Stirke der Fluktuationen ((d¢*) o< Cf) mit der GroBe der Insel
skaliert. Es zeigt sich, dass die Fluktuationen zwar mit der Grofle der Insel wach-
sen, allerdings nicht mit der Fliache sondern etwas langsamer. Mit der Fléche der
Insel wiirde die Kapazitéit skalieren, wenn es sich hier um einen Plattenkonden-
sator mit kleinem Plattenabstand handeln wiirde. Eine bessere Naherung fiir die
Insel, die gut analytisch berechnet werden kann, ist hier das abgeplattete Rotati-
onsellipsoid (mir Halbachsen a, b und ¢ wobei a = b > ¢ gilt) (siehe z.B.
lund Lifschitz{ (1974))):

1 a? — c?

Ci= 547?&?0& (4.10)

arccos (5)
wobei sich der Faktor % dadurch erklért, dass die Integration in natiirlich nur
iiber den Bereich geht, in dem auch Dipole vorhanden sind. Dies sollte auch dazu
fithren, dass der Einfluss von Umgebungsladungsfluktuationen in freitragenden
Coulomb—Blockade Strukturen, wie sie etwa von realisiert wurden,
um einiges kleiner ist als bei massiven Halbleiterstrukturen.

Es sei hier noch bemerkt, dass sich die Kapazitit der beiden Grenzfille (Kugel
und Kreisfliche) von Gleichung um weniger als einen Faktor 2 unterschei-
den:

C! = 2mege, *{ .~ — (4.11)

e
za :c=0"
weshalb im Folgenden mit der Formel

Cf o< (4.12)
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gearbeitet wird, wobei r; der Radius (bzw. die charakteristische Léange) der Insel
ist.

Bei den im Experiment von [Bouchiat] (1997) verwendeten Inseln handelt es
sich um Inseln, bei denen eine Seite um einen Faktor 10 bis 100 grofler ist, als die
andere, weshalb ein langgestrecktes Rotationsellipsoid mit

1 N

Cl = 247T€08rcosh_1(z)

(4.13)

die Kapazitéit in diesem Fall vielleicht besser beschreibt. Fiir das Verhéltnis der
beiden Kapazititen ergibt sich bei den InselgréBen (0.1x1 pm?) bzw. (0.1%10 ym?)
in etwa 5.7, was dem gemessenen Verhéltnis der Stirke der Fluktuationen von in
etwa 4 schon néher kommt als das von [Bouchiat| (1997)) vermutete Verhéltnis der
Fléachen von 10.

Hier konnte jetzt noch der berechtigte Einwand angebracht werden, dass es
sich bei den Inseln ja nicht um Rotationsellipsoide handelt sondern dass wir
vielleicht eher in dem Limes @ > b > ¢ sind. Hier gilt (Landau und Lifschitz]

(1974))

1 /OO d¢

— X :

G o (e + a6 + 1)
Die Losung dieses Integrals ergibt sich (z.B. durch Substitution & = 2% unter
Verwendung von a > b und Gleichung (3.152) in [Gradstein und Ryshik| (1981))):

1 1 s
S cF (L —p2/g2
c x aF<27 1-0 /a) ) (4.14)

wobei I’ das elliptische Integral ist. Auch diesmal ergibt sich fiir das Verhéltnis
der Kapazititen der beiden Inseln in etwa 6 (6.17).

Im Einzelfall kann sicherlich die Kapazitéit noch durch eine Computersimula-
tion genauer bestimmt werden, die auch die Elektroden beriicksichtigt.

4.1.2 Frequenzabhingigkeit

Gemessen wird das Rauschspektrum S,(f), aus dem sich die zeitliche Korrela-
tionsfunktion der Hintergrundladungsfluktuationen durch Fouriertransformation
ergibt:

(8a(1)0a(0)) = [ Sa(f) cos(2m 1) df (4.15)
insbesondere gilt fiir die Varianz der Ladungsfluktuationen:
(5¢) = [~ Su()ar. (4.16)
Experimente zeigen, dass fiir das Rauschen iiber einen groflen Frequenzbereich
1
Sq(f) o

f
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gilt, wobei es von diesem Verhalten auch deutliche Abweichungen geben kann
(Bouchiat| (1997))) — z.B. wenn ein einzelner Fluktuator dominiert.

Das 1/f Verhalten kann als Uberlagerung einzelner Zwei-Niveau -
Fluktuatoren erkléart werden. So leitet Bouchiat ausgehend von der Formel
fiir das Rauschspektrum bei Telegraphenrauschen (Machlup| (1954)))

Teff

1
S N ———————
durch Mittelung iiber viele solcher Fluktuatoren fiir die fouriertransformierte
P(f) der Dipolautokorrelationsfunktion P(t):

P(f) :1_/()OOP(TefE)H_(TeHdTeﬁ

s 27Tf7'eff)2

mit einer Verteilungsfunktion p (7eg) o # (Tmin < Teft < Tmax) den Ausdruck

P(f) = Ml(ﬁm) [arctan (27 fTiax ) — arctan (27 f Tiin )]

Tmin

(4.17)

| =

her. Fiir Tl_ > f> ﬁ ergibt dieses Modell eine 1/f-Abhéngigkeit des Rau-
schens.

Um aus (4.17) (0q(t)0g(0)) zu berechnen, benstigt man noch

o 1 1
/ — arctan <x> cos(zy)dr = §7TE1(ay) ,
0

i a

was entweder mit [Gradstein und Ryshik| (1981) und einigen Integrationstricks
ausgerechnet oder in einem Buch wie [Erdélyi et al] (1954) (Formel 1.8.3) nach-
geschlagen werden kann. Dabei ist E;(2) = [° eT_B dt das Exponentialintegral:

1 t t
(0g(t)dq(0)) o i (=) {El (2Mmax) E, (27?%1)} : (4.18)
was im Limes t — 0 wegen E;(¢) ~ —y —In(e) (fir ¢ < 1) und — In(¢/7ax) +
In(¢/Tmin) = In(Tiax/Tmin) bedeutet, dass die Stérke der Fluktuationen nicht von
Tmin UNd Thax abhéngt und insbesondere eine temperaturabhidngige Wahl dieser
beiden Zeiten nicht zu einer Temperaturabhingigkeit von (d¢?) fiihrt.
Realistische Zahlenwerte fiir die Rauschdaten aus [Bouchiat| (1997]) scheinen
Tmax = 10 s (was evtl. durch die Integrationszeit am Verstirker bestimmt ist)
und Tpim = 1077 s zu sein (abgeschiitzt dadurch, dass das 1/f-Rauschen im
Schrotrauschen untergeht), wobei es hier auf Faktoren von 10 nicht ankommdt.
Die Zeitskala festzulegen, auf der die Funktion gegen 0 geht, ist schon
etwas schwieriger, insbesondere hangt sie von der genauen Wahl von 7., ab,
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doch selbst bei Tin = 10725 ist 10~5s eine sinnvolle Zeitskala tpu, auf der die
Korrelationen gegen 0 gehen. Auf jeden Fall gilt:

RC < tFlukt ~ 10_5 S.

Da fiir die Kapazitat in diesem Experiment in etwa 1fF grofl war und fiir den
Widerstand eines funktionierenden Einzel-Elektronen—Transistors R = 10Ryk ein
sinnvoller Wert ist (zumindest sollte er nicht viel kleiner sein), was

RC ~ 107

bedeutet, wobei es bei den Zeitskalen wieder nicht auf Faktoren der Ord-
nung 10 ankommt. Um einen Zahlenwert fiir die Varianz der Fluktuationen
abschétzen zu konnen, bendtigt man zusétzlich zu der Information S,(f) o
larctan (27 f Tyax) — arctan (27 mein)]% noch einen Wert fiir den Proportiona-
litétsfaktor. Bei den Experimenten von [Bouchiat| (1997)) ist dieser Faktor in etwa
107*...107%, was zu

(0g%) =~ 0.005...0.05
fihrt.

4.2 Erweiterung des Modells

4.2.1 Einfluss einzelner Dipole

Wiéhrend es relativ einfach ist, das durch viele Dipole verursachte Rauschen zu
beschreiben (Abschnitt[4.2.2), ist das bei einem einzelnen Fluktuator schon etwas
schwieriger. Da aber einzelne (zuféllige!) Ereignisse, die zu Unstetigkeiten in den
Messkurven fithren, in Experimenten beobachtet wurden, sollte auf diesen Effekt
hier noch eingegangen werden. Besonders grof3 ist der Einfluss eines Dipols mit

(8pi(7,1)3p; (7, 0)) = 65;0(F — 70)d(F — 7o) P13<t)

in der Nédhe der Insel. Die Dipolautokorrelationsfunktion P;(t) geht bei der Mit-
telung iiber viele Dipole in P(t) iiber. An einem Punkt 7y unmittelbar unterhalb
der Insel ist das elektrische Feld fiir eine Kreisscheibd?] proportional zur Ober-
flachenladungsdichte:

(4.19)

2o @
£ ()| = e (4.20)
d.h. wegen Exé, =& gilt:
(5q(t)dq(0)) = /d3r’/d3r <5p3(r’t)5p3<rv’20)>53(7?)53(7’) . (4.21)
0

2Fiir eine kugelfsrmige Insel wiirden sich nur geringfiigig andere Zahlenwerte ergeben.
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Unter Verwendung von Gleichung (4.19) und @ = CiVj ergibt sich:

<5Q(t)5Q(O)>:P1(t)< S ) , (4.22)

3 Treoe,

und mit Gleichung (4.11]) folglich:

Pi(t) 1 4N\* 1
Ga)oa(0)) = =57 (5) - (129
Der Vergleich mit Gleichung zeigt einerseits, dass einzelne Dipole kaum eine
Rolle spielen, solange npr{ > 1 gilt, andererseits bedeutet diese Gleichung aber
auch, dass es nicht unbedingt eine gute Idee ist, zu beliebig kleinen Inselgrofien
zu gehen um den Einfluss von Umgebungsladungsfluktuationen moglichst klein
zu halten. Denn selbst wenn die Kapazitéit schneller als mit dem Inselradius 7
skalieren sollte, so ist das Verhéltnis Ci/rf in Gleichung sicherlich keine
Konstante und die Grofle der Unstetigkeiten, die einzelne Ereignisse verursachen,
wird mit sinkender Inselgréfie zunehmen.

Um genauere quantitative Aussagen treffen zu kénnen, sind hier weitere Ex-
perimente notig, anhand derer dann auch versucht werden kann, detailliertere
mikroskopische Modelle zu entwerfen, um insbesondere die Frage nach der op-
timalen InselgréBe beantworten zu kénnen. Dabei muss auch der von
untersuchte Effekte der Selbsterwérmung kleiner Proben berticksich-
tigt werden.

4.2.2 Gaulische Fluktuationen

Das Ziel dieses Kapitels ist es, den Einfluss von Umgebungsladungsfluktuationen
auf die Funktionsweise von Einzel-Elektronenbauelementen zu untersuchen. Dazu
reicht es allerdings nicht, wie[Bouchiat] (1997)) nur das erste Moment zu berechnen.

Was ergibt sich bei der Berechnung héherer Momente von d¢q, wenn als ein-
zige Annahmen verwendet werden, dass die Dipolfluktuationen delta—korreliert
sind und ferner die Fluktuationen nicht von einigen wenigen Dipolen verursacht
werden? Wahrend Beitrége der Form

leicht zu berechnen sind (vergleiche Abschnitt [4.1]), da die zu berechnenden Inte-
grale faktorisieren:
<(5q4>1 x n2riP(0)?, (4.25)

ist dies bei Termen der Form

<5pZ(F1)5p] (Fg)dpk(Fg)(Spl(ﬂ» X (5(771 — F2)5(F2 — F5)5(F3 — 7?4)TLPP<O)2 (426)
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schon etwas schwierigerﬁ Allerdings lisst sich das zu berechnende Integral nach

oben abschétzen durch .
t/&rk‘ o 3 (4.27)
‘/() I . .

Fiir den Kugelkondensator kann dies leicht durch explizites Nachrechnen iiber-
priift werden. Etwas schwieriger wird es schon im Fall einer Inselform, die der in
Experimenten verwendeten entspricht. Dass das Integral fiir n = 2 konver-
giert ist schon aus physikalischen Griinden klar (siche Gleichung (4.8))), folglich
konvergiert das Integral auch fiir n > 2. Das Ergebnis oc r{" folgt schon aus
Dimensionsgriinden. (Selbst fiir einen Plattenkondensator mit Plattenabstand d
und Flache A, der ja zwei charakteristische Léngen hat, gilt die nachfolgende
Argumentation nach wie vor. Hier lautet das Ergebnis von o A/d"1; an
Stellen, an denen im Folgenden argumentiert wird, dass npri > 1 gilt, steht dann
der analoge Ausdruck: npAd > 1).

Aus (4.26]) und (4.27) folgt:

<5q4>2 x 7;}:P(O)2 , (4.28)

was im Limes einer groBen Anzahl von Dipolen (npr{ > 1) gegen (d¢*), (Glei-
chung (4.25))) vernachléssigt werden kann.
Analog dazu ergibt sich fiir (6¢®) mit

der folgende Ausdruck
<(5q3> x npP(0)*? (4.30)
der wegen
0q? 23/2 npr3np P(0)%? 3
- <:>:>wi§ :\/pI; (0) >>€g> (431)

ebenso wie hohere ungerade Potenzen nicht beriicksichtigt werden muss (der Fall
\/(6g?) /e > 1 bedeutet sowieso vollige Zerstorung der Coulomb-Blockade (siche
Abschnitt , evtl. konnte hier auch noch argumentiert werden, dass wegen
<<515> = 0 fiir physikalisch sinnvolle Annahmen fiir 6 P(¢) auch ‘<(5153>‘ < P(0)3/?
gilt).
Fiir hohere gerade Potenzen von dq ergibt somit nur der Term:
(0pi, (T1)0piy (T2) - - . 0piy, (Par)) =

J2 k
@k—1w@m@m.”@%ﬂ%&ﬁ-qy.naﬁhl—@w<”i;m> (4.32)

3Hier ging noch die sicherlich verniinftige Annahme ein, dass ((5154} von derselben Grofien-
ordnung ist wie (§P2)?
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einen relevanten Beitrag, wobei (2k — 1)!! = [T, (2i — 1) fiir n = 2k gerade die
Zahl der Moglichkeiten ist, aus n Zahlen jeweils k Paare zu bildenf_f] d.h. es gilt

n — DA™+ n gerade
sy = (0 4.33
(04" { 0 : n ungerade ( )

was wegen
2

o0 1
/ dx 2% 5= OXP [— < 1 = (2k — D)o
—00 ™

o 202

bedeutet, dass die Fluktuationen gauflisch sind. Dies ist im Einklang mit dem
zentralen Grenzwertsatz (siehe z.B. [Mathews und Walker| (1970])), der besagt,
dass die Summe unendlich vieler unkorrelierter Zufallszahlen immer gauflisch ist.

Fiir den hier interessanten Parameterbereich (insbesondere y/(d¢?) < 0.1) rei-
chen in etwa 1000 Dipole in einem Volumen von der Grofie rf aus, um in guter
Néherung gauflisches Rauschen zu erzeugen. Bei einer homogenen Dipolverteilung
tragen fiir eine kugelférmige Insel mit Radius r; Dipole im Abstand bis zu 2r;
vom Kugelmittelpunkt genauso viel zu den Umgebungsladungsfluktuationen bei,
wie die Dipole im Rest des Volumens. Deshalb ist die Gesamtzahl der Dipole, die
notig sind um gaufBlisches Rauschen zu erzeugen, von derselben Gréflenordnung —
unabhéngig von der genauen Inselform.

In Anhang wird gezeigt, wie gauflisches Rauschen mit einem 1/f Spek-
trum numerisch berechnet werden kann. Dieses Vorgehen unterscheidet sich
grundlegend von der numerischen Rechnung von [Johansson und Haviland| (2000)),
die zur Untersuchung einer eindimensionalen Kette von Tunnelkontakten die
Umgebungsladungsfluktuationen durch Zufallszahlen im Bereich von —Ae bis Ae
mit der Amplitude A (0 < A < %) darstellen. Dieser Ansatz, der auch von
[Yamanaka et al| (2000 verwendet wird, soll die Periodizitat der Kennlinien wi-
derspiegeln. Es erscheint hier sehr viel sinnvoller, wie im Abschnitt gezeigt,
die Periodizitdt der Kennlinien direkt durch Fourier-Reihen zu beriicksichtigen
und keine gleichverteilten sondern gauflische Zufallszahlen zu verwenden.

4.3 Umgebungsladungsfluktuationen & Kennli-
nien von Einzel-Elektronen—Bauelementen

Aufgrund der Tatsache, dass die Umgebungsladungsfluktuationen fiir groffe In-
seln gauflisch sind, ist es relativ einfach, ihren Einfluss auf die Kennlinien von

4Der Induktionsanfang ist trivial. Zum Schritt von k& — &k + 1 muss man sich nur fragen,
wieviele Moglichkeiten es gibt, eine beliebig herausgegriffene Zahl mit anderen zu paaren —
genau 2k + 1. Multipliziert mit (2k — 1)!! ergibt das gerade die Zahl der insgesamt moglichen
Paare.



64 KAPITEL 4. UMGEBUNGSLADUNGSFLUKTUATIONEN

Einzel-Elektronen—-Bauelementen zu untersuchen. Der Vergleich mit experimen-
tellen Daten zeigt, dass die Annahme, dass es sich um grofle Inseln handelt,
zutrifft.

4.3.1 Einzel-Elektronen—Transistor

T T T T T T T T
l - -
03 -
0.8 B
g 06 F | 8 0.2 E
/4 14
3 3
=2 04l | 9
0.1 B
0.2 B
0 ) X ) 0 LA I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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02 F T T T T ] 02 F T T T T ]
. 2
g o1f . g o1t .
3 3
0 1 : 1 1 1 O 1 1 1 1
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Abbildung 4.1: Der Strom eines Einzel-Elektronen—Transistors ,,gemessen* als Funk-
tion von Vg (in Schritten von ﬁ &) bei sehr kurzen Messdauern (von links oben nach
rechts unten: RC', 10RC, 100RC, 10000RC'). Wihrend das Ergebnis bei Messzeiten von
der Ordnung RC ziemlich zufillig ist, ist bei einer Integrationszeit von 10000RC der
Einfluss des Schrotrauschens kaum noch zu sehen. Der ,,Messprozess* wurde simuliert,
indem die Mastergleichung mit dem in Anhang beschriebenen Montecarlo—
Algorithmus geldst wurde.

Bei fester Source-Drain—Spannung Vg ist die Kennlinie eines Einzel—-
Elektronen—Transistors eine periodische Funktion in der Gateladung @), = CcVe
mit der Periode e, d.h. es gilt:

[e.9]

La = lancos (2mnQg/€) + by sin (2mnQg/€)] . (4.34)

n=0

Eine Losung von Gleichung (1.1.2)), fiir die die Koeffizienten leicht analytisch
ausgerechnet werden konnen, ist wegen (Abramowitz und Stegun| (1984]) 27.8.6)

ZCOS (2nna) —Llsia, 0<e<t
m2n?2 6
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fiir V;qC = e gegeben durch

1L,
an:ReC*{ 6, Z>? und b, =0. (4.35)

m2n

Da die Zeitskala der Umgebungsladungsfluktuationen um Groflenordnungen iiber
der RC—Zeit liegt, kann der Einfluss von Umgebungsladungsfluktuationen durch
die Ersetzung: @, — Qg + 0Q(t) beriicksichtigt werden (siehe auch Abbil-
dung , wobei im folgenden zur besseren Lesbarkeit der Formeln mit dimensi-
onslosen Groflen ¢, = Qg/e und dq(t) = 0Q(t)/e gearbeitet wird:

Iq(t) = iﬂ an [cos (2mngy) cos (2mndq(t)) — sin (2mngg) sin (2mndq(t))]

+ i by, [sin (2mng,) cos (2mndq(t)) + cos (2mngg) sin (2mnoq(t))] . (4.36)

n=0

GauBlische Fluktuationen fithren wegen

e 1 2
/ dz cos(2mnx) ——=— exp [—xQ] = exp (—2ﬂ2n202)

o2 20
(Iq) = 5_30 lan, cos (2mngg) + by, sin (2mng,)] exp (—2%2712 <5q2>) : (4.37)

In Abbildung[4.2]ist der Einfluss der Umgebungsladungen auf die Kennlinie eines
Einzel-Elektronen—Transistors fiir verschiedene Stirken von (d¢*) gezeigt. Dass
die Gleichung auch Messergebnisse zumindest qualitativ gut beschreibt,
zeigt Abbildung [4.3} die Annahme, dass die Fluktuationen gauBisch sind, steht
auf jeden Fall nicht im Widerspruch zu experimentellen Ergebnissen. Da in Ex-
perimenten manchmal aber doch einzelne Fluktuatoren dominieren, sollte der
Effekt eines einzelnen fluktuierenden Dipols ebenfalls untersucht werden:

© cos (2mnAq) : 0q(t) = Agsign(sin(wt))
() =3~ Lla) +{ Ry o R A (4.35)

mit 1,(¢c) = an cos (2mng,) + b, sin (2rngy) und Ag = /(6¢?) bewirken wiirde
(Jo(z) = 5= 2™ cos(zsin0)d@ ist die Besselfunktion erster Art und O-ter Ord-
nung). Bei einem einzelnen Dipol ist spitestens, wenn fiir n=1 die erste Nullstelle
erreicht wird (d.h. fiir Ag = 0.25 bzw fiir Ag = 258 ~ 0.271), klar, dass das
Messergebnis nicht mehr viel mit dem zu tun hat, was ohne Umgebungsladungs-
fluktuationen gemessen werden sollte (derartige Fluktuationen kénnen genauso
plotzlich, wie sie angefangen haben, auch wieder aufhéren). In Abbildungwird

deutlich, dass ein einzelner Dipol die Kennlinie eines Einzelelektronentransistors
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Abbildung 4.2: Der Strom eines Einzel-Elektronen—Transistors als Funktion von Vg
nach Gleichung fiir gauBisches Rauschen bei verschiedene Stérken von Ag (0.0,
0.1, 0.2 und 0.3). Die numerischen Daten wurden wie in Abbildung beschrie-
ben gewonnen (es wurde hier noch iiber verschiedene Sétze von Zufallszahlen gemit-
telt); zusétzlich wurde in die Computersimulation noch gauflisches 1/ f~Rauschen (An-

hang [B.2) eingefiihrt.

doch deutlich anders beeinflussen wiirde, als das bei den gauflischen Umgebungs-
ladungsfluktuationen in Abbildung der Fall war.

Im Folgenden sei der Fall betrachtet, dass die Insel nicht zu klein ist, d.h. dass
die Fluktuationen gauflisch sind. Fiir grofle Aq gilt hier:

(Isa) ~ Iy + [aq cos (2mqg) + by sin (2mqy)] exp (—27r2 <5q2>) .

Es scheint also, als ob es nur eine Frage der Messgenauigkeit wéare ob man fiir

(0¢?) < 1 die Coulomb—-Oszillationen noch messen kann. Es sollte aber zunéchst
iiberlegt werden, fiir welchen Fall die Formel auch das Messergebnis be-
schreibt: genau dann, wenn die Messdauer ty.¢s sehr viel groler ist als die Zeits-
kala tpe , auf der die Fluktuationen korreliert sind. Wenn es in der Grundla-
genforschung darum geht, Coulomb-Oszillationen iiberhaupt zu messen, ist dies
sicherlich realisiert.

Ganz anders ist die Situation bei der Anwendung eines Einzel-Elektronen—
Transistors etwa als Computerbauelement. Hier konnte es konkret darum ge-
hen, zwei Stromzustéinde Iy, [; (Maximum und Minimum der Coulomb-
Oszillationen), die die Zustédnde 0 und 1 reprisentieren, durch eine sehr kurze
Messung auf einer Zeitskala

tMess < tFlukt
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Abbildung 4.3: Vergleich Theorie (links, Gleichung (4.37)) und Experiment (rechts,
[Bouchiat] (1997)) fiir verschiedene Werte von Viq. Die experimentellen Kurven sind
in Schritten von 25V aufgenommen, die theoretischen in Schritten von 0.2e/C' von
-1.2 bis 1.2. Fiir die gauBiischen Umgebungsladungsfluktuationen /(d¢?) = 0.1 gewiihlt
wurde. Dabei wurde bei der Rechnung noch beriicksichtigt, dass im Experiment die
eine Elektrode auf dem Potential V und die andere auf 0 liegt, was dazu fiihrt, dass die
Peaks benachbarter Kurven leicht verschoben sind (um 0.05¢). Die Kapazitit betrug
im Experiment 0.6 fF; wenn man fiir den Widerstand noch den sicherlich realistischen
Wert von 100 Rk annimmt (was £ ~ 620 pF bedeutet), stimmt auch die Groéfie des
Stroms von Rechnung und Experiment iiberein.

| t/e
I t/e

VgCele VgCele

Abbildung 4.4: Die Wirkung eines einzelnen Dipols mit dq(t) = v/2Agsin(wt) (links)
bzw. dq(t) = Agsign(sin(wt)) (rechts) auf die Kennlinie eines Einzel-Elektronen—
Transistors. Dabei entspricht das rechte Bild dem einen Fluktuator, der mit gleichen
Zeitkonstanten zwischen zwei Zusténden hin und her springt. Dabei treten die erwéhn-
ten Unstetigkeiten natiirlich nur auf, wenn man nicht wie hier iiber mehrere Schwingun-
gen mittelt. Die Parameter wurden so gewéhlt wie bei den gauflischen Fluktuationen

in Abbildung 4.3
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(mit taess &~ 1075...107% aber immer noch tyess > RC [ vergleiche Abbil-
dung , zu unterscheiden, wobei bei einer Messung einige tg it spéter selbst-
versténdlich derselbe Wert ausgelesen werden soll. Der Wert einer einzelnen Mes-
sung wird folglich um den Mittelwert streuen:

I,=1,+AIl,.
Die beiden Zusténde konnen noch gut unterschieden werden, wenn
I — Iy > Aly+ AL
gilt, wobei die Bedingung > je nach gewiinschter Genauigkeit schon bei einigen
AT erfiillt ist. Falls etwa eine Fehlertoleranz von 1 : 10° akzeptabel ist (bei 10°

maligem auslesen des Speichers wiirde einmal ein falscher Wert geliefert) lautet
die Bedingung an die maximal moglichen Fluktuationen:

L —Ih=6(Aly+ A6L) , (4.39)
da die Fluktuationen gauBisch sind und f¢* —&= exp(—2?/2) dz ~ 10~? gilt. Wenn
ein Messwert oberhalb von I; —6AI; = I+6Al, liegt, soll er als ,,1* interpretiert
werden, unterhalb als ,,0%.

Um ein Gefithl dafiir zu bekommen, wie stark die Fluktuationen dafiir

hochstens sein diirfen, sei hier kurz auf ein einfaches Modell fiir eine solche Einzel—
Elektronen—Transistor—-Kennlinie eingegangen:

I = I cos(2mqy)
Die Mittelung iiber Umgebungsladungsfluktuationen fiihrt hier zu:
(Iq) = I cos(2mqy) exp (—27r2 <5q2>) :

Wegen cos(z)? = 1(1 + cos(2z)) gilt auch

<1'52d> = I? [; + ; cos(4mgg) exp (—8%2 <6q2>>} :

und folglich

Aly = Al = IA\/; + ;exp (=872 (6q?)) — exp (—4n? (6¢?))

® Da es nicht besonders aussichtsreich wire, Computer zu verkaufen, die auf Heliumtempe-
ratur abgekiihlt werden miissen, wohingegen alles ab Stickstofftemperatur bereits kommerziell
interessant sein konnte, darf hier im Gegensatz zu den Tieftemperaturexperimenten von Seite [60]
von RC =~ 10~ '3s ausgegangen werden.
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Abbildung 4.5: Das Maximum und das Minimum der Strom—Spannungskennlinie
samt Standardabweichung als Funktion der Stérke der Umgebungsladungs-
fluktuationen. Ab Ag = 0.2 wird es ziemlich schwierig, die beiden durch eine kurze
Messung noch zu unterscheiden.

Die Bedingung (4.39)) ist mit I; — Iy = 21 exp (—2n2 (8¢2)) erfiillt fiir
(0¢g2) ~ 0.0772, (4.40)

was zumindest fiir Kurzzeitspeicher eine realistische Groflenordnung ist. Dass es
auf langeren Zeitskalen noch zu Drifts kommen kann (Zorin et al| (1996])) spricht

ebenso wie die Tatsache, dass 1/(0¢?) von der Speicherdauer tspeicn abhéngen

konntd?]
1
§¢%) / df-, 4.41
< > 1/tSpeich f f ( )
eher gegen die Verwendung von Einzel-Elektronen—Transistoren als Langzeitspei-
cher.

Doch nun wieder zum Einfluss der Umgebungsladungsfluktuationen auf reali-
stische Kennlinien (4.34]). Von Interesse ist hier aufier den Fluktuationen sicher-
lich auch die Strom-Strom-Korrelationsfunktion (7(¢)I(0)), wegen (4.36]) muss
hierzu insbesondere

1
(cos (nx(t)) cos (mx(0))) = 5 (cos [nz(t) + ma(0)] + cos [nx(t) — ma(0)])

und

(sin (nxz(t)) sin (mx(0))) = ; (cos [nz(t) — mxz(0)] — cos [nx(t) + mxz(0)])

6 Als obere Grenze des Integrals (4.41)) verwenden [Verbrugh et al (1995]) hier 1/(RC) . Ver-
gleiche auch Abschnitt
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berechnet werden (x(t) = 2wdq(t)). Analog zu Gleichung (4.33) gilt auch:
2\k/2
<(n5q(t) + méq(O))k> _ { (k — D! {((ndq(t) £ mdq(0))*) : k gerade . (4.42)
0 : k ungerade

und wegen ((ndq(t) £ mdq(0))?) = (n? + m?) (d¢*) £ 2nm (5q(t)dq(0)) gilt:

(I(t)1(0)) =
Z Ap Gy, €OS (2ngg) cos (2mmgg ) =2 (0 +m?)(86%) o)y (47r2nm (5q(t)5q(0)))

n,m

+ Z An G, Sin (27ngg) sin (2rmgg) e~ 2 (2 +m?)(6¢%) Ginp (47r2nm (6q(t)5q(0)))

+2 Z anbp, sin (27ngg ) cos (2mmgg ) e~ 2m* (n*4m?) (8q%) o —dm*nm(dq(t)3(0))

n,m

+ Z by by, sin (2mngyg) sin (2mmgg ) =2 (n?+m) (3¢°) ok (47rznm (5q(t)5q(0)))

+ Z brbp, cos (2mngyg) cos (2mmgg ) =2 (n*+m) (3¢) giny (4W2nm <5q(t)5q(0)>) , (4.43)

n,m

wobei bei der Berechnung des gemischten Terms noch verwendet wurde,
dass cosh(z) — sinh(z) = exp(—z) gilt. Gleichung (4.43) liefert wegen
lim; ., (9q(t)dq(0)) = 0 wie zu erwarten das asymptotische Verhalten:

lim (7(HT(0) = (La)?

Die Gleichung (4.43) erméglicht es auch, zu untersuchen, wie grofi die
Umgebungsladungsfluktuationen bei einem realistischen Modell sein diirfen, da-
mit es noch als Computerspeicher verwendet werden kann. Fiir VCp /e = i ist

die Bedingung (4.39)) erfiillt bei
(6¢%) =~ 0.0766

was fast genau mit der einfachen Abschitzung iibereinstimmt. Zusitz-
lich zu den Umgebungsladungsfluktuationen, deren Einfluss auch durch geeignete
Schaltkreise noch verringern kann (Yamanaka et al.| (2000))), sollte noch kurz auf
folgende Fehlerquellen eingegangen werden:

e Schrotrauschen: Aufgrund der Tatsache, dass der Strom durch stochasti-
sche Tunnelereignisse entsteht, ergeben sich Stromfluktuationen. Im Ver-
gleich zu rein Poisson’schem Rauschen kann die Korrelation zwischen
einzelnen Tunnelereignissen bei den zwei Tunnelkontankten des Einzel-
Elektronen—Transistors um einen Faktor 2 unterdriickt werden
(1995])). Numerische Integration der Mastergleichung zeigt, dass
Schrotrauschen bei einer Integrationszeit von 10*7 keinen Einfluss auf
die Unterscheidbarkeit der Messwerte ,0¢ und ,,1“ hat (vergleiche Abbil-

dung [4.1]).
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o Kotunneln: Tunnelprozesse hoherer Ordnung sind bei vielen Versuchen,
einen Stromstandard zu bauen, extrem storend (Seite [L7)). Hier bewirken
sie in erster Linie, dass ein messbarer Strom in einem Bereich fliefit, in dem
der Strom wegen Coulomb-Blockade eigentlich unterdriickt sein sollte; dies
beeintrachtigt die Unterscheidbarkeit der Messwerte ,,0¢ und ,,1* kaum.

e Thermische Fluktuationen: Wenn die Source-Drain-Spannung (Viq)
verschwindet, geht der Einzel-Elektronen—Transistor in eine Einzel-
Elektronen—-Box {iber. Die Fluktuationen der Zahl der Elektronen auf der
Insel ist fiir hohe Temperaturen im Rahmen der orthodoxen Theorie gege-
ben durch An oc CkgT'/€? (siehe z.B. erster Teil von Gleichung (2.21])), was

zu einem Fehler im Strom von

Al ~ ° LkET
\ e

fithrt, der durch die Integrationszeit (ti,; > 7) noch um einen Faktor /-~

ting
kleiner wird. Da dieser Fehler kleiner als ~ 1—10 (Imax — Imin) sein sollte, muss
die Temperatur klein genug gewéhlt werden. Da dann die Fluktuationen
aber sowieso wieder exponentiell verschwinden (zweiter Teil von (2.21))),
sollten thermische Fluktuationen die Genauigkeit zumindest so lange nicht
beeinflussen, als die Betriebstemperatur des Computers niedrig genug ge-
halten wird.

¢ Quantenfluktuationen: Auch hier kann fiir Vg = 0 das Ergebnis der
Einzel-Elektronen-Box verwendet werden (Kapitel [3)):

AT T

was fiir Integrationszeiten von ty,, ~ 10*7 die Genauigkeit des Einzel-
Elektronen—Transistors nicht wesentlich beeinflusst.

Als Fazit ldsst sich sagen, dass sich Einzel-Elektronen—Transistoren zumin-
dest zum FEinsatz als verléssliche Kurzzeitspeicher in Computern eignen. Durch
Verlangerung der Integrationszeit wiirde sich zwar die Genauigkeit noch erhéhen,
andererseits leidet dann die Anwendbarkeit wieder, da das Auslesen des Speichers
natiirlich nicht allzu lange dauern darf.

4.3.2 FEinzel-Elektronen—Box

Auch die Coulomb—Treppe kann man als Fourierreihe darstellen. Im klassischen
Fall (limg — 0) ergibt sich wegen (Abramowitz und Stegun| (1984)) 27.8.6)

% sin (27rk (x + %)) 1
h = T

<z<

DN | —
N | =

k=1
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Abbildung 4.6: Die Stufen einer klassischen Einzel-Elektronen—Box dargestellt als
Fouriereihe fir Ag = 0 (links) bzw. Ag = 0.1 und 0.4 (rechts). Wihrend die
Coulomb—Treppe fiir ¢ = 0.1 noch sehr gut sichtbar ist und die Stufen noch sehr
flach sind, zerstoren um einen Faktor 4 hohere Umgebungsladungsfluktuationen die
Coulombtreppe vollsténdig.

fiir die Zahl der Elektronen auf der Insel bei T'=0:

© (_1 k
n=nx+y (=1 sin(2mwk ny) . (4.44)
= Tk

Mittelung iiber gauflische Umgebungsladungsfluktuationen (n, — ny, + dq(t))
ergibt:

(n) =ny + ’i (;?k sin(27k ny) exp (—27T2k:2 <5q2>> , (4.45)

wobei die Exponentialfunktion einerseits dafiir sorgt, dass die Reihe schneller kon-
vergiert und andererseits die Unstetigkeit und damit das als Gibbs’sches Phéno-
men bekannte Uberschiefen der Fourierreihe an der Unstetigkeit beseitigt wird
(was auch im Limes unendlich vieler Summanden erhalten bleibt, siehe z.B.
[thews und Walker] (1970]), Abbildung [4.6). Dieses mathematische Artefakt beruht
darauf, dass die Fourierreihe nicht punktweise sondern beziiglich einer Integral-
norm gegen die urspriingliche Stufenfunktion konvergiert. Die Tatsache, dass die
Unstetigkeit durch Umgebungsladungsfluktuationen verschwindet, ist auch ein
Indiz dafiir, dass die Frage ob die Steigung der Stufe auch bei endlichem ¢ noch

unendlich ist, etwas akademisch ist. Fiir (6¢?) > 0 gilt bei n, = 3 :
0 (n) (nx = l) =1+2 i exp (—2%214:2 <5q2>) ,
On ’ k=1
so dass
0 (n) < o0
Ony

fiir noch so kleine nicht verschwindende Umgebungsladungsfluktuationen gilt.
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Abbildung [4.7] zeigt die Ladung auf dem Tunnelkontakt

(@) C

e “org, )

bei verschiedenen Temperaturen. Die experimentellen Daten von
(1991)) weichen, wie schon in Abschnitt erwihnt, von den klassisch erwar-
teten Kurven ab, was leicht erklart werden kann, wenn man noch Umgebungs-
ladungsfluktuationen der Starke Ag = 0.05 e annimmt.

25— —T ' 2.5 T

<Q>/e

C Ule ny

Abbildung 4.7: Experimentelle Daten der Ladung auf dem Tunnelkontakt
(1991))) (links) im Vergleich mit aufgrund von Umgebungsladungsfluktuationen
verschmierten Kurven (rechts). Die gepunkteten Linien wurden mit Gleichung be-
rechnet; fiir die Stéirke der Umgebungsladungsfluktuationen wurde Ag = 0.05 gewéhlt.
Die Kapazititen haben die Werte C' = 0.6 fF und C, = 85 aF . Die Stérke der Umge-
bunsladungsfluktuationen kann als temperaturunabhéingig angenommen werden, da in
Experimenten beobachtet wird, dass die Fluktuationen bei tiefen Temperaturen séitti-
gen (bei[Song et al|(1995]) waren sie fiir Temperaturen unterhalb von 300 mK konstant).

Bei der Berechnung der Autokorrelationsfunktion treten im Vergleich zu Glei-
chung (4.43) neben ((n, + dq(t)) (n, + 6¢(0))) noch Terme der Form

(0q(t) sin (2mkdq(0))) = ll_r}% 21 (sin (2medq(t)) sin (2mkdq(0)))

e

~—

(6g(t)dq(0)) ebenfalls linear in

auf, die wegen lim._ L sinh (¢ (3¢(t)dg(0))) =
, d.h. auf der Mitte der Stufe bzw.

(e
(6q(t)8¢(0)) sind. Fiir ny = 0 baw. ny, =

N |
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der Stufenkante ergibt sich:

(0O} = Ga8(0) +4 3¢ %) (3g(0)3q(0))
k+m

ZL

—272(k24-m?2){6q3) . 2
> o (+m)07) sinh (4nkm (5q(£)5q(0))) . (4.46)

wobei n wie folgt definiert ist:
) -1 :ne=0
= 1 ing=1
Gleichung (4.46]) bedeutet keineswegs, dass in der Stufenmitte (n = —1) fiir kleine

Fluktuationen eine lineare Beziehung zwischen (dn(¢)dn(0)) und (6¢?) besteht, da
aus der Poisson-Summenformel

[e.9]

> exp (—tn® + 2minz) = \/T i exp (—ﬂj(” - 2)2>

n=—oo n=—oo

folgt:

3 (c1)he 2 ont) 1 [ R o (1) 1]

k=1 2

d.h. der zweite Term in Gleichung geht schneller als jede Potenz von
(6¢*) gegen —2(8q(t)dq(0)), wihrend der dritte Ausdruck wegen sinh(e) ~ e
fiir e < 1 schneller als jede Potenz von (6¢?) gegen (dq(t)dq(0)) geht. Fiir kleine
Umgebungsladungsfluktuationen wird der Wert der Formel folglich expo-
nentiell klein.

4.3.3 Einzel-Elektronen—Pendel

Da die Kennlinie des Einzel-Elektronen—Pendels im Grenzfall langer Kontakt-
zeiten die Summe der n(n,) Kennlinien zweier Einzel-Elektronen—Boxen multi-
pliziert mit ef ist, kann das Ergebnis aus Abschnitt direkt dazu verwen-
det werden, den Einfluss von Umgebungsladungsfluktuationen auf ein Einzel-
Elektronen—Pendel zu beschreiben. Hier soll auch die Gelegenheit genutzt werden,
auf den Fall eines asymmetrischen Pendels einzugehen (d.h. Cjipks 7 Crechts )
wobei noch zwischen den Féllen unterschieden werden muss, dass das Verhéltnis
der beiden Kapazitéiten rational bzw. irrational ist. Bei einem rationalen Verhéalt-
nis konnen zumindest manchmal Stufen der Hohe 2ef auftreten (dazu muss das
Verhéltnis der beiden Kapazititen gerade ++2™ mit natiirlichen Zahlen n und m

1+2n
betragen), wéhrend bei einem irrationalen Verhéltnis immer nur Stufen der Hohe
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ef vorkommen. Durch Umgebungsladungsfluktuationen wird diese strenge Tren-
nung allerdings wieder aufgehoben, da zwei nahe aneinanderliegende Stufen zu
einer verschmiert werden. Fiir den Strom unter Einfluss der Umgebungsladungs-
fluktuationen gilt:

1 k
(I) = RGC’ (14 c)ny + kzl 7rk;> sin(27k ny) exp (—27r2k2 <6q2>)
Z sin(27k cny) exp ( 21 k? <5q2>>1 . (4.47)
wobei ny = ClocptsV/e gilt und ferner ¢ wie folgt definiert ist:
= Clinks '
Crechts

In Abbildung wird gezeigt, wie typische Messergebnisse fiir ein Einzel-
Elektronen—Pendel im Limes langer Verweildauern und tiefer Temperaturen mit
und ohne Umgebungsladungsfluktuationen aussehen konnten

Zum Schluss soll hier noch kurz auf den Einfluss der Umgebungsladungs-
fluktuationen auf die Genauigkeit des Einzel-Elektronen—Pendels eingegangen
werden. Eine experimentell sicher realistische Abschétzung fiir die Stérke der
Umgebungsladungsfluktuationen ist Ag = 1/(0¢?) ~ 0.1 (nach wie vor in Einhei-
ten der Elementarladung). Bei einer derartigen Groenordnung der Fluktuationen
dominiert hier bei weitem der Einfluss der beiden benachbarten Stufen. In der
Stufenmitte gilt fiir die Fluktuationen (dn?) der Anzahl der Elektronen auf der

Insel: ,
5 ~2/ dz~15-10°7 44
<n \/%Aqep< 2A2> r~15-107", (4.48)

was bei einer Frequenz von 100 MHz und einer Integrationszeit von 1 s (d.h.
1O4tﬂukt) fithrt dies zu einem Fehler im gemessenen Strom von (sieche Anhang :

AT 31077
x| F—— x5-107C
1 104 5- 1077,

wihrend um einen Faktor 2 kleinere Fluktuationen Agq (siehe Abbildung eine

Genauigkeit von bereits

AT
— ~3.107"
I

ergeben wiirde, die fiir Prézisionsexperimente sicherlich ausreicht. Insbesondere
darf hier nicht vergessen werden, dass aufgrund der Tatsache, dass es sich hier
um eine freitragende Struktur handelt, die Umgebungsladungsfluktuationen et-
was geringer ausfallen werden als bei massiven Halbleiterstrukturen (siehe S. .
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I/ef
I/ef

I/ef
5
T
1
I/ef

I/ef
I/ef

Abbildung 4.8: Der Strom, der in einem Einzel-Elektronen—Pendel mit Cinks #

Crechts bei tiefen Temperaturen, langen Kontaktzeiten und kleinem g gemessen wer-

den sollte, fiir ein Verhéltnis der Kapazitéten von ¢ = %, c= % und ¢ = % (rechts). Die

linken Bilder wurden ohne Umgebungsladungsfluktuationen berechnet, bei den rechten
wurden gauflische Fluktuationen mit Ag = 0.05 verwendet.
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Trotzdem wire es sinnvoll, bei der Wahl des Materials fiir einen derartigen Strom-
standard auler auf mechanische Eigenschaften insbesondere auch darauf zu ach-
ten, wie rauscharm die Probe ist. Es ist sicherlich auch naheliegend, sich fiir
Prézisionsmessungen nicht gerade eine besonders schmale Stufe auszusuchen.
Etwas anders hingegen ist die Situation fiir den Fall, dass die Stufen nicht
flach sind. Wenn die Steigung in der Mitte einer Stufe im Fall eines symmetrischen
Pendels (¢ = 1) aufgrund von Quantenfluktuationen (Kapitel gegeben ist durch

=g, dann gilt:
2 4N\,
<5n > ~ <7T2g> Aqg©.

Da die Quantenfluktuationen die Korrelation des Rauschens zerstoren diirften,
skalieren die relative Genauigkeit des Stroms wieder mit der Wurzel aus der
Anzahl der Schwingungsperioden (v/108 = 10*):

Al 4Aq

T " 0 (4.49)
so dass fiir Ag =~ 0.1

AT 6

- ~4-10"g,

gilt, was erneut deutlich macht, wie wichtig es ist, in einem Bereich zu arbeiten,
in dem g < 1 gilt.

Bei diesen Abschéatzungen wurde davon ausgegangen, dass es sich um die erste
Stufe mit einer Stufenhche von ef handelt; bei hoheren Stufen (mef) erhoht
sich sich die Genauigkeit noch um einen Faktor ﬁ — zumindest so lange die

Verweildauer sehr grof§ ist.



78

KAPITEL 4. UMGEBUNGSLADUNGSFLUKTUATIONEN



Restimee

Zunéchst wurde ein neues Einzel-Elektronen-Bauelement vorgestellt: das mecha-
nische Einzel-Elektronen—Pendel. Im Rahmen einer einfachen Mastergleichung
wurde sowohl analytisch als auch numerisch die Genauigkeit berechnet, mit der
ein solches Pendel Strom transportieren kann. Dabei stellte sich heraus, dass sich
das Pendel nicht zu schnell bewegen darf, um eine fiir einen Stromstandard nétige
Genauigkeit zu erreichen. Die Strom—Spannungs—Kennlinie entspricht in diesem
Grenzfall der Uberlagerung der Kennlinien zweier Einzel-Elektronen-Boxen. Die
ersten experimentellen Ergebnisse wurden dadurch erklért, dass die Wechselspan-
nung, die dafiir sorgt, dass sich das Pendel bewegt, leider auch als Gate-Spannung
auf die Insel wirkt. Bei diesem Teil der Arbeit, der in einem spannenden Wech-
selspiel zwischen Theorie und Experiment entstanden ist, handelte es sich um
rein klassische Rechnungen im Rahmen der orthodoxen Theorie der Coulomb—
Blockade, bei denen davon ausgegangen wird, dass sich auf einer metallischen
Insel immer eine ganze Anzahl von Elektronen befindet.

Quantenmechanisch wird zwar auch immer eine ganze Anzahl gemessen, es
besteht aber immer eine endliche Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich ein Insel—
Elektron auf der Zuleitung befindet. Ein Maf} dafiir, wie weit das Verhalten vom
klassischen Verhalten abweicht, ist der dimensionslose Leitwert g = 4%;. Die
Quantenfluktuationen einer Einzel-Elektronen—Box wurden im Rahmen eines ef-
fektiven X'Y—-Modells mit Hilfe eines Pfadintegralformalismus stérungstheore-
tisch berechnet. Dazu wurde im Frequenzraum ein Cutoff eingefiihrt und ins-
besondere auch physikalisch begriindet. Die Ergebnisse konnten auch auf das
nanomechanische Einzel-Elektronen—Pendel iibertragen werden.

Eine weitere Fehlerquelle auf dem Weg zum Einzel-Elektronen—
Stromstandard sind Umgebungsladungsfluktuationen. Hier wurde aufbauend auf
einfachen Modellen fiir den Ursprung dieser Fluktuationen in einer konkreten
experimentellen Anordnung eines metallischen FEinzel-Elektronen—Transistors
(Bouchiat| (1997])) eine Theorie zur Berechnung der Auswirkung der Umgebungs-
ladungsfluktuationen auf die Kennlinien von Einzel-Elektronen—Bauelementen
entwickelt. Dazu wurde zunéchst gezeigt, dass die Fluktuationen fiir nicht zu klei-
ne Inseln gauBisch sind. Mit realistischen Werten fiir die Starke der Fluktuationen
konnten die Messkurven grundlegender Experimente zur Coulomb-Blockade im
Limes g < 1 zumindest qualitativ erklart werden.
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Als Ergebnis stellte sich heraus, dass Quantenfluktuationen der begrenzende
Faktor fiir die Genauigkeit von nanomechanischen Einzel-Elektronen—Pendeln
sind; die derzeitigen Experimente sind leider noch nicht in einem Bereich, in dem
Abweichungen vom klassisch erwarteten Verhalten gemessen werden kénnen.

Ein Stromstandard ist aber bei weitem nicht die einzige Anwendungsmoglich-
keit von Einzel-Elektronen—-Bauelementen. Neben der Anwendung als sehr prézi-
ses Messinstrument (von der hier nur implizit beim Vergleich mit experimentel-
len Daten zur Einzel-Elektronen-Box Gebrauch gemacht wurde, die mit einem
Einzel-Elektronen—Transistor gemessen worden sind), ist vor allem der Einsatz in
der Informationsverarbeitung — etwa als Speicherelement eines Computers — in-
teressant. Hier wurde untersucht, inwieweit Umgebungsladungsfluktuationen und
Quantenfluktuationen bewirken kénnen, dass Zahlen falsch aus einem als Speicher
eingesetzten Einzel-Elektronen—Transistor ausgelesen werden. Als Fazit lédsst sich
sagen, dass der Einsatz als Computer—Speicherelement durch solche Fehlerquellen
nicht beeintrachtigt werden wird. Die Fragen, ob Einzel-Elektronen—Transistoren
in den dafiir erforderlichen Stiickzahlen reproduzierbar hergestellt werden kénnen
und ob dies tatséichlich mit Raumtemperatur—-Coulomb-Blockade-Bauelementen
gelingen wird, konnte im Rahmen dieser Arbeit nicht beantwortet werden; an
dieser Stelle sind weitere Experimente notig, die die Temperaturabhédngigkeit
der Stérke der Fluktuationen bestimmen. Auflerdem miissen Einzel-Elektronen—
Bauelementen erfolgreich in elektronische Schaltkreise integriert werden.

Damit schliefit diese Arbeit in der begriindeten Zuversicht, dass die Erklarun-
gen der beobachteten Phénomene wesentlich mehr mit der Realitdt zu tun haben
als bei der Muschel in Thomas Manns Doktor Faustus, die im Vorspann zitiert
wurde (1947)). Dennoch trifft Diracs Feststellung ‘We wanted the equa-
tions which would describe nature and the best we could hope for was usually
approximate equations and we would have to reconcile ourselves to an absence of
strict logic’ ), die sich auf die Hohepunkte der Theoretischen Physik
bezieht, sicher auch auf Arbeiten zu, die aktuelle experimentelle Ergebnisse auf
dem Gebiet der Einzel-Elektronen-Bauelemente erklaren.



Anhang A

Symbole und Abkiirzungen

N2 TR w0 0

o
hw&

3
8

Pn (t)

9= i
Kapazitét
Umgebungsladungsfluktuationen, (dq(t)) =0

Standardabweichung Ag = 1/(6¢2) — (3¢)*

Betrag der Elementarladung (Elektronenladung = —e)
Fermienergie

Frequenz

g= 4RTKT : dimensionsloser Leitwert

Planck’sche Konstante

Euler’sche Konstante v ~ 0.5772

Ubergangsrate

Source-Drain—Strom

Boltzmann-Konstante

L=pU

externe Ladung bei der Einzel-Elektronen—Box
Wahrscheinlichkeit, dass n Elektronen zur Zeit ¢ auf der Insel sind
Gateladung

von Klitzing Konstante Rk = e%
Tunnelwiderstand

Zeitpunkt, an dem Auslenkung des Pendels maximal ist.
absolute Temperatur

Energieskala bei der Einzel-Elektronen-Box (U = %)
Spannung

Steigung der Coulomb—Treppe der Einzel-Elektronen—-Box bei n, = 0
Doppelfakultit; (2n—1)!! =T, (2i—1)






Anhang B

Numerische Verfahren

B.1 Montecarlo Algorithmus

Die Mastergleichung (1.6) auf Seite beschreibt die Zahl der Elektronen auf
einer metallischen Insel, c}ie iiber zwei Tunnelkontakte R und L mit Elektroden
verbunden ist. Mit einer Ubergangsrate

) =1g” + it

erhoht sich die Zahl der Elektronen um eins, wihrend sie sich mit der Ubergangs-

rate
1o =1y + 1)

um eins erniedrigt. Dies kann durch einen einfachen Montecarlo—Algorithmus
simuliert werden, der aus einer mehrfachen Hintereinanderausfithrung von fol-
genden drei Schritten besteht:

1. Generiere eine Zufallszahl mit 0 < x < 1 (hierfiir wurde ran2 aus [Press

(11992)) verwendet).

2. Die Zahl der Elektronen auf der Insel zum Zeitpunkt ¢ + At berechnet sich
jetzt gemaf:

nt)+1 :x>1—AtTH
n(t+ At) = n(t) 1= At > 2> At (B.1)
nt)—1 AtTO) >

3. Gleichzeitig dndert sich die Zahl der Elektronen, die die Insel durch die
rechte Elektrode verlassen haben, wie folgt:

Ne(t)—1 :a>1— AT

Ng(t + At) = { Ny(t) - AT >z > ATy . (B2)
Ne(t)+1 AT > 2
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Dabei muss At so klein gewéhlt werden, dass
1— AT > AT

gilt. Andererseits sollte At auch nicht beliebig klein gewahlt werden, da die Ge-
nauigkeit numerisch nicht beliebig grofl ist und Simulationen sonst auch zu lange
dauern wiirden. Wéhrend der Zeit ¢, flieit dabei der Strom

I=c¢
tges

Je nach Anwendung kann mit einem festen At (Einzel-Elektronen—Transistor)
oder mit variablem At (Einzel-Elektronen—Pendel) gearbeitet werden.

Bei dem hier beschriebenen Algorithmus handelt es sich um ein Standardver-
fahren zum Losen derartiger Master—Gleichungen, das schon von vielen Gruppen
angewendet wurde (z.B. [Mullen et al| (1988) und [Wilkins et al. (1989))).
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B.2 1/f Rauschen

Zur Berechnung des gauBischen 1/f-Rauschens wurde ein Algorithmus von
mero und Sancho| (1999) fiir gauBlische Zufallszahlen mit der zeitlichen Korrela-
tion ~y(t) verwendet. Die so erzeugten Zufallszahlen sollen drei Zielen geniigen:

1. Der Mittelwert muss verschwinden (n(t)) =0,
2. sie miissen gaufiverteilt sein und

3. es muss (n(t)n(t')) =~ (|t —t']) gelten.

Es sei hier vorausgesetzt, dass die Fouriertransformierte der Funktion ~(t) exi-

stiert: .
Yw) = [dte t(t).

Im Fourierraum muss die Korrelation

(n(wn(w)) =2m(w + ')y (w)

erfiillt sein (n(w) ist die Fouriertransformierte von 7(¢)). Als néchstes wird die

Zeit diskretisiert. Sie wird in N = 2" Intervalle der Lénge At unterteilt, wobei

das Zeitintervall At kleiner als alle anderen charakteristischen Zeiten sein sollte.
Im diskreten Fourierraum lautet die Korrelation

<77(wu)77<w;')> = NAt 4 07(wp)
Die 1(w,,) kénnen nun geméis

NAty(w,) a(w,) p=0...N—-1 2w

e ={ V2 e Ca= ()

berechnet werden, wobei die a(w,) (komplexe) gaulische Zufallszahlen mit Mit-
tel 0 und der Korrelation

(o) = 00 (B4)

sind. Bei einem System der Grofle N geniigen die Fourierkomponenten einer re-
ellen periodischen Folge der Bedingung:

*

Qp = QpuipN Qp = Qs

wobei p eine natiirliche Zahl ist. Da «aj,—¢ reell ist und Im o~ = —Im o, gilt,
konnen die komplexen Zufallszahlen (B.4)) wie folgt konstruiert werden:

ay, = a, + b, , bo =0,
mit reellen gauflischen Zufallszahlen mit Mittel 0 und der Varianz

@)= (8= wro. ()=
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Aus den Zufallszahlen v(w,) wurden die gesuchten Zufallszahlen ~(¢;) mit Hilfe
des Fast Fourier Transform Algorithmus four! aus|Press et al|(1992]) bestimmt;
zur Erzeugung der unkorrelierten gauflischen Zufallszahlen war die Funktion gas-
dev aus [Press et al| (1992]) verwendet worden. Fiir v(w) wurde

1

7(w) { o

Tw < we

P WS> W, (B.5)

gewahlt; die GroBle von N war durch den Arbeitsspeicher der Computer be-

schriinkt, da alle Zufallszahlen auf einmal berechnet werden mussten (N = 10*%).
Um zu iiberpriifen, ob das so gewonnene Rauschen auch tatséichlich die

gewiinschten Eigenschaften hat, wurden die 3 Punkte am Anfang dieses Ab-

schnitts getestet. Dabei stellte sich heraus, dass es insbesondere beim dritten

Punkt N _

St = 2 n(t; + i) (t;)

Ninax + 1

Probleme gab. Nachdem — anders als von [Romero und Sancho| (1999) empfohlen
— fiir Npax = N gewihlt wurde (dabei musste wegen der Periodizitéit des Rau-
schens i < N gelten) und ferner auf der linken Seite von Gleichung w durch
w/v/2 ersetzt wurde, ergab sich zumindest fiir kleine Zeiten das erwartete Ver-
halten der Korrelationsfunktion (Abbildung[B.1]). Die Probleme kénnen zum Teil
darauf zuriickgefiihrt werden, dass bei der Ausfiihrung der Summe in impli-
zit eine Fouriertransformation durchgefiithrt wird, was numerisch normalerweise
unter allen Umsténden verhindert werden sollte ([Press et al.| (1992).

(B.6)

| | |
08 .
06 .
= 04t .

0.2
O e B prooe oo foo -
0 0.05 0.1 0.15 0.2
t/1

Abbildung B.1: Die gauflischen Zufallszahlen haben die gewiinschte Korrelation.



Anhang C

Erginzungen zu Kapitel

An dieser Stelle sollten die in Kapitel [2| verwendeten analytischen Formeln im
Limes T" = 0 bei endlicher Verweildauer nicht fehlen. Dazu wurde zunéchst Glei-
chung mit Maple gelost und daraus mit der Mittelwert (N) sowie die
Grofe (N?) der transferierten Elektronen berechnet.

Solange nur 0, +1 Elektronen auf der Insel sein konnen, sind die Formeln
noch nicht allzu kompliziert. Ausgehend von

jt (1,t) = —i <2+5)p(1ﬂf)
jtp(o’t) — —71_ <;+6)p(0,t)+71_(;)+5>p(1>t)

ip( Lt = i(;%—é)p(o,t)

% erhalt man:

(1 o (14248) %0 )(1 o (3+28)%0 )
2_9¢4 (14—5)_'_6 (1+25) +2¢ (1H246)%0 T5—2¢ (3126)%0 To—e 3+26)70

(was fiir § = 0 in ([2.15)) iibergeht) und

N2\ o (1— (4293 (26 GRITF 2 (RIT5_ BRI _3 (4202 14)
< > a 99 et L(H6) 4 o~ (128)L 4 o ~(H20)L 5o ~(3126) L 5 _ ~(3128)2

Sobald 0, £1 und 42 Elektronen auf der Insel sein diirfen, werden die Formeln
sehr schnell kompliziert:
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(N) =
s {42 e (M20) 5116 534 a(H0) 4 186§ ¢Ba(5120) _gg o4a 51 ¢ a(T20) 4 g §35a(19160)
724252 1 99 § a0 186 5 ¢ UM29) 75 a(5120) _g 53¢a(03H13) 139 §27a(9429)
1144 §26720(5120) | 136 § ¢20(5126) | gy § a(11420) _ 144 52620(T426) | 139 52,3 a(5120)
194 §3673a(5120) _ 94 53¢0(9126) 4 39 §352a(5120) _ 136 5 2a(7126) _ gy 5 a(66+13)
_16 ¢ 2a(012) §3 1 19 §2a(19460) _3() g4 a(8+2) _ 39 §3,2a(H20) _ g9 4a(812) 51 33 ga(11429)
33 (68+13) _ 19 2a(5120) | 33 ~a(H28) _ 33 ;Ba(5+20) | 30 gAa(4d) | 19 ;2a(T420)
94 §3¢0(1T460) 51 a(1TH68) | g4 ~a(726) 52 4 60 52c-a(1H20) | 79 52 ~4a(44)
—8 (512053 1 94 (2053 75 (19460) 1 g ¢~ a(5120) _gq 52(17H60) 50 § g a19169)
48 63 @(1H420) _ () 52506 3H3) 4 5 a(5120) 5_ 49 5 ;a(17460) _ 19 a(5+2 5)52} /

{—96 §3e1H9) 1 360 § ¢ 34(529) £ 1992 ¢4 108 ¢ U(20) .32 537a(19469)

—360 ¢ (™29 54360 § ¢ *(H29) 160 ¢ *(5129) _32 53¢ a(60H13) _g16 5264 a(3+0)

1432 §2¢H20) 144 526 60H13) | 608 526 24(5120) 4 144 § ¢ Ho(3H0) | 96 § ¢ 2 (5420)
1608 526 20(T20) | gy 54 2a(TH208) | 439 5253 a(5120) _ 39 53,-a(11420) | g 533 a(5120)
1384 53¢ 2a(5120) | g6 § ¢ 2a(T20) _ 184 § ¢ a(63H13) _gg 4 a(52) 53 _ 16 4 a(42) g4
45 e 4a(d2) _ 576 53 4a(310) | 384 §352a(T120) _ 168 ¢4 a(512) 5 _ g ga(11+20)

60 ¢2(68H13) _ 174 ;4a(345) _ g0 2a(5120) _ 108 a(9426) _ (g ¢Ba(5426) _gg gL a(3+9)
—60 e 2(729) 144 ¢ (120) 52 _ 96 53¢ (17H69) 1108 ¢ @ 17TH09) 432 ¢(7H29) 52

900 6264 a(H9) 4 39 ;al5428) 53 _ g -a(TH20) 53 1 () ~a(19466) | 199 4 a(5+20)

16 e 1) _ 432 526 0(1TH60) 4 184 § ¢ #(19160) | 184 ¢a(5120) 5 _36() § ¢ ¢(17169)
464 51 29520 184 5 ¢ U1H129) 1 96 53¢ (9129) 1144 6% (19169) _ 144 52 o(11H20)
200 ¢ 12322168 § ¢ Ho(H9) g5 et}

wobei 2 hier mit a abgekiirzt wurde.
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(V) =
{—1152 g 2al5120) 5 1088 53¢ #(60H11) 1 160 ¢2a(5H2) 55 _ 1680 ¢ ¢(60H1) _ 4979 ¢a(T20) 5

1176 63 2a410) 4 1536 § ¢ 3(5120) _ 3072640 1575 ¢ 22(3129) _ 368 c2a(3120) 54

11152 ¢ 20(4819) 5 1 709 ¢ a(T20) _ 448 §3,a(19160) | G319 o~4a(12) 52 768 s a(5+20)
19258 § ¢ 2al4t0) 198 cal68H1) 54 | 39() 55,4 a(310) _ 3709 5 ¢ (H20) _ 1648 ¢2a(3120) 53
44920 e—a(5+2 6)+3712 53e—a(65+13)+512 e—a(G 5+13)54+32 556_4 a(4+9) —1928 54€—a(19+6 3)
5648 §2¢4a(10) _ 39592 5 ¢ a(6H11) _ogr6 542 a(5120) _ 1440 526 (9129)

+8].28 62e~a(6 &13) +976 52672 a(5%2 5) _32 672 a(3+2 5)65 o 11484 5 €~4 (l(3+(§) _ 160 672 a(7+2 5)65
_3232 e—a(65+11)52+3056 56—(1(11"1‘2 6)+108O 526_2 a(7+2 5) —816 546_2 a(7+2 6)

+512 54e—a(17+6 6) — 6528 526_3 a(5+2 ) +64 53€—a(11—|—2 5) — 4608 536_3 a(5+2 6) —3810 6_2 a(3£2 5)6
192 53¢ H20) _ 5799 §3¢2a(5120) 1 1350 § ¢ 20(H20) 4 5084 § ¢ 2(60H13) 4 5168 g1 a(042) 53
+1584 ¢ 1 a(312) 54 1 39 527a(1960) _ 1485 4 a(842) | 9848 534 a(310) _759 53 2a(H20)
11386 ¢ 4al5t2) 5§ 390 ¢2a(5120) §5 1 1994 ¢a(1H20) | g4 ¢a(65H3) 4 430 ¢2a(4619)
9562 ¢ 4a(319) 4 3186 ¢ 20(5120) _ 709 ¢-a(H20) _yg Ba(5120) 4 9144 sie4a(3t9)

11695 ¢ 2al4t0) | 741 2a(F20) 4 1056 ¢ (5129) 52 1 9439 §3¢a(17H60) _ g ¢ @(17469)

_864 e—a(?—l—? 5)52+1248 626—(1(11"1‘2 5) +872 526_4 a(4+5) _64 e—a(5+2 6) 63+ 192 e—a(7+2 5)63

1960 ¢ @(1H69) _gg0 g4al5120) | 119 st tal#t9) 1 1600 526 @(17H60) 4 1264 § ¢ @(19169)
—3592 ¢ 22(3+29)52 110300 6 ¢ 22(5129) 15008 ¢ *(>129) § 4832 § ¢ @174 5>} /

{360 (M20)5 196 6% o(H9) 360 35420 _192 e — 108 ¢ (M2°)

—32 53¢ (1969) L 900 ¢4 (32)52 4 168 § ¢4 4(4) 360 § ¢ #(H20) _g( ¢ @(5129)

+32 %6 (09113) 1 816 5261 a(310) 4 512 a(5120) 439 52 (9120) 144 62 (69H3)
—608 526—2 a(5+26) _14456—4a(3+5) —96 (56_2 a(5+2 6)+1845€—a(11+2 0) — 608 526—2 a(™296)
—64 546_2 a(™296) — 439 526_3 a(5+290) +39 536_a(11+2 é) —96 536_3 a(5+26) —96 536—(1(9-}—2 d)
384 53672 a(5+26) —96(5672 a(™2 6)+18466ﬂ(6 6+13)+96 641a(6+2)53+16 64a(&k2)64
144 526ﬂ(1946 6)+45 eAa(M2)+576 53641a(3+6) —384 53672 a(™2 6)4—168 e#a(6+2)5
160 ¢ “(1H20) 1 60 ¢ #(65H3) 4 174 ¢ 4a(31) 4 6 2 4(529) 108 ¢ a(429)

1108 ¢ 32(5129) g6 §4e4a(31) 4 45 4 a(4H0) 0 ¢ 2a(TH20) _ 144 ¢ al(5120) 52

196 53¢ (1769) _ 108 ¢ ¢(1769) 4 439 ¢ (7420) 52 | 144 526 *(1HH20) 4 900 524 #(49)
-39 e—a(5+2 6)(534-96 e—a(7+2 6)53_60 e—a(19+66) —1992 e—4a(5—|—2 6)—1-16 546—4a(4+6)

1432 §2¢70(1TH69) _ 184 § ¢a(19469) _184 oa(5+28) 54 360§ eﬂ(”%‘”}
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Anhang D

Zweite Ordnung Storungstheorie

Zur Berechnung der zweiten Ordnung in g muss zunéchst das Integral

<S%>O = 912/dxl/dxg/d:cg/dx4a(:c1—x2)a(x3—x4) (D.1)
([1—cos (01 — 65)] [1—cos (03 — 04)])

mit 0; = 0 (x;) gelost werden; die Rechnungen bis zur Temperaturabhéngigkeit

folgen wieder [Hofstetter] (1997). Da Terme der Form (cos (§; — 65)), schon aus
Kapitel [3 bekannt sind, muss noch der Ausdruck

(cos (61 — 02) cos (03 — 1)), = 3 (cos (01 — Oz — O3 + 04) + cos (6 — 05 + 03 — 04)),
berechnet werden. Analog zu Gleichung (3.17)) gilt
(cos (01—, —05+04)), = (D.2)

V2 omi (2mm)? (27rm )
e ™M cos | ——(—To— 23+ cos — g — 3+ )
Zo\/f%: 7 (@1=22—23+24) | (c08 (91— G2 —Ps+04))

Die ¢p—Mittelung wird wieder beziiglich der quadratischen Wirkung (3.16]) durch-
gefiihrt. Nach dem Wick—Theorem gilt folglich

(cos (1 —a—d3+¢4)) = exp {_é <(¢1—¢2—¢3+¢4)2>J :
Analog zu Kapitel [3| ergibt sich:

(61— 2= s+ 00)") = (D.3)

(|£L‘1—[L'2| + |£B3—[L‘4| + |£l?1—$3| + |[L’2—$4| — |$1—ZE4| — |ZE2—£B3|)

1
—— (21 —$2—IE3+$4)2

L



92 ANHANG D. ZWEITE ORDNUNG STORUNGSTHEORIE

Fiir den windungszahlabhéngigen Anteil von (D.2) wird zunéchst wieder die
Poisson—Summenformel verwendet

; @rm)? 2mm
T 2627r7,mnz— 27;*5 cos (ﬂ-(.fl—xz—l'g—‘—l’;;)) — (D4)
m
L - [eé(nzWn)z_f_eé(nfrzl”L%Jrz‘lnf
22y

Fiir grofle L werden wieder alle Terme mit n # 0 exponentiell unterdriickt. Es
gilt:
<COS (01 — 92 - 93 + 94)>0 = (D5)

o 1 2
% (enz|x1—x2—x3+x4\_'_e—nm|a:1—x2—:c3+x4\> 6—% 6_2<(¢1—¢2—¢3+¢4) >¢

bzw. mit Gleichung (D.3)

<COS (61 — 92 — (93 + 94)>0 =

1
1 (enz|xlfx2713+a:4| + efnzlxlfxszt3+x4\) 6*5(|$14‘E2|+|$3ﬂ4|+|11ﬁ53|+|I2ﬂ4|*|x1ﬂ4|*‘mﬂ3|)
5 .

Die Berechnung von (cos (61 — 6, + 05 — 04)), erfolgt analog. Zur Vereinfachung
der Notation wird noch z; — 2x; skaliert. Damit wird (D.1]) zu

L/4 L/4 L/4 L/4
—/ / xg/ dxg/ drsa(xy — 29) a(x3 — 24)

L/4 L/4 —L/4 —L/4
% {1 -1 (e—|z1 x2|(1+2nz)+€—|z1—x2|(1—2nz)) . % (6—\x3—x4|(1+2nz)+€—\x3—x4|(1—2nz)>

4+ 1o lerae|—lesaal—lorws|—lwrwal ozl Hoows] (672nz|xrw2ﬂ“3+w4\ o e2nz|x1%2%3+m4|)
4

+l€—|$1—w2|—|$3—w4|—|$1—w4|—|$2—w3|+|$1—w3|+|$2—w4| (6_2"w|$1_"32_$4+553| _62711:\331—562—%4—1-%30]
4
An dieser Stelle bietet sich wieder die Einfithrung von Relativkoordinaten
r=T1 — Xg, Y =Tz — Xy, Z =1 — I3

sowie einer Schwerpunktskoordinaten an. Die Jakobi-Determinante dieser Trans-
formation ist eins; die Schwerpunktsintegration ergibt einen Faktor L /2.

I [L/A L/4 L/4
<Sf> = —/ :v/ dy dz a(x)a(y)
0 2¢%2.J)-L L/4 —L/4
x[1-1 (eflw\(mnz)+ef|x\<172nz>> — 1 (e wl200) 4 o-lyl01-200))
el etytalpsle bl (p—2neloy] _ g2l

Lyttt iyl (o~ 2nelotal _ 2nelon )]
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Nach der Kumulantenentwicklung
2
_ _ 9 2\ _ 2
2 =2 —g(Si)+7 ((st), = (51%)
muss von (S7), noch der Term
2 L/ L/4
2 _ 1 —|z|(14+2ng) —|z|(1-2ng)
(500 o [t [ oo (1 00020
X (1 — % (6_‘y|(1+2nz)+€_‘y|(1_2nz)))
subtrahiert werden. Es gilt
L/4 L/4 L/4 a(z)a y)
S2) (82 = / dy [z [ a D.6
< 1>0 tS1)o L/4 L/4 La g2 (D-6)

“ _411(6 el14200) . oel(1=210)) (i+200) | o= l1-200)

1

_‘_16 |zl =12l +ly+2|+|z—z|—[—z+z+yl -yl (6 lz=y2na 4 olz y|2nz>
1 —lz|=lzl+lz—yl+|z—z|—|—z+2+y| -yl (—|z+y|2n lz+y|2n

+-e (6 “te z) :

Der Term der Plateausteigung in zweiter Ordnung in g

= £ 7 (1, - )

Ne=0
lautet folglich fiir grofle L:
ORI AT L b el 2
X\ = 5/_oodx/_oody/_oodzoz(m)oz(y)e [—2 (x +y ) (D.7)
(o — y)rem el (g2l

mit

1 (1 1 11 (a2 g 1
2
a@)aly) =g Lﬂx? MR < +> Tori T 5L (y2+x2> o (LG)]

Teilweise numerische Integration ergab fiir den L-unabhéngigen Term (Hofstetter|
fund Zwerger| (1997)) in Ubereinstimmung mit [Grabert| (1994):

Y& (L=00) = —0.05201077 ¢

Die fithrenden Terme in L' konnten mit Maple analytisch berechnet werden.
Dazu wurde das Integral

/_O;dx/_zdy/_o;dzf(m,y,z)
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zunachst in die Form

0 0 0
+f(x7ya _Z) + f(_m7y7 _Z) + f(mv -Y, _Z) + f(_xv -Y, _Z)]

gebracht. Auflerdem wurde verwendet, dass der Integrand ohne den Term
a(x)a(y) symmetrisch beziiglich Vertauschungen von x und y ist. Bei den vier

Teilintegralen
S z/2 00
L = / dx/ dy/ dz ...
0 0 0

I, = /Oodx/z dy/oodz...
0 z/2 0

o] 2z o)

I — / da:/ dy/ - ...
0 T 0

L = / d:c/ dy/ dz ...
0 2z 0

wurde die z—Integration wieder jeweils in vier Integrale aufgeteilt:

oo x/2 Y T—y x Tty

/ dx/ dy{/ —l—/ -l—/ +/ }dz

0 0 0 Yy T—yY T
00 T r—y Yy T Tty

I, = / dx/ dy{/ —|—/ —l—/ —l—/ }dz
0 x/2 0 T—y y T
o0 2z y—x T Y T+y

I3 = / dx/ dy{/ —i—/ +/ +/ }dz
0 z 0 y—x T Y
o o0 x Yy—x Y +y

I, = / d:v/ dy{/ +/ +/ +/ }dz...,
0 2z 0 T Yy—x Y

wobei die obere Integrationsgrenze = + y ist, da der Integrand fiir = > z + y
verschwindet. Das Ergebnis in fithrenden Ordnungen in L1 lautet

16 (160 In(2) — 33) 88 176\ 1 e
@ _ @ 10 2 <_ ) 2 9-
X7 =X (L= + w22 s o) 9 PO\ )

I

wobei bei der Berechnung des letzten Terms beriicksichtigt werden musste, dass
die z—Integration in Wirklichkeit nur bis L/4 geht. Auch hier zeigt sich wieder
die typische Korrektur o (%) Grabert| (1994]) gibt bei seinen Rechnungen in
zweiter Ordnung in g keine analytischen Resultate fiir endliche Temperaturen an.




Anhang E

Wie skalieren die Fluktuationen
bel einer Summe von N
Ereignissen?

Bei N > 1 unkorrelierten ((dz;0z;) o d;;) Zufallszahlen x; mit dem Mittelwert
(x) und der Standardabweichung Az ist die Antwort nicht besonders schwierig
(In =X, z3):
Wegen

AL = (I}) = (Iy)?

gilt
N N
AI?V = Z Z (wixj) — N? <:1c)2
i=1 j=1

und folglich
N

AL =Y <:1322> + 23 (wz;) — N° (z)?

i=1 i<j

so dass mit dz; = x; — (x)

AL = N (2%) + 23 (2)* + 2 (dwibx;) — N* (z) (E.1)
1<j 1<j

gilt. Fiir unkorrelierte Zufallszahlen folgt daraus wegen -, = évzl( j—1)und
al 1
(-1 = NN -1)
=1 2

die Gleichung

A = N (%) + Q;N(N — 1) (z)* = N? (z)?
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was nichts anderes ist als
AL} = N(a%) = N (z)*,
d.h. der relative Fehler von Iy skaliert wie

Aly _ 1 Az

Iy VN()

Anders verhilt es sich hingegen, wenn die Zufallszahlen korreliert sind (siehe
Anhang B.2)), d.h. wenn (§z;,0x;) fiir kleine n in etwa Az? ist und erst auf einer
Skala M (1 < M < N) gegen 0 geht, da dann

(E.2)

N
> (dwodz;) ~ M Az

i=1
gilt. Aus Gleichung folgt in diesem Fall wegen M < N fiir die Varianz:
AL} ~ N (2%) = N (z)* + 2N M Az
was wegen M > 1 nichts anderes ist als
Al ~ 2NMAx? .

Fiir korrelierte Zufallszahlen skaliert der relative Fehler von Iy folglich wie

Aly 2M Ax
Tu ~ “W@' (E.3)
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