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Zusammenfassung

Aufgrund der in der Quantenfeldtheorie auftretenden Singularitdten und der In-
konsistenzen beim Versuch einer Quantisierung der Gravitation wird oft angenommen,
dass die glatte kommutative Raumzeit-Struktur bei sehr kleinen Abstdnden, und ent-
sprechend sehr hohen Energien, nichtkommutativ wird. In dieser Arbeit werden solche
nichtkommutativen Strukturen untersucht. Explizit werden sie durch eine Algebra von
nichtkommutierenden Koordinaten beschrieben, welche die Funktionenalgebra eines
kommutativen Raums ersetzt.

Eine besondere Rolle spielen so genannte ¢-deformierte Quantenrdume, da bei die-
sen nicht nur der Raum selbst nichtkommutativ wird, sondern die Symmetriegruppe
des Raumes ebenfalls abgedndert wird. Auf diese Weise erhélt man Quantengruppen.
Im ersten Teil der Arbeit wird als spezielles Beispiel der g-deformierte dreidimensiona-
le euklidische Raum studiert. Um die Darstellungen in einfacher Weise zu gewinnen,
wird die den Raum definierende Algebra im Produkt zweier miteinander kommutie-
render Algebren realisiert. Weiter wird mit Hilfe dieser Zerlegung die nichtkommu-
tative Algebra in die Algebra der Differenzialoperatoren auf dem kommutativen R?
eingebettet. Die Koordinatenalgebra wird dann noch um Impulsoperatoren erweitert,
womit man eine g-deformierte Heisenbergalgebra erhélt. Es werden Darstellungen
dieser Algebra betrachtet; insbesondere wird sie auf der Koordinatenalgebra selbst
realisiert, dies entspricht der Ortsdarstellung in der gewohnlichen Quantenmechanik.

Eichtheorien bilden eine Mo6glichkeit, konkrete physikalische Modelle zu erhalten.
Der zweite Teil der Arbeit beschiftigt sich daher mit dem Versuch, Eichtheorien auf
nichtkommutativen Rdumen zu formulieren. Dazu wird zunéchst das Konzept kovari-
anter Koordinaten und kovarianter Ableitungen eingefiihrt. Mit diesen kénnen Tenso-
ren konstruiert werden, die der Feldstéirke in gewohnlichen Eichtheorien entsprechen.
Mit Hilfe dieser Tensoren erhélt man eine Wirkung, welche eine Beschreibung der Dy-
namik der Eichfelder erm6glicht. Es stellt sich heraus, dass es moglich ist, Eichtheorien
auf nichtkommutativen Rdumen mit Eichtheorien auf kommutativen Rdumen in Ver-
bindung zu bringen (Seiberg-Witten-Abbildung). Dies wird insbesondere unter dem
Gesichtspunkt vorgestellt, dass es damit mdoglich ist, einhiillenwertige Eichtheorien
mit endlich vielen Eichfeldkomponenten und Eichparametern zu beschreiben.

Zur Konstruktion dieser Abbildung wird das Sternprodukt von Funktionen kom-
mutierender Variabler benutzt. Es wird daher eine kurze Einfithrung in den Stern-
formalismus gegeben, und es werden auch einige nichtkommutative Strukturen als
Beispiele behandelt.
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Kapitel 1
Einfiihrung

1 Gegenstand dieser Arbeit sind nichtkommutative Rdume. Es wird oft angenom-
men, dass die Struktur der Raumzeit bei sehr kleinen Abstédnden abgeindert werden
muss [18, 73]. Ein wichtiger Hinweis in diese Richtung sind die Inkonsistenzen, wel-
che beim Versuch einer Quantisierung der Gravitation auftreten. In der Entwicklung
der modernen Physik, d.h. der Quantentheorie, musste der kommutative Phasenraum
der klassischen Mechanik aufgegeben und durch eine nichtkommutative Struktur, die
der Heisenbergalgebra, ersetzt werden, es ist daher naheliegend von der Annahme
einer kommutativen Raumzeit abzuriicken und zu untersuchen, welche physikalischen
Phénomene eine nichtkommutative Raumzeit bedingt.

Zur Untersuchung nichtkommutativer Rdume wird versucht, Prinzipien zu folgen,
die sich beim Studium kommutativer Rdume bewéhrt haben. So ist aus der Mathe-
matik wohlbekannt [31, 60], dass lokalkompakte Mannigfaltigkeiten dquivalent durch
ihre Funktionenalgebra beschrieben werden kénnen. Und umgekehrt jeder kommu-
tativen C'*-Algebra eine Mannigfaltigkeit entspricht, zu deren Funktionenalgebra sie
isomorph ist. Daher ist es natiirlich, nichtkommutative Rdume durch eine nichtkom-
mutative Algebra von Funktionen zu beschreiben. In der Physik sind jedoch nicht
vollig allgemeine Strukturen [11] von Belang, vielmehr interessieren Riume, die ge-
wisse weitere schone Eigenschaften besitzen [52].

Eine wichtige Rolle spielen dabei die Symmetrien, die ein Raum besitzt. Dies
zeigt sich z.B. darin, dass ihnen erhaltene Groflen entsprechen [62]. Es erscheint da-
her sinnvoll, auch nichtkommutative Rdume zusammen mit ihren Symmetriegruppen
zu betrachten. Ist nun ein kommutativer Raum mit darauf wirkender Symmetriegrup-
pe gegeben und wird dieser etwas abgedndert (also nichtkommutativ gemacht), wird
gefordert, dass die auf den so erhaltenen nichtkommutativen Raum wirkende Symme-
trie aus derjenigen des urspriinglichen Raumes ebenfalls durch eine kleine Anderung
hervorgeht.

Nichtkommutative Stukturen, welche sich dann anbieten, sind so genannte Quan-
tenrdume, genauer g-deformierte Rédume, auf die Quantengruppen wirken. Quanten-
gruppen gehen aus den klassischen Gruppen durch eine Deformation hervor. Als
Hopfalgebren besitzen sie eine wohlbekannte mathematische Struktur.

Die Eichtheorie hat sich in der theoretischen Hochenergiephysik, und dort beson-
ders erfolgreich im Rahmen des Standardmodells, als eine solide Basis zur Formulie-
rung konkreter Modelle erwiesen. Es liegt daher nahe, eine unter lokalen Eichtrans-
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8 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

formationen kovariante Dynamik zu fordern. Hier ist lokal im Sinne des nichtkommu-
tativen Raumes zu verstehen, dass also die Eichparameter Funktionen nicht kommu-
tierender Koordinaten sind.

In dieser Arbeit soll versucht werden, diesen Konzepten folgend, Beispiele von
nichtkommutativen Rdumen und Modellen darauf zu untersuchen. Entsprechend glie-
dert sie sich im Wesentlichen in zwei Teile.

2 Im ersten Teil, das sind Kapitel 2 und 3, wird der dreidimensionale g-deformierte
euklidische Raum behandelt. Ausgangspunkt ist eine nichtkommutative Koordina-
tenalgebra, welche den ,,Raum* definiert, und die zugehorige Symmetriestruktur, die
g-deformierte Drehimpulsalgebra.

Um die Struktur des nichtkommutativen Raumes besser zu erfassen, werden zu-
néichst Darstellungen dieser Algebra konstruiert. Da die Koordinaten nicht kommu-
tieren, kénnen nicht alle Koordinaten gleichzeitig diagonalisiert werden; zudem ist das
Spektrum dieser Koordinaten diskret. Der Raum ist ,,quantisiert*, die Eigenwerte der
diagonalen Operatoren, also die moglichen Messwerte der Koordinaten, veranschauli-
chen was von der glatten, kontinuierlichen Struktur des kommutativen Raumes noch
iibrigbleibt.

Darauf aufbauend wird die g-deformierte Algebra durch Differenzialoperatoren auf
dem gewdhnlichen kommutativen dreidimensionalen euklidischen Raum realisiert. Die
g-deformierte Algebra wird dadurch in die undeformierte Heisenbergalgebra eingebet-
tet. Modelle, die auf der ¢-deformierten Algebra aufbauen kénnen in dieser Art und
Weise als komplizierte, nichtlokale quantenmechanische Modelle verstanden werden.!

Anschliefend wird die Koordinatenalgebra durch Hinzufiigen von Impulsopera-
toren zu einer g-deformierten Heisenbergalgebra erweitert. Dies ermdglicht es, eine
g-deformierte Quantenmechanik zu formulieren. Es stellt sich heraus, dass die Im-
pulse durch die anderen Generatoren der Algebra ausgedriickt werden kénnen. Die
Darstellungen der ¢-Heisenbergalgebra konnen dadurch in einfacher Weise erhalten
werden.

Der zweite Teil der Arbeit (Kapitel 4 und 5) beschéftigt sich mit dem Versuch,
Eichtheorien auf nichtkommutativen Rdumen zu formulieren. Die Vorgehensweise ist
zunéchst rein algebraisch. Eine Eichtransformation ist die Transformation eines Fel-
des, das ist ein Element der Algebra, unter der Wirkung eines von den nichtkommu-
tativen Koordinaten abhéngigen Elements der Eichgruppe.

Da die Eichparameter von den nichtkommutativen Koordinaten abhingen und
somit im Allgemeinen nicht mit ihnen kommutieren, ist die Multiplikation eines Feldes
mit einer Koordinate keine kovariante Operation. Um kovariante Koordinaten zu
erhalten ist daher die Einfiihrung eines Eichpotenzials notwendig. Damit ist es dann
moglich, in Analogie zur iiblichen Eichtheorie, einen (Feldstérke-/Kriimmugs-) Tensor
zu definieren.

Zur Formulierung einer Dynamik, und auch um im Limes verschwindenden Defor-
mationsparameters den klassischen Grenzfall zu erhalten, miissen jedoch kovariante
Ableitungen verwendet werden. Dazu ist es notwendig, die Koordinatenalgebra um

'Dies ist ein Beispiel dafiir, wie ein duBeres Feld auch als Teil der Geometrie betrachtet werden
kann [54]. Hier 148t sich eine Theorie mit einem komplizierten Potenzial auf einem kommutativen
Raum als , freie* Theorie in einer nichtkommutativen Geometrie auffassen. Weitere Beispiele sind
die Metrik einerseits als Feld auf einem flachen Raum, andererseits als Geometrie eines gekriimmten
Raums, und auch die nichtkommutativen Strukturen, wie sie in der Stringtheorie auftreten.



Ableitungen zu erweitern, welche dann kovariant gemacht werden miissen. Dies wird
fiir den kanonischen Fall und, zum Teil, fiir die Quantenebenen-Struktur — zwei Bei-
spiele nichtkommutativer Rdume, siehe unten — durchgefiihrt.

Es zeigt sich, dass es moglich ist, einen Zusammenhang zwischen der Eichtheo-
rie auf dem nichtkommutativen Raum und der Eichtheorie auf einem kommutativen
Raum herzustellen. Um dies zu erreichen, wird in Kapitel 4 zundchst das so genannte
Sternprodukt eingefiihrt:

Ist eine Mannigfaltigkeit mit Poissonstruktur gegeben, wird dazu das kommuta-
tive punktweise Produkt der Funktionenalgebra C> auf der Mannigfaltigkeit durch
ein nichtkommutatives x-Produkt ersetzt. Dieses ist gegeben durch eine Potenzrei-
he in einem formalen Parameter, wobei die Summanden bilineare Abbildungen von
C*® x C*° nach C* sind. Der x-Kommutator zweier Funktionen beginnt mit einem
im formalen Parameter linearen Term, dabei ist der Koeffizient durch die Poisson-
klammer der beiden Funktionen gegeben. Ersetzen des formalen Parameters durch
die Planckkonstante fiihrt so in niedrigster Ordnung gerade zu den Heisenbergschen
Vertauschungsrelationen; daher stammt auch der Name Deformationsquantisierung
fiir das Sternprodukt.

Jetzt ist es moglich die Algebra, und damit auch die nichtkommutative Eich-
theorie, mittels des #-Produkts auf einem kommutativen Raum mit abgeéinderter
Multiplikation, eben dem *-Produkt, zu realisieren. In der so erhaltenen Entwicklung
im formalen Parameter (Deformationsparameter) kann die nichtkommutative Eich-
theorie Ordnung fiir Ordnung durch die gewthnliche Eichtheorie ausgedriickt werden.
Umgekehrt kann dies so interpretiert werden, dass der nichtkommutative Raum ein
Effekt der Eichtheorie ist.

3 Explizit werden in dieser Arbeit nichtkommutative Rdume folgendermafien be-
schrieben: Der Raum ist charakterisiert durch die von Elementen #!,... 2" — den
Koordinaten — frei erzeugte Algebra modulo gewisser Relationen R, welche von den
Koordinaten Z* erfiillt werden:

(1.1)

wobei formale Potenzreihen zugelassen werden. Dies ist eine rein algebraische De-
finition; Aussagen iiber die Topologie usw. werden nicht gemacht. Analytische Ei-
genschaften werden erst dann wichtig, wenn Darstellungen der Algebra betrachtet
werden.

Typische Beispiele nichtkommutativer Raumstrukturen, welche in dieser Arbeit
ofter auftauchen werden, sind:

Kanonische Struktur

[2',27) =i0Y, Y € C, (1.2)
Liealgebra-Struktur
(2%, 39) = i f9 .k, f¥, eC, (1.3)
Quantenebenen-Struktur

[, 29) = icyakal,  Cpec. (1.4)



10 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Die kanonische Struktur ist aus der Quantenmechanik wohlbekannt; sie ist si-
cherlich die naheliegendste Abénderung eines kommutativen Raumes. In den letzten
Jahren gab es auch in der Stringtheorie vielféltige Literatur zu dieser nichtkommu-
tativen Struktur; dort werden D-Branes in einem konstanten Hintergrund B-Feld in
dieser Weise nichtkommutativ [12, 20, 68, 71].

Liealgebren und Liegruppen spielen natiirlich schon lange eine wichtige Rolle in
Physik und Mathematik.

Quantenriume und damit verbunden Quantengruppen sind seit ungefahr 20 Jah-
ren Gegenstand aktiver Forschung. Hier wird nicht nur die Raumstruktur deformiert,
sondern gleichzeitig auch die auf den Raum wirkende Symmetriegruppe.

Eine wichtige Eigenschaft, die diese Beispiele besitzen, ist die so genannte Poin-
caré-Birkhoff-Witt Eigenschaft: Die von den Elementen &', ..., 2" erzeugte freie Al-
gebra 7 = C(z',... , &) besitzt, assoziert mit ihrer natiirlichen Graduierung 7" eine
Filtrierung 7W = @fzo T!. Projektion auf die Quotientenalgebra A = 7 /R ergibt
auch auf dieser eine Filtrierung:

AO c AW c A ca, [JAV =4
AD L AR) o AR (1.5)
mit
70

0 - 1
ac A <~ ac€ = (1.6)

Die Poincaré-Birkhoff-Witt Eigenschaft besagt dann, dass die mit der Filtrierung
assozierte graduierte Algebra

A0
Al-1)
isomorph zur symmetrischen Algebra ist. Der Name Poincaré-Birkhoff-Witt kommt
aus der Theorie der Liealgebren bzw. deren Einhiillenden. Fiir einen Beweis dort siehe
z.B. [17, 72].

Fiir physikalische Anwedungen ist es sinnvoll, zu fordern, dass die Algebren zusétz-
lich eine Konjugation besitzen, d.h. einen antilinearen involutiven Algebraautomor-
phismus. Die so erhaltenen reellen (also selbstadjungiert im algebraischen Sinne) Ko-
ordinaten sollten dann auf einem Hilbertraum durch selbstadjungierte Operatoren
dargestellt werden.

(Gr(A))' =

(1.7)

4 Quantengruppen sind Deformationen der klassischen Gruppen in der Kategorie der
Hopfalgebren. Als solche tragen sie eine Bialgebrastruktur und besitzen eine Antipode.
Diese Strukturen sind aus der Darstellungstheorie motiviert, ein Grund weshalb solche
Deformationen in der mathematischen Physik Interesse finden. Dass eine Algebra eine
Bialgebra ist bedeutet, dass sie neben der Algebrastruktur eine Koalgebrastruktur,
bestehend aus einem Koprodukt A und einer Koeins ¢, besitzt und dass diese beiden
Strukturen miteinander vertréglich sind, also A und e Algebrahomomorphismen sind.
Genauer ist das Koprodukt eine Abbildung von der Algebra ins Tensorprodukt der
Algebra mit sich selbst:

A:A—- AR A, aHZa(l)@)a(Q), (1.8)
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wobei wir hier die Sweedler-Notation verwendet haben. Die Koeins ist eine Abbildung
von der Algebra in den Grundkérper (C):

e: A—C. (1.9)

Die Bedingungen, die diese beiden Abbildungen erfiillen miissen, um eine Koalgebra
zu definieren, sind

(Aid)cA=(Id® A)o A
(c®id)oA=id = (id®e)o A (1.10)

Ein Koprodukt mit diesen Eigenschaften erlaubt es, aus dem Tensorprodukt zweier
Darstellungsraume V', W wieder eine Darstellung der Algebra zu machen:

a(v®w) :Za(l)v®a(2)w, ac AveV,weW. (1.11)
Mit der Koeins ergibt sich vermoge
ak = e(a)k, ac A keC (1.12)
sofort eine Darstellung der Algebra auf dem Grundkérper. Die Antipode
S:A— A (1.13)
ist ein antilinearer Algebrahomomorphismus und muss
mo(S®id)oA=noec=mo(id® S)oA (1.14)

erfilllen, um aus (A, m,n,A,¢e,S) eine Hopfalgebra zu machen (hier stehen m :
A® A — Aund n: C — A fiir die Multiplikation und die Eins der Algebra A). Sie
entspricht der Inversenbildung bei einer Gruppe. Darstellungstheoretisch ermoglicht
sie es, den Dualraum V* eines Linksmoduls V' der Algebra A wieder zu einem Links-
modul zu machen:

@f)(v) = f(S(a)v), acAfeV'veV (1.15)

Ausfiihrliche Darstellungen dieser Begiffsbildungen und auch der Deformation von
Gruppen sind zum Beispiel in den Artikeln [21, 23, 82] und in den Monografien
[1, 42, 43, 51, 55, 75] zu finden.

Fiir Koalgebren gibt es die zum Begriff einer Darstellung einer Algebra duale
Begriffsbildung von Kodarstellungen. Quantenriume sind nun Komoduln der defor-
mierten Funktionenalgebra von Gruppen. Bzw., wenn die Einhiillende der zur Grup-
pe gehorenden Liealgebra deformiert wird, Moduln der deformierten Liealgebra. Die
Réume, die so erhalten werden sind im Allgemeinen nichtkommutativ.

Im Falle g-deformierter Rdume sind die Vertauschungsrelationen R quadratisch
in den Erzeugenden #°. Sie konnen geschrieben werden als

'3 = Rpik3!, R eC. (1.16)
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Die R-Matrix erfiillt die Yang-Baxter Gleichung. D.h. mit den Definitionen

iiais i gis
12514253 — J1J2 ~J3
H o diinds  _—  si1 piais
R23J1j2j3 - 5j1 Rj2j3 (1’17)
gilt
Ri2 Rog R12 = Raz Ri2 Ros. (1.18)

Ist die Yang-Baxter Gleichung (1.18) erfiillt, so besitzt die Algebra (1.16) die Poincaré-
Birkhoff-Witt Eigenschaft.



Kapitel 2

Euklidischer Quanten-Raum

In diesem Kapitel behandeln wir als spezielles Beispiel fiir nichtkommutative Rdume
den dreidimensionalen euklidischen Quantenraum, eine g-Deformation des kommuta-
tiven R3.

Weiter betrachten wir die Symmetriestruktur dieses nichtkommutativen Raumes.
In unserem Fall ist dies soq(3)1, die g-Deformation der Einhiillenden der Liealghra
s0(3). Die Algebra des Quantenraums ist eine so4(3)-(Links-)Modulalgebra. D.h. die
Koordinatenalgebra bildet als Vektorraum einen (Links-)Modul der Symmetriealge-
bra und die Vertauschungsrelationen der Koordinaten sind mit der Wirkung > der
Symmetriealgebra vertréglich:

T (#'37) = (T » &) (Tigypa?),  Tel=c(T)L. (2.1)

Hier ist T" ein Element der Symmetriealgebra, und wir verwenden wieder die Sweedler-
Notation: A(T) = > T(1) ® T{). Die Vertauschungsrelationen zwischen den Genera-
toren der Symmetrie und den Koordinaten sind dann gegeben durch [42, 55]:

Ti' =Y (T > i) ). (2.2)

Im Folgenden definieren wir zunichst die Algebra durch Angabe der Vertau-
schungsrelationen und behandeln danach ihre Darstellungen.

Die Darstellung in diesem Kapitel folgt im Wesentlichen den beiden Veroffentli-
chungen [10] und [70].

2.1 Definition der Algebra

2.1.1 Koordinaten- und Drehimpulsalgebra

Verwendet wird die Notation aus [50], in der die Generatoren der Algebra mit Grof-
buchstaben? X4 und T4 bezeichnet werden, wobei die Indizes A, B jeweils iiber

Wir werden fiir die g-Deformation der Einhiillenden einer Liealgebra g durchgehend die Bezeich-
nung gq statt (der korrekteren) U, (g) verwenden.

2Diese Notation wird nur fiir das spezielle Beispiel des Rg in den Kapiteln 2 und 3 benutzt.
Im allgemeineren zweiten Teil der Arbeit verwenden wir die Bezeichnung & fiir nichtkommutierende
Koordinaten.

13



14 KAPITEL 2. EUKLIDISCHER QUANTEN-RAUM

+,—,3 laufen. In [48, 50] werden die Algebra und ihre Konstruktion eingehender
diskutiert.
Wir beginnen mit dem euklidischen Quantenraum Rg. Dieser wird von den drei
Koordinaten X+, X, X3 erzeugt. Die Relationen sind:
X3XT —?XtX3 = 0
X3X"—¢2X X3 =0
X" XT-XTX" = AX3X3, A=q¢—q ', ¢eR (2.3)
Fiir die Darstellungstheorie werden wir in dieser Arbeit ¢ > 1 verwenden. Fiir 0 <
q < 1 erhilt man #dquivalente Ergebnisse, da die Algebren RZ’ und Rg,l isomorph

sind, vermége Xt — X, X3 — X3. Die Algebra (2.3) erlaubt eine Konjugation —
daher der Name Rg:

X+t =—¢gX, X3 = X3 (2.4)
Die deformierte Liealgebra su,(2) =~ s0,(3) wird erzeugt von 7T, T~, T3 mit den
Vertauschungsrelationen
'Y —qr Tt = T3
q2T3T+ _ q72T+T3 — (q 4 qfl)T*F
PT T3 — ¢ ?T3T~ = (¢+q¢ HT. (2.5)
Die Konjugation ist gegeben durch

T+=_-T"

2 T3 = T3, (2.6)

Die Koordinaten X4 bilden eine Spin-1-Darstellung® der sug(2). Damit sind die
Vertauschungsrelationen zwischen den 7" und den X
X = X°7®
33Xt = ¢ XT3 4+ ¢+ ¢ HXT
T3X~ = X T3—ql+¢A)X™

T+X3 _ X3T+ +q—2 /1 +q2X+
T+X+ — q—2X+T+
THX™ = ¢X TH+¢'WV1+2Xx3

T-X3 = X374+ q¢/1+¢2X~
T-X* ¢2XTT + 1+ ¢2X3
T-X~ = ¢X T, (2.7)

Der g-deformierte Radius ist gegeben durch
R? = X3X3 —gXtX —¢ X X*
CXB3X3 4 (1 +¢HXTXT. (2.8)
SDarstellungen der su,(2) werden z.B. in Abschnitt 2.2.1 behandelt.
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Dieser ist zentral in der T X-Algebra, hermitesch (ﬁ = R?) und positiv. Wir erwei-
tern die Algebra noch um R = (Rz)% und R~ = (Rz)_%.
Der Casimiroperator der suq(2) ist

- 2 1 1 _ 1+
T? = svil + vl + T — 2 (2.9)
Hier haben wir
T=1-\T3 (2.10)

eingefiihrt und die Algebra um 73 und 772 erweitert. 7 ist hermitesch (T =171), seine
Vertauschungsregeln mit den Elementen 74 und X4 folgen aus (2.5) und (2.7), wenn
man dort 7% durch 7 ausdriickt (73 = A~1(1 — 7)):

X3 = X3r
Xt = ¢TX*r
T3 = T3r
Tt = T (2.11)

Im Limes ¢ — 1 erh&lt man aus den obigen Relationen den kommutativen euklidi-
schen dreidimensionalen Raum R? (aus (2.3)) und die Liealgebra su(2) (aus (2.5)) mit
iiblichen Radius (aus 2.8) und Casimiroperator (aus 2.9). 7 besitzt kein klassisches
Analogon, bzw. konvergiert gegen 1.

Fiir die Bestimmung der Darstellungen benétigen wir den Bahndrehimpuls [50].
Die Bahndrehimpulsoperatoren LT, L~, L% kénnen durch die Algebraclemente T4
ausgedriickt werden, siche Gleichung (A.12) im Anhang. Wir wollen als Einschrén-
kung (Bahndrehimpulsbedingung)

LoX =I3X3—qL™X —q¢ 'L Xt =0 (2.12)

fordern; siehe dazu auch [50], wo gezeigt wird, dass diese Relation innerhalb der ¢-
Heisenbergalgebra gilt. Im Sinne der g-Metrik

gr-=-a g-+=-¢" gp=1 (2.13)
bedeutet die Bedingung (2.12), dass der Bahndrehimpuls orthogonal zu den Koordi-
naten ist. Dies ist analog zum undeformierten Fall, wo L = Z x § (p=Impuls) ist und
das Skalarprodukt der Vektoren L und & entsprechend verschwindet: L - £ = 0.

2.1.2  su4(2), suqe(1,1) und Koprodukt

Die Relationen (2.5) definieren die Algebra der sl,(2). Wir wollen hier zwei reelle
Formen dieser Algebra betrachten: die su,(2) und die suq(1,1). Mit T4 bezeichnen
wir die su,(2)-Generatoren, mit K4 die su,(1,1)-Generatoren. Unterschiedlich sind
dann die Konjugationseigenschaften:

sug(2) : T3=T3, T+=q2T"
@ 210

q [E— —_—
sug(1,1) K3=K3 Kt=—¢ 2K~
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Die sl4(2) besitzt das folgende Koprodukt:

AT} = T3@14+70T3
ATY) = T*R14+72@T* (2.15)

wobei 7 durch die Beziehung (2.10) definiert ist und mit (2.15)

folgt.

Mit dem Koprodukt wird das Tensorprodukt zweier Darstellungen wieder zu ei-
ner Darstellung. In Abschnitt 2.2 werden wir Darstellungen konstruieren, in denen
7 diagonal ist. Die Eigenwerte von 7 sind dann entweder alle positiv, alle negativ
oder identisch Null. Falls 7 in der ersten Darstellung (d.h. des ersten Tensorfaktors)
negativ ist, ist die Komultiplikation (2.15) ungeeignet, da A dann zwar ein Homo-
morphismus, aber kein *-Homomorphismus ist, man also aus dem Tensorprodukt von
suq(2)- (suq(1,1)-) Darstellungen nicht wieder eine sugy(2)- (suq(1,1)-) Darstellung
erhilt. Dies liegt daran, dass dann 77 in (2.15) anti-hermitesch ist.

Ist 7 in der ersten Darstellung positiv, erhdlt man mit dem Koprodukt (2.15)
aus dem Tensorprodukt zweier Darstellungen der T-Algebra (K-Algebra) wieder eine
Darstellung der T-Algebra (K-Algebra), also insbesondere mit korrekter Konjugation.
Wegen (2.16) ist dann 7 in der Produktdarstellung postiv oder negativ, je nachdem
ob 7 in der zweiten Darstellung positiv oder negativ ist.

Fiir den Fall, dass 7 in der ersten Darstellung negativ ist fithren wir eine etwas
abgednderte Komultiplikation ein:

AT = T*°@1+7RT°

Ag(TF) = THe1+(-7)2 @ T™. (2.17)

Wegen des Minuszeichens ist (—7')% dann hermitesch. Multipliziert man eine Darstel-
lung der T'(K)-Algebra mit einer Darstellung der K (T')-Algebra, erhdlt man durch
das modifizierte Koprodukt eine Darstellung der 7'(K)-Algebra:

T?ol+710 K3
T @1+ (—7) @K+t (2.18)

ist eine Darstellung der T-Algebra;

K3ol+neT?
K*f@l+t(-m)2®T* (2.19)

ist eine Darstellung der K-Algebra.

2.1.3 Algebrahomomorphismus suy(2) — R

Es existiert ein Algebrahomomorphismus von der T-Algebra (2.5) in die X-Algebra
(2.3) [8, 10, 29]. Dazu fassen wir die 7' X-Relationen (2.7) als inhomogene Gleichungen
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fiir die T" auf. Wir bestimmen eine spezielle Losung ¢ dieses Gleichungssystems, die
dann zum Algebrahomomorphismus fiihrt:

1
T+ — t+:—)\—q3\/1+q2X+(X3)_1

2
™ t_:%\/1+q2X_(X3)_1

1
T3 = 3= 5 (1+ R*(X?%)7?), (2.20)
wobei die Algebra um (X?3)~! erweitert wurde.

Mit (2.3) zeigt man, dass die Elemente t* die T-Algebrarelationen (2.5) erfiillen.
Ebenso gelten die T X-Vertauschungsrelationen fiir die t4, so wurden sie ja konstru-
iert. Die X-Konjugationseigenschaften (2.4) fithren dazu, dass die t4 die Konjugation
(2.6) der suq(2) erfiillen:

tt=q¢%t, B3=1¢. (2.21)
Man hat also einen *-Algebrahomomorphismus.
Aus den X X-Relationen (2.3) folgen neben (2.5) weitere Relationen fiir die ¢:

=1-M=-R*X")? (2.22)
und

- 1 1+ o2

tht = 5 (1+d°n)

_ 1 _

ttt = - (1+4¢7%n). (2.23)

Aus (2.22) liest man ab, dass 7; negativ ist, da R? positiv und X3 reell ist. Fiir den
Casimiroperator (2.9) folgt

1+q?
2
Spéater werden wir sehen, dass dies die Darstellung der ¢-Algebra bereits vollstéindig
festlegt.
Umgekehrt erlauben uns die Relationen (2.20), die Elemente X R~! durch die
Elemente ¢ auszudriicken. Wegen X3R~! = 4+./(X3)2R~2 ist das Vorzeichen nicht
bestimmt:

T? = — (2.24)

X3RN = +(-m)2
3
XtR! = A tH(—m) 2
V1+¢?
) - SR S
X"R' = + (=) (2.25)

N

Aus einer Darstellung der t-Algebra (einer suy(2)) erhalten wir damit sofort eine
Darstellung des Rg. Da immer die Kombination X4 R~1 auftritt, diskutieren wir hier
sozusagen die Algebra einer deformierten 2-Sphére.
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2.1.4 Die K-Algebra

Nachdem wir eine spezielle Losung (2.20) der inhomogenen Gleichungen (2.7) be-
stimmt haben, betrachten wir jetzt fiir eine vollstindige Losung die homogenen Glei-
chungen. Dazu machen wir den Ansatz

T = A*4t*
T3 = A3 4+43 (2.26)

Die A geniigen dann dem homogenen Anteil der Gleichungen (2.7), also
XEAT = gP2ATXE
XAt = ATX?

XEAT = ¢PATXE
XA~ = AX3

X:I:A3 — q:t4A3X:t
X3A% = A3X3 (2.27)

Das Element 7, aus Gleichung (2.22) erfiillt wie 7 die Vertauschungsrelationen
(2.11) mit den X. Wir setzen

K* = +(-m)7zat
K3 = (m)7lA3, (2.28)

was zur Folge hat, dass die K mit allen X und daher auch mit allen £ kommutieren:

KAXB _ XBKA
KAP = B4 (2.29)

Damit fithren (2.26) und (2.28) zusammen zu folgender Losung des Gleichungssystems
(2.7) fiir die T

T = 54 (—n)2K*
T = 47K (2.30)

Die K-Algebrarelationen bestimmt man hiermit aus den T7T-Relationen (2.5):

¢ 'KtK- —¢K Kt = K3
q2K3K+ _q*2K+K3 — (q+q71)K+
—q¢?K3K~ +?K K? = (g+q¢ HK". (2.31)

Aus der Konjugation der T folgt fiir die K:

K3=K3  Kt=—-¢?%K . (2.32)
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Die K-Algebra ist also eine sug4(1, 1). Beziehung (2.30) zeigt, dass gerade die Situation
(2.18) des Abschnitts 2.1.2 vorliegt.

Fiir den spiteren Gebrauch wollen wir noch die Generatoren L# (A.12) des Bahn-
drehimpulses durch die ¢ und K ausdriicken:

1 1 1 1
+ R R e
b e 1+q2{( )2t @ (k)R 1@ (- 2 K }
_ 1 _1_ _1 1o
L= 1—|—q2{(_7't) @ (—m) - 1® (—m) EK
A q? 1 1
AT -
S et e !
1 _1 - q2
+(—71)2 @ (—7x) " 2 (—K+K +ﬁ>
1+¢? 1 U _1
L e ) e )R

—Ftt @ (—Tk)iK}. (2.33)

Dieses Ergebnis erhilt man, indem man in den Gleichungen (A.12) die Beziehung
(2.30) verwendet.

2.2 Hilbertraumdarstellungen

Wir benutzen nun die oben erhaltene Realisierung der T X-Algebra im Produkt einer
sug(2) und einer suq(1,1), um Darstellungen zu konstruieren. Zunéchst betrachten
wir allgemeine Darstellungen der Algebren su,(2) und su,(1,1). Mit den zusétzlichen
Bedingungen (2.23) und (2.12) fixieren wir dann diejenigen Darstellungen, welche wir
fir die T X-Algebra benottigen.

2.2.1 Darstellungen der su,(2) (T-Algebra)

Wir konstruieren #-Darstellungen, in denen T bzw. gleichbedeutend damit 7 (2.10)
diagonal ist. D.h. das hermitesche Element 72 der Algebra soll durch einen (wesent-
lich) selbstadjungierten Operator im Hilbertraum dargestellt werden.

Die Basisvektoren, auf denen 7 (und damit 7%) diagonal operiert bezeichnen wir
mit |m). Diese sollen orthonormiert sein: (m|n) = . Wegen (2.11) wird mit |m)
auch TF|m) ein Eigenzustand von 7 sein, den wir mit ¢,,|m + 1) bezeichnen:*

THm) = cp|m + 1). (2.34)

Mit (2.11) folgt dann, dass die Wirkung von 7 auf die Basisvektoren |m) gegeben ist
durch

7Im) = Adg™*™|m), (2.35)

4Zur Vereinfachung der Notation, und wie in der physikalischen Literatur iiblich, bezeichnen wir
die einem Algebraelement T' zugeordnete lineare Abbildung im Darstellungsraum ebenfalls mit 7'
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wobei wir d und m reell wihlen, da dg~*™ reell sein muss, damit 7 hermitesch ist.

Aufgrund der Konjugation (2.14) folgt aus der Wirkung von T (2.34) die Wirkung
von T

T |m) = ¢*ct,_{Jm —1). (2.36)

Betrachten wir jetzt die 77T~ -Relation (2.5), finden wir folgende Rekursionsrelation
fiir das Betragsquadrat der Koeffizienten c¢;,:

1 _
GCrn1Cm1 = @l = N dg—*". (2.37)
Diese hat die Losung;:
1( 1 L d
c:”cm:X{_gﬁ_A—i_a)\q m—gq m} (2.38)

Hier ist « ein durch die Rekursionsrelation nicht festgelegter reeller Parameter.
Wir wéhlen ¢ > 1, ¢,¢,, wird nach (2.38) also negativ fir m — oo. Wegen
lem|? > 0, muss es ein groftes m geben, welches wir mit 7 bezeichnen, so dass

oG =0, o 16y > 0. (2.39)
Nach (2.34) gilt dann
Tt m) = 0. (2.40)

Formel (2.38) zeigt, dass |¢,,|? eine quadratische Funktion in der Variablen ¢—2™
ist. Fiir ¢72™ — 0 (also fiir m — oo) ist diese negativ. Fiir ¢~2™ — oo (m — —o0) ist
die Funktion positiv oder negativ, je nach Vorzeichen von d. Soll unser Darstellungs-

raum iiberhaupt Zusténde enthalten, muss die Funktion in einem gewissen Bereich

der positiven Halbachse positiv sein, hat also zumindest eine Nullstelle bei ¢—2™.
Damit lasst sich der Parameter a bestimmen:
o= l lq2(m71) 4 dq72(m+2) ) (241)
ALA
Mit diesem « erhilt man fiir die Funktion (2.38) zwei Nullstellen,
q72m und iq2(m+1) (2 42)
Ad ’ ’
so dass gilt:
Ko = _i (q—2m _ q—2M) g iq2(m+1) . (2.43)
mem Ag? Ad

Fiir die Matrixelemente erhilt man in Abhéngigkeit der Parameter ™ und d bei
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entsprechender Phasenwahl

Tlm) = (5 —dg~*")lm)

o |d (1
Tﬂm) = g 2\/X(q—2m _ q—2m) (qu(m+l) _ q—Qm) ‘m 4 1>

_ d _ 1 .-
T ‘m> — \/X(q—Q(m—l) _ q—2m) <mq2(m+1) _ q—Q(m—1)> ‘m _ 1)

Tim) = di\g ™|m)
— ]_ __ o 1+q2
T2 = —— (2™t 4 \gg~2™) — : 2.44
vod (4 +dg ") a2 (2:44)

Je nach Vorzeichen von d treten drei unterschiedliche Fille auf:

d > 0 Der Graph der Funktion ¢}, c,, in Abhéingigkeit von ¢ ist eine nach
unten gedffnete Parabel, also fiir m — —oo negativ. Daher muss es ein kleinstes m
geben, das wir m nennen, so dass |[m) # 0 und 7~ |m) = 0 ist, und demzufolge

—2m

Cm—1Cm—1 =0 (2.45)

d== m = —m. (2.46)

Die Anzahl der Zusténde ist dann n = 2m + 1, T muss also ganz- ober halbzahlig
sein. Wir haben also die bekannten 2/ + 1-dimensionalen (I = ) Darstellungen der
504(3) gefunden.

d = 0 Dann ist (2.38) eine lineare Funktion. Um eine positive Nullstelle zu er-
halten muss « positiv sein. Aus (2.41) erhalten wir

o= (]2%(1 (2.47)
Die Darstellungen sind unendlichdimensional und werden durch den Parameter mz, der
beliebige Werte annehmen kann, charakterisiert. Jedoch ist 7 in diesen Darstellungen
identisch Null und kann nicht invertiert werden.

d < 0 In diesem Fall ist die zweite Nullstelle in (2.42) negativ. Wir haben nur
einen groffiten Wert m fiir m, der nicht eingeschrinkt ist. Dle Darstellung ist un-
endlichdimensional. Weiter hat 7 nur negative Eigenwerte, 72 und 72 sind also im

Allgemeinen nicht reell. Aus (2.44) erhalten wir
1

Tm) = (5 —dg~™)lm)

_ d 1
TFm) = q 2\/——\/(Q‘2m—fr2m) (Q‘Qm— Y >lm+ 1)
T—|m> = 4 /__\/ —2(m—1) —2m) < —2(m—1) _ )\d (m—l—l)) ’m _ 1>

Tim) = dAg ™|m). (2.48)
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2.2.2 Darstellungen der su,(1,1) (K-Algebra)

Da sich die K- von der T-Algebra nur in ihrer Konjugation unterscheidet, konnen wir
alle Resultate weiter verwenden, die nur von der algebraischen Struktur abhéngen:

K*m) = m|m)
Telm) = Adpg ™ |m). (2.49)

Wir withlen dj, und m wieder reell. Aus der Konjugation (2.14) von K™ folgt jetzt
jedoch

K™|m) = —¢*y_q|m — 1) (2.50)
und damit die Rekursionsrelation
* * 1 —
~@V 1Yot + VY = 5 — g™ (2.51)
Diese hat als Losung
* 1 1 -2 dk —4

Im Gegensatz zu (2.38) ist diese Funktion fiir m — oo positiv, es ergibt sich also
hieraus keine Einschriankung an die moglichen Werte von m. Wir erhalten die Matrix-

elemente
1 _
K¥m) = (5 = dwa™ ™) |m)
K*im) = Y5 mlm+1)
K-m) = —¢\/[Vm 1Vm_a1lm—1). (2.53)

Alle Darstellungen sind unendlichdimensional. Betrachten wir (2.52) wieder als Funk-
tion von ¢~2™, wird diese Null, falls g~2™ einen der Werte

W):]_‘l {a + /a2 — 4qu—6)\_3} (2.54)
annimmt. Wir unterscheiden wieder drei Falle:

dp > 0 Falls o < 2¢73\/dpA\=3 = oy ist, hat (2.52) keine positive Nullstelle. Der
Wertebereich von m ist nicht eingeschrénkt, d. h. m nimmt die Werte mg + n mit
mo € R,n € Z an.

Falls a > «y ist, gibt es zwei positive Nullstellen. Bezeichnen wir die zugehdrigen
m-Werte mit m und 7, so erhalten wir aus (2.52)

. 1
Y m = a2 —tm (q

—om q—2m)(q—2m _ q—2m). (2.55)

Hieraus bestimmen sich die Parameter o und dj, welche die Darstellung charakerisie-
ren, zu

2
4" 2(m+m)
d = L
k )\q

1 m m
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Wir finden zwei indquivalente Darstellungen; eine mit
m <, m=m,m—1m-2,..., (2.57)
und eine andere mit
m > m, m=m+1,m+2,.... (2.58)

dr = 0 In diesem Fall wird (2.52) linear. Fiir m — oo ist die Funktion positiv
und fiir m — —oo positiv oder negativ, je nach Vorzeichen von «. Ist o < 0, so ist der
Bereich von m nicht eingeschréankt: mg+n mit mg € R, n € Z. Ist o > 0, gibt es einen
kleinsten Wert von m. Wie schon bei der suq(2) ist 7 fiir d = 0 nicht invertierbar.

dr, < 0 Jetzt ist (2.52) negativ fiir m — —oo, wir erhalten einen kleinsten Wert
fiir m:

A
—omy A {_ 21 4ld —6)\—3}. 2.59
07 = g {—a s Vo Tl (2.59)

Fiir « sind alle Werte erlaubt, m nimmt die Werte
m > my, m=my+1,m;+2,.... (2.60)

an.

2.2.3 Darstellung der gesamten T X-Algebra

Kommen wir nun zur Darstellung der T'X-Algebra aus Abschnitt 2.1.1. Zun#chst
die Koordinatenalgebra, d.h. der ¢-Algebra, welche eine su,(2) bildet. Aus Gleichung
(2.22) folgt in der Notation des vorhergehenden Abschnitts d < 0. Ein Vergleich von
T2 in (2.24) und in (2.44) zeigt,

me=0, dp=-. (2.61)
Damit erhalten wir aus (2.48)
1 _
t3my) = 3 (1 +¢%q 4"“) ) my <0

1
Flme = ggvam = tme+ 1)

tlmy) = %\/q_4(mt_1)—1|mt—l>. (2.62)

Verwenden wir noch (2.25), finden wir
X3R Ymy) = +£¢*™ Hmy)

q
1
X"RYmy) = t——/1— gD |m, — 1). (2.63)

V1+¢?
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Die beiden Vorzeichen fithren zu indquivalenten Darstellungen.

Nun zur K-Algebra. Wir stellen die zusétzliche Bedingung an die Darstellung der
T-Algebra, dass sie in endlichdimensionale Darstellungen zerfiallt. Dadurch koénnen
wir auch erwarten, dass wir im Grenzfall ¢ — 1 die endlichdimensionalen Darstellun-
gen der su(2) erhalten. Nach Abschnitt 2.2.1 muss 7 also positive Eigenwerte haben
(dr > 0); nach (2.46) ist

1
dr = Y (2.64)
Wegen 7 =12 ® 7, gilt
dr = \dydy, (2.65)
und somit ist mit (2.64) und (2.61)
1
dy = ——. 2.66

Die Auswertung der Bahndrehimpulsbedingung (2.12) ergibt, dass fiir die K gelten
muss:

1
KTK™ = 3z (14 ¢*7k) . (2.67)

Dies ist die gleiche Beziehung, wie sie auch von den ¢ erfiillt wird (2.23). Verwenden
wir nun (2.53) und (2.52), folgt @ = 0 und mit (2.59) m,;, = —1. Damit ist auch die
Darstellung der K-Algebra fixiert:

1 o

Komg) = 5 (L+q g ™) [my) mi >0
1

K+]mk> = q—)\\/l—q—‘l(mk“)]mk—i-l)

K~ |my) = —%\/l—q_‘lmklmk—l). (2.68)

Fiir den Casimiroperator finden wir

(2.69)

Aus den Darstellungen der ¢ (2.62) und der K (2.68) erhalten wir die Darstellung
der Generatoren T' des Drehimpulses mittels (2.30). Da die Bahndrehimpulsbedingung
(2.12) erfiillt ist, bezeichnen wir diese Operatoren als Bahndrehimpulsoperatoren T,.:

1 —4(m m
’mtamk> = X (1 —q 4( ot k)> |mt7m]€>

1
orb’mt7mk> = A_ V q_4mt - Hmt + 17mk>

1
)\q t\/l — g4t | my my, + 1)

g 4me=1) — 1my — 1, my)

q/\ q 2"/ 1 — g4 my, my, — 1)

Torb|me,my) = g AT iy ). (2.70)

orb

4
_ q
Torb|mt’ mk> = X
+
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Die Zusténde werden durchnummeriert mit
me=0,-1,-2,... und my=0,1,2,.... (2.71)
Diese Darstellung wurde auch in [26] gefunden; dort wurde die Spin-0-Bedingung auf

eine etwas andere Weise implementiert.
In (2.70) haben wir die Darstellung des Bahndrehimpulses T, entsprechend

T3, = el+neK?
T,, = t"@lty/-na K" (2.72)

erhalten. Dazu kénnen wir noch Spin addieren:

T3 = T3, 01+ 7o ®S°

O

T = TE, @1+ /Tor, ® S7. (2.73)

O

Die Spinoperatoren S bilden eine beliebige endlichdimensionale Darstellung der 7T-
Algebra.

Die Darstellung der X erhalten wir aus (2.63). Da der Radius zentral in der
T X-Algebra ist, kann er ebenfalls diagonalisiert werden. Wir wihlen als Basis des
Darstellungsraums Zusténde |M, m;, my), so dass

R2|M,myg,my) = ¢*™M 22| M, my, my,) (2.74)

gilt. Hier kann M beliebige reelle Werte annehmen. Ist nur ein Wert zugelassen,
hat man eine irreduzible Darstellung der T X-Algebra, nimmt M Werte in einer
Teilmenge von R an, erhilt man eine reduzible Darstellung (natiirlich vorausge-
setzt, dass die Teilmenge mehr als einen Punkt enthélt). In Kapitel 3 werden wir
einen Skalierungsoperator AE: einfithren, um eine g-deformierte Heisenbergalgebra

erh?lten zu konnen. ll)ieser erfiillt mit den Koordinaten die Vertauschungsrelationen
A3 XA = ¢F2XANT2 mit R? also die Relation

AT2IR? = ¢HR2A*s, (2.75)

Fiir eine irreduzible Darstellung muss dann also M € Z sein. 7 ist ein beliebiger
reeller Parameter, der die Darstellung charakterisiert. Wenn wir das Vorzeichen aus
(2.62) in ro absorbieren, ry kann also positiv oder negativ sein, ist

X3|M, My, M) = q2(ml’/+1\4)ro|]\47 My, M) (2.76)

Aus (2.70) und (2.76) sehen wir, dass wir die Zustéinde auch durch die Eigenwerte
von X? und Tgrb charakterisieren kénnen:

v=my+ M, m = myg + my. (2.77)
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Damit finden wir

X3|M,1/,m) = qz”?“o]M,V,m>
RQ’Ma V,T)’L) = q4M+27“g’M, V,T)’L)
1 _
T37b|M’ v, ’I’I’L) = X (1 —4q 4m) |Ma v, m>
2
X+|M7V7m> = _&VQ4M_q4V|M7V+1am+1>
V142
_ qro
X |M7V7m> = T/ q4M_q4(V_1)‘M7V_17m_1>
V14 ¢?
1
Tc;‘r—'b|M7V7m> = q2_1 q4(M7V)_1|M1V+17m+1>

+%\/q4(M_V) _ q—4(m+1)‘M’ v, m + 1>

2
T |Muv,m) = qu_ . gM-v+l) 1M,y —1,m—1)
e
+X\/q4(M7V) - q74m|M’ v,m— 1>
v<M,m>v— M. (2.78)

2.3 Basistransformation

In der Darstellung (2.70) der Bahndrehimpulsalgebra Ty, sind die Operatoren T;Q und
TE diagonal. Wir wollen diese Darstellung in eine direkte Summe endlichdimensionaler
irreduzibler Darstellungen zerlegen, so dass T;?Tb diagonal ist. Dazu verwenden wir die
im Anhang B aufgefiihrten ¢-Jacobi-Polynome.

2.3.1 Diagonalisierung des Gesamtdrehimpulses

Da dpy = Adidy, = % > 0 ist (2.64), wissen wir, dass nach Gleichung (2.44) die

Eigenwerte des Operators ffrb die Form ¢[l][l + 1] haben. Wir machen daher den
Ansatz

Lm) =Y ™ my,my),
mpg >0
m¢<0
T2, 1l,m) = gl + 1]|I,m). (2.79)

Nach (2.77) ist m = m; + my, woraus fiir die Koeffizienten

m 7m JE—
Clﬂ;?l/ = 6217;15m7mt+mk (2-80)
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folgt. Fiir die ¢! erhalten wir mit der Definition des Casimiroperators (2.9) und der
Darstellung der T,,,-Algebra (2.44) aus (2.79) die Rekursionsrelation:

<q2l+2 + q—21 _ (q2 + 1)q2(m+1)—4mt) =

l,m
s (\/(q—4mt 1) (g Ame — q_4m)cﬁil+l
VT = ) (281)

Vergleichen wir diese mit (B.20), der Differenzengleichung der ]31m7 finden wir als
Losungen

/1 — =2 ~

s el g
Aty = % (2.82)
1—q =~ _ ..
sz'm'(iq?(mt V) fiwm <0

Wir miissen die Félle m > 0 und m < 0 unterscheiden, da f’lm nur fiir m > 0 definiert
ist. Das Vorzeichen + wird durch (2.81) nicht festgelegt. In der Orthonormalitétsrela-
tion (B.21) benotigen wir beide Vorzeichen, daher betrachten wir die direkte Summe
zweier Darstellungen (2.44), so dass wir

II,m) = ZZC;’%’ﬂmt,m—mt,@

o=41 my
e _ [V ) ez
bm 1— q—quffllgllml(aq“mt*l)) fiir m < 0

erhalten.

Weiter ist mg > 0, my < 0 und m = m; + mg, und somit muss sowohl m; < 0
als auch my < m erfiillt sein. Nimmt m; den gréfiten erlaubten Wert m; an (also
entweder 0 oder, falls m negativ ist, m), verschwindet in der Rekursionsrelation (2.81)
der Koeflizient vor cﬁtnﬂ. Wir kénnen cﬁﬁfl also gleich Null setzen, und aufgrund
von (2.81) ist dann ¢’ = 0 fiir alle m; > m;. Die Einschréinkung [m| < [ ist ebenfalls
konsistent mit (2.81).

Die Orthonormalitétsrelation fiir die g-Jacobi-Polynome (B.21) iibertrigt sich auf

die Eigenfunktionen des Operators T 027‘17:

/ AN m¢,0 Mt ,0
(Ll m'y =73 el b me
o mg

min{0,m}

_ 5m,m’q71)\ Z Z q2(mt71)fmf\m\

o=+1 mt=—00

xf’)”” (aq2(mt—1)—m—|m|)ﬁl|lm|(O_qZ(mt—l)—m—|m|)

= 011 0mm!- (2.84)

Um das fiir m < 0 zu sehen, muss man den Summationsindex m; nach m; + m
verschieben.



28 KAPITEL 2. EUKLIDISCHER QUANTEN-RAUM

Das unterschiedliche Vorzeichen o der Darstellungen soll auch zu einem unter-
schiedlichen Vorzeichen von r¢ fiithren, d.h.

Q(mt—i—M)

X3|Ma mt,mk,0'> =49 G’r0‘|M7mtamk70>' (285)

Dann erhalten wir aus der Vollstidndigkeitsrelation der g-Jacobipolynome (B.22)

0

_—1 my+m}—2—m—|m

50’,0”5171,5,1711f =q A E q ¢ t Im
=0

ﬂm\)ﬁl‘m‘ (O_/q2(m271)7mf\m\)’ (286)

was gerade die Vollstandigkeitsrelation fiir die Eigenzustdnde von Tzrb ist. TZrb ist
also ein (wesentlich) selbstadjungierter Operator [65] und die Basistransformation
von |my, my, o) nach |l, m) vermoge der cl b7 ist eine Isometrie.

2.3.2 Basistransformation

Der Radius wird von dieser Transformation nicht tangiert. Wir koénnen die Basis-
transformation also auf die in (2.74) eingefiihrten Zustéinde, die zusitzlich durch den
Radius charakterisiert werden, anwenden. Der Vollsténdigkeit halber wollen wir noch
die Wirkung der Ortsoperatoren X4 und der Bahndrehimpulsoperatoren Torb in der
neuen Basis angeben:

X3 |M,l,m) = rog* ! {\/U +[7; i 1HZ2Z_+W;]+ 1] |M, 1+ 1,m)
[l + m][l —m]
201 ][21_1]“‘“ >}

[ —=m][l —m —1]
_qz+1\/ Aol =1 bt bm 1>}

l— [ — 2
X7|M,l,m) = r0q2M+m+1{q’\/[ m 4 [ —m + ]\M,l+1,m—1>

[2][21 + 1][21 + 3]
o1 [+ m][l+m —1]
= 1\/[ i+ pi—1 M 1>}
rb|M7l’m> Q[l][l+1]\M,lam>
orb|le’m> qum[QmHM,l,m)
T M. 1, m) q_m_%\/[l—i-m—l—l][l—m] |M,l,m+1)
T, |M,1,m) eI+ m|[l —m+ 1] | M, 1,m— 1)
Torb| M, 1, m) g 4™\ M,1,m) (2.87)

Dies kann natiirlich auch direkt, unter Verwendung des Wigner-Eckart-Theorems,

aus der T'X-Algebra bestimmt werden [7, 69, 19].
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In dieser Basis bedeutet (2.84) die Vollsténdigkeit und (2.86) die Orthonormiert-
heit der Eigenzustinde des Operators X3 [77].

2.4 Realisierung durch Differenzialoperatoren im R3

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass es moglich ist, die T X-Algebra durch
auf C*°(R3)-Funktionen wirkende Differenzialoperatoren zu realisieren. Wir werden
ein Ideal in C*°(R3) angeben, welches invariant unter der Wirkung der so erhalte-
nen Algebra von Differenzialoperatoren ist. Auf dem entsprechenden Quotientenraum
fithren wir ein Skalarprodukt ein und erhalten dadurch einen Hilbertraum, auf dem
die T X-Algebra als *-Algebra realisiert ist.

Da man Differenzialoperatoren im R? als Elemente der gew6hnlichen Heisenberg-
algebra auffassen kann, driicken wir sozusagen die g-deformierten Operatoren durch
undeformierte Operatoren aus. Dies sollte fiir alle Deformationen der Heisenbergalge-
bra moglich sein [64]. Insbesondere fiir die g-deformierte su(2) wurde dies auch schon
in [14, 15] erreicht. Legt man diese Interpretation zugrunde, konnen g¢-deformierte
Operatoren als komplizierte nichtlokale Operatoren der undeformierten Heisenberg-
algebra betrachtet werden [25, 69]. Ein spezielles Beispiel, bei dem diese Einbettung
der deformierten in die undeformierte Algebra verwendet wird, um die Eichtheorie
und die Streuung an einem ,,g-Teilchen“ zu untersuchen, findet man in [33].

Unsere Vorgehensweise wird die folgende sein: Wir gehen von den Matrixdarstel-
lungen® aus und ersetzen dort Eigenwerte durch ihnen entsprechende Differenzial-
operatoren. Dazu wird noch ein Operator multipliziert, der die Eigenzustéinde in der
richtigen Weise éndert. Fiir die so erhaltenen Operatoren zeigen wir dann, dass sie
(formal) die Relationen der deformierten Algebra erfiillen.

Weiterhin werden wir fordern, dass im Limes ¢ — 1 die richtigen Grenzwerte fiir
die Operatoren, d.h. die gewohnlichen Koordinaten und Bahndrehimpulsoperatoren
des kommutativen R3, erhalten werden.

2.4.1 X- und t-Algebra

Wir beginnen mit der X-Algebra (2.3); tiber den Zusammenhang (2.20) der ¢- mit
der X-Algebra erhalten wir damit auch die Realisierung der ¢ durch Differenzialope-
ratoren. Wir werden Polarkoordinaten

(r,0,9),  {=cosf (2.88)

verwenden.
Eine natiirliche Identifikation ist

X3 =r& =rcosh, (2.89)

woraus wir durch einen Vergleich mit (2.63) schliefen, dass in den Matrixelementen
¢*>™ durch g€ zu ersetzen ist.

Jetzt benstigen wir Operatoren, die der Anderung der Eigenzusténde in den Ma-
trixdarstellungen entsprechen. Da wir uns auf einer Kugeloberfliche befinden, betrifft

Hierin unterscheiden wir uns von [70], wo direkt mit der Algebra begonnen wurde.
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dies die #- und die p-Richtung. Fiir die ¢-Richtung haben wir die Eigenzustinde /™%
und die £=-Komponente eines Spin-1-Operators bildet m auf m £+ 1 ab. D.h. es muss
mit e multipliziert werden.

Fiir die € = cos 6-Richtung fithren wir den Operator

1 0 0 0o 1
ALY L) B 2.
€73 (‘585 T o€ > o€ T2 (2.90)
ein. Er ist so gewéhlt, dass
Zi=-Z, (2.91)

gilt, wenn er auf L?([0, 1], d¢)-Funktionen wirkt, die im gemeinsamen Definitionsbe-
reich von Z¢ und Zg‘ liegen. Die Vertauschungsrelation mit ¢ ist

[Z¢,€] =€, (2.92)
woraus
q:tQZ§€ — q:t2€q:tQZ§ (293)

folgt. Wegen (2.89) ist dann klar, dass wir X~ ~ ¢2%¢ und X+ ~ ¢~2%¢ wihlen
miissen, um die richtigen X+ X3-Vertauschungsrelationen zu erhalten. Zur Abkiirzung
verwenden wir die Bezeichnung

A¢ = ¢*%c. (2.94)
Wegen (2.91) ist der Differenzialoperator A¢ formal unitér. Formal bedeutet hier, dass

man sich um den Definitionsbereich nicht kiimmert. Wendet man diesen Operator auf
eine C*°-Funktion an, ergibt sich

(Aef)(€) = af (¢%¢). (2.95)

Das sieht man am einfachsten, wenn man bedenkt, dass <§ (.%) &N =ng" ist

Ausgehend von (2.63) schlieBen wir damit auf

X3 = 1,
Xt = —re¥ s A
14q¢2 ¢
. 1 — g2¢£2
X~ = re® qug/\g. (2.96)

Diese Differenzialoperatoren erfiillen die X-Algebra (2.3). Als Beispiel berechnen wir

1 - e 122
XXt - XX~ = —eiep | L2ES Aeqrei® [ —1 > S
1+¢? 1+¢ ¢
. 1_q—2§2 iy 1_q2§2
+qre'? T Agre™? T2 A¢

2
=r—
g+q'  qt+q! ¢
= AX3X3 (2.97)

1= 262 1 — g-2¢2 2 9
:7,2(_ e q£> 20" — 4



2.4. REALISIERUNG DURCH DIFFERENZIALOPERATOREN IM R3 31

Ebenso findet man R? = X3X3 — ¢X+tX~ — ¢ !X~ X+ =72,
Im Grenzfall ¢ — 1 erhalten wir aus (2.96) wegen limy,_; A¢ = 1 und wegen
limg_,q \/1 —q?cos20 =+/1—cos20 = +sinb

X3 — rcosf

1 A
Xt — ——rsinfe"¥
V2
1 .
X~ — +4——=rsinfe*¥. (2.98)

V2

Dies sind genau die Koordinaten des kommutativen euklidischen Raumes R3.
Verwenden wir jetzt den Algebrahomomorphismus (2.20) von der T-Algebra in
die X-Algebra, finden wir fiir die ¢4

1
3 Z(14e2
t A( +&77)
tt = %ei“"g_lx/l—q*%Q Agl
1 .
T X6—1%05—1\/1—(;252 Ae. (2.99)

Formal erfiillen diese Operatoren zwar die Konjugation

t+=q %, 3 =3, (2.100)

man kann jedoch nicht erwarten, dass es moglich ist, fiir die ¢ einen gemeinsamen
Definitionsbereich in L? so zu finden, dass

Y =¢ %, (@B)=¢ (2.101)

gilt, wobei hier mit * die Konjugation linearer Operatoren im Hilbertraum L? gemeint
ist, wahrend ~ die algebraische Konjugation bezeichnet. Um das zu erreichen miissen
wir einen geeigneten Hilbertraum verwenden.

Dies sieht man auch daran, dass X3R! in der Darstellung (2.63) das Spektrum
¢>™ 1 m; < 0 hat, wihrend der entsprechende Operator ¢ = cosf ein kontinuier-
liches Spektrum besitzt.

Um einen geeigneten Hilbertraum zu finden betrachten wir einen Faktorraum der
C*°-Funktionen, nidmlich denjenigen, in dem die Funktionen durch ihre Funktions-
werte an gewissen Punkten, eben gerade dem Spektrum von X3R~!, charakterisiert
werden. Wir betrachten dazu den linearen Raum der C°°-Funktionen auf dem Inter-
vall 0 < € <1

Fe={f(& | feC™((0,1)} (2.102)

und darin den Unterraum
Ze = {h € C*°([0,1]) | h(&m,) = O fiir &, = ¢*™ 1, my < 0}, (2.103)

Unter punktweiser Multiplikation bilden diese beiden Réume Algebren, wobei Z¢ ein
Ideal in F¢ ist. Wir kénnen daher den Faktorraum

He = =5, (2.104)
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definieren.

Auf He hat t3 wie gewiinscht die Eigenwerte %(1 + ¢~ *m+2) die zugehorigen
Eigenvektoren bezeichnen wir mit x,,,. Um zu sehen, dass die t4 auf H¢ wohldefiniert
sind, miissen wir noch zeigen, dass das Ideal Z¢ invariant unter der Wirkung von t+
ist (fiir 3 als Multiplikationsoperator ist das klar). Zunichst ¢+:

e 1

e = N 1—q2¢? Aglf(ﬁ)
= ?% 1—q7282 ¢ ' f(q72¢). (2.105)

Falls f € Z¢ ist, folgt auch ¢ f € Z;. Fiir ¢t~ erhalten wir analog

—ip
C1O = S VI= P af (). (2106)
Ist & = ¢*™~! mit m; < 0 verschwindet f(q¢), falls f € Z¢. Fiir my = 0 ist { = ¢!
und damit /1 —¢?¢2 = 0. Das Ideal Z¢ ist also auch unter der Wirkung von ¢~
invariant.
Nun definieren wir mittels eines Jackson-Integrals ein Skalarprodukt auf He,
beziiglich dem (t+)* = ¢~2t~ gilt:

0
@, 0) = DV (Em)dEm)™™,  Eme =™ (2.107)

Um den zu t* adjungierten Operator zu finden werten wir (¢, t+¢) aus, wobei wir den
Summationsindex verschieben und die Summe erweitern, um m; = 0 einzuschlielen,
wo der Summand ohnehin verschwindet:

0 i 1 — —2¢2
W 170) = 3 @ () Y (e, )

2 Em
il ip (/1 — a2,

= X ) T (6
0 —ip 1 262 *

= > <6A 1§q£q%’w> (&me)P(Emy g™ ™2

— (). (2108)

2.4.2 K-Algebra

Fiir die Realisierung der gesamten T X-Algebra durch Differenzialoperatoren brau-
chen wir jetzt noch die Operatoren K“. Deren Matrixelemente sind durch (2.68)
gegeben; wir miissen also wissen, mit welchem Differenzialoperator wir ¢—2" identi-
fizieren sollen. Dazu benutzen wir die Beziehung 7 = 74 ® 7. 7 kennen wir bereits:
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7 = —R*(X3)72 = —¢72. Um 1 festzulegen fordern wir, dass wir im Limes ¢ — 1
den korrekten Grenzfall erhalten, d.h. wir fordern 72 — —22‘%. Dies ist der Fall fiir

7= ¢, (2.109)
da dann gilt:
B 22 ( —2i 21'%)

73— 1 : r_ ! qq — ! — —22‘%. (2.110)

Daher kénnen wir folgern
=1 b = —€2g%0 = @2, (2.111)

wobei wir die Abkiirzung
£ =gqve (2.112)

eingefiihrt haben. Wir ersetzen also ¢~2™ durch qé . Dieser Differenzialoperator kom-
mutiert mit den Operatoren aus (2.99):

[£,8]1=0, [{,R]=0, [£X]=0. (2.113)

Wenn wir é zur Konstruktion der K verwenden, werden diese also mit den X und ¢
vertauschen, wie es auch sein sollte.

Beriicksichtigen wir noch e**?, erhalten wir damit aus der Darstellung (2.68) der
K-Algebra

K = 10+8)
A
+ iv & V1 242
K e q2—1 q €
eV -
K= = —ei¥ V1 - g2, (2.114)

¢?—1
Hier haben wir eine zusétzlich Phase eV eingefithrt. Wir werden sehen, dass diese
erst durch die Forderung eines existierenden Grenzwertes im Limes ¢ — 1 festgelegt
wird.
Jetzt miissen wir wieder iiberpriifen, ob die Differenzialoperatoren in (2.114) auch
wirklich die K-Algebra (2.31) erfiillen. Dazu merken wir an, dass

e’ = q%e¥¢ (2.115)
ist, woraus bereits K*7, = ¢T*r, K* folgt. Somit muss noch die K+K~-Relation
verifiziert werden:

GIKTK™ —gK K+ = \/ €2 wq 28207

—q 2526—%0 q2£267f§0

11

- —% (q_l(l —¢*€%) —q(1 - q_2§2))

_ %(1 +E2) = K. (2.116)
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Die Beziehung (2.67), die aus der Bahndrehimpulsbedingung folgt ist ebenfalls erfiillt.
Nachdem wir oben die Eigenfunktionen von & in H¢ mit x,, bezeichnet hatten:

ExXme = ¢ Xy iy <0, (2.117)

sind die Eigenvektoren des Differenzialoperators é = §q2i% von der Form y,,,e™¥:
Exm, €™ = 2T Ty, e, (2.118)

Diese sind auch Eigenvektoren von 7:

ime . _A(my—m)=2

ThXm, € Xm, €. (2.119)

Die Eigenwerte von 7 sind —¢ 4™ ~2 m;, > 0, siche (2.68); damit erhalten wir
m = myg + mg, mg >0, my <O0. (2.120)

Um zu sehen, dass die Darstellung (2.114) der K durch Differenzialoperatoren mit
der Bedingung mj > 0 an die moglichen Eigenwerte vertréglich ist, wenden wir K~
auf xm,, "% an, was wegen m = my + my, gerade my = 0 entspricht:

3 ) e—iﬂ - ) 3
K thelmﬁp = _q2 q2 -1 \/ 1- q—2€2 thel(mt e

= 0. (2.121)

Hier haben wir (2.118) verwendet. Wir erhalten Null, wie es sein sollte.

Wegen (2.120) muss m > m; sein. Fiir einen bestimmten Eigenwert ¢ von &
wird also die K-Algebra dargestellt auf Funktionen von ¢, bei denen die Entwicklung
in Fouriermoden bei m = m; abgeschnitten wird:

th—l

1 ~ _im
= — E e, 2.122
9(80) o = Im ( )

Dass dies konsistent mit der Wirkung der K ist, zeigt fiir K~ gerade die Rechnung
(2.121); fiir K treten keine Schwierigkeiten auf, da dort m erhéht wird.

Verwenden wir fiir die Menge F,, von Funktionen f(¢) als Produkt die Konvolu-
tion

(f9)m = Fndm, (2.123)

wobei hier J?die Fouriertransformierte von f bezeichnet, dann bilden in dieser Algebra
diejenigen Funktionen, fiir die f,, = 0 fiir m < my ist, ein Ideal

I ={f € Fy | fm =0 Y m < m}. (2.124)

Auf dem entsprechenden Faktorraum

(2.125)
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definieren wir als Skalarprodukt

[e.9]

(hg) =D i (2.126)

m=mg¢

Beziiglich dieses Skalarproduktes erfiillen die K die Konjugation

(K*) =K (K*)"=—¢’K". (2.127)
Beispielsweise ist
i
(h,K*tg) = > hi‘nz—/\\/l—q2(mt‘(m+1))§m+1
m=mi
0 i
= Z h:nfl_)\ 1 — g?me=m)g,,
m=m¢+1
> e~ > *N
- Y (S )
m=m¢+1
> _ e~ =~ *~
= > 2<—q \ \/1—q2<mf‘m)hm1> gm
m=mi
= —¢ (K h,g), (2.128)

wobei wir wieder den Summationsindex verschoben haben, und anschlifend den Sum-
manden fiir m = my, der Null ist, hinzunahmen.

Insgesamt haben wir jetzt also den Hilbertraum He X H;J'* mit dem Skalarprodukt

0 00
(fo)= > > Fuled®™ NG, (og*™ ). (2.129)

my=—o00 m=mg
o=%1

Das zusiétzliche Vorzeichen o haben wir hinzugenommen, da wir bereits wissen, dass
dieses fiir einen selbstadjungierten Operator forb notwendig ist, siehe Abschnitt 2.3.1.
Wir befinden uns auf einer Kugeloberfliche; die radiale Richtung werden wir im
nichsten Kapitel in Abschnitt 3.2.2 hinzunehmen.

2.4.3 Bahndrehimpuls

Aus (2.30) erhalten wir jetzt in einfacher Weise den Bahndrehimpuls 7,,:

)
Torb = q42%
1 e
Ty, = 3 <1 - q4z‘9“’)
T+ — L 1 — g—2£2 AL 1 e” 1 — g2€2 ¢
orb = 3¢ — g A +gﬁ\/ —qie
_ 1,1 553 1 e ™ “of —ip
TOT‘b = Xe E\/l—qf A§+_q2_1q 1_q 5 €

= P, =gt (2.130)

A
I
722%
Rl
=
e
|
Q
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h

Wir wollen den Grenzwert dieser Operatoren im Limes ¢ = e — 1 betrachten.

Wie bereits erwahnt gilt

0
T3, — —Zi%. (2.131)

Fiir den Differenzialoperator T:;b haben wir

ip
n 1le

1 et 0
RSN ey N

2h§

Die beiden Summanden besitzten fiir sich genommen keinen Limes fiir h — 0, was
dem Nichtvorhandensein eines Limes fiir die Elemente ¢ und K entspricht. Setzen wir

jedoch € = —1 heben sich die beiden singuléren Anteile gegenseitig heraus; dann
gilt:
3 13 0
+ .
T = ¢ Vl_@{ % " 2&0}
— ew{%—i—cote z%} (2.133)

Fiir T, , erhalten wir in gleicher Weise:

_ i 0 0
T ,6—e€ w{aa+cot¢9 20(,0} (2.134)
er finden also genau die gewohnlichen undeformierten Bahndrehimpulsoperatoren
L= r X P = —iF X 8 Dass der Grenzwert iiberhaupt existiert, legt den Phasenfaktor
auf €’ = —1 fest. Ohne die Bedingung fiir ¢ — 1 den klassischen Grenzwert zu erhal-

ten, gibt es mehrere Realisierungen der T X-Algebra durch Differenzialoperatoren.



Kapitel 3

g-deformierte Heisenbergalgebra

In Kapitel 2 haben wir die Koordinatenalgebra, also den Ortsraum, und deren Sym-
metriestruktur behandelt. Zu dieser Algebra sollen jetzt noch Impulsoperatoren hin-
zugefiigt werden. Damit erhalten wir einen ¢-deformierten Phasenraum. Nachdem wir
die Algebra konstruiert haben, werden wir sie durch Differenzialoperatoren im R? und
auch auf dem Ortsraum, also auf R;’, realisieren.

3.1 Konstruktion der Impulsoperatoren
und der Heisenbergalgebra

Wir wollen zunéchst zu unserer Algebra der Koordinaten X und der Drehimpul-
se T Impulse hinzufiigen, also eine Heisenbergalgebra konstruieren. Typischerweise
versucht man dazu Ableitungen zu finden, die dann in Analogie zur gewthnlichen
Quantenmechanik mit den Impulsen in Verbindung gebracht werden (p = —id). Fiir
Quantenridume gibt es im Allgemeinen mehrere Differenzialkalkiile. Im Falle des Rg
gibt es zwei, die iiber die Konjugation verbunden werden kénnen [50, 63]. Wir werden
hier nicht direkt tiber den Differenzialkalkiil gehen, sondern als Forderung eine Relati-
on analog zu L= 7x pstellen, d.h. in unserem Fall LA = X pBepcA. Diese Gleichung
versuchen wir innerhalb der Realisierung in su,(2) ® sugy(1,1) zu losen. Als weitere
Bedingung fordern wir, dass die p eine Vektordarstellung der T,,;-Algebra bilden. Auf
diese Weise finden wir zwei Losungen, gerade den zwei Differenzialkalkiilen entspre-
chend. Diese werden durch Konjugation verbunden. Um reelle Impulse zu erhalten
bilden wir eine Linearkombination der beiden Lésungen und fithren einen Skalierungs-
operator ein.

3.1.1 Bedingungsgleichungen und deren Losung

Die Impulsoperatoren p sollen, wie auch die Koordinaten, zu einer Spin-1-Darstel-
lung der Drehimpulsalgebra gehéren. Das impliziert, dass sie mit den Drehimpulsope-
ratoren T die Vertauschungsrelationen (2.7) haben, mit den X4 durch die p* ersetzt.
Als zentrale Bedingung stellen wir, dass

XCpBepc?t = LA (3.1)
gilt. Der g-deformierte e-Tensor ist in Anhang C aufgefiihrt, Gleichung (C.2).

37
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Die Bestimmungsgleichungen (2.7) und (3.1) werten wir jetzt in der Realisierung
der TX-Algebra im Produkt su,(2) ® su,(1,1) aus. D.h. wir verwenden X4, L4 und
T4 jeweils in der Form, die durch die Beziechungen (2.25), (2.33) und (2.72) gegeben
sind. Fiir die Operatoren machen wir entsprechend den Ansatz

pto= RUY Gttt e (KT) T (-t
1,7,k
i>1

+ D) (=m)F @ (KT (=) (3.2)

Es ist ausreichend, einen der Operatoren p anzugeben, da man daraus die anderen
mit Hilfe der T"X-Relationen (2.7) erhalten kann. In diesen Ansatz haben wir bereits
die gewiinschte Vertauschungsrelation mit 7: 7pT = ¢*p*7 einflieBen lassen.

Aus den Bestimmungsgleichungen (3.1) und (2.7) erhilt man ein System von
Gleichungen fiir die Koeffizienten Cjji, D;ji, und die entsprechenden Koeffizienten fiir
p3 und p~. Fiir dieses Gleichungssystem findet man zwei Losungen:

-2
. q
Losung 1 : Dy 11 = —F/——
V1+q?
A 1
Losung 2 : Cio1=¢ *V1+¢? Co 1 1=—————, D =

3 1,1,-1 — = F/7/——-
1+q2 /1+q2

Die restlichen Koeffizienten verschwinden jeweils. Ausgeschrieben sind die beiden
Losungen pf, p; gegeben durch

1 q_2 1 1
pT = oR ' ——(—7) 2K (—m)" 2

V14 g2
py = GR_l{q_Q\/l + 2t @ (
2
_)‘7(7&)2
V14 ¢?

Hier ist ¢ = +1 und kommt von dem =+ in Gleichung (2.25). Es gibt natiirlich auch
Losungen des homogenen Teils

1
Vite

(—m)72 @ K (—m,)”

—) I (—7)? @ K¥(—7,) "2

N

}. (3.3)

XBepc?t =0 (3.4)

der Gleichung (3.1), insbesondere die Koordinaten X, deren Vertauschungsrelatio-
nen ja gerade durch X¢XBepc4 = 0 gegeben sind. Wir wollen uns hier auf die
speziellen Losungen (3.3) konzentrieren. Aufgrund der suy(2)-Modul-Struktur (2.7)
konnen alle Operatoren pf, pgl berechnet werden.

Verwendet man die Konjugationseigenschaften (2.21) und (2.32) der ¢- und K-
Algebra, findet man:

pr = q'py
PP o= —q P
pr = q °p3. (3.5)

Die beiden Losungen p; und p2 gehen also ineinander tiber.
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3.1.2 Reelle Impulse und Heisenbergalgebra

Wir wollen jedoch reelle Impulse, d.h. die Impulsoperatoren P miissen die Konjuga-
tion

Pt =—qp~, P3=p° (3.6)

besitzen. Vergleichen wir dies mit (3.5), sehen wir, dass wir Linearkombinationen der
p‘f und p‘24 verwenden miissen, und dass wir zusitzlich einen Faktor ¢? benétigen.
Zu diesem Zweck fithren wir einen unitédren Operator ein, der mit den ¢ und den K
kommutiert, mit R jedoch ¢?>-kommutiert. Um weiterhin im Einklang mit der Notation
in [50] zu bleiben, bezeichnen wir diesen Operator mit q3A%. Es gilt

[Az,t] =[A2,K]=0. (3.7)

Damit definieren wir nun die Impulsoperatoren als

{ _3,_1 1
PA = gq (q SATzpt + q3A2p§‘) : (3-8)

Diese erfiillen die Konjugation (3.6) und bilden ein su4(2)-Triplet. Die Vertauschungs-
relationen untereinander sind durch

PCPBepcf =0. (3.9)

gegeben.
Explizit erhalten wir aus (3.8) die Impulsoperatoren zu

1
A2oqR™!
P o= %{1(8(_776)_%_q2)\2t+(7't)_%®(—7‘k)_%K_}
1
A3 77R71
+202(i—.)\ {—1 ®(—7) 2 —¢ AU (m) 2 ® (_Tk)—%K+}
A%aqR*1 1 1
P = ———(-m) 2@ (-m) 2K
22\/@( t) ( k)
1
A 20¢°R7! 9 1 ) ) ~
+—{—1+ T Q(—1)" 2 + )2 @ (—1) 2K
2im ( q°) (—7%) q° (=) (=)
)\2 _ 1 _1
S BNCOREIC AR
A_%O'q_GR_1 1
Pt = (- 2@ (—1,) 2 KT
AiogPR™!
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Nach dem oben Gesagten ist die Algebra der P# und der X4 natiirlich schon
bekannt aus [48, 50, 77]:

PAXB _ R-14B xCpD
_ —%A‘l/Q{(l g g BW — (1 — q—4)€ABCLC} (3.11)
Hier steht R fiir die R-Matrix der SO,(3) (siche Anhang C) und W ist gegeben durch
W= @A 4773 (3.12)

Fiir eine Moglichkeit die Ausdriicke (3.10) direkt aus der Heisenbergalgebra (3.11) zu
erhalten, siche ebenfalls Anhang C.

3.1.3 Identifizierung der Ableitungen

In [50] wurde der reelle Impuls folgendermaflen aus den Ableitungen gebildet:

PA = (aA - 5“‘) : (3.13)

]
2
Beriicksichtigen wir noch die dort gemachte Aussage iiber die nichtlineare Beziehung
zwischen 0 und EA, oder vergleichen wir die X0 bzw. X0-Relationen ((C.8) bzw.
(C.9)) im Anhang mit den Xp-Relationen, erhalten wir
o4 = —q'Azps
7 = ¢ Aipd (3.14)
Wir finden also eine Realisierung der Ableitungen 9, d in der AtK-Algebra, vergleiche
auch [8, 28]. Diese kann auf die AXT-Algebra iibertragen werden. Z.B. erhilt man
aus (3.3) unter Verwendung von (2.25) und (2.72) direkt

xX3T+ 1
PTZR*Q —— t 37 Xt )7z,
321+ ¢2 A

Die restlichen p erhélt man hieraus am einfachsten mittels der 7°X-Relationen (2.7).

Um die Bahndrehimpulsbedingung X oL = 0 besser auswerten zu koénnen, ver-
wenden wir die Elemente L (A.12) statt der T'. Die LX-Relationen sind im Anhang,
Gleichung (C.5) aufgefiihrt.

N

(3.15)

1T 1
+ —2yv37r+ + 1
Py = @_q X°L +q3—)\X 72}
p3 — L-q—1(1+q—2)X—L++LX37_—%
! R2| PED)
1] 1
PL = (1+q2)X(X3)1(qX+L+q1XL+)—X3L+q3—)\XT§}
_1- 1
Py = ol (1+q_2)X+(X3)_1(qX+L‘+q‘1X‘L+)—q‘2X3L++5—>\X+T—%]
- q
5 = _—1-( - ‘1)X+L—+LX3 -3
D2 = R2 _q q A T
-1 1 !
2 = | XL X 3.16
) R?| + a3 T 2] (3.16)
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3.2 Darstellungen der Heisenbergalgebra

Aufgrund der Realisierung (3.10) der Impulsoperatoren P innerhalb der AtK-Algebra
ist es leicht, zusammen mit den Ergebnissen aus dem vorherigen Kapitel, Darstellun-
gen der Heisenbergalgebra zu erhalten.

3.2.1 Hilbertraumdarstellungen

Eine entsprechende Basis haben wir bereits in Abschnitt 2.2, Gleichung (2.74) ein-
gefithrt. Die Basisvektoren sind charakterisiert durch die Eigenwerte der Operatoren
R27 Tty Tk:

RQ’M7mt7mk> = q4M+2r(2)|M7mt7mk>
Tt’M7 mt7mk> - _q74mt+2’M7 mt7mk>
Ti|M,ymy, my) = —q =2\ M My, M) (3.17)

In Abschnitt 2.2 haben wir auch schon die Wirkung der Operatoren X und T, in
dieser Basis angegeben. Das Skalarprodukt ist wie iiblich definiert:

<M7 my, mk|M,, m;» m;;) = 5M,M/5mt,m£5mk,m;€ . (318)
Aus (3.7) erhalten wir

A2\ M, my,my) = q 3| M — 1,my, my), (3.19)

wodurch q3A% zu einen unitdren Operator im Hilbertraum wird.

Durch Einsetzen der Darstellungen (2.62) und (2.68) der ¢- und der K-Algebra
in die Relation (3.10) erhilt man dann die Darstellung der Impulsoperatoren P. Da
sich keine Terme zusammenfassen lassen, fithren wir die recht ldnglichen Formeln hier
nicht gesondert auf.

3.2.2 Realisierung durch Differenzialoperatoren

Das Element R der Algebra realisieren wir durch den Multiplikationsoperator r, der
auf Funktionen f(r) wirkt. Zur Darstellung der gesamten g-Heisenbergalgebra durch
Differenzialoperatoren, bendtigen wir dann noch den Skalierungsoperator A. In Ana-
logie zum Operator Z¢ in Abschnitt 2.4.1 definieren wir

B
Z =25 +3 (3.20)

Dieser Operator ist wieder so gewéhlt, dass formal

Zr=-Z (3.21)

PAL = ¢*r. (3.22)
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Dieser Differenzialoperator hat die Vertauschungsregel

1

Azr = q_2'rA% (323)

mit dem Radius r, und wirkt auf C**°-Funktionen durch

(A2 f)(r) = f(d?r). (3.24)

Damit A ein unitérer Operator wird, und auch damit der Multiplikationsoperator
r ein Spektrum entsprechend (3.17) hat, miissen wir wieder einen geeigneten Hilbert-
raum finden. Dazu gehen wir von der Menge F, aller C*°-Funktionen f(r) aus: F, =
C>°(Ry). Dieser lineare Raum bildet eine Algebra unter punktweiser Multiplikation.
Wir definieren ein Ideal in F,.:

o ={feF| flro™) =0V MecZ}. (3.25)
Dieses ist klarerweise invariant unter der Wirkung der Operatoren r und auch t und

K aus Abschnitt 2.4. Aus (3.24) folgt die Invarianz unter Anwenden von Az. Damit
folgt, dass die Differenzialoperatoren auf dem Faktorraum

(3.26)

wohldefiniert sind.
Das Skalarprodukt auf diesem Raum definieren wir wieder als Jackson-Integral:!

(9, f) = Z M3 g (@M o) (M ). (3.27)
M=—0c0

Es ist leicht zu sehen, dass q3A% mit dieser Definition unitér ist:

(f.¢°AZg) = Zq6M+3g*<q2M“ 0)¢* F(¢*¢*+ 7o)
_ Zq (M- 1+3 3 *(QQM_lT’o)f<q2M+1T0)
= (q‘3A‘5f,g), (3.28)

wobeil wir die Summation um 1 verschoben haben.
Der Operator r hat in H’° die Eigenwerte ¢?+1;
zeichnen wir mit wuy:

; die Eigenfunktionen dazu be-

runs = rog*MHupy. (3.29)

Beziehen wir die Ergebnisse aus Abschnitt 2.4 mit ein, haben wir insgesamt den
Raum H;° x He x H*. Eine Basis bilden die gemeinsamen Eigenfunktionen ¢as,,,,m

!Dass hier ¢ im Summanden steht, und nicht wie man aus (B.5) ablesen wiirde ¢*M | liegt daran,
dass wir hier ein Integral iiber einen dreidimensionalen Raum haben, wihrend es sich im Anhang B
nur um ein eindimesionales Integral handelte.
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der Operatoren 7, &, T m,b

wM me, UM Xmy e
M = —00...00
my = —00...0
m = myg...00. (3.30)

Das Skalarprodukt ist gegeben durch

00 0 o'}
((b; w) — Z Z Z q6M+3q2mt X

M=—0o0 mt=—00 m=mg
o=%+1

X(g;kn(q2M+17,07O_q2mt*1){[;m(q2M+17,07O_qutfl)' (331)

Die Realsierung der Impulsoperatoren erhélt man, indem man die Ausdriicke
(3.22), (2.99) und (2.114) fiir A, ¢ und K in (3.10) einsetzt:

Asoq . . - N
P? = TR 1[1+qe ﬁ\/l—q—2§2A§1\/1—q2§2]
Sl Ry =\ V1 - g28
T M TS AT
—4 —ip ,—id
_ 1 VI q "e e ~ 1 ~
P~ = —(q‘*A% +gtAag 1)"—5 V1 — 22
¢ 2iAry/1 + ¢? :

—7 —ip

Aféaq e 1z
_— L1 — q2¢A
o ii e ¢

i
X ((1 +4¢%) + %\/1 — @8 Ae\/1 — ¢ 727 >
1 i g
oq e*¥e’ é_l 1 q_2€2
2iAry/1 + ¢2

A_%Uqllew “1p-1 / “oep—1

(@ @)t T e a1 - e )

Betrachtet man den Limes ¢ — 1 dieser Differenzialoperatoren, findet man genau
die klassischen Ableitungen

J3 = % —( —52)

pt — —<q4A%§‘1+q_4A‘%§>

23

_ +i — 2_§ — i 1 0
0+ = TFe “’(«/1 52 . 1 52 ma@) (3.33)

Damit der Grenzwert existiert, muss wieder ¢’ = —1 gelten. Die Operatoren p{', p3',
und damit auch die nicht reellen Ableitungen 0,0, sind in der Realisierung durch
Differenzialoperatoren im Grenzfall h — 0 singulér.
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3.3 Realisierung der Heisenbergalgebra auf Feldern

Hat man den gewdhnlichen R? mit den kommutierenden Koordinaten z',... v
zusammen mit den ebenfalls kommutierenden Ableitungen 01, ... ,0x gegeben, gilt
die Leibnizregel

@-xj = (5ij + xjai; (3.34)

dies ist eine Vertauschungsregel zwischen Koordinaten und Ableitungen. Ebenso hat
man die Ableitungen als Abbildungen von Funktionen auf Funktionen gegeben:

f= (0 f). (3.35)

Dies kann man so auffassen, dass man die von den Koordinaten z* und den Ableitun-
gen 0; erzeugte Algebra auf der Funktionenalgebra des RY darstellt (die z° wirken
einfach durch Multiplikation).

Der Zusammenhang zwischen der algebraischen Relation (3.34) und der Abbildung
(3.35) wird hergestellt durch

(0if) =[0i, f] = 0if — fO;. (3.36)

Die Gleichung (3.36) kann so interpretiert werden: Man nehme ein Element f der
Funktionenalgebra, multipliziere von links mit einer Ableitung, tausche diese mit Hilfe
der Vertauschungsrelationen (3.34) nach ganz rechts durch und subtrahiere anschlie-
Bend denjenigen Teil des so entstandenen Ausdrucks, der Ableitungen ganz rechts
stehen hat um die Ableitung (9;f) der Funktion f zu erhalten. Genau dieses Verfah-
ren fithren wir in diesem Abschnitt fiir die g-deformierte Heisenbergalgebra durch.

3.3.1 Definitionen: Felder und Wirkung der Operatoren

Als Felder bezeichnen wir hier Elemente des dreidimensionalen euklidischen Quanten-
raums Rg, also formale Potenzreihen in den Koordinaten X“. Wir wollen die gesamte
¢-Heisenbergalgebra, bzw. deren Generatoren X4, LA, 7, PA A,... auf der Algebra
der Felder realisieren. Fiir einen Generator G der Heisenbergalgebra bezeichnen wir
die zugehorige Abbildung von Feldern auf Felder mit G. Wir gehen folgenderma-
Ben vor: Ein Element f(X) der Funktionenalgebra wird von links mit G multipli-
ziert, anschliefend werden die X alle nach ganz links durchgetauscht, was wegen der
Poincaré-Birkhoff-Witt Eigenschaft konsistent moglich ist, und man erhélt:

Gf(X) = g(X)E + h(X)D. (3.37)

Hier sind ¢(X) und h(X) Felder, wihrend E und D Ausdriicke sind, die kein X
beinhalten, sich also aus L4, 7, P4, A, ... zusammensetzen. Die Aufteilung in E und
D ist folgendermafBen definiert: D enthilt einen der Operatoren L4, P4, wohingegen
FE keinen dieser Operatoren enhélt:

E ~ 7,A ...
D ~ PA LA (3.38)
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Dies ist auch dadurch motiviert, dass P4, L4 sozusagen Differenzialoperatoren sind,
7, A hingegen werden fiir ¢ — 1 zum Einheitsoperator.
Die Abbildung G wird definiert als

Gf(X) = g(X). (3.39)

Letztendlich wird die Aufteilung in g(X) und h(X) gerechtfertigt dadurch, dass die
so erhaltenen Operatoren G die ¢-Heisenbergalgebra darstellen; wie man am Schluss
verifiziert.

Will man nicht die reelle g-Heisenbergalgebra realisieren, sondern die Algebra mit
den partiellen Ableitungen 94 bzw. EA, definiert man die Abbildungen voéllig analog,

nur dass D jetzt statt P“ eine der Ableitungen 64 bzw. 5A enthalten muss, siehe
auch [27].

3.3.2 Ergebnisse

Um konkrete Resultate zu erhalten, muss man eine Basis fiir die Felder wihlen. Fiir
uns heisst das, dass wir eine Ordnungsvorschrift vorgeben miissen. Eine Moglichkeit
ist die Normalordnung: Erst alle X*, dann die X3 und am Schluss die X~. Zur
Abkiirzung bezeichnen wir die entsprechenden Elemente mit W™+ "3~ also:

Premsno = (X (X3H(X ) mit ny,n_ € N,n3 € Z (3.40)

Fiir die weitere Durchfiihrung des obigen Programms verwendet man die im An-
hang C angegebenen Vertauschungsrelationen. Die Resultate sind ob ihrer Linge im
Anhang D aufgefiihrt. Fiir die reellen Impulse P4 erweisen sich die Rechnungen als
recht aufwéindig — vgl. die komplizierten Ergebnisse (D.9).

Eine zweite Moglichkeit besteht darin, X~ zunéchst nicht zu beriicksichtigen, und
Felder als Elemente der von R, (X3)*! und (X*)*! erzeugten Algebra zu betrachten
(wir invertieren also X ). Als Basis verwenden wir

O = RV (X (X3 mit 2N, ny,ng € Z. (3.41)

Ausgehend von R? = X3X3 —gX+t X~ —¢7 ' X Xt =¢2X3X3—(qg+q¢ )X T X~

erhélt man als Zusammenhang zwischen ¢ in (3.40) und ¢ in (3.41):
1 q72x3x3 _ R2

X =
X+ q4qt

(3.42)

Damit erhélt man auch unmittelbar die Realisierung von X~ auf <Z>7V+’n3.

3.3.3 Leibnizregeln

Unsere Definition (3.37) hat genau die Form einer verallgemeinerten Leibnizregel.
Definiert man die Abbildung, bzw. im Allgemeinen die Abbildungen, H durch

H = h(X), (3.43)

und bezeichnet die E und D zugeordneten Abbildungen von Feldern auf Felder mit
E und D, hat man

G(f9) = (Gf)(Eg) + (H[)(Dg). (3.44)
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Fiir den dreidimensionalen ¢-deformierten euklidischen Raum zeigt sich, dass die Ab-
bildungen H durch bereits in der ¢-Heisenbergalgebra vorhandene Operatoren ausge-
driickt werden koénnen.

Dies wollen wir an einem Beispiel veranschaulichen. Eine einfache Rechnung ergibt
unter Verwendung von (C.8)

83\I,n+,n3,n, — q2n++n3—1[ng]qunJr,ng—l,n, + q2(n++n3+n,)\1,n+,n3,n,a3
+q(1 — q4){q2("++n3+n—)*3[n_]qQ\pnhnsH,n—fl
+q2n++3n373[ng]q\ljn++1yn3*17n_ }af (345)

Daraus liest man ab
53‘11n+,n3,n, — q2n++n3—1[n3]q\ljn+,n3—1,n, (346)

und unter Berticksichtigung von (D.2) und (D.5)

a5 g LN Y W T 2(ny+ng+n_)gn+,ns,n_
W q v
— A% Wn+7n3)n7
H_gn+mnsmn— q(l _ q4){q2(n++n3+n,)—3[n_]q2 prnstlno—1

+q2n++3n3—3 [ns]q\l,nJr—s—l,ng—l,n, }
= q(1 - ghHAzLTynemen- (3.47)
Also hat man die Leibnizregel

P(fg) = (g + (Hsf)(Dg) + (H_f)(0 )
= (P*fg+ (A2

@) +a(l — ¢ YATLTf)(Gg).  (3.48)

Die expliziten Ergebnisse stehen wieder in Anhang D.



Kapitel 4

Sternformalismus

In diesem Kapitel wird eine Moglichkeit vorgestellt, nichtkommutative Algebren auf
dem Raum der C'°°-Funktionen einer Mannigfaltigkeit zu realisieren, indem die kom-
mutative punktweise Multiplikation von Funktionen durch ein nichtkommutatives
Sternprodukt ersetzt wird. Dazu verwenden wir einen Vektorraumisomorphismus zwi-
schen der nichtkommutativen und der kommutativen Algebra. Wir kénnen damit
Funktionen nichtkommutierender Koordinaten in Funktionen kommutierender Varia-
bler iibertragen. Dies wird es uns spéter ermdglichen, im nichtkommutativen Raum
definierte physikalische Modelle auf den kommutativen Raum zu iibertragen, wo sie
einfacher interpretiert werden konnen. Insbesondere ist das fiir Felder der Fall.

Dieses Kapitel ging aus einer Zusammenarbeit mit Branislav Jur¢o, Martin Schli-
chenmaier, Peter Schupp und Julius Wess hervor.

4.1 Einfiihrung in den *-Formalismus

Bevor wir speziellere Beispiele betrachten, geben wir zunéichst eine Definition des
x-Produkts [80, 81, 59, 2, 45, 74, 32] an und stellen einige allgemeine Uberlegungen
an.

4.1.1 Definition des *-Produkts

Eine Poissonklammer, definiert auf dem Raum glatter Funktionen C°°(M) einer
Mannigfaltigkeit M, ist eine bilinere Abbildung C*°(M) x C*°(M) — C*(M), so
dass fiir alle f,g,h € C°°(M) die Beziehungen

e {f,9} = —{g, f} (Antisymmetrie),
o {{f.gt,h}+{{g,h}, [} +{{h, [}, g} = 0 (Jacobiidentitéit) und
o {f,ght ={f,9th+{f, h}g (Derivationseigenschaft)

gelten. Gegeben ist eine Poissonklammer durch ein Poissonbivektorfeld 6, d.h. einen
kontravarianten schiefsymmetrischen Tensor zweiter Stufe, auf der Mannigfaltigkeit
M:

{f,9} = 0(df,dg). (4.1)

47
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Die Jacobiidentitét entspricht dann genau dem Verschwinden der Schoutenklammer
[0, 0]schouten = 0, siehe [61, 2]. In einem lokalen Koordinatensystem hat man

0= 0”@ & 8j, (4.2)
und damit

{f,9} =070,f0;9. (4.3)
Die Antisymmetrie, und die Jacobiidentitédt bedeuten fiir die Koeffizientenfunktionen
0% (2):
07 = —67" und
09,0 4 6% 9;0" + 09,0 = 0. (4.4)
Wir bezeichnen mit A die Menge formaler Potenzreihen in v mit Koeffizienten in

C®(M): A= C®(M)[[v]]. Das Sternprodukt definieren wir fiir Funktionen f,¢g in
C*°(M) durch

frg=> _vCifg), (45)
=0
wobei hier die C; : C®°(M) x C*°(M) — C°°(M) bilineare Abbildungen sind. Diese
Formel definiert ein *x-Produkt (A, *) auf A, falls die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:
(a) Die C|[[v]]-bilineare Fortsetzung * : A x A — A ist assoziativ,
(b) Co(f,g9) = fg (punktweise Multiplikation),
(¢) L[f*g]=—i{f, g} modv, mit [f*g]=fxg—g=[ (Sternkommutator).
(4.6)

Sind die C; Bidifferenzialoperatoren (lokale Operatoren) spricht man von einem dif-
ferenziellen Sternprodukt.
Eine weitere mogliche Bedingung an das *-Produkt ist die Paritét:

Cr(f.9) = (=1)*Ci(g. f)- (4.7)

Diese impliziert, dass im *x-Kommutator nur ungerade Potenzen von v auftauchen:
o0
[figl=2 Z v Coia(f, 9), (4.8)
i=0

und dass das #-Produkt zu erster Ordnung in v durch die Poissonstruktur bestimmt
wird:

fxg=fg+5090:0;9+O0?), (4.9)

Die Existenz von x-Produkten auf allgemeinen Poissonmannigfaltigkeiten (M, 0)
wurde von Kontsevich nachgewiesen [45]. Fiir spezielle Klassen von Poissonmannigfal-
tigkeiten war dies schon frither bekannt; z.B fiir symplektische Mannigfaltigkeiten [24],
also Mannigfaltigkeiten, mit einer nichtentarteten geschlossenen 2-Form, wobei hier
die Geschlossenheit der Form der Jacobiidentitéit entspricht.
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4.1.2 Allgemeine Uberlegungen

Fiir uns stellt sich die Frage, ob wir eine gegebene Algebra durch ein Sternprodukt
realisieren konnen. Wir betrachten assoziative Algebren A,, die durch Angabe von
Generatoren ¢, i = 1,... , N und Relationen R definiert sind:

A, =C[[zt,...2N/R. (4.10)

Wir nehmen an, dass die Relationen von einem Deformationsparameter h abhéingen,
und dass die Koordinaten im Grenzfall eines verschwindenen Parameters h kommu-
tieren:

~k

kgl

3k fir h=0. (4.11)

=3z
Um ein *-Produkt zu konstruieren, assoziieren wir Funktionen der kommutieren-
den Variablen z',...,2" mit Elementen der Algebra A,, eine Art Quantisierung.

Diese Abbildung bezeichenen wir mit W. Damit definieren wir das *-Produkt durch

W(f gl :=WIfIWlgl, f,geC®(M), (4.12)

falls ein f*g existiert, so dass diese Gleichung erfiillt wird. Das so erhaltene *-Produkt
héngt im Allgemeinen von der Wahl der Abbildung W ab.

Durch diese Vorgehensweise erhalten wir ein *-Produkt im Sinne obiger Definition.
Dazu ,identifizieren“ wir den Deformationsparameter i der Algebra mit dem formalen
Parameter v. Die Bedingung (a) in (4.6) folgt aus der Assoziativitit der Algebra, (b)
ist erfiillt, da die Algebra A, fiir h — 0 kommutativ wird (4.11), und (c) definiert
die Poissonklammer {, }. Fiir den *-Kommutator, der sich nach Definition aus dem
Kommutator der assoziativen Algebra A, herleitet, gilt:

[f5gxh]l=1[figlxh+gx[f*g]
[frlgshl]+gs s fl+[ht[ftg]]=0. (4.13)

Werten wir diese Identititen zur Ordnung h' aus, finden wir

{f.gh} ={f.g}h +g{f.h}
{fv {g7h}}+{g7{h>f}}+{h‘? {f,g}}:(]. (4'14)

Die Abbildung {, } ist also tatséchlich eine Poissonklammer; die Antisymmetrie ist
klar.

Wir betrachten Algebren, die die Poincaré-Birkhoff-Witt Eigenschaft besitzen.
Fiir diese ist die Dimension des Untervektorraums homogener Polynome eines be-
stimmten Grades die gleiche wie im kommutativen Fall. Damit erhélt man einen
Vektorraumisomorphismus zwischen der nichtkommutativen Algebra und der entspre-
chenden kommutativen Algebra. Diesen kann man dazu benutzen, um Abbildungen
auf der nichtkommutativen Algebra Abbildungen auf dem kommutativen Raum zu-
zuordnen, und umgekehrt. Ubersetzt man die Multiplikation der nichtkommutativen
Algebra in eine bilineare Abbildung auf der kommutativen Algebra, erhilt man ein
Sternprodukt. Das funktioniert natiirlich auch mit anderen Abbildungen, z.B. mit
Ableitungen oder Integralen. Ein konkretes Beispiel dazu werden wir in Abschnitt
5.4.1 sehen.
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Explizit geht man so vor, dass man eine Ordnungsvorschrift fiir die Generatoren
der Algebra angibt, z.B symmetrische Ordnung oder Normalordnung.! Dies fiihrt
dann zu folgender Korrespondenz zwischen Elementen der Algebra und Funktionen
auf dem RY:

F=Sfuay 1880~ f(2) =3 fuaait o2, (4.15)

wobei f;; s, € C und :: fiir die geordneten Polynome steht; also z.B. : P =
LEAPE m Falle der Weylordnung (Symmetrisierung) oder
jind . _ { 237 fallsi < j

P 2930 falls j < q (4.16)

fiir die Normalordnung. Dann ist
W(f(z,y) =: f(2,9) ;. (4.17)

Fiir die von uns betrachteten Algebren ist es moglich, *-Produkte so zu konstruie-
ren, dass sie die Paritétseigenschaft (4.7) besitzen. Wir bezeichnen die vom Parameter
h abhéngige Abbildung W von C*°(M) in die Algebra, mit W(. 5, wobei hier - fiir das
Produkt der Algebra steht; -, steht fiir das umgekehrte Produkt, also a -op b = b - a.
Weiter nehmen wir an, dass

W( h) - W(-,—h) - W(~,h) (418)

‘ops

gilt, und dass die Algebra unter dem Austausch (-,h) — (-op, —h) invariant ist.
Verwenden wir (4.18), erhalten wir aus W[f]- Wig] = > h"W[Cy(f, g)]

WIiflop Wlgl = Y _(=h)"W[Cul(f.9)], (4.19)
indem wir (-, h) durch (-op, —h) ersetzen. Andererseits ist
WIif]op Wlgl = Y _h"WICu(g. )], (4.20)
was direkt aus g« f = > h"C,(g, f) folgt. Ein Vergleich zeigt

also gerade die Paritéitseigenschaft (4.7).

4.2 Beispiele

4.2.1 Kanonische Struktur und Liealgebra-Struktur

Im Rahmen der kanonischen Quantisierung wurde von H. Weyl eine Vorschrift ange-
geben, Funktionen f(z') kommutierender Variabler z’ ein Element einer nichtkom-
mutativen Algebra zuzuordenen [80]. Dabei wird die Fouriertransformierte

3 _ 1 n o efikj:pj T
F0) = g [ e 110) (1.22)

Im Falle allgemeiner Algebren muss beachtet werden, dass man durch die Ordnungsvorschrift
auch wirklich zu einer Basis gelangt. Dies kann mit Hilfe des Diamanten-Lemmas [4] entschieden
werden. Sind die Vertauschungsrelationen durch eine R-Matrix gegeben, fiihrt jede beliebige Ord-
nungsvorschrift zu einer Basis.
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der Funktion f benutzt, um den Operator W zu definieren:

_ 1 n ik]-a%j 3
W|(f] = @n)E /d ke f(k), (4.23)

Dies entspricht dem Ersetzen der 2’ in f durch die entsprechenden in &' symmetri-
sierten Ausdriicke.
Wir betrachten das Produkt zweier solcher Operatoren:

1

WVl =

/ d"kd"p e 5% F(k)(p). (4.24)

Um (4.12) auswerten zu konnen, miissen wir dies wieder in die Form (4.23) bringen.
Dazu berechnen wir das Produkt der beiden Exponentialfunktionen mit Hilfe der
Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

eAeB — AA+B+5[ABl+15([[A,B],B]-[[A,BLA)+... } (4.25)

Kanonische Struktur

Fiir eine kanonisch nichtkommutative Struktur, d.h.
(2%, 27] = 0", 6" e C, (4.26)
finden wir
pikid pipid? _ ik +pi)iT —kip; 07 (4.27)

Setzen wir dies in (4.24) ein, erhalten wir

1 (i tp )39 — @i p. 7y~
WIS «g) = o [tk SRS ) (aas)

und daraus mit (4.23) und (4.22)

1 (ke i4p )i — 2 ki ps Ty~
I*9 = Gy [ =0 i)
i 0 _pgij 9
= 20" 0y f(x)g(y) (4.29)
y—w

Das ist das bekannte Moyal-Weyl-Sternprodukt [59].
Liealgebra-Struktur
Als zweites Beispiel betrachten wir eine Liealgebra-Struktur:

(2%, 27) = i f 2k, fY, ecC. (4.30)

In diesem Fall erhalten wir das Produkt der beiden Exponentialfunktionen aus der
Gruppenmultiplikation der zur Liealgebra gehérenden Gruppe:

ki@ ;a7

= ¢iPi(kp)E" (4.31)
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Wobei hier P;(k,p) die Parameter des Gruppenelements sind, welches man durch
Multiplikation der durch k£ und p parameterisierten Gruppenelemente erhélt. Aus der
Baker-Campbell-Hausdorff-Formel wissen wir:

1
Pi(k,p) = ki +pi + §gi(k‘ap) (4.32)
und erhalten damit
1 . .
_ A" kd"™ iP;(k,p)x IAY:
fxg (QW)H/ pe f(k)a(p)
2 HIE D) fy)g(2)] (4.33)

z—x

Der Vollsténdigkeit halber und zum spéteren Gebrauch geben wir die ersten Terme

von gi(i%,i—g) an:
o .0 e 0 0
o ; — ik,
gi (z 8y’282> / " Oyd Ok
g o0 9 g 9 0

gk g (O 0 O 0 0 O
6f A <8yj Oy™ Oz + 023 9zm 8yk>
1. o 0 90 0 o o0 9 0
= rik rm pesn (Y Y Y Y s vy v v
+24f mf (3yj oy 0zF 0zs * 027 92" Oyk 8y5>
o (4.34)
4.2.2 Quantenraum-Strukturen

Maninebene

Bei den obigen beiden Beispielen haben wir jeweils Weylordnung benutzt. Fiir die
Quantenebene [56, 57]

Ty = qyz, geC (4.35)

verwenden wir eine Normalordnungvorschrift. Dabei sollen alle & vor allen § stehen.
Zum Beispiel gilt fiir quadratische Ausdriicke:

12T = A, CYY = 9y, TY:=:9T: =2y (4.36)
Damit erhalten wir fiir Monome:
i,nl gml i.nQy/‘mQ — q—m1n2£n1+n2gm1+m2 (4.37)
L AN AM1 L. AN2 AM2 — —ming . Anit+nz smit+msa
Mgz = g 1T i :

g 0 9 mo m
— W(q Bw’yayxnlymlx 23/ 2

! —az )
y' =y

— fx’%y@@ ro 4
frg=q "o o f(z,y)g(z",y)| . (4.38)
y' —y

und daraus
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GL4(N) Quantenebenen

Fiir Strukturen der Art (4.35) ist es auch moglich, eine geschlossene Form fiir das
x-Produkt mit einer symmetrischen Quantisierungsabbildung W anzugeben. Wir be-
trachten dazu allgemein GL,(N)-kovariante Quantenebenen, die von Koordinaten

#',..., 2N erzeugt werden mit den Relationen

‘4l = qilzt, i<j, qeC. (4.39)
Diese Algebra erfiillt die Paritéitseigenschaft, d.h. werden ¢ durch ¢~!
ersetzt, erhilt man dieselbe Algebra.
Das #-Produkt ist gegeben durch [41]

und - durch -,

frge e SV ar T 55 505) ) ay)

, (4.40)

y—x

mit A~ = Ing als Deformationsparameter. Eine einfache Rechnung (wenn man fiir
f = 2" und fiir g = 27 setzt) zeigt, dass dieses *-Produkt die Algebra (4.39) realisiert:
' xx) = qxd x 2", 1 < j. Wir rechnen die Assoziativitit dieses #-Produktes explizit

nach:
i j 1 o _0_,1 9
fr(gh) = [ L1500 g0 5oy [ A f(:c)g(y)h(z)} ]
= e% i i 5oz yj%e% i T 5or ¥ 5o
LS gt 55 0
xe? ZZ,] i3y oy? 2 9z7 f(x)g(y)h(z) (441)
Z—X,Y—T

Hier haben wir im zweiten Schritt

(W) f(w,w) = (205 + y0y)" (2, Y)]ly—w,.z—w- (4.42)

benutzt. Der Ausdruck (4.41) ist symmetrisch in x,y und z, was die Assoziativitét
f*(g*h)=(f*g)«h impliziert.
Aus dem #-Produkt (4.40) finden wir die Poissonklammer

{f.9} =) (2'0:f2709;9 — 2'0iga0; f) . (4.43)

1<j

Es kann gezeigt werden, dass das durch (4.40) definierte *-Produkt zu einer sym-
metrischen Ordnungsvorschrift korrespondiert. Jedoch ist fiir ein Monom der Ordnung
k der Nenner nicht k! wie fiir die Weylordnung. Beispielsweise hat man fiir Binome

o P4 1 pd 40
Wieial) = 2228 (4.44)
qz +q 2
Diese Abbildung W erfiillt die Bedingung (4.18). Das #-Produkt besitzt daher die
Paritédtseigenschaft, was man natiirlich auch direkt sehen kann, wenn man den Expo-
nenten in (4.40) expandiert.
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Euklidische Quantenrdume (Poissonstrukturen)

Als weiteres Beispiel betrachten wir Quantenrdume, die kovariant unter der Wirkung
der Quantengruppe SOy(N) sind. Das *-Produkt fiir diese Rdume vollstandig auszu-
rechnen erweist sich als recht aufwéndig. Wir wollen aber zumindest das *-Produkt
zweier Koordinaten und die Poissonstruktur angeben.

Dazu definieren wir fiir einen N-dimensionalen Raum n durch N = 2n falls N
gerade ist, und durch N = 2n + 1 falls N ungerade ist. Weiterhin verwenden wir die
Notation i’ = N+1—i fiiri = 1,..., N. Die Vertauschungrelationen der Koordinaten
#',...2" sind dann gegeben durch [23, 42]

Pl = qilat, i< ji#g
et — gl o= XY ¢TI, i< (4.45)
1<j<n
falls IV gerade ist und
il = qilit, i< ji# g
. . PR . 1 1 P . .
Pt —a'at = g2 —q )@ TN Y R, i< (4.46)
1<j<n

falls NV ungerade ist. Die Algebra besitzt die Paritdtseigenschaft.
Wir verwenden Weylordnung und setzen voraus, dass

ot x ) + a7 x 2t
2

i

S (4.47)

gilt. Setzt man dann an

. . xS+ xSk’
A Z Chrs 5 = Z Crsx’x" (4.48)
und beriicksichtigt, dass die 2' mit dem *-Produkt die Relationen (4.45) bzw. (4.46)
erfiillen miissen, erhélt man ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten C,g,
aus dessen Losung man das *-Produkt zweier Koordinaten erhélt:

vixal = qiaiad, i<ji#J
-
. -/ s A + “INIT! ;47 . .
' xaxt = a'a’ ~3 Z <%> Pal, i <i, (4.49)
1<j<n

und falls N ungerade ist zusétzlich
a"x T2 = gt %(q% - q_%)($”+1)2. (4.50)
Daraus finden wir den Poissonbivektor
S (0,20, -0, 00) — 3 22 (0; @ 0y — 0y @ ;)
i<j,i#j’ i<j<n
—(@"*)*(On @ On+2 — Ont2 ® On), (4.51)

wobei der Term in der zweiten Zeile nur fiir N ungerade auftritt.
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g-Minkowski-Raum

Zuletzt betrachten wir noch den g-deformierten Minkowski-Raum [6, 49, 50]. Die
Koordinatenalgebra wird erzeugt von den vier Generatoren 2%, 23, 2%, 2, welche die
folgenden Relationen erfiillen:

7074 2A50
5331A,‘+—q2;%+§73 _ —C_[)\JATOCE+
738 — Pt = —g i¥i
gmat —ataT = Aadad - el (4.52)

Wir geben das *-Produkt zweier Koordinaten und die zugehotrige Poissonstruktur
an. Dazu verwenden wir wieder Weylordnung. Wir finden (a = 0,3,4+,—, A =3,+,—)

¥ xxt = %
szt = 2024
xgt = ! — (2qz3z™ — Ax%z™)
q+q
T p —|—1q_1 (2¢ '2*x™ + Aa%27)
v xaxT = atz + %(wox‘g — 2323) (4.53)

und daraus den Poissonbivektor
2(x3 — 202 (3 @0y — 0y ®03) —2(2 — 202" (03 ® 0_ — 0_ ® )
—2(z3 — 20230, ®0_ —0_ ®0,). (4.54)
Euklidischer Quantenraum Rg

Da die Vektorraumbasis mit normalgeordneten Koordinaten X+, X3, X~ schwer zu
handhaben ist, ist man versucht, die bereits in Abschnitt 3.3 als Basis fiir Felder
verwendeten Ausdriicke R?Y(X )"+ (23)", zu benutzen. Man betrachtet also Funk-
tionen f(r,x*,x3). Da

X3XT =g XTX3 (4.55)
ist, erhélt man durch einen Vergleich mit (4.35) aus (4.38) sofort

frg=q" 2" oF f(a)g(y)| . (4.56)

Und daraus fiir die Poissonklammer

{f,9} = 22°2* (031019 — Dy fO39). (4.57)

Die Poissonstruktur ist entartet; Kugeloberflichen sind symplektische Blitter im R3.
Dies spiegelt das in Kapitel 2 gewonnene Bild des Rg wider.



Kapitel 5

Eichtheorie

Dieses Kapitel ist dem Versuch der Formulierung von Eichtheorien auf nichtkommuta-
tiven Rdumen gewidmet. Wir werden dhnlich wie in der gewodhnlichen Eichtheorie auf
kommutativen Rdumen vorgehen: Felder transformieren unter Eichtransformationen.
Abbildungen von Feldern auf Felder miissen kovariant sein, um in einer eichinvarian-
ten Formulierung physikalischer Modelle verwendet werden zu kénnen. Dies macht die
Einfithrung von Eichpotenzialen notwendig. Damit werden Tensoren definiert, die die
Konstruktion einer eichinvarianten Wirkung erlauben und somit eine Beschreibung
der Dynamik des Eichfeldes ermoglichen.

In der hier vorgestellten Vorgehensweise mit kovarianten Koordinaten werden kei-
ne Differenzialformen benttigt. Es muss also kein Differenzialkalkiil, der im Allgemei-
nen fiir nichtkommutative Algebren auch nicht eindeutig ist, auf der Algebra konstru-
iert werden. Eine verstdndliche Einfithrung in die Eichtheorie auf nichtkommutativen
Réumen unter Verwendung von Differenzialformen findet man beispielsweise in [52].

Es stellt sich heraus, dass es moglich ist, Eichtheorien auf nichtkommutativen
R&umen mit Eichtheorien auf kommutativen Rdumen in Verbindung zu bringen. Da-
zu wird die so genannte Seiberg-Witten-Abbildung [70] verwendet, die wir im Ab-
schnitt 5.2, vor allem unter dem Gesichtspunkt konstruieren werden, dass sie die Be-
handlung einer einhiillenwertigen Eichtheorie mit endlich vielen Eichfeldkomponenten
ermoglicht, obwohl die Einhiillende einer Liealgebra unendlichdimensional ist.

Fiir diese Konstruktion findet das im vorhergehenden Kapitel dargestellte -
Produkt Verwendung. Die Eichtheorie wird dazu zunéchst in den Sternformalismus
iibersetzt, und anschlieffend eine Entwicklung im Deformationsparameter durchge-
fithrt. Die Seiberg-Witten-Abbildung wird dann Ordnung fiir Ordnung so bestimmt,
dass eine gewohnliche Eichtransformation auf dem kommutativen Raum zu einer
Eichtransformation auf dem nichtkommutativen Raum fiihrt. Damit wird eine Aqui-
valenz zwischen den Eichtheorien hergestellt.

Im Fall der eindimensionalen g-deformierten Heisenbergalgebra wurde in [78, 33, 9]
auf direktem Weg ein Zusammenhang zwischen kommutativer und nichtkommutati-
ver Eichtheorie konstruiert. Der Zugang dort beruht darauf, dass sich die Eichgruppe
nicht dndert, da ja eine Koordinate mit sich selbst kommutiert. Fiir mehrere nicht-
kommutative Koordinaten éndert sich jedoch die Eichgruppe, diesem Umstand trigt
die Konstruktion der Seiberg-Witten-Abbildung gerade Rechnung.

Statt ,,Eichtheorie (-transformation, -feld, -parameter) auf einem nichtkommuta-

o6
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tiven Raum“ werden wir oft einfach die Bezeichnung ,,nichtkommutative Eichtheorie
(-transformation, -feld, -parameter)“ gebrauchen. Mit ,nichtabelsch“ benennen wir,
wie iiblich, eine Eichtheorie mit einer nichtabelschen Eichgruppe.

Der Inhalt der Abschnitte 5.1 bis 5.3 dieses Kapitels ist zum grofiten Teil bereits
in den Artikeln [53] und [37] veroffentlicht.

5.1 Definition und Konzept

5.1.1 Eichtransformationen

Wir betrachten infinitesimale Eichtransformationen. Der Transformationsparameter
@ ist von den nichtkommutativen Koordinaten ¢ abhingig: &(2) € A,.! Die Objekte,
die unter Eichtransformationen transformieren bezeichnen wir als Felder, sie sind
Elemente der Algebra:

D(@) =@, ... 2N e A, (5.1)
Wir nehmen an, dass die infinitesimale Anderung 51& eines Feldes 1& in der Form
0P(&) = ia(@)p(2);  a@), P(@) € A, (5.2)

geschrieben werden kann.

Die Transformation (5.2) entspricht einer abelschen Eichtransformation, da &(&)
ein Element der Algebra ist. Gehort &(Z) zu einer Algebra von Matrizen mit Eintrégen
in A, entspricht dies einer nichtabelschen Eichtransformation.

Genauer: Fiir nichtabelsche Eichtransformationen nehmen wir an, dass die Felder
zﬁ zu einer Darstellung einer Liealgebra

[Ta7 Tb] = Z‘f’a/bcj_‘c <53)

gehoren, also z.B. in einer Matrixdarstellung Spaltenvektoren mit Eintrigen in A,
sind. Die Eichparameter sind dann Elemente der von den Koordinaten &’ und den
Generatoren 7% erzeugten Algebra A, 1, wobei die 2’ mit den T® kommutieren. Die
Generatoren 1% wirken vermoge der Darstellung auf 1/3:

0p(2) = ia(2, T)(2);  &(#,T) € Aur; $(2), 59(2) € A, (5.4)

Besitzt die Algebra A, eine Konjugation, kénnen damit noch zusétzliche Be-
dingungen an die Eichtransformationen gestellt werden. Fordert man z.B., dass &
hermitesch ist

a(@) = a(2), (5.5)

erhilt man eine unitére Eichgruppe.

'Da wir spéter die Eichtheorie im #-Formalismus formulieren werden, und dort die Eichparamter
und die Felder Funktionen kommutierender Variabler sind, gebrauchen wir hier generell die Notation
mit Hiiten f fiir Elemente nichtkommutativer Algebren f € A,. Die entsprechenden Gréfien im
*-Formalismus tragen dieselbe Bezeichnung, aber ohne Hut.
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5.1.2 Kovariante Koordinaten

Die Koordinaten Z' sind invariant unter Eichtransformationen (nur Felder transfor-
mieren!):

63t = 0. (5.6)

Dann ist die Linksmultiplikation eines Feldes mit einer Koordinate keine kovariante
Operation. D.h. %) transformiert sich nicht wie das Feld v (5.2), da ja im Allgemei-
nen 2° nicht mit &(2) kommutiert:

5(3')) = #'a(@)Y # a(@)a'. (5.7)

In der Eichtheorie auf kommutativen Rdumen besitzt die Ableitung eines Feldes
ein nichtkovariantes Transformationsverhalten, dort fithrt man kovariante Ableitun-
gen ein, welche man mit Hilfe eines Eichpotenzials konstruiert. Analog dazu fithren
wir kovariante Koordinaten X? ein, fiir die

§(X')) = iaX™) (5.8)
gelten soll, was mit
S(R) = (0X)) + X(69) (5.9)
wegen der Eichtransformation (5.2) des Feldes Y
5(XY) = ifd, X1 (5.10)
impliziert. Fiir Adie kovarianten Koordinaten X? machen wir einen Ansatz mit einem
Eichpotenzial A*(2):
X' =3+ Al(z),  AYZ) € A,. (5.11)

Das Eichpotenzial ist im Falle einer nichtabelschen Eichtheorie eine Matrix. Die Va-
riation des Eichpotenzials erhalten wir aus (5.10):

SAT = ila, AT — i[#', a). (5.12)

Indem man in den Vertauschungsrelationen R die Koordinaten &' durch die ent-
sprechenden kovarianten Koordinaten X* ersetzt, kann man Tensoren definieren, die
der Kriimmung/Feldstérke in der gewohnlichen Eichtheorie entsprechen. Sind die Ver-
tauschungsrelationen beispielsweise in der Form

(2, 27] = 0% (2" (5.13)

gegeben, definieren wir?

T9 = [X*, X9] — i6Y (X?). (5.14)

*Natiirlich transformiert jedes beliebige Produkt kovarianter Koordinaten entsprechend (5.18).
Jedoch wird mit unserer Definition der Tensor T% im Falle verschwindender Kopplungskonstante
Null. Die Kopplungskonstante g steckt bei uns im Eichparameter und im Eichfeld; fiihrt man sie
explizit ein, hat man g& und gA statt & und A.
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Um dies zu veranschaulichen, geben wir fiir unsere drei Beispiele nichtkommutativer
Strukturen den Tensor jeweils explizit an:
Kanonische Struktur:

T9 = [X' X7] — 6, (5.15)
Liealgebra-Struktur:3
T9 = (X', X7 —ifi, X", (5.16)
Quantenraum:
P XX g R X (5.17)

Aus dem Transformationsverhalten (5.10) der kovarianten Koordinaten folgt un-
mittelbar

57 — ifa, T

—

; (5.18)
da mit 0A = i[&, A] und 6B = i|&, B] auch §(AB) = i[&, AB] ist.

5.1.3 Kovariante Ableitungen

Um eine Dynamik zu formulieren, ben6tigt man Ableitungen, die man dann fiir die
Formulierung eichinvarianter Theorien kovariant machen muss. Wir wollen Ableitun-
gen in rein algebraischer Weise einfithren [79, 83, 42]. Dazu erweitern wir die nicht-
kommutative Algebra in konsistenter Weise, d.h. es diirfen keine neuen Relationen fiir
die Koordinaten auftreten, um Ableitungen, so dass eine verallgemeinerte Leibnizregel
erfiillt wird:

bl = 67 4+ dilicd). (5.19)

Die Koeffizienten dgi € C miissen so bestimmt werden, dass die Konsistenzbedingung
erfiillt ist.

Aus den Vertauschungsrelationen zwischen den Koordinaten ¢ und den Ableitun-
gen (9]- gewinnen wir folgendermaflen eine Realisierung der Algebra der Ableitungen
auf der Algebra A, der Koordinaten.* Wir nehmen ein Element der Koordinatenal-
gebra f € A,, multiplizieren es von links mit einer partiellen Ableitung und tauschen
diese Ableitung und eventuell auftretende weitere Ableitungen dann ganz nach rechts
durch. So erhalten wir

0if =g+ hid;. (5.20)
J

Fir Quantenrdume ist dies immer konsistent moéglich, denn deren Vertauschungsre-
lationen fiir die Ableitungen und Koordinaten werden durch eine R-Matrix, die die

3Fiir diesen Fall, der in dieser Arbeit kaum behandelt wird, siche insbesondere die Arbeiten
[16, 22, 52, 34].
4Sieche hierzu auch Abschnitt 3.3.
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Yang-Baxter-Gleichung erfiillt, vermittelt. Wir definieren dann die beiden Abbildun-
gen

9,04+ Ay — Ay (5.21)
analog zu Abschnitt 3.3.1 durch

of = ai
Olf = hy. (5.22)

Damit erhélt man eine Darstellung der Algebra der Ableitungen auf den Funktionen,
d.h. Elementen der Algebra A,. Das Element 0; f entspricht dann der Ableitung der
Funktion f. Die Abbildungen O;/ entsprechen in diesem Bilde einer Verschiebung
bzw. Rotation der Funktion.

Aus (5.20) und (5.22) erhélt man unmittelbar folgende Leibnizregel [79]:

0i(f9) = (3:.))g + (O £)(9;9). (5.23)

Wendet man dies auf das Produkt dreier Funktionen, f , 0, heA, an, erhélt man aus
der Assoziativitit fgh = (fg)h = f(gh)

07 (fg) = OF(F)OW (9). (5.24)

Kanonische Struktur

Fiir die kanonische Struktur miissen die dfi so gewahlt werden, dass

0= {[#,&] 6"} = 6@ —5]a" +dyj,a" — dj, 2"
+amat {die, iy — diy.dif } 9, — 070, (5.25)

ist, ohne neue Relationen fiir die &' einzufiihren. Das ist der Fall fiir

dl; = 5353, (5.26)
woraus man
31.%i = 5; + ii({}l (5.27)

erhiilt. Die partiellen Ableitungen 9; im Sinne obiger Definition sind dann gegeben
durch

of =0, f, (5.28)

und man hat die iibliche Leibnizregel®

O(fg) = (0f)g + f(99). (5.29)

®In obiger Notation ist also O;7 = 6,7, vgl. (5.23).
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Der Ausdruck
3 — 099, (5.30)

kommutiert mit allen Koordinaten #¢ und Ableitungen ;. Bs ist moglich, die Algebra
durch das von diesem Ausdruck erzeugte Ideal zu dividieren. Dann gilt

3 — 09 = 0 (5.31)

in der Algebra. Falls #% invertierbar ist: 0, lgii = 6lj bedeutet dies, dass wir die
Ableitungen durch die Koordinaten ausdriicken kénnen:5

O = —if;; ', (5.32)
Die Ableitungen kommutieren dann nicht, es gilt vielmehr
[04,0;] = —ib;". (5.33)
Vermoge der Beziehung (5.32) erhilt man in einfacher Weise kovariante Ableitun-
gen:
Dy = —if;' X' = (9 —i0;' A) = (9, — iV)), (5.34)

wobei wir als Bezeichung fiir das Eichfeld der Ableitungen V; = lelfli eingefiihrt
haben. Als Feldstérketensor definieren wir dann (das i ist eine gebréuchliche Konven-
tion, da dann mit hermiteschem Eichfeld A auch der Feldstéirketensor F' hermitesch
ist)
N (N B

= [éﬂ VJ] - [éj, VZ] - I[VU VJ]

= —if;'0; ([, A - [a¢, A') + [A', AY)

= —if;'0; T (5.35)
Man erhélt dadurch also keinen neuen, von dem in Abschnitt 5.1.2 definierten un-
abhéngigen, Tensor.

Mit dem Eichfeld V; = 0, 1A% kénnen die kovarianten Koordinaten geschrieben
werden als

X7 =37 + 07, (5.36)

Dieser Ausdruck tritt in der Stringtheorie im Zusammenhang mit nichtkommutativer
Yang-Mills-Theorie als Koordinatentransformation auf [13, 35, 38].

5Dies ist #hnlich wie im Fall der reellen Impulse der g-deformierten Heisenbergalgebra, siehe
Abschnitt 3.1.2. Dort wurden die Impulsoperatoren durch die Koordinaten, durch die Drehimpulope-
ratoren und den Skalierungsoperator ausgedriickt. Man wird also hoffen, daf} fiir nichtkommutative
Algebren die Eichtheorie mit kovarianten Ableitungen auf die Eichtheorie mit kovarianten Koordi-
naten zuriickgefiithrt werden kann. Dass also insbesondere auch die mit den kovarianten Ableitungen
verbundenen Tensoren aus denjenigen der kovarianten Koordinaten aufgebaut werden kénnen.
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Quantenraum-Struktur

Fiir Quantenebenen (1.16) ist es ebenfalls moglich, die Algebra um Ableitungen zu
erweitern [79, 42, 78]. In diesem Fall muss die Matrix d aus dem Ansatz (5.19) die
Yang-Baxter-Gleichung (1.18) erfiillen. Entsprechend ist eine natiirliche Losung fiir
die Koeffizienten dZé durch die R—Matrix, bzw. deren Inverses I:Z_l, gegeben. Kin
Beispiel findet man im Anhang, Gleichungen (C.6) und (C.7).

Versucht man nun kovariante Ableitungen zu bilden, findet man, dass es aufgrund
der Leibnizregel (5.23) nicht moglich ist mit Eichfeldern V. alleine auszukommen.
Dies kommt daher, dass in der Leibnizregel zu einer Ableitung 9, auch andere Ab-
leitungen O, | # k auftreten und die Operatoren O;* zu einer Verschiebung der
Funktionen fiihren. Um diesen Effekt zu kompensieren, fithren wir als zusétzliches
Feld das Vielbein E;* ein, dieses soll invertierbar sein. Wir machen also den Ansatz

D; = B0y, — iV}) (5.37)

fiir die kovarianten Ableitungen, und verwenden weiterhin die Notation Vk fiir das
Eichvektorfeld der kovarianten Ableitungen. Die Variation dieses Ausdrucks unter
infinitesimalen Eichtransformationen ist

6D; = (OE*) (0 — iVi) — iE*(6V3). (5.38)

Andererseits impliziert die Bedingung der Kovarianz

6D; = i@, Dy
= 6B (0, —iVy) —iEF |(8pa) + (05la)0) — iVia| . (5.39)

Setzt man diese beiden Ausdriicke gleich und sammelt die Terme, die proportional zu
0; sind, erhdlt man fiir das Transformationsverhalten des Vielbeins

SEI =iaFy —iB* (0 a). (5.40)
Verwendet man dies in (5.38) erhélt man die Bedingung
(ié{Eik — ZEAlk(OvlkOAz)) Vk + E’Z’“éffk = idEika + E,k ((31434) — kad) (5.41)

an die Variation 8V}, des Eichfeldes. Wenn, wie vorausgesetzt, das Vielbein E;k inver-
tierbar ist folgt damit:

Vi = i(O'6) Vi — iVid + (9ad). (5.42)

Hier tritt sozusagen ein ,,getwisteter* Kommutator von & und Vj, auf ((Okléz)ﬂ —de).
Dies wird dadurch kompensiert, dass auch das Vielbein unter Eichtransformationen
transformiert (5.40). Insgesamt erhélt man damit kovariante Ableitungen, die wieder
mit einem Kommutator transformieren (6D; = i[&, Dy]).

Als spezielles Beispiel behandeln wir in Abschnitt 5.4.1 die Maninebene ausfiihr-
lich.
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5.1.4 Anmerkung zu nichtabelschen Eichtransformationen

Im Falle nichtabelscher Eichtransformationen sind der Eichparameter & und das Eich-
feld A matrixwertig (5.4), (5.12). In einer geeigneten Basis fiir die Matrizen kann man
schreiben & = &, 7" und A= ATTT, mit &, flr € A,. Betrachten wir nun den homo-
genen Anteil der Variation (5.12) des Eichfeldes unter Eichtransformationen:

@, A] = %( Ay + Ayt [T7, T + %(arAs _ AT, T, (5.43)
Da die Algebra A, nichtkommutativ ist, wird der zweite Term auf der rechten Seite
nicht verschwinden. Es ist daher nicht méglich & und A Liealgebra-wertig zu wéhlen,
sondern & und A liegen in der Einhiillenden der Liealgebra. Die Einhiillende ist je-
doch unendlichdimensional, das Eichfeld hat also unendlichviele Komponentenfelder.
FEine solche Theorie mit unendlichvielen Feldern ist nicht sehr einladend. Im néchsten
Abschnitt werden wir sehen, wie es trotzdem mdoglich ist eine nichtabelsche Eichtheo-
rie auf einem nichtkommutativen Raum mit endlich vielen Komponentenfeldern zu
beschreiben.
Im Allgemeinen ist nicht klar, welche mit (5.12) vertrégliche Bedingungen an die
Matrizen T" gestellt werden konnen. Falls die Algebra A, eine Konjugation besitzt
und alle Koordinaten reell sind

(&) = i, (5.44)

ist es moglich die Matrizen T" hermitesch zu wéhlen:

Tt =17 (5.45)
Dann ist « reell:
a(f) = @ ()T = a"(2),  (ar(2))" = & (2) (5.46)
und fiir den Kommutator [&, A] gilt
(la, A])* = —[a, A]. (5.47)

Aus (5.12) folgt damit, dass mit & und A auch §A hermitesch sein wird. Falls die
T" eine Basis fiir die hermiteschen Matrizen bilden, ist eine konsistente Eichtheo-
rie moglich. Sind die 7" Matrizen der Dimension n x n, erhélt man so eine U(n)-
Eichtheorie. Es ist jedoch nicht moglich, Spurlosigkeit zu fordern, da der Antikommu-
tator {1, T*} fiir spurlose Matrizen 7", T im Allgemeinen eine nicht verschwindende
Spur hat.

In der Formulierung der Eichtheorie im *-Formalismus (siehe unten) sind Bedin-
gungen Ordnung fiir Ordnung im Expansionsparameter méglich; siehe [5] im Falle der
SO(n) und der Sp(n).

5.2 Seiberg-Witten-Abbildung

In diesem Abschnitt wollen wir eine von Seiberg und Witten [71] gefundene Moglich-
keit vorstellen, eine Eichtheorie auf einem nichtkommutativen Raum mit einer Eich-
theorie auf einem kommutativen Raum in Verbindung zu bringen. Dazu werden wir
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zunéchst die nichtkommutative Eichtheorie im *-Formalismus beschreiben und an-
schlieflend eine Entwicklung im Deformationsparameter durchfiithren. Die Verbindung
zwischen den Eichtheorien wird formuliert dadurch, dass das nichtkommutative Eich-
feld A und der nichtkommutative Eichparameter o Funktionen des Eichfeldes a' und
des Eichparameters o! der Eichtheorie auf einem kommutativen Raum und deren
Ableitungen sind:

A = A(al,0a',00a',...)
a = a(al,0at,0a,... al 0at,00d,...). (5.48)

Und zwar so, dass eine gewohnliche Eichtransformation des Felds a! iiber diese funk-
tionale Abhéngigkeit gerade die nichtkommutative Eichtransformation des Feldes A
impliziert:

A(al + 5a1a1) — A(al) = (5a(a17a1)A(a1). (5.49)

Wir fassen dies so auf, dass es dadurch moglich ist, ein einhiillendenwertiges
Eichfeld zu konstruieren, dessen unendlich viele Komponenten nur vom Liealgebra-
wertigen Anteil, also den endlich vielen Feldern a', abhéingen.

5.2.1 Eichtheorie im *-Formalismus

Wir behandeln nichtabelsche Eichtheorien, wir haben also sowohl nichtkommutative
Koordinaten ##, u = 1,... N, als auch Generatoren 77, j = 1...L der Eichgrup-
pe, wobei alle #* mit allen 77 vertauschen. Fiir eine einheitliche Beschreibung be-
handeln wir beide nichtkommutativen Strukturen im *-Formalismus. D.h. wir haben
ein *-Produkt beziiglich der N + L kommutierenden Variablen z*,t% u =1,... N,
a = 1...L. Fiir konkrete Rechnungen beschrinken wir uns auf den Fall einer kano-
nisch nichtkommutativen Struktur; siehe jedoch Abschnitt 5.4.1. In diesem Fall erhélt
man das *-Produkt indem man die beiden *-Produkte (4.29) und (4.33) kombiniert:

(f  9)(=) = e3 (" o g 9 ia o) (! ) g ", ¢")]

T —>z,z”—>z .
t—t, ! —t

(5.50)

Da die #* mit den 79 kommutieren, ist es problemlos méglich, die beiden Exponen-
tialfunktionen zusammenzufassen.

Die Eichtheorie im *-Formalismus zu formulieren, heisst, alle Felder als Funktionen
kommutierender Variabler, aufzufassen, jedoch statt des punktweisen Produkts das
x-Produkt zu verwenden. Eine infinitesimale Eichtransformation schreibt sich dann

0(x) = ia(x) * (x). (5.51)
Aus der Formel (5.12) fiir das Eichfeld wird
JAY = —i[z" ¥ o] +i]a * AY]. (5.52)

Der erste Term dieser Variation ergibt

—i[z" * a] = Ol’p%a, (5.53)
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was die Definition
AV =0"PV, (5.54)

nahelegt. Das Vektorfeld V, ist gerade das in (5.34) eingefiihrte Eichfeld fiir die ko-
varianten Ableitungen. Sein Transformationsverhalten ergibt sich aus (5.52) zu

oV, = %a +ifa 3 V). (5.55)

Hier wird die Analogie zum Transformationsverhalten eines gewodhnlichen Eichpo-
tenzials deutlich. Die Variation des Eichfeldes ist gegeben durch die Ableitung des
Eichparameters plus den Kommutator von Eichparameter und Eichfeld, nur dass hier
der x-Kommutator genommen werden muss.

5.2.2 Konstruktion

Wir entwickeln nun (5.55) im Deformationsparameter §. D.h. wir enwickeln das
*-Produkt und auch den Transformationsparameter o und das Eichfeld V), in 6. Fiir
das x-Produkt erhalten wir aus (5.50)

i 0 0

_ v m / 1o ,
f*g_{1+2axv9 amer”'}f(x’t)@g(x’t W,z (5:50)
iga

Flat) @ g(a! t") = e3*9la7 i) f(2, ) g(a! 1)

Wir machen den Ansatz, dass o und V), zu nullter Ordnung in 6 linear in den, den
Generatoren T zugeordneten, Symbolen t* sind:

a = alt® +0(0),
V, = a,t*+0(0). (5.57)

Die Gleichung (5.55) wird dann zu niedrigster Ordnung in 6 erfiillt, falls

1

5 1 _ aO‘a
pa =

oxP

— fTaayay,, (5.58)

ist. Das ist das Transformationsverhalten eines gewthnlichen nichtabelschen Eichfel-
des allw auf einem kommutativen Raum; dieses Ergebnis konnte man erwarten, da fiir
6 = 0 (5.55) die gewohnliche klassische Eichtransformation eines Eichfeldes ist. Wie
bereits oben (Abschnitt 5.1.4) angemerkt, ist es nicht moéglich, mit in ¢ linearen «
und V', was Liealgebra-wertigen Groflen entspriiche, auszukommen. Dies driickt sich
dergestalt aus, dass die Variation (5.55) des Eichfeldes mit dem in 6 konstanten Anteil

der Ausdriicke (5.57) zu erster Ordnung in 6 einen in ¢ quadratischen Term erhilt:
0V, = 0" 0y Opay yt* + .. (5.59)

Um dies zu kompensieren, miissen o und V), auch in ¢ lineare und in ¢ quadratische
Anteile enthalten, wir machen also den erweiterten Ansatz

a = ottt a4
V, = apt®+al pt "+ (5.60)
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wobei ong und ai . Proportional zu 6 sein sollen. Auswertung von (5.55) zur Ordnung
6 ergibt die folgende Bedingung an o und a?
a2 4t = 0palt"t’ — 00,0 0ua) 4t 1"
—2fbca {aéa%vcd + a%dafl)’c} e, (5.61)
a? und a? sind nun als Funktionen von o' und a' und deren Ableitungen so zu

bestimmen, dass diese Gleichung erfiillt wird, wobei das J auf der linken Seite eine
klassische Eichtransformation (5.58) ist. Als Losung findet man [71, 53, 37]

1
2 Laub 1.1 b
Oéabtat = Eeyuayaaaqutat
1
a’ '’ = —59”“%1,@(8“@,1,,1, + Fy, )t (5.62)
mit dem klassischen Feldstirketensor
Fpup=0va), — Ouayy, + [“ha), a4 (5.63)

Dieses Ergebnis kénnen wir noch etwas verallgemeinern: Falls fiir nicht konstan-
tes 6 mit gegebenem *-Produkt der x-Kommutator keine in 6 quadratischen Terme
enthilt ([f * g] = 09(2)0;f0;9 + O(03), siehe dazu auch Abschnitt 4.1.2), gilt [53]

1
a = alt’+ 50”“8Vaéai,btatb + O(6%) (5.64)
1
AY = 0y ot = S0 g, (0u(0" ap) + 077 F,, ) 18 + O(67).

In diese Klasse fallen die in Abschnitt 4.2.2 behandelten *-Produkte fiir GL,(N)- und
SO4(N)-kovariante Quantenrdume und auch das *-Produkt (4.33) fiir die Liealgebra-
Struktur. Z.B. gilt fiir letztere

o = ™. (5.65)
und fiir die Maninebene
0" = —ihxy < _01 (1) ) , h =1ng. (5.66)

Féhrt man in dieser Weise mit der Entwicklung in 6 fort, erhélt man
a=>a" V=) a" (5.67)
n n

wobei o™ und a" jeweils von der Ordnung (n—1) in 6, Polynome n-ten Grades in ¢ und
Funktionen von o! und a' sind. Dies ist konsistent mit der Variation des Eichfeldes
(5.55), da der Kommutator [«, A] den Grad in den ¢ um eins reduziert.

Vermoge dieser Konstruktion ist eine nichtkommutative Eichtransformation al-
so durch o!(z) und allj(x) bestimmt. Die klassische nichtabelsche Eichtransformation
0,1 VON aé(:c) induziert iiber die Seiberg-Witten-Abbildung die nichtkommutative
nichtabelsche Eichtransformation mit Parameter a(a?, a})). Fiir die kovarianten Ko-
ordinaten heifit das:

51 X" =i[a(a,a)) ¥ XV, (5.68)
und fiir Felder bietet es sich an, entsprechend zu definieren:

o1t = ia(al,ay) * 1. (5.69)
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5.2.3 Konsistenzbedingung und Anmerkungen

Der Kommutator zweier infinitesimaler Eichtransformationen mit beliebigen einhiil-
lendenwertigen Eichparametern o und 3 ist gegeben durch

8085 — 8500 = Bi(ra—asp)- (5.70)

Dies ist leicht zu sehen, wenn man sich daran erinnert, dass die Eichtransformationen
nur auf Felder wirken. Die Gleichung ist jedoch auch richtig fiir die eingeschrénk-
ten einhiillenwertigen Transformationen, die man aus o' mittels der Seiberg-Witten-
Abbildung erhalt:

5ot 01 — 851001 = Gi(uorans)s (5.71)

wobei hier a = a(a!,a!) und g = B(B', al) ist. Dies ist genau das Kompositionsgesetz
von gewohnlichen Liealgebra-wertigen Eichtransformationen. Die Gleichung (5.71)
kann als eine Strukturgleichung an die einhiillendenwertige Eichtransformation, die
man iiber die Seiberg-Witten-Abbildung erhilt, verstanden werden.

Wir wollen diese Bedingung hier explizit zu erster Ordnung in 6 nachrechnen. Die
Eichparameter «, 8 sind

1
a = alt"+ 59”“8ya;aiybt“tb+(’)(92)
1 14 a
B = Bat" + 5070, B50,,t"t" + O(6%). (5.72)

Den x-Kommutator [a * f] erhilt man mit dem *-Produkt (5.56):
a1 8] = dagfBy fte
10720 e + 0,030,
2 (0h0uB) — BLooa o e+ O0).  (57)

Aus der Definition (5.69) der eingeschrinkten einhiillendenwertigen Eichtransfor-
mation eines Feldes v finden wir:

5515a1¢ = 551 (za( ) *1/))
= (6@04( , 1)) x 1 —a(al,a') x B(BY, al) * 4, (5.74)
wobei wir zwei Terme erhalten, da ja a(a!,a') vom klassischen Eichfeld a! abhiingt
und somit unter der dg transformiert:

1
Spalat,al) = Qe)ﬂaapa;(agﬁ,}—fcd Lal )t (5.75)

ERiT) cad

Fiir den Kommutator zweler infinitesimaler Eichtransformationen finden wir damit
insgesamt

(051001 — 0p1051)0 = —(ax = fxa)* ¢ +i((dg1) — (6410)) * 1. (5.76)
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Verwenden wir (5.73) und (5.75), konnen wir fiir §g10,1 — 041051 den folgenden
Ausdruck angeben:

051041 — 0q1031 = i(0grax — 6,1 3) — [ % O]
- - (z‘a;ﬂ;f“”ctc + %0”“6%(@'0431@}f“bd)ai,ctdtc)
+0(6?%). (5.77)
Nehmen wir den in 6 konstanten und in ¢ linearen Anteil von [a * G]:
[a* 8] = ialBLfaoute + ... (5.78)

erhalten wir daraus genau die Formel (5.71). Man bleibt also im Raum der einge-
schrinkten einhiillendenwertigen Eichtransformationen, wenn man den Kommutator
zweler infinitesimaler Eichtransformationen berechnet.

Definieren wir A als die Abbildung, die einem Eichparameter o' der kommutativen
Eichtheorie mittels der Seiberg-Witten-Abbildung (5.64) einen Eichparameter der

nichtkommutativen Eichtheorie zuordnet, also A(al) = a(ai,a}%b), haben wir als
Konsistenzbedingung
AliagBy &) = Alag) * ABe) — A(Be) * Alag)
—i (8 A(al) — 5,1 A(BY)) (5.79)

wenn wir die Formeln (5.71), (5.76) und (5.78) zusammenfassen.

Die Existenz der Seiberg-Witten-Abbildung zu allen Ordnungen wurde im Rah-
men der Deformationsquantisierung gezeigt [38, 39, 40]. Die Eichpotenziale werden
dort als Koordinatentransformation =¥ — z¥ + AY interpretiert. Fiir den Fall einer
nichtabelschen nichtkommutativen Eichtheorie wird dabei die so genannte ,,formality
map* [45] verwendet. Fiir uns bedeutet dies, dass der Ansatz, die Rekursion Ordnung
fiir Ordnung in @ direkt zu 16sen, zumindest im Prinzip konsistente Resultate liefern
sollte.

Aus den mit t* geschriebenen Ausdriicken gewinnt man die entsprechenden ein-
hiillendenwertigen Ausdriicke, indem man sich an unsere Ordnungsvorschrift erinnert
(Symmetrisierung), also gilt z.B.

1
o~ Tt~ §{T1Td + 77"}, (5.80)
Fiir den Fall eines konstanten 6 berechnen wir noch den Feldstarketensor
Fo\=0.Vy—0\V, — iV, x V) +iV) x V. (5.81)

unter Verwendung der Seiberg-Witten-Abbildung. Wir verwenden den mit den kova-
rianten Ableitungen definierten Tensor (5.35), da dieser fiir die Dynamik wichtig ist
und im Grenzfall § — 0 die klassische Feldstéirke ergibt:

Fon = —if 0T (5.82)

1
F/ik,ata + euy{Ffi,u,aF){u,b - ia;li,a <2aVF/%)\,b + azlz,cFr})\,ddeb> }tatb'
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Aufgrund der Konstruktion der Seiberg-Witten-Abbildung entspricht eine klassiche
Eichtransformation (5.58) des Feldstérketensors Fj;) einer nichtkommutativen Eich-
transformation:

8,0 Fox = i[a * Fiy. (5.83)

5.3 Dynamik

In diesem Abschnitt wollen wir anhand des Beispiels der kanonischen Struktur zeigen,
wie man mit Hilfe der Seiberg-Witten-Abbildung und des *-Produkts eine eichinva-
riante Wirkung konstruieren kann. Fiir die Definition der Wirkung bendtigen wir ein
Integral iiber die Algebra, welches insbesondere die Spureigenschaft besitzt, also unter
zyklischen Vertauschungen invariant ist. Im Falle der kanonisch nichtkommutativen
Struktur ist dies einfach das gewohnliche Integral iiber die mit einem Algebraelement
assoziierte Funktion kommutierender Variabler (siche Kapitel 4). Ist also f € A,
gegeben, definieren wir mittels der entsprechenden Funktion f € C*°(RY),

/ = / Ve (). (5.84)

Die zyklische Eigenschaft (oder Spureigenschaft)

[ o= [ai (5.85)
bedeutet mit dieser Definition:

/def*g—/deg*f. (5.86)

Um dies zu sehen, verwenden wir die Darstellung des *-Produkts im Impulsraum

(4.29):

/ "z frg = / dN”““W/ Nk dNp ki tPe =5k (k)5 (p)
- / ¥k dp 5(k + p)e” P f(k)3(p)
— [ @ feat-p)
~ [ d¥as@gta), (5.87)

wobei wir die Antisymmetrie von 6% verwendet haben.
Transformiert nun ein Feld unter Eichtransformationen wie ein Tensor:

~

6L =ila, L], (5.88)

ist aufgrund der Spureigenschaft die Grofie (Tr = Spur iiber die Generatoren der
Eichgruppe)

W= / Tr L (5.89)
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eichinvariant:
oW =0. (5.90)

Damit kénnen eichinvariante Wirkungen konstruiert werden. Ein Beispiel ist das Ana-
logon der Yang-Mills-Wirkung:

1 PN
W= /Tr (E\F™), (5.91)

wobei hier FH,\ die nichtkommutative Feldstéirke ist, und wir annehmen, dass wir auf
dem kommutativen Raum eine Metrik zu Heben der Indizes haben.

Verwenden wir jetzt die Feldstérke (5.82), welche wir vermoge der Seiberg-Witten-
Abbildung erhalten haben, und die Definition des Integrals (5.84), finden wir eine
Wirkung auf dem kommutativen Raum, die invariant unter gew6hnlichen Eichtrans-
formationen (5.58) ist. Zu nullter Ordnung in 6 ergibt dies die klassische Yang-Mills-
Wirkung, jedoch hat man Korrekturen in héherer Ordnung in 6, die neue Kopplungen
enthalten. Betrachten wir z.B. eine su(M)-Eichtheorie; dann sind die darstellenden
Matrizen der Generatoren, die wir ebenfalls mit 1% bezeichnen, hermitesch und spur-
los. Ihre Normierung kann so gewéhlt werden, dass

Tr (T“Tb) — 259 (5.92)

ist. In einer n-dimensionale Darstellung, gilt fiir den Antikommutator
{T* T} = dobeT° + %5‘“’, (5.93)
wobei die Koeffizienten d*¢ € C total symmetrisch in den Indizes abc sind. Wenn

man beriicksichtigt, dass die Generatoren der Eichgruppe immer total symmetrisiert
auftreten, siehe (5.80), ergibt sich damit die Wirkung zu

/ dNa FoyoF™,

1
+Fﬁ)\a0lw {Fn)\,me\,c - §au,b (28VFN/\,C + au,eFm\,dfedc) } dabc

+0(6%). (5.94)

W =

N —

Fiir die zweidimensionale Spin-i-Darstellung der su(2) gilt: d2% = 0. In diesem Fall
hat man also keine Korrekturen erster Ordnung in 6 zur klassischen Yang-Mills-
Wirkung.

5.4 Beispiele fiir Eichtheorien auf Quantenrdumen

Fiir Quantenebenen sind konkrete Rechnungen im Allgemeinen wesentlich aufwéndi-
ger als im Fall der der kanonischen Struktur. Wir wollen jedoch zumindest fiir die ein-
fachsten Beispiele zeigen, dass das in diesem Kapitel skizzierte Programm durchfiihr-
bar ist.
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Zunichst bilden wir fiir die Maninebene kovariante Ableitungen. Die so erhaltene
FEichtheorie iibersetzen wir in den *-Formalismus. Wir konstruieren damit wieder eine
Abbildung zwischen kommutativer und nichtkommutativer Eichtheorie, a la Seiberg-
Witten.

Fiir den euklidischen Quantenraum Rg wollen wir im Abschnitt 5.4.2 zumindest
zeigen, wie man kovariante Koordinaten und Drehimpulsoperatoren erh&lt. Damit
konnen dann kovariante Impulsoperatoren konstruiert werden. Dies veranschaulicht
die Idee, dass man fiir nichtkommutative Algebren die Eichtheorie auf die kovarianten
Koordinaten zuriickfithren kann.

5.4.1 Maninebene

Definition der Algebra

Die Maninebene ist ein zweidimensionaler Quantenraum, dessen Funktionenalgebra
von den Koordinaten #' und 42 mit der Relation

#i? = qi’at (5.95)

erzeugt wird, siche auch (4.35). Diese und alle noch folgenden Algebrarelationen und
ihre Herleitung kénnen z.B. in [78, 79] gefunden werden. Dort findet man auch die ab-
strakte Form, geschrieben mit der R-Matrix. Eine #ihnliche, mathematische exaktere
Behandlung, des Folgenden, abgesehen von der Eichtheorie, findet man in [67].

Die zugehorigen Ableitungen A, und s erfiillen

D10y = 56261; (5.96)

und fiir die 392—Vertauschungsrelationen findet man

31:2’1 = 1+ q2§31<§1 + Q/\i‘232

31@2 = quél

32:@1 = q:&léQ

Hi? = 14 ¢*2%0s. (5.97)

All diese Relationen sind kovariant unter der Wirkung der su4(2) (A.5), wobei die
Wirkung durch die folgenden Vertauschungsrelationen zwischen den 4 und den 74
gegeben ist:

331 = 2373 — gt

T332 = ¢ 23273 4 ¢ 142

Tt = g7t 4¢P

TH3? = ¢ l@?7t

T-#' = ¢z'T™

T-3% = ¢ &7 4 qil. (5.98)

Diese besagen, dass die zweidimensionale Quantenebene eine Spin—%—Darstellung der
suq(2) bildet, mit |1, —3) ~ 21, |3, 1) ~ 2. Fiir die Ableitungen kénnen entsprechen-

de Formeln angegeben werden.
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Realisierung auf Feldern und Leibnizregel

In volliger Analogie zur dreidimensionalen ¢g-Heisenbergalgebra (siehe Abschnitt 3.3)

konnen wir auch die Algebra der Maninebene auf Feldern, also Elementen der von

#', 22 erzeugten Funktionenalgebra, realisieren. Es ergibt sich das folgende Bild:”
Wirkung der Ableitungen:

él ((i,l)n(:%Q)m) — n+2m—1[n]q(£1)n—l(i,2)m

82 ((:i,l)n(iQ)m) — qn—l—m—l[m]q(:ﬁl)n(iQ)m—l (599)
Leibnizregel:

01(f3) = (Bif)a+ (G1)(@i9) + (H)(Bd)

n(fa) = (01)g+ (Gaf)(D29) (5.100)
mit

G:l ((.fl)n<i'2)m) 2n+m(j;1)n(i,2)m

Gy ((ﬁl)n<§:2)m) — qn+2m(j:1)n(i,2)m

H(GE)@E)™) = A2y (ah)" @)+ (5.101)

G1 und G4 skalieren die Funktionen, H beinhaltet zusitzlich eine Rotation. In der
Notation von Abschnitt 5.1.3 ist

O1'=G1, 0*=G,y, O°=H, Oy =0. (5.102)
Die von den Operatoren 9y, da, G1,Ga, H gebildete Algebra ist

0102 = q~ 10201,

GGy = GGy, HG,=qG1H, HGy=q 'GoH, (5.103)
0L = q PGy, Ga0i =q '01Gy, HOy=q %01 H,

100 = ¢ ' 02G1,  Ga0o = q 200Ga, HOy=q '0oH — ¢ ' 201 Ga.

Qc Q

Kovariante Ableitungen

Dem in Abschnitt 5.1.3 Gesagten zufolge ist es fiir Quantenraum-Strukturen notwen-
dig, ein Vielbein E;* einzufithren. Wir machen daher den Ansatz:

Dy = BNO— i) + E13(D2 — i)
Dy = Ey(dy—iVa), (5.104)

wobei wir anmerken, dass es aufgrund des Transformationsverhaltens (5.40) des Viel-
beins konsistent moglich ist, Eo' = 0 zu setzen, wenn wie bei uns Og' = 0 ist.

"Wir verwenden die Notation aus Abschnitt 3.3.1, in der die zu einem Algebraelement & gehérende
Abbildung von Feldern auf Felder mit a bezeichnet wird.
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Fiir unser Beispiel der zweidimensionalen Quantenebene wollen wir die Formeln
(5.40) und (5.42) fiir die Variation von Vielbein und Eichfeld unter infinitesimalen
Eichtransformationen explizit ausschreiben:

SEVY = iaEt —iB N (Gha)
SE\Y = iaE? —iE%(Gad) —iE Y (Ha)
SEY = iaEy? — iEy2(Gad)

Vi = i(Gha@)Vi —iVia + (D1&) + i(H&) Vs

Vo = i(Gad)Va — iVad + (8d0). (5.105)

Feldstirke-Tensor
Naheliegend ist es natiirlich, den Tensor iiber den Ausdruck
151152 — q_l’f)gﬁl (5106)

zu definieren. Eine konkrete Rechnung zeigt jedoch, dass dieser eine recht komplizierte
und uniibersichtliche Struktur aufweist, siehe unten.

Wir versuchen daher zunéchst direkt, einen Tensor zu konstruieren. Dabei fordern
wir, dass dieser die ersten Ableitungen des Eichfeldes V enthélt und eine dhnliche
Struktur wie der Ausdruck (5.106) aufweist, d.h. wir starten mit

NVa — q L0 Vi4 7. (5.107)

Wobei die zusétzlichen Terme die Struktur eines Kommutators der Eichfelder bein-
halten, in den sie ja fiir ¢ — 1 iibergehen miissen. Durch Ausprobieren findet man
schnell den Ausdruck

F' =0V — q 0 Vi + i(GLVa) Vi + i(H Vy) Vy — i (G2 V1) Va, (5.108)
der homogen transformiert, d.h. ohne Ableitungen des Eichparameters:
OF = i(G1G2a)F' —iF'é. (5.109)
Verwenden wir jetzt noch das Vielbein, finden wir die beiden Tensoren
Flo = ENGIEDF
Fy = EX(G.ENF. (5.110)

Kommen wir nun zu den Vertauschungsrelationen der kovarianten Ableitungen,
also (5.106), aus denen wir typischerweise die Tensoren erhalten sollten. Wir berech-
nen

DoDy = qT12 D1 Dy + Tag DaDy + Ty Dy + To Dy + Foy, (5.111)

wobei die einzelnen Tensoren folgendermafBien gegeben sind: F; ist einer der beiden
bereits direkt aus dem Eichfeld konstruierten Tensoren (5.110). Fiir 712 und 759 finden
wir

Ty = EQQ( V2EA11)(C?1( A22)71)(E11)71 (5.112)
Ty = ER*(GoEr?)(Go(Er?) ) (E%) 7!
2
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Der Tensor Tlg ist invertierbar:
T = By (G1ER?) (Go(Br ) ™) (Bp?) 7 (5.113)

er verbindet die beiden Tensoren Flg und Fglz

Fyy = TiaFho. (5.114)
Fiir Tl und Tg erhalten wir
Ty = —iBxVo+ B (0.0 ) (EBr ')~ 1+inQQ(G2E11)(G1V2)(E11)_1 (5.115)
Ty = E(0hE?)(B) ! — E*(OoEn ') (Ey) B (BY?) !

B2 (GoBr?) | (Da(B2?) ™) + (G Bx) ) Vo
+qE2%(Go By ) [(51(1@22)_1) +i(G1(E?) Vi —ig (G2 Vi) (BR?) 7!
—i(G1Va) (Er) Y E 2 (B®) ™Y + i (H (EY®) ™ Y)Va 4+ i(HVR) (Ex?) 7.

Hier bekommen wir das Problem, dass die Tensoren, die ja zur Konstruktion einer
eichinvarianten Wirkung verwendet werden, nicht nur das Eichfeld 1% enthalten, son-
dern auch das Vielbein E. Und dass dieses auch an das Eichfeld koppelt, wir also ein
weiteres dynamisches Feld einfithren miissten. Um dies zu vermeiden, konstruieren wir
im Folgenden eine Abbildung a la Seiberg-Witten. In unserem Fall werden wir sowohl
das Eichfeld, als auch das Vielbein durch ein gewhnliches Eichfeld auf dem kommu-
tativen Raum ausdriicken. Dadurch ist es dann méglich mit diesem dynamischen Feld
auszukommen.

*-Formalismus

Wir wollen wieder, dhnlich wie fiir die kanonische Struktur im Abschnitt 5.2, eine
Abbildung zwischen nichtkommutativer und kommutativer Eichtheorie finden. Dazu
{ibertragen wir zunichst die Ableitungen 01, 9> und die Operatoren Gy, Go, H in den
*-Formalismus.

Aus Abschnitt 4.2 kennen wir bereits das Sternprodukt (4.38) fiir die Maninebene,
falls man eine Normalordnungsvorschrift verwendet:

1.0 ,.2_0

f*g = qiy oyT* mJc(‘7317x2)g(y1’y2) yl—al

y2 a2

= fg— ha'z?daforg + O(h?). (5.116)

Da wir die Wirkung der Operatoren in einer Basis mit normalgeordneten Monomen
kennen (5.99) und (5.101), kénnen wir auch leicht eine *-Wirkung dieser Operato-
ren angeben, d.h. wir realisieren die Operatoren durch Differenzialoperatoren im R2.
Ausgehend von einer Abbildung O von Feldern auf Felder, setzen wir

W(Ox f) = OW(f), (5.117)
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um die *-Wirkung Ox zu erhalten, wobei hier W wieder fiir die Quantisierungsabbil-
dung steht, vgl. Kapitel 4. AuBerdem sollen z', 2%, 8;, 0> die gewhnlichen Koordina-
ten und Ableitungen des R? sein. Damit finden wir

1 24 1
nxf = @ - S

= (81 + h(a:lc‘?l + 2372(32)81)]0 + ...

1 2191 -1/ 2220
Oy f = W(I g =10 f
= (62 —+ ]’L($161 + $282)32)f —+ ...
Gl % f _ q2z181+ac232 f
= (1+h(2$131 —|—£L’282))f+
G2 % f — qm181+2m232 f
= (14 h(z'0r +2220:))f + ...
2
Hxf = S0 %0 1) f
X
= h2z%01f +.... (5.118)

Diese Differenzialoperatoren erfiillen die Algebra (5.103). Hier erkennt man auch das
erwartete Verhalten im Limes h = In ¢ — 0: Man erhilt die gew6hnlichen Ableitungen
des R2.

Jetzt konnen wir die gesamte Eichtheorie im *-Formalismus formulieren. D.h.
a, Ei*. Vi, sind Potenzreihen im Parameter h = lng, wobei die Koeffizienten Funk-
tionen im R? sind. Ein Feld 1 (x!, 2?) transformiert unter Eichtransformationen also
folgendermafien:

Sa(a)¥(7) = ia(x) * P (x), (5.119)

hier kann man natiirlich genauso wie in den Abschnitten 5.1, 5.2 auch wieder nicht-
abelsche Eichtheorien implementieren. Die Variation von Vielbein E;*(z) und Eichfeld
V() ist dann entsprechend:

SEyY = ia*Ell—z’Ell*(Gl*a)
0E2 = iaxE?> —iFy? % (Gyxa) —iF ' « (H * a)
0F? = dax By’ —iEs? x (Ga * )
Vi = i(Grxa)x Vi —iVixa+ (01 xa)+i(H *a)x Vs
Vo = i(Gexa)*xVo—iVoxa+ (02 *a). (5.120)

Abbildung zwischen nichtkommutativer und kommutativer Eichtheorie

Wir versuchen das Vielbein E;* und das Eichfeld Vj, als Funktionen des kommutativen
Eichfeldes und dessen Ableitungen auszudriicken, und auflerdem den Eichparameter
« als Funktion des kommutativen Eichparameters und Eichfeldes, sowie deren Ablei-
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tungen:

Ef = E*' 0a,00d',...)
Vi = Vil(a',dat,00d!,...)
a = ala',dat,00at,... a',0a,00d",. . .). (5.121)

Und zwar so, dass eine klassische Eichtranformation des Feldes a' ((Sa}’a = Ol —
fbcaall)ail,c) iiber diese funktionale Abhingigkeit die nichtkommutative Eichtransfor-

mation (5.120) impliziert. Wir betrachten wieder nichtabelsche Eichtheorien.
Wir machen den Ansatz

E* = &%+ hei + 0O
Vi = ap %+ T+ O(h?)
a = T+ ha’® + O(h?). (5.122)
Nun entwickeln wir die Bedingungsgleichungen (5.120) in h, wobei wir die Formel

(5.118) verwenden. Zu nullter Ordnung in h finden wir das gewohnliche Transforma-
tionsverhalten eines Eichpotenzials auf dem kommutativen Raum:

da}, = diak — fbcaoz,%al (5.123)

1,

Zu erster Ordnung in h erhalten wir als Bedingungsgleichungen fiir das Vielbein

b1t = ia(ll(Zx al st z? as b)fab T¢ — (2331810411 + aﬂaQa;)Ta
be1? = i2m2aéa17bfabcTc — 222010k
de2® = iog(alal, +22%ay,) fUTC —i(a'dral + 22°000) T, (5.124)

Hieraus kann die Lésung direkt abgelesen werden:

Ei' = 1—ih(2z'a], +2%a3,)T" + O(h?)
Ei* = —ih22%a; ,T* 4+ O(h?)
Ey? = 1—ih(ztal ot 222a} DT+ O(h?). (5.125)

Fiir I'1,T's und o? findet man die folgenden Bedingungsgleichungen:
ory = { — iz x282a161a1 p iz x262a1 aalab
+i(2210; + a:zag)oz(lla(llvb + i2x231aia%7b}TaTb
—1—(21’282 + xlﬁl)ala}lT“
+01a% + i[a}lT“, )+ i[oz2, aiaTa]
oy = { — iz x282a161a2 p iz :1:262a2 aalab
+i(z Lo, +2x282)oz a; b}T“Tb

+(l’1(91 +x 62)82(1;7—’(1
+000” + i[ay T Ta] +ilo?, a3 , 7. (5.126)
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Diese werden gel6st durch

o = %x 2? [Bhalal, — drajal | TOT® (5.127)
und
1
Iy = (22%0, + wlal)aiaTa - §x2aiaa%7bf“bcTC
1,.2 1 1 1 1 1 1 1 1 cd 1 1 1
i 2 | =Fizaaq ) + 581612,@‘11,1) + §a1,ca2,da1,bf a~ 531611,1)@2,@
3
+i§x2aiaa%7b + i:claiaaib}T“Tb
_ 1 2 1 a
Ly = (201 +2°02)ay,,T
1 1 1
+{inta? |abuFian - jabatuady + gl sab.adaf T+ Jad 0ok
+%z1a{ba§,a + ix2a§,aa§7b}TaTb. (5.128)

Mit (5.127) erfiillt o aus (5.122) wieder die Konsistenzbedingung (5.71).

Es ist also auch in diesem Fall moglich, eine Art Seiberg-Witten-Abbildung zu
finden, welche die nichtkommutative mit der kommutativen Eichtheorie in Verbindung
bringt. Dass es immer moglich zu sein scheint, eine solche Abbildung zu finden, deutet
auf einen geometrischen Grund fiir die Existenz der Seiberg-Witten-Abbildung hin.

Integral

Fiir die Maninebene ist es ebenfalls moglich ein Integral anzugeben, welches die Spur-
eigenschaft besitzt. Ist f die einem Algebraelement f zugeordnete Funktion kommu-
tierender Variabler, definieren wir:

/f /dw da” F(at, z?). (5.129)

zlz?

Wir rechnen [ f*g= [ g= f wieder explizit nach:

d 1d _ :pzi 1_0
/f*QZ/ T2 dytdy? 5(at — yN)S(a? — yP)e " 5TV AT f(a)g(y).  (5.130)

Wir betrachten zundchst nur den Ausdruck mit dem Operator aus dem Exponenten:

JE s (Y VI CR )

Partielle Integration liefert:

[astaaayt ay? 2ot -y o6 - P e (5.152)
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Verwenden wir jetzt 0,0(z—y) = —0y6(x—y), und integrieren erneut partiell, erhalten
wir
dy' dy? 2 _ 2,29 1 9
det da? 6 —y )0 — 5.133
/ S 2® 6(zt —yh)o(2® — )y 92 z 5 19/ (@) (5.133)

und damit, wenn man in einer Expansion von (5.130) diese Schritte mehrfach hinter-

einander ausfiihrt,
d
/f /y yg*f /g*f (5.134)

5.4.2 Dreidimensionaler Euklidischer Quantenraum

Ausgehend von den Ableitungen @ bzw. 0 kénnte man hier das gleiche Programm
durchfithren wie fiir die Maninebene. Da die Leibnizregeln (D.17) und (D.18) denen
der Maninebene (5.100) sehr dhnlich sind, und wir den Fall der Maninebene bereits
ausfiihrlich behandelt haben, betrachten wir hier nicht die aus (C.6) und (C.7) erhal-
tenen kovarianten Ableitungen.

Vielmehr wollen wir in diesem Abschnitt nur kurz zeigen, wie man kovariante Ko-
ordinaten X und kovariante Bahndrehimpuloperatoren L4 mit einem gemeisamen
Vielbein und Eichpotenzial erhalten kann. Dies kann dann als Ausgangspunkt fiir
kovariante Impulsoperatoren P = P(X, L, A) (C.12) dienen.

Kovariante Drehimpulsoperatoren

Wir betrachten zunachst die Bahndrehimpulsoperatoren L“, genauer die drei Opera-
toren Lt L™ und 7~ 2. Aus dem Koprodukt (A.15) der L-Algebra erhalten wir

l\)l»—a

) = (72

“3( il
) = (LFHEH

(

)

H
=
m|>-A

ji

wha
\_/ Q>

f
f3 + f(L*9). (5.135)

Fiir die kovarianten Operatoren, die wir mit L* und 73 bezeichenen, machen wir
einen Ansatz mit Vielbein E und Eichfeld A:

= B(F 2+
I* = E*(L* 4 A%) 4+ EX(r 2+ 4%). (5.136)

5772 =ia,7 2], und OL* =i[a, L. (5.137)
Eine kurze Rechnung zeigt, dass dies erfiillt ist, falls das Vielbein entsprechend

SE = zaE—zE(i'_% )
SE* iaE* —iE*a
SEf = iaEF —iEf(+24) —iE*(L*a) (5.138)
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transformiert, und falls fiir das Eichfeld gilt:
§A3 = (7 2a)A3 - iA3a
SAT = iaAT —iATa +i(LFa)A3 (5.139)
Es ist moglich, das Eichfeld A durch das Vielbein E auszudriicken, so dass die

infinitesimale Variation (5.139) des Feldes A aus derjenigen des Vielbeins (5.138)
folgt:

A3 = p!
A* = (EH'EFEL (5.140)

Man kommt also mit dem Vielbein alleine aus.

Kovariante Koordinaten

Wir betrachten die Koordinaten X4 jetzt als Operatoren auf Feldern und vergessen
ihre natiirliche Rechtswirkung durch Multiplikation auf Felder. Vergleichen wir jetzt
die Wirkung®

X(fg) = ()X
X*(fg) = (=APLEH(XP9) + () (X*g) (5.141)
von X*, X3 auf Produkte von Feldern mit derjenigen von L, 73 (5.135), sehen wir,
dass der wesentliche Unterschied ein —g® ) ist, wenn man X3 durch 773 ersetzt. Mit
dieser Beobachtung erhalten wir sofort kovariante Koordinaten:
X3 = BX?+ 4%
X* = E¥(X* - PNAY) + B (X3 4+ A%). (5.142)

Feldstirke-Tensor

Zum Schluss berechnen wir noch eine der Vertauschungsrelationen zwischen den kova-
rianten Drehimpulsoperatoren, um Tensoren zu erhalten. Dies soll als Beispiel dafiir
dienen, wie die Identifizierung (5.140) zur Vereinfachung der Struktur fithrt (man
vergleiche etwa mit (5.111)). Wir betrachten die 72 L* Relation:

FRLE = TEF ALt 4 FEF s 4 (1 TH)IE —2FE7 2 4 B, (5.143)
Die beiden Tensoren TF und F* sind gegeben durch
TE quEAw(i_féEﬂi)Eﬁfl(Ei)fl
FE = qREFTEEY) [(LFETNET - BB T EF BT
VE(F 2 ER)(+ 2 BB (5.144)

T% ist wieder invertierbar. Man erhélt also im Wesentlichn zwei unabhéngige Tenso-
ren. Verwendete man die Relation (5.140) nicht, erhielte man voneinander unabhéngi-
ge Tensoren als Koeflizienten der kovarianten Operatoren in den Vertauschungsrela-
tionen.

8Hieraus folgt iibrigens fiir den in der Transformation (5.12) des Eichfeldes auftretenden Kommu-
tator unmittelbar [X3, f] = (1 — %%)Xsf und [X*, f] = fqg)\Xg%%lv/if.



Anhang A

Unterschiedliche Versionen
der sugq(2)

Wir machen einige Anmerkungen zu den verschiedenen Formen der g-deformierten
U(su(2)), die in dieser Arbeit auftreten. In der mathematischen Literatur [42, 43, 51,
36] wird oft die folgende EF' K-Form der U,(sl(2)) benutzt, die Algebra wird erzeugt
von E,F, K, K~! mit den Relationen:

KE = ¢’EK
KF = ¢ ?FK
K- K1

EF —FE = ———. (A.1)

Die Hopfalgebrastruktur ist gegeben durch die Komultiplikation

AE) = 1@E+E®K
A(E) = K'@F+F®1
AKF) = KoK, (A.2)
die Koeins
e(E)=¢(F)=0, ¢eK)=¢K =1 (A.3)
und die Antipode
S(E)=—-EK™', S(F)=-KF,  S(K*)=KT. (A.4)

Wir haben die Ug(sl(2)) in Kapitel 2 in der folgenden Form eingefiihrt: Genera-
toren T, T, T3, mit den Relationen

g\t —qr Tt = T3
q2T3T+ _ q—2T+T3 — (q + q—l)T+
PT7 T2 — ¢ 2?37~ = (¢+q¢ HT™. (A.5)
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Diese héngt mit dem so genannten 3 D-Differenzialkalkiil auf der ¢-deformierten Grup-
pe SU,(2) zusammen, vgl. [42, 83]. Eine zweite Form der T-Algebra ist durch Gene-

1 .
ratoren 77,73, 72,772 und Relationen

1
T -l T = T
Tt = ¢FrErs
TaTE = inTiné (A.6)
definiert. Diese beiden Algebren hiingen iiber T3 = 1_TT zusammen. Die Beziehung
zur EF K-Form wird hergestellt durch
Tt =g 2K 'E, T =¢:F,  r1:=K" (A.7)

Daraus erhélt man aus der Komultiplikation (A.2), der Koeins (A.3) und der
Antipode (A.4) die entsprechenden Abbildungen fiir die T-Algebren:

AT} = T3@1+70T3
ATY) = Ttel+r2@Tt
AT™) = T"®1+72@T"
A(r¥3) = %3 @7*s (A8)
e(TH =e(T™)=0, e(r¥2)=1 (A.9)
S(T*) = —r3T%,  S(r)=7"" (A.10)

Wir verwenden auch die so genannte L-Algebra [50, 48]

8BACLALB — _q2WLC
LAW = WILA. (A.11)

Der Bezug zur T-Algebra wird hergestellt durch

o= L i
q2 1 _|_q2
1
LT = —— 72T
q3 1+ q2
I} = ri(LtL” —L°LY)
1 A2

Hier hiéingt 7 mit W und L? durch die Beziehung

W =@\ + 772 (A.13)
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zusammen. Die Elemente L', L™ und 773 bilden eine Algebra:

r2Lt = q2L+7'_%
R S _9 _1
T2 = q T 2
-1
gL*L~ — 1L—L+:Z(17_14). (A.14)
q g \l—q

Mittels (A.12) erhélt man aus (A.8), (A.9) und (A.10) fir die L-Algebra

ALY) = L*@r 2 +10L" (A.15)
ALT) = L"@7r 241QL"
AL = Parisrtel -\t ol +¢ ' H Lo L)

(LN =¢(L7)=¢e(L? =0 (A.16)

S(Lt)=—L*tr2,  S(L7)=—-L r2. (A.17)

Die Vertauschungsrelationen zwischen den 74 und den L# sind diejenigen, die man
fiir eine Spin-1-Darstellung erwartet, also die gleichen wie bei den X4 (2.7).
Eine reelle Form der Uy (sl(2)) ist die Uy(su(2)). Diese wird durch die Konjugation

E = FK, F=K'E, K=K (A.18)
fir die FF K-Form, bzw.

— 1 __
TH=—-T", T- =¢Tt

., T13=T13 (A.19)
fiir die die erste Form der T-Algebra, definiert. Betrachtet man nun diese Konjugation
genauer, erkennt man, dass die beiden Algebren (EF K, bzw T-Algebra) verschiedene
Klassen von s-Darstellungen besitzen, da fiir die 7-Algebra nur 7 = 1 — AT" hermi-
tesch sein muss, fiir die £ F'K-Algebra jedoch auch %3 = K¥!. Fiir die EFK -Algebra
treten nur die endlichdimensionalen Darstellungen aus Abschnitt 2.2.1 auf.



Anhang B

g-Funktionen

In diesem Anhang definieren wir die im Kapitel 2 verwendeten g¢-Funktionen und
geben einige Beziehungen fiir sie an, die wir ebenfalls benotigen. Fiir eine ausfiihrliche
Definition und Behandlung dieser Funktionen siche [30, 44, 46].

Wir verwenden die folgende Notation fiir die so genannten symmetrischen g-Zahlen
und g¢-Fakultéiten:

M:§i%ﬁim[w:HmE%L (B.1)

Damit definert man in Analogie zum undeformierten Fall die ¢-Binomialkoeffizienten
als:

n]! .
[”}: i firn >k, (B.2)
k 0 firn <kormn,k <0,

woraus man im Grenzfall natiirlich die gewthnlichen Binomialkoeffizienten erhélt:

limg 1 [Z] = (Z) Die ,,unsymmetrischen“ Versionen dieser Objekte sind (g-Zahl)

1—q% ¢
%a

B.3
— (B3)
und (g-verschobene Fakultét, bzw. Pochammer-Symbol)
k-1
(@a)y = [[—ad"),
n=0
i
(a1,0,. .. a5k =[] (ami @) (B.4)
m=1

Weiterhin definieren wir das Jackson-Integral fiir ¢ > 1:
| i @) =0 =) Y g (o). (B.5)
v=0
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Das Jackson-Integral ist einer Riemannschen Summe vergleichbar. Falls die Funktion
f stetig auf dem Intervall [0, a] ist, gilt

a

a
lim [ dyio f(z) = / dx f(z). (B.6)
qll Jo 0

Wir verwenden jetzt die obigen Definitionen, um die ¢g-hypergeometrischen Funk-
tionen [30, 44] einzufithren, wobei wir diese mit der Basis ¢! definieren damit die
Funktionen fiir ¢ > 1 wohldefiniert sind:

a0 | 1\
rs <b1,...,b5 7 ’x>_

& -1 k
Z a’lv s Ar5 g )k (_1)(1+5—7‘)kq—%(1+s—r)k;(k:—1) z ] (B7)

(bi,...,bs;q ) (5 q Yk

Diese Funktion spielt fiir die g-speziellen Funktionen eine dhnliche Rolle wie die Hy-
pergeometrische Reihe fiir die Theorie der klassichen speziellen Funktionen.

B.1 g-Jacobi-Polynome

Wir benétigen die grossen g-Jacobi-Polynome [46, 44]

I —(141)
_ q', abq , T
Py(z;a,b,c;q7" =3¢2< ot
( ) aqV. g

q_l;q_l) : (B.8)

und hiervon wiederum den Spezialfall:

P"M(x) = Prom(z;¢7%", 7", = ¢7%) = (B.9)
l-m /lc(rrLJrl)(x.(fz)]C l—m l+m+k m 4 k 1 -
k—O g 2mt;q72)y, | K k k "

Aufgrund des Faktors [l;m} der fiir k£ > [ — m verschwindet, lduft die Summe iiber k
n (B.9) nur bis [ —m und die P/"(x) sind Polynome der Ordnung [ —m in 2. Wegen
desselben Faktors verschwinden die Polynome P/ falls nicht die Bedingung m < I
erfiillt ist:

P"(z)=0 fir I<m. (B.10)

AuBlerdem muss m > 0 gelten, da die Polynome ansonsten wegen des Ausdrucks
(q_Q(m_l);q_Q)k im Nenner, der fiir negatives m verschwindet, nicht wohldefiniert
sind.

P =1, PY(a) =1,
PY(z) = —= (812> = ¢?),  PY(x) = = ([5l%* — [3]),
q[2] P2
Pl =1, Pl(z) = =, (B.11)
P(z) = == (q'[5)2° — 1)
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Die wesentlichen Eigenschaften [46, 44] dieser Polynome, die wir verwenden wer-
den sind eine Rekusionsrelation beziiglich I:

zq" (20 + 1P (x) = ¢l + m + 1Py (2) + ¢~ 7l = m] P2 (2), (B.12)
eine g-Differenzengleichung:
<q7172m(q2l+1 4 q’Ql’l)xQ _ q74(m+1)<q2 T 1)) P (z) =
¢ 2 (@ — P (xq7?) + (2% — Y P (ag?). (B.13)

und eine Orthonormalitatsrelation:

q—2(m+1)

/ a(m+1) dg—2x wp" (x)wp () P () P () = 0. (B.14)

Wobei die Gewichtsfunktion w;™ definiert ist durch

(g~ 4m+1); g 4)

m — —L(24i1+2im—3m2+m+3) o
= 2
w'(z) = ¢ (q—4q (m+1)—2. ,—4
)

)
y (x2q4m;q_4)m\/(q—(2q2m+1 7q)z 2T)n \/[2[m+ i]] (B.15)

Die grofien ¢-Jacobi-Polynome sind genau diejenigen Polynome, die beziiglich des
MaSBes, das sich aus dem Jacksonintegrals und der Gewichtsfunktion w;"(z) ergibt,
orthonormiert sind [46].

1 q

Fiir Rechnungen sind die folgenden Eigenschaften der Gewichtsfunktion hilfreich:

W) = e
aa(o) = iy s (B.16)
Wir absorbieren die Gewichtsfunktion w;™ in die Definition der Funktion
P (z) = wi" (@) " (). (B.17)

Diese sind, je nachdem ob [ — m gerade oder ungerade ist, gerade oder ungerade
Funktionen:

B (—a) = (1) B (@), (B.18)

Falls m = 0 ist sind die grofien g-Jacobi-Polynome gerade die grofien ¢-Legendre-
Polynome, aus denen man fiir ¢ — 1 die gewohnlichen Legendre-Polynome erhélt. Aus
den Polynomen FP™ erhélt man im Grenzfall die Jacobi-Polynome, die so normiert
sind, dass P/"(1) =1 gilt.
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Aus der Rekursionsrelation (B.12) und der Differenzengleichung (B.13) erhélt man
unter Verwendung von (B.16) die Beziehungen

wqmﬂﬁlm(x):\/[z—m+1][z+m+1] By (o) 1 Ll =] B

20 + 1][20 + 3] 20+ 1][20 — 1]
(B.19)
und
(@ + a2 — g2 ) B =
2@~ D@ — 1) B aq?)
/(@2 — g1 (@2 — ) B (ag?). (B.20)

Verwendet man noch die Defintion (B.5) des Jacksonintegrals in der Orthonorma-
litdtsbesziehung (B.14) hat man

0
Z Z q2(n—m—1)le(O.QQ(TL—m—l))P;/n(O-qg(n_m_l)) = (1 - q_Q)_léu/. (B21)

o=%1n=—0c0

Damit hat man einen Satz orthogonaler Funktionen; stellt sich noch die Frage nach
der Vollsténdigkeit. Diese sieht man so [3]: Stetige Funktionen sind vollsténdig im
L2-Raum eines Mafles auf einem beschrinkten Intervall [76, 66]. Nach dem Appro-
ximationssatz von Weierstrass sind auf einem beschrénkten Intervall Polynome dicht
beziiglich der Supremumsnorm im Raum der stetigen Funktionen. Insgesamt hat man
also [76]: Ein System orthogonaler Polynome beziiglich eines Mafles mit Trager in ei-
nem beschrinkten Intervall, ist im entsprechenden L2-Raum vollstindig. Das kann
man auf die g-Jacobipolynome anwenden. Fiir uns bedeutet dies:

>R e B (0P = (1= ) b (B.22)
=0



Anhang C

Einige Algebrarelationen explizit

Ausgangspunkt aller Konstruktionen im Zusammenhang mit dem dreidimensionalen
g-deformierten euklidischen Raum ist die R-Matrix der SO, (3):

++ —— 43 3+ 3— -3 +-— 33 —+
++ | 1 0 0 0 0 0 0 0 0
— |0 1 0 0 0 0 0 0 0
+3 1 0 0 0 q? 0 0 0 0 0
3+ | 0 0 ¢2 1—¢* 0 0 0 0 0
3— 0 0 0 0 0 q 2 0 0 0
-3 0 0 0 0 g? 1—q* 0 0 0
+— 1 0 0 0 0 0 0 0 0 g
33/ 0 0 0 0 0 0 0 g2 D
—+] 0 0o 0 0 0 0 gt = ZlrD

Diese findet man z.B. in [50]. Dort findet man auch weitergehende Referenzen und
eine Herleitung der nun folgenden Vertauschungsrelationen.
Zusammenhéngend mit der SO4(3) hat man die Tensoren

1
g33=1, g4+—-=—¢ g+ = —5 (C.1)
und
ez =1—¢°, e4_=q e34=—q
cr3-=—q ', er3=¢q (C.2)

_ .3 _
E34+=¢q¢q, €-43=—4,

d.h. die Metrik und den e-Tensor.
Die Vertauschungsrelationen zwischen den Impulsen und den Koordinaten sind

PAXB _ R7MB,x¢PP = —%A*%{(l +q 9g*PW — (1 — ¢ He*BLe}, (C3)
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hier ist W = ¢>AL3 + 77%, sieche Anhang A. Eine komplette Liste der definierenden
Relationen der g-Heisenbergalgebra, also der von A, X, P, L,W erzeugten Algebra,
findet man wieder in [50]. Ausgeschrieben hat man

P3X3 — @?X3P3 4 P(1— ¢ HX TP
- _%A—% (1+q¢ W —(1-q¢H(1-¢)L%}
P3XT — f2X+P3 = %A’%(l —q¢HLt

i

PPX™ — X PP~ (1-¢" X3P = —§A—%q2(1 — g YL~

PTXT —XTPT =0
PPXT —¢'X PT = ¢® (1 - ¢ )1 —¢ HX P +¢°(1—¢ HXP°
= %A‘% {ad(1+ ¢ OW —q(1 —¢ L}
PTX3 - 2X3Pt — (1— q4)X+P3 _ —%A‘éqz(l _ q_4)L+
P X —X P =0
P Xt —¢xtpP = %A*% {3(1 +q W +q(1 - ¢ "L}
PX3 X3P = %A‘%(l — g HL (C.4)

Die Vertauschungsrelationen zwischen den Bahndrehimpulsoperatoren L und den
Koordinaten X sind

1 1
TTaXE = F2XEr

Ltxt = XLt
LTX3 = X3LFt 4q2Xtr 2
LTX™ = XLt 4+¢3x3%3

L~Xt = XtL™ —¢3x3%>
-v3 _ 3r— 4y y— -1
LI~X3 = X3 —qiXx 73
IX~ = XL (C.5)

Der Quantenraum R3 besitzt zwei SOq(3)-kovariante Differenzialkalkiile & und &.
Fiir den ersten sind die Vertauschungsrelationen mit den X gegeben durch

ONXP = g"P 4+ RABp X 0P (C.6)
Fiir die zweite Version der Ableitungen gilt

_ 1 ~ _
aAXB = 7$9AB + R_IABCDXCaD. (0.7)
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Explizit hat man:

orxt = Xtot
6+X3 — q2X3a+ + (1 _ q4)X+83

X~ = —q+¢'X 0"+ 1 -q¢ A -qgHXT0 — (1 - ¢ X3

PXt = £xto

PX? = 143X -1 —gHXto

PX™ = F#X P +1-¢HX30

XY = X

07X = ¢#X30

X" = X9 (C.8)
und

g xt = Xxta'

arxd = (]_2X35Jr

_ 1 _

aTx— = $+q‘4X‘8Jr

Xt = ¢2XTD+(1-q¢HX3D"

X3 = —;—6 1 ¢72X39° + 3(1 —gHXx 9"

X = q_2X_53

_ 1 1 - 5
IXT = XD+ (g X (1) XD

9 X = ¢2X% +(1-¢HX D

0 X = X0 (C.9)

Die Vertauschungsrelationen (C.4) bilden zusammen mit den dazu konjugierten
Relationen ein System von Gleichungen, welches nach den P aufgeldst werden kann.
Um den Konjugierten Relationen zu bekommen verwendet man (2.4), (3.6) und (3.7).
Als Losung erhélt man

2%NGE+ ¢ HXoXPP = Ax, — Axp
2iMq* + ¢ °)XoXX’P~ = ¢ X (Ax, — Axp) +q 'Axex L™
25N + ¢ )Xo X X3Pt = XV (Axr — AxL) — qAxox L7, (C.10)

wobei die folgende Notation verwendet wurde:
Axz = (1—q9 (q—lA% + qA—%> (¢ 2X LT —¢*XTL")
—*(1—q %) (q_4A% — q4A—%) X33
Ax; = (14479 (q_zA% - q2A_%) X373

Axex = M@ +q3)XoX (qA%+q—1A—%). (C.11)
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Anwenden der Bahndrehimpulsbedingung X3L? — ¢XTL™ — ¢7 !X~ LT = 0, die
innerhalb der ¢g-Heisenbergalgebra gilt [50], fithrt zu
%PAXo X P = Aj
APANX o X X3P~ = A
2PPAX o X X3PT = A, (C.12)
mit
Ay = (¢ 2A2 — A X372 —qlg* — 1) (A 2X LT — A2 X VL)
A_ = q_2(q_4A% — q4A_%)X_X37'_% — q3)\(q + q_l)A_%X_X_L+
T2 X3X3LT + PA 2 X0 XL~
Ar = A2 — ¢ A )XTXP0 4 PA g+ g HATXTX LT
CPAMTIX3X3LY — A XoX LT (C.13)
Diese Realisierung der P in der AX L-Algebra wurde auch in [58] auf etwas anderem

Wege gefunden. Verwenden wir jetzt noch (2.25) und (2.33) erhalten wir wieder die
in Kapitel 3 konstruierte Realisierung (3.10) der P durch die ¢ und K.



Anhang D

Explizite Formeln fiir die
Realisierung der

g-Heisenbergalgebra auf Feldern

D.1 Wirkung

In diesem Anhang listen wir die expliziten Formeln fiir die Wirkung der ¢-deformierten
Heisenbergalgebra auf. Die Definitionen dazu findet man in Abschnitt 3.3. Zuerst

verwenden wir als Basis fiir die Felder
\I,n+,n3,n_ = (X+)n+ (XS)ng (Xf)n_ )

Damit finden wir fiir die einzelnen Generatoren:
Skalierungsoperator:

[\i%‘lﬂu_,ng,n_ _ in(n++n3+n_)\Iln+,n3,n_

Koordinaten:
X+‘lln+,n3,n_ — \I}”++1:”37n—
XS Pr+msn— q2n+ \I,n+,n3+1,n_
Xf\]:]n+,n3,n_ — q2n3 \Ijn+,n3,n_+1 + )\q2(n+71) [n+]q2 \I/n+71,n3+2,n_
XE)X\IIn+,n3,n_ — q72\11n+,n3+2,n_ . (q + qfl)q2n3\lln++1,n3,n_+1
Drehimpulsoperatoren:
TS\I]n+,n3,n_ 1 (1 o q4n_f4n+)\Ijn+,n3,n_
q—q!
T+\Iln+,n3,n, _ q2n,—2n+ [n_]q2q—3 /1 +q2\I,n+,n3+1,n,—1
+qn372n+ [n3}qq73 /1 4 qg‘;[}n++1,n371,n_
T—pn+msn- qn3*2n+ [ng](f /1 + q2\11n+7n3*17n—+1

sl /14 U et

%_%\Ifn+ ,M3,M_ q2n+—2n, Pi+n3n—
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Bahndrehimpuls:
L+\Ijn+,n3,n, — [n_]q2 q—3‘yn+,n3+1,n,—1
+qn3—2n, [ng]qq—?)\l,?ur—s—l,ng—l,n,
L—\Ijn+,n3,n, — _qn3—2n, [n3]qq—5\yn+,n3—1,n,+1
_q2n+72n_ [n+]q2 q75\11n+71,n3+1,n_ (D5)

Ableitungen, erste Version (C.6):

3— Pr+msn- _q2n+—3[n+]q2 \Iln+—1,n3,n,
53 Pr+msn— q2n+ +n3—1 [n3]q,1}n+,n3—1,n,
3+‘l,n+,n3,n_ _ _q2n3+2n_71[n_]q2 ‘l,n_;,_,ng,n_fl
—)\q2"372[n3]q[n3 - 1]q\1'n++1’n372’n7 (D.6)

Ableitungen, zweite Version (C.7):

5+‘Ijn+,n3,n, _ q—2n3—2n,—3[n7]q2 \I,nJr,ng,n,—l

53\I]n+,n3,n, — _q—2n+—n3—4n,—5[n3]q‘1,n+,n3—1,n,
H1= gyl Jpg 2B dgne o

5 Pr+nsn- q—2n+ [n+]q2{q—4n7—5( _ q2 _ q—2 + q—2n3(1 + q—2))

g et (D.7)

_)\q—4n+—4n,—8[ q\lln+,n3—2,n,+1

nslg[ns — 1]
X (g +q g2 s e g — el pwnt 2net2n-—t

Fiir die Impulsoperatoren P# findet man entweder unter Verwendung von

PA=_10*-3"Y (D.8)

L
2
oder auch direkt aus der PX-Algebra (C.3):

i

Py o Lty gy, |y
F AP gyl — 1]y s
I e T
+%A(q +q g T 0 g e n ey T et
) I %‘[m]qch—g{q%*Jrq_Q"+
+q—2n+—4n,—2(q—2n3—1(q_|_q—1) _qz _ q_2) }¢n+—1,n3,n,
A ] g — 1] (D.9)

] T VT | R P TS
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Zweite Moglichkeit fiir die Beschreibung der Felder:
O = (XX )N (X (%) (D.10)
Skalierungoperator:
]\i%d);lv-hns — q12(2N+n++n3)¢X[+yn3 (Dll)
Koordinaten:
bas ¢R{+7n3 ¢R{+ +1,n3
X3¢7]t[+,n3 q2n+ qb?]i;r,ns—i-l
o 1 , —1n3+2 ny—1ln
X" (4n+ 2 ny—1ln3+2  ny ,3>
N q+qt q N N1
XoXgh " PN (D.12)
Drehimpulsoperatoren:
. 1 _
T3¢7V+7n3 X(l _ q 4n+)¢7\[+7n3
T+¢7]if+7n3 qn3—2n+—3[n3}qm¢7\[++17n3*1
L q g — ni—1,n3+1
T ¢n+7n3 q n4 ng[n++n3] +—Ln3
N Ttg 9PN
1 —2n4 —n3+3 ny—1nz—1
R
hgpns o g .13
Bahndrehimpuls:
Lroy™ = g nslyoy (D.14)
¥ n4,n q_5 2 4 n 1,n3+1 q—n3—3 n 1,n3—1
L—¢+,3 — q—n3_qn+¢+_73 _|_n3 ¢+—,3—
N q2_q72( ) N [ ]qq+q*1 N+1

Die Wirkung der Impulsoperatoren P4 gewinnt man jetzt am einfachsten, indem

man die Beziehungen

PCXoX = ¢'XoXPC - %A*%u +q7 )@+ q HXOW + AT X g Lr}
PEXoX)N(X )" (X?)" = g™ (X o X)NPO(X )" (X"

(D.15)

_%q* [AN] (X o X)NIA"2 {XOW + qAcCTS Xg Ly} (X )+ (X3)",

die direkt aus den PX-Relationen (C.3) folgen, und die bereits erhaltenen Ergebnisse
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verwendet:

Py = _%q_g(q%”"””m+q_2"+_”3_2_4N)[n3]q N
Proy™ = %q4N+2”3‘2A[n31q[n3 R A

LNl
P = %q +1q_1 {q‘2”3‘4[4N +4ny +2n3 + 1],

—~ N7 glng + 1], + ¢ ngly) foR T
+%’QT):}_1Q_4N_4H+_2%_4[”3]¢1[“ - l]q(ﬁrji;:ll’ngd
Y e e 0.16)

D.2 Leibnizregeln

Fiir die Ableitungen, und auch fiir die Koordinaten lassen sich aus den obigen Rech-
nungen, siche dazu Abschnitt 3.3.3, Leibnizregeln ableiten.
Ableitungen erste Version (C.6):

07 (fg) = (& Ng+ (Az#73f)(0g)
33

Pfg) = (B*Hg+ Az (%)
+q(1 - ¢")(A2L* )0 g)
0t (fg) = (3t f)g+ (A272£)(0%g)
+(1— g (A2 L*73 £)(8Pg)
~PA(1 - ¢")(AZLT LY 72 £)(07g) (D.17)
Ableitungen zweite Version (C.7):
7' (fg) = @ fo+ A 2@ g)
2 (fg) = @ g+ AEN@ )
+a(1—gYA L)@ g)
9 (fg) = (@ Ng+(A3721)(@ g)
21— YA L)@ g)
—PAN1— YA L L)@ g) (D.18)
Koordinaten:
X3(fg) = ()X (D.19)
X5(f9) = (-APLEN)(XPg) + (f)(XEg) D.20)
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Fiir die Drehimpulsoperatoren erhélt man die Wirkung auf Produkte natiirlich
aus dem Koprodukt, siche Anhang A; z.B.

“3g) + f(L*g). (D.21)
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