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Zusammenfassung

Thema der vorliegenden Arbeit ist die Bose-Einstein-Kondensation stark verdünnter atomarer
Gase. Nach einer Einführung in die Theorie solcher schwach wechselwirkender Quantenga-
se und einer Zusammenfassung wesentlicher experimenteller Ergebnisse aus dem Gebiet der
Bose-Einstein-Kondensation wird zunächst die Physik ultrakalter, in Atomfallen gefangener
Fermigase diskutiert. Dieses Gebiet hat sich in den letzten Jahren parallel zu dem der konden-
sierten Bosegase stark entwickelt und bietet vielversprechende Möglichkeiten, Modelle wie die
BCS-Theorie erstmals in fast idealen Fermigasen zu untersuchen. Es werden Ergebnisse zu den
thermodynamischen Eigenschaften solcher Gase vorgestellt, die vor allem für mesoskopische
Teilchenzahlen (unter 1000) relevant sind. Dabei wird insbesondere auf Schaleneffekte bei der
Dichteverteilung in einer Atomfalle und bei der Wärmekapaziẗat eingegangen.

Im zweiten Teil der Arbeit wird die Physik von Atomlasern diskutiert. Als
”
Atomlaser“ bezeich-

net man Systeme, die in der Lage sind, kohärente Materiewellen aus Atomen zu erzeugen. Die
einem Bose-Einstein-Kondensat inhärente Koḧarenz wird in Experimenten genutzt, um mit-
tels eines koḧarent arbeitenden Auskoppelmechanismus solche Atomstrahlen herzustellen. Die
zugeḧorige Physik wird durch die so genannte Gross-Pitaevskii-Gleichung beschrieben, einer
Art nichtlinearen Schr̈odingergleichung f̈ur die Wellenfunktionen der beteiligten Hyperfein-
zusẗande des Bose-Einstein-Kondensats aus87Rb-Atomen. In der vorliegenden Arbeit wurden
unter anderem die Auskoppelstärke mittels analytischer und vor allem numerischer Methoden
untersucht. Dar̈uber hinaus konnten Aussagenüber das zeitliche Verhalten von Atomlasern ge-
wonnen, die mit zwei Radiofrequenzen betrieben werden. In diesem Fall wird der Atomstrahl
aus zwei interferierenden Materiewellen verschiedener Energie gebildet, sodass kohärente, ato-
mare Pulse mit makroskopischen Dimensionen auftreten.

Im letzten Abschnitt wird mit der Spurafluidität ein weiterer, sehr interessanter Aspekt von
kondensierten Bosegasen behandelt. Nach einer Einführung in die Bestimmung quantensta-
tistischer Eigenschaften von Vielteilchensystemem mithilfe von Pfadintegral-Monte-Carlo-
Verfahren wird der suprafluide Anteil eines kondensierten Bosegases mit verschiedenen Ap-
proximationen berechnet. Dazu wird neben den Pfadintegralen eine auf so genannten Permuta-
tionszykeln beruhende Methode eingesetzt, mit der man die Zustandssumme von Bosonen im
kanonischen Ensemble und damit auch viele andere Größen ausrechnen kann. Auf diese Wei-
se konnte der suprafluide Anteil eines idealen Bosegases im kanonischen Ensemble erstmals
vollständig quantenmechanisch exakt ermittelt werden.
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Einleitung

Der Begriff
”
Bose-Einstein-Kondensation“ bezeichnet einen spektakulären physikalischen Ef-

fekt, bei dem unterhalb einer kritischen Temperatur ein makroskopischer Anteil eines Gases
aus Bosonen den Grundzustand des Systems besetzt. DieserKondensatanteilist vollkommen
kohärent und stellt eine makroskopischen Materiewelle dar.
Schon in den Anfangstagen der Quantenmechanik hat Einstein dieses Phänomen theoretisch
vorhergesagt [58, 59]; er folgerte die Existenz des Phasenübergangs f̈ur ein ideales Gas ohne
Wechselwirkungen zwischen den Teilchen allein aus dem für Bosonen in drei Raumdimensio-
nen begrenzten Phasenraum.
Von den 20er Jahren des 20. Jahrhunderts bis 1995 gab es keine klare experimentelle Reali-
sierung der Bose-Einstein-Kondensation. Einsteins Vorschlag wurde zwar in den 30er Jahren
mit der damals neu entdeckten Suprafluidität von fl̈ussigem Helium in Verbindung gebracht; da
Helium jedoch kein ideales Gas, sondern eine stark wechselwirkende Flüssigkeit ist, gibt es nur
eine lose Verbindung zwischen den beiden Effekten. Basierend auf diesen ersten Untersuchun-
gen wurden sehr erfolgreiche Theorien für Quantenfl̈ussigkeiten und -gase entwickelt; Ende der
50er Jahre lag eine weitestgehend abgeschlossene Theorie der Bose-Einstein-Kondensation in
schwach wechselwirkenden Bosegasen vor. Einziger Schönheitsfehler dieser Modelle war die
Tatsache, dass sie nicht experimentell verifiziert werden konnten, da sie insbesondere nicht auf
4He anwendbar waren.
Die erste eindeutige Realisierung eines Bose-Einstein-Kondensats wurde 1995 [6, 28, 48] mit
ultrakalten atomaren Bosegasen erreicht. Drei Gruppen war es gelungen, Rubidium, Lithium
und Natrium auf Temperaturen unterhalb eines Mikrokelvins abzukühlen und zu speichern und
damit die Bedingungen für Bose-Einstein-Kondensation zu erreichen. Dabei kamen die erst
in den 80er Jahren entwickelten optischen Verfahren der Laserkühlung und verwandte Me-
thoden zum Einfang von Atomen in optischen und magnetischen Fallen zum Einsatz. Diese
Experimente standen am Ende einer langen Reihe von Versuchen, spinpolarisierte, bosonische
Atome wie Wasserstoff oder die Alkaliatome unter die kritische Temperatur für Bose-Einstein-
Kondensation abzukühlen. Der urspr̈ungliche Vorschlag, solche Gase durch Spinpolarisation
zu stabilisieren, um die Bildung von Molekülen zu verhindern und um so die Bose-Einstein-
Kondensation eines atomaren Gases zu erreichen, geht auf eine Arbeit von 1959 zurück [85]
und wurde erst 1976 konkretisiert [186].
Seit 1995 wird die Bose-Einstein-Kondensation atomarer Bosegase in einer beeindruckenden
Zahl von experimentellen und theoretischen Arbeiten [1] untersucht. Dabei bestand zunächst
einmal großes Interesse an der Klärung prinzipieller Fragen nach der tatsächlichen Natur
von Bose-Einstein-Kondensaten. So konnte z.B. mit Interferenzexperimenten an unabhängigen
Kondensaten nachgewiesen werden, dass Bose-Einstein-Kondensate vollständig koḧarent sind
[8,165]. Auf theoretischer Seite musste im Rahmen dieser Betrachtungen das Konzept derspon-
tanen Symmetriebrechung, das in der Theorie der kondensierten Materie oft sehr erfolgreich

1



2 Einleitung

angewandt wurde, neüuberdacht werden, da die Existenz einer genau bekannten Phase nicht
mit der im Prinzip exakt bekannten Atomanzahl in den neuen Experimenten in Einklang zu
bringen ist. Auch an anderen Stellen war es notwendig, die alten Theorien für schwach wech-
selwirkende Bosegase zu hinterfragen und auf die neue Situation mit räumlich inhomogenen
Gasen in Atomfallen anzupassen [45].
Neben diesen prinzipiellen Themen wurde die Arbeit mit Bose-Einstein-Kondensaten schon
von Anbeginn durch einen Traum der Quanten- und Atomoptik beflügelt: Die Möglichkeit, die
Kohärenz von Bose-Einstein-Kondensaten zur Erzeugung kohärenter Atomstrahlen zu nutzen,
d.h. Materiewellen mit Eigenschaften, die denen des optischen Lasers gleichen. Mittlerweile
betreiben mehrere experimentelle Gruppen Apparaturen, die solche Strahlen – wenn auch nur
für eine Zeit von etwa100 ms – erzeugen. F̈ur diese Quellen koḧarenter Atomstrahlen verwen-
det man heute den BegriffAtomlaser.
Kohärente Atomstrahlen aus Atomlasern bieten eine Vielzahl neuer Möglichkeiten f̈ur die
Atomoptik. So kann man z.B. die Genauigkeit von Atomuhren, die auf atomaren Fontänen
basieren, verbessern oder genauere Atominterferometer zur Messung von Rotationen oder der
Erdbeschleunigung entwickeln. Ein weiterer Anwendungsbereich wird die Atomlithographie
sein, bei der die leichte Kontrolle der de Broglie-Wellenlänge der Atome im Atomstrahl eine
wichtige Rolle spielt.

Aus der Vielzahl der Themen greift die vorliegende Arbeit drei Bereiche heraus, die so-
wohl prinzipielle Fragestellungen tangieren als auch das eher anwendungsorientierte Feld der
Atomlaser betreffen. Nach einer allgemeinen Einführung in das Gebiet der Bose-Einstein-
Kondensation in Kapitel 1 wird im n̈achsten Kapitel auf ein Thema eingegangen, das eng mit
dem Gebiet der ultrakalten Bosegase verwandt ist: ultrakalteFermigase. Atomare Fermigase
bei sehr tiefen Temperaturen konnten bis vor wenigen Jahren noch nicht erzeugt werden. Erst
die für Bosegase entwickelten experimentellen Techniken ermöglichten es in j̈ungster Zeit, Fer-
migase bis unter die Fermitemperatur abzukühlen [50]. Die Physik von Fermionen bei solchen
Temperaturen konnte bisher nur mit Elektronen im Festkörper oder mit Nukleonen in Atom-
kernen untersucht werden; atomare Fermigase bieten daher erstmals die Möglichkeit, mit fast
idealen Gasen arbeiten zu können. Neben interessanten Phänomenen bei der Kombination von
Bosonen und Fermionen in Atomfallen stellt die Vorhersage eines BCS-artigenÜbergangs in
einem Gemisch zweier Hyperfeinstruktur-Komponenten eines spinpolarisierten Fermigases die
faszinierendste Perspektive in diesem Feld dar.
In der vorliegenden Arbeit werden die thermodynamischen Eigenschaften gefangener Fermiga-
se diskutiert. Dabei wird vor allem die Analyse von Schaleneffekten bei Gasen mit unter 1000
Atomen und die Berechnung der Wärmekapaziẗat solcher Gase im Vordergrund stehen.

Kapitel 3 befasst sich wieder mit Bosonen und ist dem Thema Atomlaser gewidmet. Nach
einer Einf̈uhrung in die theoretische Modellierung von Atomlasern werden verschiedene Er-
gebnisse zum Auskoppelverhalten vorgestellt und diskutiert. Die Arbeiten entstanden zum Teil
in Kooperation mit der M̈unchner Gruppe um T.W. Ḧansch und T. Esslinger [23, 24], sodass
auch einige Vergleiche mit experimentellen Daten angestellt werden konnten. Weitere Untersu-
chungen bescḧaftigten sich mit der theoretischen Beschreibung eines Atomlasers, der mit zwei
Radiofrequenzen betrieben wird. In diesem Fall treten im Atomstrahl zwei Energien auf und
die zugeḧorigen Wellenfunktionen interferieren. Dadurch kommt es zu einem faszinierenden
Pḧanomen, n̈amlich der Ausbildung koḧarenter, gepulster atomarer Materiewellen.

Im letzten Kapitel wird die Berechnung von Eigenschaften ultrakalter Bosegase mittels Pfa-
dintegralen vorgestellt. Neben Verfahren, die sich auf die Berechnung elementarer Anregungen
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stützen, um diese z.B. zur Bestimmung des Kondensatanteils heranzuziehen, stellen so genann-
te Pfadintegral-Monte-Carlo-Methodeneine weitere, potenziell exakte M̈oglichkeit dar, ther-
modynamische Effekte und Eigenschaften bei endlicher Temperatur zu berechnen. Auf diese
Weise wurden in der vorliegenden Arbeit die Dichteverteilung und die Gesamtenergie eines
kondensierten idealen Bosegases ermittelt. Darüber hinaus wird vor allem die Suprafluidität
solcher Gase unterhalb derÜbergangstemperatur diskutiert. Mit einem Verfahren, das auf den
von Feynman eingeführten Permutationszykeln beruht, konnte erstmals der suprafluide Anteil
in einem gefangengen Bosegas im kanonischen Ensemble berechnet werden.
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• J. Schneider und A. Schenzle,
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in: S. Martellucci, A. N. Chester, A. Aspect und M. Inguscio (Hrsg.),Bose-Einstein Con-
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Academic / Plenum Publishers, London (2000).
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1
Bose-Einstein-Kondensation in
Atomfallen — Einführung und
Grundlagen

In diesem einleitenden Kapitel werden die Grundzüge der Theorie der Bose-Einstein-
Kondensation dargelegt und verschiedene experimentelle Realisierungen dieses Phänomens,
vor allem im Bereich schwach wechselwirkender atomarer Bosegase, beschrieben. Die The-
menauswahl orientiert sich dabei an den in späteren Kapiteln verwendeten Konzepten und
Techniken. Die Literatur zu diesem Thema ist in den letzten Jahren stark angewachsen (sie-
he z.B. [1]). Hervorzuheben sind vor allem zwei theoretischeÜbersichtsartikel [45, 157], die
die Forschungsergebnisseüber Bose-Einstein-Kondensate aus der Perspektive der Physik der
kondensierten Materie bzw. der Quantenoptik zusammenstellen und einordnen.

1.1 Bose-Einstein-Kondensation idealer Bosegase

Mit dem Begriff Bose-Einstein-Kondensation bezeichnet man die Tatsache, dass Bosonen, d.h.
Teilchen deren Gesamtwellenfunktion bzgl. Vertauschungen symmetrisch ist, unterhalb einer
kritischen TemperaturTc den Grundzustand des betrachteten physikalischen Systems makro-
skopisch bev̈olkern, siekondensieren. Dieses Pḧanomen wurde zuerst von Bose [27] und Ein-
stein [58,59] vorhergesagt.
Betrachtet man ein Gas von nicht wechselwirkenden Bosonen der MasseM , deren Dynamik
durch einen EinteilchenhamiltonoperatorĤ0 beschrieben wird, so können die thermodynami-
schen Eigenschaften dieses Gases im Rahmen einer großkanonischen Beschreibung aus der
zugeḧorigen Zustandssumme

ZBE(T, µ) = Tr
{

e−β(Ĥ0−µN̂)
}

=
∞∏
j=0

1
1− e−β(εj−µ)

(1.1)

bestimmt werden. Dabei beschreibtβ = 1/(kT ) die inverse Temperatur; mitεk werden die
Energieeigenwerte von̂H0 bezeichnet,̂N ist der Teilchenzahloperator. Das chemische Potenti-
al µ ergibt sich aus der mittleren Anzahl

〈
N
〉

der Teilchen im System. Mittels des großkanoni-
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1.1 Bose-Einstein-Kondensation idealer Bosegase 5

schen Potentials

ΞBE(T, µ) = −kT lnZBE(T, µ) = kT

∞∑
j=0

ln
(

1− e−β(εj−µ)
)

(1.2)

erḧalt man

〈
N
〉

= −∂ΞBE(T, µ)
∂µ

=
∞∑
j=0

〈
nj
〉
, (1.3)

wobei mit
〈
nj
〉

dieBose-Einstein-Verteilung

〈
nj
〉

=
1

eβ(εj−µ) − 1
(1.4)

für die mittlere Besetzung der Einteilchenzustände mit den Energienεj bezeichnet wird.
Setzt man nun eine mittlere Teilchenanzahl

〈
N
〉

voraus, so kann durch Inversion von Gl. (1.3)
das chemische Potentialµ berechnet werden. Da für die Besetzungszahlen

〈
nj
〉
≥ 0 gilt, folgt

aus Gl. (1.4)µ ≤ ε0, d. h. das chemische Potential muss kleiner oder gleich der Energieε0
des Grundzustandes sein. Der Grundzustand kann daher mit beliebig vielen Teilchen besetzt
werden, denn es gilt 〈

n0

〉
→∞ für µ→ ε0. (1.5)

Ein räumlich homogenes ideales Bosegas zeigt nun genau dieses Verhalten. Dies soll im Fol-
genden genauer erläutert werden.

1.1.1 Das homogene ideale Bosegas

Führt man bei konstanter Dichten den thermodynamischen Limes

〈
N
〉
→∞, V →∞, n =

〈
N
〉

V
= const. (V : Volumen) (1.6)

durch, so kann die Summe in Gl. (1.3) näherungsweise durch ein Integral ausgedrückt werden.
Für die Dichte erḧalt man somit

n =
g3/2(z)
λ3

th
(1.7)

mit der Fugaziẗatz = eβµ und der thermischen Wellenlänge

λth =

√
2π~2

MkT
. (1.8)

Die so genannteBose-Funktiong3/2(z) ist für z > 0 eine monoton steigende Funktion, allge-
mein gilt (vgl. z.B. [96])

gx(z) =
∞∑
j=1

zj

jx
. (1.9)
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Da aber wegenµ ≤ ε0 = 0 die Fugaziẗat nach oben durch den Wert1 beschr̈ankt ist, folgt aus
Gl. (1.7) eine obere Grenze für die Dichte, wobeiζ(x) die Riemannscheζ-Funktion ist

nλ3
th

∣∣
z=1

= g3/2(1) = ζ(3/2) ≈ 2.612. (1.10)

Dieses Resultat steht zum einem im Gegensatz zur physikalischen Tatsache, dass man die Dich-
te eines Gases zumindest prinzipiell beliebig erhöhen kann; zum anderen widerspricht es der
Feststellung aus Gl. (1.5). Dieser Wiederspruch lässt sich l̈osen: Bei n̈aherer Betrachtung der
obigen Integraln̈aherung zeigt sich, dass der Grundzustand getrennt behandelt werden muss,
mithin gilt

(〈
N0

〉
=
〈
n0

〉)
n =

〈
N0

〉
V

+
g3/2(z)
λ3

th
. (1.11)

Sobald also beiz = 1 das Maximum des zweiten Summanden erreicht wird, bevölkern
zus̈atzliche Teilchen den Grundzustand, die Dichte ist damit nicht mehr beschränkt. Aus
Gl. (1.7) erḧalt man einekritische Temperatur

kTc =
2π~2

M

(
n

ζ(3/2)

)2/3

(1.12)

bzw. einekritische Dichte

nc = ζ(3/2)
(
MkT

2π~2

)3/2

, (1.13)

welche die Grenze für den Bereich mit
〈
N0

〉
= 0 markieren. F̈ur T < Tc bzw.n > nc wird

der Grundzustand makroskopisch besetzt, man sprich vonBose-Einstein-Kondensation. Die
Änderung der Eigenschaften des Gases beiTc stellt einen thermodynamischen Phasenübergang
dar, f̈ur die Grundzustandsbesetzung gilt〈

N0

〉〈
N
〉 = 1−

(
T

Tc

)3/2

. (1.14)

Neben dieser, rein auf der statistischen Mechanik basierenden Argumentation kann man den
Phasen̈ubergang der Bose-Einstein-Kondensation auch aus der Sicht der Quantenmechanik in-
terpretieren: Die thermische Wellenlängeλth kann als de Broglie-Wellenlänge der bosonischen
Teilchen aufgefasst werden. Wird nun bei konstanter Dichte die Temperatur des Gases aufTc

abgesenkt, so
”
überlappen“ sich gem̈aß Gl. (1.10) die Wellenpakete benachbarter Teilchen ge-

rade. Man erwartet dann kooperative Effekte, die auf bosonischer Stimulierung beruhen und
zur makroskopischen Besetzung des Grundzustandes führen. Da1/λ3

th proportional zur Dichte
im Impulsraum ist, kann man Gl. (1.10) auch als Bedingung an die Phasenraumdichte auffas-
sen. Liegt deren Wert in der Größenordnung von1, so beginnen quantenmechanische Effekte
eine Rolle zu spielen. Quantenkinetische Betrachtungen [68] und Untersuchungen der Beset-
zungsstatistik des Kondensats, die auf der Analogie zur Dynamik beim Laserübergang basie-
ren [114,176], haben diese Auffassung bestätigt.
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1.1.2 Bosonen in harmonischen Fallen

Die bisherigen Ausf̈uhrungen bezogen sich auf ein Gas von Bosonen im freien Raum ohne
äußeres Potential. Die Experimente zur Bose-Einstein-Kondensation, die seit 1995 zu einer Flut
von beeindruckenden experimentellen und theoretischen Resultaten geführt haben (siehe auch
Abschnitt 1.5.2), wurden hingegen allesamt an atomaren Gasen durchgeführt, die mit optischen
und magnetischen Fallen in einem räumlich begrenzten Gebiet gehalten wurden. Die Atome
befinden sich dabei in sehr guter Näherung in einem̈außeren, meist anisotropen, harmonischen
Potential

Vext =
1
2
Mω2

⊥
(
x2 + y2

)
+

1
2
Mω2

‖z
2. (1.15)

Auch diese Situation kann mit einem demüblichen thermodynamischen Limesähnlichen Ver-
fahren [49] analysiert werden. Betrachtet man der Einfachheit halber ein isotropes Potential mit
der Frequenzω, so wird statt der Dichte das ProduktNω3 konstant gehalten, fürN →∞ geht
alsoω → 0. Wie in [10] gezeigt wird, f̈uhrt die N̈aherung der Summe in Gl. (1.3) durch ein
Integral (wiederum unter Abspaltung des Grundzustandes) zu einer kritischen Temperatur

kTc = ~ω

(
N

ζ(3)

)1/3

; (1.16)

die Population des Grundzustandes verhält sich gem̈aß〈
N0

〉〈
N
〉 = 1−

(
T

Tc

)3

. (1.17)

Die Summe in Gl. (1.3) kann aber auch exakt berechnet werden, man erhält

〈
N
〉

=
∞∑
j=0

zj

(1− e−jβ~ω)3 . (1.18)

Viele Autoren [77, 112] (siehe auch Kapitel II in [45]) haben diese Darstellung als Ausgangs-
punkt für Untersuchungen des Verhaltens bei endlichen Teilchenzahlen verwendet. Ist die Tem-
peratur groß gegen den Abstand der Energieeigenwerte, alsokT � ~ω, so kann man Gl. (1.18)
mithilfe von Integralen n̈ahern und es folgt

〈
N
〉

=
z

1− z
+ g3(z)

(
kT

~ω

)3

+
3
2
g2(z)

(
kT

~ω

)2

, (1.19)

wobei der erste Summand den Grundzustandsbeitrag beschreibt. Hieraus lassen sich Korrektu-
ren für Tc und

〈
N0

〉
berechnen, so gilt z.B. [45,112]

kTc,korr = kTc− ~ω
ζ(2)
2ζ(3)

. (1.20)

Die Methoden f̈ur endliche Teilchenzahlen wurden auch erfolgreich auf stark anisotrope Fallen
angewendet [192], auf m̈ogliche Besonderheiten in diesen Fällen wird im Rahmen einer kurzen
Diskussion niedrigdimensionaler Systeme in Abschnitt 1.4 eingegangen.
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1.1.3 Teilchenzahlfluktuationen und statistische Ensembles

Ein weiteres interessantes Problem, das im Zuge der Forschung an Bosegasen in harmonischen
Fallen gel̈ost wurde, betrifft die Fluktuationen der Kondensatbesetzung

〈
N0

〉
. Alle bisherigen

Aussagen wurden mithilfe des großkanonischen Ensembles gewonnen. Auch die Fluktuationen
der mittleren Populationen

〈
nj
〉

der Einteilchenzustände k̈onnen in diesem Ensemble berechnet
werden, es gilt

〈
n2
j

〉
−
〈
nj
〉

2〈
nj
〉

2
=

1〈
nj
〉 + 1. (1.21)

Dies ḧatte f̈ur ein Bose-Einstein-Kondensat bei kleinen Temperaturen mit
〈
N0

〉
≈
〈
N
〉

Kon-
densatfluktuationen der Größenordnung

〈
N
〉

zur Folge, und damit auch ebensolche Fluktuatio-
nen von

〈
N
〉

selbst. Dieses Verhalten macht physikalisch wenig Sinn, es basiert auf einer Un-
zulänglichkeit des großkanonischen Ensembles [210]; in [78,149,161,176] und in den Arbeiten
von Wilkens und Mitarbeitern (siehe [101] und die dortigen Referenzen) werden die Fluktua-
tionen der Kondensatbesetzung genauer analysiert. Da die Teilchenanzahl in den derzeitigen
Experimenten nicht durch ein angekoppeltes Teilchenreservoir fluktuiert, sondern vielmehr fest
vorgegeben ist, liegt diesen Arbeiten nicht das großkanonische sondern das kanonische oder mi-
krokanonische Ensemble zu Grunde. Letzteres entspricht den experimentellen Gegebenheiten
am besten, denn auch die Gesamtenergie ist bei den Fallenexperimenten fixiert und kann nicht
mit einem Reservoir ausgetauscht werden. Schon Politzer [161] hat für die relativen Konden-
satfluktuationen das eigentlich erwartete normale Verhalten

〈
∆N0

〉〈
N0

〉 ∝ 1√
N

(1.22)

gefunden.

Die Unterschiede zwischen den verschiedenen statistischen Ensembles scheinen aber auf das
Problem der Teilchenzahlfluktuationen beschränkt zu sein. Nur f̈ur sehr kleine Teilchenzahlen
N < 1000 zeigen sich wirklich Unterschiede in den Vorhersagen z.B. fürN0 [87]. In Kapitel 4
werden im kanonischen Ensemble einige interessante Eigenschaften des idealen Bosegases mit
Hilfe von Permutationszykeln berechnet, dort wird auch auf den Unterschied zu Ergebnissen
auf Basis großkanonischer Rechnungen eingegangen.

1.2 Zur Beschreibung von Quantengasen

Um die Terminologie f̈ur die folgenden Kapitel festzulegen, sollen hier die Grundzüge der Be-
schreibung von Quantengasen in zweiter Quantisierung mittels Feldoperatoren dargelegt wer-
den (siehe auch [64]). Des Weiteren wird auf die Problematik der Beschreibung von Bose-
Einstein-Kondensaten mittels makroskopischer Wellenfunktionen eingegangen.
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1.2.1 Vielteilchensysteme in zweiter Quantisierung

Die Physik von wechselwirkenden Bosonen oder Fermionen wird meist mit Hilfe vonFeldope-
ratoren

Ψ̂α(x) =
∑
j

ψj(x)aα,j (1.23a)

Ψ̂†α(x) =
∑
j

ψ∗j (x)a†α,j (1.23b)

formuliert, die ein Teilchen der Speziesα an einer Stellex im Raum entweder vernichten (Gl.
(1.23a)) oder erzeugen (Gl. (1.23b)). Die durchα indizierten Teilchensorten können z.B. Elek-
tronen mit unterschiedlichem Spin sein, aber auch Atome in verschiedenen Hyperfeinstruktur-
oder Zeeman-Zuständen. Eine solche Situation liegt in vielen Experimenten zur Bose-Einstein-
Kondensation vor; so gibt es in Atomlasern (siehe Kapitel 3) Atome, die abhängig von ihrem
Drehimpulszustand entweder im Atomlaser

”
gefangen bleiben“ oder in einen Atomstrahl aus-

gekoppelt werden.
Die Wellenfunktionenψj(x) bilden eine orthonormierte Basis von Funktionen,j ist ein
Index für die dazugeḧorigen Einteilchenzustände

∣∣j〉. Die Operatorenaα,j und a†α,j sind
Vernichtungs- bzw. Erzeugungsoperatoren für Teilchen der Sorteα in diesen auchModenge-
nannten Zusẗanden. Bosonen bzw. Fermionen werden durch quantenmechanische Zustände be-
schrieben, die sich unter Permutationen von Teilchen entweder symmetrisch oder antisymme-
trisch verhalten. Diese Eigenschaft wird durch die folgenden Kommutatorrelationen für bosoni-
sche Feldoperatoren (bzw. Antikommutatorrelationen für fermionische Operatoren) implemen-
tiert

[Ψ̂α(x), Ψ̂†β(y)]∓ = δαβδ(x− y) (1.24a)

[Ψ̂α(x), Ψ̂β(y)]∓ = [Ψ̂†α(x), Ψ̂†β(y)]∓ = 0, (1.24b)

wobei [ , ]∓ den Kommutator (−) für Bosonen bzw. den Antikommutator (+) für Fermio-
nen bezeichnet. Analoge Relationen gelten für die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
aαj , a

†
α,j .

Der gesamte Hilbertraum (auchFock-Raumgenannt) eines Systems nicht wechselwirkender
Teilchen einer Spezies wird nun mittels der Einteilchenzustände

∣∣j〉 und der Erzeugungsopera-
torena† aufgebaut. Die Fockbasis besteht aus Zuständen der Form

∣∣n0, n1, . . .
〉

:=
∞∏
j=1

a†
nj√
nj !

∣∣0, 0, . . .〉, (1.25)

d.h. Zusẗanden, in denen die Einteilchenzustände
∣∣j〉 nj-mal besetzt sind. Aus den Kommuta-

torrelationen f̈ur aj , a
†
j folgt für Bosonennj ∈ {0, 1, 2, . . . }, d.h. ein Einteilchenzustand kann

mit einer beliebige Anzahl von Teilchen besetzt werden; für Fermionen gilt gem̈aß dem Pauli-
Prinzipnj ∈ {0, 1}.

Die Dynamik eines Vielteilchensystems wird natürlich durch einen Hamiltonoperator be-
stimmt, in den die Wechselwirkung zwischen Teilchen einfließt. Diese kann oft in guter
Näherung durch eine Zweiteilchenwechselwirkung beschrieben werden, die man durch ein Po-
tentialUα,β(x− y) parametrisiert. Entḧalt das System verschiedene Teilchensorten, so hat der
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Hamiltonoperator folgende Form

Ĥ =
∑
α

∫
d3x Ψ̂†α(x)

{
−~

2∇2

2Mα
+ Vα(x)

}
Ψ̂α(x)

+
1
2

∑
α,β

∫
d3x d3y Ψ̂†α(x)Ψ̂†β(y)Uα,β(x− y)Ψ̂β(y)Ψ̂α(x). (1.26)

Neben dem kinetischen Anteil wurde hier noch einäußeres PotentialVα(x) eingef̈uhrt. Dies
wird, wie schon in Abschnitt 1.1.2 angesprochen wurde, oft das harmonische Potential einer
Atomfalle sein, das allerdings noch vom magnetischen Moment der Atome abhängt. Des Wei-
teren nennt man

N̂α =
∫

d3x Ψ̂†α(x)Ψ̂α(x) (1.27)

den Teilchenzahloperator der Teilchensorteα; da N̂α mit Ĥ kommutiert[Ĥ, N̂α] = 0, bleibt
die Teilchenanzahl jeder Spezies getrennt erhalten. In Gl. (1.26) werden inelastische Zwei-
und Dreik̈orpersẗoße, welche den Spinzustand von Atomen in magnetischen Fallen können,
vernachl̈assigt. Auf die Form des PotentialsUα,β(x− y), das die elastischen Zweikörpersẗoße
beschreibt, wird im n̈achsten Kapitel genauer eingegangen.

Die Formulierung der statistischen Mechanik eines Vielteilchensystems ist im großkanonischen
Ensemble nun recht einfach. Man betrachtet1 den um das chemische Potentialµ erweiterten
Hamiltonoperator

K̂ = Ĥ + µN̂α. (1.28)

Wie schon in Gl. (1.1) beschrieben, ergibt sich die großkanonische Zustandssumme aus

Z(T, µ) = Tr
{

e−βK̂
}
, (1.29)

die Spurbildung geschieht durch Summationüber alle Besetzungszahlzustände aus Gl. (1.25).
Für ein System ohne WechselwirkungU(x− y) = 0 erḧalt man

Z(T, µ) =
∞∏
j=0

1
1∓ e−β(εj−µ)

, (1.30)

das Minuszeichen gilt hierbei für Bosonen, das Pluszeichen für Fermionen. Wie die Eigenschaf-
ten eines wechselwirkenden Systems berechnet werden können, soll im Kapitel̈uber schwach
wechselwirkende Bosegase näher beleuchtet werden.

1.2.2 Die makroskopische Wellenfunktion

Die wesentliche Eigenschaft der Bose-Einstein-Kondensation ist die makroskopische Beset-
zung des Grundzustandes eines Vielteilchensystems. Im bisher betrachteten Fall eines idealen
Bosegases ist dieser Zustand der Grundzustand desäußeren PotentialsV (x), beschrieben durch

1Der Einfachheit halber wird hier nur eine Teilchenart berücksichtigt.
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die Einteilchenwellenfunktionψ0(x). Im GrenzfallT = 0 sind alleN Teilchen kondensiert,
der Grundzustand des Gesamtsystems lässt sich dann durch

Ψ0 = ψ0(x1)× ψ0(x2)× . . .× ψ0(xN ) (1.31)

beschreiben.
√
Nψ0(x) wird in diesem Fallmakroskopische Wellenfunktiongenannt, da

tats̈achlich das ganze Kondensat durch diese eine Funktion beschrieben wird. Dieser auf F. Lon-
don [124] zur̈uckgehende Begriff wurde auf zwei konzeptionell verschiedene Arten auf Sy-
steme mit Wechselwirkungen verallgemeinert, die im Folgenden dargelegt werden sollen. Im
Übrigen ist die makroskopische Wellenfunktion identisch mit dem von Ginzburg und Landau
eingef̈uhrtenOrdnungsparameter(siehe [123]) und f̈ur die Beschreibung von supraflüssigen
bzw. supraleitenden Systemen von großer Bedeutung.

Off-diagonal-long-range-order

Im Gegensatz zu nicht wechselwirkenden Bosegasen ist der Grundzustand eines wechselwir-
kenden Vielteilchensystems selbst beiT = 0 nicht durch ein Produkt von Einteilchenzuständen
darstellbar. Eine direkte Verallgemeinerung von Gl. (1.31) ist somit nicht möglich. Penrose
und Onsager [158] haben aus diesem Grund eine allgemeinere Definition der Bose-Einstein-
Kondensation angegeben, die auf der Einteilchendichtematrix

〈
Ψ̂†(x) Ψ̂(y)

〉
beruht. Besitzt

diese einen einzigen, makroskopischen EigenwertN0, so wird dieser als Population des Bose-
Einstein-Kondensats interpretiert, und man kann die Einteilchendichtematrix mit Hilfe der zu-
geḧorigen Eigenfunktionψ(x) folgendermaßen darstellen〈

Ψ̂†(x) Ψ̂(y)
〉

= N0ψ
∗(x)ψ(y) + ρ̃(x,y). (1.32)

√
N0ψ(x) wird nun als makroskopische Wellenfunktion bezeichnet; diese Definition ist im

Falle eines idealen Gases beiT = 0 identisch mit der weiter oben genannten.ρ̃(x,y) beschreibt
den nicht kondensierten Anteil, da dieser für x− y → ∞ keine Korrelationen aufweist, gilt
ρ̃(x,y)→ 0 und somit〈

Ψ̂†(x) Ψ̂(y)
〉
→ N0ψ

∗(x)ψ(y) für x− y →∞. (1.33)

Für ein r̈aumlich homogenes System gilt

〈
Ψ̂†(x) Ψ̂(y)

〉
→ N0

V
für x− y →∞; (1.34)

man erkennt in diesem Fall besonders gut, dass in einem Bose-Einstein-Kondensat eine Korrela-
tion zwischen beliebig weit voneinander entfernten Punkten vorliegt. Diese Erkenntnis schlägt
sich in dem Begriffoff-diagonal-long-range-order(ODLRO) nieder, der von Yang [207] für
Vielteilchensysteme geprägt wurde, die eine langreichweitige Korrelation von Nebendiagonal-
elementen einer reduzierten Dichtematrix aufweisen.

Spontane Symmetriebrechung

Die zweite M̈oglichkeit, das Konzept der makroskopischen Wellenfunktion auch für Syste-
me mit Wechselwirkung zu definieren, beruht auf der so genanntenspontanen Symmetriebre-
chung[71,96,97]. Als Modellsystem dient dabei der Ferromagnetismus: Der Hamiltonoperator



12 1 Bose-Einstein-Kondensation in Atomfallen — Einführung und Grundlagen

für ein ferromagnetisches System ist zwar invariant unter räumlichen Drehungen, beim Pha-
sen̈ubergang am Curie-Punkt tritt jedoch eine spontane Magnetisierung

〈
M
〉

spont.auf, die diese
Rotationssymmetrie bricht. Für TemperaturenT < TCurie nimmt das System also einen von vie-
len, entarteten Grundzuständen an, die durch Symmetrietransformationen ineinanderüberf̈uhrt
werden k̈onnen.
Mathematisch l̈asst sich dieses Phänomen nur mit einem Trick modellieren, denn im
gewöhnlichen Ensemblemittel verschwindet der Erwartungswert der Magnetisierung aufgrund
der Rotationssymmetrie für alle Temperaturen, da Konfigurationen mit einer Magnetisierung
M mit gleicher Wahrscheinlichkeit im Ensemble vertreten sind wie solche mit Magnetisierung
−M . Nur die Einf̈uhrung eines̈außeren, magnetischen Hilfsfeldes, das erst nach der Ensem-
blemittelung auf null gesetzt wird, erm̈oglicht die Berechnung von

〈
M
〉

spont.. Man sagt, dass
die Magnetisierung im Ensemblemittel verschwindet, dass aber einEinzelsystemdurchaus eine
nicht verschwindende Magnetisierung aufweisen kann.
Bogoliubov [25] hat diese Beobachtungen auf die Beschreibung der Bose-Einstein-
Kondensation in einem wechselwirkenden Systemübertragen. Der Hamiltonoperator (1.26)
besitzt eine globaleU(1)-Eichsymmetrie, die bei der Bose-Einstein-Kondensation spontan ge-
brochen wird. Bogoliubov nahm an, dass der Feldoperator in Analogie zur Magnetisierung
einen endlichen Erwartungswert besitzt〈

Ψ̂(x)
〉

=
√
N0ψ(x), (1.35)

den man wieder als makroskopische Wellenfunktion auffasst. Mit dieser Annahme lautet die
Bedingung (1.33) f̈ur ODLRO〈

Ψ̂†(x)Ψ̂(y)
〉

=
〈
Ψ̂(x)

〉∗〈Ψ̂(y)
〉

für x− y →∞ . (1.36)

Umgekehrt folgt aus dem Vorliegen von ODLRO nicht zwangsweise eine spontan gebrochene
Symmetrie, sodass off-diagonal-long-range-order als die fundamentalere Definition für Bose-
Einstein-Kondensation anzusehen ist.
Aus beiden vorgestellten Konzepten folgt, dass ein Bose-kondensiertes System Phasenkohärenz
aufweist [7]. Die Annahme einer gebrochenen Eichsymmetrie macht dies intuitiv sofort
versẗandlich; es ist ja gerade die Phase der makroskopischen Wellenfunktion

〈
Ψ̂(x)

〉
, deren

Symmetrie gebrochen wurde. Die Phasenkohärenz von
〈
Ψ̂(x)

〉
wird naẗurlich durch den in-

kohärenten Beitrag von thermischen Anregungen modifiziert. Bei Temperaturen weit unterhalb
der Übergangstemperatur reicht allerdings die makroskopische Wellenfunktion zur Beschrei-
bung fast aller Eigenschaften eines Bose-Einstein-Kondensats aus. Es stellt sich dann die Frage,
ob unabḧangige Bose-Einstein-Kondensate zur Interferenz gebracht werden können.

Interferenz von Bose-Einstein-Kondensaten

In einem spektakulären Experiment haben Ketterle et al. [8] gezeigt, dass zwei unabhängige
Bose-Einstein-Kondensate tatsächlich miteinander interferieren können. BeimÜberlappen der
beiden Kondensate konnten Interferenzstreifen beobachtet werden, deren Struktur mit theoreti-
schen Rechnungen in hervorragender Weiseübereinstimmt [145,165,196]. Diese Beobachtung
lässt sich zwar unter der Annahme einer gebrochenen Eichsymmetrie und der Zuordnung einer
festen Phase für jede Einzelrealisierung der beiden Bose-Einstein-Kondensate sofort verste-
hen, doch gibt es einige Gründe die gegen diese Annahme sprechen [122, 148]. So gibt es
für Bosegase – im Gegensatz zumäußeren Magnetfeld bei Ferromagneten – kein physikalisch
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reales Hilfsfeld (siehe aber z.B. [96]), das man zur Modellierung der Symmetriebrechung her-
anziehen k̈onnte. Des Weiteren sind Zustände mit einer koḧarentenÜberlagerung verschiedener
Teilchenzahlen, wie sie bei derüblichen Beschreibung der Symmetriebrechung im großkanoni-
schen Ensemble verwendet werden [148], nicht in Einklang zu bringen mit Superauswahlregeln
für massebehaftete Teilchen [80,200]. Letztere besagen gerade, dass in der Natur nur Zustände
mit genau definierter Teilchenzahl vorkommen. Im mikrokanonischen Ensemble hingegen ist
zwar die Teilchenzahl genau festgelegt, der Grundzustand

∣∣N〉 ist dann allerdings invariant
unter Eichtransformationen, sodass es die für spontane Symmetriebrechung notwendigen ent-
arteten Grundzustände hier nicht gibt.
Um neben dem trotz allem sehr erfolgreichen Konzept der gebrochenen Eichsymmetrie noch
einen weiteren theoretischen Zugang zu den Interferenzexperimenten zu finden, haben meh-
rere Autoren [37, 42, 108, 148] versucht, mit Hilfe quantenoptischer Methoden die Interfe-
renzf̈ahigkeit von Bose-Einstein-Kondensaten, die verwandt ist mit der Interferenzfähigkeit
von Lasern, zu untersuchen. Es zeigt sich, dass selbst zwei Kondensate in Fockzuständen∣∣N1

〉
⊗
∣∣N2

〉
, die eine v̈ollig unbestimmte Phase besitzen, miteinander interferieren können.

Die Interferenz entsteht dabei bei der Messung selbst; sie entspricht der Symmetriebrechung
derrelativenPhase zwischen den Kondensaten. Dies ist möglich, weil die Herkunft der im Lauf
der Messung registrierten Teilchen und damit auch die DifferenzN1 −N2 der Teilchenzahlen
nicht bekannt ist und sich das anfängliche Produkt zweier Fockzustände in einen komplizierten
verschr̈ankten Zustand verwandelt. Schon wenige registrierte Atome legen die Phase des In-
terferenzmusters bei einem einzelnen Interferenzexperiment fest [42], diese Phasenlage variiert
aber von Realisierung zu Realisierung, sodass im Ensemblemittel die Interferenzen ausgewa-
schen werden.

1.3 Schwach wechselwirkendes Bosegas

Die Physik schwach wechselwirkender Bosegase ist seit den 40er Jahren des 20. Jahrhunderts
Gegenstand vor allem theoretischer Untersuchungen [74]. Bis zur erstmaligen Realisierung von
Bose-Einstein-Kondensation in atomaren Gasen [6, 28, 48] im Jahre 1995 gab es auch kein
experimentelles System, an dem die bis dahin schon sehr gut ausgearbeitete Theorie wirklich
überpr̈uft werden konnte. Allerdings hatten sich die meisten Arbeiten bis 1995 nur mit Bose-
Einstein-Kondensation in räumlich homogenen Systemen beschäftigt, Ausnahmen bilden z.B.
[63], wo die Möglichkeit eines inhomogenen Kondensats diskutiert wird, oder [9, 10, 49], die
unter anderem die Kondensation in harmonischen Fallen zum Thema haben.
Im folgenden werden die wesentlichen und für die vorliegende Arbeit relevanten Ergebnisse
dargestellt. Diesen Betrachtungen liegt der Hamiltonoperator aus Gl. (1.26) zugrunde, wobei
für das WechselwirkungspotentialU(x − y) eine einfache N̈aherung verwendet wird, die sich
als v̈ollig ausreichend f̈ur die Beschreibung der Situation in den Fallenexperimenten erwiesen
hat. F̈ur ein kaltes, schwach wechselwirkendes Bosegas reicht es aus, die so genanntes-Wellen-
Streuungzu betrachten, die vollständig durch dies-Wellen-Streul̈angea0 beschrieben wird.
Gen̈ugt die Dichten(x) des Gases der Bedingung

n(x)a3
0 � 1, (1.37)

ist also der mittlere Abstand der Teilchen im Gas durchschnittlich viel größer als die Streulänge,
so kann manU(x− y) durch dasPseudopotential

U(x− y) = U0δ(x− y) (1.38)
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ann̈ahern mit der Wechselwirkungsstärke

U0 =
4π~2a0

M
. (1.39)

Ein stark verd̈unntes, kaltes Bosegas wird also durch den Hamiltonoperator

Ĥ =
∫

d3x Ψ̂†(x)
{
−~

2∇2

2M
+ V (x)

}
Ψ̂(x)

+
U0

2

∫
d3x Ψ̂†(x)Ψ̂†(x)Ψ̂(x)Ψ̂(x) (1.40)

beschrieben.

1.3.1 Mean-Field-N äherung und Anregungsspektrum

Der Vorschlag Bogoliubovs [25], den FeldoperatorΨ̂(x) in einen komplexwertigen Anteil, der
das Kondensat beschreibt, und einen fluktuierenden Operatoranteil zu zerlegen, um die Anre-
gungen eines räumlich homogenen Bose-kondensierten Gases zu berechnen, kann auf räumlich
inhomogene Systeme ausgedehnt werden [63,73]. Mit der auf die KondensatbesetzungN0 nor-
mierten makroskopischen Wellenfunktionψ(x) schreibt man̂Ψ(x) als

Ψ̂(x) = ψ(x) + δΨ̂(x) (1.41)

und erḧalt damit auch den symmetriebrechenden Erwartungswert
〈
Ψ̂(x)

〉
= ψ(x).

Setzt man nun diese Zerlegung in den großkanonischen Hamilton-OperatorK̂ (1.40, 1.28) ein
und verwendet eine selbstkonsistente Mean-Field-Näherung f̈ur alle Terme in dritter und vier-
ter Ordnung in den OperatorenδΨ̂ undδΨ̂† [73], so erḧalt man dieHartree-Fock-Bogoliubov-
Näherung (HFB) f̈ur den Hamiltonoperator. Durch eine kanonische Transformation der Fluk-
tuationsoperatorenδΨ̂, δΨ̂†

δΨ̂(x) =
∑
j

(
uj(x)α̂j − v∗j (x)α̂†j

)
δΨ̂†(x) =

∑
j

(
u∗j (x)α̂†j − vj(x)α̂j

)
, (1.42)

wie sie erstmals von Bogoliubov [25] verwendet wurde, lässt sichK̂ diagonalisieren. Die Funk-
tionenuj(x) undvj(x) beschreiben die räumliche Struktur derQuasiteilchengenannten Anre-
gungen, die durch die Operatorenα̂j , α̂

†
j vernichtet bzw. erzeugt werden. Diese Quasiteilchen

beschreiben f̈ur kleine Energien Dichtefluktuationen des Kondensats und entsprechen damit
den Phonon-Anregungen eines räumlich homogenen Gases [25]. Quasiteilchen höherer Ener-
gie repr̈asentieren teilchenartige Anregungen. Für K̂ erḧalt man somit

K̂ =
∫

d3xψ∗(x)
{
−~

2∇2

2M
+ V (x) +

1
2
U0 ψ(x) 2 − µ

}
ψ(x)

−
∑
j

Ej

∫
d3x vj(x) 2 +

∑
j

Ejα̂
†
jα̂j , (1.43)
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dabei sind dieEj die Energien der Quasiteilchen-Anregungen. Die makroskopische Konden-
satwellenfunktionψ(x) und die Modenfunktionenuj(x) und vj(x) müssen dabei L̈osungen
bestimmter Gleichungen sein. Im Folgenden bezeichnen

nc(x) = ψ(x) 2 (1.44)

ñ(x) =
〈
δΨ̂†(x)δΨ̂(x)

〉
(1.45)

n(x) = nc(x) + ñ(x) (1.46)

die Kondensatdichte, die Dichte der Anregungen sowie die Gesamtdichte,

m̃(x) =
〈
δΨ̂(x)δΨ̂(x)

〉
(1.47)

sei die so genannteanomaleDichte der Quasiteilchen-Anregungen.
Für die Kondensatwellenfunktion gilt dann die Gleichung(

−~
2∇2

2M
+ V (x) + U0 [nc(x) + 2ñ(x)]

)
ψ(x) + U0m̃(x)ψ∗(x) = µψ(x), (1.48)

die auch als verallgemeinerteGross-Pitaevskii-Gleichung bezeichnet wird (siehe Ab-
schnitt 1.3.2). Die Modenfunktionen m̈ussen die so genanntenBogoliubov-de Gennes-
Gleichungen erf̈ullen [73]

Luj(x)− U0

[
ψ2(x) + m̃(x)

]
vj(x) = Ejuj(x)

Lvj(x)− U0

[
ψ∗2(x) + m̃∗(x)

]
uj(x) =−Ejvj(x), (1.49)

mit

L = −~
2∇2

2M
+ V (x) + 2U0n(x)− µ. (1.50)

Hat man diese Gleichungen gelöst, so sind die Dichteñn(x), m̃(x) bei der TemperaturT
(β = 1/(kT )) durch

ñ(x) =
∑
j

(
uj(x) 2 + vj(x) 2)NBose(Ej) + vj(x) 2 (1.51)

m̃(x) =
∑
j

uj(x)v∗j (x)
(
2NBose(Ej) + 1

)
(1.52)

gegeben, mit dem Bose-FaktorNBose = 1

eβEj−1
. Die Gleichungen (1.48,1.49,1.51,1.52) bilden

zusammen mit der Normierung

N =
∫

d3xn(x) (1.53)

der Gesamtdichte auf die Teilchenzahl ein geschlossenes System, dass iterativ gelöst werden
kann. Vernachl̈assigt man dabei die anomale Dichtem̃(x), so spricht man von derPopov-
Näherung (HFB-Popov) [53, 73, 100]. Diese liefert für Temperaturen unterhalb von0.6Tc Er-
gebnisse f̈ur die QuasiteilchenenergienEj , die sehr gut mit den für kollektive Anregungen
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gemessenen Anregungsfrequenzenübereinstimmen. Selbst wenn man die anomale Dichte hin-
zufügt [99], beschreiben die Ergebnisse für T > 0.6Tc nur teilweise die experimentellen Re-
sultate; es wird vermutet, dass die implizite Annahme einer statischen thermischen Wolke für
diese Temperaturen nicht mehr gerechtfertigt ist. In diesem Zusammenhang spielen natürlich
auch D̈ampfungseffekte zwischen Kondensat und thermischer Wolke eine große Rolle, auf die
hier aber nicht n̈aher eingegangen werden soll.
Ein weitere M̈oglichkeit, Aussagen̈uber das Anregungsspektrum zu gewinnen, besteht darin,
auch die Quasiteilchendichtẽn(x) in den Gleichungen (1.48) und (1.49) zu vernachlässigen
[63]. Diese N̈aherung ist f̈ur schwach wechselwirkende Bosegase bei sehr kleinen Temperaturen
T ≈ 0 gerechtfertigt: Wie man aus Gl. (1.51) erkennt, liegen zwar selbst beiT = 0 noch
angeregte Quasiteilchen vor, die durch den zweiten Summanden beschrieben werden. Dieser
auch beiT = 0 nicht kondensierte Anteil

N −N0 =
∑
j

∫
d3x vj(x) 2 (1.54)

wird alsquantum depletionbezeichnet; wie Rechnungen inÜbereinstimmung mit Experimen-
ten zeigen [56], beträgt dieser bei schwach wechselwirkenden Gasen aber nur weniger als ein
Prozent der Gesamtteilchenzahl, womit die Näherung,̃n(x) zu vernachl̈assigen, gerechtfertigt
ist. Diese Beobachtung entspricht auch dem analogen Resultat bei homogenen Gasen [64]

N −N0

N

∣∣∣
T=0

=
8
3

(
na3

0

π

)1/2

. (1.55)

Hier erkennt man, dass der Parameterna3
0 aus Gl. (1.37) entscheidend für die richtige theore-

tische Beschreibung dünner, schwach wechselwirkender Gase ist. Im Gegensatz zu diesen ist
na3

0 bei suprafluidem4He sehr groß, der Kondensatanteil liegt bei4He demgem̈aß auch nur bei
etwa 9% [40,158].

1.3.2 Gross-Pitaevskii-Gleichung

Vernachl̈assigt man in Gl. (1.48) die normale und anomale Dichte der nicht kondensierten Ato-
me, so erḧalt man dieGross-Pitaevskii-Gleichung [76,160](

−~
2∇2

2M
+ V (x) + U0 ψ(x) 2

)
ψ(x) = µψ(x) (1.56)

für die Kondensatwellenfunktionψ(x). Wie im vorherigen Abschnitt schon angedeutet wurde,
lässt sich die Physik eines dünnen, schwach wechselwirkenden Bosegases bei Temperaturen um
T = 0 gut allein mit dieser Gleichung beschreiben. Linearisiert man die zeitabhängige Form

i~
∂

∂t
ψ(x) =

(
−~

2∇2

2M
+ V (x) + U0 ψ(x) 2

)
ψ(x) (1.57)

in den Fluktuationenδψ(x) um die L̈osung der zeitunabhängigen Gl. (1.56), so erhält man
(zun̈achst noch in etwas anderer Form) wieder die Bogoliubov-de Gennes-Gleichungen (1.49)
in der oben beschriebenen Näherung.
Welche Rolle spielen nun die Wechselwirkungen zwischen Atomen für die Lösungen der Gross-
Pitaevskii-Gleichung? Trotz der starken Verdünnung der Gase, die durch die Bedingungna3

0 �
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1 quantifiziert wird, kann sich die Kondensatwellenfunktion stark von der Grundzustandswel-
lenfunktion im FallenpotentialV (x) ohne Wechselwirkung unterscheiden. Hier und im Folgen-
den sollen vor allem die experimentell relevanten harmonischen Fallen mitV (x) = 1

2mω
2 x 2

untersucht werden. Um den Einfluss der Mean-Field-Wechselwirkung zu studieren, vergleicht
man die mittlere Wechselwirkungs- oder Mean-Field-EnergieEmf = NU0n̄, die durch den
nichtlineare Term der Gross-Pitaevskii-Gleichung beschrieben wird, mit der Grundzustands-
energie vonN Teilchen im harmonischen Oszillator-PotentialEho = N~ω. Scḧatzt man die
mittlere Dichte mittels der typischen Längeaho =

√
~/Mω des harmonischen Oszillators zu

n̄ = N/a3
ho ab, so ergibt sich

Emf

Eho
≈ N a0

aho
. (1.58)

Da in typischen Experimentena0/aho ≈ 10−3 gilt, reichen schon wenige 1000 Atome aus,
um den Mean-Field-Anteil der Gesamtenergieüber die Oszillatorenergie dominieren zu lassen.
Trotz der nur schwachen Wechselwirkung kann es also zu starken Wechselwirkungseffekten
kommen, f̈ur typische TeilchenzahlenN > 105 lässt sich die Gross-Pitaevskii-Gleichung sogar
direkt lösen: In der so genanntenThomas-Fermi-Näherung wird der kinetische Teil in Gl. (1.56)
vernachl̈assigt und man erhält für die Wellenfunktion

ψTF(x) = max

√µ− V (x)
U0

, 0

 . (1.59)

Aus der Normierung vonψ(x) auf die AnzahlN der Teilchen ergibt sich dann auch das che-
mische Potential zu

µTF =
~ω

2

(
15N

a0

aho

)2/5

. (1.60)

Die Lösung (1.59) f̈uhrt zu einer Dichte-Verteilung

ψTF(x) 2 =
1
U0

(
µ− 1

2
mω2 x 2

)
, (1.61)

die naheliegenderweise
”
invertierte Parabel“ genannt wird. Wie man in Abb. 1.1 erkennt, kann

diese Kondensatdichteverteilung sehr viel weiter ausgedehnt sein als der Grundzustand des
harmonischen Oszillators. Für den Radius des Kondensats erhält man aus Gl. (1.61) und (1.60)

rTF = aho

(
15N

a0

aho

)1/5

. (1.62)

Die Vernachl̈assigung des kinetischen Terms in der Gross-Pitaevskii-Gleichung führt in TF-
Näherung zu einem unphysikalischen Verhalten der Kondensatdichte beirTF. Die vollsẗandige
Lösung der Gross-Pitaevskii-Gleichung besitzt hingegen keinen Knick sondern nimmt stetig
differenzierbar ab.
Die bisherigen Resultate wurden der Einfachheit halber nur für radialsymmetrische harmoni-
sche Fallen angegeben, in allen Fällen gibt es auch Verallgemeinerungen auf im Experiment
oft vorliegende zylindersymmetrische Fallen oder Fallen ohne eine Symmetrie (siehe dazu
z.B. [45]). Auf die Beschreibung von mehreren Kondensaten verschiedener Spezies und de-
ren Kopplung wird in Kapitel 3 eingegangen.
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Abbildung 1.1: Dichteverteilung eines Bose-Einstein-Kondensats mit und ohne Wechselwirkung. Die
radiale Dichteverteilung wurde in Thomas-Fermi-Näherung (durchgezogene Linie) für 106 87Rb-Atome
mit ders-Wellen-Streul̈angea0 = 110 aBohr berechnet, zum Vergleich wird das Dichteprofil des Grund-
zustandes eines idealen Bosegases gezeigt (gestrichelte Linie, um einen Faktor 200 nach unten skaliert),
ebenfalls f̈ur N = 106 Atome. Die Fallenfrequenz beträgtω = 2π × 100 Hz, die Oszillatorl̈ange hat
dann den Wertaho ≈ 1.1µm.

1.4 Niedrigdimensionale Systeme

Die Physik der kondensierten Materie in Systemen, die (effektiv) weniger als drei Dimensionen
aufweisen, unterscheidet sich oft signifikant von den aus der dreidimensionalen Welt bekannten
Pḧanomenen, hierbei sei z.B. an den Quanten-Hall-Effekt und die damit verwandte Anyonen-
Physik in zwei Dimensionen erinnert. Es liegt daher nahe, auch die Physik von schwach wech-
selwirkenden Bosegasen in ein und zwei Dimensionen näher zu untersuchen.

1.4.1 Homogene Systeme

Bose-Einstein-Kondensation bei endlicher Temperatur ist in homogenen Systemen für ein- und
zweidimensionale Systeme nicht möglich. F̈ur ideale Gase folgt dies aus der zu Abschnitt 1.1.1
analogen Betrachtung, bei der sich zeigt, dass im Gegensatz zu drei Dimensionen die Anzahl
der Teilchen in angeregten Zuständen nicht beschränkt ist. Somit

”
kondensieren“ homogene

Gase f̈urD ≤ 2 nur beiT = 0. Dies gilt auch f̈ur wechselwirkende Gase, wie Hohenberg [88]
gezeigt hat. Mermin und Wagner [130] haben eineähnliche Aussage für ferro- bzw. anti-
ferromagnetische Modelle bewiesen. Das nach diesen Autoren benannteHohenberg-Mermin-
Wagner-Theorembesagt, dass inD ≤ 2 eine spontane Symmetriebrechung nicht zur Aus-
bildung langreichweitiger Ordnung und damit auch nicht zu einem Bose-Einstein-Kondensat
führen kann. Eine solche Ordnung würde – anschaulich gesprochen – beiT > 0 von energe-
tisch niedrigliegenden, langwelligen thermischen Anregungen sofort zerstört werden.

Kosterlitz-Thouless Übergang

Das Hohenberg-Mermin-Wagner-Theorem verbietet für zweidimensionale Systeme nur die
Existenz eines Phasenübergangs in eine Phase mit langreichweitiger Ordnung. Berezinskii [17],
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Kosterlitz und Thouless [117] haben gezeigt, dass trotzdem einÜbergang in eine neue Phase
existieren kann, in der die Dichtematrixρ(x,y) für x− y → ∞ nur relativ langsam auf
null abf̈allt. Statt eines exponentiellen Abfalls mit einer endlichen Korrelationslänge liegt ein
algebraischer Abfall der Form

ρ(x,y) ∼ x− y
− 1

2nλ2
th für x− y →∞ (1.63)

vor, wobein die Dichte (Teilchen pro Fläche) bezeichnet. Aufgrund der langsam abfallenden
Korrelation zwischen zwei entfernten Punkten spricht man von lokalenQuasikondensaten, die
sich nur über einen Teil des Gesamtsystems ausbreiten. Die Phasenkohärenz zwischen sol-
chen Bereichen wird durch das Auftreten von Vortex-Antivortex-Paaren gestört, die f̈ur T → 0
naẗurlich verschwinden, sodass die Quasikondensate zu einem das ganze System umfassenden
Kondensat werden.
Am Phasen̈ubergang, der auchKT-Überganggenannt wird, werden diese Paare aufgebrochen,
in der Hochtemperaturphase liegt somit eine Art

”
Gas“ von Vortizes und Anti-Vortizes vor.

Nelson und Kosterlitz [150] haben gezeigt, dass die suprafluide Dichtens von ihrem endlichen
Wert unterhalb der̈Ubergangstemperatur sprunghaft auf Null abfällt, für diesen Sprung gilt die
universelle Beziehung

nsλ
2
th = 4, (1.64)

die in suprafluiden4He-Filmen auch experimentell nachgewiesen werden [20] konnte. Auf-
grund der topologischen Eigenschaften von Vortizes spricht man von einer topologischen Ord-
nung der suprafluiden Phase.

1.4.2 Oblate und prolate harmonische Fallen

Der Kosterlitz-Thouless-̈Ubergang in homogenen zweidimensionalen Systemen ist nur ein Bei-
spiel für vom 3D-Verhalten abweichende Phänomene in niedrigen Dimensionen. Die Unter-
suchungen von Bose-Einstein-Kondensaten haben gezeigt, dass auch in harmonischen Fallen
interessante Effekte auftreten können. Im Gegensatz zum homogenen zweidimensionalen Fall
tritt in einer solchen Falle Bose-Einstein-Kondensation eines idealen Gases bei einer endlichen
Übergangstemperatur auf [9]

kT 2D = ~ω

√
N

ζ(2)
, ζ(2) = π2/6 (1.65)

Shevchenko [177] konnte zeigen, dass in schwach wechselwirkenden Gasen nur bei Temperatu-
renT � T 2D wirklich ein Bose-Einstein-Kondensat vorliegt. DerÜbergang selber ist vielmehr
ein KT-Übergang, an dem der suprafluide Anteil wie beim homogenen System sprunghaft an-
steigt. DieÜbergangstemperatur ist für schwach wechselwirkende Gase annähernd gleichT 2D.

Die experimentelle Untersuchung niedrigdimensionaler Systeme basiert naturgemäß auf drei-
dimensionalen Systemen, die in einer oder zwei Dimensionen in ihrer Ausdehnung stark
reduziert sind. 1998 gelang z.B. der (indirekte) Nachweis eines KT-Übergangs [170] eines
schwach wechselwirkenden Bosegases in einer Schicht spinpolarisierten Wasserstoffs, der auf
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ein Helium-Substrat aufgebracht worden war. Der zweidimensionale Charakter des Wasser-
stoff resultiert dabei aus der Tatsache, dass es nur einen Bindungszustand für Wasserstoffa-
tome auf einer Helium-Oberfläche gibt. In den Atomfallen, die zur Realisierung der Bose-
Einstein-Kondensation in Alkaligasen verwendet werden, wurde eineähnliche Situation bisher
noch nicht erreicht. Allerdings existieren auf dem Weg zu extrem oblaten oder prolaten (

”
zi-

garrenf̈ormigen“) Fallen noch weitere interessante Effekte. In zigarrenförmigen Fallen ist es
möglich, dass die Kondensation eines idealen Gases in den Grundzustand für endliche Teil-
chenzahlen in zwei Schritten abläuft. In [192] wird gezeigt, dass für ωx = ωy � ωz drei
verschiedene Szenarien möglich sind. Falls die transversale Fallenfrequenzωx,y viel größer ist
als dieÜbergangstemperatur in drei Dimensionen

kT 3D = ~

(
ωxωyωzN

ζ(3)

)1/3

, (1.66)

so erfolgt schon beikT ≈ ~ωx,y � kT 3D ein
”
Ausfrieren“ der transversalen Bewegung, mithin

kann beikT 3D keine Bose-Kondensation mehr einsetzen. Das weitere Verhalten wird nun durch
die Übergangstemperatur eines endlichen eindimensionalen Gases im harmonischen Potential
bestimmt, f̈ur die n̈aherungsweise

kT 1D ≈ ~ωz
N

ln(2N)
(1.67)

gilt. Für T 1D > T 3D kondensiert das Gas beiT = T 1D direkt in den Grundzustand des Fallen-
potentials. GiltT 3D > T 1D, so tritt der oben schon angedeutete Effekt auf: BeikT 3D > ~ωx,y
kondensieren die Atome zunächst nur in den transversalen Grundzustand, d.h. die Anzahl
N1D =

∑∞
nz=0N0,0,nz der Atome mit Quantenzahlennx = ny = 0 wird für T < T 3D

makroskopisch. Die BesetzungN0 des absoluten Grundzustandes bleibt aber zunächst bei
null, erst f̈ur T ≤ T 1D steigt auch sie wie bei einem echt eindimensionalen System an.
Es gibt also zwei Stufen der Kondensation, die sich natürlich auch auf die im Experiment
leicht messbaren longitudinalen und transversalen Dichteverteilungen auswirken. Es ist zu er-
wartet, dass auch ein schwach wechselwirkendes Gas dieses Verhalten zeigt, bisher gibt es
dazu allerdings keine genaueren Untersuchungen. Die in Kapitel 4 vorzustellenden Monte-
Carlo-Methoden erm̈oglichen eine solche Untersuchung. Es sei noch bemerkt, dass auch in
oblaten, quasi-2D Fallen Zwei-Stufen-Kondensation auftreten kann, allerdings in einem 2D-
Kastenpotential [192]. Experimente in dieser Richtung werden vielleicht in naher Zukunft
möglich sein [69,84,156].

1.5 Bose-Einstein-Kondensation im Experiment

In der Zeit zwischen den grundlegenden Arbeiten von Bose und Einstein [27,58,59] in den 20er
Jahren des letzten Jahrhunderts bis zu den Aufsehen erregenden Experimenten im Jahr 1995
[6, 28, 48] gab es nur wenige experimentelle Realisierungen der Bose-Einstein-Kondensation
mit meist indirekten Nachweismethoden. Im ersten Teil dieses Abschnitts werden die wesent-
lichen Ergebnisse aus dieser Zeit zusammengefasst, Schwerpunkt bildet dabei das suprafluide
4He. Auf das verwandte Phänomen der Supraleitung in Festkörpern wird ebenfalls kurz ein-
gegangen. In Halbleitern konnte Bose-Einstein-Kondensation von Exzitonen, also von wasser-
stoffähnlichen Elektronen-Loch-Paaren, nachgewiesen werden. Nähere Erl̈auterungen zu die-
sem Thema finden sich in [75].
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Neben den experimentell gesicherten Erkenntnissen wurden in der Theorie der Elementar-
teilchen Modelle entwickelt, die sehr eng mit den Begriffen Bose-Einstein-Kondensation und
ODLRO verkn̈upft sind. Bisher konnten nur spärliche, indirekte experimentelle Beweise für
diese Vorstellungen gefunden werden. Auch auf diese Phänomene wird im Folgenden einge-
gangen. Gem̈aß der Entwicklung in den letzten Jahren werden im Anschluss an diese Betrach-
tungen die Experimente mit atomaren Gasen ausführlicher beschrieben.

1.5.1 Vor 1995

Helium-4

Obwohl die Theorie der Bose-Einstein-Kondensation zunächst nur f̈ur ideale bzw. sp̈ater f̈ur
schwach wechselwirkende, verdünnte Gase formuliert wurde, waren Experimente zu diesem
Pḧanomenüber lange Zeit auf die kondensierte Materie beschränkt. Das prominenteste Bei-
spiel hierf̈ur ist derÜbergang von Helium-4 von einer normalflüssigen in eine so genanntesu-
prafluidePhase beiT = 2.17 K [3,109], die man heute4He II nennt. Die Suprafluidität dr̈uckt
sich vor allem durch einen reibungsfreien Flussüber sehr lange Zeiten ohne jeden antreibenden
Druck aus. Tr̈agt man die Ẅarmekapaziẗat am Phasen̈ubergang als Funktion der Temperatur
auf, so erkennt man ein singuläres Verhalten; gem̈aß der Form dieser Kurve spricht man auch
vomλ-Übergang.
Eine eingehende Darstellung der Eigenschaften von suprafluidem Helium ist z.B. in [188] zu
finden, im Folgenden soll die historische Entwicklung des Verständnisses der Suprafluidität
von 4He unter Ber̈ucksichtigung der in sp̈ateren Kapiteln zu diskutierenden Phänomene nur
skizziert werden.
Schon bald nach der Entdeckung der Suprafluidität stellte London eine Verbindung zwischen
der Bose-Einstein-Kondensation idealer Gase und4He II her [124, 125]. Seine Vorstellungen
führten Tisza zum Zwei-Flüssigkeiten-Modell [190], das die zunächst paradox erscheinenden
Eigenschaften von4He II erklärte: Neben dem schon erwähnten Fluss durch dünne Kapillare
ohne Druckabfall ergaben direkte Messungen der Viskosität durchaus endliche Werte. In Ana-
logie zu den Eigenschaften eines Kondensats eines idealen Bosegases schlug Tisza vor, dass
4He II aus zwei Komponenten zusammengesetzt sei, einem normalflüssigen Anteil der Dichte
ρn mit der Geschwindigkeitvn und einer suprafluiden Komponenteρs mit der Geschwindigkeit
vs. Für den gesamten Teilchenstrom erhält man damit

j = ρnvn + ρsvs, (1.68)

dabei ist alleine der suprafluide Anteil für den reibungslosen Fluss verantwortlich. Mithilfe die-
ses Modells wurde später eine spezielle Form von kollektiven Anregungen in4He II vorherge-
sagt, der so genanntezweite Schall. Diese Anregungen propagieren nicht wie der gewöhnliche
erste Schallals Dichtewellen durch die Flüssigkeit sondern als Temperaturwellen, bei denen
bei konstanter Dichte das Verhältnis aus suprafluidem und normalem Anteil oszilliert.
Da Helium kein ideales Bosegas ist, musste für eine Erkl̈arung der Suprafluidität ein neues
mikroskopisches Modell gefunden werden. Landau formulierte das Zwei-Flüssigkeiten-Modell
neu [119, 120], indem er die normale Komponente durch ein Gas von so genannten Quasi-
teilchen mit EnergienEk beschrieb, die sich für kleine Wellenzahlenk wie Phononen ver-
halten. In diesem Modell lässt sich zeigen, dass unterhalb einerkritischen Geschwindigkeit
vc = min{Ek/(~k)} der suprafluide Fluss durch Streuung an einem Hindernis und damit
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durch Erzeugung von normalflüssigen Quasiteilchen nicht gestört werden kann. Diese Er-
klärung basiert g̈anzlich auf der Dispersionsrelation der elementaren Anregungen und bezieht
sich nicht auf das Vorhandensein eines Bose-Einstein-Kondensats. Eine wirklich mikroskopi-
sche Erkl̈arung f̈ur ein phononenartiges Spektrum bei kleinen Impulsen lieferte erst die Arbeit
von Bogoliubovüber schwach wechselwirkende Bosegase (siehe Abschnitt 1.3.1). Allerdings
ist diese Theorie auf4He nur beschr̈ankt anwendbar, da die Wechselwirkungen zwischen Heli-
umatomen nicht schwach sind (in dem Sinne, dass der Gasparameterna3 � 1 wäre, fl̈ussiges
Helium ist kein d̈unnes Gas). Wie schon erwähnt, betr̈agt der Kondensatanteil in4He II bei
T = 0 nur ca. 9%. Dieser Wert ist experimentell sehr schwer zu ermitteln, er wurde daher vor
allem aus sehr genauen Pfadintegral-Monte-Carlo-Rechnungen [39] gewonnen. Der Zusam-
menhang zwischen suprafluidem Anteilρs/ρ, der beiT = 0 gleich eins ist, und dem Konden-
sat, das beiT = 0 teilweise entv̈olkert sein kann, ist somit komplizierter als London dies wohl
zun̈achst annahm. Das Auftreten von Suprafluidität kann durch Bose-Einstein-Kondensation
erklärt werden, ist aber nicht notwendig daran gebunden. Eine Diskussion dieser Problematik
findet sich z.B. in [97].

Eine für das Versẗandnis von4He II besonders wichtige Klasse von Experimenten sind die
so genanntenExperimente mit rotierenden Eimern(engl. rotating bucket), mit denen die Ro-
tationseigenschaften von supraflüssigem Helium untersucht. Beschreibt man den suprafluiden
Anteil mittels einer makroskopischen Wellenfunktionψ(x) = ψ(x) eiφ(x), so folgt f̈ur das
suprafluide Geschwindigkeitsfeld

vs(x) =
~

m
∇φ(x), (1.69)

d.h.vs ist proportional zum Gradienten der Phase der makroskopischen Wellenfunktion (m ist
die Masse des Heliumatoms). In einem topologisch einfach zusammenhängenden Gebiet istvs

somit rotationsfrei

∇× vs = 0. (1.70)

In einem rotierenden Eimer sollte aus diesem Grundvs = 0 gelten, die suprafluide Flüssigkeit
rotiert also nicht mit dem Eimer. Im Experiment wird aber eine nicht verschwindende supraflui-
de Geschwindigkeit beobachtet, demgemäß gibt es Zustände mit∇ × vs 6= 0 zumindest an
singul̈aren Stellen, man nennt sieVortizes(Wirbelfäden). Ein einzelner Vortex entspricht einem
Wirbel in der Fl̈ussigkeit mit∇ × vs 6= 0 in dessen Mitte. Fordert man, dass die Phaseφ(x)
der Wellenfunktionψ(x) eindeutig definiert ist, so kann man mit Hilfe des Satzes von Stokes
für Linienintegrale um das Vortexzentrum folgende Quantisierungsbedingung herleiten

m

~

∮
dl · vs = 2πκ, κ ∈ Z. (1.71)

Für einen zylindersymmetrischen Vortex erhält man hieraus die suprafluide Geschwindigkeit

vs(r) =
~

m

κ

r
(1.72)

und somit einen quantisierten DrehimpulsL = mrvs = ~κ pro Heliumatom.
Die Eigenschaften von quantisierten Vortizes in4He II wurden experimentell eingehend unter-
sucht (siehe z.B. [188]). Mittlerweile ist es mehreren Gruppen gelungen, Vortexzustände auch
in gefangenen, d̈unnen Bosegasen zu erzeugen (siehe auch Abschnitt 1.5.2).
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Supraleitung

Neben der Suprafluidität in Helium-4 gibt es noch einen weiteren
”
Super“-Effekt, dieSupralei-

tung. Mit diesem Begriff bezeichnet man den widerstandslosen Fluss des elektrischen Stroms
in einem Festk̈orper bei tiefen Temperaturen. Elektronen nahe der Fermi-Fläche erfahren ei-
ne effektive Wechselwirkung durch den Austausch von Phononen, diese führt für Elektronen-
paare mit entgegengesetzten Impulsen und Spins zur Ausbildung einer schwachen Bindung,
man spricht vonCooper-Paaren(siehe [123]). Diese Paare sind

”
suprafluid“, fließen also oh-

ne elektrischen Widerstand. Bardeen, Cooper und Schrieffer entwickelten die mikroskopische
Theorie zu diesem Effekt [16], die nach ihnen benannte BCS-Theorie. Supraleitung kann als
Bose-Einstein-Kondensation von Cooper-Paaren aufgefasst werden, der Erwartungswert des
aus Elektronoperatoren zusammengesetzten Paaroperators

〈
Ψ̂↑(x)Ψ̂↓(x)

〉
hat einen endlichen

Wert und dient als makroskopische Wellenfunktion. Die Kohärenz dieses Ordnungsparameters
wurde durch die so genannten Josephson-Effekte [123] belegt.
In neueren Untersuchungenüber gefangene, dünne Fermi-Gase zeigte sich, dass auch neutra-
le Atome Cooper-Paare ausbilden können [184]. In Kapitel 2.2̈uber Fermi-Gase wird dieses
Pḧanomen etwas genauer beschrieben.

Kondensationsph änomene in der Elementarteilchenphysik

Die spontane Brechung von Symmetrien ist ein zentrales Thema in der Theorie der Elementar-
teilchen [169, 198]. Dieser Begriff hängt eng mit der Kondensation von Bosonen zusammen
(siehe Abschnitt 1.2.2); es gibt eine Reihe von Modellen, bei denen die Brechung einer Sym-
metrie von der Kondensation bestimmter Elementarteilchen (oder von weniger elementare-
ren Quasiteilchen) begleitet wird. Ein sehr prominentes Beispiel ist das Higgs-Boson, des-
sen Quantenfeld bei der Brechung der Eichsymmetrie der elektroschwachen Wechselwirkung
einen endlichen Erwartungswert erhält, also

”
kondensiert“. Die physikalische Natur solcher

Phasen̈uberg̈ange soll an zwei Beispielen etwa näher erl̈autert werden.

Ein sehr wichtiges Konzept der Quantenchromodynamik (QCD) ist die Brechung der glo-
balen chiralen Symmetrie. In einer reduzierten Version der QCD, in der man nur die zwei
häufigsten und leichtesten Quarks,up unddown, ber̈ucksichtigt, kann man deren Ruhemassen
vernachl̈assigen. Dies f̈uhrt zur so genanntenchiralenSymmetrie, die links- in rechtshändige
Quarksüberf̈uhrt. In der Natur ist diese Symmetrie aber nicht vorhanden – es gibt keine pas-
senden Paare von Teilchen gleicher Masse und verschiedener Parität –, sie muss also gebrochen
sein. Das zugeḧorige Kondensat nennt manQuark-Kondensat, es entspricht einer nicht direkt
messbaren, endlichen Dichte von Quarks. Die Goldstone-Anregungen dieses Kondensats, die
den Quasiteilchen aus Abschnitt 1.3.1 entsprechen, sind die drei Pionenπ0, π

±, die, wie man
es f̈ur Goldstone-Bosonen erwartet, masselos sind (in Realität gilt dies nur n̈aherungsweise, da
schon die als masselos angenommenen Quarks sehr kleine Massen besitzen).

Ein weiteres Kondensationsphänomen, das eine der wichtigsten experimentell ungeklärten Fra-
gestellungen der QCD betrifft, ist die Kondensation von chromo-magnetischen Monopolen.
Dieser bisher nur theoretisch untersuchte Effekt wurde von t’Hooft und Mandelstam [127,187]
vorgeschlagen, um den dauernden Einschluss von Quarks (engl.quark-confinement) zu er-
klären. Der zugrunde liegende Mechanismus soll im Folgenden etwas näher erl̈autert werden.
In herk̈ommlichen Supraleitern liegt, wie bereits erwähnt, ein Kondensat von elektrisch gela-
denen Teilchen, den Cooper-Paaren, vor. Diese sind für den so genannten Meissner-Effekt ver-
antwortlich: Magnetische Felder werden aus einem Supraleiter verdrängt, sodass dieser selbst
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feldfrei wird [188]. In Supraleitern zweiter Art kann zwar magnetischer Fluss eindringen, aber
nur in Form von d̈unnen Flusslinien (Abrikosov-Vortizes) ganzähnlich den Vortizes in rotieren-
dem4He II. Könnte man ein Paar aus einem magnetischen Monopol und einem Anti-Monopol
in einen Supraleiter einbringen, so würde deren Dipolfeld zu einer dünnen Flusslinie zusam-
mengeschn̈urt, die Energie dieses Paares wäre proportional zum Abstand der Monopole.
t’Hooft und Mandelstam haben ein duales Szenario zur Erklärung des quark-confinements vor-
geschlagen. Wenn das QCD-Vakuum aus einem Kondensat vonchromo-magnetischgeladenen
Teilchen besẗunde, so ẅurdenchromo-elektrischeFelder zu Flusslinien zusammengeschnürt,
das Potential zwischen chromo-elektrischen Ladungen (also Quarks) würde dann wie in Su-
praleitern zweiter Art linear vom Abstand abhängen, was dem typischen Potential für quark-
confinement entspricht. Dieser Effekt wirddualer Meissner-Effektgenannt, man spricht auch
von dualen Supraleitern. In den letzten Jahren gab es eine ganze Reihe von theoretischen Ar-
beiten zu diesem Thema [51]. Es ist gelungen, in Gitter-Eichtheorien magnetische Monopol-
Operatoren zu konstruieren und deren Erwartungswerte mit Monte-Carlo-Rechnungen nume-
risch zu berechnen. Es zeigt sich, dass bei kleinen Temperaturen tatsächlich ein Kondensat
vom Monopolen vorliegt und dass dieses für das lineare confinement-Potential verantwortlich
ist. Bei einer bestimmten endlichen Temperatur verschwindet das Kondensat, man spricht vom
confinement-deconfinement-Übergang. Oberhalb dieser Temperatur sollte es freie Quarks und
Gluonen geben, im̈Ubrigen ist auch die oben erwähnte chirale Symmetrie in diesem Bereich
wieder hergestellt.

1.5.2 Bose-Einstein-Kondensation in atomaren Gasen

Historie

Bose-Einstein-Kondensation ist ein rein quantenstatistischer Effekt, sie wurde für ein ideales
Bosegas vorhergesagt und die theoretische Analyse ist, wie in Kapitel 1.3 dargelegt, vor allem
für schwach wechselwirkende Gase schon vor 40-50 Jahren sehr weit vorangetrieben worden.
Dem gegen̈uber stehen die experimentellen Arbeiten, die sich bis 1995 fast ausschließlich mit
stark wechselwirkenden Bosonen in kondensierter Materie beschäftigten, da keine anderen Sy-
steme zur Verf̈ugung standen. Schon sehr früh [85, 186] wurde allerdings auf die M̈oglichkeit
hingewiesen, dass spin-polarisierter atomarer Wasserstoff bisT = 0 gasf̈ormig bleiben k̈onnte
und deshalb in verd̈unnter Form ein idealer Kandidat für Bose-Einstein-Kondensation sei. Seit
Anfang der 80er Jahre war man in der Lage, spin-polarisierten Wasserstoff einzufangen und zu
stabilisieren, es mussten allerdings zunächst noch neue K̈uhltechniken entwickelt werden, um
die Phasenraumdichte zu erhöhen (die technische Entwicklung während der 80er und 90er Jahre
wird z.B. in [43,111] beschrieben). Dabei spielten zwei Techniken eine wesentliche Rolle: Zum
einen gelang es, in magnetischen Fallen die so genannteVerdampfungsk̈uhlungzu realisieren,
die salopp gesprochen wie das Kühlen von Kaffee in einer Tasse durch

”
Wegblasen“ des heißen

Wasserdampfs funktioniert. Zum anderen wurde in den 80er Jahren das Einfangen und Kühlen
atomarer Wolken durch Laser sehr stark weiter entwickelt [47]. Allerdings erreichte man mit
keiner der beiden Methoden die für Bose-Einstein-Kondensation nötigen Phasenraumdichten
in der Gr̈oßenordnung von eins. Für die Kühlung mit Lasern zeigten sich fundamentale Gren-
zen f̈ur die erreichbaren niedrigen Temperaturen, außerdem begrenzt die Reabsorption spontan
emittierter Photonen die maximal erreichbare Dichte der atomaren Wolke.
Erst die Kombination beider Techniken, also die Laserkühlung von Atomen in magneto-
optischen Fallen und die sich daran anschließende Verdampfungskühlung in einer magnetischen
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Falle brachte den Durchbruch: 1995 erreichten drei Gruppen Bose-Einstein-Kondensation mit
Alkaliatomen; die JILA-Gruppe um Cornell und Wieman an der University of Colorado in
Boulder arbeitete mit Rubidium [6], Wolfgang Ketterle am Massachusetts Institute of Techno-
logy (MIT) mit Natrium [48], nur die Gruppe von Hulet an der Rice-University [29] verwen-
dete mit Lithium Atome, die im Gegensatz zu den Rubidium- und Natrium-Isotopen am JILA
bzw. MIT eine negative Streulänge besitzen. Aus diesem Grund sind Lithium-Bose-Einstein-
Kondensate mit mehr als einigen tausend Atomen instabil. Die weitaus größere Anzahl von ex-
perimentellen Ergebnissen wurde mit Rubidium und Natrium erzielt, deren positive Streulänge
beliebig große Kondensate ermöglicht. Mittlerweile werden in vielen Labors Kondensate mit
einigen Millionen Atomen erzeugt.
1998 wurde Bose-Einstein-Kondensation auch in spin-polarisiertem Wasserstoff erreicht [67].
Im Gegensatz zu den Alkaliexperimenten sind die Nachweis- und Manipulationstechniken bei
diesen Experimenten noch sehr eingeschränkt; im Folgenden werden deshalb nur die Techniken
für Alkaliatome kurz umrissen.

Techniken zur Herstellung und Nachweis

Seit den ersten erfolgreichen Experimenten haben eine Vielzahl von experimentellen Grup-
pen Bose-Einstein-Kondensation realisiert (siehe [43]). Die neueren Experimente arbeiten
überwiegend mit87Rb, die Einfang- und K̈uhltechnikenähneln sich in den meisten Aufbau-
ten. Am Beispiel des Experiments der Hänsch-Gruppe in M̈unchen soll der prinzipielle Aufbau
eines Bose-Einstein-Kondensation-Experiments erläutert werden [22].

Optisches Kühlen Zu Beginn liegen im Experiment nur Rubidium-Atome aus einem

”
Dispenser“ vor, deren Temperatur ungefähr bei Zimmertemperatur liegt. um zu einem

Bose-Einstein-Kondensat zu gelangen, muss die Phasenraumdichtenλ3
th um ungef̈ahr 20

Größenordnungen anwachsen.
In einem ersten Schritt werden Rubidium-Atome aus dem Hintergrundgas in einer magneto-
optischen Falle (MOT) auf Temperaturen um 100µK abgek̈uhlt. Auf diese Art werden
ca. 107 Atome gefangen und anschließend mittels verstimmten Lasern optisch in einen
Ultrahochvakuum-Bereich tranferiert, wo sie in einer zweiten MOT gefangen werden. Die-
ser Vorgang wird mehrmals wiederholt bis sich ca.109 Atome in der UHV-MOT befinden.
Diese werden dann durch Sub-Dopplerkühlen auf etwa 40µK abgek̈uhlt, zu diesem Zeitpunkt
hat sich die Phasenraumdichte um 14 Größenordnungen erhöht, mehr ist mit Techniken der
Laserk̈uhlung nicht erreichbar.
Um mittels Verdampfungsk̈uhlen die Bedingungen für Kondensation zu erreichen, werden die
Atome in eine magnetische Falle

”
umgeladen“. Diese wird in der Regel durch die gleichen Spu-

len gebildet, wie sie auch für die MOT zum Einsatz kommen, hinzu kommen weitere Spulen.

Magnetische Fallen Mittlerweile werden in den meisten Experimenten so genannte
Ioffe-Fallen verwendet, deren Magnetfeld im Prinzip aus einem Quadrupolfeld und einem
überlagerten Offsetfeld zusammengesetzt ist. In Abb. 1.2 sind die Spulen der so genannten
QUIC-Trap (Quadrupole-Ioffe-Configuration-Trap) [60] schematisch dargestellt. Die Quadru-
polspulen werden auch für die UHV-MOT verwendet, sodass sich die vorgekühlten Atome nach
Abschalten der K̈uhllaser schon in der magnetischen Falle befinden.
Das reine magnetische Quadrupolfeld kann schon als Falle für neutrale Atome mit einem ma-
gnetischen Momentµ fungieren: Ein magnetisches Moment besitzt in einem MagnetfeldB die
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Abbildung 1.2: QUIC-Trap2.

Energie

E = −µ ·B. (1.73)

Ein räumlich variierendes Magnetfeld führt also zu einem inhomogenen Potential, in dem Ato-
me mit einem magnetischem Moment gefangen werden können. Dazu muss man allerdings
ber̈ucksichtigen, dass ein Atom im Hyperfeinzustand

∣∣F,mF
〉

eine Lamorpr̈azession um das
lokale Magnetfeld ausführt, die durch die Bewegung des Atoms gestört werden kann. Nur wenn
die Geschwindigkeitv eines Atoms klein genug ist, erfolgt die Bewegung adiabatisch, d.h. es
kommt zu keinerÄnderung der magnetischen QuantenzahlmF. Die Energie des Atoms hängt
dann nur noch vom Betrag des lokalen Magnetfeldes ab

E(x) = gFmFµBB(x), (1.74)

wobei mit gF der Land́e-Faktor und mitµB das Bohrsche Magneton bezeichnet werden. Die
Energie von Zusẗanden mitgF ·mF > 0 ist umso kleiner, je kleinerB(x) ist, sie k̈onnen also in
einem Feldminimum gefangen werden.
Der Betrag des Magnetfeldes einer Quadrupolfalle besitzt in der Fallenmitte ein Minimum,
da dort aber sogarB = 0 gilt, wird das erẅahnte Adiabasie-Kriterium für Atome mit nicht-
verschwindender Geschwindigkeit verletzt. Es kann an dieser Stelle zu Majorana-Spin-Flips
kommen, d.h. die magnetische Quantenzahl eines AtomsmF ändert sich. Das Atom spürt da-
nach ein anderes Potential, fallsgF ·mF nun negativ ist, wird es aus dem Bereich der Fallenmitte
herausbeschleunigt und geht damit verloren.
Um diesen Effekt zu verhindern,̈uberlagert man dem Quadrupolfeld ein Offsetfeld, sodass
das Magnetfeld im Potentialminimum nicht mehr verschwindet. In der QUIC-Falle erzeugt die
Ioffe-Spule (Abb. 1.2) dieses Feld, der Aufbau ist damit wesentlich einfacher als bei früheren
Fallen-Typen.
Ioffe-Fallen besitzen im Bereich des Feldminimums ein harmonisches Potential, das in der
Regel in der Richtung des Offsetfeldes schwächer gekr̈ummt ist als senkrecht dazu. Die Fallen
sind alsozigarrenf̈ormig.

2Diese Abbildung wurde dem Autor freundlicherweise von Immanuel Bloch zur Verfügung gestellt.
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Verdampfungskühlen Für den letzten Schritt bis zur Bose-Einstein-Kondensation wird die
Technik der Verdampfungskühlung (engl.evaporative cooling) eingesetzt. Dazu wird mittels
optischem Pumpen zunächst ein Großteil der gefangenen Atome in einen magnetischen Unter-
zustand

∣∣F,mF
〉

gebracht; bei87Rb im Grundzustand hat man dabei die Wahl zwischen den
drei Zusẗanden

∣∣F = 2,mF = 1, 2
〉

und
∣∣F = 1,mF = −1

〉
, die in einer magnetischen Falle

gefangen werden können (F = 2 : gF=2 = 1
2 , F = 1 : gF=1 = −1

2 ). Anschließend be-
ginnt das Verdampfungskühlen. Diese Methode basiert auf der einfachen Beobachtung, dass
sich ein Gas, dem man die energiereichsten Atome entzieht, durch Rethermalisieren auf eine
niedrige Temperatur abkühlt. Die Rethermalisierung basiert auf elastischen Stößen der restli-
chen Atome untereinander, entscheidend ist also die Stoßrate, die proportional zur Dichte und
zu
√
T , der Wurzel der Temperatur des Gases ist. In einem harmonischen Fallenpotential kann

die mittlere Dichte trotz des Teilchenverlustes beim Verdampfen schneller anwachsen als
√
T

abf̈allt, da sich die restlichen Atome bei kleineren Temperaturen immer mehr in der Fallenmit-
te ansammeln. Die Stoßrate steigt also beim Verdampfen an, man spricht auch vonrunaway
evaporation.
In Experiment beseitigt man die energiereichen Atome durch Einstrahlen eines Radiofrequenz-
feldes. Wie in einem Elektronenspinresonanz-Experiment führt dies zu einer̈Anderung der
magnetischen QuantenzahlmF von Atomen, die der Resonanzbedingung~ωRF = gF µBB(x)
gehorchen. Die Resonanzflächen mit konstantemB(x) sind gem̈aß des harmonischen Poten-
tials Ellipsoide, durchÄndern der RadiofrequenzωRF kann man also wie mit einem Messer
verschiedene Schalen in der atomaren Wolke herausschneiden. In Abb. 1.3 ist schematisch
skizziert, wie gefangene Atome im Zustand

∣∣F = 1,mF = −1
〉

durch Absorption von RF-
Photonen in die ungefangenen Zustände

∣∣F = 1,mF = 0, 1
〉

transferiert werden. Wie aus der

F
m  = 0

F
m  = -1

ωrf

1’ 2’

1

3

2

Abbildung 1.3: Verdampfungsk̈uhlen mittels eines Radiofrequenzfeldes. Durch Absorption der Radio-
frequenzändern gefangene Atome im SpinzustandmF = −1 ihren Spin nachmF = 0, in dem sie das
magnetische Fallenpotential nicht mehr spüren und die Falle verlassen können. Dies ist nur f̈ur Atome
mit einer gen̈ugend großen Energie m̈oglich (im Bild die Atome 1 und 2). Die verbleibenden Atome
rethermalisieren bei einer niedrigeren Temperatur durch elastische Stöße. Senkt man die FrequenzωRF

langsam ab, so sinkt auch die Temperatur der verbleibenden Atome und die Phasenraumdichte wächst
an.

Abbildung zu erkennen ist, werden bei größeren Radiofrequenzen hochenergetische Atome ver-
dampft, verringert man die Frequenz, so werden immer niederenergetischere Atome entfernt;
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durch Absenken der RadiofrequenzωRF verringert sich die Temperatur kontinuierlich. Da da-
bei auch die Dichte anẅachst, kann man auf diese Art die fehlenden sechs Größenordnungen in
der Phasenraumdichtëuberwinden um die Bedingung (1.10) für Bose-Einstein-Kondensation
zu erreichen.

Nachweismethoden Zum Nachweis der Bose-Einstein-Kondensation in einer Atomfalle
verwendet man optische Abbildungstechniken. Dabei werden vor allem zwei Methoden einge-
setzt, um die Dichteverteilung der atomaren Wolke zu bestimmen. Zum einen werden Absorp-
tionsmessungen mit resonantem Laserlicht durchgeführt, man betracht sozusagen den

”
Schat-

ten“ der Wolke und schließt daraus auf eine zweidimensionale Dichteverteilung. Die zweite
Methode basiert auf der Verwendung von nicht-resonantem Licht, analog zur Technik der Pha-
senkontrastmikroskopie. Dieses Verfahren zerstört im Gegensatz zu den Absorptionsmessun-
gen das Bose-Einstein-Kondensat nicht, man kann mehrere Messungen an der gleichen Wolke
durchf̈uhren. Die r̈aumliche Aufl̈osung beider Techniken ist allerdings auf mehrere Mikrome-
ter begrenzt, sodass Kondensate nur recht grob abgebildet werden können. Dieses Problem
kann man umgehen, indem man die Atomfalle abschaltet und die kalten Atome damit frei ex-
pandieren l̈asst. Bildet man nach einer gewissen Flugzeit die expandierte Wolke ab, so ist die
gemessene Dichteverteilung proportional zur ursprünglichen Impulsverteilung in der Falle. Die
Impulsverteilung des Kondensats ist gegenüber der des thermischen Anteils bei Impuls null
stark überḧoht, dieses Signal wird für T → 0 sehr gut detektierbar. Durch Anpassen einer
bimodalen Fit-Funktion f̈ur die Dichteverteilung an die gemessenen Daten werden die Tempe-
ratur und der KondensatanteilN0/N bestimmt.

Frühe Experimente Die Realisierung von Bose-Einstein-Kondensation mit gefangenen
Atomen erm̈oglichte zum ersten Mal die experimentelleÜberpr̈ufung der in Abschnitt 1.3 be-
schriebenen theoretischen Modelle für schwach wechselwirkende Gase. Die bis 1998 erziel-
ten theoretischen und experimentellen Resultate werden in [45] ausführlich verglichen, neben
den Messungen der thermodynamischen Eigenschaften sind auch die Resonanzfrequenzen der
kollektiven Anregungen in sehr guterÜbereinstimmung mit der Theorie, zumindest für Tem-
peraturen unterhalb0.6Tc. Das Konzept zur Untersuchung kollektiver Anregungen der Atom-
wolken ist imÜbrigen relativ einfach, man beobachtet die Reaktion der Atome auf periodische
Änderungen des Fallenpotentials, die z.B. durch Modulation von Spulenströmen der Magnet-
falle erzeugt werden.

Des Weiteren wurden auch die Kohärenzeigenschaften von Bose-Einstein-Kondensaten näher
untersucht. Die lokalen Fluktuationen eines Kondensates sind gegenüber denen eines thermi-
schen Gases unterdrückt, die lokale Dichtekorrelationn-ter Ordnungg(n)(0) ist für ein Konden-
sat um einen Faktorn! kleiner als bei thermischen Wolken [111, Kapitel 7]. Dieser Austausch-
effekt reduziert in Folge die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von Streuprozessen, an denen
n Atome beteiligt sind. Messungen der Mean-Field-Energie (elastische Zweikörpersẗoße) und
der Verlustraten aufgrund von inelastischen Dreikörpersẗoßen haben diese Vorhersage bestätigt.
Um auch die r̈aumliche Koḧarenz eines Bose-Einstein-Kondensats zu beweisen, wurden in
der Gruppe um Ketterle eindrucksvolle Interferenzexperimente durchgeführt [8]. Dabei wur-
de eine zigarrenförmige Ioffe-Falle mithilfe des Dipolpotentials eines blauverstimmten Lasers
in zwei Hälften geteilt, in denen dann zwei unabhängige Bose-Einstein-Kondensate erzeugt
wurden. NachÖffnen der Falle und Abschalten des Lasers expandierten beide Kondensate.
Im Überlappbereich kam es zur Interferenz, wobei die Struktur der Interferenzstreifen in her-
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vorragenderÜbereinstimmung mit den theoretischen Vorhersagen auf Grundlage der Gross-
Pitaevskii-Gleichung [145, 165, 181, 196] war. Diese Experimente belegten in spektakulärer
Weise, dass auch makroskopische physikalische Objekte (die Ausdehnung der Wolken beträgt
nach der Expansion ca.1 mm) ihre Welleneigenschaften durch Interferenz zeigen können.

Atomlaser

Mit dem BegriffAtomlaserwird – in Anlehnung an die Eigenschaften eines optischen Lasers –
eine Apparatur bezeichnet, die in der Lage ist, einen kontinuierlichen, kohärenten Strahl von
Atomen einer wohl definierten Energie zu produzieren. Wiseman hat in [205] genauer analy-
siert, welche Kriterien ein solcher Atomlaser erfüllen sollte. Neben den offensichtlichen Ei-
genschaften (gerichteterAtomstrahl, Monochromatizität) fordert er, dass Phasen- und Inten-
sitätsfluktuationen klein sind, dass also der Strahl eines Atomlasers in erster und zweiter Ord-
nung koḧarent ist (siehe auch [157]).
Die inhärente Koḧarenz von Bose-Einstein-Kondensaten bietet die Möglichkeit, durch einen
geeigneten Auskoppelmechanismus einen kohärenten Atomstrahl zu erzeugen. Das erste Expe-
riment in dieser Richtung wurde 1997 wiederum in der MIT-Gruppe durchgeführt [132]. Dabei
wurde mithilfe von Radiofrequenzpulsen mehrmals hintereinander ein Teil eines gefangenen
Bose-Einstein-Kondensats in einen ungefangenen Spinzustandüberf̈uhrt. Dieser Anteil wurde
dann durch das Schwerefelds der Erde aus der Falle heraus nach unten beschleunigt. Da der
Auskoppelmechanismus kohärent ist, sind auch die einzelnen Pulse kohärent zueinander.
Dieser ersten Realisierung folgten mittlerweile einige andere Experimente, in der Münchner
Hänsch-Gruppe wurde z.B. kontinuierliches Auskoppeln aus einem Rubidium-Kondensat de-
monstriert [23]. Allen bisherigen Experimenten fehlt allerdings ein wesentliches Element eines
Atomlasers: Sie sind nicht wirklich kontinuierlich, da sie immer nur ein zuvor erzeugtes Bose-
Einstein-Kondensat entleeren. Ein kontinuierlicher Nachfüllmechanismus konnte bisher nicht
realisiert werden, es gibt aber einige Lösungsvorschläge zu diesem Problem.
Auf diese Vorschl̈age und die bisherigen Experimente mit Atomlasern wird in Kapitel 3 näher
eingegangen; dort finden sich auch die theoretischen Ergebnisse, die im Rahmen dieser Disser-
tation auf diesem Gebiet erzielt wurden.

Neuere Entwicklungen

Die Untersuchung von Bose-Einstein-Kondensaten atomarer Gase ist ein relativ junges, sich
sehr schnell entwickelndes Gebiet der Physik. Aus der Vielfalt der bearbeiteten Themen soll
hier eine kleine Auswahl kurz diskutiert werden, auf die im Rahmen dieser Arbeit nicht näher
eingegangen werden kann, die aber die Entwicklung des letzten Jahres und vielleicht der
näheren Zukunft skizziert.

Stimulierte Lichtstreuung Zunächst ist dabei die Weiterentwicklung optischer Methoden
zur Manipulation von Bose-Einstein-Kondensaten zu erwähnen. Analog zur Untersuchung von
Anregungen in Festk̈orpern mittels Neutronenstreuung wurden Methoden entwickelt, welche
die Messung der dynamischen StrukturfunktionS(∆q,∆ω) ermöglichen. Dabei wird mittels
zweier leicht verstimmter, gepulster Laser ein Ramanübergang induziert; Photonen aus dem
ersten Laser regen Kondensatatome kurzzeitig an, die dann durch stimulierte Emission von
Photonen in die Mode des zweiten Laserpulses wieder in das Kondensat zurücktransferiert
werden. Gem̈aß der durch die Verstimmung der Laser eingestellten Frequenzdifferenz∆ω und



30 1 Bose-Einstein-Kondensation in Atomfallen — Einführung und Grundlagen

der durch die Strahlrichtung der Laser vorgegebenen Impulsdifferenz∆q kann man auf die-
se Weise definiert Quasiteilchen im Kondensat anregen und die StrukturfunktionS(∆q,∆ω)
vermessen. Diese Methode wird alsBragg-Spektroskopiebezeichnet, in [110] findet sich eine
Zusammenfassung der Experimente. Mithilfe dieser Technik konnte unter anderem nachge-
wiesen werden, dass die erzeugten Bose-Einstein-Kondensateüber ihre gesamte Ausdehnung
kohärent sind. Des Weiteren wurde mit solchen Bragg-Pulsen demonstriert, dass ein kleines
Kondensat beim Durchqueren einer Atomwolke kohärent versẗarkt wird [110], d. h. analog zur
bosonischen Stimulierung bei optischen Lasern gibt es auch eine ArtMateriewellenversẗarkung
bei Atomen.
Stimmt man die Laser in der eben beschriebenen Methode so ab, dass statt des Kondensats
ein anderer Zustand erreicht wird (meist ein anderer Hyperfein- oder Zeeman-Zustand), so
spricht man von stimulierten Ramanüberg̈angen. Auf diese Art lassen sich z.B. zwei gefangene
Zusẗande koppeln. Ist der Zielzustand nicht gefangen, so kann man einen Auskoppelmechanis-
mus f̈ur einen Atomlaser realisieren [81], bei dem der Impulsübertrag∆q die Strahlrichtung
und -geschwindigkeit bestimmt.

Rotationseigenschaften Die Rotationseigenschaften von Bose-Einstein-Kondensaten im
Allgemeinen und speziell die Erzeugung von Vortizes erfahren seit einiger Zeit ein starkes In-
teresse. In Analogie zu den Heliumexperimenten mit

”
rotierenden Eimern“ versucht man z.B.,

die Dynamik von Vortizes in Abḧangigkeit der Rotationsfrequenz einer rotierenden anisotro-
pen Falle zu untersuchen. Bisher ist es zwei Gruppen gelungen, Vortizes zu erzeugen: In Boul-
der wurde mittels eines rotierenden Laserstrahls und eines Mikrowellenfeldes eine Kopplung
zweier Hyperfeinniveaus hergestellt, bei der Drehimpuls auf den zweiten Zustandübertragen
wird [129,203]. Nach einiger Zeit liegen zwei87Rb-Kondensate vor, ein ruhendes Kondensat im
urspr̈unglichen Zustand

∣∣F = 1,mF = −1
〉

und ein Kondensat im Zustand
∣∣F = 2,mF = 1

〉
mit einem Vortex, das aufgrund der abstoßenden Mean-Field-Wechselwirkung zwischen den
beiden Hyperfeinzuständen um das ruhendeF = 1-Kondensat rotiert. An deŕEcole Normale
Suṕerieure in Paris hingegen erzeugt man mit dem Dipolpotential eines rotierenden Laserstrahls
ein rotierendes Fallenpotential [126];

”
rührt“ man schneller als eine kritische Frequenz, so wird

beim evaporativen K̈uhlen direkt ein Vortex erzeugt, bei größeren Rotationsfrequenzen kann
sogar ein Kondensat mit mehreren Vortizes entstehen. Die Messung der räumlich variierenden
Phase des Kondensats hat eindeutig das Vorliegen von Vortizes belegt, mittlerweile konnte auch
der Drehimpuls und die Präzession eines Vortex gemessen werden.
Eine weitere interessante Entwicklung betrifft die Messung der Suprafluidität von gefangenen
Bose-Einstein-Kondensaten. Ein Bose-Einstein-Kondensat bei kleiner TemperaturT � Tc ist
fast vollsẗandig suprafluid, die Größe des suprafluiden Anteils hängt neben der Temperatur auch
von der Anisotropie der Atomfalle ab, in der sich das Kondensat befindet [185]. Der normalflui-
de Anteil wird in Fallen mit kleinen Anisotropien in derxy-Ebene durch das Trägheitsmoment
für Rotationen um diez-Achse beschrieben (siehe dazu auch Kapitel 4). Aufgrund theoretischer
Vorhersagen [79,208]̈uber die Existenz und die Ozillationsfrequenzen der aus der Kernphysik
bekannten so genanntenscissors mode(

”
Scherenschwingung“) ist erstmals eine Aussageüber

die Suprafluidiẗat eines Bose-Einstein-Kondensats möglich [128].

Ultrakalte Moleküle Eine weitere sehr interessante Entwicklung ist die Erzeugung und
Charakterisierung ultrakalter Moleküle. Bisher wurden nur atomare Bose-Einstein-Kondensate
untersucht, es gibt aber eine Reihe vonÜberlegungen, wie man auch Kondensate von Mo-
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lekülen erzeugen k̈onnte (siehe z.B. [202]). Aufgrund ihrer komplexeren Struktur können Mo-
leküle nur schwer mittels Lasertechniken gekühlt werden, eine interessante Alternative kalte
Moleküle zu erzeugen besteht darin, sie direkt aus kondensierten Atomen zusammenzusetzen.
Bei Dreikörpersẗoßen in Bose-Einstein-Kondensaten passiert dies auf unkontrollierte Weise:
Zwei Atome bilden ein Dimer, die dabei frei werdendeüberscḧussige Energie wird von ei-
nem dritten Atom in Form von kinetischer Energieübernommen. Dieser Verlustmechanismus
wird sogar noch verstärkt, wenn man die Streueigenschaften durch einäußeres Magnetfeld
ver̈andert. In der N̈ahe einerFeshbach-Resonanz[102] wechselt beim̈Andern der Sẗarke eines
angelegten Magnetfeldes nicht nur dies-Wellen-Streul̈angea0 ihr Vorzeichen, auch die Raten
für Mehrk̈orpersẗoßeändern sich dramatisch.
Es gibt mehrere Vorschläge, wie man die Molek̈ulbildung in einem atomaren Bose-Einstein-
Kondensat kontrolliert ablaufen lassen kann. Neben zeitabhängigen Magnetfeldern [135] kann
man auch Laserpulse mit transienter Frequenz (chirped pulses) [107] verwenden, um in einem
adiabatischen Prozess Dimere zu erzeugen. Ein erstes Experiment wurde in der Gruppe von
Heinzen durchgeführt [206]: Durch einen stimulierten Ramanübergang wurden87Rb-Atome
zu einem Rubidium-Dimer photoassoziiert. Zwar wurden nur wenige Moleküle erzeugt, aber
es konnte erstmals die Wechselwirkung zwischen Molekülen und einem atomaren Kondensat
gemessen werden. Die verwendete Methode eröffnet des Weiteren v̈ollig neue M̈oglichkeiten
für die genaue Bestimmung von Bindungsenergien. Die Autoren schlagen auch vor, durch einen
stimulierten Raman̈ubergang in einen Zustand mit nicht verschwindendem Impuls in Analogie
zu den Atomlaser-Experimenten am NIST [81] einen kohärente Quelle von Molek̈ulen zu rea-
lisieren, sozusagen einen

”
Moleküllaser“.



2
Quantenstatistische
Eigenschaften von gefangenen,
idealen Fermigasen

Ebenso wie die Physik schwach wechselwirkender Bosegase konnten die Eigenschaften von
schwach wechselwirkenden, entarteten Fermigasen lange Zeit nur theoretisch untersucht wer-
den (siehe z.B.§6 in [123]). Das wichtigste Modellsystem für elektrisch neutrale Fermio-
nen ist fl̈ussiges3He. Aufgrund der hohen Dichte spielen bei3He ähnlich wie beim bosoni-
schen4He Wechselwirkungen eine nicht zu vernachlässigende Rolle. Zur Beschreibung dieser
Wechselwirkungseffekte entwickelte Landau die Theorie der Fermi-Flüssigkeiten, die die Ei-
genschaften von entartetem3He sehr gut beschreibt, solange die Temperatur nicht unter der
Übergangstemperatur zur supraflüssigen Phase liegt.1

Elektronen in Metallen k̈onnen mit einigen Modifikationen ebenfalls als Fermi-Flüssigkeiten
angesehen werden. Allerdings modifiziert das periodische Potential des Kristallgitters das Ver-
halten von Elektronen im Vergleich zu einem freien Gas erheblich. Die Wechselwirkungs-
energie aufgrund der Coulombabstoßung zwischen Elektronen hingegen spielt relativ zur ki-
netischen Energie nur eine kleine Rolle [152], da letztere bei den hohen Teilchendichten im
Festk̈orper recht groß ist (Quantendruck aufgrund des Pauli-Prinzips). Aus diesem Grund war
Sommerfelds Modell freier Elektronen im Festkörper recht erfolgreich, es konnte aber natürlich
nicht die auf der Kristallstruktur basierenden Phänomene erklären.

In diesem Kapitel werden theoretische Untersuchungen zu gefangenen, ultrakalten Fermigasen
diskutiert. Im folgenden Abschnitt werden die grundlegenden Wechselwirkungseigenschaften
solcher elektrisch neutraler Gase beschrieben. Der darauffolgende Abschnitt legt die im Rah-
men der vorliegenden Dissertation erzielten Ergebnisse dar. Im Anschluss daran werden die
neuesten experimentellen und theoretischen Ergebnisse im Bereich ultrakalter Fermigase zu-
sammengefasst, dazu zählt insbesondere die erstmalige Realisierung eines entarteten neutralen
Fermigases in der Gruppe von D. Jin am NIST in Boulder [50].

1Bei sehr niedrigen Temperaturen können3He-Atome in Analogie zur Supraleitung von Elektronen Cooper-
Paare bilden. Die zugehörige Phase ist superfluid, aufgrund der komplizierteren magnetischen Dipol-Dipol-
Wechselwirkung zwischen3He-Atomen gibt es allerdings zwei verschiedene suprafluide Phasen A und B.

32



2.1 Wechselwirkung in atomaren Fermigasen 33

2.1 Wechselwirkung in atomaren Fermigasen

In Kapitel 1.3 wurde dargelegt, dass für die Wechselwirkung zwischen Atomen in ultrakalten
Bosegasen nur ders-Wellen-Beitrag der Streuamplitude berücksichtigt werden muss. Diese
Erkenntnis resultiert aus der Tatsache, dass die elastische Streuung von der kinetischen Energie
eines Atoms relativ zum Stoßpartner und damit von der Temperatur im Gas abhängt. Betrachtet
man den Streuvorgang im Schwerpunktsystem der beiden stoßenden Atome, so findet man,
dass die Partialwelle zum Bahndrehimpulsl nur bis zum Radiusrl(E) ≈ ~l√

2MEkin
an das

Streuzentrum heranreicht. Besitzt nun das Wechselwirkungspotential eine endliche Reichweite
r0, so werden bei kleiner kinetischer Energie nur Partialwellen zu kleinen Bahndrehimpulsen
eine Phasenverschiebung erleiden, denn nur für rl(E) < r0 ”

sp̈urt“ die einlaufende Partialwelle
das Potential. F̈ur ultrakalte Bosegase folgt aus dieser Betrachtung, dass nurs-Wellen wirklich
gestreut werden.
Die gleichen Betrachtungen führen im f̈ur entartete Fermigase relevanten Temperaturbereich
ebenfalls zu dem Schluss, dass nurs-Wellenstreuung vorliegen kann. Für identische Fermionen
im gleichen Spinzustand ists-Wellenstreuung allerdings aufgrund des Pauli-Prinzips verboten
(siehe§62 und§137 in [121]); die Ortswellenfunktion eines Paares identischer Fermionen muss
antisymmetrisch unter Vertauschung der Teilchen sein, d.h. der relative Bahndrehimpulsl muss
ungerade sein. Der Beitrag derp-Wellen (l = 1) zur elastischen Streuung ist aus den oben
genannten Gr̈unden sehr klein, sodass spinpolarisierte Fermionen bei tiefen Temperaturen als
nahezu nicht wechselwirkend angenommen werden können. Die Fermi-Temperatur liegt für ex-
perimentelle Parameter, die denen von Bose-Experimenten entsprechen, bei wenigenµK [35],
sodass f̈ur ein entartetes Fermigas Temperaturen von wenigen hundert Nanokelvin erreicht wer-
den m̈ussen. Schaleneffekte wie in Atomen oder Atomkernen treten bei noch kleineren Tempe-
raturen unterhalb 20 nK auf. Solche Erscheinungen sind Gegenstand der vorliegenden Arbeit,
auf sie wird im folgenden Abschnitt näher eingegangen.
Fermionen in verschiedenen Spinzuständen (also voneinander unterscheidbare Fermionen) sind
vom Pauli-Prinzip nicht betroffen, sie unterliegen ders-Wellenstreuung. Man kann also analog
zu den Experimenten mit mehreren Hyperfein- oder Zeeman-Zuständen von Bosonen [82, 83]
auch Gemische mehrerer Fermion-Spezies untersuchen. In [95, 184] wird diese Möglichkeit
erstmals f̈ur das fermionische6Li analysiert. F̈ur eine positive Streulängea0 erwartet man
naẗurlich ein Mischungs- bzw. Entmischungsverhaltenähnlich dem von bosonischen Gemi-
schen [136, 183]. F̈ur eine negative Streulänge wie im Falle von6Li wird in [95, 184] die
Möglichkeit der Bildung von Cooper-Paaren durch die attraktive Wechselwirkung diskutiert.
Ganz analog zum BCS-Übergang in eine supraleitende oder suprafluide Phase bei Elektronen
oder3He würden Cooper-Paare fermionischer Atome unterhalb einerÜbergangstemperaturTc,
die für dieüblichen Parameter der Dichte für 6Li in der Größenordnung von 100 nK liegt, eine
suprafluide Phase bilden. Details und neuere Erkenntnisse zu diesem Thema werden in Ab-
schnitt 2.3 dargestellt.

2.2 Mesoskopisches ideales Fermigas in einer Falle

Im Lichte der Experimente mit Bosonen in harmonischen Atomfallen liegt es nahe, auch die
Eigenschaften von fermionischen Atomen in solchen Fallen zu untersuchen. Wie schon bei den
Bosonen sind hier Alkaliatome wiederum sehr gute Kandidaten, da für diese die Methoden zur
Laserk̈uhlung am weitesten entwickelt sind. Die theoretischen und experimentellen Anstren-
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gungen haben sich bisher vor allem auf6Li und 40K konzentriert, die im Folgenden beschrie-
benen theoretischen Betrachtungen behandeln vor allem das fermionische Lithium-Isotop.

Der Kernspin von6Li beträgtI = 1, sodass der Grundzustand eine Hyperfeinstruktur mit den
GesamtspinsF = 1

2 ,
3
2 besitzt, also insgesamt sechs Zustände aufweist (siehe Abb. 2.1). Von

Li6

F=3/2

F=1/2
|3>

|5>

|6>

|4>

|1>

|2>

Magnetische Feldstärke

Abbildung 2.1: Hyperfeinstruktur von6Li als Funktion der Magnetfeldstärke. Die Zusẗande
∣∣4〉, ∣∣5〉, ∣∣6〉

und auch
∣∣2〉 sind low field seekers, können also in einer magnetischen Falle gefangen werden. Von

besonderem Interesse ist hier der doppelt polarisierte Zustand
∣∣6〉 =

∣∣mI = 1,mS = 1
2

〉
.

diesen k̈onnen nur die Zustände
∣∣2〉, ∣∣4〉, ∣∣5〉 und

∣∣6〉 in einer Magnetfalle gefangen werden
(siehe Kap. 1.5.2). F̈angt man nur eine der vier Spezies in einer Falle, so gibt es – wie im
vorherigen Abschnitt dargelegt – praktisch keine Wechselwirkung zwischen den Atomen. Am
geeignetsten erscheint hierfür der doppelt spinpolarisierte Zustand

∣∣6〉 =
∣∣mI = 1,mS = 1

2

〉
,

da er am stabilsten gegen Verluste durch inelastische, spinändernde Zweik̈orpersẗoße ist [95].

In den folgenden Abschnitten werden die thermodynamischen Eigenschaften eines idealen Fer-
migases in einer harmonischen Falle bestimmt [174], das als Modell für ein gefangenes Gas aus
6Li-Atomen im Zustand

∣∣6〉 dient. Butts and Rokhsar haben in [35] (siehe aber auch [154]) eine
ähnliche Situation untersucht. Sie verwenden die semiklassische Thomas-Fermi-Näherung, bei
derüber den klassischen Phasenraum integriert wird. Diese Näherung ist im Limes sehr großer
Teilchenzahlen exakt. Im Gegensatz dazu konzentrieren sich die hier vorzustellenden Rechnun-
gen auf den Bereich kleiner Teilchenzahlen, bei denen auch Schaleneffekte wie bei Elektronen
in der Atomḧulle oder bei Nukleonen im Atomkern auftreten können. Die Rechnungen basieren
auf der exakten numerischen Summationüber Quantenzustände ohne weitere N̈aherungen und
ermöglichen Aussagen̈uber chemisches Potential, Wärmekapaziẗat und Dichteverteilungen in
Abhängigkeit von der Temperatur. Da im Experiment oft anisotrope Fallen verwendet werden,
werden neben isotropen auch axialsymmetrische harmonische Potentiale betrachtet.
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2.2.1 Fermionen in einer isotropen Falle

Entartungen und die Fermi-Energie

Zunächst soll eine isotrope harmonische Falle mit dem Potential

V =
Mω2

2
(
x2 + y2 + z2

)
(2.1)

und der Frequenzω untersucht werden. Die Entartung von Eigenzuständen mit der Energie

Eν = (ν + 3/2)~ω (2.2)

betr̈agt

gν =
1
2

(ν + 1)(ν + 2), (2.3)

sie ist also gleich der Anzahl einfacher Partitionen der Zahlν in die Summe dreier ganzer
Zahlenν = νx + νy + νz. gν gibt die Entartung einer Schale der EnergieEν an, somit ist
die ZahlSα aller Quantenzustände bis zur EnergieEα durch die Summëuber alle Schalen
0 ≤ ν ≤ α gegeben

α∑
ν=0

gν = Sα. (2.4)

Für diese Summe erhält man

Sα =
1
6

(α+ 1)(α+ 2)(α+ 3), (2.5)

also die Folge{Sα} = {1, 4, 10, 20, 35, 56, ...}. Da hier nur Fermionen einer Spinorientierung
betrachtet werden, wird jeder Zustand nur mit einem Fermion besetzt.
Um den Aufwand f̈ur die folgenden Rechnungen zu beschränken, wird das großkanonische En-
semble verwendet. F̈ur ein ideales Bosegas wurde schon in Kapitel 1.1.3 darauf hingewiesen,
dass Rechnungen in verschiedenen statistischen Ensembles zu unterschiedlichen Ergebnissen
führen k̈onnen [87, 161, 201]. Diese Abweichungen sind aber in der Regel kleiner als die Un-
terschiede zwischen dem wechselwirkenden und dem idealen Bosegas. Da Fermionen einen
Zustand nur maximal einmal besetzen können, treten Probleme mit großen Fluktuationen wie
bei Bosonen im großkanonischen Ensemble hier nicht auf. Letzteres kann somit verwendet
werden, ohne auf die Unterschiede zum kanonischen Ensemble, das für in einer Falle isolierte
Teilchen eher angebracht erscheint, näher einzugehen.
Im großkanonischen Ensemble ist die thermische Besetzung eines Zustands mit EnergieEν bei
einer TemperaturkT = 1/β durch die Fermi-Dirac-Statistik gegeben

nν =
1

z−1 exp(β~ων) + 1
, (2.6)

wobei die Fugaziẗatz aus der Bedingung

∞∑
ν=0

gνnν = N (2.7)
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bestimmt werden kann. Definiert man die Fugazität durchz = expβ(µ − (3/2)~ω), wobeiµ
das chemische Potential bezeichnet, so muss man in numerischen Rechnungen die Nullpunkts-
energie des harmonischen Potentials nicht mehr explizit berücksichtigen.N ist die Gesamtzahl
der Teilchen in der Falle.
Für eine gegebene Teilchenzahl kann nun die Fermi-Energie durch

EF = (νF + 3/2)~ω (2.8)

definiert werden. Dabei bezeichnetνF die Schale, bis zu der bei TemperaturT = 0 Fallen-
zusẗande mit Atomen besetzt sind. Am absoluten Nullpunkt (β → ∞) wird die Fermi-Dirac-
Verteilung zu einer Stufenfunktionθ(νF−ν). Im Fall eines mesoskopischen Teilchenensembles
hat die Gleichung (2.7) beiT = 0

∞∑
ν=0

gνθ(νF− ν) = N (2.9)

nur für N ∈ {Sα} eine L̈osung. F̈ur N 6∈ {Sα} definiert man die kleinste ganze ZahlνF =
dxFe, die gr̈oßer (oder gleich) ist als die reelle Lösung der GleichungSxF = N

xF = A+
1

3A
− 2, (2.10)

wobeiA durch

A =
(

3N +
√

9N2 − 1/27
)1/3

(2.11)

gegeben ist. Es lässt sich zeigen, dassEF = ~ω(dxFe + 3/2) für die Fermi-Energie f̈ur große
N mit dem Resultat der Thomas-Fermi-Näherung [35]

ẼF = ~ω(6N)1/3 (2.12)

übereinstimmt.

Berechnung des chemischen Potentials

Der Fugaziẗat bzw. dem chemische Potential kommt eine zentrale Bedeutung für die Berech-
nung der Eigenschaften eines idealen Fermigases zu. Sie werden bei gegebener Temperatur und
fester Teilchenzahl durch numerisches Lösen von Gl. (2.7) berechnet. Diese Ergebnisse sind
dann im Gegensatz zur Thomas-Fermi-Näherung exakt. Sie werden im Folgenden für gewisse
Limites diskutiert.
Abb. 2.2 zeigt die Abḧangigkeit des chemischen Potentialsµ von der AtomanzahlN bei kleinen
Temperaturen. Die durchgezogene Linie bezeichnet die Thomas-Fermi-Näherung Gl. (2.12).
Die drei anderen Kurven wurden numerisch durch Lösen von Gl. (2.7) erhalten, wobei die
Summe bei gen̈ugend hohemν abgebrochen wurde, da die Besetzung sehr hoher Schalen nur
noch wenig zuN beitr̈agt. Diese Kurven zeigen ein stufenförmiges Verhalten, das bei höheren
Temperaturen zunehmend ausgeschmiert wird. Die Stufen werden, wie später noch gezeigt
werden wird, f̈ur eine anisotrope Falle in kleinere Stufen aufgebrochen. Hier tritt immer dann
eine neue Stufe auf, wenn eine Schale mit Fermionen aufgefüllt ist undνF zur n̈achst ḧoheren
ganzen Zahl springt.µ konvergiert f̈urT → 0 gegen einen

”
Plateau“-Wert(νF+3/2)~ω solange
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Abbildung 2.2: Das chemische Potentialµ(N) zeigt ein stufenartiges Verhalten, das der stetigen
Thomas-Fermi-N̈aherung aus Gl. (2.12) folgt (durchgezogene Linie). Die gestrichelte bzw. gepunkte-
te Kurve ist vertikal um−1 bzw.−2 verschoben.

N nicht mit einer der
”
magischen“ ZahlenSα übereinstimmt. Wenn allerdings eine Schale

gerade abgeschlossen ist (N = SνF), so nimmtµ den Wertµ = (νF + 2)~ω an, der sehr nahe
am Wert der Thomas-Fermi-Näherung beiSνF liegt (durchgezogene Linie in Abb. 2.2). Wie
man durch eine asymptotische Entwicklung zeigen kann, schneiden sich die beiden Kurven
tats̈achlich ungef̈ahr beiN = Sα bzw. beiN = (Sα +Sα−1)/2, also bei halber Auff̈ullung der
Schalen.
Diese Information wird etwas detaillierter aus Abb. 2.3 ersichtlich, in der die Temperatu-
rabḧangigkeit vonµ für Teilchenzahlen umN = S7 = 120 gezeigt wird. BeiT = 0 nähert
sich die Kurve f̈ur N = 119 dem Plateau-Wertµ/~ω = 7 + 3/2, wohingegen die Kurve für
N = 121 den Wertµ/~ω = 8 + 3/2 erreichen muss. F̈ur N = S7 nimmt µ/~ω allerdings
den Wert7 + 2 = 9 an, liegt also genau zwischen den benachbarten Energieeigenwerten. Eine
Erklärung hierf̈ur wird weiter unten gegeben.
Die Temperaturabḧangigkeit vonµ kann im Limes großer oder kleiner Temperaturen analytisch
berechnet werden. Der Bereich hoher Temperatur in Abb. 2.3 wird gut durch die Sommerfeld-
artige Formel [35]

µ̃(T ) = ẼF

(
1− π2

3

(
kT

ẼF

)2
)

(2.13)

beschrieben, wobei der Vorfaktorπ2/3 denüblichen Faktorπ2/12 des bekannten Resultats für
Fermionen in einem Kasten ersetzt [64]. Man bemerke, dass das exakte Ergebnis fürN = 119
für hohe Temperaturen gut durch die Sommerfeld-Näherung f̈urN = 120 beschrieben wird.
Das Tieftemperaturregime kann in Analogie zum Verhalten des chemischen Potentials von
Elektronen in intrinsischen Halbleitern analysiert werden. Zunächst sollen nur die

”
magischen“

BesetzungzahlenN ∈ {Sα} betrachtet werden. SeiN>(T ) die Zahl von Atomen, die in
Zusẗanden oberhalbEF angeregt sind undN<(T ) die Anzahl unbesetzter Zustände (

”
Löcher“)
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Abbildung 2.3: Diese Abbildung zeigt das Verhalten vonµ(T ) in einer isotropen Falle. Die
Sommerfeld-N̈aherung wurde zwar für N = S7 = 120 berechnet, sie stimmt aber sehr gut mit der
numerischen Kurve fürN = 119 überein. Dieses Verhalten tritt auch für andere Werte vonN auf.

beiEF oder darunter:

N>(T ) =
∞∑

ν=νF+1

gν
z−1 exp(β~ων) + 1

(2.14)

N<(T ) =
νF∑
ν=0

gν

(
1− 1

z−1 exp(β~ων) + 1

)
. (2.15)

Für kleine Temperaturen, also für

kT � EνF+1 − µ und kT � µ− EF, (2.16)

kann man die Anzahl von
”
Teilchen“ und

”
Löchern“ durch

N>(T ) ≈ Σ>e
−β(EνF+1−µ) (2.17)

N<(T ) ≈ Σ<e
−β(µ−EF), (2.18)

nähern, dabei sind

Σ> =
∞∑

ν=νF+1

gνe
−β(Eν−EνF+1) (2.19)

Σ< =
νF∑
ν=0

gνe
−β(EF−Eν) (2.20)

Boltzmann-Summen̈uber alle Schalen̈uber bzw. unter der Fermi-Kante. Kombiniert man die
obigen Gleichungen, so erhält man

N>(T ) ·N<(T ) = Σ>Σ<e
−β~ω. (2.21)
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Aus dieser Bedingung kann man das chemische Potential bestimmen. Da für N ∈ {Sα} die
Fermi-Schale beiT = 0 vollständig besetzt ist, muss in diesem FallN>(T ) gleichN<(T ) sein
und man erḧalt aus Gl. (2.17–2.21) das Verhalten bei tiefen Temperaturen

µ(T ) = ~ω(νF + 2)− kT

2
ln
(

Σ>

Σ<

)
. (2.22)

µ(0) liegt also in der Mitte der
”
Lücke“ zwischenEF undEF+~ω (vgl. Abb. 2.3,EF = 8.5 ~ω,

N = S7). Dies ist in v̈olliger Übereinstimmung mit intrinsischen Halbleitern, bei denen das
Valenzband beiT = 0 vollständig gef̈ullt ist und das chemische Potential in der Mitte der
Bandl̈uckeliegt.µ fällt mit steigender Temperatur langsam mit der Steigungln(Σ>/Σ<) linear
ab.
Wenn andererseitsN 6∈ {Sα} gilt, so kann manµ(T ) durch die folgende Betrachtung berech-
nen. F̈ur sehr tiefe Temperaturen wird die Fermi-Funktion gut durchnν = 1 für ν < νF bzw.
nν = 0 für ν > νF beschrieben. F̈ur die Zahl besetzter Zustände in der Fermi-Schale

∆N =
gνF

z−1 exp(β~ωνF) + 1
(2.23)

gilt dann ungef̈ahr∆N = N−SνF−1. Unter der Annahme, dass∆N für sehr kleinesT konstant
bleibt, so kann man Gl. (2.23) nach dem chemischen Potential auflösen

µ(T ) = ~ω

(
νF +

3
2

)
− kT ln

( gνF

∆N
− 1
)
. (2.24)

Dieser Ausdruck ist linear inT für nicht verschwindendes∆N , wobei die Steigung bei∆N =
gνF/2 ihr Vorzeichen wechselt. Wenn also die höchste besetzte Schale weniger als halb voll ist
(∆N < gνF /2), so nimmtµ(T ) linear vonµ(0) = EνF aus ab; wenn sie mehr als zur Hälfte
besetzt ist, steigtµ(T ) linear. Das genaue Ergebnis nähert sich dann der Sommerfeld-Kurve.
Der Bereich∆T , in dem die lineare N̈aherung g̈ultig ist, kann grob durch

~ω

2
= k∆T ln(gνF − 1) (2.25)

abgescḧatzt werden, da die maximale Abweichung~ω/2 von der Sommerfeld-N̈aherung bei
∆N = 1 erreicht wird. F̈ur νF = 7 erḧalt man z.B.k∆T/~ω ≤ 0.14, dies stimmt
gut mit Abb. 2.3überein. F̈ur größere Werte von∆N wird die Steigung kleiner und der
Gültigkeitsbereich kann größer werden.

Spezifische W ärme

Die Unstetigkeit des chemischen Potentials zeigt sich am dramatischsten in der spezifischen
WärmeC(T ). Diese kann man aus der mittleren Energie

U(T ) =
∞∑
ν=0

gν~ων

z−1 exp(β~ων) + 1
(2.26)

durch ableiten berechnen:

C(T ) =
∂U(T )
∂T

. (2.27)
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Die übliche Sommerfeld-N̈aherung f̈ur kleine Temperaturen liefert

C̃(T )
Nk

=
π2

(6N)1/3

kT

~ω
, (2.28)

das klassische Hochtemperaturergebnis beträgt naẗurlich Cklass./Nk = 3. Hier sollC(T ) für
endlichesN aus der Summëuber Quantenzustände berechnet und mit der Sommerfeld-Formel
verglichen werden.
In Abb. 2.4 finden sich numerische Ergebnisse für verschiedene Teilchenzahlen, die Ordinate
wurde bereits mit der Skalierung(6N)1/3 aus Gl. (2.28) versehen. Im Limes ultratiefer Tempe-
raturen erkennt man, dass das exakte Ergebnis bei endlichenN vom Sommerfeld-Resultat aus
Gl. (2.28) abweicht. F̈ur höhere Temperaturen nähert sich die spezifische ẄarmeC(T ) dieser
semiklassischen Kurve.
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Abbildung 2.4: Spezifische Ẅarme pro AtomC(T )/(Nk), skaliert mit(6N)1/3. Die lineare Kurve
(durchgezogen) stellt das Sommerfeld-Resultat Gl. (2.28) dar. Die Abweichung bei großen Werten von
kT/~ω vom linearen Verhalten tritt nur für kleineN auf, weil aufgrund des̈Aquipartitionstheorems für
hohe Temperaturen(6N)1/3 C(T )/(Nk)→ 3(6N)1/3 gilt. Bei kleinenT und für vollsẗandig gef̈ullte
Schalen (N = 84, 120, 9880) bzw. für halb gef̈ullte Schalen (N = 102, 142, 10270) ist die Kurve f̈ur
die skalierte spezifische Ẅarme(6N)1/3 C(T )/(Nk) universell.N = 90 repr̈asentiert eine beliebige
andere Besetzung.

Bei sehr kleinemT bleibtC(T ) zun̈achst bei null statt linear anzusteigen. Dies ist konsistent
mit der Annahme, dass∆N (siehe Gl. (2.23)) sich zunächst nichẗandert, was ja schon durch
den Vergleich von Gl. (2.24) mit der exakten, numerischen Lösung besẗatigt wurde.
Für sehr kleineT sind aufgrund der Energielücke keine Zusẗande oberhalb der Fermi-Energie
besetzt, die Gesamtenergie erhöht sich zun̈achst nicht f̈ur steigende Temperatur und es gilt
C(T ) = 0. Wie man aus Abb. 2.4 entnimmt, scheint diese Erklärung auch f̈ur abgeschlossene
Schalen (N = 84, 120, 9880) richtig zu sein, f̈ur die Gl. (2.24) gar nicht gilt. Man bemerke, dass
der Bereich, in demC(T ) verschwindet, mit dem G̈ultigkeitsbereich f̈ur die lineare N̈aherung
vonµ(T ) übereinstimmt.
Bei mittleren Temperaturen tritt eine stark nicht-monotone Abhängigkeit der spezifischen
Wärme vonN auf und zwar ungefähr bei solchen Temperaturen, bei denen die lineare Näherung
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Gl. (2.24) gerade nicht mehr gilt. Der Ursprung dieses Verhaltens wir aus Abb. 2.5 erkennbar.
Jedes mal, wenn eine Schale abgeschlossen wird, nimmtC(N) ein Maximum an. An diesen
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Abbildung 2.5: Skalierte spezifische Ẅarme als Funktion der Teilchenzahl bei verschiedenen Tem-
peraturen.τ = kT/~ω bezeichnet die Temperatur in Einheiten der Energieabstände in der Fal-
le. Die Pfeile bezeichnen die Schalenabschlüsse beiN = Sν für ν = 1, . . . , 11 (N =
4, 10, 20, 35, 56, 84, 120, 165, 220, 286, 364). Die gestrichelten Linien repräsentieren die Sommerfeld-
Näherung aus Gl. (2.28).

Stellen kann das System eine neue, völlig leere Schale auffüllen. Im Gegensatz dazu treten
die Minima bei halb vollen Schalen auf, wenn ein weiteres Atom leicht ohne Erhöhung der
Energie in die Fermi-Schale eingebaut werden kann. Abb. 2.6 zeigt dieN -Abhängigkeit der
Wärmekapaziẗat ohne Reskalierungen.
In Abb. 2.4 gibt es noch ein anderes interessantes Detail: Die beiden Grenzkurven für
vollständig gef̈ullte Schalen (N = 84, 120, 9880) bzw. für halb gef̈ullte Schalen (N =
102, 142, 10270) hängen nicht von der SchalennummerνF ab. Bis etwakT/~ω ≈ 0.5 scheint
die Funktion(6N)1/3C/(Nk) nicht explizit vonN abzuḧangen, sondern nur von der relativen
Füllung der Fermi-Schale. Der Grund hierfür ist, dass sich der Verlauf vonµ(T ) in Abb. 2.3
um jeden Wert f̈ur νF wiederholt.

Dichteverteilungen

Dichteverteilungen in Fallen können im Experiment recht einfach gemessen werden (siehe
Kap.1.5.2). In einer isotropen Falle erwartet man radial symmetrische Verteilungen. Die ra-
dialen Wellenfunktionenunr,l (siehe z.B. Kap. 6 in [21]) werden durch eine radiale Quan-
tenzahlnr und durch den Drehimpulsl indiziert. Zu diesen geḧoren die EnergienEnr,l =
~ω(2(nr − 1) + l+ 3/2), daherν = 2(nr − 1) + l. Um die Gesamtdichte zu berechnen, muss
man die Quadrate der Wellenfunktionen mit Gewichtennν aufsummieren

ρ(r) =
∞∑
ν=0

nν(T )
[ν/2]+1∑
nr=1

2l + 1
4π

unr,l(r)
2, (2.29)
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Abbildung 2.6: Spezifische Ẅarme als Funktion der Teilchenzahl bei verschiedenen Temperaturen.
Wieder giltτ = kT/~ω.

dabei istl = ν − 2(nr − 1). Der Faktor(2l + 1)/(4π) rührt von der Summation̈uber die
energetisch entarteten magnetischen Unterzustände mitm = −l, . . . , l her. Die Dichteρ(r)
wird in Abb. 2.7 f̈ur verschiedene Teilchenzahlen und Temperaturen dargestellt und mit dem
Ergebnis beiT = 0 aus der Thomas-Fermi-Näherung [35] (siehe auch Gl. (2.35),λ = 1)
verglichen. Dabei werden alle Längen mit der Breite des Grundzustands des harmonischen
Oszillatorsaho =

√
~/(Mω) skaliert.

Für N = 120 (geschlossene Schale,νF = 7) erkennt man ein zentrales Minimum, das bei
N = 142 (halb volle Schale,νF = 8) wieder verschwunden ist. Diese Schale wird beiN = 165
vollständig gef̈ullt, dort wiederum besitztρ(r) ein Maximum beir = 0. DieseN -Abhängigkeit
der Dichte beir = 0 hängt mit der Art zusammen, wie Fermi-Schalen mit ungeradem Index
zu ρ(0) beitragen: Sie enthalten nur Wellenfunktionen mit ungeradem Drehimpuls und diese
verschwinden am Ursprung wegen ihrer ungeraden Parität. Die Kurven f̈ur kT = 0.1~ω sind
praktisch identisch mit denen für T = 0. Die Minima und Maxima sind beikT = 0.25~ω
noch sichtbar, verschwinden aber für kT > ~ω. Für nicht zu hohe Temperaturen nähert sich
die Dichte dem Thomas-Fermi Ergebnis. Interessanterweise stimmtρ(r) für eine halb gef̈ullte
Fermi-Schale (N = 142) sehr gut mit dieser N̈aherung̈uberein.

2.2.2 Der anisotrope Fall

Chemisches Potential und W ärmekapazit ät

In Experimenten werden normalerweise Fallen verwendet, die zumindest eine kleine Anisotro-
pie besitzen (siehe Kap. 1.5.2). In diesem Kapitel sollen aus diesem Grund deformierte Fallen
mit dem Potential

V =
Mω2

2

(
x2 + y2 + λ2z2

)
, (2.30)
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Abbildung 2.7: Räumliche Dichteρ in einer isotropen Falle als Funktion des Abstandes von der Fallen-
mitte für verschiedene Fermionzahlen und Temperaturen. Der Skalierungsparameteraho =

√
~/(Mω)

ist die Breite des Grundzustands des harmonischen Oszillators. Die durchgezogenen Linien bezeichen
kT = 0.1~ω, die gepunktetenkT = 0.25~ω und die gestrichelten gehören zur Thomas-Fermi N̈aherung
beiT = 0.

untersucht werden, d.h. die Flächen konstanter Energie sind entweder prolate (zigarrenförmige)
oder oblate Ellipsoide. Die Eigenwerte des Hamiltonoperators sind dann

Eνr,νz = ~ω

(
νr + 1 + λ

(
νz +

1
2

))
, (2.31)

wobeiνr undνz die radialen bzw. longitudinalen Anregungen abzählen. F̈ur festesνr gibt es
gνr = νr + 1 entartete Zustände mit unterschiedlichen Anregungen in die beiden symmetri-
schen, transversalen Richtungen (gνr gleich der Anzahl an Partitionen vonνr = νx + νy). Die
Zusẗande gleicher Energien werden mit(νr, νz) bezeichnet.
Die hier interessierenden Größen sind in ihrerN -Abhängigkeit bei Temperatur null komplizier-
ter als im isotropen Fall. So macht es z.B. nur bei oblaten Fallen (λ > 1) Sinn, von Schalenab-
schl̈ussen zu reden, weil es nur dort energetisch sinnvoll ist, zunächst die transversalen Schalen
mit der Entartunggνr > 1 aufzuf̈ullen, bevor ein energetisch höher gelegener longitudinaler
Zustand besetzt wird. Allerdings treten diese neuen Strukturen bedingt durch die kleineren Ent-
artungsfaktoren nur auf kleineren Skalen der Teilchenzahl auf und sind im Experiment aufgrund
der endlichen Messgenauigkeit der Atomzahl u.U. nicht gut aufzulösen.
Für λ < 1 (Zigarrenform) kann man alle Zustände bis zu einer Anregung(αr, αz) zählen

Sαr,αz =
αr+[αzλ]∑
νr=0

gνr

([
αr − νr

λ

]
+ αz + 1

)
, (2.32)

hierbei bezeichnet[x] die gr̈oßte ganze Zahl kleiner oder gleichx. Somit sindN = Sαr,αz
Teilchen n̈otig, um alle Zusẗande bis zur EnergieEαr,αz zu besetzen. F̈ur λ > 1 gibt es einen
analogen Ausdruck. Im Allgemeinen kann man die exakte Fermi-Energie nur durch Aufsuchen
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des niedrigsten Zustandes(νr, νz) mit N ≤ Sνr,νz bestimmen. Die Form der Thomas-Fermi-
Näherung aus Gl. (2.12)ändert sich imÜbrigen nur geringf̈ugig [35]:

ẼF = ~ω(6Nλ)1/3. (2.33)

Die Sommerfeld-Formel aus Gl. (2.13) für das chemische Potential gilt in dieser Form auch für
anisotrope Fallenpotentiale.
Im Folgenden werden einige Ergebnisse für anisotrope Fallen diskutiert. Dabei soll der Schwer-
punkt auf stark deformierten, zigarrenförmigen Fallen (λ � 1) liegen. Die Rechnungen orien-
tieren sich an der Fallengeometrie aus [133] (ω = 2π × 250Hz, λ = 0.076). Zun̈achst wird
die Temperaturabḧangigkeit des chemischen Potentials bei sehr tiefen Temperaturen betrachtet.
Der Graph vonµ(T ) in Abb. 2.8 f̈ur 1000 Teilchen zeigt eine sehr verblüffende Eigenschaft:
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Abbildung 2.8: Chemisches Potentialµ(T ) für eine zigarrenf̈ormige Falle mitλ = 0.076 undN =
1000. Der Pfeil bezeichnet die Energiedifferenz zwischen dem Fermi-Zustand und dem nächst ḧoheren
Zustand. Im Einschub werden die lineare und die nächst ḧohere N̈aherung f̈ur µ(T ) dargestellt. Letztere
ber̈ucksichtigt im Gegensatz zur linearen Näherung auch die Besetzung der Zustände direktüber und
unter der Fermi-Kante. Der höchste besetzte Zustand ist(5, 22), die zugeḧorige Fermi-Energie beträgt
EF = 101.447λ~ω.

Er startet beiT = 0 linear gem̈aß Gl. (2.24), nimmt dann aber ein lokales Maximum an. Der
höchste besetzte Zustand beiT = 0 ist der Zustand(5, 22); er ist sechsfach entartet (gνr = 6)
und bietet beiN = 1000 noch Platz f̈ur ∆N = S5,22 − N = 5 weitere Fermionen. Der
nächst ḧohere Zustand ist(6, 9). Eine Korrektur zur linearen N̈aherung, die diesen Zustand
ber̈ucksichtigt, zeigt grunds̈atzlich, dass dieser Zustand für das lokale Maximum verantwort-
lich ist (siehe kleine Grafik in Abb. 2.8). Tatsächlich entspricht die Energiedifferenz zwischen
den beiden Zuständen ungef̈ahr der TemperaturkT = 0.157~ωλ, bei der das Maximum auftritt
(vgl. Pfeil in Abb. 2.8). Bei dieser Temperatur wird also der nächst ḧohere Zustand oberhalb
der Fermi-Kante thermisch erreichbar.
Wie im isotropen Fall beginnt die spezifische Wärme von der Sommerfeld-Näherung abzuwei-
chen, wenn die lineare N̈aherung f̈urµ(T ) nicht mehr g̈ultig ist. Wenn manT in diesem Bereich
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festḧalt, kann man wieder den Graph von(6Nλ)1/3C/(Nk) als Funktion der Teilchenzahl auf-
tragen (Abb. 2.9). Dieser besitzt Strukturen auf zwei verschiedenen Skalen der Teilchenzahl,
die komplizierter sind als im isotropen Fall (siehe Abb. 2.5). Die großen Sprünge treten im-
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Abbildung 2.9: Skalierte spezifische Ẅarme f̈ur eine zigarrenf̈ormige Falle als Funktion vonN bei
kT/~ω = 0.044. Die Pfeile markierenN = Sαr,0 (αr = 5, 6, 7). Die kleine Grafik zeigt den Bereich
750 < N < 850 etwas genauer.

mer dann auf, wenn genug Fermionen vorhanden sind, um eine neue Schale des transversalen
(radialen) Potentials zu füllen. Die Pfeile in Abb. 2.9 bezeichnen die entsprechenden Werte
N = Sαr,0 für αr = 5, 6, 7. Zwischen zwei solchen Teilchenzahlen (z.B.Sαr,0, Sαr+1,0) gibt
es 13 gr̈oßere Maxima, die den1/λ ≈ 13 longitudinalen Zusẗanden entsprechen, die beiT = 0
aufgef̈ullt werden m̈ussen, bevor die nächste transversale Schale erreicht wird. Die feinere Sub-
struktur (siehe kleine Grafik in Abb. 2.9) lässt sich ebenfalls erklären: Wenn man beim Zustand
(αr, 0) startet, so ist der n̈achste Zustand(0, [αr/λ] + 1), der von(1, [(αr − 1)/λ] + 1) gefolgt
wird, usw. Es sollten alsoαr Maxima auftreten, bevor(αr, 1) erreicht wird. Ist1/λ ganzzahlig,
so verschwindet diese Substruktur, weil regelmäßige Entartungen auftreten.

Dichteverteilungen

Zur Berechnung der Dichteverteilung in einer zigarrenförmigen Falle wird deren transver-
sale Symmetrie ausgenutzt. Man verwendet radiale Wellenfunktionenũnr, m (r) des zwei-
dimensionalen harmonischen Oszillators (r2 = x2 + y2) mit der Drehimpuls-Quantenzahl
m = νr − 2nr. Die Bewegung in longitudinaler Richtung wird durch die Wellenfunktio-

nenψnz(z) des eindimensionalen harmonischen Oszillators beschrieben und man erhält für die
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Dichte

ρ(r, z) = 2
∞∑

νr,νz=0

nνr,νz(T )
[νr/2]∑
nr=0

ũnr,νr−2nr(r) · ψnz(z)
2, (2.34)

wobei der Faktor 2 hier die zweifache Entartung der Zustände mit gegebenemm
ber̈ucksichtigt.nνr,νz(T ) ist die Besetzungszahl gemäß der Fermi-Dirac-Statistik Gl. (2.6).
Die hier berechneten numerischen Ergebnisse werden wieder mit der Thomas-Fermi-Näherung
beiT = 0 verglichen

ρTF(r, z) =
Nλ

R3
F

8
π2

(
r2 + λ2z2

R2
F

)3/2

, (2.35)

hierbei istRF = (48Nλ)1/6aho der so genannte
”
Fermi-Radius“ der Dichteverteilung.
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Abbildung 2.10: Dichteverteilungρ für eine zigarrenf̈ormige Falle. Im linken Teil ist die Dichte in
transversaler Richtung beiz = 0 dargestellt, der Graph rechts gehört zur Dichte in longitudinaler Rich-
tung auf der Symmetrieachse (x = y = 0). Die durchgezogenen Linien repräsentieren das numerische
Ergebnis f̈ur T → 0, die gestrichelten Kurven gehören zur Thomas-Fermi-N̈aherung Gl. (2.35). Der

”
Fermi-Radius“ in longitudinaler Richtung ist etwa1/λ ≈ 13 mal gr̈oßer als in transversaler Richtung.

Die Diskussion der Dichteprofile soll hier auf die Dichtenρ(r, 0) in der Symmetrieebene bzw.
ρ(0, z) auf der Symmetrieachse der Falle beschränkt werden (siehe Abb. 2.10). In transver-
saler Richtung zeigt die Dichte beiT = 0 nur sehr kleine Abweichungen von der Thomas-
Fermi-Dichte aus Gl. (2.35). Im Gegensatz dazu besitzt die longitudinale Verteilung (rechter
Teil der Abb. 2.10) Oszillationen um die Thomas-Fermi-Kurve. Diese beruhen vor allem auf
dem stufenf̈ormigen Verhalten der BesetzungszahlenNνz der Oszillatorzusẗande in longitudi-
naler Richtung, die beim Auffüllen eines neuen transversalen Zustandes auftreten. Die Stufen
in Nνz haben eine Breite von1/λ. Des Weiteren f̈allt Nνz viel langsamer ab (mittlere Stei-
gung∝ −λ) als die BesetzungzahlenNνx,y für die transversalen Zustände (mittlere Steigung
∝ −1/λ). Somit ist der Beitrag ḧoherer Oszillatorzustände zum longitudinalen Dichteprofil
größer als der entsprechende Beitrag zum transversalen Profil, sodass man die Maxima und
Minima der ḧoheren Zusẗande im ersten Fall in der Dichte erkennen kann, im zweiten aber
nicht.
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Die Fermi-Dirac-Statistik f̈uhrt in den hier nicht n̈aher besprochenen oblaten Fallen zu ganz
ähnlichen Effekten wie in prolaten. Das Verhalten der beiden Dichteprofile vertauscht sich, die
im vorherigen Absatz diskutierten Oszillationen tauchen dann im transversalen Dichteprofil auf
und verschwinden im longitudinalen.

2.2.3 Résum é

Die in den letzten Abschnitten vorgestellen Rechnungen zeigen, dass bemerkenswerte quan-
tenstatistische Schaleneffekte in gefangenen Fermigasen bis zu etwaN = 1000 Teilchen
beobachtbar sein sollten. Für größere Teilchenzahlen sind die semiklassischenÜberlegungen
in [35,154] ausreichend.
In realen Fermigasen gibt trotz der Pauli-Unterdrückung ders-Wellenstreuung immer noch
Beiträge zur Atom-Atom-Wechselwirkung aus der erlaubtenp-Wellenstreuung, z.B. auf-
grund der magnetischen Dipol-Dipol-Wechselwirkung. Diese werden im Experiment zu ei-
ner zus̈atzlichen Abḧangigkeit des chemischen Potentials von der Teilchenzahl führen, wo-
durch die Stufen (z.B. in Abb. 2.2) ausgeschmiert werden. Dieser Effekt wird vor allem von
dem Verḧaltnis der Wechselwirkungsenergie zum Abstand der Energieniveaus~ω in der Fal-
le abḧangen. Somit sollten die Stufen inµ(N) in sehr steilen Fallen besonders gut sichtbar
werden.
In [32] haben Bruun und Burnett das hier untersucht System auf zwei gefangene, unterscheidba-
re Fermion-Spezies erweitert, die durchs-Wellenstreuung miteinander wechselwirken können.
Befinden sich gleich viele Atome jeder Sorte in der Falle, so findet man ganzähnliche Ergebnis-
se wie im hier diskutierten Fall. Es zeigt sich, dass für realistische Parameter für die Falle und
für die s-Wellenstreul̈ange trotz der vorhandenen Wechselwirkung die Stufen im chemischen
Potential auch noch bei mehreren zehntausend Teilchen in der Falle erkennbar bleiben.
Für eine Beobachtung der vorhergesagten Effekte müssen sehr kleine Temperaturen erreicht
werden, f̈ur eine Falle mitω = 2π × 250 Hz [133] z.B. unter 5 nK. Erscheint dieser Tempera-
turbereich f̈ur Bosonen noch erreichbar, so wurden in Experimenten mit Fermionen [50] bisher
jedoch nur Temperaturen bis 400 nK erreicht. Allerdings befanden sich dabeiüber hunderttau-
send Atomen in der Falle, sodass der hier interessierende Temperaturbereich mit weniger als
tausend Fermionen hoffentlich nicht zu weit von den experimentellen Möglichkeiten entfernt
ist.

2.3 Neuere Entwicklungen

Neben den Untersuchungen an idealen, mesoskopischen Fermigasen [174] gibt es mittlerweile
eine ganze Reihe weiterer Erkenntnisseüber die Eigenschaften gefangener fermionischer Ato-
me. Um dieses Kapitel abzuschließen, wird der aktuelle Stand der Forschung auf diesem Gebiet
im Folgenden anhand einiger Beispiele skizziert und erläutert.

Fermionische Gemische

Bei der Behandlung von Gemischen verschiedener Spinzustände eines fermionischen Atoms
stehen die Berechnung der kollektiven Anregungen und deren Dämpfung im Vordergrund
[32, 33, 194]. Dabei muss man zwischen demhydrodynamischenund dem so genanntenkol-
lisionsfreienBereich im Phasendiagramm unterscheiden: Falls die Zeit zwischen Stößen von
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Atomen und damit die Lebensdauerτ einer Anregung klein ist verglichen mit der Oszillati-
onsperiode in der Falle (ωτ � 1), so spricht man von hydrodynamischen Oszillationen, die
den geẅohnlichen Schallschwingungen entsprechen. Gilt hingegenωτ � 1, so spricht man
vom kollisonsfreien Regime. In Fermigasen beiT = 0 sind Sẗoße durch das Pauli-Prinzip
immer unterdr̈uckt, es liegt also stets ein kollisionsfreies Regime vor. Die zugehörigen kollek-
tiven Anregungen werden nur durch den Quantendruck bestimmt, in völliger Analogie zum
so genanntennullten Schallin der Theorie der Fermi-Flüssigkeiten [152]. Bei Temperaturen
weit jenseits der Fermi-Temperatur verhält sich ein Fermigas ebenfalls kollisionsfrei, da die
Wechselwirkungen relativ zur kinetischen Energie vernachlässigt werden k̈onnen. Hydrody-
namisches Verhalten ist zwischen den beiden Extremen zu finden, für 6Li mit seiner großen
Streul̈ange (a ≈ −2160 aBohr) reicht der hydrodynamische Bereich für 106 Atome hinunter bis
zuT ≈ 0.1TF [33], 40K ist für experimentell realistische Parameter immer in einem kollisons-
freien Regime.

Fermi-Bose-Gemische

Will man ein entartetes Fermigas erzeugen, so muss man natürlich die dazu notwendigen, tie-
fen Temperaturen durch einen Kühlprozess erreichen. Die bei Bosonen erfolgreich eingesetzte
Verdampfungsk̈uhlung (siehe Kapitel 1.5.2) kann prinzipiell auch für Fermionen verwendet
werden, dabei gibt es allerdings zwei Probleme: Zunächst einmal wechselwirken Fermionen
einer Spezies, wie in Kapitel 2.1 beschrieben, fast nicht. Es gibt somit keine thermalisieren-
den, elastischen Stöße, die aber f̈ur das Verdampfungskühlen notwendig sind. Dies lässt sich
umgehen, indem man zwei fermionische Spezies verwendet, die durchaus untereinander ela-
stisch stoßen k̈onnen (sympathetisches K̈uhlen). Dabei tritt aber das zweite Problem zu Tage:
Bei Temperaturen unterhalb der Fermi-Temperatur ist ein großer Teil der bei einem elastischen
Stoß erreichbaren Endzustände schon besetzt, diese so genannteFermi-Blockadeunterdr̈uckt
wiederum die Rate für elastische Stöße. Diese Blockade kann man zumindest teilweise da-
durch aufheben, dass man eine der beiden fermionischen Atomsorten durch eine bosonische
ersetzt.

Ganz analog zu bosonischen Gemischen [144] ist es von Interesse, die thermodynamischen Ei-
genschaften, Dichteprofile und kollektiven Anregungen zu untersuchen. In [138, 153] wurden
zun̈achst die Dichteverteilungen solcher Gemische beiT = 0 berechnet. Stoßen sich Boso-
nen und Fermionen zu stark ab, so kommt es zu einer Separation der beiden Komponenten: In
radialsymmetrischen Fallen bilden die Fermionen entweder eine Wolke um ein zentrales Bose-
Kondensat oder Bosonen kondensieren außerhalb einer zentralen entarteten Wolke aus Fermio-
nen. In langen zigarrenförmigen Fallen kann es sogar zu einer Brechung der Spiegelsymmetrie
z → −z kommen, sodass sich die Fermionen auf einer Seite der Falle und die Bosonen auf der
anderen Seite niederlassen.

Die Untersuchungen beiT = 0 wurden in [4, 193] mithilfe semiklassischer Mean-Field-
Methoden aufT > 0 erweitert. Dabei werden das Fermigas, der kondensierte und der nicht-
kondensierte Anteil der Bosonen als drei Flüssigkeiten aufgefasst, dieüber ihre lokale Dichte
miteinander wechselwirken. Die Ergebnisse sind von Relevanz für die Experimente in Flo-
renz [38, 189] mit einem39K-40K-Gemisch; neben Dichteprofilen wurde die im Experiment
nach Expansion frei werdendeRelease-Energyberechnet.
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Suprafluide Fermigase

Kühlt man ein Gemisch aus zwei attraktiv wechselwirkenden fermionischen Atomsorten (ne-
gatives-Wellenstreul̈ange) unter eine kritische TemperaturTc ab, so k̈onnen je zwei Atome
in völliger Analogie zur BCS-Theorie der Supraleitung von Elektronen ein Cooper-Paar bil-
den. In [184] wurde erstmals darauf hingewiesen, dass6Li ein guter Kandidat f̈ur solche Ex-
perimente sein k̈onnte, da dies-Wellenstreul̈angea ≈ −2160 aBohr für Sẗoße zwischen zwei
der sechs Hyperfeinzustände (siehe Kap. 2.2) sehr groß ist. DieÜbergangstemperatur liegt für
identische Anzahlen von Atomen beider Sorten für typische experimentelle Parameter bei 50-
200 nK [31, 95] und erscheint – verglichen mit den tiefsten Temperaturen in Bosegasen – er-
reichbar, wenn auch zunächst noch das im vorherigen Abschnitt angesprochene Kühlproblem
gelöst werden muss. Da nur Fermionen auf der Fermi-Fläche Cooper-Paare bilden, nimmtTc

für nicht identische Teilchenanzahlen (bei gleicher Masse) exponentiell ab, weil sich dann die
Fermi-Fl̈achen gegeneinander verschieben. Dieses Verhalten stellt wiederum ein experimentel-
les Problem dar, da die Teilchenzahl nur schwer genau zu kontrollieren ist.
Die Dichteverteilung eines suprafluiden Fermigases in einer harmonischen Falle wurde in [95]
berechnet. Da nur ein geringer Teil der Fermionen an der Fermi-Kanteüberhaupt Cooper-Paare
bildet, unterscheiden sich die Dichteprofile normaler und suprafluider Wolken nur sehr wenig
voneinander. Aus diesem Grund unterscheiden sich die Anregungsfrequenzen eines supraflui-
den Fermigases ebenfalls nur wenig von denen des normalen Gases [95], sodass die bei Bose-
Einstein-Kondensaten so erfolgreichen Messungen dieser Frequenzen hier nicht zum Nachweis
der suprafluiden Phase dienen können. Der Vergleich der niederenergetischen kollektiven An-
regungen im suprafluiden Gas [15] mit den Anregungen im hydrodynamischen Bereich eines
normalen Fermigases [33] bestätigt diese Aussage. Neben diesen kollektiven Anregungen der
Fermi-Wolke gibt es aber noch weitere Anregungen, die durchaus von der Präsenz der supraflui-
den Phase abhängen k̈onnen. In [14] wird gezeigt, dass es in diesem Fall neue Einteilchenan-
regungen gibt, deren Wellenfunktionen im̈außeren Bereich der eigentlichen Wolke lokalisiert
sind. Sieähneln damit den Oberflächenanregungen von Bose-Einstein-Kondensaten [44].

Da der Nachweis der suprafluiden Phase mittels Messung kollektiver Anregungen schwer ist,
wurden auch alternative Methoden vorgeschlagen. Dabei handelt es sich vor allem um Verfah-
ren, bei denen entweder Fremdatome oder Licht an einem Fermigas gestreut werden. Liegen
keine Cooper-Paare vor, so führt das Pauli-Prinzip zu einer Unterdrückung der spontanen Emis-
sion von Licht [34] bzw. zu einer Verschiebung der Resonanzlinie und einer Verkleinerung
ihrer Breite [168]. Die Bewegung eines Fremdatoms wird durch die Pauli-Blockade weniger
ged̈ampft als in einem Boltzmann-Gas [62].
Bei einem suprafluiden Fermigas hingegen wird Licht relativ zum normalen Fermigas zumin-
dest in gewisse Richtungen stärker gestreut [166,167,197]. Dies liegt am bosonischen Charak-
ter der Cooper-Paare, die gerade den für die Streuung an Fermigasen wichtigen Bereich um das
chemische Potential modifizieren. Die Resonanzlinie der Lichtstreuung wird in der supraflui-
den Phase verbreitert und erleidet eine größere Verschiebung als im normalfluiden Fall [167],
beide Effekte k̈onnten zur Identifizierung des BCS-Übergangs verwendet werden.

Experimente mit entarteten Fermigasen

Schon seit einiger Zeit gibt es Versuche, fermionische Isotope von Alkalielementen mit op-
tischen und magnetischen Mitteln zu fangen und zu kühlen [195]. Erst im letzten Jahr gab
es dabei große Fortschritte, so wurde in [137] erstmals Sub-Dopplerkühlen bis 15µK an 40K
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realisiert. Um unter die Fermi-Temperatur (ca. 1µK bei den verwendeten Teilchenzahlen) zu
gelangen, muss also auf jeden Fall Verdampfungskühlen eingesetzt werden, wozu aufgrund der
oben dargelegten Probleme mehr als eine Fermion-Spezies benötigt wird.
In [50] haben de Marco und Jin zum ersten malüber Experimente mit zwei gefangenen Spin-
zusẗanden von40K berichtet, bei denen die Fermi-TemperaturTF deutlich unterschritten wer-
den konnte. Ein Gas von etwa7 × 105 Atomen konnte aufT ≈ 0.5TF sympathetisch ab-
gek̈uhlt werden, wobei die Starttemperatur für die Verdampfungsk̈uhlung bei 150µK lag. Die
Gesamtenergie aus Gl. (2.26) für ein Fermigas ist aufgrund des Pauli-Verbots höher als im
klassischen Boltzmann-Gas, der Verlauf dieser Größe mit fallender Temperatur konnte im Ex-
periment eindrucksvoll bestätigt werden. Auch die Analyse der Impulsverteilung zeigte die
für Fermionen gegenüber klassischen Teilchen verbreiterte Kurve, da durch das Pauli-Prinzip
höherenergetische Zustände besetzt werden müssen.
Neben den Experimenten am fermionischen Kalium gibt es auch erste Untersuchungen mit
Lithium. Die geringe Masse der Lithiumatome macht eine effiziente Laserkühlung aufgrund
der hohen R̈uckstoßenergien schwierig. In [134] wird ein Experiment mit einem Fermi-Bose-
Gemisch aus6Li und 7Li vorgestellt. Es ist bisher gelungen, ca.109 Atome jeder der beiden
Spezies zu fangen und bis auf0.7 mK abzuk̈uhlen. Die Phasenraumdichte liegt dann bei etwa
10−6, dies k̈onnte ausreichend hoch sein, um mit sympathetischem Verdampfungskühlen in den
Bereich der Fermi-Entartung zu gelangen.

Abschließend bleibt zu bemerken, dass die experimentelle Entwicklung bei der Untersuchung
entarteter gefangener Fermigase erst an ihrem Anfang steht. Die Realisierung eines suprafluiden
Fermigases aus schwach wechselwirkenden neutralen Fermionen darf vor dem Hintergrund der
theoretischen Arbeiten durchaus innerhalb der nächsten Jahre erwartet werden.
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Atomlaser

Herkömmliche kontinuierliche Laser erzeugen sehr monochromatisches Licht hoher Kohärenz.
Durch diese Eigenschaften haben optische Laser zunächst die wissenschaftlichen, dann aber
auch die technischen Anwendungsbereiche der Optik revolutioniert. Motiviert durch diesen
Erfolg ist es ein zentrales Ziel der Atomoptik, die sich seit der Erfindung und Entwicklung
der Laserk̈uhlung von Atomen in den 80er Jahren des letzten Jahrhunderts ebenfalls stürmisch
entwickelt hat, koḧarente Atomstrahlen zu erzeugen, die für die wissenschaftliche Forschung
ein ähnlich breites Anwendungspotential wie Laser haben sollten.
Für Apparaturen, die solche kohärenten Atomstrahlen erzeugen, hat sich in den letzten Jah-
ren der BegriffAtomlaseretabliert; dies nicht zuletzt aufgrund der in vielen Realisierungsvor-
schl̈agen erkennbaren Analogie zum optischen Laser.
Die Bose-Einstein-Kondensaten inhärente Koḧarenz bietet f̈ur die Erzeugung koḧarenter Atom-
strahlen einen sehr guten Ausgangspunkt. 1997 gelang es der Ketterle-Gruppe am MIT erst-
mals, einen gepulsten, kohärenten Atomstrahl mittels starker Radiofrequenz-Pulse aus einem
Bose-Einstein-Kondensat auszukoppeln [132]. Andere Gruppen [5,24,81] haben den Auskop-
pelmechanismus verfeinert1; die Gruppe um Ḧansch konnte erstmals wirklich kontinuierliches
Auskoppeln mit einem schwachen Radiofrequenzfeld demonstrieren [24]. All diesen Experi-
menten fehlt allerdings eine wesentliche Eigenschaft: Sie produzieren nur für eine kurze Zeit
(< 0.2 s) einen Atomstrahl, weil sie nur ein bestehendes Bose-Einstein-Kondensat leeren ohne
es koḧarent nachzuf̈ullen. F̈ur einen solchen Nachlademechanismus gibt es einige Vorschläge,
die in Abschnitt 3.1.1 kurz vorgestellt werden. Zuvor wird im nächsten Abschnitt auf die Defi-
nition eines Atomlasers und die Analogie zu optischen Lasern eingegangen.

3.1 Was ist ein Atomlaser?

Welche Eigenschaften muss eine Apparatur besitzen, um als Atomlaser bezeichnet zu werden?
Dieser Frage ist Wiseman in [205] sehr detailliert nachgegangen (siehe auch [157]). Er stellte
Kriterien auf, die sich vor allem auf die Eigenschaften des produzierten Atomstrahls beziehen.
Der Atomstrahl soll eine koḧarente Materiewelle sein, die soweit wie möglich durch eine klas-
sische Welle mit definierter Intensität und Phase beschrieben werden kann. Diese Forderung
schließt gepulste Laser zunächst aus, erleichtert aber die mathematische Formulierung der De-
finition eines Atomlasers. Sie bezieht sich nur auf Bosonen, da das Pauli-Prinzip die Besetzung

1Für weitere Details siehe Kap. 3.1.2
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einer Bewegungsmode mit mehr als einem Fermion verbietet.
Wisemans Definition umfasst vier Forderungen:

1. Der Atomstrahl soll gerichtet sein, d.h. man sollteüberhaupt von einem Strahl sprechen
können.

2. Der Atomstrahl soll monochromatisch sein, also einer Welle mit einer festen Frequenz
ω entsprechen. Genauer gesagt, soll die mittlere Schwankungδω viel kleiner als die
Frequenz selber seinδω � ω.

3. Die Intensiẗatsfluktuationen, die quantenmechanischen oder thermischen Ursprungs sein
können, sollen klein gegen die mittlere Intensität sein, sodass er Atomstrahl in zweiter
Ordnung koḧarent ist.

4. Die Phasenfluktuationen sollen ebenfalls klein sein, d.h. die Materiewelle soll auch in
erster Ordnung koḧarent sein. Anders formuliert heißt dies, dass die Kohärenzzeitτkoh,
die mittels der zeitlichen Korrelationsfunktion erster Ordnung definiert wird, groß ist
gegen die inverse Intensität I, alsoτkohI � 1.

Wiseman zeigt weiter, dass die vierte Bedingungäquivalent ist zu der recht anschaulichen For-
derung, dass der Atomstrahl entartet sein muss, d.h. dass viele bosonische Atome wenige Be-
wegungsmoden bevölkern oder dass die de Broglie-Wellenlänge viel gr̈oßer ist als der mittlere
Abstand von Atomen.

Die obigen Forderungen können so oder̈ahnlich auch f̈ur optische Laser gelten. Neben dieser
Analogie der Strahleigenschaften ist aber auch die Terminologie für den schematischen Aufbau
von Atomlasern von ihren optischen Vorläufernübernommen worden. Dem optischen Resona-
tor, der ein diskretes Modenspektrum ermöglicht, entspricht bei Atomen die (meist harmoni-
sche) Atomfalle. Das Bose-Einstein-Kondensat in einer Falle wird demgemäß als Lasermode
bezeichnet, mittels eines Auskoppelmechanismus (analog den teildurchlässigen Spiegeln für
Licht) wird diese zu einem Atomstrahl ausgekoppelt.
Um den Teilchenverlust beim Auskoppeln auszugleichen, werden einer so genannte

”
Quell-

mode“ (sozusagen dasaktive Medium), die meist aus einer Gruppe hochliegender Zustände
der Atomfalle besteht, von außen Atome zugeführt, die z.B. aus einem vorgekühlten Strahl
stammen. Aus dieser Quellmode müssen dann auf irreversible Weise Atome in die Lasermode
transferiert werden.

3.1.1 Vorschl äge für Nachlademechanismen

Beim Nachladen des Bose-Einstein-Kondensats müssen Atome aus der Quellmode durch einen
Kühlprozess in die Kondensatmode transferiert werden. Dieser Prozess sollstimuliertablaufen,
d.h. dieÜbergangswahrscheinlichkeit von der Quelle in die Lasermode soll proportional zu
deren Besetzung sein, um genau diesenÜbergang zu favorisieren. Diese so genanntebosonische
Stimulierungwurde experimentell durch die Verstärkung einer kleinen Wolke aus bosonischen
Atomen beim Durchgang durch ein Bose-Einstein-Kondensat in eindrucksvoller Weise gezeigt
[103]. Für die physikalische Realisierung dieses Prozesses gibt es zwei Arten von Vorschlägen:
Optische Verfahren, die auf der bosonisch verstärkten spontanen Emission von Photonen beim
Übergang von angeregten Atomen in der Quellmode in die Lasermode beruhen, und Verfahren,
die auf Verdampfungsk̈uhlen basieren. Erst kürzlich wurden diese beiden Methoden kombiniert
[18].



3.1 Was ist ein Atomlaser? 53

ωrf

ωspontan

kohärenter
Atomstrahl

nachgefüllte
Atome |1>

|0>

ωrf

kohärenter
Atomstrahl

|1>

|0>

Stoß

Evaporation
|2>

b)a)

Abbildung 3.1: Schema eines Atomlasers. Aus einem kalten Atomstrahl werden Atome inkohärent in
die Quellmode

∣∣1〉 (
”
aktives Medium“) nachgefüllt. In Bild a) handelt es dabei um angeregte Atome, die

durch Bose-stimulierte spontane Emission in den Grundzustand, also die Lasermode
∣∣0〉 (Bose-Einstein-

Kondensat),̈ubergehen. Andere Prozesse, die als Verlustkanäle wirken, werden der̈Ubersichtlichkeit
halber nicht gezeigt. Bild b) beschreibt einen Atomlaser, der auf elastischen Stößen von Grundzustands-
atomen und evaporativem Kühlen beruht. Die nachgefüllten Atome erreichen die Falle bereits im Grund-
zustand und f̈uhren in der Quellmode elastische Stöße aus. Dabei gelangt ein Stoßpartner durch Bose-
Versẗarkung in das Bose-Einstein-Kondensat, der andere erreicht ein energetisch höheres Niveau

∣∣2〉,
von dem aus er durch Verdampfungskühlen aus der Falle entfernt wird. Der Auskoppelmechanismus
kann in beiden F̈allen der gleiche sein.

Spontane Emission In Abb. 3.1 a) wird das Schema eines auf optischer Kühlung basieren-
den Atomlasers gezeigt [140, 155,180]. Angeregte Atome aus einem vorgekühlten Atomstrahl
gelangen in den Fallenbereich und werden durch optisches Kühlen abgebremst. Sie besetzen
dort die Quellmode und fungieren so als aktives Medium. Ein schon erzeugtes Bose-Einstein-
Kondensat im elektronischen Grundzustand bildet die Lasermode. Durch spontane Emission
von Photonen wechseln Atome in das Kondensat, wobei dessen starke Besetzung denÜbergang
bosonisch verstärkt.
Wesentliches Problem dieses Ansatzes ist die Reabsorption der spontan emittierten Photonen,
die zu einem Verlust von Atomen in der Lasermode führt. Eine M̈oglichkeit, dies zu umgehen,
besteht in der Verwendung langer, dünner Kondensate, bei denen spontan emittierte Photonen
nur sehr kurze Wege durch das Kondensat zurücklegen. In einem k̈urzlich erschienen Arti-
kel [18] wird vorgeschlagen, Atome aus dem Pumpstrahl zunächst mit einem intensiven, fo-
kussierten Laser anzuregen. Das Spektrum der spontan emittierten Photonen wird aufgrund des
starken Laserfelds in zwei Maxima aufgespalten (Autler-Townes-Dublett), sodass diese Pho-
tonen außerhalb des fokussierten Lasers nicht mehr resonant reabsorbiert werden können. Der
Fokus des Lasers liegt im Bereich der thermischen Wolke um das Kondensat, die auf diese
Weise als Quellmode fungiert. Die Population des Bose-Einstein-Kondensats wird dann durch
Stöße zwischen Atomen dieser Mode erhöht, bei denen durch Bose-Verstärkung ein Atom in
das Kondensat, das andere in einen höher gelegenen Zustandübergeht.

Evaporatives Kühlen Die zweite Methode, einen Atomlaser kontinuierlich nachzuladen,
beruht ausschließlich auf solchen binären Sẗoßen (vgl. Abb. 3.1 b)) [89,204,205]. Atome in der
Quellmode, die sich im elektronischen Grundzustand befinden, führen elastische Stöße mitein-
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ander aus, die durch dies-Wellenstreul̈ange beschrieben werden. Die Rate für einen Stoß, bei
dem ein Partner in das mitN Teilchen besetzte Kondensatübergeht und der andere in einen
energetisch ḧoher liegenden Fallenzustand (in Abb. 3.1 b) ist dies der Zustand

∣∣2〉), ist propor-
tional zur BesetzungN+1, d.h. dieser̈Ubergang erf̈ahrt Bose-Versẗarkung. Das noch gefangene
Atom in

∣∣2〉 kann die Atomwolke aufheizen und muss noch beseitigt werden. Dies wird wie
im Bild angedeutet durch Verdampfungskühlen mittels eines Radiofrequenzfeldes erreicht (vgl.
Kap. 1.5.2).

3.1.2 Auskoppelmethoden und Experimente

Da zur Realisierung eines kontinuierlichen Nachladevorgangs größere experimentelle Ḧurden
zu überwinden sind, haben sich die bisherigen Experimente zu Atomlasern vor allem mit Me-
chanismen zur koḧarenten Auskopplung von Atomen aus der Lasermode in den freien Raum
befasst.

F
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Abbildung 3.2: Auskoppelmethoden für einen Atomlaser. In beiden Grafiken werden die Fallenpo-
tentiale f̈ur 87Rb-Atome im Hyperfeinzustand

∣∣F = 1
〉

dargestellt mit einem Bose-Kondensat im ma-
gnetischen Unterzustand

∣∣−1
〉
. Die gestrichelten Linien deuten die effektiven Potentiale aufgrund des

Mean-Field-Potentials dieses Kondensats an. In Bild a) wird ein Radiofrequenz-Koppler skizziert. Durch
Einstrahlen eines Radiofrequenzfeldes geeigneter FrequenzωRF wird ein Übergang

∣∣mF = −1
〉
→∣∣mF = 0

〉
induziert.ΩRabi bezeichnet die Rabifrequenz desÜbergangs. Im Zustand

∣∣mF = 0
〉

sind die
Atome frei, sie fallen aufgrund des Gravitationsfeldes der Erde beschleunigt nach unten (in der Grafik
nach rechts). Bild b) beschreibt einen Raman-Auskoppler. Hier werden zwei Laser mit den Frequenzen
ω1,2 eingestrahlt, die einen Ramanübergangüber einen Hilfszustand mitF = 2 induzieren. Die Im-
pulsdifferenzp = ∆q der beiden Laser wird dabei auf die ausgekoppelten Atomeübertragen, sodass
dem resultierenden Atomstrahl eine beliebige Richtung gegeben werden kann.Ω1,2 sind die zugeḧorigen
Rabifrequenzen,∆Ramanbezeichnet die Ramanverstimmung gegenüber dem oberen Zustand.

Wie bereits angemerkt, gelang es der Gruppe um Ketterle 1997 erstmals, einen gepulsten
kohärenten Atomstrahl aus einem Bose-Einstein-Kondensat zu erzeugen [132]. Allerdings ent-
sprach dieses Experiment noch eher einem Ein- und Ausschalten des Fallenpotentials, bei dem
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während der Ausphase ein Teil des Kondensats aus der Falle nach unten fällt. Der Auskoppler
wurde mithilfe eines Radiofrequenzfeldes realisiert, das wie beim Verdampfungskühlen (siehe
Seite 27) einëAnderung des Gesamtdrehimpulses der Atome induziert, sodass diese nicht mehr
im Potential der Falle gefangen sind (vgl. Gl. (1.74)), also ausgekoppelt werden. In [11] wurde
ein solcher Radiofrequenz-Auskoppler erstmals theoretisch beschrieben, weitere numerische
Untersuchungen finden sich in [145, 146, 181, 209]. In Abb. 3.1.2 a) ist der Auskoppelprozess
schematisch dargestellt.

In [5] beschreiben Anderson und Kasevich ein weiteres Experiment mit einem kohärenten Aus-
koppelmechanismus, in dem ein Bose-Einstein-Kondensat zunächst adiabatisch in ein vertikal
orientiertes optisches Gitter umgeladen wurde. Die sich dabei in den Potentialmulden des Git-
ters ansammelnden Atomwolken sind untereinander kohärent und beginnen sofort, aus dem
optischen Potential heraus nach unten zu fallen. Dabei interferieren sie und bilden analog zu ei-
nem modengekoppelten Laserstrahl einen gepulsten Atomstrahl, derüber seine gesamte Länge
kohärent ist.

Eine dritte Methode zum kohärenten Auskoppeln wurde von Moyet al. [140] vorgeschlagen.
Sie basiert auf einem stimulierten Ramanübergang vom Bose-Einstein-Kondensat in einen un-
gefangenen Zustand (siehe Abb. 3.1.2 b)). In Bill Phillips’ Gruppe wurde ein solcher Raman-
Atomlaser realisiert [81]; der Ramanübergang wurde dabei mit gepulsten Lasern induziert, die
analog zu Experimenten mit stimulierter Lichtstreuung (siehe Seite 29) verwendet wurden. Der
Vorteil dieser Methode ist, dass man den ausgekoppelten Atomen einen Impulsp = ∆q mitge-
ben kann, der sich aus der Impulsdifferenz∆q der beiden Laser ergibt. Auf diese Weise kann
man die Richtung des Atomstrahls vorgeben, was beim Radiofrequenz-Auskoppler, wo die Ato-
me nur nach unten fallen, nicht möglich ist. In [55] wird die Theorie des Raman-Auskopplers
sehr ausf̈uhrlich beschrieben.

Die erste experimentelle Demonstration eines wirklich kontinuierliches Auskopplers gelang
der Gruppe um T.W. Ḧansch mittels eines schwachen Radiofrequenzfeldes [24]. Auch hier
fehlt ein kontinuierlicher Nachlademechanismus, durch die kleine Auskoppelrate sind immer-
hin Strahlzeiten bis ca. 100 ms möglich. Mit diesem Atomlaser konnte z.B. zum ersten Mal
die r̈aumliche Korrelationsfunktion (oder Einteilchendichtematrix, siehe Seite 11) eines Bose-
Einstein-Kondensates gemessen werden [22, 24]. Die Untersuchungen in dieser Arbeit kon-
zentrieren sich vor allem auf die theoretische Beschreibung und Analyse von Radiofrequenz-
Atomlasern, wie sie in der Ḧansch-Gruppe eingesetzt werden.

3.2 Theoretische Modellierung

In diesem Abschnitt werden die theoretischen Grundlagen beschrieben, die für die Untersu-
chung der Eigenschaften von Atomlasern im Folgenden relevant sind. Dabei werden die im
Rahmen der Dissertation erzielten Ergebnisse [171–173] vorgestellt und vertieft.

Die Dynamik eines gefangenen Bose-Einstein-Kondensats, das durch eine Radiofrequenz
oder durch einen stimulierten Ramanübergang ausgekoppelt wird, kann durch einen
Vielteilchen-Hamiltonoperator beschrieben werden, der neben dem kinetischen Anteil,
dem äußeren Potential und dem effektiven Potential für s-Wellenstreuung auch einen
Anteil entḧalt, der die Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld beschreibt



56 3 Atomlaser

(siehe auch Abschnitt 1.2.1) [106,145]:

Ĥ(t) =
∑
j

∫
d3x Ψ̂†j(x)

{
−~

2∇2

2M
+ Vj(x)

}
Ψ̂j(x)

+
U0

2

∑
j,j′

∫
d3x Ψ̂†j(x)Ψ̂†j′(x)Ψ̂j′(x)Ψ̂j(x)

+
∑
j,j′

∫
d3x

{
~λj′(x, t)δj,j′+1

+~λ∗j (x, t)δj,j′−1

}
Ψ̂†j(x)Ψ̂j′(x). (3.1)

Hierbei sind dieΨ̂j(x) Feldoperatoren für die verschiedenen vorkommenden Zeeman- oder
Hyperfeinzusẗande, die hier zun̈achst noch unspezifiziert bleiben.Vj bezeichnet das̈außere
Potential f̈ur den Zustandj, das sich aus dem Fallenpotential und dem im Folgenden zu
ber̈ucksichtigenden Gravitationspotential zusammensetzt.U0 = 4π~2a0

M ist die Wechselwir-
kungssẗarke ders-Wellenstreuung aus Gl. (1.39); vereinfachend wird hier angenommen, dass
sie für alle Streuprozesse zwischen Atomen in verschiedenen Zuständenj undj′ gleich ist, was
zumindest f̈ur das hier interessierende87Rb gerechtfertigt ist. Weiterhin istλj(x, t) eine effek-
tive Rabifrequenz, welche die Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld beschreibt.
Dabei fließt die Annahme ein, dass nur benachbarte Zustände (j′ = j ± 1) durch Laser oder
Radiofrequenzfelder miteinander gekoppelt werden.
Ein Raman-Auskoppler wird durch

λj(x, t) =
Ω1Ω2

∆Raman
ei(∆q·x−∆ωt) (3.2)

beschrieben [106, 140], wobeiΩ1,2 die Rabifrequenzen der beiden beteiligten Laserfelder mit
den Frequenzenω1 bzw.ω2 sind (vgl. Abb. 3.1.2).∆ω = ω2 − ω1 ist die durch den Raman-
prozess̈ubertragene Energie,∆q der übertragene Impuls. Die Ortsabhängigkeit vonλj(x, t)
ermöglicht es, die Richtung des ausgekoppelten Strahls durch Vorgabe von∆q zu ändern.
Im Gegensatz dazu istλj(x, t) beim Radiofrequenz-Auskoppler, auf den sich Betrachtungen im
Folgenden konzentrieren werden, nicht ortsabhängig; die Richtung des Atomstrahls wird nur
durch die Wirkung der Potentiale (Falle und Gravitation) vorgegeben. Der Indexj bezeichnet in
diesem Fall die Zeeman-Unterzustände eines Hyperfeinstrukturzustandes, die wie gewöhnlich
mit dem IndexmF bezeichnet werden:

λmF(x, t) = ΩmF2 cos(ωRFt). (3.3)

ωRF ist hierbei die Frequenz des Radiofeldes (vgl. Abb. 3.1.2). Für die RabifrequenzΩmF, die
von der SẗarkeBRF des Radiofeldes abhängt, erḧalt man (falls der Gesamtdrehimpuls aller
Zusẗande den WertF hat) folgenden Ausdruck2

~ΩmF =
√
F (F + 1)−mF(mF + 1)

gF µBBRF

2
. (3.4)

2Der Wurzelfaktor resultiert aus den Matrixelementen der DrehimpulsoperatorenF± des Gesamtdrehimpulses.
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Gekoppelte Gross-Pitaevskii-Gleichungen

In Kapitel 1.3.1 wurde durch Mean-Field-Betrachtungen die Gross-Pitaevskii-Gleichung
für ein gefangenes Bosegas hergeleitet. In analoger Weise kann man die zeitabhängige
Gross-Pitaevskii-Gleichung durch Berechnung der Bewegungsgleichungen der Feldoperatoren
Ψ̂mF(x, t) im Heisenbergbild ableiten. Verwendet man wieder die Aufspaltung aus Gl. (1.41)
in eine makroskopische Wellenfunktion und einen Fluktuationsoperator, so erhält man unter
Vernachl̈assigung aller Fluktuationsoperatoren in den Heisenberg-Gleichungen diegekoppelten
Gross-Pitaevskii-Gleichungen für die makroskopischen WellenfunktionenψmF(x, t) für einen
Atomlaser mit Radiofrequenz-Auskoppler:

i~ψ̇mF(x, t) =
{
−~

2∇2

2M
+ VmF(x) + Ũ0||ψ(x, t)||2

}
ψmF(x, t)

+
F∑

m′F=−F

{
~Ωm′F

δmF,m
′
F+1 + ~ΩmFδmF,m

′
F−1

}
2 cos(ωRFt)ψm′F(x, t), (3.5)

wobei||ψ(x, t)||2 =
∑F

mF=−F ψmF(x, t) 2 die Gesamtdichte aller Zustände bezeichnet. Diese
Größe ist hier und im Folgenden auf 1 normiert, deshalb geht in die Wechselwirkungskonstante
Ũ0 = 4π~2a0N0

M zus̈atzlich die Anzahl der Atome in der Falle ein.
Die explizite Zeitabḧangigkeit der Kopplungsterme kann durch die Transformation
ψmF → e−imFωRFtψmF beseitigt werden [182]. Dabei entstehen Faktoren der Form(
1 + e±2iωRFt

)
, die im Sinne derRotating Wave Approximationdurch 1 gen̈ahert werden

können. An dieser Stelle ist es sinnvoll, die PotentialeVmF genauer zu spezifizieren. Sie setzen
sich aus einem Fallenanteil und dem Gravitationspotential zusammen:

VmF(x) = sgn(gF)mFVoff + sgn(gF)mFVho(x)−Mgz (3.6)

mit dem Offset-PotentialVoff = gF µBBoff im Mittelpunkt einer magnetischen Falle. Das
Fallenpotential selbst wird als harmonisch angenommen

Vho(x) =
1
2
M
{
ω2
‖x

2 + ω2
⊥
(
y2 + z2

)}
(3.7)

mit einer longitudinalen Frequenzω‖ in x-Richtung und einer transversalen Frequenzω⊥. In
Experimenten werden meist magnetische Fallen vom Ioffe-Typ eingesetzt, für dieω⊥ > ω‖ gilt;
sie sind also zigarrenförmig. Da diez-Achse hier nach unten zeigt, erhält der Gravitationsterm
mit der Erdbeschleunigungg ein negatives Vorzeichen.
Mit diesen Bezeichnungen und der Rotating Wave Approximation ergeben sich die Gleichun-
gen

i~ψ̇mF(x, t) =
{
−~

2∇2

2M
+ sgn(gF)mFVho(x)−Mgz

+mF~∆ + Ũ0||ψ(x, t)||2
}
ψmF(x, t)

+
∑
m′F

{
~Ωm′F

δmF,m
′
F+1 + ~ΩmFδmF,m

′
F−1

}
ψm′Fx(x, t), (3.8)

mit der Verstimmung~∆ = ~ωRF + sgn(gF)Voff .
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Dieses System aus gekoppelten Gross-Pitaevskii-Gleichungen für die am Auskoppelprozess
beteiligten Zeeman-Zustände hat sich, wie schon die Gross-Pitaevskii-Gleichung für ein ein-
zelnes Kondensat, als sehr geeignet erwiesen, um die Vorgänge in einem Atomlaser zu be-
schreiben und vorherzusagen [11, 12, 209]. Es ist in seiner Anwendung allerdings auf Tempe-
raturen weit unterhalb der kritischen Temperatur für Bose-Einstein-Kondensation beschränkt,
formal sogar aufT = 0, da thermische Anregungen nicht berücksichtigt werden. Burnett und
Mitarbeiter haben in [41, 106] (siehe auch [98]) die in Kap. 1.3.1 vorgestellte Hartree-Fock-
Bogoliubov-Theorie auf Atomlaser mit Auskoppelmechanismus erweitert. Auf diese Art las-
sen sich Pḧanomene beiT > 0 beschreiben, wie sie z.B. in einem Experiment zur Messung der
Korrelationsfunktion in einem Bose-Einstein-Kondensat [24] auftreten.

Die Eigenschaften der L̈osungen von Gl. (3.8) wurden mittlerweile in einer ganzen Rei-
he von Arbeiten untersucht. Neben den Untersuchungen der vorliegenden Arbeit wurde z.B.
in [55, 191] die Theorie mit den Experimenten mit Raman-Koppler [81] verglichen. Ein we-
sentlicher Parameter ist dabei die Stärke der Kopplung, die durch die RabifrequenzenΩmF be-
schrieben wird. Der Limes starker Kopplung wurde in [72] genauer analysiert. Stark heißt hier,
dassΩmF größer ist als das chemische Potential des anfänglichen Bose-Einstein-Kondensats,
sodass das ganze Kondensat Rabioszillationen zwischen den gekoppelten Zeeman-Zuständen
ausf̈uhrt, ohne dass Atome wirklich ausgekoppelt werden.3 Das erste Experiment am MIT [132]
wurde mit solchen starken Radiofrequenzpulsen betrieben, erst am Ende eines Pulses konnten
dort Atome, die sich gerade in einem ungefangenen Zustand befanden, den Bereich der Fal-
le verlassen. Mittlerweile ist es m̈oglich, sehr schwache AuskoppelstärkenΩmF < ω⊥,‖

4 zu
realisieren [23], man erhält einen stetigen Atomstrahl, dessen Intensität mit der Zeit langsam
abnimmt. Dieses Regime ist natürlich von besonderem Interesse, da es der Definition von Wi-
seman (Abschnitt 3.1) schon recht nahe kommt. Verschiedene Autoren [98, 113, 164] haben
auf der Basis gekoppelter Gross-Pitaevskii-Gleichungen einen phänomenologischen Pumpme-
chanismus f̈ur Atome in Form eines antihermiteschen Terms im Hamiltonoperator eingeführt
und die Dynamik des resultierenden Systems untersucht. Diese Vorgehensweise entspricht den
Ratengleichungen für optische Laser. Dabei zeigte sich unter anderem, dass es auch bei Atom-
lasern ein Schwellenverhalten gibt [113].
Um quantenmechanische Fluktuationen untersuchen zu können, muss man̈uber Ratengleichun-
gen hinaus gehen und die vollen bosonischen Feloperatoren betrachten. In [92–94, 104, 141]
werden Methoden verwendet, die auf Mastergleichungen basieren und die denen bei optischen
Lasernähneln, um z.B. die ultimative spektrale Linienbreite des ausgekoppelten Atomstrahls
zu bestimmen. Jacket. al. [104] haben gefunden, dass die Auskoppeldynamik nicht in allen
Fällen durch eine Markov-N̈aherung f̈ur die Kopplung an das Kontinuum der Moden des aus-
gekoppelten Strahls vereinfacht werden kann.

Reduktion auf eine Dimension

Die Gleichungen (3.8) stellen ein recht komplexes System aus mehreren5 partiellen Differen-
tialgleichungen in drei Dimensionen dar, die nur numerisch lösbar sind. Sie vollständig nume-
risch zu l̈osen erfordert einen hohen Rechenaufwand, den man natürlich vermeiden m̈ochte. Ein

3Diese Rabioszillationen werden in [181] genauer betrachtet.
4Diese Bedingung garantiert, dass kollektive Anregungen des Bose-Einstein-Kondensat, deren Energien im Be-

reich~ω⊥,‖ liegen, durch den Auskoppelprozess nur sehr schwach angeregt werden.
5Genauer:2F + 1 Gleichungen im Hyperfeinzustand

∣∣F〉.
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oft beschrittener Weg ist die Reduzierung der Anzahl räumlicher Dimensionen. Radiofrequenz-
Atomlaser (RF-Atomlaser) besitzen eine Vorzugsrichtung: Bedingt durch die Gravitation fallen
alle ausgekoppelten Atome nach unten. Zwar sind die in Experimenten häufig verwendeten
magnetischen Ioffe-Fallen in einer der beiden horizontalen Richtungen weiter ausgedehnt als
in die beiden anderen (siehe Gl. (3.7)). Es hat sich aber trotzdem als sehr sinnvoll herausge-
stellt [11, 146, 182], eine eindimensionale Näherung f̈ur die Beschreibung von RF-Atomlaser
zu wählen, bei der nur dievertikalez-Achse ber̈ucksichtigt wird. Per Konvention zeigt diese
hier nachunten. Die Potentialterme in Gl. (3.8) werden nun zu effektiven Potentialen zusam-
mengefasst, dabei muss man eine effektive Stärke g1D für die Mean-Field-Wechselwirkung
einführen6

Veff,mF(z, t) = sgn(gF)mF
1
2
Mω2

zz
2 +mF~∆−Mgz + g1D||ψ(z, t)||2, (3.9)

sodass die gekoppelten Gross-Pitaevskii-Gleichungen in einer Dimension dann

i~ψ̇mF(z, t) =
{
− ~

2

2M
∂2

∂z2
+ Veff,mF(z, t)

}
ψmF(z, t)

+
∑
m′F

{
~Ωm′F

δmF,m
′
F+1 + ~ΩmFδmF,m

′
F−1

}
ψm′F(z, t) (3.10)

lauten. Die effektive Mean-Field-Kopplungg1D ergibt sich aus der Forderung, dass das che-
mische Potential f̈ur das anf̈angliche Bose-Einstein-Kondensat in der Falle in der eindimen-
sionalen N̈aherung den gleichen Wert wie in drei Dimensionen haben soll. Wie man aus
Gl. (1.61,1.62) erkennen kann, ist dann auch die Ausdehnung des Kondensats inz-Richtung
in einer Dimension die gleiche wie in dreien. Man erhält damit [171]

g1D =
2
3

(
ω‖

ωz

) 3
5
(

15Na0

az

) 3
5

|mF,Falle|
2
5 ~ωzaz, (3.11)

mit der üblichen Definition der Oszillatorlängeaz =
√
~/Mωz. mF,Falle bezeichnet die

magnetische Quantenzahl des anfänglichen Kondensats. Zur Lösung der gekoppelten Gross-
Pitaevskii-Gleichungen werden numerische Verfahren eingesetzt, die im nächsten Kapitel
erläutert werden.
In Abb. 3.3 ist eine solche numerisch erhaltene Lösung von Gl. (3.10) f̈ur 87Rb im Hyper-
feinstrukturzustand (HFS-Zustand)F = 1 dargestellt. Der ZustandmF = −1 ist in der Falle
gefangen (mF,Falle = −1), die ZusẗandemF = 0, 1 sind frei. F̈ur schwache RF-Kopplung
ΩmF < ωz stellt sich nach einiger Zeit ein quasistationärer Zustand ein, bei dem der Auskop-
pelprozess vor allem an einer Stelle abläuft, die in der vollen dreidimensionalen Situation einer
Schale konstanten Magnetfeldbetrags in der Falle entspricht. Die eingeschobene Grafik zeigt
die effektiven PotentialeVeff,mF, die sich alle an einem Punkt schneiden (mF = 1 ist nicht
dargestellt). Sie wurden mithilfe der Thomas-Fermi-Näherung gewonnen (Kap. 1.3.2), sodass
das Mean-Field-Potentialg1D||ψ||2 dem invertierten Fallenpotential desmF = −1-Zustandes
gleicht. Dies f̈uhrt zu einem vonz unabḧangigen effektiven PotentialVeff,−1 in der Falle. Die
Gravitation f̈uhrt imÜbrigen zu einer Verlagerung des harmonischen Potentials der gefangenen
Zusẗande nach unten (engl.sag), das Potentialminimum liegt nicht mehr in der Fallenmitte bei
z = 0 sondern beizmF,sag= g/(|mF|ω2

z).
6Im Folgenden wird oftωz = ω⊥ verwendet.
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Abbildung 3.3: Darstellung der Dichteverteilungen für mF = −1, 0 (F = 1) in der Falle bei schwa-
cher RF-Kopplung. Der gefangene Zustand (dick gezeichnete Kurve) wird durch das Auskoppeln fast
nicht beeinflusst; der ausgekoppelte Zustand (mF = 0, dünne Linie, um einen Faktor 20 vergrößert)
kann durch eine Airy-Funktion genähert werden (gepunktet), deren Betrag sich aus der Auskoppelrate
ergibt (siehe Kap. 3.4.2). Die kleine Abbildung enthält eine Darstellung der effektiven Potentiale, die
gestrichelten Kurven ergeben sich durch Vernachlässigung des Mean-Field-Anteils.

Der Schnittpunkt der effektiven Potentiale hängt von der Verstimmung∆ ab

zres = ±
√

2∆/ωz az (3.12)

und gibt die Stelle an, an der Atome aus dem Kondensat resonant ausgekoppelt werden. Aus
der Bedingung, dasszres im Bereich des Kondensats (zsag− zTF ≤ zres ≤ zsag + zTF

7.) lie-
gen muss, damiẗuberhaupt Atome ausgekoppelt werden, erhält man eine Bedingung für die
möglichen Werte der Verstimmung∆. Normalerweise liegt nur der Resonanzpunktzresmit po-
sitivem Vorzeichen im Bereich des Kondensats, sodass es im Gegensatz zur analogen Situation
ohne Gravitation [145,181] nur einen Resonanzpunkt gibt.
Es ist imÜbrigen nicht offensichtlich, dass der Punkt maximaler Auskopplung mit dem Schnitt-
punkt der effektiven Potentialëubereinstimmt. Bei schwacher Kopplung zwischen zwei Poten-
tialen liegt der Resonanzpunkt normalerweise am klassischen Umkehrpunkt des freien Zustands
(analog zur Photodissoziation bei Molekülen). Dieser ḧangt aber im Allgemeinen von der Ener-
gie ab. Nur wenn man den Mean-Field-Beitrag inVeff,mF ber̈ucksichtigt, fallen der klassische
Umkehrpunkt f̈ur die ausgekoppelten Atome immF = 0-Zustand und der Schnittpunktzres der
Potentiale zusammen, wie aus Abb. 3.3 ersichtlich wird.

3.2.1 Numerische Methode

Schon im vorherigen Abschnitt wurde angedeutet, dass man die gekoppelten Gross-Pitaevskii-
Gleichungen (3.10) auf numerischem Wege lösen muss, wenn man mit experimentellen Da-
ten vergleichen will. Dazu wurden in der Literatur eine Reihe von Verfahren verwendet (z.B.

7zTF = rTF, siehe Gl. (1.62)
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Crank-Nicholson-Verfahren [162], Entwicklung nach Orthonormalbasen [54]). In der vorlie-
genden Arbeit wurde die auf schnellen Fouriertransformationen basierendeSplit-Operator-
Methode[116] eingesetzt, die im Folgenden erläutert wird. Weitere Details zu den verwendeten
numerischen Methoden finden sich in [145,181].

Realzeitpropagation

Für eine numerische L̈osung von Gl. (3.10) gilt es, eine möglichst leicht zu berechnende Form
für den PropagatorU(t0, t) zu finden, mit dem man zunächst nur formal eine L̈osung angeben
kann:

ψ(z, t) = U(t0, t)ψ(z, t0). (3.13)

FürU(t0, t) gilt

U(t0, t) = e−
i
~

∫ t
t0

dt′H(t′) +O((t− t0)3), (3.14)

wobei der HamiltonoperatorH(t) hier noch ohne die RF-Kopplung benachbarter Zustände
betrachtet wird. Es gilt also mitVeff aus Gl. (3.9)

H(t) = T + Veff(t), mit T = − ~
2

2M
∂2

∂z2
(3.15)

H hängt somit indirekẗuber das zur Dichteverteilung proportionale Mean-Field-Potential von
der Zeit ab. F̈ur kleine Zeitdifferenzen∆t = t − t0 kann man den PropagatorU(t0, t0 + ∆t)
nun durch die so genannteSplit-Operator-Methodenähern [13]

U(t0, t0 + ∆t) = e−
i
~
Veff(t0)∆t/2e−

i
~
T∆te−

i
~
Veff(t0)∆t/2 +O(∆t3), (3.16)

die die Fehlerordnung in∆t der obigen N̈aherung (3.14) erḧalt.
Diese N̈aherung kann nun für ein effizientes iteratives Verfahren zur Berechnung vonψ(z, t)
verwendet werden. Man repräsentiert die Wellenfunktion auf einem Raumgitter mit den Punk-
ten zj (j ∈ {0 . . . NGitter − 1}) durch die Werteψ(zj , t). Die Anwendung des Operators
X = exp

(
− i
~
Veff(t0)∆t/2

)
auf diese Wellenfunktion erfolgt durch einfache Multiplikation für

jeden Gitterpunkt (X ist ein Multiplikationsoperator im Ortsraum). UmY = exp
(
− i
~
T∆t

)
anzuwenden, wechselt man nun mittels einer FouriertransformationF in den Impulsraum, denn
dort ist der OperatorT für die kinetische Energie diagonal (F̃ = F−1):

F̃YF = e−
i
~

~
2k2

2M , k = 2π
L j, j ∈ {0 . . . NGitter− 1}

L : Gitterlänge
(3.17)

Y kann dann ebenfalls durch Multiplikation an jedem Punkt desFouriergittersauf eine Wel-
lenfunktion angewendet werden.ψ(z, t0 + n∆t) berechnet man dann auf folgende Art:

ψ(z, t0 + n∆t) = X F̃YF X2 · · · X2 F̃YF︸ ︷︷ ︸
n mal F̃YF , dazwischen jeweilsX2

X ψ(z, t0). (3.18)

Man erkennt, dass man nur zu Beginn und am Ende der Berechnung den OperatorX anwenden
muss, dazwischen reicht es, eine Abfolge der OperatorenX2 undF̃YF zu verwenden.
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Diese Fourier-Split-Operator-Methode ist numerisch sehr effizient [13] und kann in einfacher
Weise auf ḧoher dimensionale Probleme in kartesischen Koordinaten verallgemeinert werden.
Der Anfangszustand für die Simulation eines Atomlasers wird̈ubrigens mit einer Abwand-
lung der gleichen Methode bestimmt. Meist beginnt ein Atomlaserexperiment mit einem Bose-
Einstein-Kondensat in einem Zeeman-ZustandmF,Falle. Diesen kann man entweder durch ei-
ne Thomas-Fermi-N̈aherung (1.59) beschreiben, oder man berechnet die Wellenfunktion des
Fallengrundzustandes mittelsImagin̈arzeit-Propagation[46], die man wie die Propagation in
reeller Zeit ablaufen lässt, nur dass der Zeitschritt∆t durch−i∆t ersetzt wird.

Radiofrequenzkopplung

Bisher wurde noch nicht auf die Implementierung der Radiofrequenzkopplung eingegangen.
Zerlegt man den Hamiltonoperator auf folgende Weise

H(t) = T + Veff(t) +W (t), (3.19)

wobeiW (t) den letzten Summanden in Gl. (3.10) beschreibt, so kann man den Propagator
durch

U(t0, t0 + ∆t) ≈ e−
i
~
Veff(t0)∆t/2e−

i
~
T∆te−

i
~
Veff(t0)∆t/2 +

(
1− i

~

W (t0)∆t
)

(3.20)

nähern. Es hat sich gezeigt, dass diese Näherung ausreicht, um die Kopplung zwischen den
verschiedenen magnetischen Unterzuständen zu beschreiben. Obwohl der Kopplungssoperator
W (t) auf sehr einfache Weise einbezogen wird, muss man im Vergleich zum ungekoppelten
Problem keine kleineren Zeitschritte∆t verwenden, um konvergierte Resultate zu erhalten.

3.3 Numerische Ergebnisse für eine Radiofrequenz

In diesem Kapitel sollen nun numerische Ergebnisse, die durch Propagation der gekoppelten
Gross-Pitaevskii-Gleichungen (3.10) erzielt wurden, vorgestellt und mit experimentellen Re-
sultaten verglichen werden, die für die gleichen physikalischen Parameter erhalten wurden.
Wie schon weiter oben beschrieben, wird eine eindimensionale Näherung verwendet, da der nu-
merische Aufwand f̈ur eine volle 3D Rechnung sehr hoch ist. Der Anfangszustand ist bei allen
Rechnungen der mit Hilfe von Imaginärzeit-Propagation gewonnene Kondensatgrundzustand
in einem gefangenen Spinzustand.
Als grundlegende Parameter der Rechnungen wurden die des Atomlaser-Experiments der
Hänsch-Gruppe in M̈unchen verwendet [23], da mit den Resultaten, die an diesem Aufbau
erzielt wurden, verglichen werden soll. In diesem Experiment wird87Rb verwendet, dessen
Spinzusẗande

∣∣F = 2, mF = 2, 1
〉

und
∣∣F = 1, mF = −1

〉
in einer magnetischen Falle gefan-

gen werden k̈onnen. Die Fallenfrequenzen lautenω⊥ = 2π × 127 Hz undω‖ = 2π × 13 Hz.
Im Folgenden werden sehr oft Ergebnisse in den zum harmonischen Potential mitmF = 1
geḧorenden Einheiten angegeben; für die vertikale Bewegung gilt dannωz = 2π × 127 Hz
für F = 2 und F = 1 (gF=1 = −1/2, gF=2 = 1/2). Die Längeneinheit ist demgemäß
aho = 0.95µm, die Zeit wird in Einheiten von1/ωz = 1.3 ms gemessen.
Die im Experiment verwendeten Rabifrequenzen sind i. A. größer alsωz, sodass der Bereich
schwacher Kopplung nicht ganz erreicht wird. Demgemäß wird das Kondensat auch recht stark
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entleert, wie man aus Abb. 3.4 entnehmen kann. Den Besetzungen der verschiedenen Spin-
zusẗande sind schwache Oszillationen aufgeprägt, die an die bei sehr starkem Radiofrequenz-
feld auftretenden Rabioszillationen erinnern [11, 72, 181]. Im Gegensatz zu dem hier betrach-
teten Fall werden f̈ur ΩRabi� ωz allerdings nur sehr wenige Atome ausgekoppelt, sodass man
die Oszillationen der Populationen in der Falle im Experiment als kleine mit der Rabifrequenz
emittierte Pulse beobachten kann.8
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Abbildung 3.4: Zeitentwicklung der Besetzungen der Spinzustände in einemF = 1-Atomlaser. Das
Bose-Einstein-Kondensat immF = −1-Zustand wird sehr schnell entleert (ΩRabi/ωz ≈ 3.5), die gesam-
te Zeitachse entspricht einer Zeit von etwa12.5 ms. Die Periode der schwachen Oszillationen entspricht
der RabifrequenzΩRabi.

In [23] berichten Blochet al. über Experimente, bei denen die Anzahl von Atomen gemes-
sen wurde, die nach einer gewissen Auskoppelzeit noch im ursprünglichen Kondensatzustand∣∣F = 2, mF = 2

〉
zu finden sind. Diese Zahl hängt naẗurlich von der Verstimmung∆ und der

KoppelsẗarkeΩRabi (also von Frequenz und Stärke des Radiofeldes) ab. Unter Verwendung der
experimentellen Parameter und des Wertes ders-Wellenstreul̈angea0 = 110 aBohr für 87Rb
wurden nun die gekoppelten Gross-Pitaevskii-Gleichungen numerisch gelöst, um die Werte f̈ur
die Populationen der Spinzustände aus den gewonnen Wellenfunktionen zu berechnen. Da diese
insgesamt auf Eins normiert sind, erhält man die Populationen durch

NmF(t) = N

∫
dz ψmF(z, t) 2. (3.21)

In den Abb. 3.5 und 3.7 sind die Ergebnisse der numerischen Rechnungen dargestellt. In den
Rechnungen f̈ur F = 2 wurden nur die Zustände mitmF = 2, 1, 0 ber̈ucksichtigt; Tests mit
allen fünf Zusẗanden haben gezeigt, dass dies ausreicht, da die fehlenden Zustände mitmF =
−1,−2 nur sehr schwach besetzt werden.
Die theoretischen Werte in Abb. 3.5, 3.7 passen zumindest qualitativ zu den experimentellen
Daten. Der Unterschied resultiert wahrscheinlich aus der Reduzierung des Problems auf eine

8Mitteilung von Immanuel Bloch.
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Abbildung 3.5: Anzahl der Restatome in
∣∣F = 2,mF = 2

〉
nach20 ms Auskoppelzeit. Zu Beginn be-

finden sichN = 7 × 105 Atome im Kondensat. Die Verstimmung∆ ist auf maximale Auskoppelrate
abgestimmt, sodass der Auskoppelpunkt in der Fallenmitte (zres ≈ zsag) liegt. BRF wird von 0.1 bis
1.0 mG variiert, die Rabifrequenz liegen somit zwischen 0.44 und4.4 kHz. Die Verbindungslinien sind
nur der besseren̈Ubersicht halber eingetragen.

Dimension: Im eindimensionalen Modell gibt es nur einen Resonanzpunkt beizres, wohinge-
gen der Auskoppelprozess in 3D auf einer Resonanzfläche abl̈auft, die durch die Bedingung

r̃res =
√
ω2
‖/ω

2
⊥x

2 + y2 + z2 = zres definiert ist (siehe Abb. 3.6). Dementsprechend hängt

die 3D-Auskoppelrate von derüber die Resonanzfläche gemittelten Dichte des Bose-Einstein-
Kondensats ab. Diese ist aber geringer als die Dichte auf derz-Achse, sodass auch die Aus-
koppelrate im Experiment geringer ist als die im eindimensionalen Modell ermittelte. Die Ab-

z

x rres
resz

Abbildung 3.6: In drei Dimensionen wird auf einer Resonanzflächer̃res =
√
ω2
‖/ω

2
⊥x

2 + y2 + z2 =
zresausgekoppelt (gestrichelte Linie). Die Ellipse stellt einen Schnitt durch das Kondensat beiy = 0 dar.

weichung zwischen Experiment und den Resultaten des 1D-Modells werden sogar noch größer,
wenn man

∣∣F = 1,mF = −1
〉

als Ausgangszustand des Kondensats betrachtet (siehe Abb. 3.8).
Auch hier stammen die experimentellen Daten aus der Hänsch-Gruppe. In diesem Fall wurden
übrigens alle drei Zeeman-Unterzustände (mF = −1, 0, 1) propagiert, da in allen eine signifi-
kante Besetzung auftritt (siehe Abb. 3.4). Die Kurven in den Abb. 3.7 und 3.8 repräsentieren
direkt die Dichteverteilung der Atome im gefangenen Anfangszustand, wenn man den Ortz
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Abbildung 3.7: Anzahl der Restatome wie in Abb. 3.5, aber jetzt bei festgehaltener Rabifrequenz
ΩRabi = 2π × 700 Hz = 5.5ωz und variabler Verstimmung∆ (bzw. variabler Radiofrequenz). Das
Minimum der experimentellen Daten wurde durch Verschieben der Frequenzachse mit dem Minimum
der theoretischen Kurve in̈Ubereinstimmung gebracht; dies ist notwendig, da das Offset-FeldBoff der
Falle nicht genau genug bekannt ist.
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schwache Kopplung

Abbildung 3.8: Anzahl der Restatome wie in Abb. 3.7, hier allerdings für
∣∣F = 1,m = −1

〉
und

ΩRabi = 2π× 312 Hz = 2.4ωz. Die theoretische Kurve für schwache Kopplung (ΩRabi = 1.1ωz) besitzt
eine deutliche Asymmetrie, die aus der Dichteverteilung des gefangenen Kondensats resultiert (siehe
dazu auch die Bemerkung im Text). Auffällig ist auch die Delle bei∆ = 120ωz in der Theoriekurve.
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mittelsz = aho
√

2∆/ωz in den Frequenzbereicḧubetr̈agt: Je mehr Atome man beiz antrifft,
desto gr̈oßer ist bei der zugehörigen Verstimmung∆ die Auskoppelrate, umso weniger Ato-
me sind dann nach einer festen Auskoppelzeit noch in der Falle vorhanden. Für sehr schwache
Kopplung f̈uhrt dieser Zusammenhang zwischen Auskoppelpunkt und Verstimmung zu einer
asymmetrischen Verteilung, wie man aus der Kurve für schwache Kopplung in Abb. 3.8 erse-
hen kann. Die Delle der Theoriekurve in dieser Abbildung tritt nur für mittlere Kopplungen auf,
ihr Auftreten konnte bisher leider nicht erklärt werden.
Versucht man, die Auskoppelrate in 3D unter Einbeziehung der Gravitation analog zu [181,182]
für den Bereich schwacher Kopplung zu berechnen, so muss man auf geeignete Weiseüber die
Resonanzfl̈ache mitteln. Im Gegensatz zum Fall ohne Gravitation ist die Kondensatwellenfunk-
tion auf der Resonanzfläche nicht mehr konstant, sodass man keinen geschlossenen Ausdruck
für die Rate erhalten kann.

3.3.1 Auskoppelrate

Ein anderer Weg, die Auskoppelrate eines Radiofrequenz-Atomlasers zu berechnen, basiert auf
Fermis Goldener Regel zur störungstheoretischen Berechnung vonÜbergangsraten. Man be-
trachte einen Zustand

∣∣i〉 im diskreten Spektrum eines Quantensystems, der unter der Wirkung
eines OperatorsW , der den Hamiltonoperator des Systems nur schwach stört, in einen Zustand∣∣f〉 der EnergieEf übergeht. Ist dieser in ein Kontinuum von Zuständen der Zustandsdichte
ρ(E) eingebettet, so gilt f̈ur dieÜbergangsrate

Γ|i〉→|f〉 =
2π
~

〈
f
∣∣W ∣∣i〉 2

ρ(Ef). (3.22)

Ziel ist es nun, diese Rate für das eindimensionale Atomlasermodell zu berechnen. Dies ist hier
nur für den Anfangszustand

∣∣F = 1,mF = −1
〉

möglich, da der Zustand
∣∣F = 2,mF = 2

〉
nur

indirekt über
∣∣F = 2,mF = 1

〉
in den freien Zustand

∣∣F = 2,mF = 0
〉

ausgekoppelt wird.9

Für die Berechnung der Auskoppelrate von
∣∣i〉 =

∣∣F = 1,mF = −1
〉

nach
∣∣f〉 =∣∣F = 1,mF = 0

〉
ben̈otigt man vor allem Ausdr̈ucke f̈ur die Wellenfunktionen der beiden

Zusẗande. F̈ur
∣∣i〉 kann man dazu einfach die Thomas-Fermi-Näherung (1.59) verwenden. Die

Wellenfunktion des Zustands
∣∣f〉 der ausgekoppelten Atome entspricht prinzipiell einer Airy-

Funktion (siehe auch [181]), da diese Atome vor allem das homogene Gravitationspotential
sp̈uren. Die Airy-Funktion wird allerdings durch das Mean-Field-Potential des Kondensates
modifiziert, wie aus der kleinen Graphik in Abb. 3.3 zu erkennen ist. Abb. 3.9 zeigt die Situa-
tion nocheinmal genauer: Die ausgekoppelte Wellenfunktion spürt in der N̈ahe des Resonanz-
punktes, der ja der klassische Umkehrpunkt der ausgekoppelten Atome ist, ein Potential, dessen
Steigung vom Gravitationspotential und vom Mean-Field abhängt. Um

∣∣f〉 näherungsweise zu
bestimmen, kann man nun analog zur WKB-Methode [121] vorgehen. Die Wellenfunktion in
der Umgebung des klassischen Umkehrpunkteszres ist eine Airy-Funktion, die sich aus der
Steigungbeff des effektiven PotentialsVeff,0 an dieser Stelle ergibt. Sie unterscheidet sich i. A.
leicht von der Steigung des GravitationspotentialsbGrav = Mg und kann unter Verwendung der
Thomas-Fermi-N̈aherung (1.59) berechnet werden:

beff =
√

2∆
ωz

Mω2
zaho. (3.23)

9Siehe aber dazu [70].



3.3 Numerische Ergebnisse für eine Radiofrequenz 67

V0,eff

zres

b

E

eff

Abbildung 3.9: Effektives Potential und Wellenfunktion der ausgekoppelten Atome.beff bezeichnet die
Steigung des effektiven Potentials am Auskoppelpunktzres.

Die Wellenfunktion der ausgekoppelten Atome lautet dann

ψ0(z) = AAi
(
− 1
l0

(z − zres)
)
, (3.24)

dabei istl0 = (~2/(2Mbeff))1/3 eine typische L̈angenskala; den VorfaktorA = (1/(beffl
2
0))1/2

erḧalt man aus der Normierungsbedingung für Airy-Funktionen [66, 121]. Mit dieser Wellen-
funktion kann man nun diëUbergangsrate (3.22) berechnen. Der Störoperator ergibt sich aus
den gekoppelten Gross-Pitaevskii-Gleichungen (3.10) zu

W−1,0 = ~ΩRabi; (3.25)

die Zustandsdichte in diesem eindimensionalen Modell beträgtρ(E) = 1.
Abb. 3.10 zeigt das durch numerische Integration erhaltene Ergebnis, aufgetragenüber der
Verstimmung∆. Zum Vergleich wurde auch die in [181, 182] hergeleitete Auskoppelrate be-
rechnet. Das dort erhaltene Resultat gilt für eine Situation ohne Gravitation, bei der zwei Re-
sonanzpunkte vorliegen. Hier wird nur die halbe Rate berücksichtigt, da bei Anwesenheit eines
Gravitationsfeldes eben nur ein Auskoppelpunkt vorhanden ist

Γ1D(∆) = 2π
(

ΩRabi

ωz

)2 ψ−1(zres)
2√

2∆/ωz
ahoωz, (3.26)

die Auskoppelrate ist also proportional zur Dichte des Ausgangszustands am Auskoppelpunkt
zres =

√
2∆/ωz. Wie man aus der Abbildung erkennt, stimmt die hier mit Fermis Goldener

Regel (3.22) berechnete Rate gut mit der analytisch berechnetenüberein. Die Oszillationen
rühren von den Oszillationen der Airy-Funktion (3.24) her. Erhöht man die Verstimmung∆, so
verschiebt sich der Resonanzpunktzres nach unten (in Abb. 3.9 nach rechts). Dabei

”
wandern“

die Oszillationen der Airy-Funktionen aus dem Bereich des Kondensat heraus, sodass das Ma-
trixelement~ΩRabi

〈
f
∣∣i〉 ebenfalls oszilliert. Die dritte (gestrichelte) Kurve wurde wie die erste

mit Gl. (3.22) berechnet jedoch unter Vernachlässigung des Mean-Field-Potentials (also mit der
SteigungbGrav). Sie unterscheidet sich deutlich von den anderen beiden Kurven, d.h. man muss
das Mean-Field-Potential auf jeden Fall berücksichtigen.
Kürzlich ist es gelungen, das eben dargestellte Verfahren auf die volle, dreidimensionale Si-
tuation auszudehnen [70]. Die Rechnungen in 3D zeigen eine vollständigeÜbereinstimmung
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Abbildung 3.10: Auskoppelrate eines RF-Atomlasers. Die Auskoppelrate wurde für N = 5 × 105∣∣F = 1,mF = −1
〉
-Atome in einer Falle mit den im Text angegebenen Parametern der Hänsch-Falle

mithilfe verschiedener N̈aherungen berechnet. Die durchgezogene Kurve ist mit Fermis Goldener Re-
gel (3.22) berechnet unter Verwendung der Airy-Funktion zur Steigungbeff. Zum Vergleich ist f̈ur die
gleichen Parameter die Rate aus [181,182] eingetragen (gepunktet); bis auf die im Text näher diskutier-
ten Oszillationen stimmen die beiden Kurven sehr gutüberein. Die gestrichelte Linie wurde ebenfalls mit
Gl. (3.22) berechnet, allerdings nicht mitbeff sondern mit der SteigungbGrav, d.h. der Mean-Field-Anteil
wurde vernachl̈assigt (vgl. Abb 3.9).

mit den experimentellen Daten in Abb. 3.5, 3.7 und 3.8, auch der Fall indirekten Auskoppelns
mit F = 2 vonmF = 2 übermF = 1 nachmF = 0 wurde im Limes schwacher Kopplung
erfolgreich behandelt.

3.3.2 Reflektion an einem Dipolpotential

Neben der Berechnung von Auskoppelraten und damit der Stärke einer von einem Atomlaser
emittierten atomaren Materiewelle möchte man natürlich auch Aussagen̈uber deren Koḧarenz
treffen k̈onnen. Dies ist mithilfe der gekoppelten Gross-Pitaevskii-Gleichungen alleine nur be-
dingt möglich, da die wesentlichen inkohärenten Prozesse wie z.B. thermische Effekte durch
sie nicht beschrieben werden [145,146]; es müssen eigentlich Techniken der Vielteilchentheo-
rie verwendet werden, wie sie in [41, 106] beschrieben werden. Man kann aber aufgrund von
Simulationen, die auf den Gross-Pitaevskii-Gleichungen basieren, erste Aussagen darüber tref-
fen, inwiefern sich gewisse Kohärenzeffektëuberhaupt beobachten lassen. Am einfachsten läßt
sich die Koḧarenz erster Ordnung eines Wellenfeldes untersuchen, wenn man es mit sich selbst
zur Interferenz bringt. Laserstrahlen oder Radiowellen kann man z.B. an einem geeigneten
Spiegel zur̈uckreflektieren und das sich ausbildende Stehwellenfeld vermessen. Mit Materie-
wellen kann man natürlich ein analoges Experiment durchführen, man muss nur einen geeig-
neten Spiegel finden. Dazu bietet sich das abstoßende Dipolpotential eines blauverstimmten
Lasers an. So wurde in [26] theoretisch und experimentell untersucht, was passiert, wenn ein
gefangenes Bose-Einstein-Kondensat nach Abschalten der Falle sich frei fallend nach unten
bewegt und dann auf einen aufgefächerten blauverstimmten Laser trifft.
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Abbildung 3.11: Reflektion eines Atomstrahls am Dipolpotential eines blauverstimmter Lasers mit
Gaußprofil. Der Laser ist etwa20µm unterhalb des Kondensats angeordnet bei einer Breite von5µm
(FWHM) und einer Potentialḧohe von600 ~ωz, die in etwa einem Viertel der Stärke des in [26] ver-
wendeten Lasers entspricht. Die gestrichelte Kurve ganz rechts symbolisiert das Potential des Lasers.
Der Laser stellt einen

”
harten“ Spiegel dar, wie man an der Dichte des ausgekoppelten Strahls (mF = 0,

dünne, durchgezogene Linie) erkennt. Die dicke Linie repräsentiert die Dichteverteilung des gefange-
nen Zustands, die gestrichelte Kurve stellt eine Airy-Funktion dar und deutet den Dichtverlauf ohne
den spiegelnden Laser an. Die Grafik zeigt die Verhältnisse nach2 ms Auskoppelzeit, wie immer ist die
Dichte des ausgekoppelten Strahl um einen Faktor 20 vergrößert dargestellt.

Hier soll nun einëahnliches Experiment theoretisch analysiert werden. Abb. 3.3.2 zeigt das
Resultat der Simulation einer Situation, bei der der kontinuierliche Strahl eines Atomlasers
auf einen blauverstimmten Laser trifft und komplett reflektiert wird. Es bildet sich zwischen
dem Bereich der Falle und dem Laser (gepunktete Linie rechts), der sich hier nur etwa20µm
unterhalb des Kondensats befindet, eine stationäre Wellenfunktion aus. An beiden klassischen
Umkehrpunkten erkennt man das typische Verhalten einer Airy-artigen Funktion. Die Interfe-
renzstreifen kommen durch diëUberlagerung von nach unten und oben

”
fallenden“ Anteilen der

Wellenfunktion zustande. Da die Gross-Pitaevskii-Gleichungen eine Situation mit maximaler
Kohärenz beschreiben, könnte man die im Experiment zu messende Visibilität der Streifen mit
den hier berechneten Streifen vergleichen und so Rückschl̈usse auf die tatsächliche Koḧarenz
ziehen. Dazu m̈ussten die Interferenzstreifen in einer Absorptionsmessung optisch aufgelöst
werden k̈onnen. Dies ist bei den gezeigten Streifen aber nicht möglich, da ihr Abstand nur etwa
300 nm betr̈agt, also kleiner ist als die bei der Abbildung verwendeten Lichtwellenlängen. Man
könnte versuchen, einen

”
weichen“ Spiegel einzusetzen, d.h. einen Laser, dessen Dipolpotenti-

al viel breiter ist. Der klassische Umkehrpunkt müsste dann im flachen Teil des gaußförmigen
Potentials in der N̈ahe des Maximums getroffen werden, die Abstände der Interferenzstreifen
wären dann u.U. viel größer. Numerische Experimente in diese Richtung brachten leider keine
definitive Antwort auf die Frage nach geeigneten Parametern. Mittlerweile gibt es allerdings
eine vielversprechende, alternative Methode zur Reflexion von Atomstrahlen [115], die auf der
Verwendung von Ramanüberg̈angen beruht, die durch fokussierte Laser induziert werden. Mit
dieser Methode sollten Messungen der hier vorgestellten Art möglich sein; dar̈uber hinaus er-
lauben solche Raman-Spiegel auch den direkten Aufbau eines Fabry-Perot-Interferometers zur
Bestimmung der Koḧarenz des vom Atomlaser emittierten Atomstrahls.
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3.4 Atomlaser mit zwei Radiofrequenzen
— koh ärent gepulster Atomstrahl

In diesem Kapitel soll ein im Vergleich zu den vorherigen Abschnitten leicht modifizierter
Atomlaser diskutiert werden, der auch schon experimentell realisiert wurde [22, 24]. Statt
einem Radiofrequenzfeld mit einer Frequenz benutzten Blochet al. zwei Radiofrequenzen
ωRF,1, ωRF,2, um den Auskoppelprozess anzuregen. Es wird sich im Folgenden zeigen, dass dies
zu einem koḧarent gepulsten Atomstrahl führt, da die Kondensatatome mit zwei unterschied-
lichen Energien ausgekoppelt werden und sich die zugehörigen Wellenfunktionen koḧarent
überlagern. Ein solches System stellt also einenZwei-Moden-Atomlaserdar.

3.4.1 Gekoppelte Gross-Pitaevskii-Gleichungen mit
zwei Radiofrequenzen

Die gekoppelten Gross-Pitaevskii-Gleichungen (3.5, 3.10) sind, wie in den letzten Abschnitten
dargelegt, gut geeignet, einen Radiofrequenz-Atomlaser beiT = 0 zu beschreiben. Um einen
Atomlaser mit zwei Radiofrequenzen zu modellieren, muss man sie nur leicht modifizieren.
Wieder beziehen sich die Betrachtungen auf87Rb im HyperfeinzustandF = 1, die Fallenpara-
meter orientieren sich an den Daten in [24]. Wie in Kap. 3.2 wird ein auf die vertikale Dimensi-
on reduziertes Modell betrachtet. Verwendet man wieder die Dipolnäherung f̈ur die Kopplung
der drei Zeeman-Zustände, so ergeben sich die folgenden Gross-Pitaevskii-Gleichungen:

i~
∂

∂t
ψmF(z, t) =

(
−~

2∇2

2M
+ VmF(z) + g1D||ψ(z, t)||2

)
ψmF(z, t)

+
∑
m′F

WmF,m
′
F
ψm′F(z, t). (3.27)

Es wird angenommen, dass alle Zeeman-Zustände mit der gleichens-Wellenstreul̈ange wech-
selwirken; die Wellenfunktionen sind insgesamt auf 1 normiert. Die Wechselwirkung zwischen
den Atomen und dem Radiofrequenzfeld mit den FrequenzenωRF,1 undωRF,2 wird durch

WmF,m
′
F

= 2~ΩRabi
(

cos(ωRF,1t) + cos(ωRF,2t)
)(
δmF,m

′
F+1 + δmF,m

′
F−1

)
(3.28)

beschrieben, wobeiΩRabi = gFµBohrBRF/(
√

2~) (gF = −1/2) wieder die Rabifrequenz für die
MagnetfeldsẗarkeBRF ist.
Definiert man die durchschnittliche Radiofrequenzω̄RF = (ωRF,1 +ωRF,2)/2 und die Differenz-
frequenzδRF = ωRF,1−ωRF,2 und wendet dann die TransformationψmF(t)→ e−imFω̄RFtψmF(t)
auf die Wellenfunktionen an, so kann man wiederum die Rotating Wave Approximation anwen-
den, also die Beitr̈age hoher Frequenz der Forme±2imFω̄RFt vernachl̈assigen. Man erḧalt dann
die Gross-Pitaevskii-Gleichungen

i~
∂

∂t
ψmF(z, t) =

(
−~

2∇2

2M
+ VmF(z) +mF~ω̄RF + g1D||ψ(z, t)||2

)
ψmF(z, t)

+
∑
m′F

W̃mF,m
′
F
(t)ψm′F(z, t) (3.29)

mit

W̃mF,m
′
F
(t) = 2~ΩRabicos

(1
2
δRFt

)(
δmF,m

′
F+1 + δmF,m

′
F−1

)
. (3.30)
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Die effektiven PotentialeVeff,mF(z, t) gleichen denen aus Gl. (3.9) mit der Verstimmung
~∆ = ~ω̄RF− Voff .

Die Untersuchungen in dieser Arbeit konzentrieren sich auf das Regime schwacher Kopplung
ΩRabi< ωz [12,132,182]. In diesem Bereich wird das Bose-Einstein-Kondensat vom Auskop-
pelprozess fast nicht verändert, durch das Auskoppeln von Kondensatatomenändert es vielmehr
nur langsam seine Gesamtgröße [182]. In Kapitel 3.3 wurde dargelegt, dass diese Kopplung
zwischen den gefangenen und freien Atomen räumlich auf die Umgebung des Schnittpunkts
der effektiven PotentialeVeff,mF(z) beschr̈ankt ist, also die Resonanzstellezres. Hier liegen nun
zwei Radiofrequenzen vor, man erwartet demgemäß, dass Atome mit zwei verschiedenen Ener-
gien an zwei Resonanzstellen ausgekoppelt werden. Diese liegen bei

zres,1,2 =

√
2(∆± 1

2
δRF)/(~ωz) az , (3.31)

also wieder an den Schnittstellen der effektiven Potentiale für die RadiofrequenzωRF,1 oder
ωRF,2 (vgl. Abb. 3.13). Abb. 3.12 entḧalt eine Darstellung der Dichteverteilung der Zustände
mF = −1, 0 (F = 1) nach einer Auskoppelzeit von5 ms mit zwei Radiofrequenzen (weitere
Details werden in Abschnitt 3.4.3 beschrieben). Die Dichteverteilung desmF = 0-Zustandes
zeigt deutlich, dass die Bereiche maximalen Auskoppelns tatsächlich beizres,1,2 liegen; be-
trachtet man beide Radiofrequenzen getrennt voneinander, so entsprechen die Punkte wieder
gerade den klassischen Umkehrpunkten in den effektiven PotentialenVeff,mF(z) ±mF~δRF/2.
Wie schon im vorherigen Kapitel wird im Folgenden der ebenfalls freie ZustandmF = 1 nicht
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Abbildung 3.12: Darstellung der Dichteverteilungen fürmF = −1, 0 (F = 1) in der Falle f̈ur schwache
Auskoppelsẗarke. Der gefangenemF = −1-Zustand (dicke Linie, um einen Faktor 20 verkleinert) enthält
kleine Anregungen, die sich als Oszillationenüber dem Grundzustand bemerkbar machen. Der ausge-
koppeltemF = 0-Zustand (d̈unne Linie) zeigt f̈ur z & 23 az Pulse. Die gestrichelten Linien bezeichnen
die beiden Resonanzpunktezres,1,2 aus Gl. (3.31). Die Verstimmung der beiden Radiofrequenzen beträgt
∆1,2 = 2π × (21000± 4500) Hz.

weiter betrachtet, da er nur sehr schwach bevölkert wird. Nichtdestotrotz wird er in allen nu-
merischen Rechnungen berücksichtigt.
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3.4.2 Airy-Funktionen für fallende Atome und die Flussst ärke des Atom-
strahls

Station är fallende Materiewellen

Außerhalb des Kondensats spüren die ungefangenen Atome mitmF = 0 nur das Gravitations-
potential, da der Mean-Field-Anteil inVeff,mF aufgrund der geringen Dichte des Atomstrahls
praktisch verschwindet. Die Wellenfunktionen der fallenden Teilchen sind aus diesem Grund
Linearkombinationen von Airy-Funktionen, die ja die Lösungen der Schrödingergleichung mit
einem linearen Potential sind. Die gewöhnliche Airy-FunktionAi(ξ) reicht aber nicht aus, um
einen kontinuierlichen, stationären Strahl fallender Atome zu beschreiben. In Analogie zu frei-
en, ebenen Wellen, wo Kosinus und Sinus zu einer propagierenden ebenen Welle∝ exp(ikx)
kombiniert werden, muss man hier eine spezielle komplexe Lösung der Schrödingergleichung
verwenden, um einen Strahl der EnergieE zu beschreiben

ψE(z, t) =
{

Ai(−ξE(z))− iBi(−ξE(z))
}
e−iEt/~

=M(ξE(z)) e−i[Θ(ξE(z))+Et/~]. (3.32)

Das ArgumentξE(z) verschiebt und reskaliert diez-Achse

ξE(z) =
1
l

(
z +

E

Mg

)
, l =

(
~

2

2M2g

)1/3

, (3.33)

wobei l die schon unter Gl. (3.24) eingeführte typische L̈ange bezeichnet, hier für die Stei-
gungg des Gravitationspotentials. Die WellenfunktionψE(z, t) ist, obwohl sie eine L̈osung
der Schr̈odingergleichung im homogenen Gravitationsfeld ist, nicht normierbar, daBi(ξE(z))
im klassisch verbotenen Bereichz < −E/(Mg) für z → −∞ exponentiell ẅachst. Dieses Ver-
halten ist analog zu den Normierungsproblemen bei ebenen Wellen, auchψE(z, t) beschreibt
einen station̈aren Teilchenfluss vonz = −∞ nachz → ∞ ohne eine Quelle bei endlichemz.
Da sich das Interesse hier auf den klassisch erlaubten Bereich beschränkt, sẗort dieses Problem
die folgenden Betrachtungen jedoch nicht.
In sp̈ateren Abschnitten werden oft die asymptotischen Formen (z →∞) vonM(ξ) undΘ(ξ)
[2] gebraucht

M(ξ) ≈ 1√
π
ξ−1/4

Θ(ξ) ≈ π

4
− 2

3
ξ3/2, (3.34)

da diese zur Interpretation der Ergebnisse sehr dienlich sein werden.

Koh ärente Überlagerung zweier fallender Wellen

Die zwei zum Auskoppeln verwendeten Radiofrequenzen führen wie schon erẅahnt zu zwei
verschiedenen Energien im resultierenden Atomstrahl (siehe Abb. 3.13). Die Energie des aus-
gekoppelten Strahls für eine Verstimmung∆ ist durch

E = µ− 1
2
Mg2

ω2
z

− ~∆ (3.35)
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Abbildung 3.13: Effektive PotentialeVeff,mF und die EnergienE1,2 der ausgekoppelten Atome für die
zwei Verstimmungen∆ ± δRF/2. Die beiden vertikalen Linien bezeichnen die beiden Resonanzpunkte
zres,1,2.

gegeben, wobeiµ das chemische Potential bezeichnet. Für die beiden RadiofrequenzenωRF,1

undωRF,2 erḧalt man die Verstimmungen~∆1,2 = ~ωRF,1,2 − Voff und mit diesen die Energien
E1,2 (Abb. 3.13).
Nimmt man an, dass der gesamte Auskoppelprozess kohärent abl̈auft, so erḧalt man die Wellen-
funktion des Atomstrahls durch Superposition zweier Wellenfunktionen für jeweils einen der
beiden Energiebeiträge

ψ0(z, t) = N
(
ψE1(z, t) + sψE2(z, t)

)
, (3.36)

dabei istN eine Normierungskonstante. Die relative Stärke der beiden Anteile wird durch den
Parameters ber̈ucksichtigt. Im Experiment wird normalerweise die Wahrscheinlichkeitsdichte
ψ0(z, t) 2 mithilfe von Abbildungsmethoden gemessen. Sie lässt sich, f̈ur den Fall, dass die

EnergienE1,2 bezogen auf die mittlere EnergiēE = (E1 + E2)/2 nicht zu verschieden sind,
auf elegante Weise berechnen, indem man Gl. (3.36) umĒ in eine Taylorreihe entwickelt. Ver-
wendet man dann die asymptotischen Formen aus Gl. (3.34), so kann manψ0(z, t) 2 schreiben
als

ψ0(z, t) 2 = Ñ 2M2(ξĒ(z))
{

2 + 2P cos(φ(z, t)− α)
}

(3.37)

mit der Phase

φ(z, t) = δRFt−
~δRF

Mgl

√
ξĒ(z) , (3.38)

und der modifizierten Norm

Ñ 2 = N 2 1 + s 2

2
, (3.39)

sowie derVisibilität

P =
2 s

1 + s 2 . (3.40)
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Sieht man von derM2-Abhängigkeit einmal ab, so hat Gl. (3.37) die typische Form eines In-
terferenzterms mit der VisibilitätP .Die Maxima dieses Terms beschreiben das Fallen atomarer
Pulse, also von koḧarenten Paketen von Atomen, die durch das Radiofeld aus der Falle ausge-
koppelt werden. F̈ur die Position desk-ten Pulses gilt

zk = − Ē

Mg
+

1
2
g

(
t− 2πk + α

δRF

)2

, k ∈ N0, (3.41)

was einer Pulsfrequenzνpulse = δRF/(2π) entspricht, in v̈olliger Analogie zumMode-Locking
zweier Moden in einem optischen Laser.
Die in den obigen Gleichungen auftauchende Phaseα des Koeffizientens = s eα ist für eine
Verschiebung der Interferenzmuster, also der Pulse, verantwortlich. Gl. (3.36) beschreibt den
Atomlaserstrahl, nachdem ein gewisser stationärere Zustand erreicht wurde. Aus diesem Grund
wird α hier nur als ein freier Parameter gebraucht, mit dem die Pulse in der Zeit verschoben
werden k̈onnen.

Auskoppelrate

Um den NormierungsfaktorN der Wellenfunktion in Gl. (3.36) zu bestimmen, kann man die
Tatsache ausnutzen, dass in einer Raumdimension die Flussdichtejz direkt gleich der Rate an
Atomen ist, die durch einen Punkt fließen. Man kannjz schreiben als

jz(z, t) = ψ0(z, t) 2vz(z), (3.42)

vz(z) = − ~
M

∂Θ
∂z

=
~

Ml

√
ξĒ(z), (3.43)

dabei istvz die Fallgeschwindigkeit der Atome. Gl. (3.43) ergibt sich, wenn für z → ∞ nur
die führenden Terme inξE(z) ber̈ucksichtigt werden. Mittelt man in Gl. (3.42)über die Zeit,
so erḧalt man

jz =
2~
πMl

Ñ 2. (3.44)

In [182], haben Stecket al.eine Formel f̈ur die Auskoppelrate einer dreidimensionalen Falle im
Limes schwacher Kopplung angegeben. Dieses Ergebnis kann in analoger Weise auch für eine
Raumdimension hergeleitet werden (siehe [181]). Die Rate bei einem Auskoppelpunktzres (bei
einer Verstimmung∆) ist dann durch

Γ1D
zres

= 2π
(

Ω
ωz

)2 ψ−1(zres)
2√

2∆/ωz
azωz (3.45)

gegeben. Unter der Annahme, dass sich die Raten an den beiden Resonanzpunktenzres,1,2 zur
Gesamtrate, die gleichjz sein muss, aufaddieren, kann mithilfe von Gl. (3.44) die Normierung
berechnet werden

Ñ 2 =
πMl

2~

(
Γ1D
zres,1

+ Γ1D
zres,2

)
, (3.46)

wobeiΓ1D
zres,1,2

naẗurlich aus den Verstimmungen∆± δRF/2 berechnet wird.
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Aus Gl. (3.36) erkennt man, dasss auch das Verḧaltnis der Auskoppelraten an den Resonanz-
punkten bestimmt, man kann also

s 2 =
Γ1D
zres,1

Γ1D
zres,2

(3.47)

schreiben, sodass sich für die Visibilität der Ausdruck

P = 2

√
Γ1D
zres,1

Γ1D
zres,2

Γ1D
zres,1

+ Γ1D
zres,2

(3.48)

ergibt. Die numerischen Ergebnisse im nächsten Abschnitt werden zeigen, dass dieser Aus-
druck tats̈achlich korrekt ist. Wenn die FrequenzdifferenzδRF sehr klein ist, so k̈onnen folgende
Näherungen verwendet werden:

Ñ 2 =
πMl

~

Γ1D
zres
, (3.49)

s 2 =
ψ−1(zres,1) 2

ψ−1(zres,2) 2 , (3.50)

P = 2
ψ−1(zres,1) ψ−1(zres,2)
ψ−1(zres,1) + ψ−1(zres,2)

. (3.51)

An diesen Ausdr̈ucken ist zu erkennen, dassP sehr eng mit der Korrelationsfunktion des ge-
fangenen Bosegases verwandt ist [24].

3.4.3 Numerische Ergebnisse

Beobachtung von Pulsen

Die Fallenparameter für die nun zu beschreibenden numerischen Untersuchungen des Zwei-
Moden-Atomlasers entsprechen den schon in Kapitel 3.3 verwendeten Werten. Um die Eigen-
schaften des Atomstrahls im Modell des Zwei-Moden-Atomlasers zu analysieren, wurden die
Anfangswellenfunktionen̈uber l̈angere Zeiten bis zu≈ 50 ms mit verschiedenen Kopplungs-
parametern propagiert. Die Kopplungsstärken wurden meist relativ niedrig gewählt, um eine
klare Trennung zwischen der Zeitskala der Rabioszillationen und der Zeitskala der Pulse zu
erreichen. Typischerweise wird eine MagnetfeldstärkeBRF = 0.1 mG verwendet, ein Wert,
der auch im Experiment [24] verwendet wird. Die daraus resultierende Rabifrequenz beträgt
ΩRabi = 2π × 70 Hz und ist damit kleiner als die Fallenfrequenzωz und i. A. auch kleiner als
die PulsfrequenzδRF (siehe Seite 74). Alle Rechnungen wurden mit anfänglichenN = 5× 105

Atomen in der Falle durchgeführt.
In Abb. (3.14) wird die Dichteverteilung des ausgekoppelten Zustands als Funktion von Ort und
Zeit dargestellt. Der Atomstrahl ensteht im Bereich des Bose-Einstein-Kondensats und zeigt
ganz eindeutig die in Abschnitt 3.4.2 vorhergesagten Pulse. Um zu belegen, dass die Pulse
wirklich den Trajektorien aus Gl. (3.41) folgen, zeigt Abb. 3.15 einen Kontourplot der Daten
aus Abb. 3.14 zusammen mit den Trajektorien aus Gl. (3.41). Wie schon weiter oben angemerkt,
wird die Phaseα verwendet, um die Trajektorien in der Zeit zu verschieben. Abgesehen von
dieser Anpassung zeigen die Pulse das korrekte Verhalten, sie starten zwischen den beiden
Resonanzpunkten bei−Ē/(Mg) und tauchen dort mit der richtigen FrequenzδRF/(2π) auf.
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Abbildung 3.14: Darstellung der Dichte der ausgekoppelten Atome immF = 0-Zustand. Diese werden
vor allem an den beiden Resonanzpunkten durch einen Radiofrequenz-induzierten Spinflip aus dem
gefangenenmF = −1-Zustand

”
erzeugt“ (vgl. Abb. 3.12) und fallen dann nach unten (in der Abb. nach

rechts). Man kann die Pulszüge, die im Bereich des Kondensats (bisz ≈ 22 az) enstehen, sehr gut
erkennen. Die Verstimmungen der Radiofrequenzen betragen hier∆1,2 = 2π × (19.5± 3.0) kHz.
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Abbildung 3.15: Kontourplot der Daten aus Abb. 3.14. Die durchgezogenen Linien sind die Kontourli-
nien für ψ0(z, t) 2

az = 0.001, 0.002, 0.003. Die gestrichelten Linien entsprechen den Trajektorien der
Pulsmaxima aus Gl. (3.41).
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Auskoppelrate und Visibilit ät

In diesem Abschnitt sollen die numerischen Resultate mit den analytischen Vorhersagen aus
Kapitel 3.4.2 verglichen werden. Alle Ergebnisse wurden bei fester FrequenzωRF,2 berechnet,
und zwar so, dass der zugehörige Resonanzpunkt in der Mitte des Bose-Einstein-Kondensats
liegt (zres,2 = zsag = g/ω2

z ,∆2 = 2π × 6.5 kHz). ∆1 ist dann durch∆1 = ∆2 + δRF gegeben;
es werden nur positive FrequenzdifferenzenδRF = 0 . . . 2π × 13 kHz ber̈ucksichtigt.
Die Visibilit ät in Abb. 3.12 ist recht hoch, sie liegt beiP = 0.90. Erhöht manδRF, so f̈allt die
Visibilit ät ab, wie in Abb. 3.16 erkennbar ist. Dies beruht darauf, dassP vor allem vom Quotien-
ten der Wellenfunktionψ−1 an den Resonanzstellenzres,1,2 abḧangt (siehe Gl. (3.47,3.48,3.45)).
Dieser Quotient nimmt ab, wenn manzres,1 zum Rand des Kondensats hin verschiebt.
Man kann nun die Gl. (3.45,3.48,3.37) verwenden, um die Visibilität und die Normierung
der Airy-Funktionen aus Abschnitt 3.4.2 zu berechnen. Dazu werden entweder die Werte
ψ−1(zres,1,2) aus der Thomas-Fermi-Näherung Gl. (1.59) berechnet oder direkt die numerisch

erhaltenen Werte benutzt. Die gestrichelte Linie in Abb. 3.16 wurde auf diese Weise unter Ver-
wendung der numerischen Werte für ψ−1(zres,1,2, t) er halten; außerhalb des Bose-Einstein-
Kondensats passt sie sehr gut auf die numerisch berechnete Lösung der gekoppelten Gross-
Pitaevskii-Gleichungen. Das Thomas-Fermi Resultat (nicht abgebildet) unterscheidet sich fast
nicht von dieser Kurve. Die gesamte AuskoppelrateΓ1D

zres,1
+ Γ1D

zres,2
kann ebenso unter Zuhilfe-

nahme der Gl. (3.46) aus̃N 2 berechnet werden; ein Vergleich mit der Zeitkonstante der Ab-
nahme der KondensatpopulationN−1(t) (Gl. (3.21)) zeigt eine gutëUbereinstimmung.
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Abbildung 3.16: Atomare Dichteverteilungen im Zwei-Moden-Atomlaser (sie auch Abb. 3.12). Die
Abbildung zeigt die Verteilungen nach5 ms Auskoppelzeit mitδRF = 2π × 12000 Hz. Der untere (im
Bild rechte) Resonanzpunkt befindet sich im Randgebiet des Kondensats, sodass die VisibilitätP = 0.61
kleiner ist als in Abb. 3.12. Die gestrichelte Linie ist der Graph der Funktion in Gl. (3.37) mit der
Normierung aus Gl. (3.46). Die Dichte des ungefangenen Zustandes fällt bei z = 40 az auf Null ab,
weil aus numerischen Gründen am Rand des Simulationsgitters ein dämpfendes imagin̈ares Potential
eingesetzt wird.

Nachdem nun gezeigt wurde, dass der ausgekoppelte Atomstrahl im Modell der gekoppelten
Gross-Pitaevskii-Gleichungen in Gl. (3.10) durch die Wellenfunktion in Gl. (3.37) beschreiben
werden kann, soll nun noch die VisibilitätP genauer untersucht werden. Für verschiedeneδRF

kann manP entweder durch Anpassung der Funktion in Gl. (3.37) an die numerisch gewonne-
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nen Daten erhalten oder durch Berechnung mittels Gl. (3.48) unter Verwendung der Thomas-
Fermi-N̈aherung oder der numerischen Werte für ψ−1(zres,1,2) . Abb. 3.17 zeigt das Ergebnis:
Die Thomas-Fermi-N̈aherung (durchgezogene Linie) passt sehr gut zu den semi-analytischen
Werten (Dreiecke). Durch Fitten der Dichteverteilung (3.37) an die numerischen Daten kann
man ebenfalls einen Wert für die Visibilität bestimmen; die Abbildung zeigt, dass die so er-
haltenen Werte f̈ur P (Kreise) gut mit den komplett analytisch berechenbaren Resultaten der
TF-Näherung̈ubereinstimmen.
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Abbildung 3.17: Visibilit ät als Funktion der RadiofrequenzdifferenzδRF. Die durchgezogene Linie wur-
de vollsẗandig aus der Thomas-Fermi-Näherung berechnet. Die Dreiecke wurden mithilfe der numeri-
schen Werteψ−1(zres,1,2) zu einer festen Zeit gewonnen. Die mit Kreisen gekennzeichneten Punkte
wurden durch Fitten der Dichteverteilung (3.37) an die numerischen Daten bestimmt (nach≈ 7.5 ms
Auskoppelzeit). Der Fehler für diese Werte ist kleiner als 5%, er wurde konservativ aus der Fit-Prozedur
abgescḧatzt.

Für kleine Differenzfrequenzen besitzt die Visibilität die Form (3.51). Diese erinnert an die
Form der Einteilchendichtematrix (oder Korrelationsfunktion) in Gl. (1.32), wenn man den
fluktuierenden Anteilρ̃(x,y) einmal außer Acht lässt, der ja bei Temperatur Null sowieso
sehr klein ist. Tats̈achlich ist die Visibiliẗat P (zres,1, zres,2) gleich der auf die mittlere Dichte
( ψ−1(zres,1) + ψ−1(zres,2) )/2 normierten Korrelationsfunktion

〈
Ψ̂†(zres,1) Ψ̂(zres,2)

〉
. Man

kann also bei endlicher Temperatur die Kohärenz erster Ordnung des Bose-Einstein-Kondensats
durch Messung der Visibilität bestimmen. Dieser Ansatz wurde in [24] ausgenutzt, um erstma-
lig die Korrelationsfunktion eines Bose-Einstein kondensierten Systems direkt zu messen. Die
Vorgehensweise im Experiment war der oben beschriebenen Fit-Prozedur sehrähnlich, nur dass
die verwendeten DifferenzfrequenzenδRF unterhalb von2π × 1 kHz lagen, und damit der Ab-
stand der Resonanzpunktezres,2 − zres,1 im Bereich der thermischen de Broglie-Wellenlänge
λth und darunter lag.
An dieser Stelle soll nun noch kurz ein Phänomen besprochen werden, das in allen Simulationen
mit zwei Radiofrequenzen mehr oder minder stark auftritt. In Abb. 3.12 und 3.16 erkennt man,
dass die Dichteverteilung des Kondensats nicht glatt ist, sondern dass derüblichen Thomas-
Fermi-artigen Verteilung noch Oszillationen aufgeprägt sind, die sich mit der Zeiẗuber den
Bereich des Kondensats bewegen. Diese Oszillationen rühren offensichtlich von Anregungen
des Kondensats her, die sich teilchenartig verhalten. Verfolgt man die Entstehung dieser Anre-
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gungen mit zunehmender Auskoppelzeit, so stellt man fest, dass mit zunehmender Stärke der
Anregungen die ausgekoppelte Wellenfunktion immer schlechter durch eine Linearkombinati-
on aus zwei Airy-Funktionen (Gl. (3.36)) beschrieben wird. Dies ist in Abb. 3.18 dargestellt,
wo die Dichteverteilungen zu zwei verschiedenen Auskoppelzeiten zu sehen sind. Obwohl die
Auskoppelsẗarke mitBRF = 0.1 mG recht schwach ist, zeigt das Kondensat nach20 ms sehr
starke Anregungen. Dem entspricht eine deutlich ausgeprägte Substruktur der ausgekoppelten
Pulse, die nur grob denen bei8 msähneln.
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Abbildung 3.18: Dichteverteilung nacht = 8 ms bzw.20 ms Auskoppelzeit. Die Differenzfrequenz
δRF = 600 Hz ist recht klein, sodass die beiden Resonanzpunkte sehr nahe beieinander liegen (hier in
der Fallenmitte). Nach20 ms sind die ausgekoppelten Pulse (durchgezogene Linie) nur noch grob durch
das Modell zweier̈uberlagerter Airy-Funktionen (dünne, gestrichelte Kurve) zu beschreiben.

Um dies genauer zu analysieren, wurde das SpektrumS(E) der gefangenen bzw. der ausge-
koppelten Wellenfunktion berechnet.S(E) kann f̈ur eine Wellenfunktionψ(z, t) durch eine so
genannte

”
gefensterte“ Fouriertransformation berechnet werden

S(E) =
1
T

∫ t0+T

t0

dt
〈
ψ(t0)

∣∣ψ(t)
〉
eiE/~t (3.52)

mit dem Skalarprodukt

〈
ψ(t0)

∣∣ψ(t)
〉

=
∫

dz ψ∗(z, t0)ψ(z, t). (3.53)

Abb. 3.19 zeigt das Spektrum des Kondensats bzw. der ausgekoppelten Atome für die zu
Abb. 3.18 geḧorigen Daten. Das Kondensat besitzt neben der Hauptlinie des chemischen Po-
tentialsµ weitere Energiebeiträge, die von den oben diskutierten Anregungen herrühren. Die
Satellitenlinien sind vom chemischen Potential jeweils ein ganzzahliges Vielfaches der Radio-
frequenzdifferenzδRF entfernt.
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Abbildung 3.19: Energiespektrum des Kondensats (durchgezogen) und des Atomstrahls (gestrichelt).
Das Spektrum wurde aus den zu Abb. 3.18 gehörigen Daten gewonnen. Die gesamte Auskoppelzeit
betrug37.5 ms, das

”
Zeitfenster“ beginnt beit0 ≈ 0.14 ms, da zu Beginn des Auskoppelprozesses

(t = 0 ms)ψ0(x) = 0 gilt, und somit das Spektrum der ausgekoppelten Atome für t0 = 0 verschwin-
det. Man erkennt deutlich, dass das Kondensat neben dem Energieanteil beim chemischen Potentialµ
noch weitere, jeweils um die RadiofrequenzdifferenzδRF verschobene Anteile besitzt. Die Energien des
Atomstrahls sind dagegen umδRF/2 verschoben.

Das Spektrum des Atomstrahls zeigt zwei starke Beiträge beiµ ± δRF/2, die man gem̈aß
Gl. (3.35) f̈ur die beiden Verstimmungen∆1,2 auch erwartet.10 Daneben gibt es auch hier im
AbstandnδRF weitere Linien. Alle zun̈achst unerwarteten Energiebeiträge lassen sich durch
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Abbildung 3.20: Aus- und wieder Einkoppeln eines Atoms führt zur Erḧohung oder Erniedrigung seiner
Energie um±δRF. In der Abbildung wird ein gefangenes Atom (mF = −1) zun̈achst mit der kleineren
Frequenz aus- und dann mit der größeren wieder eingekoppelt. Auf diese Weise wird eine Anregung bei
µ+ δRF erzeugt.

einen einfachen Effekt ḧoherer Ordnung in der RabifrequenzΩRabi erklären: Ein Atom, das
mit einer der beiden RadiofrequenzenωRF,1,2 ausgekoppelt wurde, kann mit der jeweils an-
deren Frequenz wieder eingekoppelt werden, sodass sich letztendlich seine Energie um±δRF

10Bedingt durch die TransformationψmF(t) → e−imFω̄RFtψmF(t) erscheinen die beiden Energien symmetrisch
um die Energie des Kondensats.
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gëandert hat (siehe Abb. 3.20). Dieser Vorgang kann nicht nur für Atome aus dem eigentli-
chen Kondensat beiE = µ, sondern auch für die angeregten Zustände mitE = µ + nδRF

ablaufen; auf diese Art entstehen sukzessive weitere Anregungen, deren Stärke allerdings ab-
nimmt. Die in den vorherigen Kapiteln implizit gemachte Annahme, dass nur Prozesse erster
Ordnung inΩRabi eine Rolle spielen (Born- und Markov-Näherung) trifft hier also nicht zu
(siehe auch [104]).
Es stellt sich nun die Frage, ob man diese Art der Kopplung verschiedener Energiezustände
im ausgekoppelten Atomstrahl ausnutzen kann, um z.B. eine Art Modenkopplungähnlich
der Kopplung von Lasermoden zu realisieren. Auf diese Art ließen sich kohärente atoma-
re Pulse k̈urzerer Dauer erzeugen. Weiterführende Untersuchungen, bei denen mithilfe eines
phänomenologischen Pumpterms [113] versucht wurde, die Erzeugung solcher Pulse zeitlich
zu stabilisieren, f̈uhrten leider nicht zum geẅunschten Ziel.

3.5 Ausblick

Kohärente Atomstrahlen bieten sehr interessante Möglichkeiten f̈ur viele Anwendungen der
Atomoptik, wie z.B. die Atomlithographie oder die Verbesserung von Atominterferometern.
Weiterhin k̈onnen sie u.U. zur Erzeugung bisher nicht realisierter Quantenzustände von Atomen
verwendet werden, hier sind vor allem verschränkte Atomstrahlen von Interesse.
In naher Zukunft sollte es m̈oglich werden, wirklich kontinuierliche Atomlaser zu bauen, die
über einen effizienten Nachlademechanismus verfügen. Mittels Raman-Auskopplern wird man
nicht nur, wie weiter oben angedeutet, gerichtete Atomstrahlen erzeugen können, sondern mit-
hilfe zweier Raman̈uberg̈ange kann man auch kohärent gepulste, aber im Gegensatz zu den be-
sprochenen RF-Atomlasern auch gerichtete Atomstrahlen realisieren. Die Verwendung mehre-
rer Radiofrequenzen oder Raman-Überg̈ange sollte schlussendlich auch die Erzeugung kürzerer
atomarer Pulse erlauben, ganz analog zum modengekoppelten optischen Laser (siehe auch [5]).



4
Quantenstatistik ultrakalter
Bose-Gase mittels Pfadintegralen

4.1 Statistische Mechanik von Vielteilchen-Systemen und
Pfadintegrale

Um Systeme vieler wechselwirkender Teilchen physikalisch beschreiben zu können, wurde
schon kurz nach den Anfängen der Quantentheorie die Quantenfeldtheorie mit ihren teilweise
sehr m̈achtigen mathematischen Mitteln entwickelt. Oft können mit diesen analytischen Mitteln
aber nur qualitative oder nur in gewissen Limites geltende quantitative Aussagen zu Vielteil-
chensystemen gemacht werden; die genaue Berechnung von Eigenschaften bei experimentell
interessanten Parametern bleibt meist numerischen Verfahren vorbehalten.
Eine Möglichkeit, Probleme der Vielteilchenphysik numerisch zu lösen, besteht in der Verwen-
dung vonMonte-Carlo-Pfadintegral-Methoden in imaginärer Zeit. Im Gegensatz zu perturba-
tiven Entwicklungen nach kleinen Kopplungsparametern erlaubt diese Methode die Berech-
nung thermodynamischer und zum Teil auch dynamischer Größen bei beliebigen Parametern,
also auch im Bereich starker Kopplungskonstanten oder z.B. bei großen Dichten. In der Quan-
tenchromodynamik sind Monte-Carlo-Pfadintegralrechnungen auf Raum-Zeit-Gittern [139] so-
gar oft der einzige Weg zur Berechnung relevanter Größen wie z.B. der Baryonenmassen. Im
Bereich der kondensierten Materie hat Ceperley [39] gezeigt, dass man mit solchen PIMC-
Techniken (PfadIntegralMonte-Carlo) allein unter Verwendung des Wechselwirkungspotenti-
als zwischen zwei4He-Atomen viele der bis dahin nur grob berechenbaren Eigenschaften des
suprafl̈ussigen Heliums bestimmen kann. Krauth [91,118] hat darüber hinaus mit einem PIMC-
Verfahren die Bose-Einstein-Kondensation eines gefangenen, atomaren Gases näher untersucht
und die Genauigkeit der Methode bestätigt.
In den Arbeiten von Krauthet al.wurden bisher nur dreidimensionale Bose-Gase betrachtet, al-
leine Mullin [86,142] befasste sich mit zweidimensionalen Gasen in drei Dimensionen hat sich
gezeigt [91], dass andere Näherungsmethoden, wie z.B. die Hartree-Fock-Näherung, bei oft ge-
ringerem numerischen Aufwand schon sehr gute Vorhersagenüber Bose-Einstein-Kondensate
ermöglichen. In zwei Dimensionen wird die Situation komplizierter, die Möglichkeit ei-
nes Kosterlitz-Thouless-Übergangs (siehe Kapitel 1.4) macht Mean-Field-Betrachtungen oft
unmöglich [159], sodass PIMC eine attraktive Alternative z.B. zur Berechnung der Supraflui-
dität in quasi-zweidimensionalen Atomfallen darstellt.

82
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Im Folgenden soll ein System vonN identischen Bosonen der Massem betrachtet werden, die
untereinander mit einem PaarpotentialV (x − y) wechselwirken.1 Der gesamte Hamiltonope-
rator hat in der Ortsdarstellung dann die Form

Ĥ =
N∑
n=1

Ĥ
(n)
0 +

∑
k<l

V (xk − xl), (4.1)

wobeiĤ(n)
0 = p2

n/(2m) + VFalle(xn) der Hamiltonoperator desn-ten Teilchens im Fallenpo-
tentialVFalle(xn). Alle thermodynamischen Größen dieses Systems können nun durch Bildung
von Erwartungswerten mithilfe des (hier nichtnormierten) Dichteoperators

ρ̂ = e−βĤ (4.2)

berechnet werden. Durch Spurbildungüber alle Zusẗande des Systems gelangt man zur Zu-
standssummeZ im kanonischenEnsemble, also bei fixierter TemperaturT (β = 1/(kT )) und
TeilchenzahlN :

Z = Tr
{

e−βĤ
}
. (4.3)

Der Erwartungswert einer ObservablenÂ wird analog mittels

〈
Â
〉

=
1
Z

Tr
{
ρ̂Â
}

(4.4)

bestimmt. Nach Feynman [65] kann man die Spur-Formeln nun zu so genannten Pfadin-
tegralen erweitern. Dazu werden als Basis des HilbertraumsL2(RD)⊗N aller N Teilchen
im D-dimensionalen Raum die Ortzustände

∣∣x1, . . . ,xN
〉

verwendet, die hier einfach mit
R = (x1, . . . ,xN ) oder

∣∣R〉 bezeichnet werden. Unter Verwendung dieser Zustände kann
man die Spurbildung als Integral formulieren und erhält

Z =
∫

R
dR

〈
R
∣∣e−βĤ ∣∣R〉. (4.5)

An dieser Stelle wird nun mittels eines Tricks die Pfadintegralformulierung eingeführt: Man
betrachte statt der inversen Temperaturβ den Wertτ = β/M (M > 1 ganzzahlig) und zerlege

den Dichteoperator in ein Produkt gleicher Faktorene−βĤ =
(

e−τĤ
)M

. Führt man nun in

diesem Produkt zwischen jedem der Faktoren eine Integration der Form1 =
∫
Rt

dRt

∣∣Rt

〉〈
Rt

∣∣
ein, so wird Gl. (4.5) zu

Z =
∫ M−1∏

t=0

dRt

〈
R0

∣∣e−τĤ ∣∣R1

〉〈
R1

∣∣e−τĤ ∣∣R2

〉
· . . . ·

〈
RM−1

∣∣e−τĤ ∣∣R0

〉
=
∫ M−1∏

t=0

dRt ρ(Rt,Rt+1, τ), (4.6)

wobei in der zweiten ZeileRM mit R0 identifiziert wird. DieseexakteForm der Zustands-
1Die folgende Darstellung orientiert sich an Ref. [39].
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summe nennt man einPfadintegral[65]. Die inverse Temperaturτ heißtimagin̈are Zeit, da die
Form des Propagatorsρ(Rt,Rt+1, τ) =

〈
Rt

∣∣e−τĤ ∣∣Rt+1

〉
an den Dichteoperator der Quan-

tenmechanik beiT = 0 erinnert (e−iĤt/~), nur eben mit imagin̈aremt = −i~τ . Aus Abb. 4.1
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Abbildung 4.1: Darstellung eines
”
Pfades“ f̈ur drei Teilchen undM = 3 Zeitscheiben. Links ein klas-

sischer Pfad ohne Permutation der Teilchenindizes beiβ, rechts ein
”
bosonischer“ Pfad, bei dem die

Teilchen1 und2 vertauscht werden. Zwischen zwei Teilchenk, l auf einer Zeitscheibe wirkt das Wech-
selwirkungspotentialVkl.

wird klar, wieso hier von Pfaden gesprochen wird. Eine Verteilung der PositionenRt auf den
Zeitscheibent = 0, . . . ,M − 1 kann man als Pfade darstellen, wenn man die imaginäre Zeit
nach oben und die Position in der Horizontalen aufträgt; von einer zur n̈achsten Zeitscheibe ge-
langt man unter Anwendung des Propagatorsρ(Rt,Rt+1, τ). Die linke Grafik zeigt eine solche
Situation, man beachte die periodischen Randbedingungen (RM = R0).
Bisher wurden nur Teilchen betrachtet, die man anhand ihrer Nummerierung unterscheiden
kann. In dieser Arbeit geht es aber vor allem um Bosonen; um diese in analoger Weise zu
behandeln, muss manüber die Teilchenindizes symmetrisieren, statt Gl. (4.5) erhält man

Z =
1
N !

∑
P∈SN

∫
R
dR

〈
R
∣∣e−βĤ ∣∣PR

〉
=

1
N !

∑
P∈SN

∫ M−1∏
t=0

dRt ρ(Rt,Rt+1, τ) (4.7)

für die Zustandssumme [65]. Es ist alsoüber alle PermutationenP der Teilchenindizes1 bis
N zu summieren mitPR = (xP1,xP2, . . . ,xPN ). Auf diese Art erḧalt man ein etwas an-
deres Pfadintegral, bei dem die Pfade einzelner Teilchen nicht in sich selbst geschlossen sind
(Abb. 4.1, links), sondern gem̈aß einer PermutationP eine Art Zopf bilden (Abb. 4.1, rechts).
In der zweiten Zeile von Gl. (4.7) wird dannRM mit PR0 identifiziert.
Gl. (4.7) ist eine exakte Darstellung der Zustandssumme fürN wechselwirkende Bosonen mit-
tels eines hochdimensionalen Integrals (inM×N×D Dimensionen). Man kann dieses Integral
schon allein ob der großen Anzahl von Dimensionen in dieser Form nicht direkt berechnen. Zu-
dem sind die Matrixelementeρ(Rt,Rt+1, τ) i.A. nicht bekannt. F̈ur eine große AnzahlM von
Zeitscheiben wird jedoch die inverse Temperaturτ = β/M klein, d.h. jede Zeitscheibe ent-
spricht f̈ur sich genommen einer hohen Temperatur. Berücksichtigt man die Zerlegung (4.1)
des Hamiltonoperators, so kann man den Propagatorρ̂ = e−τĤ nach Paaren von wechselwir-
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kenden Teilchen aufteilen. Mit der Form

Ĥ =
N∑
n=1

Ĥ
(n)
0 +

∑
k<l

{
Ĥ

(k,l)
2 − Ĥ(k)

0 − Ĥ(l)
0

}
(4.8)

mit

Ĥ
(k,l)
2 = Ĥ

(k)
0 + Ĥ

(l)
0 + V (xk − xl) (4.9)

des HamiltonoperatorŝH lassen sich die Matrixelemente vonρ̂ folgendermaßen schreiben:

ρ(R,R′, τ) ≈
∏
n

〈
xn
∣∣e−τĤ(n)

0
∣∣x′n〉 ∏

k<l

〈
xk,xl

∣∣e−τĤ(k,l)
2

∣∣x′k,x′l〉〈
xk,xl

∣∣e−τ(Ĥ(k)
0 +Ĥ

(l)
0

)∣∣x′k,x′l〉
=
∏
n

ρ0(xn,x′n, τ)
∏
k<l

ρ2(xk,xl,x′k,x
′
l, τ)

ρ0(xk,x′l, τ)ρ0(xk,x′l, τ)
. (4.10)

Der Propagatorρ0(xk,x′l, τ) bezieht sich dabei auf den HamiltonoperatorĤ
(n)
0 eines einzelnen

Teilchens im Fallenpotential. Diese Formulierung entspricht einer Hochtemperaturnäherung,
die im LimesM →∞ exakt wird. Sie ist sehr geeignet, den hier interessierenden Fall schwach
wechselwirkender Bosonen zu beschreiben. Für kleineτ und schwaches Wechselwirkungspo-
tential stellt das zweite Produkt in Gl. (4.10) eine Korrektur zum wechselwirkungsfreien Fall
(erstes Produkt) dar, der nahe bei1 liegt. In einigen F̈allen l̈asst sich der Korrekturfaktor noch
etwas einfacher fassen: Für ein harmonisches PotentialVFalle (oder im freien Raum) k̈urzen
sich alle Terme mit Schwerpunktskoordinaten zweier Teilchenk, l im letzten Quotienten in
Gl. (4.10) und man braucht nur noch die Relativkoordinatenrkl = xk − xl undr′kl = x′k − x′l
zu betrachten

ρ2(xk,xl,x′k,x
′
l, τ)

ρ0(xk,x′l, τ)ρ0(xk,x′l, τ)
=

ρ2(rkl, r′k,l, τ)
ρ0,rel(rkl,x′kl, τ)

. (4.11)

Der Korrekturterm quantifiziert also den Unterschied zwischen der Streuung eines der Teilchen
im Wechselwirkungspotential des anderen relativ zur freien Bewegung in der Falle.

Wie lässt sich nun die Wechselwirkung zwischen den Atomen eines kalten und verdünnten
Bosegases beschreiben? Wie in Kapitel 1 dargelegt, sind die Abstände zwischen den Atomen
relativ zurs-Wellenstreul̈angea0 sehr groß, die Details des WechselwirkungspotentialsV (r)
spielen also nur eine untergeordnete Rolle. Aus diesem Grund ist es möglich,V (r) durch ein
Harte-Kugel-Potential mit der Streulängea0 als Kugelradius zu ersetzen:

V (r) =

{
∞, r < a0

0, r > a0.
(4.12)

Krauth et al. [90, 91, 118] haben gezeigt, dass mit diesem Potential sehr gute Vorhersagen
für das Verhalten ultrakalter Bosegase möglich sind. Der im Rahmen dieser Dissertation ent-
wickelte Simulationscode verwendet deshalb ebenfalls diese Potentialnäherung. Dazu wird eine
Hochtemperaturn̈aherung f̈ur ρ2(rkl, r′k,l, τ) aus [36] eingesetzt.
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4.2 Monte-Carlo Verfahren für Pfadintegrale

Die direkte Berechnung des Pfadintegrals Gl. (4.7) stellt für interessante Teilchenzahlen (mehr
als einige hundert) eine analytisch wie numerisch unlösbare Aufgabe dar. Um solche Integrale
berechnen zu k̈onnen, wurden Verfahren entwickelt, die auf einer Auswertung des Integranden
an zuf̈allig ausgeẅahlten Sẗutzstellen beruhen und die deshalbMonte-Carlo-Verfahren genannt
werden. Da der Konfigurationsraum (der Integrationsbereich) allerN Teilchen inD Dimensio-
nen aufM Zeitscheiben aber immer noch zu groß ist, um ihn mit einer endlichen, zufälligen
Stichprobe und annehmbaren statistischen Fehlern abzutasten, haben Metropoliset al.[131] ei-
ne Methode vorgeschlagen, bei der man nicht rein zufällige Elemente des Konfigurationsraums
vorschl̈agt (so genanntessimple sampling), sondern nur solche, die

”
wichtig“ sind (importance

sampling) (siehe dazu auch [19]).
Um das Integral (4.7) und auch Erwartungswerte von Observablen wie in Gl. (4.4) zu berech-
nen, werden im Metropolis-Algorithmus mittels eines Markov-Prozesses verschiedene Konfi-
gurationenKs erzeugt, d.h.Ks+1 wird ausKs durch ein stochastisches Verfahren generiert,
dessenÜbergangswahrscheinlichkeit mitP(Ks → Ks+1) bezeichnet wird. Aus den Konfigu-
rationenK1, . . . ,Kn kann dann der Erwartungswert einer ObservablenÂ durch Mittelwertbil-
dung gewonnen werden

〈
Â
〉

=
1
n

n∑
s=1

A(Ks), (4.13)

da die einzelnen Konfigurationen schon mit der richtigen Wahrscheinlichkeit generiert wer-
den. Auf die Berechnung des WertesA(Ks) der Observablen auf einer Konfiguration wird im
nächsten Abschnitt noch eingegangen.
Der Markov-Prozess und damit diëUbergangswahrscheinlichkeitP(Ks → Ks+1) muss ge-
wisse Bedingungen erfüllen: Er muss zun̈achst ergodisch sein, d.h. jedes Element des Konfigu-
rationsraums muss nach endlich vielen Schritten erreichbar sein. Ein solcher Prozess hat eine
Gleichgewichtsverteilungπ(K), die durch∑

K
π(K)P(K → K′) = π(K′) (4.14)

definiert ist. Die Idee des Metropolis-Algorithmus ist nun, einen Prozess zu finden, dessen
Gleichgewichtsverteilung gleich dem Integranden des zu berechnenden Integrals ist, also hier
die Zustandssumme aus Gl. (4.7)

π(K) =
1
Z

M−1∏
t=0

ρ(Rt,Rt+1, τ). (4.15)

Eine Konfiguration ist in diesem Fall durch die Positionen(R0, . . . ,RM−1) und die Permuta-
tion P festgelegt.
Beim Metropolis-Algorithmus zerlegt man diëUbergangswahrscheinlichkeitP in eine Vor-
schlagswahrscheinlichkeitT und eine AkzeptanzwahrscheinlichkeitA

P(K → K′) = T (K → K′)A(K → K′). (4.16)

Wenn eine KonfigurationKs vorliegt, so wird zun̈achst mit der WahrscheinlichkeitT (Ks →
K′) eine neue Konfiguration erzeugt. Diese wird dann mit der WahrscheinlichkeitA(Ks → K′)



4.2 Monte-Carlo Verfahren für Pfadintegrale 87

akzeptiert (Ks+1 = K′). WirdK′ abgelehnt, so giltKs+1 = Ks. Um die Gleichgewichtsvertei-
lungπ(K) zu erreichen, muss die Akzeptanzwahrscheinlichkeit die Form

A(K → K′) = min
[
1,
T (K′ → K)π(K)
T (K → K′)π(K′)

]
(4.17)

haben; ẅahlt man also eine Zufallszahlr ∈ [0, 1], so wirdK′ akzeptiert, falls

r <
T (K′ → K)π(K)
T (K → K′)π(K′)

. (4.18)

Mit diesem Verfahren erreicht man, dass die Konfigurationen im Mittel der gewünschten Ver-
teilungπ(K) gehorchen. Eine konkrete Implementierung der Methode als Computerprogramm
muss neben diesen prinzipiellen allerdings noch weitere Anforderungen berücksichtigen, die
vor allem mit der Tatsache verbunden sind, dass die im Markov-Prozess generierten Konfigu-
rationen i.A. nicht statistisch unabhängig sind, da jaKs+1 ausKs erzeugt wird. Diese Autokor-
relation kann zum einen zu einer langsamen Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung
führen, zum anderen muss ihr bei Bestimmung statistischer Fehler Rechnung getragen werden.
Auf diese Aspekte wird im folgenden Kapitel kurz eingegangen.

Die Implementierung des PIMC-Programms, das im Rahmen dieser Dissertation entwickelt
wurde, kann hier nicht genauer dargelegt werden. Sie stützt sich vor allem auf die Ideen von
Ceperleyet al. [39], der sich eingehend mit der effizienten Implementierung des Metropolis-
Algorithmus f̈ur wechselwirkende Bosonen beschäftigt hat. Im Rahmen der Dissertation konn-
ten mit dem PIMC-Code leider nur Ergebnisse für ein ideales, also nicht-wechselwirkendes
Bose-Gas erhalten werden, die angedeutete Anwendung auf harte-Kugel-Streuung konnte nur
noch in Ans̈atzen getestet werden.

4.2.1 Bestimmung von Observablenerwartungswerten

Am Beispiel einer Observablen̂A(R), die von den Positionen allerN Teilchen abḧangt, soll
nun im Folgenden erläutert werden, wie man deren Erwartungswert (4.4) mithilfe eines PIMC-
Verfahrens bestimmt und den statistischen Fehler der so gewonnenen Größe berechnet.
Unter Verwendung des Pfadintegrals (4.7) für die Zustandssumme kann man Gl. (4.4) umfor-
men zu 〈

Â
〉

=
1
Z

1
N !

∑
P∈SN

∫
R
dR

〈
R
∣∣Â e−βĤ

∣∣PR
〉
. (4.19)

Da dies eine Spurformel ist, kann sie mithilfe der Zerlegunge−βĤ =
(

e−τĤ
)M

umgeschrieben

werden auf 〈
Â
〉

=
1
Z

1
N !

∑
P∈SN

∫
R
dR

〈
R
∣∣(e−βĤ

)k
Â
(

e−βĤ
)M−k∣∣PR

〉
, (4.20)

mit k = 0, . . . ,M − 1. Fügt man nun die Zeitscheiben ein, so ergibt sich der Pfadintegralaus-
druck

〈
Â
〉

=
1
Z

1
N !

∑
P∈SN

∫ M−1∏
t=0

dRt
1
M

M−1∑
k=0

Ak(R0, . . . ,RM−1) (4.21)
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mit

Ak(R0, . . . ,RM−1) =
〈
R0

∣∣e−βĤ ∣∣R1

〉
· · ·
〈
Rk

∣∣Â e−βĤ
∣∣Rk+1

〉
· · ·
〈
RM−1

∣∣e−βĤ ∣∣PR0

〉
, (4.22)

bei dem nocḧuber allek gemittelt wurde. Unter der Annahme, dassÂ nur von den Positionen
R der Teilchen abḧangt, ist der Ausdruck

〈
Rk

∣∣Â e−βĤ
∣∣Rk+1

〉
leicht berechenbar und es ergibt

sich

Ak(R0, . . . ,RM−1) = A(Rk)
M−1∏
t=0

ρ(Rt,Rt+1). (4.23)

Für den Erwartungswert gilt

〈
Â
〉

=
1
Z

1
N !

∑
P∈SN

∫ M−1∏
t=0

dRt ρ(Rt,Rt+1)A(R0, . . . ,RM−1), (4.24)

mit der auf der KonfigurationK = (R0, . . . ,RM−1;P ) definierten Gr̈oße

A(K) = A(R0, . . . ,RM−1) =
1
M

M−1∑
k=0

A(Rk). (4.25)

Wegen (4.24) kann der Erwartungswert vonÂ mithilfe der vom Metropolis-Algorithmus gene-
riert KonfigurationenKs berechnet werden:

〈
A
〉

=
1
n

n∑
s=1

A(Ks). (4.26)

Neben dem Erwartungswert selbst ist bei einem stochastischen Verfahren aber auch die An-
gabe des bei der Berechnung auftretenden statistischen Fehlers von wesentlicher Bedeutung.
Zunächst erwartet man natürlich, dass sich dieser wiëublich aus der Varianz der WerteA(Ks)
in Gl. (4.26) berechnen lässt. Dies ist f̈ur statistisch unabḧangige Daten auch richtig, hier sind
die KonfigurationenKs und damit auch die OberservablenwerteA(Ks) hingegen korreliert,
da sie mit einem Markov-Prozess erzeugt werden. DieserAutokorrelationder DatenA(Ks)
muss man Rechnung tragen, sie vergrößert i.A. den auf naive Weise berechneten Fehler. Wie
in [19,179] gezeigt wird, kann man die Folge von WertenA(Ks), s = 1, . . . , n als eine Zeitrei-
he auffassen und aus der Autokorrelationsfunktion

φA(s) =

〈
A(K0)A(Ks)

〉
−
〈
A
〉

2〈
A2
〉
−
〈
A
〉

2
(4.27)

eineAutokorrelationszeitτA extrahieren

τA =
1
2

+
∞∑
s=1

φA(s). (4.28)
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Damit kann die Varianz bzw. der Fehler des Mittelwertes (4.26) berechnet werden, falls die
Anzahln der Konfigurationen groß gegenτA ist:

∆A =

√
2τA
n

(〈
A2
〉
−
〈
A
〉

2
)
. (4.29)

Man kann also sagen, dass die Zeitreihe mitn Konfigurationen effektiv nur ausn/(2τA) un-
korrelierten Konfigurationen besteht. Diese Aussage gilt zunächst nur f̈ur die ObservablêA,
andere Observable können andere Autokorrelationszeiten besitzen; um wirklich unabhängige
Konfigurationen betrachten zu können, muss man eigentlich die Observable mit der längsten
Autokorrelationszeit kennen.
Zur Bestimmung vonτA bzw. des Fehlers∆A gibt es neben der direkten Methode mittels
Gl. (4.28) noch weitere Verfahren, die hier nur kurz genannt werden können. Das einfachste
Verfahren zur Fehlerbestimmung ist das so genannte

”
Binning“, bei dem zun̈achst Mittelwerte

der Gr̈oßeA in Blocks von Konfigurationen der L̈angel (z.B. s = 1, . . . , l, s = l + 1, . . . , 2l,
usw.) berechnet werden. Der naiv berechnete Fehler dieser Mittelwerte strebt für größer wer-
dende Blockl̈angenl gegen den Fehler aus Gl. (4.29).
Neben Gr̈oßen, die direkt durch Mittelwertbildung wie in Gl. (4.26) berechnet werden können,
gibt es weitere interessante Größen, wie z.B. die Suprafluidität (siehe Kapitel 4.3.2) oder die
Wärmekapaziẗat, die sich nur mit den Daten der gesamten Zeitreihe berechnen lassen, weil sie
funktional von mehreren Erwartungwerten abhängen (vgl. z.B. Gl. (4.78)). Um den statisti-
schen Fehler solcher Größen zu ermitteln, muss man zu so genanntenResampling Plansder
Statistik greifen [57], bei denen z.B. einzelne Blöcke der L̈angel weggelassen werden (Jack-
knife-Methode), oder gar nur eine zufällige Untermenge der Konfigurationen zur Berechnung
der interessierenden Größe herangezogen wird (Bootstrapping).

4.2.2 Bestimmung der Energie von Bosonen in einer harmonischen Falle

Eine Gr̈oße von prinzipiellem Interesse bei der Untersuchung von Vielteilchensystemen ist die
GesamtenergieE(T ). Im Rahmen einer PIMC-Simulation kann man sie auf zwei Arten be-
rechnen. Die Gesamtenergie ist einerseits als Erwartungswert des HamiltonoperatorsĤ aus
Gl. (4.1), andererseits̈uber eine Ableitung der Zustandssumme definiert:

E = − ∂

∂β
lnZ. (4.30)

Die letztere Definition erweist sich hier als sinnvoller, da ihre explizite Form direkt aus der
Pfadintegralformulierung der Zustandssumme Gl. (4.7, 4.10) gewonnen werden kann. Da nur
das ideale Bose-Gas betrachtet werden soll, fällt das gesamte zweite Produkt in Gl. (4.10) weg
und man ben̈otigt nur den Propagator eines einzelnen Teilchens im harmonischen Fallenpoten-
tial. Dieser lautet f̈ur eineD-dimensionale Falle mit den Frequenzenωd (d = 1, . . . , D) und
Teilchen der Massem [65]

ρ0(x,x′, τ) =
D∏
d=1

√
mωd

2π~ sinh(~ωdτ)
e−

mωd
2~ sinh(~ωdτ) [(x

2
d+x′2d) cosh(~ωdτ)−2x2

dx
′2
d]. (4.31)
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Bildet man nun die Ableitung (4.30)2, so erḧalt man f̈ur den Energieausdruck,über den man
während der Monte-Carlo-Simulation mitteln muss, folgende Form:

EMC =
N

2

D∑
d=1

ln
mωd

2π~ sinh (~ωdτ)

− 1
M

D∑
d=1

M−1∑
t=0

N∑
k=1

mωd
2~ sinh (~ωdτ)

[(
x2
k,d(t) + x2

k,d(t+ 1)
)

cosh(~ωdτ)

− 2xk,d(t)xk,d(t+ 1)
]
. (4.32)

xk,d(t) bezeichnet dabei died-te Koordinate desk-ten Teilchens in der Zeitscheibet.
Dieser Ausdruck f̈ur die Gesamtenergie wurde nun bei verschiedenen Temperaturen unterhalb
der kritischen TemperaturTc mittels PIMC-Simulationen f̈urN = 100 Teilchen berechnet. F̈ur
eine radialsymmetrische Falle in drei Dimensionen (ωd = ω, d = 1, 2, 3) zeigt Abb. 4.2 die
Resultate (Datenpunkte). Zum Vergleich wurde die Energie mit einer anderen Methode (siehe
Kapitel 4.3), die auf einer rekursiven Berechnung der Zustandssumme beruht, berechnet. Der
statistische Fehler der PIMC-Daten wurde mittels mehrerer Methoden (Autokorrelationszeit,
Binning und Jackknife) ermittelt.
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Abbildung 4.2: Energie vonN = 100 Teilchen in einer harmonischen Falle als Funktion der Tempera-
tur. Die Datenpunkte sind Resultate aus PIMC-Simulationen, die angegebenen Fehler sind statistischer
Natur. Die durchgezogene Linie wurde aus einer rekursiven Berechnung der Zustandssumme gewonnen,
die gestrichelte Linie zeigt die Energie vonN Boltzmannteilchen.

Dieser erste Test belegt die Genauigkeit des neu implementierten PIMC-Programms. Wie er-
wartet, ist die Energie unterhalb der kritischen Temperatur für Bose-Einstein-Kondensation
kleiner als die eines Gases vonN unterscheidbaren Boltzmann-Teilchen (gestrichelte Linie),
da für Bosonen alle Teilchen im Kondensat nur mit der Grundzustandsenergie zur Energie bei-
tragen (in der AbbildungEGrundzustand= 100× 3

2~ω).
2Beachte: ∂

∂β
= 1

M
∂
∂τ



4.2 Monte-Carlo Verfahren für Pfadintegrale 91

4.2.3 Dichteverteilung in einer harmonischen Falle

Eine weitere, relativ leicht zu berechnende Größe ist die Dichteverteilungρ(x) der Atome in
einer harmonischen Falle. Auch sie kann als Observable im Sinne von Gl. (4.13) aufgefasst
werden

ρ(x) =
〈

1
N

N∑
k=1

∣∣x〉kk〈x∣∣〉, (4.33)

wobei der Projektor
∣∣x〉kk〈x∣∣ auf den Zustand desk-ten Teilchens angewandt werden soll.

Dieser Ausdruck kann nicht direkt ausgewertet werden, da die Matrixelemente des Projektors
in Ortsraumdarstellung (

∣∣R〉) Deltafunktionen sind. Man verwendet deshalb eine gemittelte
Dichte auf einem Raumgitter. Die gemittelte Dichte in einem Volumen∆V (x) um den Punkt
x lässt sich dann folgendermaßen schreiben:

ρ(x) =
〈

1
N

N∑
k=1

∫
∆V (x)

dx′
∣∣x′〉kk〈x′∣∣〉. (4.34)

Auf diese Art z̈ahlt das Integral gerade die Anzahl der Teilchen im Volumen∆V (x); für die
Pfadintegralsimulation bedeutet dies, dass man die Dichte mittels eines Histogramms der Teil-
chenpositionen in den KonfigurationenKs bestimmen kann.
Ein solches Histogramm für die Teilchendichte ist in Abb. 4.3 zu sehen. Für eine dreidimen-
sionale, radialsymmetrische Falle wurden während einer PIMC-Simulation diex-Koordinaten
aller Teilchen (auf allen Zeitscheiben) in ein Histogramm eingetragen. Dies entspricht einer
Integration der Dichteverteilungρ(x) über diey- undz-Richtungen und liefert die Dichteρ(x)
entlang derx-Achse.
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Abbildung 4.3: Dichteverteilung in einer radialsymmetrischen Falle. Die Kreise bezeichnen die inte-
grierte Dichteverteilungρ(x) in x-Richtung (auf 1 normiert), wie sie aus einer PIMC-Rechnung erhalten
wurde. Die Linie wurde mit einem Zwei-Flüssigkeiten-Modell (siehe Text, Gl. (4.37)) berechnet.aho ist
die Breite des Grundzustandes beim harmonischen Oszillator. Die statistischen Fehler der PIMC-Daten
sind kleiner als die verwendeten Symbole.
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Die Kurve in Abb. 4.3 wurde mit einem so genannten Zwei-Flüssigkeiten-Modell f̈ur das in-
homogene Bosegas berechnet [52,147,190]. Dieses Modell wurde ursprünglich von Tisza ent-
wickelt, um einige Effekte in suprafluidem4He zu erkl̈aren (siehe auch Kap. 4.3.2). Hier nimmt
man an, dass sich das Bosegas aus dem Bose-Einstein-Kondensat und einem thermischen Anteil
zusammensetzt, der durch ein Boltzmann-Gas beschrieben werden kann. Um die Dichtevertei-
lung berechnen zu können, wird die Anzahl

〈
N0

〉
der Kondensatatome benötigt. Diese kann

entweder aus der PIMC-Rechnung entnommen werden (siehe dazu [118, 143]), oder aus der
Zustandssumme bestimmt werden (Kap. 4.3). Unter der Voraussetzung, dass man

〈
N0

〉
kennt,

lässt sich die Dichte n̈aherungsweise analytisch berechnen. Das Kondensat hat im Falle ohne
Wechselwirkung die Dichteverteilung des Grundzustands des harmonischen Oszillators

ρcond(x) =
1√
π

e−(x/aho)
2
. (4.35)

Der nichtkondensierte Anteil wird als klassisches, ideales Gas modelliert, hat also die Vertei-
lung

ρnc(x) =

√
~ωβ

2π
e−

1
2
~ωβ(x/aho)

2
. (4.36)

Gewichtet man diese beiden Beträge mit der Kondensatbesetzung bzw. mit dem nichtkonden-
sierten Anteil, so erḧalt man f̈ur die Gesamtdichte

ρ(x) =
〈N0〉
N

ρcond(x) +
N − 〈N0〉

N
ρnc(x); (4.37)

diese Funktion wurde in Abb. 4.3 aufgetragen. Sie stimmt mit dem PIMC-Resultat sehr gut
überein, was einerseits die Richtigkeit des PIMC-Codes bestätigt und andererseits zeigt, dass
das Zwei-Fl̈ussigkeiten-Modell ein recht gutes Modell für ein kondensiertes Bosegas darstellt.

4.3 Permutationszykel und Suprafluidit ät beim
idealen Bosegas

Trotz der vielen Ergebnisse bei der Untersuchung von Bose-Einstein-Kondensaten wurde bisher
ein Bereich experimentell nur unzureichend untersucht, der bei der Entwicklung der Theorie
des fl̈ussigen Heliums eine zentrale Rolle spielte: die Suprafluidität. Dies liegt vor allem daran,
dass im Gegensatz zum flüssigen Helium keine direkte Messung suprafluider Eigenschaften
von d̈unnen Bosegasen m̈oglich ist.
Das Versẗandnis der Suprafluidität basiert vor allem auf der Messung makroskopischer Größen
wie z.B. der Viskosiẗat von4He. Zur theoretischen Beschreibung konnten Standardmethoden
der statistischen Mechanik im thermodynamischen Limes angewandt werden. Gefangene Bo-
segase haben jedoch eine endliche Ausdehnung, sodass man die Methoden zu ihrer Analyse
ab̈andern muss. So gibt es zwar einen Phasenübergang, dieser weist allerdings keine unstetigen
Änderungen von thermodynamischen Größen auf wie bei Systemen im thermodynamischen
Limes.
In einem homogenen System wird die Suprafluidität mit der Unterdr̈uckung der inneren Rei-
bung einer linearen Bewegung, die mit einer Geschwindigkeit unterhalb der Schallgeschwin-
digkeit abl̈auft, in Verbindung gebracht [123].
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Dieser Effekt bezieht sich nur auf einen Teil der Flüssigkeit, den so genannten
”
suprafluiden

Anteil“. Er lässt sich quantenmechanisch im Rahmen einer linearen-Antwort-Theorie aus der
Dispersion der Impulsverteilung ausrechnen. Die Unterdrückung der Reibung kann auf ele-
mentare Anregungen mit einer linearen Dispersion zurückgef̈uhrt werden, die nur in einem
wechselwirkenden Bosegas unterhalb der kritischen Temperatur auftreten. Obwohl also die Su-
prafluidiẗat an das Vorhandensein von Wechselwirkungen zwischen den Teilchen eines Ga-
ses gebunden zu sein scheint, kann es auch in mesoskopischen idealen Bosegasen suprafluide
Pḧanomene geben. Dies soll in den nächsten Abschnitten am Beispiel eines Bosegases in einer
harmonischen Falle gezeigt werden. Dazu wird statt der linearen Antwort auf Translationen das
Verhalten gegen̈uber Drehungen untersucht, weil dieüblicherweise zum Einsatz kommenden
Atomfallen mindestens eine Symmetrieachse besitzen. Der Antwortkoeffizient ist in diesem
Fall das Tr̈agheitsmoment des gefangenen Gases.
Brosenset al. [30] haben das Trägheitsmoment auf der Basis des klassischen Erwartungs-
wertes

〈
x2 + y2

〉
untersucht. Die Analyse konzentrierte sich dabei auf die Differenz der

Trägheitsmomente eines gänzlich klassischen Boltzmann-Gases in der Falle und dem Erwar-
tungswert von

〈
x2 + y2

〉
für ein Bosegas (vgl. Gl. (4.59)). Auf diese Art werden allerdings die

wirklichen suprafluiden Pḧanomene nicht erfasst, da diese nur durch die vollständig quanten-
mechanische Rechnung zu ermitteln sind.
Im Gegensatz zu Brosenset al.basiert Stringaris Arbeit [185] auf der exakten quantenmechani-
schen linearen-Antwort-Theorie. Er bestimmte die verschiedenen Beiträge des Kondensats und
der thermischen Wolke zum Antwortkoeffizienten für ein ideales und auch für ein wechselwir-
kendes Gas. Dabei verwendete er das großkanonische Ensemble, was für die in den Experimen-
tenüblichen Teilchenzahlen von mehr als105 Atomen sicher ausreicht.
Statt die Beziehung zwischen Rotationen und der Suprafluidität zu untersuchen, kann man auch
das Verschwinden von Dissipation in der suprafluiden Phase analysieren [61,105,163]. So wur-
de z.B. das Auftreten von Dissipation in Abhängigkeit von der Geschwindigkeit einer externen
Störung untersucht. Die numerischen Arbeiten in [105] favorisieren als wesentlichen Dissipati-
onsmechanismus die Erzeugung von Vortizes, allerdings ist noch unklar, bei welcher kritischen
Geschwindigkeit die Dissipation wirklich einsetzt.
Auf weitere Untersuchungen der Rotationseigenschaften wurde schon auf Seite 30 eingegan-
gen. Hier soll nun ein etwas anderer Weg als in den bisherigen Arbeiten beschritten werden, um
den suprafluiden Anteil in einem mesoskopischen Gas von nicht-wechselwirkenden Bosonen
zu berechnen [175]. Dazu wird die Thermodynamik eines solchen Gases in einer zylindersym-
metrischen Falle auf die statistische Mechanik so genannterPermutationszykelzurückgef̈uhrt,
die schon in der Analyse früherer PIMC-Studien [39,118,151] eine wesentliche Rolle gespielt
haben. Da hier das kanonische Ensemble verwendet wird, sind die Ergebnisse komplementär zu
denen in [185] und zeigen klar den Unterschied zwischen kanonischem und großkanonischem
Ensemble.

4.3.1 Permutationszykel im kanonischen Ensemble

In diesem Abschnitt sollen die erstmals von Feynman [65] in diesem Zusammenhang verwen-
deten Permutationszykel benutzt werden, um die thermodynamischen Eigenschaften eines idea-
len Bosegases in einem beliebigenäußeren Potential zu berechnen. Wie schon zuvor wird das
kanonische Ensemble verwendet.
Betrachtet manN Teilchen imäußeren PotentialV (x) (x ∈ RD), so lautet der Hamiltonope-
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rator für ein Teilchen wiëublich

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x). (4.38)

Mithilfe der EigenwerteEi und der Eigenfunktionen
∣∣φi〉 kannĤ in der Form

Ĥ =
∑
i

Ei
∣∣φi〉〈φi∣∣ (4.39)

geschrieben werden. Der gesamte Hamiltonoperator für alleN Teilchen ist dann durch die
SummeĤN =

∑N
n=1H

(n) gegeben.
Zunächst wird es darum gehen, die ZustandsdichteZN (β) mittels Permutationszykeln zu be-
rechnen, da aus ihr viele weitere Größen bestimmt werden können. Die Darstellung folgt da-
bei [65, Kap. 2.8].
Für ein Gas ausN Bosonen ist die Zustandssumme durch

ZN (β) =
1
N !

∑
P∈Sn

∫
dR ρ(R, PR, β), R = (x1, . . . ,xN ) (4.40)

gegeben (vgl. Gl. (4.7)), dabei istρ(R, PR, β) =
〈
R
∣∣e−βĤN ∣∣PR

〉
ein Matrixelement des

Propagators zwischen dem PunktR und dem permutierten PunktPR = (rP1, . . . , rPN ).
Da der gesamte Hamiltonoperator̂Hn in eine Summe der unabhängigen Einteilchen-
Hamiltonoperatoren zerfällt, faktorisiert das Integral und man erhält

ZN (β) =
1
N !

∑
P∈Sn

∫ N∏
n=1

dxn ρ0(xn,xPn, β), (4.41)

wobeiρ0(rj , rPj , β) der zuĤ geḧorende Propagator ist. Die Permutationen können in so ge-
nannteZykelaufgebrochen werden, d.h. in Untermengen der Zahlen1 bisN , die invariant sind
unter der Wirkung der PermutationP . Abb. 4.4 veranschaulicht dies am Beispiel der Permu-
tationP = (123456) → (245136) vonN = 6 Teilchen. Die darin enthaltenen Zykel lauten
P = (124)(35)(6), d.h.P permutiert die Zahlen(124) in einem

”
3-Zykel“, das Paar(35) in

einem 2-Zykel und(6) bildet einen 1-Zykel. F̈ur eine beliebige PermutationP ergeben sich so

1
2

3

5
6

4

Abbildung 4.4: Zerlegung der PermutationP = (123456)→ (245136) in Zykel.

Cq Zykel der L̈angeq, naẗurlich mit der Nebenbedingung
∑N

q=1 qCq = N .
Das Produkt im Integranden in Gl.(4.41) kann nun so umgeordnet werden, dass alle Propaga-
torenρ0(xn,xPj) von Teilchen auf dem gleichen Zykel nebeneinander stehen. Da ein solcher
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q-Zykel unabḧangig von allen anderen ist, kann das Integralüber die Positionen aller zu ihm
geḧorenden Teilchen ausgeführt werden:

hq =
∫ q∏

k=1

dxk ρ0(x1,x2)ρ0(x2,x3) · · · ρ0(xq,x1). (4.42)

Hier kann man den Trick von Gl. (4.6) umkehren: Jede Integration in Gl. (4.42) bis auf dieüber
x1 kann als ein eingeschobener Operator1 =

∫
dxk

∣∣xk〉〈xk∣∣ zwischen den Exponentialope-

ratorene−βĤ aufgefaßt und somit weggelassen werden. Für hq gilt somit

hq = Z1(qβ), (4.43)

d.h.hq ist gleich der Zustandssumme für ein Teilchen bei der effektiven inversen Temperatur
qβ.
Da hq für alle q-Zykel gleich ist, kann manZN (β) als Summëuber alle Kombinationen von

”
Zykel-Besetzungen“C1, . . . , CN mit der Nebenbedingung

∑N
q=1 qCq = N schreiben

ZN (β) =
1
N !

∑
C1,... ,CN ;∑N
q=1 qCq=N

M(C1, . . . , CN )
N∏
q=1

h
Cq
q . (4.44)

Der ExponentCq vonhq stammt dabei von denCq verschiedenenq-Zykeln;M(C1, . . . , CN )
ist die Zahl der Permutationen mitC1 1-Zykeln,C2 2-Zykeln usw. Diese Zahl ist durch

M(C1, . . . , CN ) =
N !∏

q Cq!qCq
(4.45)

gegeben [65, siehe Gl. (2.154)], sodass man schlussendlich mit Gl. (4.43) fürZN (β) die Form

ZN (β) =
∑

C1,... ,CN ;∑N
q=1 qCq=N

∏
q

Z1(qβ)Cq

Cq!qCq
(4.46)

erḧalt.
Als eine erste Anwendung dieser Gleichung soll nun die Besetzungszahl

〈
Ni

〉
des Einteil-

chenzustandes
∣∣φi〉 im Zykelformalismus berechnet werden. Umschreiben der Zustandssumme

mittels der Eigenzustände des HamiltonoperatorŝH führt zu

ZN (β) =
∑

N1,N2,... ;∑
Ni=N

∞∏
i=0

e−βNiEi . (4.47)

Durch Ableiten nachβEi erḧalt man einen Ausdruck für
〈
Ni

〉
(vgl. z.B. [199]):

〈Ni〉 = − 1
ZN (β)

∂ZN (β)
∂βEi

. (4.48)

Unter Verwendung vonZ1(qβ) =
∑

i e−qβEi und Gl. (4.46) ergibt sich schließlich die Formel

〈
Ni

〉
=

N∑
q=1

e−qβEi

Z1(qβ)
〈
qCq

〉
(4.49)

für den Erwartungswert der Besetzung des Zustands
∣∣φi〉. Zur Berechnung von

〈
Ni

〉
ist daher

die Kenntnis der Zykelbesetzung
〈
Cq
〉

– also der mittleren Anzahl vonq-Zykeln – notwendig.
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Zykelbesetzungszahlen
〈
Cq
〉

Die mittlere Anzahl von Zykeln der L̈angeq (auch Zykelbesetzungszahl)
〈
Cq
〉

ist in offensicht-
licher Weise durch

〈
Cq
〉

=
1

ZN (β)

∑
C1,... ,CN ;∑N
r=1 rCr=N

N∏
r=1

Z1(rβ)Cr

Cr!rCr
Cq (4.50)

definiert; in dieser Form tritt
〈
Cq
〉

auch in Gl. (4.49) auf.
Um diesen Ausdruck auszurechnen, wird das Produkt in Gl. (4.50) in die Faktoren mitr 6= q
und den Faktor mitr = q aufgespalten. Da Summanden mitCq = 0 nicht beitragen, gilt dann

〈
Cq
〉

=
1

ZN (β)

∑
C1,... ,CN ;∑N
r=1 rCr=N

N∏
r=1,r 6=q

Z1(rβ)Cr

Cr!rCr
· Z1(qβ)Cq−1

(Cq − 1)!qCq−1

Z1(qβ)
q

. (4.51)

WegenCq > 0 kannCq−1 durchCq substituiert werden, die SummeüberCq läuft dann wieder
vonCq = 0 bis∞. Das bedeutet aber, dass eigentlich einq-Zykel weniger vorhanden ist, die
Nebenbedingung̈andert sich demgem̈aß zu

∑
r rCr = N−q. Mit dieser Erkenntnis erḧalt man

einem scḧonen Ausdruck f̈ur die Zykelbesetzungszahl:〈
Cq
〉

=
ZN−q(β)
ZN (β)

Z1(qβ)
q

. (4.52)

Gl. (4.52) f̈uhrt übrigens zusammen mit der Nebenbedingung
∑N

q=1

〈
qCq

〉
= N direkt zur

Rekursionsrelation von Wilkens und Weiss [199]:

N =
N∑
q=1

ZN−q(β)
ZN (β)

Z1(qβ). (4.53)

Diese Relation wird sp̈ater zur Berechnung der ZustandssummenZN−q(β) verwendet werden,
die in Gl. (4.52) eingehen.
Als eine weitere Anwendung von Gl. (4.52) kann nun die Besetzung der Einteilchenzustände
Gl. (4.49) mittels Zustandssummen ausgedrückt werden

〈
Ni

〉
=

1
ZN (β)

N∑
q=1

e−qβEiZN−q(β). (4.54)

Dieser Ausdruck wurde auf ganz anderem Wege schon früher gefunden [199].

4.3.2 Suprafluidit ät in einer harmonischen Falle

In diesem Kapitel soll nun der suprafluide Anteilρs/ρ eines Gases aus nichtwechselwirkenden
Bosonen in einer harmonischen Falle bestimmt werden. Dazu werden die im letzten Abschnitt
eingef̈uhrten Permutationszykel verwendet.
Der suprafluide Anteil wird f̈ur eine rotationssymmetrische Anordnungüber die lineare Ant-
wort auf infinitesimale Rotationen definiert, ganz analog zum gewöhnlichen Fall mit Transla-
tionssymmetrie [39, 123]. Der suprafluide Anteil trägt zwar mit seiner Dichteverteilung zum
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klassischen Tr̈agheitsmomentIclass des gesamten Gases bei, er reagiert allerdings nicht auf
Drehungen des gesamten Gases und hat damit keinen Anteil am korrekt durch quantenme-
chanischeÜberlegungen bestimmten TrägheitsmomentIqm. Definiert man den normalfluiden
Anteil als den Quotienten aus quantenmechanischem und klassischem Trägheitsmoment um
die Symmetrieachse (z-Achse)

ρn

ρ
=

Iqm

Iclass
, (4.55)

so gilt für den suprafluiden Anteil

ρs

ρ
= 1− ρn

ρ
. (4.56)

Iqm kannüber die lineare Antwort des Bosegases auf Rotationen berechnet werden [39], man
erḧalt so die Beziehung

Iqm = β
(〈
L2
z

〉
−
〈
Lz
〉

2
)

(4.57)

oder

Iqm = β
〈
L2
z

〉
, (4.58)

da hier nur nicht-rotierende Gase betrachtet werden mit
〈
Lz
〉

= 0. Das klassische
Trägheitsmoment wird wiëublich bestimmt:

Iclass = m

N∑
j=1

〈
(x2
j + y2

j )
〉
. (4.59)

Die Größen in den Gl. (4.58) und (4.59) sollen nun mithilfe der Permutationszykel aus dem vor-
herigen Kapitel berechnet werden. Dabei soll eine harmonische Falle mit Rotationsymmetrie
um diez-Achse betrachtet werden, die durch den Einteilchen-Hamiltonoperator

Ĥ =
p̂2

2m
+

1
2
m
(
ω2
⊥(x2 + y2) + ω2

‖z
2
)

(4.60)

beschrieben wird. Die zugehörigen Eigenfunktionen werden durch die drei Quantenzahlen
nr = 0, 1, 2, . . . ,mz = 0,±1, . . . , nz = 0, 1, . . . klassifiziert mit den Eigenwerten

Ĥ
∣∣nr,mz, nz

〉
=
{
~ω⊥(2nr + |mz|+ 1) + ~ω‖(nz + 1/2)

}∣∣nr,mz, nz
〉
; (4.61)

sie sind gleichzeitig Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators um diez-Achse

l̂z
∣∣nr,mz, nz

〉
= mz~

∣∣nr,mz, nz
〉
. (4.62)

Der gesamte Drehimpuls ist dann durch die Summeüber die Drehimpulsoperatoren allerN
Teilchen gegeben

L̂z =
N∑
n=1

l̂(n)
z . (4.63)
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Zunächst soll
〈
L̂2
z

〉
berechnet werden. Statt der Integraleüber Teilchenkoordinaten wie in

Gl. (4.40) wird hier eine Summation̈uber die Basiszustände aus Gl. (4.61) zur Berechnung
des Erwartungswerts von̂L2

z verwendet (ij = (nr,j ,mz,j , nz,j) bezeichnet im Folgenden den
Zustand desj-ten Teilchens):

〈
L̂2
z

〉
=

1
ZNN !

∑
P∈SN

∑
i1,... ,iN

〈
i1, . . . , iN

∣∣ N∑
j,k=1

l̂(j)z l̂(k)
z e−βĤN

∣∣iP1, . . . , iPN
〉
. (4.64)

Das Matrixelement in diesem Ausdruck lässt sich wieder in ein Produkt aus Matrixelementen
für einzelne Teilchen faktorisieren, diese sind entweder von der Form

〈
ij
∣∣e−βĤ(j)∣∣iPj〉 =

e−βEij δij ,iPj oder
〈
ij
∣∣l̂(j)z e−βĤ

(j)∣∣iPj〉 = ~mz,je
−βEij δij ,iPj oder

〈
ij
∣∣l̂(j)z l̂

(j)
z e−βĤ

(j)∣∣iPj〉 =

(~mz,j)2e−βEij δij ,iPj .
Wenn man nun in Gl. (4.64) die Summeüber alle Permutationen als eine Summeüber alle Zy-
kelbesetzungen (vgl. Gl. (4.46)) ausdrückt, so folgt aufgrund der Kronecker-δs in den Faktoren,
dass alle Teilchen auf dem gleichenq-Zykel den selben Zustand besitzen. Für einen speziellen
q-Zykel gibt es wieder drei verschiedene Möglichkeiten: Wenn keiner der zu einem Teilchen
auf dem Zykel geḧorenden Drehimpulsoperatorenl̂(j)z in dem zum Zykel geḧorenden Produkt
vorliegt, dann liefert der Zykel den Beitrag∑

ij

e−qβEij = Z1(qβ) (4.65)

zu Gl. (4.64) (vgl. Gl. (4.42)). Wenn nur ein Operatorl̂(j)z auftaucht, verschwindet der Beitrag
des Zykels aus Symmetriegründen (Enr,mz ,nz = Enr,−mz ,nz ):∑

ij

~mz,je
−qβEij = 0. (4.66)

Als dritte Möglichkeit k̈onnen auch zwei Drehimpulsoperatoren vorliegen, die auf zwei Teil-
chen desq-Zykels wirken. Dann lautet der Beitrag zu Gl. (4.64)

∑
ij

(~mz,j)2e−qβEij =
2~2e−qβ~ω⊥

(1− e−qβ~ω⊥)2Z1(qβ). (4.67)

Wie man sieht, tr̈agt also jederq-Zykel einen FaktorZ1(qβ) bei; die Zykel, denen zwei Dreh-
impulsoperatoren zugeordnet sind, liefern zusätzlich noch den Faktor2~

2e−qβ~ω⊥

(1−e−qβ~ω⊥)2 . Nun muss

man noch abz̈ahlen, auf wieviele Arten die zweîlz-Operatoren auf die Zykel verteilt werden
können: Bei einer gegebenen AnzahlCq von q-Zykeln gibt esqCq Teilchen, die auf diesen
Zykeln sitzen. Diese kann man mitq anderen Teilchen (auch mit ihnen selbst) paaren, sodass
esq2Cq Wege gibt, die zwei Drehimpulsoperatoren auf denq-Zykeln zu verteilen. Summation
über die Zykell̈angeq anstatẗuber die Paarindizesj, k ergibt

〈
L̂2
z

〉
=

1
ZNN !

∑
C1,... ,CN ;∑N
q=1 qCq=N

M(Cr)
N∑
q=1

2~2e−qβ~ω⊥

(1− e−qβ~ω⊥)2 q
2Cq

N∏
r=1

Z1(rβ)Cr , (4.68)
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oder unter Verwendung von Gl. (4.45), (4.50) und (4.58)

Iqm = β
〈
L2
z

〉
= 2~2

N∑
q=1

qβe−qβ~ω⊥

(1− e−qβ~ω⊥)2

〈
qCq

〉
. (4.69)

Auf diese Art kann also das Trägheitsmoment mithilfe der Zykelbesetzungszahlen aus
Gl. (4.52) berechnet werden.
In analoger Weise lässt sich auch das klassische Trägheitsmoment bestimmen. Dabei tauchen
dann Terme der Form∑

ij

〈
ij
∣∣(x2

j + y2
j )e
−qβĤ ∣∣ij〉 =

~

mω⊥

1 + e−qβ~ω⊥

1− e−qβ~ω⊥
Z1(qβ) (4.70)

auf, ganz̈ahnlich wie in Gl. (4.67). Schlussendlich gibt es auch für Iclass eine Form, in welche
die Zykelbesetzungszahlen eingehen:

Iclass =
~

ω⊥

N∑
q=1

1 + e−qβ~ω⊥

1− e−qβ~ω⊥
〈
qCq

〉
. (4.71)

Gl. (4.69) und (4.71) stellen das wesentliche Ergebnis dieses Abschnitts dar, sie erlauben die
Berechnung des suprafluiden Anteils aus den Gl. (4.56), (4.55) allein unter Verwendung der
Zykelbesetzungszahlen aus Gl. (4.52).
Es gibt übrigens noch einen ganz anderen Weg, um zu Gl. (4.69) zu gelangen: In [185] gibt
Stringari eine Formel f̈ur das Tr̈agheitsmoment in einer asymmetrischen Falle mit Frequenzen
ωx 6= ωy an, die aus allgemeinen algebraischen Betrachtungen resultiert:

Iqm =
mN

ω2
x − ω2

y

{[〈
y2
〉
−
〈
x2
〉] [

ω2
x + ω2

y

]
+ 2

[
ω2
y

〈
y2
〉
− ω2

x

〈
x2
〉]}

. (4.72)

Berechnet man nun wie weiter oben die Erwartungswerte
〈
x2
〉

bzw.
〈
y2
〉
, so ergibt sich

〈
x2
〉

=
~

2mNωx

N∑
q=1

1 + e−qβ~ωx

1− e−qβ~ωx
〈
qCq

〉
, (4.73)

also eine Verallgemeinerung von Gl. (4.71) auf asymmetrische Fallen. Durch Einsetzen in
Gl. (4.72) l̈asst sich auch für solche Fallen das quantenmechanische Trägheitsmoment auf die
Zykelbesetzungszahlen zurückführen. Wenn man den Limesωx = ωy = ω⊥ dieses Ausdrucks
genau analysiert, so erkennt man letztlich, dass er tatsächlich mit Gl. (4.69)̈ubereinstimmt.

4.3.3 Numerische Ergebnisse und Vergleich mit PIMC

Die Ergebnisse des letzten Kapitels sollen nun mit Resultaten, die mit anderen Methoden ge-
wonnen wurden, verglichen werden.
In Abb. 4.5 ist der superfluide Anteils als Funktion der Temperatur fürN = 25 bzw.N = 100
Teilchen in einer spḧarisch symmetrischen Falle aufgetragen. Die auf Zykelrechnungen basie-
renden Daten wurden unter Verwendung der Gl. (4.56, 4.55, 4.69, 4.71) berechnet;

〈
qCq

〉
wur-

de aus der Rekursionsrelation (4.53) für die ZustandssummenZN (β) bestimmt. Zuerst sollen
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Abbildung 4.5: Superfluide Dichte f̈ur (a)N = 25 bzw. (b)N = 100 Teilchen in einer spḧarisch
symmetrischen harmonischen Falle als Funktion der Temperatur (Tc ist die kritische Temperatur für
Bose-Einstein-Kondensation). Die Resultate aus den Zykelrechnungen sind mit der durchgezogenen Li-
nie gekennzeichnet; die kurz gestrichelte Kurve basiert auf Stringaris Rechnungen im großkanonischen
Ensemble [185]. Die lang gestrichelte Kurve wurde mit einem modifizierten Zwei-Flüssigkeiten-Modell
berechnet (Gl. (4.77)). Die Datenpunkte mit Fehlerbalken stammen aus einer PIMC-Simulation (vgl.
Gl. (4.78)).
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die Zykelresultate mit den Ergebnissen von Stringari [185] verglichen werden, der basierend
auf Betrachtungen im großkanonischen Ensemble eine Formel für ρs/ρ angegeben hat.
Der Unterschied zwischen den kanonischen (Zykel) und großkanonischen Werten ist sowohl
für 25 als auch f̈ur 100 Teilchen deutlich zu sehen. Man erkennt aber schon aus diesen beiden
Beispielen, dass die Differenz zwischen den Ergebnissen im LimesN → ∞ verschwinden
wird.
Zum Vergleich kann der suprafluide Anteil auch im Rahmen des in Kapitel 4.2.3 diskutierten
Zwei-Flüssigkeiten-Modell berechnet werden. Nimmt man also an, dass der suprafluide Anteil
des Bosegases mit dem Bose-Einstein-Kondensat identisch ist, so kannρs/ρ berechnet werden,
wenn die Anzahl

〈
N0

〉
der Kondensatatome bekannt ist. Diese erhält man z.B. mit Gl. (4.49)

aus den Zykelbesetzungen:

〈
N0

〉
=

N∑
q=1

(
1− e−qβ~ω⊥

)2 (
1− e−qβ~ω‖

) 〈
qCq

〉
. (4.74)

Zur Berechnung vonρs/ρ werden außerdem das TrägheitsmomentI0 des Kondensats und das
TrägheitsmomentInk des nicht-kondensierten Gasanteils benötigt. Alle Kondensatatome hal-
ten sich im Fallengrundzustand auf, dessen Trägheitsmoment lässt sich leicht aus der Dichte
ausrechnen und beträgt~ω⊥. Somit gilt für I0

I0 =
〈
N0

〉 ~
ω⊥

. (4.75)

Ink kann unter der Annahme, dass sich die nicht-kondensierten Atome wie ein klassisches
Boltzmann-Gas verhalten, bestimmt werden. Das Trägheitsmoment für ein Teilchen lautet dann
2/(βω2

⊥), damit gilt

Ink = Nnk
2

βω2
⊥

= Nnk
2kT
ω2
⊥

(4.76)

mit Nnk = N −
〈
N0

〉
.

Da das Kondensat bei Drehungen in Ruhe bleibt, trägt es nur zum klassischen, nicht aber zum
quantenmechanischen Trägheitsmoment bei. Daher ergibt sich für ρs/ρ

ρs

ρ
≈ 1− Inc

I0 + Inc
=

1

1 + N−〈N0〉
〈N0〉

2kT
~ω⊥

. (4.77)

Abb. 4.5 zeigt, dass diese Funktion (lang gestrichelt) sehr gut zu den exakten Resultaten aus
dem kanonischen Ensemble passt; die Unterschiede basieren vor allem auf dem Unterschied
zwischen dem wahren nicht-kondensierten Anteil und dessen quasi-klassischer Näherung als
Boltzmann-Gas.

Ein weitere M̈oglichkeit, den suprafluiden Anteil zu bestimmen, basiert auf der Verwendung
eines Pfadintegral-Monte-Carlo-Verfahrens (vgl. Kapitel 4.2). Dieser Zugang ist auf ideale und
wechselwirkende Bosegase gleichermaßen anwendbar und soll hier kurz erläutert werden.
Zur Berechnung des suprafluiden Anteils mittels einer PIMC-Simulation gibt es mehrere Me-
thoden [39]. F̈ur die in dieser Arbeit untersuchten harmonischen Fallen, die im Gegensatz zu
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den in der Vielteilchen-Theorie normalerweise untersuchten Modellen keine Translationssym-
metrie besitzen, ist die so genannte

”
Area Formula“ [39, 178] am geeignetsten, da sie explizit

für endliche System eingeführt wurde.ρs/ρ wird mittels

ρs

ρ
=

4m2

~
2β

〈A2
z〉
〈Iz〉

(4.78)

berechnet. Dabei ist

Iz =
m

M

M−1∑
t=0

N∑
k=1

(
xk(t)xk(t+ 1) + yk(t)yk(t+ 1)

)
(4.79)

eine PIMC-Observable für das klassische Trägheitsmoment für Drehungen um diez-Achse,m
bezeichnet die Teilchenmasse.xn(t) undyn(t) stehen f̈ur diex- undy-Koordinaten desn-ten
Teilchens auf der Zeitscheibet der PIMC-Simulation3; es gibt insgesamtM solcher Zeitschei-
ben.Iz konvergiert f̈urM →∞ gegenIclass, wie man dies f̈ur eine PIMC-Observable erwartet.
Der Ausdruck

Az =
1
2

M−1∑
t=0

N∑
k=1

(
xk(t)yk(t+ 1)− yk(t)xk(t+ 1)

)
(4.80)

entspricht der auf diex-y-Ebene projezierten Fläche, die ein Teilchen entlang seiner
”
Weltlinie“

vont = 0 bist = M−1 umfährt. Man erḧalt Gl. (4.78), wenn man die auf den Gl. (4.56)–(4.59)
basierende Definition des suprafluiden Anteils in die Sprache der Pfadintegraleübersetzt [39].
Die Datenpunkte in Abb. 4.5 wurden durch eine PIMC-Simulation mit den in Kap. 4.2 be-
schriebenen Methoden gewonnen. Dazu wurden Erwartungswerte vonIz undA2

z berechnet, der
statistische Fehler des suprafluiden Anteils in Gl. (4.78) musste dabei mithilfe des Jackknife-
Verfahrens ermittelt werden, daρs/ρ eine Funktion zweier Erwartungswerte ist, deren statisti-
sche Korrelation nicht bekannt ist.
Wie aus der Abbildung zu ersehen ist, stehen alle drei verwendeten Methoden in guter
Übereinstimmung miteinander. Für die Zykel- und PIMC-Resultate muss dies sogar so sein,
da beide Methoden potentiell exakte Ergebnisse für das kanonische Ensemble liefern. Die
Übereinstimmung des Zwei-Flüssigkeiten-Modells mit diesen exakten Daten zeigt, dass die
modellhafte Vorstellung eines aus einer suprafluiden und einer normalfluiden Phase zusam-
mengesetzten Bosegases sehr gut mit der Realität übereinstimmt.

4.4 Neuere Enwicklungen

Die suprafluiden Eigenschaften von ultrakalten Bosegasen werden zur Zeit von vielen Gruppen
theoretisch und experimentell untersucht. Die in diesem Kapitel erzielten Ergebnisse stellen
einen weiteren Ansatz dar, diese Eigenschaften nicht nur in idealen, sondern auch in wechsel-
wirkenden Bosegasen theoretisch zu untersuchen. So wird z.B. die Richtigkeit der Berechnung
der Kondensatbesetzung mit PIMC-Simulationen bei wechselwirkenden Gasen, die auf der
Analyse der Permutationszykel basiert, noch diskutiert [118, 143]. In [151] wurde im Rahmen
einer Simulation des Verhaltens von magnetischen Vortizes in zweidimensionalen Supraleitern,

3Vgl. mit xk,d(t) in Gl. (4.32);xk,1(t) entspricht hierxk(t), xk,2 entsprichtyk(t).
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die sich isomorph auf die Weltlinien einer PIMC-Simulation mit zwei Raumdimensionen abbil-
den lassen, festgestellt, dass die Suprafluidität proportional zur Anzahl derq-Zykel mit q > 1
ist. Die Beziehung zwischen den beiden Größen konnte bisher nicht theoretisch geklärt wer-
den, die Zykel-Rechnungen der vorangegangenen Abschnitte könnten sich auf dieses Problem
übertragen lassen.
Schlussendlich ist es natürlich von großem Interesse, den suprafluiden Anteil in einem wech-
selwirkenden Bosegas mittels PIMC-Methoden zu berechnen. Erste Schritte in diese Richtung
wurden in [86] f̈ur ein zweidimensionales Gas in einer harmonischen Falle gemacht. Die-
ses System ist interessant, weil in homogenen, zweidimensionalen Gasen gerade keine Bose-
Einstein-Kondensation auftritt, sondern der in Kapitel 1.4.1 diskutierte Kosterlitz-Thouless-
Phasen̈ubergang vorliegt, bei dem der suprafluide Anteil unterhalb der kritischen Tempera-
tur sprunghaft ansteigt. Wie sich die Eigenschaften eines realen Bosesgases in einer quasi-
zweidimensionalen Fallëandern und ob auch in einer harmonischen Falle ein KT-Übergang
auftritt, wurde z.B. in [159] untersucht und könnte mit PIMC-Simulationen sehr genau analy-
siert werden.



Ausblick

In den f̈unf Jahren seit der erstmaligen Realisierung eines Bose-Einstein-Kondensats in
schwach wechselwirkenden atomaren Gasen wurde eine Vielzahl von Fragestellungen, die auf
älteren theoretischen Arbeiten basieren, neu untersucht und sowohl theoretisch als auch ex-
perimentell gekl̈art. Aus diesen Studien ist eine weiterentwickelte Theorie der inhomogenen
ultrakalten Bosegase erwachsen, die an vielen Stellen mit den experimentellen Daten in hervor-
ragenderÜbereinstimmung steht. Lediglich für Temperaturen knapp unterhalb der kritischen
Temperatur, also bei kleinem Kondensatanteil, gibt es noch keine befriedigende theoretische
Beschreibung der thermodynamischen Eigenschaften. Des Weiteren wurde die Dynamik des
Kondensationsvorgangs selbst bisher nur wenig untersucht. Weder gibt es eingehende experi-
mentelle Studien̈uber die Entstehung von Kohärenz in Bosegasen, noch konnte ein geschlos-
senes theoretisches Modell für diesen Prozess entwickelt werden. Die mit der Realisierung von
Atomlasern zur Verf̈ugung stehenden kohärenten Materiewellen eröffnen hier f̈ur die nahe Zu-
kunft eine M̈oglichkeit, diesen Fragenkomplex experimentell mittels Interferenzexperimenten
zu untersuchen.
Weitere grunds̈atzliche Problemstellungen, die bei atomaren Bosegasen erst seit kurzem
untersucht werden, betreffen den weiten Bereich suprafluider Effekte mit einer Fülle von
Pḧanomenen, die beim flüssigen Helium sehr eingehend studiert wurden. So gelang es erst
1999, quantisierte Vortizes in Rubidium-Kondensaten zu erzeugen und deren Drehimpuls zu
bestimmen. Das Studium der Rotationseigenschaften und der Suprafluidität in kondensierten
Bosegasen ist ein noch junges Feld, die Ergebnisse aus Kapitel 4 sind ein kleiner Beitrag zu
diesem schnell wachsenden Gebiet.
Aus Sicht der Quantenoptik stellen die sich abzeichnenden Möglichkeiten f̈ur die koḧarente
Atomoptik den wohl interessantesten Aspekt der Bose-Einstein-Kondensation atomarer Bo-
segase dar. Kohärente Atomstrahlen aus Atomlasern haben das Potenzial, die Genauigkeit
von Atominterferometern und Atomuhren zu verbessern. Da die de Broglie-Wellenlängen von
Atomen in solchen Materiewellen sehr klein sind und gut kontrolliert werden können, soll-
te es m̈oglich sein, mit atomlithographischen Methoden Strukturen im Nanometerbereich zu
erzeugen. F̈ur solche Experimente m̈ussen allerdings nicht nur Atomlaser mit größeren ato-
maren Flussstärken entwickelt werden, es ist auch notwendig, kohärent arbeitende atomopti-
sche Elemente wie Spiegel oder Strahlteiler zu realisieren, um die Atomstrahlen manipulie-
ren zu k̈onnen. In dieser Richtung gibt es erste vielversprechende Ansätze. Wurde

”
früher“

kohärentes Laserlicht mit Materie manipuliert, so geht man jetzt den umgekehrten Weg und
manipuliert koḧarente Materiewellen mit elektromagnetischen Feldern; ein Beispiel hierfür ist
die Versẗarkung einer Materiewelle mithilfe eines stimulierten Ramanübergangs.
In die gleiche Richtung weisen auch die ganz neuen Experimente zur kontrollierten Erzeugung
von Molek̈ulen aus Bose-Einstein-Kondensaten. Bisher hat man zwar nur geringe Mengen von
Dimeren bilden k̈onnen, es sollte jedoch auch möglich sein, ganze Bose-Einstein-Kondensate
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aus Molek̈ulen zu realisieren. Dann ẅaren sogar
”
Moleküllaser“ denkbar, als Analogon zu den

schon existierenden Atomlasern. Es gibt darüber hinaus bereits erste Ansätze,quantum control-
Methoden, die im Grenzbereich zwischen Physik und Chemie zur Kontrolle von Reaktionen mit
Lasern entwickelt wurden, auch bei der Manipulation ultrakalter Moleküle einzusetzen.
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[145] M. Naraschewski,Phasenkoḧarenz bei Bose-Einstein-Kondensation und dem Atomlaser,
Dissertation, Universität München (1997).

[146] M. Naraschewski, A. Schenzle und H. Wallis,Phase diffusion and the output properties
of a continuous wave atom-laser, Phys. Rev. A56, 603 (1997).

[147] M. Naraschewski und D. M. Stamper-Kurn,Analytical description of a trapped semi-
ideal Bose gas at finite temperature, Phys. Rev. A58, 2423 (1998).

[148] M. Naraschewski, H. Wallis, A. Schenzle, J. I. Cirac und P. Zoller,Interference of Bose
condensates, Phys. Rev. A54, 2185 (1996).

[149] P. Navez, D. Bitouk, M. Gajda, Z. Idziaszek und K. Rzazewski,Fourth statistical ensem-
ble for the Bose-Einstein condensate, Phys. Rev. Lett.79, 1789 (1997).

[150] D. R. Nelson und J. M. Kosterlitz,Universal jump in the superfluid density of two-
dimensional superfluids, Phys. Rev. Lett.39, 1201 (1977).

[151] H. Nordborg und G. Blatter,Vortices and 2D bosons: A path-integral Monte Carlo study,
Phys. Rev. Lett.79, 1925 (1997).
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