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Zusammenfassung

Thema der vorliegenden Arbeit ist die Bose-Einstein-Kondensation starkrweet atomarer

Gase. Nach einer Eiahrung in die Theorie solcher schwach wechselwirkender Quantenga-

se und einer Zusammenfassung wesentlicher experimenteller Ergebnisse aus dem Gebiet der
Bose-Einstein-Kondensation wird zachst die Physik ultrakalter, in Atomfallen gefangener
Fermigase diskutiert. Dieses Gebiet hat sich in den letzten Jahren parallel zu dem der konden-
sierten Bosegase stark entwickelt und bietet vielversprecheidédiikeiten, Modelle wie die
BCS-Theorie erstmals in fast idealen Fermigasen zu untersuchen. Es werden Ergebnisse zu den
thermodynamischen Eigenschaften solcher Gase vorgestellt, die vor &iene$oskopische
Teilchenzahlen (unter 1000) relevant sind. Dabei wird insbesondere auf Schaleneffekte bei der
Dichteverteilung in einer Atomfalle und bei deranekapaziit eingegangen.

Im zweiten Teil der Arbeit wird die Physik von Atomlasern diskutiert. Mdomlaser” bezeich-

net man Systeme, die in der Lage sind, &@nte Materiewellen aus Atomen zu erzeugen. Die
einem Bose-Einstein-Kondensat arente Kokrenz wird in Experimenten genutzt, um mit-
tels eines koérent arbeitenden Auskoppelmechanismus solche Atomstrahlen herzustellen. Die
zugeldrige Physik wird durch die so genannte Gross-Pitaevskii-Gleichung beschrieben, einer
Art nichtlinearen Sctirdingergleichung ifr die Wellenfunktionen der beteiligten Hyperfein-
zustinde des Bose-Einstein-Kondensats®d&b-Atomen. In der vorliegenden Arbeit wurden
unter anderem die Auskoppeiske mittels analytischer und vor allem numerischer Methoden
untersucht. Darer hinaus konnten Aussagélper das zeitliche Verhalten von Atomlasern ge-
wonnen, die mit zwei Radiofrequenzen betrieben werden. In diesem Fall wird der Atomstrahl
aus zwei interferierenden Materiewellen verschiedener Energie gebildet, sodasnitehato-

mare Pulse mit makroskopischen Dimensionen auftreten.

Im letzten Abschnitt wird mit der Spurafluidit ein weiterer, sehr interessanter Aspekt von
kondensierten Bosegasen behandelt. Nach einefifginfg in die Bestimmung quantensta-
tistischer Eigenschaften von Vielteilchensystemem mithilfe von Pfadintegral-Monte-Carlo-
Verfahren wird der suprafluide Anteil eines kondensierten Bosegases mit verschiedenen Ap-
proximationen berechnet. Dazu wird neben den Pfadintegralen eine auf so genannten Permuta-
tionszykeln beruhende Methode eingesetzt, mit der man die Zustandssumme von Bosonen im
kanonischen Ensemble und damit auch viele anded®@&r ausrechnen kann. Auf diese Wei-

se konnte der suprafluide Anteil eines idealen Bosegases im kanonischen Ensemble erstmals
vollstandig quantenmechanisch exakt ermittelt werden.
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Einleitung

Der Begriff ,Bose-Einstein-Kondensation bezeichnet einen spekéa&nlphysikalischen Ef-

fekt, bei dem unterhalb einer kritischen Temperatur ein makroskopischer Anteil eines Gases
aus Bosonen den Grundzustand des Systems besetzt. Rarsggnsatanteilst vollkommen
koharent und stellt eine makroskopischen Materiewelle dar.

Schon in den Anfangstagen der Quantenmechanik hat Einstein diedesrn theoretisch
vorhergesagt [58, 59]; er folgerte die Existenz des Phasengangsir ein ideales Gas ohne
Wechselwirkungen zwischen den Teilchen allein aus danBbsonen in drei Raumdimensio-

nen begrenzten Phasenraum.

Von den 20er Jahren des 20. Jahrhunderts bis 1995 gab es keine klare experimentelle Reali-
sierung der Bose-Einstein-Kondensation. Einsteins Vorschlag wurde zwar in den 30er Jahren
mit der damals neu entdeckten Supraflétliton flissigem Helium in Verbindung gebracht; da
Helium jedoch kein ideales Gas, sondern eine stark wechselwirkeggiditeit ist, gibt es nur

eine lose Verbindung zwischen den beiden Effekten. Basierend auf diesen ersten Untersuchun-
gen wurden sehr erfolgreiche Theoriém Quantenfissigkeiten und -gase entwickelt; Ende der
50er Jahre lag eine weitestgehend abgeschlossene Theorie der Bose-Einstein-Kondensation in
schwach wechselwirkenden Bosegasen vor. Einzigedi@atitsfehler dieser Modelle war die
Tatsache, dass sie nicht experimentell verifiziert werden konnten, da sie insbesondere nicht auf
“He anwendbar waren.

Die erste eindeutige Realisierung eines Bose-Einstein-Kondensats wurde 1995 [6, 28, 48] mit
ultrakalten atomaren Bosegasen erreicht. Drei Gruppen war es gelungen, Rubidium, Lithium
und Natrium auf Temperaturen unterhalb eines Mikrokelvins alzigk und zu speichern und

damit die Bedingungeniif Bose-Einstein-Kondensation zu erreichen. Dabei kamen die erst

in den 80er Jahren entwickelten optischen Verfahren der Lakkmkg und verwandte Me-
thoden zum Einfang von Atomen in optischen und magnetischen Fallen zum Einsatz. Diese
Experimente standen am Ende einer langen Reihe von Versuchen, spinpolarisierte, bosonische
Atome wie Wasserstoff oder die Alkaliatome unter die kritische TemperatiBdse-Einstein-
Kondensation abziitlen. Der ursgingliche Vorschlag, solche Gase durch Spinpolarisation

Zu stabilisieren, um die Bildung von Molélen zu verhindern und um so die Bose-Einstein-
Kondensation eines atomaren Gases zu erreichen, geht auf eine Arbeit von 1i9&9[26}

und wurde erst 1976 konkretisiert [186].

Seit 1995 wird die Bose-Einstein-Kondensation atomarer Bosegase in einer beeindruckenden
Zahl von experimentellen und theoretischen Arbeiten [1] untersucht. Dabei bestamhgun
einmal grol3es Interesse an deraKing prinzipieller Fragen nach der @athlichen Natur

von Bose-Einstein-Kondensaten. So konnte z.B. mit Interferenzexperimenten akuigiglein
Kondensaten nachgewiesen werden, dass Bose-Einstein-Kondensaimdigl&blarent sind
[8,165]. Auf theoretischer Seite musste im Rahmen dieser Betrachtungen das Konzsgptder
tanen Symmetriebrechundas in der Theorie der kondensierten Materie oft sehr erfolgreich
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angewandt wurde, neilberdacht werden, da die Existenz einer genau bekannten Phase nicht
mit der im Prinzip exakt bekannten Atomanzahl in den neuen Experimenten in Einklang zu
bringen ist. Auch an anderen Stellen war es notwendig, die alten ThedrisnHfwach wech-
selwirkende Bosegase zu hinterfragen und auf die neue Situatiounitich inhomogenen
Gasen in Atomfallen anzupassen [45].

Neben diesen prinzipiellen Themen wurde die Arbeit mit Bose-Einstein-Kondensaten schon
von Anbeginn durch einen Traum der Quanten- und Atomoptikigeft: Die Moglichkeit, die
Koharenz von Bose-Einstein-Kondensaten zur Erzeugungriesiter Atomstrahlen zu nutzen,

d.h. Materiewellen mit Eigenschaften, die denen des optischen Lasers gleichen. Mittlerweile
betreiben mehrere experimentelle Gruppen Apparaturen, die solche Strahlen — wenn auch nur
fur eine Zeit von etwd00 ms — erzeugen. i diese Quellen kddrenter Atomstrahlen verwen-

det man heute den Begrifftomlaser

Koharente Atomstrahlen aus Atomlasern bieten eine Vielzahl neliglithkeiten @r die
Atomoptik. So kann man z.B. die Genauigkeit von Atomuhren, die auf atomareirieant
basieren, verbessern oder genauere Atominterferometer zur Messung von Rotationen oder der
Erdbeschleunigung entwickeln. Ein weiterer Anwendungsbereich wird die Atomlithographie
sein, bei der die leichte Kontrolle der de Broglie-Welkamje der Atome im Atomstrahl eine
wichtige Rolle spielt.

Aus der Vielzahl der Themen greift die vorliegende Arbeit drei Bereiche heraus, die so-
wohl prinzipielle Fragestellungen tangieren als auch das eher anwendungsorientierte Feld der
Atomlaser betreffen. Nach einer allgemeinen Bhirfuing in das Gebiet der Bose-Einstein-
Kondensation in Kapitel 1 wird imachsten Kapitel auf ein Thema eingegangen, das eng mit
dem Gebiet der ultrakalten Bosegase verwandt ist: ultrak@itmigase Atomare Fermigase

bei sehr tiefen Temperaturen konnten bis vor wenigen Jahren noch nicht erzeugt werden. Erst
die fur Bosegase entwickelten experimentellen Technikerbglichten es iniingster Zeit, Fer-
migase bis unter die Fermitemperatur alizhilen [50]. Die Physik von Fermionen bei solchen
Temperaturen konnte bisher nur mit Elektronen im F&st&r oder mit Nukleonen in Atom-
kernen untersucht werden; atomare Fermigase bieten daher erstmalégliehikeit, mit fast
idealen Gasen arbeiten zrknen. Neben interessanteréiRbmenen bei der Kombination von
Bosonen und Fermionen in Atomfallen stellt die Vorhersage eines BCS-atiigeryangs in

einem Gemisch zweier Hyperfeinstruktur-Komponenten eines spinpolarisierten Fermigases die
faszinierendste Perspektive in diesem Feld dar.

In der vorliegenden Arbeit werden die thermodynamischen Eigenschaften gefangener Fermiga-
se diskutiert. Dabei wird vor allem die Analyse von Schaleneffekten bei Gasen mit unter 1000
Atomen und die Berechnung deraWnekapazit solcher Gase im Vordergrund stehen.

Kapitel 3 befasst sich wieder mit Bosonen und ist dem Thema Atomlaser gewidmet. Nach
einer Einfihrung in die theoretische Modellierung von Atomlasern werden verschiedene Er-
gebnisse zum Auskoppelverhalten vorgestellt und diskutiert. Die Arbeiten entstanden zum Teil
in Kooperation mit der Minchner Gruppe um T.W. &hsch und T. Esslinger [23, 24], sodass
auch einige Vergleiche mit experimentellen Daten angestellt werden konnten. Weitere Untersu-
chungen besdttigten sich mit der theoretischen Beschreibung eines Atomlasers, der mit zwei
Radiofrequenzen betrieben wird. In diesem Fall treten im Atomstrahl zwei Energien auf und
die zugelirigen Wellenfunktionen interferieren. Dadurch kommt es zu einem faszinierenden
Phanomen, Amlich der Ausbildung kddrenter, gepulster atomarer Materiewellen.

Im letzten Kapitel wird die Berechnung von Eigenschaften ultrakalter Bosegase mittels Pfa-
dintegralen vorgestellt. Neben Verfahren, die sich auf die Berechnung elementarer Anregungen
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stitzen, um diese z.B. zur Bestimmung des Kondensatanteils heranzuziehen, stellen so genann-
te Pfadintegral-Monte-Carlo-Methodegine weitere, potenziell exakteddlichkeit dar, ther-
modynamische Effekte und Eigenschaften bei endlicher Temperatur zu berechnen. Auf diese
Weise wurden in der vorliegenden Arbeit die Dichteverteilung und die Gesamtenergie eines
kondensierten idealen Bosegases ermittelt.ubar hinaus wird vor allem die Suprafluigit

solcher Gase unterhalb débergangstemperatur diskutiert. Mit einem Verfahren, das auf den
von Feynman eingéhrten Permutationszykeln beruht, konnte erstmals der suprafluide Anteil

in einem gefangengen Bosegas im kanonischen Ensemble berechnet werden.
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1

Bose-Einstein-Kondensation in
Atomfallen — Einfuihrung und
Grundlagen

In diesem einleitenden Kapitel werden die Gruiige der Theorie der Bose-Einstein-
Kondensation dargelegt und verschiedene experimentelle Realisierungen digaeeméets,

vor allem im Bereich schwach wechselwirkender atomarer Bosegase, beschrieben. Die The-
menauswahl orientiert sich dabei an den iftepen Kapiteln verwendeten Konzepten und
Techniken. Die Literatur zu diesem Thema ist in den letzten Jahren stark angewachsen (sie-
he z.B. [1]). Hervorzuheben sind vor allem zwei theoretisdhersichtsartikel [45, 157], die

die Forschungsergebnis@ber Bose-Einstein-Kondensate aus der Perspektive der Physik der
kondensierten Materie bzw. der Quantenoptik zusammenstellen und einordnen.

1.1 Bose-Einstein-Kondensation idealer Bosegase

Mit dem Begriff Bose-Einstein-Kondensation bezeichnet man die Tatsache, dass Bosonen, d.h.
Teilchen deren Gesamtwellenfunktion bzgl. Vertauschungen symmetrisch ist, unterhalb einer
kritischen Temperatuf; den Grundzustand des betrachteten physikalischen Systems makro-
skopisch bedlkern, siekondensierenDieses PAnomen wurde zuerst von Bose [27] und Ein-

stein [58, 59] vorhergesagt.

Betrachtet man ein Gas von nicht wechselwirkenden Bosonen der Masderen Dynamik

durch einen Einteilchenhamiltonoperatidy beschrieben wird, sodanen die thermodynami-

schen Eigenschaften dieses Gases im Rahmen einer groRkanonischen Beschreibung aus der
zugeldrigen Zustandssumme

o0

a1 = {200 ) < T

1
1— e_ﬁ(€j _M) (11)

bestimmt werden. Dabei beschrejpt= 1/(kT") die inverse Temperatur; méf, werden die
Energieeigenwerte voH bezeichnet)V ist der Teilchenzahloperator. Das chemische Potenti-
al 1 ergibt sich aus der mittleren Anza{w> der Teilchen im System. Mittels des groRkanoni-

4
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schen Potentials

Zee(T, 1) = —kT'In Zge(T, 1) = kT Y In (1 - e—%'—m) (1.2)
=0
erhalt man
0=ge(T, =
(V) = T2 Sy, (13)
=0

wobei mit(n;) die Bose-Einstein-Verteilung

1

() = Sew =1 (1.4)
fur die mittlere Besetzung der EinteilchenArsie mit den Energiety bezeichnet wird.
Setzt man nun eine mittlere Teilchenanzahl) voraus, so kann durch Inversion von Gl. (1.3)
das chemische Potentialberechnet werden. Déiff die Besetzungszahle{m} > 0 gilt, folgt
aus Gl. (1.4)u < €, d. h. das chemische Potential muss kleiner oder gleich der Engrgie
des Grundzustandes sein. Der Grundzustand kann daher mit beliebig vielen Teilchen besetzt
werden, denn es gilt

<n0> — 00 far 1 — €. (1.5)
Ein raumlich homogenes ideales Bosegas zeigt nun genau dieses Verhalten. Dies soll im Fol-
genden genauer édtert werden.
1.1.1 Das homogene ideale Bosegas

Fuhrt man bei konstanter Dichteden thermodynamischen Limes
(V)
(N) 00, V—>o00, n= =7 = const. (V : Volumen) (1.6)

durch, so kann die Summe in Gl. (1.3herungsweise durch ein Integral ausge#t werden.
Fur die Dichte erlt man somit

93/2(2)
= 1.7
"= (1.7)
mit der Fugaziit z = ¢”* und der thermischen Wellgimige
2mh?
Ath = VET (1.8)

Die so genanntBose-Funktiorys ,(z) ist fr z > 0 eine monoton steigende Funktion, allge-
mein gilt (vgl. z.B. [96])

92(2) = —. (1.9)
=17
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Da aber wegemn < ¢y = 0 die Fugaziat nach oben durch den Wdrbeschéankt ist, folgt aus
Gl. (1.7) eine obere Grenzérfdie Dichte, wobe{(x) die Riemannsche-Funktion ist

nAh|_, = g3/2(1) = ((3/2) ~ 2.612. (1.10)

Dieses Resultat steht zum einem im Gegensatz zur physikalischen Tatsache, dass man die Dich-
te eines Gases zumindest prinzipiell beliebigédn kann; zum anderen widerspricht es der
Feststellung aus GI. (1.5). Dieser Wiederspruasst sichdsen: Bei @herer Betrachtung der
obigen Integralaherung zeigt sich, dass der Grundzustand getrennt behandelt werden muss,

mithin gilt ((No) = (n))

_<N0> g3/2(2)
n=-+ T

(1.11)

Sobald also bek = 1 das Maximum des zweiten Summanden erreicht wird Olk&vyn
zusatzliche Teilchen den Grundzustand, die Dichte ist damit nicht mehr kEddhrAus
Gl. (1.7) ertalt man einekritische Temperatur

2 h? n 2/3
o= <¢<3/2>> (1.12)
bzw. einekritische Dichte
MET\?/?
ne = C(3/2) ( 57 ) : (1.13)

welche die Grenzelif den Bereich mit No) = 0 markieren. kir 7' < Tg bzw.n > n¢ wird

der Grundzustand makroskopisch besetzt, man sprichBase-Einstein-KondensatioDie

Anderung der Eigenschaften des Gasegbstellt einen thermodynamischen Phaseergang
dar, fur die Grundzustandsbesetzung gilt

% =1- (%)3/2. (1.14)

Neben dieser, rein auf der statistischen Mechanik basierenden Argumentation kann man den
Phaseibergang der Bose-Einstein-Kondensation auch aus der Sicht der Quantenmechanik in-
terpretieren: Die thermische Well@mige)y, kann als de Broglie-Welleahge der bosonischen
Teilchen aufgefasst werden. Wird nun bei konstanter Dichte die Temperatur des Gaggs auf
abgesenkt, spiiberlappen” sich geéf? Gl. (1.10) die Wellenpakete benachbarter Teilchen ge-
rade. Man erwartet dann kooperative Effekte, die auf bosonischer Stimulierung beruhen und
zur makroskopischen Besetzung des Grundzustaridesrf. Dal /A3, proportional zur Dichte

im Impulsraum ist, kann man Gl. (1.10) auch als Bedingung an die Phasenraumdichte auffas-
sen. Liegt deren Wert in der GRRenordnung vor, so beginnen quantenmechanische Effekte
eine Rolle zu spielen. Quantenkinetische Betrachtungen [68] und Untersuchungen der Beset-
zungsstatistik des Kondensats, die auf der Analogie zur Dynamik beimiltesgang basie-

ren [114,176], haben diese Auffassung kagt.



1.1 Bose-Einstein-Kondensation idealer Bosegase 7

1.1.2 Bosonen in harmonischen Fallen

Die bisherigen Ausihrungen bezogen sich auf ein Gas von Bosonen im freien Raum ohne
aulReres Potential. Die Experimente zur Bose-Einstein-Kondensation, die seit 1995 zu einer Flut
von beeindruckenden experimentellen und theoretischen Resultaténtdeiben (siehe auch
Abschnitt 1.5.2), wurden hingegen allesamt an atomaren Gasen durbhgdfe mit optischen

und magnetischen Fallen in einedumlich begrenzten Gebiet gehalten wurden. Die Atome
befinden sich dabei in sehr gutederung in einerdul3eren, meist anisotropen, harmonischen
Potential

1 1
Vext = 5 Ml (a7 + y?) + 5 Muit2?. (1.15)

Auch diese Situation kann mit einem derpolichen thermodynamischen Limaknlichen Ver-
fahren [49] analysiert werden. Betrachtet man der Einfachheit halber ein isotropes Potential mit
der Frequenz, so wird statt der Dichte das Produkt.? konstant gehalteniif N — oo geht

alsow — 0. Wie in [10] gezeigt wird, iihrt die Naherung der Summe in Gl. (1.3) durch ein
Integral (wiederum unter Abspaltung des Grundzustandes) zu einer kritischen Temperatur

1/3
kTs = w (%) : (1.16)

die Population des Grundzustandes wdtrhich geral3

(No) _ _ (T)g. (1.17)

(N) T;

Die Summe in Gl. (1.3) kann aber auch exakt berechnet werden, mait erh

(V) = Z—u T (1.18)

J=0

Viele Autoren [77,112] (siehe auch Kapitel Il in [45]) haben diese Darstellung als Ausgangs-
punkt fur Untersuchungen des Verhaltens bei endlichen Teilchenzahlen verwendet. Ist die Tem-
peratur grof3 gegen den Abstand der Energieeigenwertes&lse fiw, so kann man Gl. (1.18)
mithilfe von Integralen ahern und es folgt

2 kT\® 3 kT
(N) = T, T2 <ﬂ> + 5 02(2) <ﬂ> ; (1.19)
wobei der erste Summand den Grundzustandsbeitrag beschreibt. Hieraus lassen sich Korrektu-
ren fur Tz und (No) berechnen, so gilt z.B. [45,112]

2
KT korr = K1c — hw%@)) (1.20)
Die Methoden i@ir endliche Teilchenzahlen wurden auch erfolgreich auf stark anisotrope Fallen
angewendet [192], auf dgliche Besonderheiten in dieseallen wird im Rahmen einer kurzen
Diskussion niedrigdimensionaler Systeme in Abschnitt 1.4 eingegangen.
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1.1.3 Teilchenzahlfluktuationen und statistische Ensembles

Ein weiteres interessantes Problem, das im Zuge der Forschung an Bosegasen in harmonischen
Fallen gebst wurde, betrifft die Fluktuationen der Kondensatbesetzuvig). Alle bisherigen
Aussagen wurden mithilfe des groRkanonischen Ensembles gewonnen. Auch die Fluktuationen
der mittleren Populationefr; ) der Einteilchenzuginde nnen in diesem Ensemble berechnet
werden, es gilt

(i) —(m)* 1 (1.21)

(n;)? (nj)

Dies tatte fr ein Bose-Einstein-Kondensat bei kleinen Temperaturen Miy ~ (V') Kon-
densatfluktuationen der Gf&enordnungN> zur Folge, und damit auch ebensolche Fluktuatio-

nen von<N> selbst. Dieses Verhalten macht physikalisch wenig Sinn, es basiert auf einer Un-
zulanglichkeit des groBkanonischen Ensembles [210]; in [78,149,161,176] und in den Arbeiten
von Wilkens und Mitarbeitern (siehe [101] und die dortigen Referenzen) werden die Fluktua-
tionen der Kondensatbesetzung genauer analysiert. Da die Teilchenanzahl in den derzeitigen
Experimenten nicht durch ein angekoppeltes Teilchenreservoir fluktuiert, sondern vielmehr fest
vorgegebenist, liegt diesen Arbeiten nicht das grof3kanonische sondern das kanonische oder mi-
krokanonische Ensemble zu Grunde. Letzteres entspricht den experimentellen Gegebenheiten
am besten, denn auch die Gesamtenergie ist bei den Fallenexperimenten fixiert und kann nicht
mit einem Reservoir ausgetauscht werden. Schon Politzer [1610ihdief relativen Konden-
satfluktuationen das eigentlich erwartete normale Verhalten

(ANy)
)

XX

(1.22)

2l

gefunden.

Die Unterschiede zwischen den verschiedenen statistischen Ensembles scheinen aber auf das
Problem der Teilchenzahlfluktuationen begctkt zu sein. Nuriir sehr kleine Teilchenzahlen

N < 1000 zeigen sich wirklich Unterschiede in den Vorhersagen Z1BN, [87]. In Kapitel 4

werden im kanonischen Ensemble einige interessante Eigenschaften des idealen Bosegases mit
Hilfe von Permutationszykeln berechnet, dort wird auch auf den Unterschied zu Ergebnissen
auf Basis groRkanonischer Rechnungen eingegangen.

1.2 Zur Beschreibung von Quantengasen

Um die Terminologieiir die folgenden Kapitel festzulegen, sollen hier die Gruggzder Be-
schreibung von Quantengasen in zweiter Quantisierung mittels Feldoperatoren dargelegt wer-
den (siehe auch [64]). Des Weiteren wird auf die Problematik der Beschreibung von Bose-
Einstein-Kondensaten mittels makroskopischer Wellenfunktionen eingegangen.
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1.2.1 Vielteilchensysteme in zweiter Quantisierung

Die Physik von wechselwirkenden Bosonen oder Fermionen wird meist mit HilfEelolope-
ratoren

Vo (x) =D 9j(x)aa, (1.23a)
J

Ul (%) =Y vi(x)a], (1.23b)
J

formuliert, die ein Teilchen der Speziesan einer Stellex im Raum entweder vernichten (Gl.
(1.23a)) oder erzeugen (Gl. (1.23b)). Die duechndizierten Teilchensortendkinen z.B. Elek-
tronen mit unterschiedlichem Spin sein, aber auch Atome in verschiedenen Hyperfeinstruktur-
oder Zeeman-Zuahden. Eine solche Situation liegt in vielen Experimenten zur Bose-Einstein-
Kondensation vor; so gibt es in Atomlasern (siehe Kapitel 3) Atome, diaradg von ihrem
Drehimpulszustand entweder im Atomlasgefangen bleiben” oder in einen Atomstrahl aus-
gekoppelt werden.

Die Wellenfunktionent;(x) bilden eine orthonormierte Basis von Funktiongnjst ein

Index fur die dazugebrigen Einteilchenzuénhde |;). Die Operatorem, ; und a;j sind
Vernichtungs- bzw. ErzeugungsoperatorénTeilchen der Sorter in diesen auctModenge-
nannten Zustnden. Bosonen bzw. Fermionen werden durch quantenmechanischedéuise-
schrieben, die sich unter Permutationen von Teilchen entweder symmetrisch oder antisymme-
trisch verhalten. Diese Eigenschaft wird durch die folgenden Kommutatorrelationeodoni-

sche Feldoperatoren (bzw. Antikommutatorrelatiorigrférmionische Operatoren) implemen-

tiert

(o (x), Bl (y)]5 = dapd(x —y) (1.24a)
[Wa(x), Ua(y)]z = (W (x), Ui(y)lz =0, (1.24b)

wobei [ , ]+ den Kommutator ) fur Bosonen bzw. den Antikommutato#) fur Fermio-

nen bezeichnet. Analoge Relationen gelténdie Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

T
Aoy Qg -

Der gesamte Hilbertraum (audtock-Raumgenannt) eines Systems nicht wechselwirkender
Teilchen einer Spezies wird nun mittels der Einteilcheri'mm\j> und der Erzeugungsopera-
torena’ aufgebaut. Die Fockbasis besteht aus @Znden der Form

nj

) =TT 2 —0,0,...), 1.25
Ino, ni,...) 1;[1\/7| ) (1.25)

;.

d.h. Zusénden, in denen die Einteilchenzastle|j) n;-mal besetzt sind. Aus den Kommuta-
torrelationen r a;, a} folgt fur Bosonem; € {0,1,2,... }, d.h. ein Einteilchenzustand kann
mit einer beliebige Anzahl von Teilchen besetzt werdénHermionen gilt gem@l? dem Pauli-
Prinzipn; € {0,1}.

Die Dynamik eines Vielteilchensystems wird édich durch einen Hamiltonoperator be-
stimmt, in den die Wechselwirkung zwischen Teilchen einflie3t. Diese kann oft in guter
Naherung durch eine Zweiteilchenwechselwirkung beschrieben werden, die man durch ein Po-
tentialU, g(x — y) parametrisiert. Entlit das System verschiedene Teilchensorten, so hat der
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Hamiltonoperator folgende Form

z%:}j/&&@&@){—izj+u4@}¢a@)

N

43 [y B0 Vasx -9 0 Iax).  (126)
o.p

Neben dem kinetischen Anteil wurde hier noch ai3eres Potentidf, (x) eingefihrt. Dies

wird, wie schon in Abschnitt 1.1.2 angesprochen wurde, oft das harmonische Potential einer
Atomfalle sein, das allerdings noch vom magnetischen Moment der AtonémgblDes Wei-

teren nennt man

N, = / Bx U (x)V,(x) (1.27)

den Teilchenzahloperator der Teilchensartada N, mit H kommutiert[, N,] = 0, bleibt

die Teilchenanzahl jeder Spezies getrennt erhalten. In Gl. (1.26) werden inelastische Zwei-
und DreilorpersbRe, welche den Spinzustand von Atomen in magnetischen Fallemek,
vernachéssigt. Auf die Form des Potentidlg, g(x — y), das die elastischen ZwéikpersblRe
beschreibt, wird im achsten Kapitel genauer eingegangen.

Die Formulierung der statistischen Mechanik eines Vielteilchensystems ist im grolZkanonischen
Ensemble nun recht einfach. Man betrachté#gn um das chemische Potentiabrweiterten
Hamiltonoperator

K = H + uN,. (1.28)
Wie schon in Gl. (1.1) beschrieben, ergibt sich die grofkanonische Zustandssumme aus
Z(T, 1) = Tr {e*ﬂf( } , (1.29)

die Spurbildung geschieht durch Summatidorer alle Besetzungszahlzastle aus Gl. (1.25).
Fur ein System ohne Wechselwirkub{x — y) = 0 erhalt man

o

Z(T,p) = H

=0

1
1Fe B’ (1.30)
das Minuszeichen gilt hierbdiif Bosonen, das Pluszeichém Fermionen. Wie die Eigenschaf-
ten eines wechselwirkenden Systems berechnet weridlemek, soll im Kapiteliber schwach
wechselwirkende Bosegasalrer beleuchtet werden.

1.2.2 Die makroskopische Wellenfunktion

Die wesentliche Eigenschaft der Bose-Einstein-Kondensation ist die makroskopische Beset-
zung des Grundzustandes eines Vielteilchensystems. Im bisher betrachteten Fall eines idealen
Bosegases ist dieser Zustand der Grundzustangéiufteren Potentials(x), beschrieben durch

!Der Einfachheit halber wird hier nur eine Teilchenartilmsichtigt.
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die Einteilchenwellenfunktion)y(x). Im Grenzfalll' = 0 sind alle N Teilchen kondensiert,
der Grundzustand des Gesamtsystaimsstisich dann durch

o = 1o(x1) X tho(x2) X ... X Po(xn) (1.31)

beschreibens/N1y(x) wird in diesem Fallmakroskopische Wellenfunkticgenannt, da
tatsachlich das ganze Kondensat durch diese eine Funktion beschrieben wird. Dieser auf F. Lon-
don [124] zuitickgehende Begriff wurde auf zwei konzeptionell verschiedene Arten auf Sy-
steme mit Wechselwirkungen verallgemeinert, die im Folgenden dargelegt werden sollen. Im
Ubrigen ist die makroskopische Wellenfunktion identisch mit dem von Ginzburg und Landau
eingetihrtenOrdnungsparamete(siehe [123]) undiir die Beschreibung von supriadisigen

bzw. supraleitenden Systemen von grol3er Bedeutung.

Off-diagonal-long-range-order

Im Gegensatz zu nicht wechselwirkenden Bosegasen ist der Grundzustand eines wechselwir-
kenden Vielteilchensystems selbst fiei= 0 nicht durch ein Produkt von Einteilchenzasten
darstellbar. Eine direkte Verallgemeinerung von Gl. (1.31) ist somit nidgiglich. Penrose

und Onsager [158] haben aus diesem Grund eine allgemeinere Definition der Bose-Einstein-
Kondensation angegeben, die auf der Einteilchendichtem@if&x) \i/(y)> beruht. Besitzt

diese einen einzigen, makroskopischen Eigenwgrtso wird dieser als Population des Bose-
Einstein-Kondensats interpretiert, und man kann die Einteilchendichtematrix mit Hilfe der zu-
geltdrigen Eigenfunktion)(x) folgendermalen darstellen

(TH(x) U(y)) = Nov*(x)¥(y) + A(x, y). (1.32)

v/ Noyp(x) wird nun als makroskopische Wellenfunktion bezeichnet; diese Definition ist im
Falle eines idealen Gases iei= 0 identisch mit der weiter oben genanntgfx, y) beschreibt
den nicht kondensierten Anteil, da dies@ér fx — y| — oo keine Korrelationen aufweist, gilt
p(x,y) — 0 und somit

(UT(x) W(y)) = Nog*(x)(y) fur  |x—y| — oo (1.33)
Fur ein 'aumlich homogenes System gilt

(¥ (x) B(y)) — % fir  |x —y| — oo: (1.34)

man erkenntin diesem Fall besonders gut, dass in einem Bose-Einstein-Kondensat eine Korrela-
tion zwischen beliebig weit voneinander entfernten Punkten vorliegt. Diese Erkenntréigtschl
sich in dem Begriffoff-diagonal-long-range-orde(ODLRO) nieder, der von Yang [207]if
Vielteilchensysteme geggt wurde, die eine langreichweitige Korrelation von Nebendiagonal-
elementen einer reduzierten Dichtematrix aufweisen.

Spontane Symmetriebrechung

Die zweite Moglichkeit, das Konzept der makroskopischen Wellenfunktion auctsf/ste-
me mit Wechselwirkung zu definieren, beruht auf der so genarstentanen Symmetriebre-
chung[71,96,97]. Als Modellsystem dient dabei der Ferromagnetismus: Der Hamiltonoperator
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fur ein ferromagnetisches System ist zwar invariant uréemiichen Drehungen, beim Pha-
serubergang am Curie-Punkt tritt jedoch eine spontane MagnetisiéM'}gpomlauf, die diese
Rotationssymmetrie brichtifFf Temperaturefl” < Tcurie Nimmt das System also einen von vie-
len, entarteten Grundz@stden an, die durch Symmetrietransformationen ineinaitgenihrt
werden lbnnen.

Mathematisch dsst sich dieses Bhomen nur mit einem Trick modellieren, denn im
gewdhnlichen Ensemblemittel verschwindet der Erwartungswert der Magnetisierung aufgrund
der Rotationssymmetridif alle Temperaturen, da Konfigurationen mit einer Magnetisierung
M mit gleicher Wahrscheinlichkeit im Ensemble vertreten sind wie solche mit Magnetisierung
—M. Nur die Einfihrung einesiufReren, magnetischen Hilfsfeldes, das erst nach der Ensem-
blemittelung auf null gesetzt wird, eiglicht die Berechnung voiM )spont. Man sagt, dass

die Magnetisierung im Ensemblemittel verschwindet, dass abé&iepelsysterdurchaus eine

nicht verschwindende Magnetisierung aufweisen kann.

Bogoliubov [25] hat diese Beobachtungen auf die Beschreibung der Bose-Einstein-
Kondensation in einem wechselwirkenden Sysi@mertragen. Der Hamiltonoperator (1.26)
besitzt eine global&/(1)-Eichsymmetrie, die bei der Bose-Einstein-Kondensation spontan ge-
brochen wird. Bogoliubov nahm an, dass der Feldoperator in Analogie zur Magnetisierung
einen endlichen Erwartungswert besitzt

(U(x)) = VNov (), (1.35)

den man wieder als makroskopische Wellenfunktion auffasst. Mit dieser Annahme lautet die
Bedingung (1.33)iir ODLRO

(UT(x)T(y)) = (T(x)) (¥(y)) fiur |x—y|— . (1.36)

Umgekehrt folgt aus dem Vorliegen von ODLRO nicht zwangsweise eine spontan gebrochene
Symmetrie, sodass off-diagonal-long-range-order als die fundamentalere DefinitiBode-
Einstein-Kondensation anzusehen ist.

Aus beiden vorgestellten Konzepten folgt, dass ein Bose-kondensiertes System Phiserzkoh
aufweist [7]. Die Annahme einer gebrochenen Eichsymmetrie macht dies intuitiv sofort
verstindlich; es ist ja gerade die Phase der makroskopischen Wellenfur{l’&i(om, deren
Symmetrie gebrochen wurde. Die Phaserikehz von(¥(x)) wird natirlich durch den in-
koharenten Beitrag von thermischen Anregungen modifiziert. Bei Temperaturen weit unterhalb
der Ubergangstemperatur reicht allerdings die makroskopische Wellenfunktion zur Beschrei-
bung fast aller Eigenschaften eines Bose-Einstein-Kondensats aus. Es stellt sich dann die Frage,
ob unabkngige Bose-Einstein-Kondensate zur Interferenz gebracht wedtheeR.

Interferenz von Bose-Einstein-Kondensaten

In einem spektakdren Experiment haben Ketterle et al. [8] gezeigt, dass zwei @mafide
Bose-Einstein-Kondensate tathlich miteinander interferiererdknen. BeimUberlappen der
beiden Kondensate konnten Interferenzstreifen beobachtet werden, deren Struktur mit theoreti-
schen Rechnungen in hervorragender Walsereinstimmt [145, 165, 196]. Diese Beobachtung
lasst sich zwar unter der Annahme einer gebrochenen Eichsymmetrie und der Zuordnung einer
festen Phaself jede Einzelrealisierung der beiden Bose-Einstein-Kondensate sofort verste-
hen, doch gibt es einige Gnde die gegen diese Annahme sprechen [122, 148]. So gibt es
fur Bosegase — im Gegensatz zaaf3eren Magnetfeld bei Ferromagneten — kein physikalisch
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reales Hilfsfeld (siehe aber z.B. [96]), das man zur Modellierung der Symmetriebrechung her-
anziehen knnte. Des Weiteren sind Zéstde mit einer kofrenterlUberlagerung verschiedener
Teilchenzahlen, wie sie bei dablichen Beschreibung der Symmetriebrechung im grof3kanoni-
schen Ensemble verwendet werden [148], nicht in Einklang zu bringen mit Superauswahlregeln
fur massebehaftete Teilchen [80,200]. Letztere besagen gerade, dass in der NaturamaeZust

mit genau definierter Teilchenzahl vorkommen. Im mikrokanonischen Ensemble hingegen ist
zwar die Teilchenzahl genau festgelegt, der Grundzusﬁﬁh)dist dann allerdings invariant

unter Eichtransformationen, sodass es drespontane Symmetriebrechung notwendigen ent-
arteten Grundzugnhde hier nicht gibt.

Um neben dem trotz allem sehr erfolgreichen Konzept der gebrochenen Eichsymmetrie noch
einen weiteren theoretischen Zugang zu den Interferenzexperimenten zu finden, haben meh-
rere Autoren [37, 42, 108, 148] versucht, mit Hilfe quantenoptischer Methoden die Interfe-
renzfahigkeit von Bose-Einstein-Kondensaten, die verwandt ist mit der Interfétgigkeit

von Lasern, zu untersuchen. Es zeigt sich, dass selbst zwei Kondensate in Fouanst

\N1> ® | N3), die eine wllig unbestimmte Phase besitzen, miteinander interferietemén.

Die Interferenz entsteht dabei bei der Messung selbst; sie entspricht der Symmetriebrechung
derrelativenPhase zwischen den Kondensaten. Dies @gglinh, weil die Herkunft der im Lauf

der Messung registrierten Teilchen und damit auch die Differénz- N, der Teilchenzahlen

nicht bekannt ist und sich das anfyliche Produkt zweier Fockzaside in einen komplizierten
verschankten Zustand verwandelt. Schon wenige registrierte Atome legen die Phase des In-
terferenzmusters bei einem einzelnen Interferenzexperiment fest [42], diese Phasenlage variiert
aber von Realisierung zu Realisierung, sodass im Ensemblemittel die Interferenzen ausgewa-
schen werden.

1.3 Schwach wechselwirkendes Bosegas

Die Physik schwach wechselwirkender Bosegase ist seit den 40er Jahren des 20. Jahrhunderts
Gegenstand vor allem theoretischer Untersuchungen [74]. Bis zur erstmaligen Realisierung von
Bose-Einstein-Kondensation in atomaren Gasen [6, 28, 48] im Jahre 1995 gab es auch kein
experimentelles System, an dem die bis dahin schon sehr gut ausgearbeitete Theorie wirklich
Uberpiift werden konnte. Allerdings hatten sich die meisten Arbeiten bis 1995 nur mit Bose-
Einstein-Kondensation iraumlich homogenen Systemen beitigt, Ausnahmen bilden z.B.

[63], wo die Maglichkeit eines inhomogenen Kondensats diskutiert wird, oder [9, 10, 49], die
unter anderem die Kondensation in harmonischen Fallen zum Thema haben.

Im folgenden werden die wesentlichen uridt €lie vorliegende Arbeit relevanten Ergebnisse
dargestellt. Diesen Betrachtungen liegt der Hamiltonoperator aus Gl. (1.26) zugrunde, wobei
fur das Wechselwirkungspotentid(x — y) eine einfache Bherung verwendet wird, die sich

als Wllig ausreichendifr die Beschreibung der Situation in den Fallenexperimenten erwiesen
hat. Rir ein kaltes, schwach wechselwirkendes Bosegas reicht es aus, die so gen&lén-
Streuungzu betrachten, die vollahdig durch dies-Wellen-Streuhngeay beschrieben wird.
Geriigt die Dichten(x) des Gases der Bedingung

n(x)ad < 1, (1.37)

ist also der mittlere Abstand der Teilchen im Gas durchschnittlich vigerals die Streahge,
so kann mar/ (x — y) durch das?seudopotential

Ux—y)=Upd(x—y) (1.38)
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anrahern mit der Wechselwirkungsske

47Th2a()
Uy =
0 M

(1.39)
Ein stark verdinntes, kaltes Bosegas wird also durch den Hamiltonoperator
2%72
H= /dSX\IﬂL(x) {—h ]\VJ + V(X)} U(x)

4 % / A B () () ¥ () ¥ (x) (1.40)

beschrieben.

1.3.1 Mean-Field-N &herung und Anregungsspektrum

Der Vorschlag Bogoliubovs [25], den Feldoperaiqbc) in einen komplexwertigen Anteil, der

das Kondensat beschreibt, und einen fluktuierenden Operatoranteil zu zerlegen, um die Anre-
gungen einesaumlich homogenen Bose-kondensierten Gases zu berechnen, kaauralicin
inhomogene Systeme ausgedehnt werden [63,73]. Mit der auf die Kondensatbesétnamg
mierten makroskopischen Wellenfunktigtix) schreibt man (x) als

U(x) =1(x) + 0¥ (x) (1.41)

und erfalt damit auch den symmetriebrechenden Erwartungs@e(nt)} = P(x).

Setzt man nun diese Zerlegung in den groRkanonischen Hamilton-Op&t#1o40, 1.28) ein

und verwendet eine selbstkonsistente Mean-Figittédung i@ir alle Terme in dritter und vier-

ter Ordnung in den Operatoré® und ¥t [73], so ertalt man dieHartree-Fock-Bogoliubov
Naherung (HFB) tir den Hamiltonoperator. Durch eine kanonische Transformation der Fluk-
tuationsoperatorefil’, ¥t

50T (x) =3 (u; (x)al — v, (x)&j) , (1.42)

J

wie sie erstmals von Bogoliubov [25] verwendet wurdesst sichs” diagonalisieren. Die Funk-
tionenu;(x) undv;(x) beschreiben digaumliche Struktur deQuasiteilchergenannten Anre-
gungen, die durch die Operatorén, o“z} vernichtet bzw. erzeugt werden. Diese Quasiteilchen
beschreibenifr kleine Energien Dichtefluktuationen des Kondensats und entsprechen damit
den Phonon-Anregungen einéggimlich homogenen Gases [25]. Quasiteilchéhdrer Ener-

gie repésentieren teilchenartige Anregungeiir K erhalt man somit

R h2 2
K—/dgxw*(x){— 2]\3

s /d3x|vj(x)|2 +3 Bala;, (1.43)
J J

V00 + 5Tl 0)
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dabei sind die’; die Energien der Quasiteilchen-Anregungen. Die makroskopische Konden-
satwellenfunktiori/(x) und die Modenfunktionem;(x) und v;(x) miissen dabei dsungen
bestimmter Gleichungen sein. Im Folgenden bezeichnen

ne(x) = [$(x) |’ (1.44)
i(x) = (601 (x)0¥(x)) (1.45)
n(x) = ne(x) + n(x) (1.46)

die Kondensatdichte, die Dichte der Anregungen sowie die Gesamtdichte,
m(x) = (00(x)0¥(x)) (1.47)

sei die so genannemnomaleDichte der Quasiteilchen-Anregungen.
Fur die Kondensatwellenfunktion gilt dann die Gleichung

h2v? . - N
(— S V) + o [nc<x>+2n<x>1) () + Uom(x)9" (x) = pb(x),  (1.48)
die auch als verallgemeinert&ross-PitaevskiGleichung bezeichnet wird (siehe Ab-
schnitt 1.3.2). Die Modenfunktionen imsen die so genannteBogoliubov-de Gennes
Gleichungen eifllen [73]

Luj(x) = U [2(x) + (%) [ 05(x) = Eju;(x)
Loj(x) — Uy [w*Q(x) + m*(x)] uj(x) =—E;v;j(x), (1.49)
mit
h2v?
L=— Wi + V(x) + 2Upn(x) — p. (1.50)

Hat man diese Gleichungen @st, so sind die Dichter(x), m(x) bei der Temperatuf’
(8 =1/(kT)) durch

i(x) = Y (Juj(x)|* + |vj(x)|*) Naosd Ej) + v (x)|* (1.51)
J

m(x) =Y u;(x)0}(x) (2Neose E;) + 1) (1.52)
J

gegeben, mit dem Bose-Faktdgose = gElj o Die Gleichungen (1.48,1.49,1.51,1.52) bilden
PE_
zusammen mit der Normierung

N = /dgxn(x) (1.53)

der Gesamtdichte auf die Teilchenzahl ein geschlossenes System, dass itebativwgetien
kann. Vernaclidssigt man dabei die anomale Dichigx), so spricht man von dePopov
Naherung (HFB-Popov) [53, 73, 100]. Diese liefdit Temperaturen unterhalb von6T; Er-
gebnisse iir die Quasiteilchenenergiefi;, die sehr gut mit deniir kollektive Anregungen
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gemessenen Anregungsfrequeniabareinstimmen. Selbst wenn man die anomale Dichte hin-
zufugt [99], beschreiben die Ergebnisse ' > 0.67¢ nur teilweise die experimentellen Re-
sultate; es wird vermutet, dass die implizite Annahme einer statischen thermischen Wolke f
diese Temperaturen nicht mehr gerechtfertigt ist. In diesem Zusammenhang spighiomat
auch Campfungseffekte zwischen Kondensat und thermischer Wolke eine groRe Rolle, auf die
hier aber nicht aher eingegangen werden soll.

Ein weitere Miglichkeit, Aussagefiber das Anregungsspektrum zu gewinnen, besteht darin,
auch die Quasiteilchendichig(x) in den Gleichungen (1.48) und (1.49) zu vernaskigen

[63]. Diese Naherung istifir schwach wechselwirkende Bosegase bei sehr kleinen Temperaturen
T =~ 0 gerechtfertigt: Wie man aus Gl. (1.51) erkennt, liegen zwar selbsi’bei 0 noch
angeregte Quasiteilchen vor, die durch den zweiten Summanden beschrieben werden. Dieser
auch beil"’ = 0 nicht kondensierte Anteil

N - N = Z/dBX 0, (%) |2 (1.54)
J

wird alsquantum depletiobezeichnet; wie Rechnungenlitbereinstimmung mit Experimen-

ten zeigen [56], befgt dieser bei schwach wechselwirkenden Gasen aber nur weniger als ein
Prozent der Gesamtteilchenzahl, womit diégh¥rungs(x) zu vernactissigen, gerechtfertigt

ist. Diese Beobachtung entspricht auch dem analogen Resultat bei homogenen Gasen [64]

N — N, 8 /mnad\/?
=3 (2) (1.55)

Hier erkennt man, dass der Parametef aus Gl. (1.37) entscheidendrfdie richtige theore-
tische Beschreibungishner, schwach wechselwirkender Gase ist. Im Gegensatz zu diesen ist
na3 bei suprafluidemHe sehr groR, der Kondensatanteil liegt ige demgeraR auch nur bei

etwa 9% [40, 158].

1.3.2 Gross-Pitaevskii-Gleichung

Vernachéssigt man in Gl. (1.48) die normale und anomale Dichte der nicht kondensierten Ato-
me, so erhlt man dieGross-PitaevskiiGleichung [76, 160]

h2v2 9
~Sar V) + Ul ()]* ) ) = () (156)
fur die Kondensatwellenfunktion(x). Wie im vorherigen Abschnitt schon angedeutet wurde,
lasst sich die Physik einesidnen, schwach wechselwirkenden Bosegases bei Temperaturen um
T = 0 gut allein mit dieser Gleichung beschreiben. Linearisiert man die z&itejdpe Form

. 0 h2V? 2

ingp) = (~"gy + V00 + UalwGol? ) (157

in den Fluktuationer)(x) um die Losung der zeitunal@imgigen Gl. (1.56), so eéft man
(zunachst noch in etwas anderer Form) wieder die Bogoliubov-de Gennes-Gleichungen (1.49)
in der oben beschriebeneraherung.

Welche Rolle spielen nun die Wechselwirkungen zwischen Atorinetié Losungen der Gross-
Pitaevskii-Gleichung? Trotz der starken Vi@énshung der Gase, die durch die Bedingug <
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1 quantifiziert wird, kann sich die Kondensatwellenfunktion stark von der Grundzustandswel-
lenfunktion im Fallenpotentidl’ (x) ohne Wechselwirkung unterscheiden. Hier und im Folgen-
den sollen vor allem die experimentell relevanten harmonischen Falldn(mjt= mw? |x|?
untersucht werden. Um den Einfluss der Mean-Field-Wechselwirkung zu studieren, vergleicht
man die mittlere Wechselwirkungs- oder Mean-Field-Eneifgig = NUyn, die durch den
nichtlineare Term der Gross-Pitaevskii-Gleichung beschrieben wird, mit der Grundzustands-
energie vonN Teilchen im harmonischen Oszillator-Potentigl, = NAw. Schatzt man die
mittlere Dichte mittels der typischendngean, = /h/Mw des harmonischen Oszillators zu
n = N/a}, ab, so ergibt sich

Emt 20 (1.58)

Eho Gho
Da in typischen Experimentem/an, ~ 10~ gilt, reichen schon wenige 1000 Atome aus,
um den Mean-Field-Anteil der Gesamtenerigjier die Oszillatorenergie dominieren zu lassen.
Trotz der nur schwachen Wechselwirkung kann es also zu starken Wechselwirkungseffekten
kommen, @ir typische TeilchenzahleN > 10° |asst sich die Gross-Pitaevskii-Gleichung sogar
direkt Iosen: In der so genannt@homas-FermNaherung wird der kinetische Teil in Gl. (1.56)
vernachéssigt und man et fur die Wellenfunktion

p=V) o) (1.59)

Y7E(X) = max i

Aus der Normierung vomrpy(x) auf die AnzahlN der Teilchen ergibt sich dann auch das che-
mische Potential zu

B 2/5
prE = - <15N§TO> . (1.60)
(0]
Die Losung (1.59)iihrt zu einer Dichte-Verteilung
2 1 L5 12
[Yre(x)|” = oo \H e %7 ), (1.61)

die naheliegenderweis@vertierte Parabel’ genannt wird. Wie man in Abb. 1.1 erkennt, kann
diese Kondensatdichteverteilung sehr viel weiter ausgedehnt sein als der Grundzustand des
harmonischen OszillatorsiiFden Radius des Kondensatsatiman aus Gl. (1.61) und (1.60)

ap \ V/°

TTE = Gho <15N—> . (1.62)
Gho

Die Vernachassigung des kinetischen Terms in der Gross-Pitaevskii-Gleichihmgyih TF-

Naherung zu einem unphysikalischen Verhalten der Kondensatdichterb&ie vollséndige

Losung der Gross-Pitaevskii-Gleichung besitzt hingegen keinen Knick sondern nimmt stetig

differenzierbar ab.

Die bisherigen Resultate wurden der Einfachheit halber inurddialsymmetrische harmoni-

sche Fallen angegeben, in alleallEn gibt es auch Verallgemeinerungen auf im Experiment

oft vorliegende zylindersymmetrische Fallen oder Fallen ohne eine Symmetrie (siehe dazu

z.B. [45]). Auf die Beschreibung von mehreren Kondensaten verschiedener Spezies und de-

ren Kopplung wird in Kapitel 3 eingegangen.
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Abbildung 1.1: Dichteverteilung eines Bose-Einstein-Kondensats mit und ohne Wechselwirkung. Die
radiale Dichteverteilung wurde in Thomas-Fermidiérung (durchgezogene LinigyfL0® 8”Rb-Atome

mit der s-Wellen-Streuhngeay = 110 agonr berechnet, zum Vergleich wird das Dichteprofil des Grund-
zustandes eines idealen Bosegases gezeigt (gestrichelte Linie, um einen Faktor 200 nach unten skaliert),
ebenfalls fir N = 10% Atome. Die Fallenfrequenz béigtw = 27 x 100 Hz, die Oszillatorhnge hat

dann den Wertino ~ 1.1 zm.

1.4 Niedrigdimensionale Systeme

Die Physik der kondensierten Materie in Systemen, die (effektiv) weniger als drei Dimensionen
aufweisen, unterscheidet sich oft signifikant von den aus der dreidimensionalen Welt bekannten
Phanomenen, hierbei sei z.B. an den Quanten-Hall-Effekt und die damit verwandte Anyonen-
Physik in zwei Dimensionen erinnert. Es liegt daher nahe, auch die Physik von schwach wech-
selwirkenden Bosegasen in ein und zwei Dimensioré@renzu untersuchen.

1.4.1 Homogene Systeme

Bose-Einstein-Kondensation bei endlicher Temperatur istin homogenen Systameen ind
zweidimensionale Systeme nichbglich. Rir ideale Gase folgt dies aus der zu Abschnitt 1.1.1
analogen Betrachtung, bei der sich zeigt, dass im Gegensatz zu drei Dimensionen die Anzahl
der Teilchen in angeregten Zasden nicht beschnkt ist. Somit,kondensieren® homogene
Gase @tir D < 2 nur beiT = 0. Dies gilt auch fir wechselwirkende Gase, wie Hohenberg [88]
gezeigt hat. Mermin und Wagner [130] haben e#ieliche Aussagelf ferro- bzw. anti-
ferromagnetische Modelle bewiesen. Das nach diesen Autoren berdoimaberg-Mermin-
Wagner-Theorenbesagt, dass i < 2 eine spontane Symmetriebrechung nicht zur Aus-
bildung langreichweitiger Ordnung und damit auch nicht zu einem Bose-Einstein-Kondensat
fuhren kann. Eine solche Ordnungirde — anschaulich gesprochen — Bei> 0 von energe-

tisch niedrigliegenden, langwelligen thermischen Anregungen soforbrienarden.

Kosterlitz-Thouless Ubergang

Das Hohenberg-Mermin-Wagner-Theorem verbietet Zweidimensionale Systeme nur die
Existenz eines Phasigmergangs in eine Phase mit langreichweitiger Ordnung. Berezinskii [17],
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Kosterlitz und Thouless [117] haben gezeigt, dass trotzderJeérgang in eine neue Phase
existieren kann, in der die DichtematriXx,y) fur |x —y| — oo nur relativ langsam auf
null abfallt. Statt eines exponentiellen Abfalls mit einer endlichen Korrelatéorg liegt ein
algebraischer Abfall der Form

1
N2
2n>\lh

p(x,y) ~ [x -yl fur |x —y| — oo (1.63)
vor, wobein die Dichte (Teilchen pro Rlche) bezeichnet. Aufgrund der langsam abfallenden
Korrelation zwischen zwei entfernten Punkten spricht man von lol@lessikondensatelie

sich nuriber einen Teil des Gesamtsystems ausbreiten. Die Phaggakalzwischen sol-
chen Bereichen wird durch das Auftreten von Vortex-Antivortex-Paaregedte ur 7’ — 0
natirlich verschwinden, sodass die Quasikondensate zu einem das ganze System umfassenden
Kondensat werden.

Am Phasetibergang, der audiT-Uberganggenannt wird, werden diese Paare aufgebrochen,
in der Hochtemperaturphase liegt somit eine ABas* von Vortizes und Anti-Vortizes vor.
Nelson und Kosterlitz [150] haben gezeigt, dass die suprafluide Dighten inrem endlichen
Wert unterhalb detbergangstemperatur sprunghaft auf Nullahf fur diesen Sprung gilt die
universelle Beziehung

nsAf = 4, (1.64)

die in suprafluidertHe-Filmen auch experimentell nachgewiesen werden [20] konnte. Auf-
grund der topologischen Eigenschaften von Vortizes spricht man von einer topologischen Ord-
nung der suprafluiden Phase.

1.4.2 Oblate und prolate harmonische Fallen

Der Kosterlitz-Thoules&lbergang in homogenen zweidimensionalen Systemen ist nur ein Bei-
spiel fur vom 3D-Verhalten abweichende &fomene in niedrigen Dimensionen. Die Unter-
suchungen von Bose-Einstein-Kondensaten haben gezeigt, dass auch in harmonischen Fallen
interessante Effekte auftretedrnen. Im Gegensatz zum homogenen zweidimensionalen Fall
tritt in einer solchen Falle Bose-Einstein-Kondensation eines idealen Gases bei einer endlichen
Ubergangstemperatur auf [9]

2D _ N _ 2
kT _m’/4(2)’ ¢(2) = n2/6 (1.65)

Shevchenko [177] konnte zeigen, dass in schwach wechselwirkenden Gasen nur bei Temperatu-
renT < T2P wirklich ein Bose-Einstein-Kondensat vorliegt. Débergang selber ist vielmehr

ein KT-Ubergang, an dem der suprafluide Anteil wie beim homogenen System sprunghatft an-
steigt. DieUbergangstemperatur isifschwach wechselwirkende Gase anernd gleichi2P.

Die experimentelle Untersuchung niedrigdimensionaler Systeme basiert nafgerindrei-
dimensionalen Systemen, die in einer oder zwei Dimensionen in ihrer Ausdehnung stark
reduziert sind. 1998 gelang z.B. der (indirekte) Nachweis eined)Kdrgangs [170] eines
schwach wechselwirkenden Bosegases in einer Schicht spinpolarisierten Wasserstoffs, der auf
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ein Helium-Substrat aufgebracht worden war. Der zweidimensionale Charakter des Wasser-
stoff resultiert dabei aus der Tatsache, dass es nur einen Bindungsziistaidskerstoffa-

tome auf einer Helium-Obeé#the gibt. In den Atomfallen, die zur Realisierung der Bose-
Einstein-Kondensation in Alkaligasen verwendet werden, wurdeaintche Situation bisher

noch nicht erreicht. Allerdings existieren auf dem Weg zu extrem oblaten oder prajaien (
garrenbrmigen”) Fallen noch weitere interessante Effekte. In zigatmenigen Fallen ist es
moglich, dass die Kondensation eines idealen Gases in den Grundzustartfiche Teil-
chenzahlen in zwei Schritten dtift. In [192] wird gezeigt, dassif w, = w, > w, drei
verschiedene Szenarieroglich sind. Falls die transversale Fallenfrequenz, viel grof3er ist

als dieUbergangstemperatur in drei Dimensionen

1/3
kT30 — 1, <M) , 1.66
() (1.69)

so erfolgt schon b&iT" ~ hw, , > kT3P ein,Ausfrieren* der transversalen Bewegung, mithin
kann beikT°P keine Bose-Kondensation mehr einsetzen. Das weitere Verhalten wird nun durch
die Ubergangstemperatur eines endlichen eindimensionalen Gases im harmonischen Potential
bestimmt, @ir die raherungsweise
1D N

KT ~ hwzm (1.67)
gilt. Fir 7P > T3P kondensiert das Gas bEi= 7P direkt in den Grundzustand des Fallen-
potentials. Gilt73P > 7P, so tritt der oben schon angedeutete Effekt auf: B&i° > hw, ,
kondensieren die Atome zaohst nur in den transversalen Grundzustand, d.h. die Anzahl
Nip = >0°_o Noon. der Atome mit Quantenzahlem, = n, = 0 wird fur 7' < T3P
makroskopisch. Die Besetzuny, des absoluten Grundzustandes bleibt abeiaehst bei
null, erst tir 7 < T1P steigt auch sie wie bei einem echt eindimensionalen System an.
Es gibt also zwei Stufen der Kondensation, die sichuriah auch auf die im Experiment
leicht messbaren longitudinalen und transversalen Dichteverteilungen auswirken. Es ist zu er-
wartet, dass auch ein schwach wechselwirkendes Gas dieses Verhalten zeigt, bisher gibt es
dazu allerdings keine genaueren Untersuchungen. Die in Kapitel 4 vorzustellenden Monte-
Carlo-Methoden erfiglichen eine solche Untersuchung. Es sei noch bemerkt, dass auch in
oblaten, quasi-2D Fallen Zwei-Stufen-Kondensation auftreten kann, allerdings in einem 2D-
Kastenpotential [192]. Experimente in dieser Richtung werden vielleicht in naher Zukunft
moglich sein [69, 84, 156].

1.5 Bose-Einstein-Kondensation im Experiment

In der Zeit zwischen den grundlegenden Arbeiten von Bose und Einstein [27,58,59] in den 20er
Jahren des letzten Jahrhunderts bis zu den Aufsehen erregenden Experimenten im Jahr 1995
[6, 28, 48] gab es nur wenige experimentelle Realisierungen der Bose-Einstein-Kondensation
mit meist indirekten Nachweismethoden. Im ersten Teil dieses Abschnitts werden die wesent-
lichen Ergebnisse aus dieser Zeit zusammengefasst, Schwerpunkt bildet dabei das suprafluide
“He. Auf das verwandte Rimomen der Supraleitung in FestRern wird ebenfalls kurz ein-
gegangen. In Halbleitern konnte Bose-Einstein-Kondensation von Exzitonen, also von wasser-
stoffahnlichen Elektronen-Loch-Paaren, nachgewiesen werdimend Euterungen zu die-

sem Thema finden sich in [75].



1.5 Bose-Einstein-Kondensation im Experiment 21

Neben den experimentell gesicherten Erkenntnissen wurden in der Theorie der Elementar-
teilchen Modelle entwickelt, die sehr eng mit den Begriffen Bose-Einstein-Kondensation und
ODLRO verknupft sind. Bisher konnten nur agdiche, indirekte experimentelle Beweigér f

diese Vorstellungen gefunden werden. Auch auf diesnBimene wird im Folgenden einge-
gangen. Ge@l3 der Entwicklung in den letzten Jahren werden im Anschluss an diese Betrach-
tungen die Experimente mit atomaren Gasenigusither beschrieben.

1.5.1 Vor 1995
Helium-4

Obwonhl die Theorie der Bose-Einstein-Kondensationdzninst nur @ir ideale bzw. sater fr
schwach wechselwirkende, véimthte Gase formuliert wurde, waren Experimente zu diesem
Phanomeniber lange Zeit auf die kondensierte Materie beiokt. Das prominenteste Bei-
spiel hierfir ist derUbergang von Helium-4 von einer normélkigen in eine so genanrse-
prafluidePhase bel” = 2.17K [3,109], die man heutéHe Il nennt. Die Suprafluiditt driickt

sich vor allem durch einen reibungsfreien Flisgr sehr lange Zeiten ohne jeden antreibenden
Druck aus. Tagt man die Viirmekapazitt am Phasedibergang als Funktion der Temperatur
auf, so erkennt man ein singues Verhalten; geafd der Form dieser Kurve spricht man auch
vom \-Ubergang.

Eine eingehende Darstellung der Eigenschaften von suprafluidem Helium ist z.B. in [188] zu
finden, im Folgenden soll die historische Entwicklung des erdhisses der Suprafluidit
von “He unter Beiicksichtigung der in sjteren Kapiteln zu diskutierenden @#tomene nur
skizziert werden.

Schon bald nach der Entdeckung der Supraflaiditellte London eine Verbindung zwischen
der Bose-Einstein-Kondensation idealer Gase the Il her [124, 125]. Seine Vorstellungen
fuhrten Tisza zum Zwei-Eksigkeiten-Modell [190], das die zachst paradox erscheinenden
Eigenschaften voAHe Il erklarte: Neben dem schon eitnten Fluss durchicshne Kapillare
ohne Druckabfall ergaben direkte Messungen der Viskbditrchaus endliche Werte. In Ana-
logie zu den Eigenschaften eines Kondensats eines idealen Bosegases schlug Tisza vor, dass
4He Il aus zwei Komponenten zusammengesetzt sei, einem ndissadfen Anteil der Dichte

pn Mit der Geschwindigkeit,, und einer suprafluiden Komponentemit der Geschwindigkeit

vs. FUr den gesamten Teilchenstrom &lthman damit

J = pnvn + psvs, (1.68)

dabei ist alleine der suprafluide Anteilrfden reibungslosen Fluss verantwortlich. Mithilfe die-
ses Modells wurde sper eine spezielle Form von kollektiven AnregungefHie Il vorherge-
sagt, der so genanntaveite SchallDiese Anregungen propagieren nicht wie der gemliche
erste Schalbls Dichtewellen durch die &ésigkeit sondern als Temperaturwellen, bei denen
bei konstanter Dichte das Veilinis aus suprafluidem und normalem Anteil oszilliert.

Da Helium kein ideales Bosegas ist, mussie dine Erklrung der Suprafluidit ein neues
mikroskopisches Modell gefunden werden. Landau formulierte das Zvissigkeiten-Modell

neu [119, 120], indem er die normale Komponente durch ein Gas von so genannten Quasi-
teilchen mit EnergienE, beschrieb, die sichif kleine Wellenzahlerk: wie Phononen ver-
halten. In diesem Modellakst sich zeigen, dass unterhalb eiketischen Geschwindigkeit

v. = min{F}/(hk)} der suprafluide Fluss durch Streuung an einem Hindernis und damit
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durch Erzeugung von normalfisigen Quasiteilchen nicht géstwerden kann. Diese Er-
klarung basiert @nzlich auf der Dispersionsrelation der elementaren Anregungen und bezieht
sich nicht auf das Vorhandensein eines Bose-Einstein-Kondensats. Eine wirklich mikroskopi-
sche Erkiirung fir ein phononenartiges Spektrum bei kleinen Impulsen lieferte erst die Arbeit
von Bogoliuboviber schwach wechselwirkende Bosegase (siehe Abschnitt 1.3.1). Allerdings
ist diese Theorie aufHe nur besctinkt anwendbar, da die Wechselwirkungen zwischen Heli-
umatomen nicht schwach sind (in dem Sinne, dass der Gasparaméter 1 ware, flissiges
Helium ist kein dinnes Gas). Wie schon eiwnt, betagt der Kondensatanteil itHe Il bei

T = 0 nur ca. 9%. Dieser Wert ist experimentell sehr schwer zu ermitteln, er wurde daher vor
allem aus sehr genauen Pfadintegral-Monte-Carlo-Rechnungen [39] gewonnen. Der Zusam-
menhang zwischen suprafluidem Antei) p, der beiT' = 0 gleich eins ist, und dem Konden-

sat, das bel” = 0 teilweise entblkert sein kann, ist somit komplizierter als London dies wohl
zurachst annahm. Das Auftreten von Suprafl@tikann durch Bose-Einstein-Kondensation
erklart werden, ist aber nicht notwendig daran gebunden. Eine Diskussion dieser Problematik
findet sich z.B. in [97].

Eine fir das Versindnis von*He Il besonders wichtige Klasse von Experimenten sind die
S0 genannteikxperimente mit rotierenden Eimefangl. rotating bucke), mit denen die Ro-
tationseigenschaften von supims$igem Helium untersucht. Beschreibt man den suprafluiden
Anteil mittels einer makroskopischen Wellenfunktigtix) = |(x)|e*™), so folgt fur das
suprafluide Geschwindigkeitsfeld

h
vs(x) = EV¢<X)7 (1.69)

d.h.vy ist proportional zum Gradienten der Phase der makroskopischen Wellenfunktish (
die Masse des Heliumatoms). In einem topologisch einfach zusanmgehden Gebiet ist,
somit rotationsfrei

V x vs = 0. (1.70)

In einem rotierenden Eimer sollte aus diesem Grune- 0 gelten, die suprafluide &ssigkeit
rotiert also nicht mit dem Eimer. Im Experiment wird aber eine nicht verschwindende supraflui-
de Geschwindigkeit beobachtet, dem@®gibt es Zuginde mitV x vy # 0 zumindest an
singuBren Stellen, man nennt Siertizes(Wirbelfaden). Ein einzelner Vortex entspricht einem
Wirbel in der Flssigkeit mitV x v # 0 in dessen Mitte. Fordert man, dass die Phase)

der Wellenfunktiony(x) eindeutig definiert ist, so kann man mit Hilfe des Satzes von Stokes
fur Linienintegrale um das Vortexzentrum folgende Quantisierungsbedingung herleiten

% j{dl ve=21K, KEZ (1.71)
Fir einen zylindersymmetrischen Vortex altman hieraus die suprafluide Geschwindigkeit
h
vs(r) = =2 (1.72)
mr

und somit einen quantisierten Drehimpills= mrvs = hx pro Heliumatom.

Die Eigenschaften von quantisierten Vortize$ ke 1l wurden experimentell eingehend unter-
sucht (siehe z.B. [188]). Mittlerweile ist es mehreren Gruppen gelungen, Vortarzesauch
in gefangenen, ithnen Bosegasen zu erzeugen (siehe auch Abschnitt 1.5.2).
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Supraleitung

Neben der Suprafluidit in Helium-4 gibt es noch einen weitergduper-Effekt, dieSupralei-

tung Mit diesem Begriff bezeichnet man den widerstandslosen Fluss des elektrischen Stroms
in einem Festé&rper bei tiefen Temperaturen. Elektronen nahe der Feréukel erfahren ei-

ne effektive Wechselwirkung durch den Austausch von Phononen, dikgdiir Elektronen-

paare mit entgegengesetzten Impulsen und Spins zur Ausbildung einer schwachen Bindung,
man spricht vorCooper-Paarer(siehe [123]). Diese Paare sigduprafluid”, flieRen also oh-

ne elektrischen Widerstand. Bardeen, Cooper und Schrieffer entwickelten die mikroskopische
Theorie zu diesem Effekt [16], die nach ihnen benannte BCS-Theorie. Supraleitung kann als
Bose-Einstein-Kondensation von Cooper-Paaren aufgefasst werden, der Erwartungswert des
aus Elektronoperatoren zusammengesetzten Paarope{ré@ss)\i/l(x» hat einen endlichen

Wert und dient als makroskopische Wellenfunktion. Die Kanz dieses Ordnungsparameters
wurde durch die so genannten Josephson-Effekte [123] belegt.

In neueren Untersuchungéber gefangene,ishne Fermi-Gase zeigte sich, dass auch neutra-

le Atome Cooper-Paare ausbildedrken [184]. In Kapitel 2.Ziber Fermi-Gase wird dieses
Phanomen etwas genauer beschrieben.

Kondensationsph &anomene in der Elementarteilchenphysik

Die spontane Brechung von Symmetrien ist ein zentrales Thema in der Theorie der Elementar-
teilchen [169, 198]. Dieser Begriffamgt eng mit der Kondensation von Bosonen zusammen
(siehe Abschnitt 1.2.2); es gibt eine Reihe von Modellen, bei denen die Brechung einer Sym-
metrie von der Kondensation bestimmter Elementarteilchen (oder von weniger elementare-
ren Quasiteilchen) begleitet wird. Ein sehr prominentes Beispiel ist das Higgs-Boson, des-
sen Quantenfeld bei der Brechung der Eichsymmetrie der elektroschwachen Wechselwirkung
einen endlichen Erwartungswert ait) also,kondensiert. Die physikalische Natur solcher
Phaseinberdginge soll an zwei Beispielen etwahrer erhutert werden.

Ein sehr wichtiges Konzept der Quantenchromodynamik (QCD) ist die Brechung der glo-
balen chiralen Symmetrie. In einer reduzierten Version der QCD, in der man nur die zwei
haufigsten und leichtesten Quarks und down beriicksichtigt, kann man deren Ruhemassen
vernachassigen. Diesifhrt zur so genanntechiralen Symmetrie, die links- in rechtéimdige
Quarksubertuhrt. In der Natur ist diese Symmetrie aber nicht vorhanden — es gibt keine pas-
senden Paare von Teilchen gleicher Masse und verschiedenét Pasie muss also gebrochen
sein. Das zugdirige Kondensat nennt mauark-Kondensates entspricht einer nicht direkt
messbaren, endlichen Dichte von Quarks. Die Goldstone-Anregungen dieses Kondensats, die
den Quasiteilchen aus Abschnitt 1.3.1 entsprechen, sind die drei Pignet, die, wie man

es ur Goldstone-Bosonen erwartet, masselos sind (in Regliit dies nur @herungsweise, da
schon die als masselos angenommenen Quarks sehr kleine Massen besitzen).

Ein weiteres Kondensationspomen, das eine der wichtigsten experimentell urigekh Fra-
gestellungen der QCD betrifft, ist die Kondensation von chromo-magnetischen Monopolen.
Dieser bisher nur theoretisch untersuchte Effekt wurde von t'Hooft und Mandelstam [127,187]
vorgeschlagen, um den dauernden Einschluss von Quarks ¢pragk-confinemeitzu er-
klaren. Der zugrunde liegende Mechanismus soll im Folgenden eties arhutert werden.

In herkbmmlichen Supraleitern liegt, wie bereits é&mt, ein Kondensat von elektrisch gela-
denen Teilchen, den Cooper-Paaren, vor. Diese sinddh so genannten Meissner-Effekt ver-
antwortlich: Magnetische Felder werden aus einem Supraleiterarggtjrsodass dieser selbst
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feldfrei wird [188]. In Supraleitern zweiter Art kann zwar magnetischer Fluss eindringen, aber
nur in Form von dinnen Flusslinien (Abrikosov-Vortizes) gaatanlich den Vortizes in rotieren-
dem*He Il. Kénnte man ein Paar aus einem magnetischen Monopol und einem Anti-Monopol
in einen Supraleiter einbringen, salmwle deren Dipolfeld zu eineridnen Flusslinie zusam-
mengeschiart, die Energie dieses Paareare proportional zum Abstand der Monopole.

t'Hooft und Mandelstam haben ein duales Szenario zurdtunkig des quark-confinements vor-
geschlagen. Wenn das QCD-Vakuum aus einem Kondensathwomo-magnetischeladenen
Teilchen besinde, so viirdenchromo-elektrisché&elder zu Flusslinien zusammengedatin

das Potential zwischen chromo-elektrischen Ladungen (also Quaikdewlann wie in Su-
praleitern zweiter Art linear vom Abstand aofgen, was dem typischen Potential §uark-
confinement entspricht. Dieser Effekt widdialer Meissner-Effekjenannt, man spricht auch

von dualen Supraleitern. In den letzten Jahren gab es eine ganze Reihe von theoretischen Ar-
beiten zu diesem Thema [51]. Es ist gelungen, in Gitter-Eichtheorien magnetische Monopol-
Operatoren zu konstruieren und deren Erwartungswerte mit Monte-Carlo-Rechnungen nume-
risch zu berechnen. Es zeigt sich, dass bei kleinen Temperaturéaohiath ein Kondensat

vom Monopolen vorliegt und dass diesés tlas lineare confinement-Potential verantwortlich

ist. Bei einer bestimmten endlichen Temperatur verschwindet das Kondensat, man spricht vom
confinement-deconfinemedbergang. Oberhalb dieser Temperatur sollte es freie Quarks und
Gluonen geben, inlbrigen ist auch die oben eéhinte chirale Symmetrie in diesem Bereich
wieder hergestellt.

1.5.2 Bose-Einstein-Kondensation in atomaren Gasen
Historie

Bose-Einstein-Kondensation ist ein rein quantenstatistischer Effekt, sie wiuréenfideales
Bosegas vorhergesagt und die theoretische Analyse ist, wie in Kapitel 1.3 dargelegt, vor allem
fur schwach wechselwirkende Gase schon vor 40-50 Jahren sehr weit vorangetrieben worden.
Dem gegeiiber stehen die experimentellen Arbeiten, die sich bis 1995 fast ausschlief3lich mit
stark wechselwirkenden Bosonen in kondensierter Materie héfgtien, da keine anderen Sy-
steme zur Vekigung standen. Schon sehiltir[85, 186] wurde allerdings auf die ddlichkeit
hingewiesen, dass spin-polarisierter atomarer Wasserstdff big) gastrmig bleiben kbnnte

und deshalb in veithnter Form ein idealer KandidairfBose-Einstein-Kondensation sei. Seit
Anfang der 80er Jahre war man in der Lage, spin-polarisierten Wasserstoff einzufangen und zu
stabilisieren, es mussten allerdings @dhnst noch neue ikhltechniken entwickelt werden, um

die Phasenraumdichte zu étren (die technische Entwicklungdrend der 80er und 90er Jahre

wird z.B. in [43,111] beschrieben). Dabei spielten zwei Techniken eine wesentliche Rolle: Zum
einen gelang es, in magnetischen Fallen die so genaMentampfungsklungzu realisieren,

die salopp gesprochen wie da#ltden von Kaffee in einer Tasse durgiVegblasen® des heiRen
Wasserdampfs funktioniert. Zum anderen wurde in den 80er Jahren das Einfangeiihled K
atomarer Wolken durch Laser sehr stark weiter entwickelt [47]. Allerdings erreichte man mit
keiner der beiden Methoden diarfBose-Einstein-Kondensatiordtigen Phasenraumdichten

in der GRenordnung von einsilFdie Kihlung mit Lasern zeigten sich fundamentale Gren-
zen 1r die erreichbaren niedrigen Temperaturen, au3erdem begrenzt die Reabsorption spontan
emittierter Photonen die maximal erreichbare Dichte der atomaren Wolke.

Erst die Kombination beider Techniken, also die La#liung von Atomen in magneto-
optischen Fallen und die sich daran anschlieBende Verdampfitrigsk in einer magnetischen
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Falle brachte den Durchbruch: 1995 erreichten drei Gruppen Bose-Einstein-Kondensation mit
Alkaliatomen; die JILA-Gruppe um Cornell und Wieman an der University of Colorado in
Boulder arbeitete mit Rubidium [6], Wolfgang Ketterle am Massachusetts Institute of Techno-
logy (MIT) mit Natrium [48], nur die Gruppe von Hulet an der Rice-University [29] verwen-
dete mit Lithium Atome, die im Gegensatz zu den Rubidium- und Natrium-Isotopen am JILA
bzw. MIT eine negative Stre@ihge besitzen. Aus diesem Grund sind Lithium-Bose-Einstein-
Kondensate mit mehr als einigen tausend Atomen instabil. Die weitéGegr Anzahl von ex-
perimentellen Ergebnissen wurde mit Rubidium und Natrium erzielt, deren positiveZigeul
beliebig groRe Kondensate edglicht. Mittlerweile werden in vielen Labors Kondensate mit
einigen Millionen Atomen erzeugt.

1998 wurde Bose-Einstein-Kondensation auch in spin-polarisiertem Wasserstoff erreicht [67].
Im Gegensatz zu den Alkaliexperimenten sind die Nachweis- und Manipulationstechniken bei
diesen Experimenten noch sehr eingeganhkt; im Folgenden werden deshalb nur die Techniken
fur Alkaliatome kurz umrissen.

Techniken zur Herstellung und Nachweis

Seit den ersten erfolgreichen Experimenten haben eine Vielzahl von experimentellen Grup-
pen Bose-Einstein-Kondensation realisiert (siehe [43]). Die neueren Experimente arbeiten
Uberwiegend mi”Rb, die Einfang- und Khltechnikenahneln sich in den meisten Aufbau-

ten. Am Beispiel des Experiments deahtch-Gruppe in Mnchen soll der prinzipielle Aufbau
eines Bose-Einstein-Kondensation-Experimengutdrt werden [22].

Optisches Kihlen  Zu Beginn liegen im Experiment nur Rubidium-Atome aus einem
.Dispenser* vor, deren Temperatur ur@gef bei Zimmertemperatur liegt. um zu einem
Bose-Einstein-Kondensat zu gelangen, muss die Phasenraumditfiteim ungeéhr 20
GrofRenordnungen anwachsen.

In einem ersten Schritt werden Rubidium-Atome aus dem Hintergrundgas in einer magneto-
optischen Falle (MOT) auf Temperaturen um 100 abgekihlt. Auf diese Art werden

ca. 107 Atome gefangen und anschlieRend mittels verstimmten Lasern optisch in einen
Ultrahochvakuum-Bereich tranferiert, wo sie in einer zweiten MOT gefangen werden. Die-
ser Vorgang wird mehrmals wiederholt bis sich ¢8? Atome in der UHV-MOT befinden.
Diese werden dann durch Sub-Dopplgnlen auf etwa 40K abgekihlt, zu diesem Zeitpunkt

hat sich die Phasenraumdichte um 14@&nordnungen edht, mehr ist mit Techniken der
Laserkihlung nicht erreichbar.

Um mittels Verdampfungskhlen die Bedingungerif Kondensation zu erreichen, werden die
Atome in eine magnetische Fallemgeladen”. Diese wird in der Regel durch die gleichen Spu-
len gebildet, wie sie auchiif die MOT zum Einsatz kommen, hinzu kommen weitere Spulen.

Magnetische Fallen  Mittlerweile werden in den meisten Experimenten so genannte
loffe-Fallen verwendet, deren Magnetfeld im Prinzip aus einem Quadrupolfeld und einem
Uberlagerten Offsetfeld zusammengesetzt ist. In Abb. 1.2 sind die Spulen der so genannten
QUIC-Trap (Quadrupole-loffe-Configuration-Trap) [60] schematisch dargestellt. Die Quadru-
polspulen werden auckifdie UHV-MOT verwendet, sodass sich die vorgkken Atome nach
Abschalten der Khllaser schon in der magnetischen Falle befinden.

Das reine magnetische Quadrupolfeld kann schon als Rallegutrale Atome mit einem ma-
gnetischen Momernt fungieren: Ein magnetisches Moment besitzt in einem MagneBeddk
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z Quadrupol-Spulen

p

loffe-Spule

Abbildung 1.2: QUIC-Trap?.

Energie
FE=—pu-B. (1.73)

Ein raumlich variierendes Magnetfeldtirt also zu einem inhomogenen Potential, in dem Ato-
me mit einem magnetischem Moment gefangen werdiamé&n. Dazu muss man allerdings
bericksichtigen, dass ein Atom im Hyperfeinzustdrﬁ’jmp> eine Lamorpazession um das
lokale Magnetfeld ausihrt, die durch die Bewegung des Atoms gesiverden kann. Nur wenn

die Geschwindigkeitr eines Atoms klein genug ist, erfolgt die Bewegung adiabatisch, d.h. es
kommt zu keineAnderung der magnetischen Quantenzakl Die Energie des Atomsamgt
dann nur noch vom Betrag des lokalen Magnetfeldes ab

E(x) = grmpugB(x), (1.74)

wobei mit g der Lane-Faktor und mitug das Bohrsche Magneton bezeichnet werden. Die
Energie von Zusgtnden mitge - mg > 0 ist umso Kleiner, je kleineB(x) ist, sie lkdnnen also in
einem Feldminimum gefangen werden.

Der Betrag des Magnetfeldes einer Quadrupolfalle besitzt in der Fallenmitte ein Minimum,
da dort aber sogaB = 0 gilt, wird das ervahnte Adiabasie-Kriteriumif Atome mit nicht-
verschwindender Geschwindigkeit verletzt. Es kann an dieser Stelle zu Majorana-Spin-Flips
kommen, d.h. die magnetische Quantenzahl eines Atamandert sich. Das Atom $ipt da-

nach ein anderes Potential, fajis mg nun negativ ist, wird es aus dem Bereich der Fallenmitte
herausbeschleunigt und geht damit verloren.

Um diesen Effekt zu verhinderriiberlagert man dem Quadrupolfeld ein Offsetfeld, sodass
das Magnetfeld im Potentialminimum nicht mehr verschwindet. In der QUIC-Falle erzeugt die
loffe-Spule (Abb. 1.2) dieses Feld, der Aufbau ist damit wesentlich einfacher alsiberén
Fallen-Typen.

loffe-Fallen besitzen im Bereich des Feldminimums ein harmonisches Potential, das in der
Regel in der Richtung des Offsetfeldes séualer gekiimmt ist als senkrecht dazu. Die Fallen
sind alsazigarrenbrmig.

’Diese Abbildung wurde dem Autor freundlicherweise von Immanuel Bloch zuiigerfg gestellt.
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Verdampfungskuihlen Fir den letzten Schritt bis zur Bose-Einstein-Kondensation wird die
Technik der Verdampfungsgklung (engl.evaporative coolingeingesetzt. Dazu wird mittels
optischem Pumpen zanhst ein GrofRteil der gefangenen Atome in einen magnetischen Unter-
zustand| F, mg) gebracht; bef"Rb im Grundzustand hat man dabei die Wahl zwischen den
drei Zusﬁnden\F =2, mg= 1,2> und \F =1,mg= —1>, die in einer magnetischen Falle
gefangen werdendanen ¢ = 2 : gp—y = 3, F = 1 : gp—y = —3). AnschlieBend be-

ginnt das Verdampfungsiklen. Diese Methode basiert auf der einfachen Beobachtung, dass
sich ein Gas, dem man die energiereichsten Atome entzieht, durch Rethermalisieren auf eine
niedrige Temperatur aliklt. Die Rethermalisierung basiert auf elastischaif38h der restli-

chen Atome untereinander, entscheidend ist also die Stof3rate, die proportional zur Dichte und
zu+/T, der Wurzel der Temperatur des Gases ist. In einem harmonischen Fallenpotential kann
die mittlere Dichte trotz des Teilchenverlustes beim Verdampfen schneller anwachséh als
abfallt, da sich die restlichen Atome bei kleineren Temperaturen immer mehr in der Fallenmit-
te ansammeln. Die Stof3rate steigt also beim Verdampfen an, man spricht auacmeaamy
evaporation

In Experiment beseitigt man die energiereichen Atome durch Einstrahlen eines Radiofrequenz-
feldes. Wie in einem Elektronenspinresonanz-Experiméhttfdies zu eineAnderung der
magnetischen Quantenzah} von Atomen, die der Resonanzbedinguiagke = |gr | s B(x)
gehorchen. Die Resonarizthen mit konstantem®(x) sind gena des harmonischen Poten-

tials Ellipsoide, durchAndern der Radiofrequenzrr kann man also wie mit einem Messer
verschiedene Schalen in der atomaren Wolke herausschneiden. In Abb. 1.3 ist schematisch
skizziert, wie gefangene Atome im Zustahﬂ =1,mg= —1> durch Absorption von RF-
Photonen in die ungefangenen Z:imﬂe]F =1,mp=0, 1> transferiert werden. Wie aus der

Abbildung 1.3: Verdampfungsithlen mittels eines Radiofrequenzfeldes. Durch Absorption der Radio-
frequenzandern gefangene Atome im Spinzustang = —1 ihren Spin nachng = 0, in dem sie das
magnetische Fallenpotential nicht mehilggn und die Falle verlasseknen. Dies ist nurifr Atome

mit einer gefigend grofRen Energiedyglich (im Bild die Atome 1 und 2). Die verbleibenden Atome
rethermalisieren bei einer niedrigeren Temperatur durch elastisoBe.S$enkt man die Frequengr
langsam ab, so sinkt auch die Temperatur der verbleibenden Atome und die Phasenraunidickte w
an.

Abbildung zu erkennen ist, werden bebd§eren Radiofrequenzen hochenergetische Atome ver-
dampft, verringert man die Frequenz, so werden immer niederenergetischere Atome entfernt;
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durch Absenken der Radiofrequengg verringert sich die Temperatur kontinuierlich. Da da-
bei auch die Dichte anachst, kann man auf diese Art die fehlenden secki®&mnordnungen in
der Phasenraumdichtterwinden um die Bedingung (1.1@)rfBose-Einstein-Kondensation
zu erreichen.

Nachweismethoden  Zum Nachweis der Bose-Einstein-Kondensation in einer Atomfalle
verwendet man optische Abbildungstechniken. Dabei werden vor allem zwei Methoden einge-
setzt, um die Dichteverteilung der atomaren Wolke zu bestimmen. Zum einen werden Absorp-
tionsmessungen mit resonantem Laserlicht durditgéfman betracht sozusagen d&that-

ten* der Wolke und schliel3t daraus auf eine zweidimensionale Dichteverteilung. Die zweite
Methode basiert auf der Verwendung von nicht-resonantem Licht, analog zur Technik der Pha-
senkontrastmikroskopie. Dieses Verfahren Zetdtn Gegensatz zu den Absorptionsmessun-
gen das Bose-Einstein-Kondensat nicht, man kann mehrere Messungen an der gleichen Wolke
durchiihren. Die aumliche Aufbsung beider Techniken ist allerdings auf mehrere Mikrome-
ter begrenzt, sodass Kondensate nur recht grob abgebildet weddeprrk Dieses Problem
kann man umgehen, indem man die Atomfalle abschaltet und die kalten Atome damit frei ex-
pandierendsst. Bildet man nach einer gewissen Flugzeit die expandierte Wolke ab, so ist die
gemessene Dichteverteilung proportional zur uiagtichen Impulsverteilung in der Falle. Die
Impulsverteilung des Kondensats ist gegieer der des thermischen Anteils bei Impuls null
stark Ubertoht, dieses Signal wirdif 77 — 0 sehr gut detektierbar. Durch Anpassen einer
bimodalen Fit-Funktionifr die Dichteverteilung an die gemessenen Daten werden die Tempe-
ratur und der Kondensatantél, /N bestimmt.

Frihe Experimente Die Realisierung von Bose-Einstein-Kondensation mit gefangenen
Atomen ernibglichte zum ersten Mal die experimentellderpiifung der in Abschnitt 1.3 be-
schriebenen theoretischen Modelie §chwach wechselwirkende Gase. Die bis 1998 erziel-

ten theoretischen und experimentellen Resultate werden in [45]talish verglichen, neben

den Messungen der thermodynamischen Eigenschaften sind auch die Resonanzfrequenzen der
kollektiven Anregungen in sehr gutelbereinstimmung mit der Theorie, zumindeist fem-
peraturen unterhalb.67;. Das Konzept zur Untersuchung kollektiver Anregungen der Atom-
wolken ist imUbrigen relativ einfach, man beobachtet die Reaktion der Atome auf periodische
Anderungen des Fallenpotentials, die z.B. durch Modulation von Spubemstr der Magnet-

falle erzeugt werden.

Des Weiteren wurden auch die Kirenzeigenschaften von Bose-Einstein-Kondensaibem
untersucht. Die lokalen Fluktuationen eines Kondensates sind giegedenen eines thermi-
schen Gases untetikt, die lokale Dichtekorrelation-ter Ordnung; ™ (0) ist fir ein Konden-

sat um einen Faktot! kleiner als bei thermischen Wolken [111, Kapitel 7]. Dieser Austausch-
effekt reduziert in Folge die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von Streuprozessen, an denen
n Atome beteiligt sind. Messungen der Mean-Field-Energie (elastische dipeitsb3e) und

der Verlustraten aufgrund von inelastischen Dogiersb3en haben diese Vorhersage btgt.

Um auch die aumliche Kolarenz eines Bose-Einstein-Kondensats zu beweisen, wurden in
der Gruppe um Ketterle eindrucksvolle Interferenzexperimente durghgdB]. Dabei wur-

de eine zigarreidrmige loffe-Falle mithilfe des Dipolpotentials eines blauverstimmten Lasers
in zwei Halften geteilt, in denen dann zwei undinlgige Bose-Einstein-Kondensate erzeugt
wurden. NachOffnen der Falle und Abschalten des Lasers expandierten beide Kondensate.
Im Uberlappbereich kam es zur Interferenz, wobei die Struktur der Interferenzstreifen in her-
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vorragendetUbereinstimmung mit den theoretischen Vorhersagen auf Grundlage der Gross-
Pitaevskii-Gleichung [145, 165, 181, 196] war. Diese Experimente belegten in spéke&akul
Weise, dass auch makroskopische physikalische Objekte (die Ausdehnung der Woligh betr
nach der Expansion camm) ihre Welleneigenschaften durch Interferenz zeigamien.

Atomlaser

Mit dem Begriff Atomlasemwird — in Anlehnung an die Eigenschaften eines optischen Lasers —
eine Apparatur bezeichnet, die in der Lage ist, einen kontinuierlichergr&nten Strahl von
Atomen einer wohl definierten Energie zu produzieren. Wiseman hat in [205] genauer analy-
siert, welche Kriterien ein solcher Atomlaserigkén sollte. Neben den offensichtlichen Ei-
genschaftengerichteterAtomstrahl, Monochromatizit) fordert er, dass Phasen- und Inten-
sitatsfluktuationen klein sind, dass also der Strahl eines Atomlasers in erster und zweiter Ord-
nung kolarent ist (siehe auch [157]).

Die inharente Kolrenz von Bose-Einstein-Kondensaten bietet digli¢hkeit, durch einen
geeigneten Auskoppelmechanismus einerakehten Atomstrahl zu erzeugen. Das erste Expe-
riment in dieser Richtung wurde 1997 wiederum in der MIT-Gruppe durctgefl32]. Dabei

wurde mithilfe von Radiofrequenzpulsen mehrmals hintereinander ein Teil eines gefangenen
Bose-Einstein-Kondensats in einen ungefangenen Spinzuskeriihrt. Dieser Anteil wurde

dann durch das Schwerefelds der Erde aus der Falle heraus nach unten beschleunigt. Da der
Auskoppelmechanismus katent ist, sind auch die einzelnen Pulse&amt zueinander.

Dieser ersten Realisierung folgten mittlerweile einige andere Experimente, in igiechder
Hansch-Gruppe wurde z.B. kontinuierliches Auskoppeln aus einem Rubidium-Kondensat de-
monstriert [23]. Allen bisherigen Experimenten fehlt allerdings ein wesentliches Element eines
Atomlasers: Sie sind nicht wirklich kontinuierlich, da sie immer nur ein zuvor erzeugtes Bose-
Einstein-Kondensat entleeren. Ein kontinuierlicher Natthffechanismus konnte bisher nicht
realisiert werden, es gibt aber einigédungsvorschige zu diesem Problem.

Auf diese Vorschiige und die bisherigen Experimente mit Atomlasern wird in Kapitedtsen
eingegangen; dort finden sich auch die theoretischen Ergebnisse, die im Rahmen dieser Disser-
tation auf diesem Gebiet erzielt wurden.

Neuere Entwicklungen

Die Untersuchung von Bose-Einstein-Kondensaten atomarer Gase ist ein relativ junges, sich
sehr schnell entwickelndes Gebiet der Physik. Aus der Vielfalt der bearbeiteten Themen soll
hier eine kleine Auswahl kurz diskutiert werden, auf die im Rahmen dieser Arbeit réblet n
eingegangen werden kann, die aber die Entwicklung des letzten Jahres und vielleicht der
naheren Zukunft skizziert.

Stimulierte Lichtstreuung Zunachst ist dabei die Weiterentwicklung optischer Methoden
zur Manipulation von Bose-Einstein-Kondensaten zuagmen. Analog zur Untersuchung von
Anregungen in Festikpern mittels Neutronenstreuung wurden Methoden entwickelt, welche
die Messung der dynamischen Strukturfunkti®q, Aw) ermbglichen. Dabei wird mittels
zweier leicht verstimmter, gepulster Laser ein Rairmrgang induziert; Photonen aus dem
ersten Laser regen Kondensatatome kurzzeitig an, die dann durch stimulierte Emission von
Photonen in die Mode des zweiten Laserpulses wieder in das Kondengaktzansferiert
werden. Geral3 der durch die Verstimmung der Laser eingestellten Frequenzdiffarenand
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der durch die Strahlrichtung der Laser vorgegebenen Impulsdiffeiepkann man auf die-

se Weise definiert Quasiteilchen im Kondensat anregen und die Strukturfusktiog, Aw)
vermessen. Diese Methode wird &sgg-Spektroskopikezeichnet, in [110] findet sich eine
Zusammenfassung der Experimente. Mithilfe dieser Technik konnte unter anderem nachge-
wiesen werden, dass die erzeugten Bose-Einstein-Kondditsatéhre gesamte Ausdehnung
koharent sind. Des Weiteren wurde mit solchen Bragg-Pulsen demonstriert, dass ein kleines
Kondensat beim Durchqueren einer Atomwolke &ant versarkt wird [110], d. h. analog zur
bosonischen Stimulierung bei optischen Lasern gibt es auch eildatetiewellenverstrkung

bei Atomen.

Stimmt man die Laser in der eben beschriebenen Methode so ab, dass statt des Kondensats
ein anderer Zustand erreicht wird (meist ein anderer Hyperfein- oder Zeeman-Zustand), so
spricht man von stimulierten Ramiaimergingen. Auf diese Art lassen sich z.B. zwei gefangene
Zustande koppeln. Ist der Zielzustand nicht gefangen, so kann man einen Auskoppelmechanis-
mus fir einen Atomlaser realisieren [81], bei dem der ImfjbkrtragAq die Strahlrichtung

und -geschwindigkeit bestimmt.

Rotationseigenschaften Die Rotationseigenschaften von Bose-Einstein-Kondensaten im
Allgemeinen und speziell die Erzeugung von Vortizes erfahren seit einiger Zeit ein starkes In-
teresse. In Analogie zu den Heliumexperimenten,mutierenden Eimern* versucht man z.B.,

die Dynamik von Vortizes in Ablngigkeit der Rotationsfrequenz einer rotierenden anisotro-
pen Falle zu untersuchen. Bisher ist es zwei Gruppen gelungen, Vortizes zu erzeugen: In Boul-
der wurde mittels eines rotierenden Laserstrahls und eines Mikrowellenfeldes eine Kopplung
zweier Hyperfeinniveaus hergestellt, bei der Drehimpuls auf den zweiten Zusbenatagen

wird [129,203]. Nach einiger Zeit liegen zw&Rb-Kondensate vor, ein ruhendes Kondensat im
urspiinglichen ZustandlF” = 1, mg = —1) und ein Kondensat im Zustarnd = 2, mg = 1)

mit einem Vortex, das aufgrund der abstol3enden Mean-Field-Wechselwirkung zwischen den
beiden Hyperfeinzuahden um das ruhende = 1-Kondensat rotiert. An deEcole Normale
Sugerieure in Paris hingegen erzeugt man mit dem Dipolpotential eines rotierenden Laserstrahls
ein rotierendes Fallenpotential [126ti1hrt* man schneller als eine kritische Frequenz, so wird
beim evaporativen Bhlen direkt ein Vortex erzeugt, beideren Rotationsfrequenzen kann
sogar ein Kondensat mit mehreren Vortizes entstehen. Die Messunguiheliah variierenden
Phase des Kondensats hat eindeutig das Vorliegen von Vortizes belegt, mittlerweile konnte auch
der Drehimpuls und die Beession eines Vortex gemessen werden.

Eine weitere interessante Entwicklung betrifft die Messung der Suprafitidin gefangenen
Bose-Einstein-Kondensaten. Ein Bose-Einstein-Kondensat bei kleiner Tempger&tury ist

fast vollséindig suprafluid, die @fe des suprafluiden Anteilaihgt neben der Temperatur auch

von der Anisotropie der Atomfalle ab, in der sich das Kondensat befindet [185]. Der normalflui-
de Anteil wird in Fallen mit kleinen Anisotropien in def-Ebene durch das @igheitsmoment

fur Rotationen um die-Achse beschrieben (siehe dazu auch Kapitel 4). Aufgrund theoretischer
Vorhersagen [79, 208]ber die Existenz und die Ozillationsfrequenzen der aus der Kernphysik
bekannten so genanntsoissors modé¢, Scherenschwingung®) ist erstmals eine Aussiager

die Suprafluidiat eines Bose-Einstein-Kondensatsgtich [128].

Ultrakalte Moleklle  Eine weitere sehr interessante Entwicklung ist die Erzeugung und
Charakterisierung ultrakalter Moléle. Bisher wurden nur atomare Bose-Einstein-Kondensate
untersucht, es gibt aber eine Reihe Wherlegungen, wie man auch Kondensate von Mo-
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lekiilen erzeugendnnte (siehe z.B. [202]). Aufgrund ihrer komplexeren Strukimhen Mo-

lekille nur schwer mittels Lasertechniken gbk werden, eine interessante Alternative kalte
Molekile zu erzeugen besteht darin, sie direkt aus kondensierten Atomen zusammenzusetzen.
Bei DreikdrpersbfRen in Bose-Einstein-Kondensaten passiert dies auf unkontrollierte Weise:
Zwei Atome bilden ein Dimer, die dabei frei werdenideerschissige Energie wird von ei-

nem dritten Atom in Form von kinetischer EnergiBernommen. Dieser Verlustmechanismus
wird sogar noch veratkt, wenn man die Streueigenschaften durch&ifleres Magnetfeld
verandert. In der lhe einefFeshbach-Resonaifiz02] wechselt beimAndern der Sirke eines
angelegten Magnetfeldes nicht nur di&Vellen-Streuhngea, ihr Vorzeichen, auch die Raten

fur MehrkodrpersbReandern sich dramatisch.

Es gibt mehrere Vorschbe, wie man die MoldKbildung in einem atomaren Bose-Einstein-
Kondensat kontrolliert ablaufen lassen kann. Neben zditagihen Magnetfeldern [135] kann

man auch Laserpulse mit transienter Frequehzrjed pulses[107] verwenden, um in einem
adiabatischen Prozess Dimere zu erzeugen. Ein erstes Experiment wurde in der Gruppe von
Heinzen durchgéihrt [206]: Durch einen stimulierten Ramissergang wurdef’ Rb-Atome

zu einem Rubidium-Dimer photoassoziiert. Zwar wurden nur wenige Niddedrzeugt, aber

es konnte erstmals die Wechselwirkung zwischen Mk und einem atomaren Kondensat
gemessen werden. Die verwendete Methodéfreet des Weiterendllig neue Mbglichkeiten

fur die genaue Bestimmung von Bindungsenergien. Die Autoren schlagen auch vor, durch einen
stimulierten Ramaibergang in einen Zustand mit nicht verschwindendem Impuls in Analogie
zu den Atomlaser-Experimenten am NIST [81] einen&maimte Quelle von Moldken zu rea-
lisieren, sozusagen einghlolekilllaser”.
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Quantenstatistische
Eigenschaften von gefangenen,
iIdealen Fermigasen

Ebenso wie die Physik schwach wechselwirkender Bosegase konnten die Eigenschaften von
schwach wechselwirkenden, entarteten Fermigasen lange Zeit nur theoretisch untersucht wer-
den (siehe z.B§6 in [123]). Das wichtigste Modellsysteniirf elektrisch neutrale Fermio-

nen ist flissiges’He. Aufgrund der hohen Dichte spielen Béie ahnlich wie beim bosoni-
schen*He Wechselwirkungen eine nicht zu vernadigende Rolle. Zur Beschreibung dieser
Wechselwirkungseffekte entwickelte Landau die Theorie der Feriigsidkeiten, die die Ei-
genschaften von entartetethle sehr gut beschreibt, solange die Temperatur nicht unter der
Ubergangstemperatur zur supisiigen Phase liedt.

Elektronen in Metallen &nnen mit einigen Modifikationen ebenfalls als Fermiidsligkeiten
angesehen werden. Allerdings modifiziert das periodische Potential des Kristallgitters das Ver-
halten von Elektronen im Vergleich zu einem freien Gas erheblich. Die Wechselwirkungs-
energie aufgrund der Coulombabstof3ung zwischen Elektronen hingegen spielt relativ zur ki-
netischen Energie nur eine kleine Rolle [152], da letztere bei den hohen Teilchendichten im
Festlorper recht grof3 ist (Quantendruck aufgrund des Pauli-Prinzips). Aus diesem Grund war
Sommerfelds Modell freier Elektronen im Fedtger recht erfolgreich, es konnte aberimbth

nicht die auf der Kristallstruktur basierenderdifbmene eridren.

In diesem Kapitel werden theoretische Untersuchungen zu gefangenen, ultrakalten Fermigasen
diskutiert. Im folgenden Abschnitt werden die grundlegenden Wechselwirkungseigenschaften
solcher elektrisch neutraler Gase beschrieben. Der darauffolgende Abschnitt legt die im Rah-
men der vorliegenden Dissertation erzielten Ergebnisse dar. Im Anschluss daran werden die
neuesten experimentellen und theoretischen Ergebnisse im Bereich ultrakalter Fermigase zu-
sammengefasst, dazatdt insbesondere die erstmalige Realisierung eines entarteten neutralen
Fermigases in der Gruppe von D. Jin am NIST in Boulder [50].

!Bei sehr niedrigen TemperaturebrinenHe-Atome in Analogie zur Supraleitung von Elektronen Cooper-
Paare bilden. Die zugéhige Phase ist superfluid, aufgrund der komplizierteren magnetischen Dipol-Dipol-
Wechselwirkung zwischetHe-Atomen gibt es allerdings zwei verschiedene suprafluide Phasen A und B.

32
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2.1 Wechselwirkung in atomaren Fermigasen

In Kapitel 1.3 wurde dargelegt, dad# fdie Wechselwirkung zwischen Atomen in ultrakalten
Bosegasen nur der-Wellen-Beitrag der Streuamplitude Beksichtigt werden muss. Diese
Erkenntnis resultiert aus der Tatsache, dass die elastische Streuung von der kinetischen Energie
eines Atoms relativ zum Stol3partner und damit von der Temperatur im GasgtbBetrachtet

man den Streuvorgang im Schwerpunktsystem der beiden stof3enden Atome, so findet man,
dass die Partialwelle zum Bahndrehimptlsur bis zum Radius;(E) ~ ﬁ an das
Streuzentrum heranreicht. Besitzt nun das Wechselwirkungspotential eine endliche Reichweite
ro, SO werden bei kleiner kinetischer Energie nur Partialwellen zu kleinen Bahndrehimpulsen
eine Phasenverschiebung erleiden, denninu fE) < ro ,spart’ die einlaufende Partialwelle

das Potential. &r ultrakalte Bosegase folgt aus dieser Betrachtung, dassWetlen wirklich
gestreut werden.

Die gleichen Betrachtungeriitiren im fir entartete Fermigase relevanten Temperaturbereich
ebenfalls zu dem Schluss, dass siWellenstreuung vorliegen kanniiFidentische Fermionen

im gleichen Spinzustand istWellenstreuung allerdings aufgrund des Pauli-Prinzips verboten
(siehes62 undg137 in [121]); die Ortswellenfunktion eines Paares identischer Fermionen muss
antisymmetrisch unter Vertauschung der Teilchen sein, d.h. der relative Bahndrehimpsks
ungerade sein. Der Beitrag detWellen ( = 1) zur elastischen Streuung ist aus den oben
genannten @mden sehr klein, sodass spinpolarisierte Fermionen bei tiefen Temperaturen als
nahezu nicht wechselwirkend angenommen werdemkn. Die Fermi-Temperatur liegirfex-
perimentelle Parameter, die denen von Bose-Experimenten entsprechen, bei wé&njgeh
sodassiir ein entartetes Fermigas Temperaturen von wenigen hundert Nanokelvin erreicht wer-
den missen. Schaleneffekte wie in Atomen oder Atomkernen treten bei noch kleineren Tempe-
raturen unterhalb 20 nK auf. Solche Erscheinungen sind Gegenstand der vorliegenden Arbeit,
auf sie wird im folgenden Abschnit@&mer eingegangen.

Fermionen in verschiedenen Spinzursden (also voneinander unterscheidbare Fermionen) sind
vom Pauli-Prinzip nicht betroffen, sie unterliegen daiellenstreuung. Man kann also analog

zu den Experimenten mit mehreren Hyperfein- oder Zeemaraddsnh von Bosonen [82, 83]

auch Gemische mehrerer Fermion-Spezies untersuchen. In [95, 184] wird diggieHieit
erstmals iir das fermionischéLi analysiert. Fir eine positive Streéingea, erwartet man
naiirlich ein Mischungs- bzw. Entmischungsverhalt@mlich dem von bosonischen Gemi-
schen [136, 183]. & eine negative Streahge wie im Falle vorfLi wird in [95, 184] die
Maoglichkeit der Bildung von Cooper-Paaren durch die attraktive Wechselwirkung diskutiert.
Ganz analog zum BC8bergang in eine supraleitende oder suprafluide Phase bei Elektronen
oder’He wiirden Cooper-Paare fermionischer Atome unterhalb éibergangstemperatiit,

die fur dieuiblichen Parameter der DichtiérLi in der GroRenordnung von 100 nK liegt, eine
suprafluide Phase bilden. Details und neuere Erkenntnisse zu diesem Thema werden in Ab-
schnitt 2.3 dargestellt.

2.2 Mesoskopisches ideales Fermigas in einer Falle

Im Lichte der Experimente mit Bosonen in harmonischen Atomfallen liegt es nahe, auch die
Eigenschaften von fermionischen Atomen in solchen Fallen zu untersuchen. Wie schon bei den
Bosonen sind hier Alkaliatome wiederum sehr gute Kandidaterijrddidése die Methoden zur
Laserkihlung am weitesten entwickelt sind. Die theoretischen und experimentellen Anstren-
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gungen haben sich bisher vor allem 4uf und “°K konzentriert, die im Folgenden beschrie-
benen theoretischen Betrachtungen behandeln vor allem das fermionische Lithium-Isotop.

Der Kernspin vorfLi betragt] = 1, sodass der Grundzustand eine Hyperfeinstruktur mit den

Gesamtsping” = %,% besitzt, also insgesamt sechs Zunste aufweist (siehe Abb. 2.1). Von

F=3/2

F=1/2

2>

|1>

Magnetische Feldstéarke

Abbildung 2.1: Hyperfeinstruktur voriLi als Funktion der Magnetfeldatke. Die Zusandel4), |5), |6)
und auch|2> sind low field seekerskdnnen also in einer magnetischen Falle gefangen werden. Von
besonderem Interesse ist hier der doppelt polarisierte Zustand [m; = 1,ms = 3).

diesen knnen nur die Zuginde|2), |4), |5) und |6) in einer Magnetfalle gefangen werden
(siehe Kap. 1.5.2). &gt man nur eine der vier Spezies in einer Falle, so gibt es — wie im
vorherigen Abschnitt dargelegt — praktisch keine Wechselwirkung zwischen den Atomen. Am
geeignetsten erscheint hiarfder doppelt spinpolarisierte Zustahﬂ = |m1 =1,mg= %}

da er am stabilsten gegen Verluste durch inelastischeasgpernde Zweitirpersbl3e ist [95].

In den folgenden Abschnitten werden die thermodynamischen Eigenschaften eines idealen Fer-
migases in einer harmonischen Falle bestimmt [174], das als Mad&irf gefangenes Gas aus
6Li-Atomen im Zustanq6> dient. Butts and Rokhsar haben in [35] (siehe aber auch [154]) eine
ahnliche Situation untersucht. Sie verwenden die semiklassische Thomas-FarariiNg, bei
dertiber den klassischen Phasenraum integriert wird. DiggeeNing ist im Limes sehr grof3er
Teilchenzahlen exakt. Im Gegensatz dazu konzentrieren sich die hier vorzustellenden Rechnun-
gen auf den Bereich kleiner Teilchenzahlen, bei denen auch Schaleneffekte wie bei Elektronen
in der Atomtulle oder bei Nukleonen im Atomkern auftretedrinen. Die Rechnungen basieren

auf der exakten numerischen Summatidgrer Quantenzudhde ohne weitere &herungen und
ermiglichen Aussageilber chemisches Potential,afnekapazit und Dichteverteilungen in
Abhangigkeit von der Temperatur. Da im Experiment oft anisotrope Fallen verwendet werden,
werden neben isotropen auch axialsymmetrische harmonische Potentiale betrachtet.
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2.2.1 Fermionen in einer isotropen Falle
Entartungen und die Fermi-Energie

Zunachst soll eine isotrope harmonische Falle mit dem Potential

_MWQ 2 2 2
V=" (2 4y’ + 2% (2.1)

und der Frequenz untersucht werden. Die Entartung von Eigenangen mit der Energie
E,=(v+3/2)hw (2.2)

betiagt

g = %(w (v +2), 2.3)

sie ist also gleich der Anzahl einfacher Partitionen der Zaim die Summe dreier ganzer
Zahlenv = v, + v, + v,. g, gibt die Entartung einer Schale der Energig an, somit ist
die Zahl S, aller Quantenzuéande bis zur Energi€,, durch die Summéiber alle Schalen
0 < v < agegeben

> gv = Sa. (2.4)
v=0
Fir diese Summe edit man
1
So==(a+1)(a+2)(a+3), (2.5)

6

also die Folgg S, } = {1, 4,10, 20, 35, 56, ...}. Da hier nur Fermionen einer Spinorientierung
betrachtet werden, wird jeder Zustand nur mit einem Fermion besetzt.
Um den Aufwand fir die folgenden Rechnungen zu beggtken, wird das grol3kanonische En-
semble verwendet.iF ein ideales Bosegas wurde schon in Kapitel 1.1.3 darauf hingewiesen,
dass Rechnungen in verschiedenen statistischen Ensembles zu unterschiedlichen Ergebnissen
fuhren lonnen [87, 161, 201]. Diese Abweichungen sind aber in der Regel kleiner als die Un-
terschiede zwischen dem wechselwirkenden und dem idealen Bosegas. Da Fermionen einen
Zustand nur maximal einmal besetzeinken, treten Probleme mit grof3en Fluktuationen wie
bei Bosonen im grof3kanonischen Ensemble hier nicht auf. Letzteres kann somit verwendet
werden, ohne auf die Unterschiede zum kanonischen Ensembléjrdasfner Falle isolierte
Teilchen eher angebracht erscheiréther einzugehen.
Im grol3kanonischen Ensemble ist die thermische Besetzung eines Zustands mit Epé&ejie
einer Temperatut7' = 1/ durch die Fermi-Dirac-Statistik gegeben

1

= exp(Bhwv) + 1’ (2.6)

wobei die Fugazit » aus der Bedingung

iguny =N (27)
v=0
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bestimmt werden kann. Definiert man die Fugaiziturchz = exp B(u — (3/2)hw), wobei

das chemische Potential bezeichnet, so muss man in numerischen Rechnungen die Nullpunkts-
energie des harmonischen Potentials nicht mehr explizitdksichtigenV ist die Gesamtzahl

der Teilchen in der Falle.

Fur eine gegebene Teilchenzahl kann nun die Fermi-Energie durch

Be = (ve + 3/2)hw (2.8)

definiert werden. Dabei bezeichnat die Schale, bis zu der bei Temperafir= 0 Fallen-
zustinde mit Atomen besetzt sind. Am absoluten Nullpurikt{ oo) wird die Fermi-Dirac-
Verteilung zu einer Stufenfunktiah(ve —v). Im Fall eines mesoskopischen Teilchenensembles
hat die Gleichung (2.7) b& = 0

> gb(e—v)=N (2.9)
v=0

nur fur N € {S,} eine Losung. fir N ¢ {S,} definiert man die kleinste ganze Zall =
[xe], die giBRer (oder gleich) ist als die reellésung der Gleichun§,. = N
1

ze= A+ g0 —2, (2.10)

wobei A durch

A= (3N +/ONZ 1/27)1/3 (2.11)

gegeben ist. Esibst sich zeigen, dad% = hw([z] + 3/2) fur die Fermi-Energieifr groRe
N mit dem Resultat der Thomas-Ferméhkerung [35]

Er = hw(6N)'/3 (2.12)

Ubereinstimmt.

Berechnung des chemischen Potentials

Der Fugaziat bzw. dem chemische Potential kommt eine zentrale Bedeuturdid Berech-
nung der Eigenschaften eines idealen Fermigases zu. Sie werden bei gegebener Temperatur und
fester Teilchenzahl durch numerischedsken von Gl. (2.7) berechnet. Diese Ergebnisse sind
dann im Gegensatz zur Thomas-Fern@iFdrung exakt. Sie werden im Folgendé@ndewisse
Limites diskutiert.

Abb. 2.2 zeigt die Abhngigkeit des chemischen Potentialson der AtomanzahN bei kleinen
Temperaturen. Die durchgezogene Linie bezeichnet die Thomas-Féimeirdhg Gl. (2.12).

Die drei anderen Kurven wurden numerisch durdisén von Gl. (2.7) erhalten, wobei die
Summe bei geilgend hoheny abgebrochen wurde, da die Besetzung sehr hoher Schalen nur
noch wenig zuV beitragt. Diese Kurven zeigen ein stuféniiges Verhalten, das bebheren
Temperaturen zunehmend ausgeschmiert wird. Die Stufen werden, &ter soch gezeigt
werden wird, @ir eine anisotrope Falle in kleinere Stufen aufgebrochen. Hier tritt immer dann
eine neue Stufe auf, wenn eine Schale mit Fermionen dilfgist und ¢ zur rachst bheren
ganzen Zahl springf. konvergiert fir ' — 0 gegen einepPlateau*-Wertve+3/2) hw solange
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Abbildung 2.2: Das chemische Potentig(N) zeigt ein stufenartiges Verhalten, das der stetigen
Thomas-Fermi-ldherung aus Gl. (2.12) folgt (durchgezogene Linie). Die gestrichelte bzw. gepunkte-
te Kurve ist vertikal um-1 bzw. —2 verschoben.

N nicht mit einer der,magischen” Zahlert, Ubereinstimmt. Wenn allerdings eine Schale
gerade abgeschlossen i8f & S,.), so nimmty den Werty = (v + 2)hw an, der sehr nahe

am Wert der Thomas-Fermidferung beiS,,. liegt (durchgezogene Linie in Abb. 2.2). Wie
man durch eine asymptotische Entwicklung zeigen kann, schneiden sich die beiden Kurven
tatsachlich ungedihr beiN = S, bzw. beiN = (S, + S,—1)/2, also bei halber Aufillung der
Schalen.

Diese Information wird etwas detaillierter aus Abb. 2.3 ersichtlich, in der die Temperatu-
rabrangigkeit vonu fur Teilchenzahlen uniVv = S7 = 120 gezeigt wird. Beil’ = 0 nahert

sich die Kurve @ir N = 119 dem Plateau-Went/hw = 7 + 3/2, wohingegen die Kurvelir

N = 121 den Wertu/hw = 8 + 3/2 erreichen muss.ifF N = S; nimmt n/fw allerdings

den Wert7 + 2 = 9 an, liegt also genau zwischen den benachbarten Energieeigenwerten. Eine
Erklarung hierfir wird weiter unten gegeben.

Die Temperaturakidmgigkeit vonu kann im Limes grof3er oder kleiner Temperaturen analytisch
berechnet werden. Der Bereich hoher Temperatur in Abb. 2.3 wird gut durch die Sommerfeld-

artige Formel [35]
- 72 (kT\?
i(T) = EF (1 Y <E_F> ) (2.13)

beschrieben, wobei der Vorfakte? /3 deniiblichen Faktorr? /12 des bekannten Resultatg f
Fermionen in einem Kasten ersetzt [64]. Man bemerke, dass das exakte Ergebnis-f119

fur hohe Temperaturen gut durch die Sommerfethé&rung iir NV = 120 beschrieben wird.

Das Tieftemperaturregime kann in Analogie zum Verhalten des chemischen Potentials von
Elektronen in intrinsischen Halbleitern analysiert werden.&finst sollen nur digmagischen®
Besetzungzahledv € {S,} betrachtet werden. SeV- (7") die Zahl von Atomen, die in
Zustinden oberhalr angeregt sind und (T) die Anzahl unbesetzter Zadstde (Locher”)
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Abbildung 2.3: Diese Abbildung zeigt das Verhalten vom(T) in einer isotropen Falle. Die
Sommerfeld-Mherung wurde zwarif N = S7; = 120 berechnet, sie stimmt aber sehr gut mit der
numerischen Kurvelfr N = 119 Uiberein. Dieses Verhalten tritt audlr fandere Werte voivV auf.

bei Er oder darunter:

N-(T) = V:VZF+1 z—1 exp(%yﬁwu) +1 (2.14)
= 1
N(T) —;)gy <1— z—lexp(ﬁhw)H)' (2.15)
Fur kleine Temperaturen, alsorf
kT < Eye1 —p und kT < p — Ef, (2.16)

kann man die Anzahl vogTeilchen und,Lochern* durch

No(T) ~ Sy e A Bmri—n) (2.17)
N_(T) = Soe Pu=Er) (2.18)
nahern, dabei sind
SR ST C @19
v=vg+1
VF
Ne =3 gpe OB (2.20)
v=0

Boltzmann-Summefiber alle Schalefiber bzw. unter der Fermi-Kante. Kombiniert man die
obigen Gleichungen, so &thh man

No(T) - No(T) = B Ne P, (2.21)
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Aus dieser Bedingung kann man das chemische Potential bestimmeiir Nad {S,} die
Fermi-Schale bel” = 0 vollstandig besetzt ist, muss in diesem Fsill (T") gleich N (T') sein
und man erhlt aus Gl. (2.17-2.21) das Verhalten bei tiefen Temperaturen

w(T) = hw(vg +2) — kT In (§> . (2.22)

2 DD
1(0) liegt also in der Mitte deyLuicke* zwischentr und Er + iw (vgl. Abb. 2.3,Er = 8.5 hw,
N = S7). Dies ist in Wlliger Ubereinstimmung mit intrinsischen Halbleitern, bei denen das
Valenzband bell’ = 0 vollstandig geiillt ist und das chemische Potential in der Mitte der
Bandlickeliegt. i fallt mit steigender Temperatur langsam mit der Steigu(g . /> ) linear
ab.
Wenn andererseity ¢ {S,} gilt, so kann man:(7") durch die folgende Betrachtung berech-
nen. Rir sehr tiefe Temperaturen wird die Fermi-Funktion gut dutgh= 1 fir v < vg bzw.
n, = 0 firv > g beschrieben. it die Zahl besetzter Ziustde in der Fermi-Schale

Gue
AN = 2.23
2=l exp(Bhwrg) + 1 ( )

giltdann ungedthrAN = N —S,._1. Unter der Annahme, dagsN fir sehr kleine§" konstant
bleibt, so kann man Gl. (2.23) nach dem chemischen Potentiéisaufl

w(T) = hw (Z/F + g) —kTln (z”]; - 1) : (2.24)

Dieser Ausdruck ist linear iff" fur nicht verschwindende& N, wobei die Steigung beh N =
gue/2 ihr Vorzeichen wechselt. Wenn also diédinste besetzte Schale weniger als halb voll ist
(AN < gy, /2), so nimmtu(T) linear vonu(0) = E,,. aus ab; wenn sie mehr als zuélite
besetzt ist, steig(7") linear. Das genaue Ergebniahert sich dann der Sommerfeld-Kurve.
Der BereichAT, in dem die lineare Bherung gltig ist, kann grob durch

% = kAT In(g, — 1) (2.25)
abgeschtzt werden, da die maximale Abweichuhg@/2 von der Sommerfeld-&herung bei
AN = 1 erreicht wird. Bir vp = 7 erhélt man z.B.kAT/hw < 0.14, dies stimmt
gut mit Abb. 2.3Uberein. Er grolRere Werte vorAN wird die Steigung kleiner und der
Glltigkeitsbereich kann @f3er werden.

Spezifische W @rme

Die Unstetigkeit des chemischen Potentials zeigt sich am dramatischsten in der spezifischen
WarmeC(T'). Diese kann man aus der mittleren Energie

B > gy hwv
U(T) = z% z~lexp(Bhwr) + 1 (2.26)

durch ableiten berechnen:

o(T) = . (2.27)
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Die Uibliche Sommerfeld-Bherung iir kleine Temperaturen liefert

C(T) w2 kT

Nk~ (6N)Y/3 hw’ (2.28)
das klassische Hochtemperaturergebnisdgetnatirlich Cyass/Nk = 3. Hier soll C(T') fur
endlichesV aus der Summaber Quantenzuande berechnet und mit der Sommerfeld-Formel
verglichen werden.
In Abb. 2.4 finden sich numerische Ergebnisgeverschiedene Teilchenzahlen, die Ordinate
wurde bereits mit der Skalierur{gN)l/3 aus Gl. (2.28) versehen. Im Limes ultratiefer Tempe-
raturen erkennt man, dass das exakte Ergebnis bei endliéherm Sommerfeld-Resultat aus
Gl. (2.28) abweicht. &r hohere Temperaturerahert sich die spezifische &meC(T") dieser
semiklassischen Kurve.

8 T T T T T T T

"N =84, 120, 9880 7
e
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// /'l/>\5\
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Abbildung 2.4: Spezifische iirme pro AtomC(T')/(Nk), skaliert mit(6/N)!/3. Die lineare Kurve
(durchgezogen) stellt das Sommerfeld-Resultat Gl. (2.28) dar. Die Abweichung bei grof3en Werten von
kT /hw vom linearen Verhalten tritt nufif kleine N auf, weil aufgrund deéquipartitionstheoremsiit

hohe Temperaturef6 N')'/3 C(T)/(Nk) — 3(6N)'/? gilt. Bei kleinenT und fur vollstandig geiilite
Schalen v = 84,120, 9880) bzw. fur halb gefillte Schalen V = 102, 142,10270) ist die Kurve fir

die skalierte spezifische &vme (6 N)'/? C(T)/(Nk) universell. N = 90 reprasentiert eine beliebige
andere Besetzung.

Bei sehr kleinentl” bleibt C(7") zurachst bei null statt linear anzusteigen. Dies ist konsistent
mit der Annahme, dasA N (siehe Gl. (2.23)) sich z@thst nichéandert, was ja schon durch
den Vergleich von Gl. (2.24) mit der exakten, numerischéaung besitigt wurde.

Fur sehr kleinel™ sind aufgrund der Energigtke keine Zustnde oberhalb der Fermi-Energie
besetzt, die Gesamtenergie @hnh sich zu@dchst nicht dir steigende Temperatur und es gilt
C(T) = 0. Wie man aus Abb. 2.4 entnimmt, scheint diese &mkhg auchiir abgeschlossene
Schalen [V = 84, 120, 9880) richtig zu sein, @ir die Gl. (2.24) gar nicht gilt. Man bemerke, dass
der Bereich, in dent’(T") verschwindet, mit dem @tigkeitsbereichiir die lineare Nherung
von u(T") Ubereinstimmt.

Bei mittleren Temperaturen tritt eine stark nicht-monotone digligkeit der spezifischen
Warme vonV auf und zwar ungéihr bei solchen Temperaturen, bei denen die lineakeeiing
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Gl. (2.24) gerade nicht mehr gilt. Der Ursprung dieses Verhaltens wir aus Abb. 2.5 erkennbar.
Jedes mal, wenn eine Schale abgeschlossen wird, niffiht) ein Maximum an. An diesen

5 T T T T T T T

(6N)Y3C/(Nk)

0 50 100 150 200 250 300 350 400
N

Abbildung 2.5: Skalierte spezifische Wme als Funktion der Teilchenzahl bei verschiedenen Tem-
peraturen.r = kT/hw bezeichnet die Temperatur in Einheiten der Energigalost in der Fal-

le. Die Pfeile bezeichnen die Schalenab@sheé beiN = S, fur v = 1,...,11 (N =

4,10, 20, 35,56, 84, 120, 165, 220, 286, 364). Die gestrichelten Linien repsentieren die Sommerfeld-
Naherung aus Gl. (2.28).

Stellen kann das System eine neuséllig leere Schale auffilen. Im Gegensatz dazu treten
die Minima bei halb vollen Schalen auf, wenn ein weiteres Atom leicht ohnéHartg der
Energie in die Fermi-Schale eingebaut werden kann. Abb. 2.6 zeigV ddohangigkeit der
Warmekapazét ohne Reskalierungen.

In Abb. 2.4 gibt es noch ein anderes interessantes Detail: Die beiden Grenzkiirven f
vollstandig geiillte Schalen v = 84,120,9880) bzw. fur halb gelilllte Schalen v =

102, 142,10270) hangen nicht von der Schalennummer ab. Bis etwakT /hw =~ 0.5 scheint

die Funktion(6 N)/3C/(Nk) nicht explizit vonN abzutangen, sondern nur von der relativen
Fullung der Fermi-Schale. Der Grund hieérfist, dass sich der Verlauf van(T") in Abb. 2.3

um jeden Wertifir v wiederholt.

Dichteverteilungen

Dichteverteilungen in Fallendnnen im Experiment recht einfach gemessen werden (siehe
Kap.1.5.2). In einer isotropen Falle erwartet man radial symmetrische Verteilungen. Die ra-
dialen Wellenfunktionen,, ; (siehe z.B. Kap. 6 in [21]) werden durch eine radiale Quan-
tenzahln, und durch den Drehimpulsindiziert. Zu diesen geren die Energiert,, ; =
hw(2(n, —1) +1+3/2), daher = 2(n, — 1) + I. Um die Gesamtdichte zu berechnen, muss
man die Quadrate der Wellenfunktionen mit Gewichtgraufsummieren

o) v/2]+1 91 + 1
p(r)=> n,(T) > I |, 1(r)]?, (2.29)
v=0 ny=1
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Abbildung 2.6: Spezifische Vdrme als Funktion der Teilchenzahl bei verschiedenen Temperaturen.
Wieder giltT = kT'/hw.

dabei istl = v — 2(n, — 1). Der Faktor(2] + 1)/(4n) ruhrt von der Summatiofiber die
energetisch entarteten magnetischen Untegnaigt mitm = —I,... ,{ her. Die Dichtep(r)

wird in Abb. 2.7 fir verschiedene Teilchenzahlen und Temperaturen dargestellt und mit dem
Ergebnis beil’ = 0 aus der Thomas-Fermidierung [35] (siehe auch Gl. (2.35),= 1)
verglichen. Dabei werden alledlngen mit der Breite des Grundzustands des harmonischen
Oszillatorsan, = /h/(Mw) skaliert.

Fur N = 120 (geschlossene Schaley = 7) erkennt man ein zentrales Minimum, das bei

N = 142 (halb volle Schaleyr = 8) wieder verschwunden ist. Diese Schale wird Nei= 165
vollstandig geiillt, dort wiederum besitzi(r) ein Maximum bei- = 0. DieseN-Abhangigkeit

der Dichte beir = 0 hangt mit der Art zusammen, wie Fermi-Schalen mit ungeradem Index
zu p(0) beitragen: Sie enthalten nur Wellenfunktionen mit ungeradem Drehimpuls und diese
verschwinden am Ursprung wegen ihrer ungeraden@®abie Kurven @ir k7" = 0.1hw sind
praktisch identisch mit denerif 7" = 0. Die Minima und Maxima sind betT = 0.25hw

noch sichtbar, verschwinden abéir 7' > Aw. Flr nicht zu hohe Temperatureimert sich

die Dichte dem Thomas-Fermi Ergebnis. Interessanterweise sintir eine halb geifllte
Fermi-Schale y = 142) sehr gut mit dieser Bherungiberein.

2.2.2 Der anisotrope Fall
Chemisches Potential und W armekapazit at

In Experimenten werden normalerweise Fallen verwendet, die zumindest eine kleine Anisotro-
pie besitzen (siehe Kap. 1.5.2). In diesem Kapitel sollen aus diesem Grund deformierte Fallen
mit dem Potential

M 2
V= T‘” <x2 Fo2 A%ﬂ), (2.30)
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Abbildung 2.7: Raumliche Dichte in einer isotropen Falle als Funktion des Abstandes von der Fallen-
mitte fur verschiedene Fermionzahlen und Temperaturen. Der Skalierungsparagpeter/ i/ (Mw)

ist die Breite des Grundzustands des harmonischen Oszillators. Die durchgezogenen Linien bezeichen
kT = 0.1hw, die gepunktetehT = 0.25/w und die gestrichelten géhen zur Thomas-Fermi&herung

beiT = 0.

untersucht werden, d.h. diedéhen konstanter Energie sind entweder prolate (zigamede)
oder oblate Ellipsoide. Die Eigenwerte des Hamiltonoperators sind dann

1
E, . =hw (ur +1+A (uz + 5)) , (2.31)

wobeiv, undv, die radialen bzw. longitudinalen Anregungen ahien. kir festes, gibt es

g9v, = vy + 1 entartete Zuginde mit unterschiedlichen Anregungen in die beiden symmetri-
schen, transversalen Richtungep, (gleich der Anzahl an Partitionen ven = v, + v,). Die
Zus@nde gleicher Energien werden roit., v,) bezeichnet.

Die hier interessierenden &B8en sind in ihreiV-Abhangigkeit bei Temperatur null komplizier-

ter als im isotropen Fall. So macht es z.B. nur bei oblaten Falen {) Sinn, von Schalenab-
schiissen zu reden, weil es nur dort energetisch sinnvoll iscst die transversalen Schalen

mit der Entartungy,, > 1 aufzufullen, bevor ein energetisctoher gelegener longitudinaler
Zustand besetzt wird. Allerdings treten diese neuen Strukturen bedingt durch die kleineren Ent-
artungsfaktoren nur auf kleineren Skalen der Teilchenzahl auf und sind im Experiment aufgrund
der endlichen Messgenauigkeit der Atomzahl u.U. nicht gut atéaun.

Fur A < 1 (Zigarrenform) kann man alle Zustde bis zu einer Anregurig,, o) zéhlen

ar+laz ] o — v
Sova:= > Ou, <[ — } +ozz+1>, (2.32)

vr=0

hierbei bezeichnelz] die goBte ganze Zahl kleiner oder gleieh Somit SiNAN = S, .
Teilchen rotig, um alle Zusinde bis zur Energi&,, ., zu besetzen.iif A > 1 gibt es einen
analogen Ausdruck. Im Allgemeinen kann man die exakte Fermi-Energie nur durch Aufsuchen
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des niedrigsten Zustandes.,v,) mit N < S, . bestimmen. Die Form der Thomas-Fermi-
Naherung aus Gl. (2.1Zndert sich imJbrigen nur geringigig [35]:

Er = hw(6NX)'/3. (2.33)

Die Sommerfeld-Formel aus Gl. (2.13)rfdas chemische Potential gilt in dieser Form auich f
anisotrope Fallenpotentiale.

Im Folgenden werden einige Ergebnis@ednisotrope Fallen diskutiert. Dabei soll der Schwer-
punkt auf stark deformierten, zigarrénfigen Fallen X < 1) liegen. Die Rechnungen orien-
tieren sich an der Fallengeometrie aus [133]=€ 27 x 250Hz, A\ = 0.076). Zunachst wird

die Temperaturatiingigkeit des chemischen Potentials bei sehr tiefen Temperaturen betrachtet.
Der Graph voru(7) in Abb. 2.8 fir 1000 Teilchen zeigt eine sehr vaifiende Eigenschatft:
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Abbildung 2.8: Chemisches Potential(T) fur eine zigarrerdrmige Falle mitA = 0.076 und N =
1000. Der Pfeil bezeichnet die Energiedifferenz zwischen dem Fermi-Zustand undaigst fibheren
Zustand. Im Einschub werden die lineare und diehrst lbhere Niherung iir ;.(7") dargestellt. Letztere
bericksichtigt im Gegensatz zur lineareralierung auch die Besetzung der zmste direktiber und
unter der Fermi-Kante. Derdichste besetzte Zustand {8t 22), die zugebrige Fermi-Energie beigt
FEr = 101447 \hw.

Er startet beil’ = 0 linear genafl Gl. (2.24), nimmt dann aber ein lokales Maximum an. Der
hochste besetzte Zustand lei= 0 ist der Zustand5, 22); er ist sechsfach entartef,( = 6)
und bietet beiN = 1000 noch Platz fir AN = Ss29 — N = 5 weitere Fermionen. Der
nachst lbhere Zustand ist6,9). Eine Korrektur zur linearen &herung, die diesen Zustand
beriicksichtigt, zeigt grunddzlich, dass dieser Zustandrfdas lokale Maximum verantwort-
lich ist (siehe kleine Grafik in Abb. 2.8). Tatshlich entspricht die Energiedifferenz zwischen
den beiden Zugnden ungethr der TemperatuT = 0.157hw A, bei der das Maximum auftritt
(vgl. Pfeil in Abb. 2.8). Bei dieser Temperatur wird also déchst ldhere Zustand oberhalb
der Fermi-Kante thermisch erreichbar.

Wie im isotropen Fall beginnt die spezifischevkhe von der Sommerfeldaterung abzuwei-
chen, wenn die linearedherungiir .(7") nicht mehr gltig ist. Wenn mary” in diesem Bereich
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festralt, kann man wieder den Graph vV \)/? C'/(Nk) als Funktion der Teilchenzahl auf-
tragen (Abb. 2.9). Dieser besitzt Strukturen auf zwei verschiedenen Skalen der Teilchenzahl,
die komplizierter sind als im isotropen Fall (siehe Abb. 2.5). Die groRefirtgr treten im-
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Abbildung 2.9: Skalierte spezifische Wme fir eine zigarrerdrmige Falle als Funktion voiv bei
kT /hw = 0.044. Die Pfeile markierenV = S, o (a,- = 5,6, 7). Die kleine Grafik zeigt den Bereich
750 < N < 850 etwas genauer.

mer dann auf, wenn genug Fermionen vorhanden sind, um eine neue Schale des transversalen
(radialen) Potentials zuiflen. Die Pfeile in Abb. 2.9 bezeichnen die entsprechenden Werte

N = S, 0 fura, = 5,6, 7. Zwischen zwei solchen Teilchenzahlen (z8, o, Sa,+1,0) gibt

es 13 goRere Maxima, die deh/\ ~ 13 longitudinalen Zustnden entsprechen, die ¥ei= 0

aufgefillt werden nilssen, bevor dieathste transversale Schale erreicht wird. Die feinere Sub-
struktur (siehe kleine Grafik in Abb. 2.%34dst sich ebenfalls eéen: Wenn man beim Zustand

(o, 0) startet, so ist derachste Zustan(D, [a,-/A] 4 1), der von(1, [(a, — 1)/A] + 1) gefolgt

wird, usw. Es sollten alsa, Maxima auftreten, bevdi,., 1) erreicht wird. Istl /A ganzzabhlig,

so verschwindet diese Substruktur, weil regéige Entartungen auftreten.

Dichteverteilungen

Zur Berechnung der Dichteverteilung in einer zigargenfigen Falle wird deren transver-
sale Symmetrie ausgenutzt. Man verwendet radiale Wellenfunktiapen,,(r) des zwei-
dimensionalen harmonischen Oszillator (= z2 + y?) mit der Drehimpuls-Quantenzahl
|m| = v, — 2n,. Die Bewegung in longitudinaler Richtung wird durch die Wellenfunktio-
neniy,, (z) des eindimensionalen harmonischen Oszillators beschrieben und raérfigrtie



46 2 Quantenstatistische Eigenschaften von gefangenen Fermigasen

Dichte
o0 [vr/2]
p(’r’ Z) = 2 Z nVrsz (T) Z |anr7’/r_2nr (T) : /llz)nz (Z) |2’ (234)
vp, V=0 n,=0

wobei der Faktor 2 hier die zweifache Entartung der @nde mit gegebenenjm|
bericksichtigt.n,, . (T') ist die Besetzungszahl géfd der Fermi-Dirac-Statistik Gl. (2.6).
Die hier berechneten numerischen Ergebnisse werden wieder mit der Thomas-Edeninivy
beiT = 0 verglichen

(2.35)

NA 8 (1242222 %7
pr(r,z) = —3 —— ]

3 2 2
R w Rt

hierbei istRg = (48N \)'/6ap, der so genanntgrermi-Radius* der Dichteverteilung.
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Abbildung 2.10: Dichteverteilungp fur eine zigarreridirmige Falle. Im linken Teil ist die Dichte in
transversaler Richtung bei= 0 dargestellt, der Graph rechts gehzur Dichte in longitudinaler Rich-
tung auf der Symmetrieachse & y = 0). Die durchgezogenen Linien réfgentieren das numerische
Ergebnis @r I' — 0, die gestrichelten Kurven géren zur Thomas-Fermi-#&herung GlI. (2.35). Der
»Fermi-Radius" in longitudinaler Richtung ist et@\ ~ 13 mal goR3er als in transversaler Richtung.

Die Diskussion der Dichteprofile soll hier auf die Dichtefr, 0) in der Symmetrieebene bzw.

p(0, z) auf der Symmetrieachse der Falle begcikt werden (siehe Abb. 2.10). In transver-
saler Richtung zeigt die Dichte b& = 0 nur sehr kleine Abweichungen von der Thomas-
Fermi-Dichte aus Gl. (2.35). Im Gegensatz dazu besitzt die longitudinale Verteilung (rechter
Teil der Abb. 2.10) Oszillationen um die Thomas-Fermi-Kurve. Diese beruhen vor allem auf
dem stufenfrmigen Verhalten der Besetzungszahléy) der Oszillatorzugtnde in longitudi-

naler Richtung, die beim Aufillen eines neuen transversalen Zustandes auftreten. Die Stufen
in N,, haben eine Breite vo/\. Des Weiterendllt V,, viel langsamer ab (mittlere Stei-
gungox —A) als die Besetzungzahlew,, , fur die transversalen Zustde (mittlere Steigung

x —1/X). Somit ist der Beitrag dherer Oszillatorzuanhde zum longitudinalen Dichteprofil
groRer als der entsprechende Beitrag zum transversalen Profil, sodass man die Maxima und
Minima der foheren Zusinde im ersten Fall in der Dichte erkennen kann, im zweiten aber
nicht.
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Die Fermi-Dirac-Statistik iihrt in den hier nicht @aher besprochenen oblaten Fallen zu ganz
ahnlichen Effekten wie in prolaten. Das Verhalten der beiden Dichteprofile vertauscht sich, die
im vorherigen Absatz diskutierten Oszillationen tauchen dann im transversalen Dichteprofil auf
und verschwinden im longitudinalen.

2.2.3 Résumé

Die in den letzten Abschnitten vorgestellen Rechnungen zeigen, dass bemerkenswerte quan-
tenstatistische Schaleneffekte in gefangenen Fermigasen bis zuNetwa 1000 Teilchen
beobachtbar sein sollteniiFgrdRere Teilchenzahlen sind die semiklassisciberlegungen

in [35, 154] ausreichend.

In realen Fermigasen gibt trotz der Pauli-Unteiidkung ders-Wellenstreuung immer noch
Beitrage zur Atom-Atom-Wechselwirkung aus der erlaubjelVellenstreuung, z.B. auf-

grund der magnetischen Dipol-Dipol-Wechselwirkung. Diese werden im Experiment zu ei-
ner zu&tzlichen Ablkangigkeit des chemischen Potentials von der TeilchenZdireh, wo-

durch die Stufen (z.B. in Abb. 2.2) ausgeschmiert werden. Dieser Effekt wird vor allem von
dem Verfaltnis der Wechselwirkungsenergie zum Abstand der Energieniveairs der Fal-

le ablangen. Somit sollten die Stufen j V) in sehr steilen Fallen besonders gut sichtbar
werden.

In [32] haben Bruun und Burnett das hier untersucht System auf zwei gefangene, unterscheidba-
re Fermion-Spezies erweitert, die durchVellenstreuung miteinander wechselwirkdimken.
Befinden sich gleich viele Atome jeder Sorte in der Falle, so findet manaaniche Ergebnis-

se wie im hier diskutierten Fall. Es zeigt sich, dassrealistische Parametdirfdie Falle und

fur die s-Wellenstreuhnge trotz der vorhandenen Wechselwirkung die Stufen im chemischen
Potential auch noch bei mehreren zehntausend Teilchen in der Falle erkennbar bleiben.

Fur eine Beobachtung der vorhergesagten Effekisgan sehr kleine Temperaturen erreicht
werden, @ir eine Falle mitv = 27 x 250 Hz [133] z.B. unter 5 nK. Erscheint dieser Tempera-
turbereich @ir Bosonen noch erreichbar, so wurden in Experimenten mit Fermionen [50] bisher
jedoch nur Temperaturen bis 400 nK erreicht. Allerdings befanden sich daéehunderttau-

send Atomen in der Falle, sodass der hier interessierende Temperaturbereich mit weniger als
tausend Fermionen hoffentlich nicht zu weit von den experimentelléglishkeiten entfernt

ist.

2.3 Neuere Entwicklungen

Neben den Untersuchungen an idealen, mesoskopischen Fermigasen [174] gibt es mittlerweile
eine ganze Reihe weiterer Erkenntnifber die Eigenschaften gefangener fermionischer Ato-
me. Um dieses Kapitel abzuschlieRen, wird der aktuelle Stand der Forschung auf diesem Gebiet
im Folgenden anhand einiger Beispiele skizziert unduddrt.

Fermionische Gemische

Bei der Behandlung von Gemischen verschiedener Spigizdsteines fermionischen Atoms
stehen die Berechnung der kollektiven Anregungen und de@mpiung im Vordergrund
[32, 33, 194]. Dabei muss man zwischen dbeydrodynamischennd dem so genannteol-
lisionsfreienBereich im Phasendiagramm unterscheiden: Falls die Zeit zwiscli@eist/on
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Atomen und damit die Lebensdauereiner Anregung klein ist verglichen mit der Oszillati-
onsperiode in der Fallesg < 1), so spricht man von hydrodynamischen Oszillationen, die
den gevdhnlichen Schallschwingungen entsprechen. Gilt hingegens- 1, so spricht man
vom Kkollisonsfreien Regime. In Fermigasen Héi= 0 sind SbRe durch das Pauli-Prinzip
immer unterdickt, es liegt also stets ein kollisionsfreies Regime vor. Die zaggén kollek-
tiven Anregungen werden nur durch den Quantendruck bestimmbliiger Analogie zum

so genanntemullten Schallin der Theorie der Fermi-BEsigkeiten [152]. Bei Temperaturen
weit jenseits der Fermi-Temperatur vahhsich ein Fermigas ebenfalls kollisionsfrei, da die
Wechselwirkungen relativ zur kinetischen Energie verrissit werden émnen. Hydrody-
namisches Verhalten ist zwischen den beiden Extremen zu findefi ifmit seiner groRen
Streubinge ¢ ~ —2160 agony) reicht der hydrodynamische Bereidirfl0® Atome hinunter bis
zuT ~ 0.1 T¢ [33], “9K ist fur experimentell realistische Parameter immer in einem kollisons-
freien Regime.

Fermi-Bose-Gemische

Will man ein entartetes Fermigas erzeugen, so muss manliohtdie dazu notwendigen, tie-

fen Temperaturen durch eineriiklprozess erreichen. Die bei Bosonen erfolgreich eingesetzte
Verdampfungsithlung (siehe Kapitel 1.5.2) kann prinzipiell audhr fFermionen verwendet
werden, dabei gibt es allerdings zwei Probleme: anst einmal wechselwirken Fermionen
einer Spezies, wie in Kapitel 2.1 beschrieben, fast nicht. Es gibt somit keine thermalisieren-
den, elastischen 8Re, die aberifr das Verdampfungsihlen notwendig sind. Diegsst sich
umgehen, indem man zwei fermionische Spezies verwendet, die durchaus untereinander ela-
stisch stoRendnnen §ympathetischesiilen). Dabei tritt aber das zweite Problem zu Tage:

Bei Temperaturen unterhalb der Fermi-Temperatur ist ein groRer Teil der bei einem elastischen
Stol3 erreichbaren Endzaside schon besetzt, diese so genakateni-Blockadeunterdiickt
wiederum die Ratelfr elastische $f3e. Diese Blockade kann man zumindest teilweise da-
durch aufheben, dass man eine der beiden fermionischen Atomsorten durch eine bosonische
ersetzt.

Ganz analog zu bosonischen Gemischen [144] ist es von Interesse, die thermodynamischen Ei-
genschaften, Dichteprofile und kollektiven Anregungen zu untersuchen. In [138, 153] wurden
zuréchst die Dichteverteilungen solcher GemischeMei 0 berechnet. StoRen sich Boso-

nen und Fermionen zu stark ab, so kommt es zu einer Separation der beiden Komponenten: In
radialsymmetrischen Fallen bilden die Fermionen entweder eine Wolke um ein zentrales Bose-
Kondensat oder Bosonen kondensieren aul3erhalb einer zentralen entarteten Wolke aus Fermio-
nen. In langen zigarreadfmigen Fallen kann es sogar zu einer Brechung der Spiegelsymmetrie

z — —z kommen, sodass sich die Fermionen auf einer Seite der Falle und die Bosonen auf der
anderen Seite niederlassen.

Die Untersuchungen bé&l" = 0 wurden in [4, 193] mithilfe semiklassischer Mean-Field-
Methoden aufl’ > 0 erweitert. Dabei werden das Fermigas, der kondensierte und der nicht-
kondensierte Anteil der Bosonen als dreii$sigkeiten aufgefasst, dider ihre lokale Dichte
miteinander wechselwirken. Die Ergebnisse sind von Relevandié Experimente in Flo-
renz [38, 189] mit einem?K-*°K-Gemisch; neben Dichteprofilen wurde die im Experiment
nach Expansion frei werdendRelease-Energgerechnet.
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Suprafluide Fermigase

Kuhlt man ein Gemisch aus zwei attraktiv wechselwirkenden fermionischen Atomsorten (ne-
gative s-Wellenstreuhnge) unter eine kritische Temperaflyr ab, so bnnen je zwei Atome

in volliger Analogie zur BCS-Theorie der Supraleitung von Elektronen ein Cooper-Paar bil-
den. In [184] wurde erstmals darauf hingewiesen, dasgin guter Kandidat iir solche Ex-
perimente sein énnte, da dies-Wellenstreuhngea ~ —2160 agopr flr SHRRe zwischen zwei

der sechs Hyperfeinziside (siehe Kap. 2.2) sehr groR ist. Dibergangstemperatur liegirf
identische Anzahlen von Atomen beider Sortantypische experimentelle Parameter bei 50-

200 nK [31, 95] und erscheint — verglichen mit den tiefsten Temperaturen in Bosegasen — er-
reichbar, wenn auch zachst noch das im vorherigen Abschnitt angesprocheitdpgoblem

gelost werden muss. Da nur Fermionen auf der Ferracié Cooper-Paare bilden, nimffit

fur nicht identische Teilchenanzahlen (bei gleicher Masse) exponentiell ab, weil sich dann die
Fermi-FEchen gegeneinander verschieben. Dieses Verhalten stellt wiederum ein experimentel-
les Problem dar, da die Teilchenzahl nur schwer genau zu kontrollieren ist.

Die Dichteverteilung eines suprafluiden Fermigases in einer harmonischen Falle wurde in [95]
berechnet. Da nur ein geringer Teil der Fermionen an der Fermi-Kibetdaupt Cooper-Paare
bildet, unterscheiden sich die Dichteprofile normaler und suprafluider Wolken nur sehr wenig
voneinander. Aus diesem Grund unterscheiden sich die Anregungsfrequenzen eines supraflui-
den Fermigases ebenfalls nur wenig von denen des normalen Gases [95], sodass die bei Bose-
Einstein-Kondensaten so erfolgreichen Messungen dieser Frequenzen hier nicht zum Nachweis
der suprafluiden Phase dienagimkien. Der Vergleich der niederenergetischen kollektiven An-
regungen im suprafluiden Gas [15] mit den Anregungen im hydrodynamischen Bereich eines
normalen Fermigases [33] batgt diese Aussage. Neben diesen kollektiven Anregungen der
Fermi-Wolke gibt es aber noch weitere Anregungen, die durchaus vonasar2rder supraflui-

den Phase aldmgen knnen. In [14] wird gezeigt, dass es in diesem Fall neue Einteilchenan-
regungen gibt, deren Wellenfunktionen @mf3eren Bereich der eigentlichen Wolke lokalisiert
sind. Sieahneln damit den Obeéthenanregungen von Bose-Einstein-Kondensaten [44].

Da der Nachweis der suprafluiden Phase mittels Messung kollektiver Anregungen schwer ist,
wurden auch alternative Methoden vorgeschlagen. Dabei handelt es sich vor allem um Verfah-
ren, bei denen entweder Fremdatome oder Licht an einem Fermigas gestreut werden. Liegen
keine Cooper-Paare vor, satrt das Pauli-Prinzip zu einer Unteiidkung der spontanen Emis-

sion von Licht [34] bzw. zu einer Verschiebung der Resonanzlinie und einer Verkleinerung
ihrer Breite [168]. Die Bewegung eines Fremdatoms wird durch die Pauli-Blockade weniger
gedampft als in einem Boltzmann-Gas [62)].

Bei einem suprafluiden Fermigas hingegen wird Licht relativ zum normalen Fermigas zumin-
dest in gewisse Richtungerasker gestreut [166,167,197]. Dies liegt am bosonischen Charak-
ter der Cooper-Paare, die gerade dardie Streuung an Fermigasen wichtigen Bereich um das
chemische Potential modifizieren. Die Resonanzlinie der Lichtstreuung wird in der supraflui-
den Phase verbreitert und erleidet einéftgre Verschiebung als im normalfluiden Fall [167],
beide Effekte Bnnten zur Identifizierung des BA%bergangs verwendet werden.

Experimente mit entarteten Fermigasen

Schon seit einiger Zeit gibt es Versuche, fermionische Isotope von Alkalielementen mit op-
tischen und magnetischen Mitteln zu fangen und ablén [195]. Erst im letzten Jahr gab
es dabei groRe Fortschritte, so wurde in [137] erstmals Sub-Dojipllerk bis 15:K an 4°K
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realisiert. Um unter die Fermi-Temperatur (cauKL bei den verwendeten Teilchenzahlen) zu
gelangen, muss also auf jeden Fall Verdampfuilgkn eingesetzt werden, wozu aufgrund der
oben dargelegten Probleme mehr als eine Fermion-Speziétdiesird.

In [50] haben de Marco und Jin zum ersten riabér Experimente mit zwei gefangenen Spin-
zustinden vorf°K berichtet, bei denen die Fermi-Temperafigrdeutlich unterschritten wer-
den konnte. Ein Gas von etwax 10° Atomen konnte aufl’ ~ 0.57 sympathetisch ab-
gekiihlt werden, wobei die Starttemperatur tlie Verdampfungdkhlung bei 15Q:K lag. Die
Gesamtenergie aus Gl. (2.26)rfein Fermigas ist aufgrund des Pauli-Verbothér als im
klassischen Boltzmann-Gas, der Verlauf diesaif$&rmit fallender Temperatur konnte im Ex-
periment eindrucksvoll be#tigt werden. Auch die Analyse der Impulsverteilung zeigte die
fur Fermionen gegeiber klassischen Teilchen verbreiterte Kurve, da durch das Pauli-Prinzip
hoherenergetische Zuside besetzt werdenissen.

Neben den Experimenten am fermionischen Kalium gibt es auch erste Untersuchungen mit
Lithium. Die geringe Masse der Lithiumatome macht eine effiziente Lakéwkg aufgrund

der hohen RckstoRenergien schwierig. In [134] wird ein Experiment mit einem Fermi-Bose-
Gemisch au$Li und “Li vorgestellt. Es ist bisher gelungen, dd)’ Atome jeder der beiden
Spezies zu fangen und bis auf mK abzukihlen. Die Phasenraumdichte liegt dann bei etwa
10~%, dies kdonnte ausreichend hoch sein, um mit sympathetischem Verdampfihigskn den
Bereich der Fermi-Entartung zu gelangen.

Abschlie3end bleibt zu bemerken, dass die experimentelle Entwicklung bei der Untersuchung
entarteter gefangener Fermigase erst an ihrem Anfang steht. Die Realisierung eines suprafluiden
Fermigases aus schwach wechselwirkenden neutralen Fermionen darf vor dem Hintergrund der
theoretischen Arbeiten durchaus innerhalb deshisten Jahre erwartet werden.
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Atomlaser

Herkdommliche kontinuierliche Laser erzeugen sehr monochromatisches Licht hohieikah

Durch diese Eigenschaften haben optische Laseachst die wissenschaftlichen, dann aber
auch die technischen Anwendungsbereiche der Optik revolutioniert. Motiviert durch diesen
Erfolg ist es ein zentrales Ziel der Atomoptik, die sich seit der Erfindung und Entwicklung
der Laserkihlung von Atomen in den 80er Jahren des letzten Jahrhunderts ebeiifaissh
entwickelt hat, koArente Atomstrahlen zu erzeugen, die die wissenschaftliche Forschung
einahnlich breites Anwendungspotential wie Laser haben sollten.

Fur Apparaturen, die solche katenten Atomstrahlen erzeugen, hat sich in den letzten Jah-
ren der BegriffAtomlaseretabliert; dies nicht zuletzt aufgrund der in vielen Realisierungsvor-
schigen erkennbaren Analogie zum optischen Laser.

Die Bose-Einstein-Kondensaten #émente Kokirenz bietetiir die Erzeugung kdirenter Atom-
strahlen einen sehr guten Ausgangspunkt. 1997 gelang es der Ketterle-Gruppe am MIT erst-
mals, einen gepulsten, kafenten Atomstrahl mittels starker Radiofrequenz-Pulse aus einem
Bose-Einstein-Kondensat auszukoppeln [132]. Andere Gruppen [5, 24, 81] haben den Auskop-
pelmechanismus verfeinérdie Gruppe um Ensch konnte erstmals wirklich kontinuierliches
Auskoppeln mit einem schwachen Radiofrequenzfeld demonstrieren [24]. All diesen Experi-
menten fehlt allerdings eine wesentliche Eigenschaft: Sie produzieretimeine kurze Zeit

(< 0.2 s) einen Atomstrahl, weil sie nur ein bestehendes Bose-Einstein-Kondensat leeren ohne
es kolarent nachziifllen. Fir einen solchen Nachlademechanismus gibt es einige Vagehl

die in Abschnitt 3.1.1 kurz vorgestellt werden. Zuvor wird idchsten Abschnitt auf die Defi-
nition eines Atomlasers und die Analogie zu optischen Lasern eingegangen.

3.1 Was ist ein Atomlaser?

Welche Eigenschaften muss eine Apparatur besitzen, um als Atomlaser bezeichnet zu werden?
Dieser Frage ist Wiseman in [205] sehr detailliert nachgegangen (siehe auch [157]). Er stellte
Kriterien auf, die sich vor allem auf die Eigenschaften des produzierten Atomstrahls beziehen.
Der Atomstrahl soll eine kdirente Materiewelle sein, die soweit wié@glich durch eine klas-

sische Welle mit definierter Intenattund Phase beschrieben werden kann. Diese Forderung
schliel3t gepulste Laser zachst aus, erleichtert aber die mathematische Formulierung der De-
finition eines Atomlasers. Sie bezieht sich nur auf Bosonen, da das Pauli-Prinzip die Besetzung

1Fir weitere Details siehe Kap. 3.1.2
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einer Bewegungsmode mit mehr als einem Fermion verbietet.
Wisemans Definition umfasst vier Forderungen:

1. Der Atomstrahl soll gerichtet sein, d.h. man solllerhaupt von einem Strahl sprechen
kdnnen.

2. Der Atomstrahl soll monochromatisch sein, also einer Welle mit einer festen Frequenz
w entsprechen. Genauer gesagt, soll die mittlere Schwané&ungel kleiner als die
Frequenz selber seiiw < w.

3. Die Intensiatsfluktuationen, die quantenmechanischen oder thermischen Ursprungs sein
konnen, sollen klein gegen die mittlere Inteésisein, sodass er Atomstrahl in zweiter
Ordnung kofrent ist.

4. Die Phasenfluktuationen sollen ebenfalls klein sein, d.h. die Materiewelle soll auch in
erster Ordnung kdirent sein. Anders formuliert heil3t dies, dass die &ehzzeitry,
die mittels der zeitlichen Korrelationsfunktion erster Ordnung definiert wird, grof3 ist
gegen die inverse Intenatt/, alsoryenl > 1.

Wiseman zeigt weiter, dass die vierte Beding@agivalent ist zu der recht anschaulichen For-
derung, dass der Atomstrahl entartet sein muss, d.h. dass viele bosonische Atome wenige Be-
wegungsmoden bélkern oder dass die de Broglie-Wellanhe viel goR3er ist als der mittlere
Abstand von Atomen.

Die obigen Forderungendkinen so odeahnlich auchir optische Laser gelten. Neben dieser
Analogie der Strahleigenschaften ist aber auch die Terminolagein schematischen Aufbau
von Atomlasern von ihren optischen Vadferniibernommen worden. Dem optischen Resona-
tor, der ein diskretes Modenspektrum égticht, entspricht bei Atomen die (meist harmoni-
sche) Atomfalle. Das Bose-Einstein-Kondensat in einer Falle wird def@@exts Lasermode
bezeichnet, mittels eines Auskoppelmechanismus (analog den teikdssigdn Spiegelrif
Licht) wird diese zu einem Atomstrahl ausgekoppelt.

Um den Teilchenverlust beim Auskoppeln auszugleichen, werden einer so genQueie
mode” (sozusagen daktive Mediunn, die meist aus einer Gruppe hochliegender Znge
der Atomfalle besteht, von auRen Atome ziiget, die z.B. aus einem vorgéklten Strahl
stammen. Aus dieser Quellmodeissen dann auf irreversible Weise Atome in die Lasermode
transferiert werden.

3.1.1 Vorschl age fur Nachlademechanismen

Beim Nachladen des Bose-Einstein-Kondensaissan Atome aus der Quellmode durch einen
Kihlprozess in die Kondensatmode transferiert werden. Dieser Prozestinsoliertablaufen,

d.h. dieUbergangswahrscheinlichkeit von der Quelle in die Lasermode soll proportional zu
deren Besetzung sein, um genau did$bargang zu favorisieren. Diese so genausonische
Stimulierungwurde experimentell durch die Ve#skung einer kleinen Wolke aus bosonischen
Atomen beim Durchgang durch ein Bose-Einstein-Kondensat in eindrucksvoller Weise gezeigt
[103]. Fur die physikalische Realisierung dieses Prozesses gibt es zwei Arten von 8igesthl
Optische Verfahren, die auf der bosonisch \@gen spontanen Emission von Photonen beim
Ubergang von angeregten Atomen in der Quellmode in die Lasermode beruhen, und Verfahren,
die auf Verdampfungsdkhlen basieren. Erstikzlich wurden diese beiden Methoden kombiniert
[18].
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a) b)

Evaporation

nachgeftllte
Atome——»

kohéarenter » koharenter
Atomstrahl Atomstrahl

Abbildung 3.1: Schema eines Atomlasers. Aus einem kalten Atomstrahl werden Atomeairgahn

die Quellmoddl) (,aktives Medium®) nachgétlt. In Bild a) handelt es dabei um angeregte Atome, die
durch Bose-stimulierte spontane Emission in den Grundzustand, also die Las@%(ﬁtose-Einstein-
Kondensat)iibergehen. Andere Prozesse, die als Verlugtlawirken, werden dedbersichtlichkeit
halber nicht gezeigt. Bild b) beschreibt einen Atomlaser, der auf elastischBarSton Grundzustands-
atomen und evaporativenmiiklen beruht. Die nachgéften Atome erreichen die Falle bereits im Grund-
zustand undifhren in der Quellmode elastischeéB& aus. Dabei gelangt ein Stol3partner durch Bose-
Verstarkung in das Bose-Einstein-Kondensat, der andere erreicht ein energéiisried Niveat)2>,

von dem aus er durch Verdampfungslken aus der Falle entfernt wird. Der Auskoppelmechanismus
kann in beiden &llen der gleiche sein.

Spontane Emission  In Abb. 3.1 a) wird das Schema eines auf optischiénlking basieren-

den Atomlasers gezeigt [140, 155, 180]. Angeregte Atome aus einem uabitgk Atomstrahl
gelangen in den Fallenbereich und werden durch optiscligdel abgebremst. Sie besetzen

dort die Quellmode und fungieren so als aktives Medium. Ein schon erzeugtes Bose-Einstein-
Kondensat im elektronischen Grundzustand bildet die Lasermode. Durch spontane Emission
von Photonen wechseln Atome in das Kondensat, wobei dessen starke Besetzibgmemg
bosonisch vergirkt.

Wesentliches Problem dieses Ansatzes ist die Reabsorption der spontan emittierten Photonen,
die zu einem Verlust von Atomen in der Lasermoibrt. Eine Miglichkeit, dies zu umgehen,
besteht in der Verwendung langetjrther Kondensate, bei denen spontan emittierte Photonen
nur sehr kurze Wege durch das Kondensatiekiegen. In einem kzlich erschienen Arti-

kel [18] wird vorgeschlagen, Atome aus dem Pumpstrahbezhst mit einem intensiven, fo-
kussierten Laser anzuregen. Das Spektrum der spontan emittierten Photonen wird aufgrund des
starken Laserfelds in zwei Maxima aufgespalten (Autler-Townes-Dublett), sodass diese Pho-
tonen auf3erhalb des fokussierten Lasers nicht mehr resonant reabsorbiert voarzm Der

Fokus des Lasers liegt im Bereich der thermischen Wolke um das Kondensat, die auf diese
Weise als Quellmode fungiert. Die Population des Bose-Einstein-Kondensats wird dann durch
StoRRe zwischen Atomen dieser Mode @iy, bei denen durch Bose-Vaigtung ein Atom in

das Kondensat, das andere in einéhér gelegenen Zustaiidbergeht.

Evaporatives Kuihlen  Die zweite Methode, einen Atomlaser kontinuierlich nachzuladen,
beruht ausschlieRlich auf solchen &@ian SpRen (vgl. Abb. 3.1 b)) [89,204,205]. Atome in der
Quellmode, die sich im elektronischen Grundzustand befinddneh elastische 88e mitein-
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ander aus, die durch dieWellenstreuhnge beschrieben werden. Die Raiedinen Stol3, bei
dem ein Partner in das miY Teilchen besetzte Kondengabergeht und der andere in einen
energetisch dher liegenden Fallenzustand (in Abb. 3.1 b) ist dies der Zus{m)r)dist propor-
tional zur Besetzung/ +1, d.h. diesetUbergang edhrt Bose-Versirkung. Das noch gefangene
Atom in \2) kann die Atomwolke aufheizen und muss noch beseitigt werden. Dies wird wie
im Bild angedeutet durch Verdampfungsiten mittels eines Radiofrequenzfeldes erreicht (vgl.
Kap. 1.5.2).

3.1.2 Auskoppelmethoden und Experimente

Da zur Realisierung eines kontinuierlichen Nachladevorgang$ege experimentelle iiiden

zu Uiberwinden sind, haben sich die bisherigen Experimente zu Atomlasern vor allem mit Me-
chanismen zur kdirenten Auskopplung von Atomen aus der Lasermode in den freien Raum
befasst.

a) b)

Bt T2

Abbildung 3.2: Auskoppelmethodenif einen Atomlaser. In beiden Grafiken werden die Fallenpo-
tentiale fir 8’Rb-Atome im Hyperfeinzustanﬂ«“ = 1> dargestellt mit einem Bose-Kondensat im ma-
gnetischen UnterzustarjeH}. Die gestrichelten Linien deuten die effektiven Potentiale aufgrund des
Mean-Field-Potentials dieses Kondensats an. In Bild a) wird ein Radiofrequenz-Koppler skizziert. Durch
Einstrahlen eines Radiofrequenzfeldes geeigneter Frequgnavird ein Ubergang|mp = —1> —

\mF = O> induziert. Qrapi bezeichnet die Rabifrequenz débergangs. Im Zustanhnp = 0> sind die

Atome frei, sie fallen aufgrund des Gravitationsfeldes der Erde beschleunigt nach unten (in der Grafik
nach rechts). Bild b) beschreibt einen Raman-Auskoppler. Hier werden zwei Laser mit den Frequenzen
w1 2 eingestrahlt, die einen Rami#vergangiber einen Hilfszustand mi&' = 2 induzieren. Die Im-
pulsdifferenzp = Aq der beiden Laser wird dabei auf die ausgekoppelten Atobestragen, sodass

dem resultierenden Atomstrahl eine beliebige Richtung gegeben werderfkansind die zugebrrigen
Rabifrequenzen)ramanbezeichnet die Ramanverstimmung gdgser dem oberen Zustand.

Wie bereits angemerkt, gelang es der Gruppe um Ketterle 1997 erstmals, einen gepulsten
koharenten Atomstrahl aus einem Bose-Einstein-Kondensat zu erzeugen [132]. Allerdings ent-
sprach dieses Experiment noch eher einem Ein- und Ausschalten des Fallenpotentials, bei dem
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wahrend der Ausphase ein Teil des Kondensats aus der Falle nachalhtdeir Auskoppler

wurde mithilfe eines Radiofrequenzfeldes realisiert, das wie beim Verdampiiinigsk(siehe

Seite 27) eind\nderung des Gesamtdrehimpulses der Atome induziert, sodass diese nicht mehr
im Potential der Falle gefangen sind (vgl. Gl. (1.74)), also ausgekoppelt werden. In [11] wurde
ein solcher Radiofrequenz-Auskoppler erstmals theoretisch beschrieben, weitere numerische
Untersuchungen finden sich in [145, 146, 181, 209]. In Abb. 3.1.2 a) ist der Auskoppelprozess
schematisch dargestellt.

In [5] beschreiben Anderson und Kasevich ein weiteres Experiment mit einegindddin Aus-
koppelmechanismus, in dem ein Bose-Einstein-Kondensdtchsh adiabatisch in ein vertikal
orientiertes optisches Gitter umgeladen wurde. Die sich dabei in den Potentialmulden des Git-
ters ansammelnden Atomwolken sind untereinandeékait und beginnen sofort, aus dem
optischen Potential heraus nach unten zu fallen. Dabei interferieren sie und bilden analog zu ei-
nem modengekoppelten Laserstrahl einen gepulsten Atomstrakibeeseine gesamteahge
koharent ist.

Eine dritte Methode zum kdéitenten Auskoppeln wurde von M@y al. [140] vorgeschlagen.

Sie basiert auf einem stimulierten Rarilaergang vom Bose-Einstein-Kondensat in einen un-
gefangenen Zustand (siehe Abb. 3.1.2 b)). In Bill Phillips’ Gruppe wurde ein solcher Raman-
Atomlaser realisiert [81]; der Ramébergang wurde dabei mit gepulsten Lasern induziert, die
analog zu Experimenten mit stimulierter Lichtstreuung (siehe Seite 29) verwendet wurden. Der
Vorteil dieser Methode ist, dass man den ausgekoppelten Atomen einen pnpulsq mitge-

ben kann, der sich aus der Impulsdifferehg der beiden Laser ergibt. Auf diese Weise kann
man die Richtung des Atomstrahls vorgeben, was beim Radiofrequenz-Auskoppler, wo die Ato-
me nur nach unten fallen, nichtaylich ist. In [55] wird die Theorie des Raman-Auskopplers
sehr audihrlich beschrieben.

Die erste experimentelle Demonstration eines wirklich kontinuierliches Auskopplers gelang
der Gruppe um T.W. Binsch mittels eines schwachen Radiofrequenzfeldes [24]. Auch hier
fehlt ein kontinuierlicher Nachlademechanismus, durch die kleine Auskoppelrate sind immer-
hin Strahlzeiten bis ca. 100 msaglich. Mit diesem Atomlaser konnte z.B. zum ersten Mal

die raumliche Korrelationsfunktion (oder Einteilchendichtematrix, siehe Seite 11) eines Bose-
Einstein-Kondensates gemessen werden [22, 24]. Die Untersuchungen in dieser Arbeit kon-
zentrieren sich vor allem auf die theoretische Beschreibung und Analyse von Radiofrequenz-
Atomlasern, wie sie in der &hsch-Gruppe eingesetzt werden.

3.2 Theoretische Modellierung

In diesem Abschnitt werden die theoretischen Grundlagen beschrieberiyr die fUntersu-
chung der Eigenschaften von Atomlasern im Folgenden relevant sind. Dabei werden die im
Rahmen der Dissertation erzielten Ergebnisse [171-173] vorgestellt und vertieft.

Die Dynamik eines gefangenen Bose-Einstein-Kondensats, das durch eine Radiofrequenz
oder durch einen stimulierten Ranidoergang ausgekoppelt wird, kann durch einen
Vielteilchen-Hamiltonoperator beschrieben werden, der neben dem kinetischen Anteil,
dem aufReren Potential und dem effektiven Potentiat &-Wellenstreuung auch einen
Anteil enthalt, der die Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld beschreibt
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(siehe auch Abschnitt 1.2.1) [106, 145]:
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Hierbei sind die\ifj(x) Feldoperatoreniir die verschiedenen vorkommenden Zeeman- oder
Hyperfeinzusinde, die hier zuichst noch unspezifiziert bleibel; bezeichnet dagulere
Potential fir den Zustandj, das sich aus dem Fallenpotential und dem im Folgenden zu
bericksichtigenden Gravitationspotential zusammenséigzt—= % ist die Wechselwir-
kungssarke ders-Wellenstreuung aus Gl. (1.39); vereinfachend wird hier angenommen, dass
sie fur alle Streuprozesse zwischen Atomen in verschiedeneadest; und;’ gleich ist, was
zumindest @ir das hier interessierend&Rb gerechtfertigt ist. Weiterhin ist; (x, t) eine effek-

tive Rabifrequenz, welche die Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld beschreibt.
Dabei fliel3t die Annahme ein, dass nur benachbartedfdst (' = j 4 1) durch Laser oder
Radiofrequenzfelder miteinander gekoppelt werden.

Ein Raman-Auskoppler wird durch

MO i X—Aw
Aj(x,t) = ﬁne (Aax—Awt) (3.2)

beschrieben [106, 140], wobg » die Rabifrequenzen der beiden beteiligten Laserfelder mit
den Frequenze@; bzw. ws sind (vgl. Abb. 3.1.2)Aw = wy — wy ist die durch den Raman-
prozesdibertragene Energig\q der Ubertragene Impuls. Die Ortsadimigkeit von\;(x, )
ermoglicht es, die Richtung des ausgekoppelten Strahls durch Vorgah&egau andern.

Im Gegensatz dazu i&; (x, t) beim Radiofrequenz-Auskoppler, auf den sich Betrachtungen im
Folgenden konzentrieren werden, nicht ortsaigig; die Richtung des Atomstrahls wird nur
durch die Wirkung der Potentiale (Falle und Gravitation) vorgegeben. Der Jindezeichnet in
diesem Fall die Zeeman-Unterzastle eines Hyperfeinstrukturzustandes, die wietgwich

mit dem Indexmg bezeichnet werden:

Ame (X, ) = Q2 cos(wret). (3.3)
wger Ist hierbei die Frequenz des Radiofeldes (vgl. Abb. 3.1.@).dte Rabifrequen2,,., die

von der Sarke Brr des Radiofeldes aBingt, erfalt man (falls der Gesamtdrehimpuls aller
Zustande den WerF hat) folgenden Ausdruék

B
hQme = V/F(F + 1) — me(mr + 1)W. (3.4)

2Der Wurzelfaktor resultiert aus den Matrixelementen der Drehimpulsoperafareles Gesamtdrehimpulses.
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Gekoppelte Gross-Pitaevskii-Gleichungen

In Kapitel 1.3.1 wurde durch Mean-Field-Betrachtungen die Gross-Pitaevskii-Gleichung
fur ein gefangenes Bosegas hergeleitet. In analoger Weise kann man die &ejigbh
Gross-Pitaevskii-Gleichung durch Berechnung der Bewegungsgleichungen der Feldoperatoren
\i/mF(x,t) im Heisenbergbild ableiten. Verwendet man wieder die Aufspaltung aus Gl. (1.41)

in eine makroskopische Wellenfunktion und einen Fluktuationsoperator, &ti ern unter
Vernachéssigung aller Fluktuationsoperatoren in den Heisenberg-Gleichunggeldippelten
Gross-Pitaevskii-Gleichungeiirfdie makroskopischen Wellenfunktionen,. (x, t) fir einen

Atomlaser mit Radiofrequenz-Auskoppler:

h2v2
oM

e (1) = { Ve () + Uow(x,t)HQ}me(x,t)

F

+ Y {th,FamﬁmHl + thFamRm,F_l} 2 cos(WRF e (X, 1), (3.5)
mg=—F

wobeil[y(x, t)||? = Zf@F:_F |me (x, 1) |? die Gesamtdichte aller Zustde bezeichnet. Diese

GroRRe ist hier und im Folgenden auf 1 normiert, deshalb geht in die Wechselwirkungskonstante

Up = 4rl2a0lo 7ysatzlich die Anzahl der Atome in der Falle ein.

Die explizite Zeitabhngigkeit der Kopplungsterme kann durch die Transformation

P — e IMFWRFLy),  beseitigt werden [182]. Dabei entstehen Faktoren der Form

(14 e*2wret) | die im Sinne derRotating Wave Approximatiodurch 1 geahert werden

konnen. An dieser Stelle ist es sinnvoll, die Potentlgle genauer zu spezifizieren. Sie setzen

sich aus einem Fallenanteil und dem Gravitationspotential zusammen:

Vine (x) = sgn(gr)meVor + sgn(gr)meVho(x) — Mgz (3.6)

mit dem Offset-Potentialor = |gr| e Bosr iIm Mittelpunkt einer magnetischen Falle. Das
Fallenpotential selbst wird als harmonisch angenommen

Vho(x) = %M {wﬁf + w? (y2 + 22)} (3.7)

mit einer longitudinalen Frequengz, in x-Richtung und einer transversalen Frequenz In
Experimenten werden meist magnetische Fallen vom loffe-Typ eingesetdietv, > w gilt;

sie sind also zigarreiifmig. Da diez-Achse hier nach unten zeigt, &thder Gravitationsterm

mit der Erdbeschleunigungein negatives Vorzeichen.

Mit diesen Bezeichnungen und der Rotating Wave Approximation ergeben sich die Gleichun-
gen

h2v2
2M

e (x,1) = {— + sgn(gr)mrVho(x) — Mgz

T meh + Doll(x, t>||2}wmp<x,t>

+ Z {th,’:(smF,m{:+1 + thF(SmF,mfzfl} wm;:x (Xv t)v (38)

/
me

mit der VerstimmunghA = fwgr + sgn(ge) Vot
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Dieses System aus gekoppelten Gross-Pitaevskii-Gleichurigesief am Auskoppelprozess
beteiligten Zeeman-Zughde hat sich, wie schon die Gross-Pitaevskii-Gleichuimgein ein-

zelnes Kondensat, als sehr geeignet erwiesen, um dieabgegin einem Atomlaser zu be-
schreiben und vorherzusagen [11, 12, 209]. Es ist in seiner Anwendung allerdings auf Tempe-
raturen weit unterhalb der kritischen Temperatiur Bose-Einstein-Kondensation besihikt,

formal sogar auf” = 0, da thermische Anregungen nicht beksichtigt werden. Burnett und
Mitarbeiter haben in [41, 106] (siehe auch [98]) die in Kap. 1.3.1 vorgestellte Hartree-Fock-
Bogoliubov-Theorie auf Atomlaser mit Auskoppelmechanismus erweitert. Auf diese Art las-
sen sich PAnomene bel” > 0 beschreiben, wie sie z.B. in einem Experiment zur Messung der
Korrelationsfunktion in einem Bose-Einstein-Kondensat [24] auftreten.

Die Eigenschaften derdsungen von Gl. (3.8) wurden mittlerweile in einer ganzen Rei-

he von Arbeiten untersucht. Neben den Untersuchungen der vorliegenden Arbeit wurde z.B.
in [55, 191] die Theorie mit den Experimenten mit Raman-Koppler [81] verglichen. Ein we-
sentlicher Parameter ist dabei diéi&e der Kopplung, die durch die Rabifrequenggy. be-
schrieben wird. Der Limes starker Kopplung wurde in [72] genauer analysiert. Stark heif3t hier,
dass(,,. groRer ist als das chemische Potential desuaglichen Bose-Einstein-Kondensats,
sodass das ganze Kondensat Rabioszillationen zwischen den gekoppelten Zeeiaaerust
ausfihrt, ohne dass Atome wirklich ausgekoppelt werdl®as erste Experiment am MIT [132]
wurde mit solchen starken Radiofrequenzpulsen betrieben, erst am Ende eines Pulses konnten
dort Atome, die sich gerade in einem ungefangenen Zustand befanden, den Bereich der Fal-
le verlassen. Mittlerweile ist es@glich, sehr schwache Auskoppéisten ), < w | 4 zu
realisieren [23], man edit einen stetigen Atomstrahl, dessen Intéitsibit der Zeit langsam
abnimmt. Dieses Regime ist ti@lich von besonderem Interesse, da es der Definition von Wi-
seman (Abschnitt 3.1) schon recht nahe kommt. Verschiedene Autoren [98, 113, 164] haben
auf der Basis gekoppelter Gross-Pitaevskii-Gleichungen eingngshenologischen Pumpme-
chanismusiir Atome in Form eines antihermiteschen Terms im Hamiltonoperator éihgef

und die Dynamik des resultierenden Systems untersucht. Diese Vorgehensweise entspricht den
Ratengleichungeruf optische Laser. Dabei zeigte sich unter anderem, dass es auch bei Atom-
lasern ein Schwellenverhalten gibt [113].

Um quantenmechanische Fluktuationen untersuchebmidn, muss maiiber Ratengleichun-

gen hinaus gehen und die vollen bosonischen Feloperatoren betrachten. In [92-94, 104, 141]
werden Methoden verwendet, die auf Mastergleichungen basieren und die denen bei optischen
Lasernahneln, um z.B. die ultimative spektrale Linienbreite des ausgekoppelten Atomstrahls
zu bestimmen. Jacét. al. [104] haben gefunden, dass die Auskoppeldynamik nicht in allen
Fallen durch eine Markov-8herung ffir die Kopplung an das Kontinuum der Moden des aus-
gekoppelten Strahls vereinfacht werden kann.

Reduktion auf eine Dimension

Die Gleichungen (3.8) stellen ein recht komplexes System aus mehygagiellen Differen-
tialgleichungen in drei Dimensionen dar, die nur numerigdiér sind. Sie vollandig nume-
risch zu bsen erfordert einen hohen Rechenaufwand, den manichtvermeiden richte. Ein

®Diese Rabioszillationen werden in [181] genauer betrachtet.

“Diese Bedingung garantiert, dass kollektive Anregungen des Bose-Einstein-Kondensat, deren Energien im Be-
reichiw, | liegen, durch den Auskoppelprozess nur sehr schwach angeregt werden.

SGenauer2F + 1 Gleichungen im Hyperfeinzustarm’).
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oft beschrittener Weg ist die Reduzierung der Anzahlnlicher Dimensionen. Radiofrequenz-
Atomlaser (RF-Atomlaser) besitzen eine Vorzugsrichtung: Bedingt durch die Gravitation fallen
alle ausgekoppelten Atome nach unten. Zwar sind die in Experimergtgiighverwendeten
magnetischen loffe-Fallen in einer der beiden horizontalen Richtungen weiter ausgedehnt als
in die beiden anderen (siehe GI. (3.7)). Es hat sich aber trotzdem als sehr sinnvoll herausge-
stellt [11, 146, 182], eine eindimensionaléierung fir die Beschreibung von RF-Atomlaser

zu wahlen, bei der nur digertikale z-Achse beiicksichtigt wird. Per Konvention zeigt diese

hier nachunten Die Potentialterme in GI. (3.8) werden nun zu effektiven Potentialen zusam-
mengefasst, dabei muss man eine effektiv@k®tg;p fur die Mean-Field-Wechselwirkung
einfihrer?

1
Vettme (2, 1) = sgn(g,:)m,:éj\/.l'cugz2 + mehA — Mgz + gip||¢(z, t)|]2, (3.9)

sodass die gekoppelten Gross-Pitaevskii-Gleichungen in einer Dimension dann

. K2 02
ihme(z’w = {_m@ + Véfﬁm,:(z,t)}i/)m,:(z,t)

+ Z {th,’:(smF,m;:—i-l + thpémF,m,’:—l} wm,’: (27 t) (3.10)

mE

lauten. Die effektive Mean-Field-Kopplungp ergibt sich aus der Forderung, dass das che-
mische Potentialifr das ardingliche Bose-Einstein-Kondensat in der Falle in der eindimen-
sionalen Niherung den gleichen Wert wie in drei Dimensionen haben soll. Wie man aus
Gl. (1.61,1.62) erkennen kann, ist dann auch die Ausdehnung des Kondensa&échitung

in einer Dimension die gleiche wie in dreien. Man@tidamit [171]

3 3

2 fwi\5 (15Nap\? 2

gm——(—”) <—0> el ha, (3.11)
3 \w, a,

mit der Ublichen Definition der Oszillatdihgea, = +/h/Mw.. mprale bezeichnet die
magnetische Quantenzahl desarglichen Kondensats. Zurdsung der gekoppelten Gross-
Pitaevskii-Gleichungen werden numerische Verfahren eingesetzt, dieaamsten Kapitel
erlautert werden.

In Abb. 3.3 ist eine solche numerisch erhalterigsiing von Gl. (3.10)ifr 8’Rb im Hyper-
feinstrukturzustand (HFS-Zustan#l) = 1 dargestellt. Der Zustanahg = —1 ist in der Falle
gefangen furrale = —1), die Zustindemg = 0,1 sind frei. Rir schwache RF-Kopplung

Qe < w, stellt sich nach einiger Zeit ein quasistatoaer Zustand ein, bei dem der Auskop-
pelprozess vor allem an einer Stelleéldt, die in der vollen dreidimensionalen Situation einer
Schale konstanten Magnetfeldbetrags in der Falle entspricht. Die eingeschobene Grafik zeigt
die effektiven Potential& ..., die sich alle an einem Punkt schneidens(= 1 ist nicht
dargestellt). Sie wurden mithilfe der Thomas-FerndiHgrung gewonnen (Kap. 1.3.2), sodass
das Mean-Field-Potentighp||+/||> dem invertierten Fallenpotential deg = —1-Zustandes
gleicht. Dies @ihrt zu einem vorr unablangigen effektiven Potentidkes, —; in der Falle. Die
Gravitation fihrtim Ubrigen zu einer Verlagerung des harmonischen Potentials der gefangenen
Zustande nach unten (englag, das Potentialminimum liegt nicht mehr in der Fallenmitte bei

z = 0 sondern beky,. sag= g/ (|me|w?).

5Im Folgenden wird oftv, = w, verwendet.
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Abbildung 3.3: Darstellung der Dichteverteilungefifmg = —1,0 (F = 1) in der Falle bei schwa-

cher RF-Kopplung. Der gefangene Zustand (dick gezeichnete Kurve) wird durch das Auskoppeln fast
nicht beeinflusst; der ausgekoppelte Zustamg (= 0, dunne Linie, um einen Faktor 20 veiif$ert)

kann durch eine Airy-Funktion gaéhert werden (gepunktet), deren Betrag sich aus der Auskoppelrate
ergibt (siehe Kap. 3.4.2). Die kleine Abbildung eaitheine Darstellung der effektiven Potentiale, die
gestrichelten Kurven ergeben sich durch Vernassigung des Mean-Field-Anteils.

Der Schnittpunkt der effektiven Potentialérigt von der Verstimmung ab
Zres — + QA/WZ a (312)

und gibt die Stelle an, an der Atome aus dem Kondensat resonant ausgekoppelt werden. Aus
der Bedingung, dassges im Bereich des Kondensatssgg — 21F < zres < Zsag+ z1e’.) lie-

gen muss, damifiberhaupt Atome ausgekoppelt werden affrinan eine Bedingungif die
moglichen Werte der Verstimmunyy. Normalerweise liegt nur der Resonanzpugkt mit po-

sitivem Vorzeichen im Bereich des Kondensats, sodass es im Gegensatz zur analogen Situation
ohne Gravitation [145, 181] nur einen Resonanzpunkt gibt.

Es istimUbrigen nicht offensichtlich, dass der Punkt maximaler Auskopplung mit dem Schnitt-
punkt der effektiven Potentialébereinstimmt. Bei schwacher Kopplung zwischen zwei Poten-
tialen liegt der Resonanzpunkt normalerweise am klassischen Umkehrpunkt des freien Zustands
(analog zur Photodissoziation bei Moig&n). Dieser Angt aber im Allgemeinen von der Ener-

gie ab. Nur wenn man den Mean-Field-Beitraghis ... berlicksichtigt, fallen der klassische
Umkehrpunkt @ir die ausgekoppelten Atome img = 0-Zustand und der Schnittpunktsder
Potentiale zusammen, wie aus Abb. 3.3 ersichtlich wird.

3.2.1 Numerische Methode

Schon im vorherigen Abschnitt wurde angedeutet, dass man die gekoppelten Gross-Pitaevskii-
Gleichungen (3.10) auf numerischem Wegedn muss, wenn man mit experimentellen Da-
ten vergleichen will. Dazu wurden in der Literatur eine Reihe von Verfahren verwendet (z.B.

7ZTF = TTF, siehe Gl. (1.62)
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Crank-Nicholson-Verfahren [162], Entwicklung nach Orthonormalbasen [54]). In der vorlie-
genden Arbeit wurde die auf schnellen Fouriertransformationen basie&pideOperator-
Methodd116] eingesetzt, die im Folgendendautert wird. Weitere Details zu den verwendeten
numerischen Methoden finden sich in [145, 181].

Realzeitpropagation

Fur eine numerischedsung von Gl. (3.10) gilt es, einedyglichst leicht zu berechnende Form
fur den Propagatdy (to, t) zu finden, mit dem man z@chst nur formal eine&sung angeben
kann:

P(z,t) = Ulto, t)1(z, to). (3.13)
Far Ul(to, t) gilt

Ulto, t) = e 7 Jeo 3 1)

+O((t — to)?), (3.14)
wobei der Hamiltonoperatof (¢) hier noch ohne die RF-Kopplung benachbarter Zode
betrachtet wird. Es gilt also mite aus Gl. (3.9)

. n? 02
H hangt somit indirekiiber das zur Dichteverteilung proportionale Mean-Field-Potential von
der Zeit ab. lar kleine Zeitdifferenzem\t = t — ¢ty kann man den Propagatdi(to, to + At)
nun durch die so genannBplit-Operator-Methodeahern [13]

Ulto, to + At) = e~ 1 Ver(to)At/2o =1 TAL—; Ver(to) A/2 4 (A¢), (3.16)

die die Fehlerordnung itrt der obigen Niherung (3.14) edit.
Diese Naherung kann nuniif ein effizientes iteratives Verfahren zur Berechnung ¥¢n, ¢)
verwendet werden. Man regwentiert die Wellenfunktion auf einem Raumgitter mit den Punk-
tenz; (j € {0...Ngiter — 1}) durch die Wertey(z;,t). Die Anwendung des Operators
X = exp (—3 Vert(to) At /2) auf diese Wellenfunktion erfolgt durch einfache Multiplikatidm f
jeden Gitterpunkt X ist ein Multiplikationsoperator im Ortsraum). Ul = exp (—ihTAt)
anzuwenden, wechselt man nun mittels einer Fouriertransformatiomien Impulsraum, denn
dort ist der Operatdf fiir die kinetische Energie diagona (= F~1):

~ i h2k2

FYF =e nam | k:%r], je{o.--NGitter_l} (317)

L : Gitterlange

Y kann dann ebenfalls durch Multiplikation an jedem Punkt Emsriergittersauf eine Wel-
lenfunktion angewendet werden(z, to + nAt) berechnet man dann auf folgende Art:

Y(z,to+nAt) =X FYFX?--- X2FYE X(z,tp). (3.18)

n mal FYF, dazwischen jeweils( 2

Man erkennt, dass man nur zu Beginn und am Ende der Berechnung den Ojesatoenden
muss, dazwischen reicht es, eine Abfolge der Operat&reand FY.F zu verwenden.
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Diese Fourier-Split-Operator-Methode ist numerisch sehr effizient [13] und kann in einfacher
Weise auf kbher dimensionale Probleme in kartesischen Koordinaten verallgemeinert werden.
Der Anfangszustandif die Simulation eines Atomlasers wittbrigens mit einer Abwand-

lung der gleichen Methode bestimmt. Meist beginnt ein Atomlaserexperiment mit einem Bose-
Einstein-Kondensat in einem Zeeman-Zustangdrae. Diesen kann man entweder durch ei-

ne Thomas-Fermi-Bherung (1.59) beschreiben, oder man berechnet die Wellenfunktion des
Fallengrundzustandes mittdimagirarzeit-Propagatior{46], die man wie die Propagation in
reeller Zeit ablaufendsst, nur dass der Zeitschitt durch—iAt¢ ersetzt wird.

Radiofrequenzkopplung

Bisher wurde noch nicht auf die Implementierung der Radiofrequenzkopplung eingegangen.
Zerlegt man den Hamiltonoperator auf folgende Weise

H(t) =T + Ver(t) + W(t), (3.19)

wobei W (t) den letzten Summanden in Gl. (3.10) beschreibt, so kann man den Propagator
durch

U(t07t0 + At) ~ e*%‘/eff(tO)At/Qe*%TAtef%Veﬁ(tO)At/Q 4 <1 _ %W(to)At) (320)

nahern. Es hat sich gezeigt, dass diesdé&tung ausreicht, um die Kopplung zwischen den
verschiedenen magnetischen Unteranden zu beschreiben. Obwohl der Kopplungssoperator
W (t) auf sehr einfache Weise einbezogen wird, muss man im Vergleich zum ungekoppelten
Problem keine kleineren Zeitschrittet verwenden, um konvergierte Resultate zu erhalten.

3.3 Numerische Ergebnisse flr eine Radiofrequenz

In diesem Kapitel sollen nun numerische Ergebnisse, die durch Propagation der gekoppelten
Gross-Pitaevskii-Gleichungen (3.10) erzielt wurden, vorgestellt und mit experimentellen Re-
sultaten verglichen werden, diarfdie gleichen physikalischen Parameter erhalten wurden.

Wie schon weiter oben beschrieben, wird eine eindimensioriteiNing verwendet, da der nu-
merische Aufwandiir eine volle 3D Rechnung sehr hoch ist. Der Anfangszustand ist bei allen
Rechnungen der mit Hilfe von Imadirzeit-Propagation gewonnene Kondensatgrundzustand

in einem gefangenen Spinzustand.

Als grundlegende Parameter der Rechnungen wurden die des Atomlaser-Experiments der
Hansch-Gruppe in Mnchen verwendet [23], da mit den Resultaten, die an diesem Aufbau
erzielt wurden, verglichen werden soll. In diesem Experiment WiRlb verwendet, dessen
Spinzusande|F = 2, mg = 2,1) und|F = 1, mg = —1) in einer magnetischen Falle gefan-

gen werden &nnen. Die Fallenfrequenzen lauten = 27 x 127Hz undw) = 27 x 13 Hz.

Im Folgenden werden sehr oft Ergebnisse in den zum harmonischen Potentialghit 1
gelbrenden Einheiten angegebeiir tlie vertikale Bewegung gilt dann, = 27 x 127 Hz

fur F = 2und F = 1 (gp=1 = —1/2, gr—2 = 1/2). Die Langeneinheit ist demgeifd

ano = 0.95 um, die Zeit wird in Einheiten von /w, = 1.3 ms gemessen.

Die im Experiment verwendeten Rabifrequenzen sind i. ARgr alsv,, sodass der Bereich
schwacher Kopplung nicht ganz erreicht wird. Demg&mwird das Kondensat auch recht stark
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entleert, wie man aus Abb. 3.4 entnehmen kann. Den Besetzungen der verschiedenen Spin-
zustinde sind schwache Oszillationen auf@epy die an die bei sehr starkem Radiofrequenz-

feld auftretenden Rabioszillationen erinnern [11, 72, 181]. Im Gegensatz zu dem hier betrach-
teten Fall werdeniir Qrapi > w, allerdings nur sehr wenige Atome ausgekoppelt, sodass man
die Oszillationen der Populationen in der Falle im Experiment als kleine mit der Rabifrequenz
emittierte Pulse beobachten k&hn.

o
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Abbildung 3.4: Zeitentwicklung der Besetzungen der Spinauske in einem?’ = 1-Atomlaser. Das
Bose-Einstein-Kondensat img = —1-Zustand wird sehr schnell entleefig,pi/w. ~ 3.5), die gesam-

te Zeitachse entspricht einer Zeit von etia5 ms. Die Periode der schwachen Oszillationen entspricht
der Rabifrequenfrap;

In [23] berichten Blochet al. iber Experimente, bei denen die Anzahl von Atomen gemes-
sen wurde, die nach einer gewissen Auskoppelzeit noch imiurgfichen Kondensatzustand

\F =2, mf= 2> zu finden sind. Diese ZahBmgt nafirlich von der Verstimmung\ und der
KoppelstrkeQrapi (also von Frequenz und@ke des Radiofeldes) ab. Unter Verwendung der
experimentellen Parameter und des Wertessadfellenstreuingeay = 110 agopr filr 8’Rb
wurden nun die gekoppelten Gross-Pitaevskii-Gleichungen numerisast gemn die Werteifr

die Populationen der Spinzéside aus den gewonnen Wellenfunktionen zu berechnen. Da diese
insgesamt auf Eins normiert sind, alhman die Populationen durch

N (t) = N/dz|me(z,t)|2. (3.21)

In den Abb. 3.5 und 3.7 sind die Ergebnisse der numerischen Rechnungen dargestellt. In den
Rechnungenifr F' = 2 wurden nur die Zuginde mitmg = 2, 1, 0 bericksichtigt; Tests mit

allen funf Zustinden haben gezeigt, dass dies ausreicht, da die fehlendémdeishitmr =

—1, —2 nur sehr schwach besetzt werden.

Die theoretischen Werte in Abb. 3.5, 3.7 passen zumindest qualitativ zu den experimentellen
Daten. Der Unterschied resultiert wahrscheinlich aus der Reduzierung des Problems auf eine

8Mitteilung von Immanuel Bloch.
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Abbildung 3.5: Anzahl der Restatome ifF =2,mg= 2) nach20 ms Auskoppelzeit. Zu Beginn be-
finden sichNV = 7 x 10° Atome im Kondensat. Die Verstimmundy ist auf maximale Auskoppelrate
abgestimmt, sodass der Auskoppelpunkt in der Fallenmitte €& zsag liegt. Brr wird von 0.1 bis
1.0 mG variiert, die Rabifrequenz liegen somit zwischen 0.44 4iddHz. Die Verbindungslinien sind
nur der besseredbersicht halber eingetragen.

Dimension: Im eindimensionalen Modell gibt es nur einen Resonanzpunkt-heiohinge-

gen der Auskoppelprozess in 3D auf einer Resonacizél alduft, die durch die Bedingung
Fres = \/wﬁ/wi:ﬂ + 142 + 22 = 2.5 definiert ist (siehe Abb. 3.6). Dementsprecheriodt

die 3D-Auskoppelrate von déiber die Resonanithe gemittelten Dichte des Bose-Einstein-
Kondensats ab. Diese ist aber geringer als die Dichte auf-@ehse, sodass auch die Aus-
koppelrate im Experiment geringer ist als die im eindimensionalen Modell ermittelte. Die Ab-

X .

r Zes fres
z

~
~ S

Abbildung 3.6: In drei Dimensionen wird auf einer Resonaazfier s = \/Wﬁ/wixQ +y2+ 22 =
zresausgekoppelt (gestrichelte Linie). Die Ellipse stellt einen Schnitt durch das Kondengattixdlar.

weichung zwischen Experiment und den Resultaten des 1D-Modells werden sogarafdeh gr
wenn mar‘{F =1,mg= —1> als Ausgangszustand des Kondensats betrachtet (siehe Abb. 3.8).
Auch hier stammen die experimentellen Daten aus dersdh-Gruppe. In diesem Fall wurden
ubrigens alle drei Zeeman-Unterzaistle {np = —1,0, 1) propagiert, da in allen eine signifi-
kante Besetzung auftritt (siehe Abb. 3.4). Die Kurven in den Abb. 3.7 und 3.8gemtieren
direkt die Dichteverteilung der Atome im gefangenen Anfangszustand, wenn man den Ort
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Abbildung 3.7: Anzahl der Restatome wie in Abb. 3.5, aber jetzt bei festgehaltener Rabifrequenz
QRrapi = 27 x 700Hz = 5.5w, und variabler Verstimmung\ (bzw. variabler Radiofrequenz). Das
Minimum der experimentellen Daten wurde durch Verschieben der Frequenzachse mit dem Minimum
der theoretischen Kurve idbereinstimmung gebracht; dies ist notwendig, da das OffsetBgidler

Falle nicht genau genug bekannt ist.

Atome [105]
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Abbildung 3.8: Anzahl der Restatome wie in Abb. 3.7, hier allerdingis FF =1,m= —1> und

QRrapi = 27 X 312Hz = 2.4 w, . Die theoretische Kurvelf schwache KopplundXrapi = 1.1 w,) besitzt

eine deutliche Asymmetrie, die aus der Dichteverteilung des gefangenen Kondensats resultiert (siehe
dazu auch die Bemerkung im Text). Aalfig ist auch die Delle bed = 120 w, in der Theoriekurve.



66 3 Atomlaser

mittels z = ano\/2A /w, in den Frequenzbereidibetégt: Je mehr Atome man beiantrifft,

desto goRer ist bei der zug@higen VerstimmungA\ die Auskoppelrate, umso weniger Ato-

me sind dann nach einer festen Auskoppelzeit noch in der Falle vorharittesel¥ schwache
Kopplung fihrt dieser Zusammenhang zwischen Auskoppelpunkt und Verstimmung zu einer
asymmetrischen Verteilung, wie man aus der Kuiweschwache Kopplung in Abb. 3.8 erse-
hen kann. Die Delle der Theoriekurve in dieser Abbildung tritt iumfittlere Kopplungen auf,

ihr Auftreten konnte bisher leider nicht eékt werden.

Versucht man, die Auskoppelrate in 3D unter Einbeziehung der Gravitation analog zu [181,182]
fur den Bereich schwacher Kopplung zu berechnen, so muss man auf geeignetab#etie
Resonanziiche mitteln. Im Gegensatz zum Fall ohne Gravitation ist die Kondensatwellenfunk-
tion auf der ResonanZthe nicht mehr konstant, sodass man keinen geschlossenen Ausdruck
fur die Rate erhalten kann.

3.3.1 Auskoppelrate

Ein anderer Weg, die Auskoppelrate eines Radiofrequenz-Atomlasers zu berechnen, basiert auf
Fermis Goldener Regel zuréstingstheoretischen Berechnung wdbergangsraten. Man be-
trachte einen Zustadt‘d} im diskreten Spektrum eines Quantensystems, der unter der Wirkung
eines Operatord/, der den Hamiltonoperator des Systems nur schwaxth 8t einen Zustand

\f} der EnergieFE; Ubergeht. Ist dieser in ein Kontinuum von Zastien der Zustandsdichte

p(FE) eingebettet, so giltifr die Ubergangsrate

Ty iry = — | (E[W]i) |° p(E). (3.22)

2w
- |
Zielist es nun, diese Ratérfdas eindimensionale Atomlasermodell zu berechnen. Dies ist hier
nur fur den Anfangszustadd? =1,mg= —1> moglich, da der Zustanﬁf =2, mp = 2> nur
indirektiiber| F = 2, mg = 1) in den freien ZustangF = 2, mg = 0) ausgekoppelt wird.

Fur die Berechnung der Auskoppelrate vdi) = |F =1,mg=—1) nach [f) =

|F =1,mg = 0) berbtigt man vor allem Ausdrcke fir die Wellenfunktionen der beiden
Zus@nde. fir \1> kann man dazu einfach die Thomas-FerngiRdrung (1.59) verwenden. Die
Wellenfunktion des Zustanq£> der ausgekoppelten Atome entspricht prinzipiell einer Airy-
Funktion (siehe auch [181]), da diese Atome vor allem das homogene Gravitationspotential
spiren. Die Airy-Funktion wird allerdings durch das Mean-Field-Potential des Kondensates
modifiziert, wie aus der kleinen Graphik in Abb. 3.3 zu erkennen ist. Abb. 3.9 zeigt die Situa-
tion nocheinmal genauer: Die ausgekoppelte Wellenfunktidmt$p der Nahe des Resonanz-
punktes, der ja der klassische Umkehrpunkt der ausgekoppelten Atome ist, ein Potential, dessen
Steigung vom Gravitationspotential und vom Mean-Fieldéagjt. Um\f> naherungsweise zu
bestimmen, kann man nun analog zur WKB-Methode [121] vorgehen. Die Wellenfunktion in
der Umgebung des klassischen Umkehrpunktgsist eine Airy-Funktion, die sich aus der
Steigungbers des effektiven Potentialierr o an dieser Stelle ergibt. Sie unterscheidet sich i. A.
leicht von der Steigung des Gravitationspotentialg, = Mg und kann unter Verwendung der
Thomas-Fermi-ldherung (1.59) berechnet werden:

2A
beft = | — Mw?ano. (3.23)

z

%Siehe aber dazu [70].
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Abbildung 3.9: Effektives Potential und Wellenfunktion der ausgekoppelten Atdiyehezeichnet die
Steigung des effektiven Potentials am Auskoppelpupkt

Die Wellenfunktion der ausgekoppelten Atome lautet dann

o1
o(z) = AAI(—%(Z - Zres)), (3.24)
dabei istly = (h?/(2Mbegr))'/? eine typische Bngenskala; den Vorfaktot = (1/(begl3))*/?
erhalt man aus der Normierungsbedingurig Airy-Funktionen [66, 121]. Mit dieser Wellen-
funktion kann man nun di&lbergangsrate (3.22) berechnen. Dédir§perator ergibt sich aus
den gekoppelten Gross-Pitaevskii-Gleichungen (3.10) zu

W_1,0 = hlRabi (3.25)

die Zustandsdichte in diesem eindimensionalen Modelbiget( £) = 1.

Abb. 3.10 zeigt das durch numerische Integration erhaltene Ergebnis, aufgefitzayeder
VerstimmungA. Zum Vergleich wurde auch die in [181, 182] hergeleitete Auskoppelrate be-
rechnet. Das dort erhaltene Resultat dilt €ine Situation ohne Gravitation, bei der zwei Re-
sonanzpunkte vorliegen. Hier wird nur die halbe Ratdiblesichtigt, da bei Anwesenheit eines
Gravitationsfeldes eben nur ein Auskoppelpunkt vorhanden ist

1D o Rabi |¢ (Zres)|
r (A)—27r< o > N AhoWs s (3.26)

die Auskoppelrate ist also proportional zur Dichte des Ausgangszustands am Auskoppelpunkt
zres = \/2A/w,. Wie man aus der Abbildung erkennt, stimmt die hier mit Fermis Goldener
Regel (3.22) berechnete Rate gut mit der analytisch berechiibtmein. Die Oszillationen
rihren von den Oszillationen der Airy-Funktion (3.24) her.dttman die Verstimmung,, so
verschiebt sich der Resonanzpunkt nach unten (in Abb. 3.9 nach rechts). Dapgandern®

die Oszillationen der Airy-Funktionen aus dem Bereich des Kondensat heraus, sodass das Ma-
trixelementiQrani(f|i) ebenfalls oszilliert. Die dritte (gestrichelte) Kurve wurde wie die erste
mit Gl. (3.22) berechnet jedoch unter Vernadigung des Mean-Field-Potentials (also mit der
Steigungheray). Sie unterscheidet sich deutlich von den anderen beiden Kurven, d.h. man muss
das Mean-Field-Potential auf jeden Fall beksichtigen.

Kirzlich ist es gelungen, das eben dargestellte Verfahren auf die volle, dreidimensionale Si-
tuation auszudehnen [70]. Die Rechnungen in 3D zeigen eine amdisfeUbereinstimmung
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Abbildung 3.10: Auskoppelrate eines RF-Atomlasers. Die Auskoppelrate wuiideVf = 5 x 10°

\F =1,mg= —1>-At0me in einer Falle mit den im Text angegebenen Parametern @esdHi-Falle
mithilfe verschiedener Bherungen berechnet. Die durchgezogene Kurve ist mit Fermis Goldener Re-
gel (3.22) berechnet unter Verwendung der Airy-Funktion zur SteiggngZum Vergleich ist f@ir die
gleichen Parameter die Rate aus [181, 182] eingetragen (gepunktet); bis auf die iralfiextiskutier-

ten Oszillationen stimmen die beiden Kurven sehrithgrein. Die gestrichelte Linie wurde ebenfalls mit

Gl. (3.22) berechnet, allerdings nicht rbi sondern mit der Steigunigs,ay, d.h. der Mean-Field-Anteil
wurde vernactissigt (vgl. Abb 3.9).

mit den experimentellen Daten in Abb. 3.5, 3.7 und 3.8, auch der Fall indirekten Auskoppelns
mit ' = 2 von mg = 2 Ubermg = 1 nachmg = 0 wurde im Limes schwacher Kopplung
erfolgreich behandelt.

3.3.2 Reflektion an einem Dipolpotential

Neben der Berechnung von Auskoppelraten und damit dek&einer von einem Atomlaser
emittierten atomaren Materiewelledthte man ndirlich auch Aussageiiber deren Koérenz

treffen kbnnen. Dies ist mithilfe der gekoppelten Gross-Pitaevskii-Gleichungen alleine nur be-
dingt moglich, da die wesentlichen inkahenten Prozesse wie z.B. thermische Effekte durch
sie nicht beschrieben werden [145, 146]; dsssen eigentlich Techniken der Vielteilchentheo-

rie verwendet werden, wie sie in [41, 106] beschrieben werden. Man kann aber aufgrund von
Simulationen, die auf den Gross-Pitaevskii-Gleichungen basieren, erste Aussagmar ttaf-

fen, inwiefern sich gewisse Kanenzeffektéiberhaupt beobachten lassen. Am einfachstBn |

sich die Kolarenz erster Ordnung eines Wellenfeldes untersuchen, wenn man es mit sich selbst
zur Interferenz bringt. Laserstrahlen oder Radiowellen kann man z.B. an einem geeigneten
Spiegel zuiickreflektieren und das sich ausbildende Stehwellenfeld vermessen. Mit Materie-
wellen kann man nétlich ein analoges Experiment duréhfen, man muss nur einen geeig-
neten Spiegel finden. Dazu bietet sich das abstof3ende Dipolpotential eines blauverstimmten
Lasers an. So wurde in [26] theoretisch und experimentell untersucht, was passiert, wenn ein
gefangenes Bose-Einstein-Kondensat nach Abschalten der Falle sich frei fallend nach unten
bewegt und dann auf einen aufgeherten blauverstimmten Laser trifft.
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Abbildung 3.11: Reflektion eines Atomstrahls am Dipolpotential eines blauverstimmter Lasers mit
Gaul3profil. Der Laser ist etw20 yum unterhalb des Kondensats angeordnet bei einer Breité yom
(FWHM) und einer Potentiatthe von600 7w, , die in etwa einem Viertel der &tke des in [26] ver-
wendeten Lasers entspricht. Die gestrichelte Kurve ganz rechts symbolisiert das Potential des Lasers.
Der Laser stellt einepharten” Spiegel dar, wie man an der Dichte des ausgekoppelten Strahis (),

dunne, durchgezogene Linie) erkennt. Die dicke Linie &spntiert die Dichteverteilung des gefange-

nen Zustands, die gestrichelte Kurve stellt eine Airy-Funktion dar und deutet den Dichtverlauf ohne
den spiegelnden Laser an. Die Grafik zeigt die riisse nacl2 ms Auskoppelzeit, wie immer ist die

Dichte des ausgekoppelten Strahl um einen Faktor 20 &Begt dargestellt.

Hier soll nun einedhnliches Experiment theoretisch analysiert werden. Abb. 3.3.2 zeigt das
Resultat der Simulation einer Situation, bei der der kontinuierliche Strahl eines Atomlasers
auf einen blauverstimmten Laser trifft und komplett reflektiert wird. Es bildet sich zwischen
dem Bereich der Falle und dem Laser (gepunktete Linie rechts), der sich hier nuzOstwa
unterhalb des Kondensats befindet, eine stat®iVellenfunktion aus. An beiden klassischen
Umkehrpunkten erkennt man das typische Verhalten einer Airy-artigen Funktion. Die Interfe-
renzstreifen kommen durch ditherlagerung von nach unten und ohé&llenden Anteilen der
Wellenfunktion zustande. Da die Gross-Pitaevskii-Gleichungen eine Situation mit maximaler
Koharenz beschreibenpknte man die im Experiment zu messende Visdiiliter Streifen mit

den hier berechneten Streifen vergleichen und gockBchlisse auf die tatehliche Kolérenz
ziehen. Dazu riassten die Interferenzstreifen in einer Absorptionsmessung optisch @stfgel
werden bnnen. Dies ist bei den gezeigten Streifen aber nidiglioh, da ihr Abstand nur etwa

300 nm betagt, also kleiner ist als die bei der Abbildung verwendeten Lichtwellsggn. Man
konnte versuchen, eingeichen” Spiegel einzusetzen, d.h. einen Laser, dessen Dipolpotenti-
al viel breiter ist. Der klassische Umkehrpunkiisste dann im flachen Teil des gatifthigen
Potentials in der Whe des Maximums getroffen werden, die Alvgte der Interferenzstreifen
waren dann u.U. viel @f3er. Numerische Experimente in diese Richtung brachten leider keine
definitive Antwort auf die Frage nach geeigneten Parametern. Mittlerweile gibt es allerdings
eine vielversprechende, alternative Methode zur Reflexion von Atomstrahlen [115], die auf der
Verwendung von Ramdibergangen beruht, die durch fokussierte Laser induziert werden. Mit
dieser Methode sollten Messungen der hier vorgestellten Adlich sein; daiber hinaus er-
lauben solche Raman-Spiegel auch den direkten Aufbau eines Fabry-Perot-Interferometers zur
Bestimmung der Kofirenz des vom Atomlaser emittierten Atomstrahls.
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3.4 Atomlaser mit zwei Radiofrequenzen
— koh arent gepulster Atomstrahl

In diesem Kapitel soll ein im Vergleich zu den vorherigen Abschnitten leicht modifizierter
Atomlaser diskutiert werden, der auch schon experimentell realisiert wurde [22, 24]. Statt
einem Radiofrequenzfeld mit einer Frequenz benutzten Bé&ical. zwei Radiofrequenzen
WRF,1, WRF,2, UM den Auskoppelprozess anzuregen. Es wird sich im Folgenden zeigen, dass dies
zu einem kofrent gepulsten Atomstrahilifirt, da die Kondensatatome mit zwei unterschied-
lichen Energien ausgekoppelt werden und sich die zoggén Wellenfunktionen kaddrent
Uberlagern. Ein solches System stellt also eifieri-Moden-Atomlaseatar.

3.4.1 Gekoppelte Gross-Pitaevskii-Gleichungen mit
zwei Radiofrequenzen

Die gekoppelten Gross-Pitaevskii-Gleichungen (3.5, 3.10) sind, wie in den letzten Abschnitten
dargelegt, gut geeignet, einen Radiofrequenz-Atomlasef'bei0 zu beschreiben. Um einen
Atomlaser mit zwei Radiofrequenzen zu modellieren, muss man sie nur leicht modifizieren.
Wieder beziehen sich die Betrachtungen®&b im Hyperfeinzustand' = 1, die Fallenpara-
meter orientieren sich an den Daten in [24]. Wie in Kap. 3.2 wird ein auf die vertikale Dimensi-
on reduziertes Modell betrachtet. Verwendet man wieder die Dip@rung fir die Kopplung

der drei Zeeman-Zuahde, so ergeben sich die folgenden Gross-Pitaevskii-Gleichungen:

0 h2 2
ihame(Z,t) = < 2; + VmF( ) + ngHw(th)‘F) me(z,t)
Z memg Vi (2:1)- (3.27)

Es wird angenommen, dass alle Zeeman-Zud¢ mit der gleiches-Wellenstreuhnge wech-
selwirken; die Wellenfunktionen sind insgesamt auf 1 normiert. Die Wechselwirkung zwischen
den Atomen und dem Radiofrequenzfeld mit den Frequeazen undwgr 2 wird durch

Wingme = 2hQRapi( cos(wrr 1t) + cos(wrF.2t)) (Gmgmi+1 + Omgme—1) (3.28)

beschrieben, Wob&lrani = grpiBon: Bre/(V'2R) (9r = —1/2) wieder die Rabifrequeniif die
Magnetfeldsirke Brr ist.

Definiert man die durchschnittliche Radiofrequen# = (wrr1+wrr2)/2 und die Differenz-
frequenzire = wrr1 —wrr2 UNd wendet dann die Transformation,. (t) — e~ “F“RFty), (t)

auf die Wellenfunktionen an, so kann man wiederum die Rotating Wave Approximation anwen-
den, also die Beitige hoher Frequenz der Forh?™F<rFt vernachhissigen. Man edit dann

die Gross-Pitaevskii-Gleichungen

ihgw (2,t) = —E + Vine (2) + meh@re + g1o|[0(2, )12 ) Yme (2, 1)
ot me\ < - M mg FIWRF T J1D y me\ <
+ Z Wongmt () (2, 1) (3.29)

mit

1
WmF,m’F (t) = 2hRabi COS(§(5R|:t) (5mF,m'F+1 + (5mF’mrF,1). (3.30)
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Die effektiven Potential&Ves .(2,t) gleichen denen aus Gl. (3.9) mit der Verstimmung
hA = hiorg — Vot

Die Untersuchungen in dieser Arbeit konzentrieren sich auf das Regime schwacher Kopplung
Qrabi < w, [12,132,182]. In diesem Bereich wird das Bose-Einstein-Kondensat vom Auskop-
pelprozess fast nicht vi@ndert, durch das Auskoppeln von Kondensatatoamelert es vielmehr

nur langsam seine Gesanii§e [182]. In Kapitel 3.3 wurde dargelegt, dass diese Kopplung
zwischen den gefangenen und freien Atoméamlich auf die Umgebung des Schnittpunkts
der effektiven Potential®er .., (2) beschénkt ist, also die Resonanzsteligs Hier liegen nun

zwei Radiofrequenzen vor, man erwartet demgBndass Atome mit zwei verschiedenen Ener-
gien an zwei Resonanzstellen ausgekoppelt werden. Diese liegen bei

rrest = \/2(A + %5RF)/(mz) a . (3.31)

also wieder an den Schnittstellen der effektiven Potentialedie Radiofrequenzrr,; oder

wrr2 (vgl. Abb. 3.13). Abb. 3.12 entit eine Darstellung der Dichteverteilung der Zursle

mg = —1,0 (F' = 1) nach einer Auskoppelzeit vahms mit zwei Radiofrequenzen (weitere
Details werden in Abschnitt 3.4.3 beschrieben). Die Dichteverteilungrtes- 0-Zustandes

zeigt deutlich, dass die Bereiche maximalen Auskoppelnadhlieh beizes: 2 liegen; be-
trachtet man beide Radiofrequenzen getrennt voneinander, so entsprechen die Punkte wieder
gerade den klassischen Umkehrpunkten in den effektiven Potentiglen (z) + mrhiorr/2.

Wie schon im vorherigen Kapitel wird im Folgenden der ebenfalls freie Zustane: 1 nicht
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0.002

0
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Abbildung 3.12: Darstellung der Dichteverteilungeairfmg = —1,0 (F' = 1) in der Falle fir schwache
Auskoppelsiarke. Der gefangener = —1-Zustand (dicke Linie, um einen Faktor 20 verkleinert) éfith
kleine Anregungen, die sich als Oszillationéner dem Grundzustand bemerkbar machen. Der ausge-
koppeltemg = 0-Zustand (dinne Linie) zeigtiir = = 23 a, Pulse. Die gestrichelten Linien bezeichnen
die beiden Resonanzpunkigs; » aus Gl. (3.31). Die Verstimmung der beiden Radiofrequenzeadpetr
Ao =27 x (21000 + 4500) Hz.

weiter betrachtet, da er nur sehr schwachdtiexrt wird. Nichtdestotrotz wird er in allen nu-
merischen Rechnungen bieksichtigt.
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3.4.2 Airy-Funktionen fir fallende Atome und die Flussst arke des Atom-
strahls

Station ar fallende Materiewellen

AuBerhalb des Kondensatsispn die ungefangenen Atome mif= = 0 nur das Gravitations-
potential, da der Mean-Field-Anteil iVt .. aufgrund der geringen Dichte des Atomstrahls
praktisch verschwindet. Die Wellenfunktionen der fallenden Teilchen sind aus diesem Grund
Linearkombinationen von Airy-Funktionen, die ja diégdungen der Schdingergleichung mit
einem linearen Potential sind. Die géfanliche Airy-FunktionAi(&) reicht aber nicht aus, um
einen kontinuierlichen, stati@nen Strahl fallender Atome zu beschreiben. In Analogie zu frei-
en, ebenen Wellen, wo Kosinus und Sinus zu einer propagierenden ebenendWeliéi k)
kombiniert werden, muss man hier eine spezielle kompleésuhg der Sclidingergleichung
verwenden, um einen Strahl der Energieu beschreiben

V(2. t) = {Ai(~€p(2)) — iBi(—Ep(2)) } e EHN
= M(£p(z)) e OEBE)FEL/R (3.32)

Das Argument(z) verschiebt und reskaliert dieAchse

2 1/3
¢p(z) = 7 <Z + M£g> , l= <2]Z—2g> , (3.33)

wobei ! die schon unter Gl. (3.24) eindédfrte typische Bnge bezeichnet, hieiif die Stei-
gung g des Gravitationspotentials. Die Wellenfunktigiz(z, ¢) ist, obwohl sie eine tsung
der Schédingergleichung im homogenen Gravitationsfeld ist, nicht normierbaBitg; (z))
im klassisch verbotenen Bereieh< —E /(M g) fur = — —oo exponentiell viachst. Dieses Ver-
halten ist analog zu den Normierungsproblemen bei ebenen Wellengaieht) beschreibt
einen statioaren Teilchenfluss von = —oo nachz — oo ohne eine Quelle bei endlichem
Da sich das Interesse hier auf den klassisch erlaubten Bereich &elsGisbrt dieses Problem
die folgenden Betrachtungen jedoch nicht.

In spateren Abschnitten werden oft die asymptotischen Formen (o) von M (£) und©(§)
[2] gebraucht

1
NG
T 253/2, (3.34)

M) m —=¢14

o) ~

da diese zur Interpretation der Ergebnisse sehr dienlich sein werden.

Koh arente Uberlagerung zweier fallender Wellen

Die zwei zum Auskoppeln verwendeten Radiofrequenzdmen wie schon erahnt zu zwei
verschiedenen Energien im resultierenden Atomstrahl (siehe Abb. 3.13). Die Energie des aus-
gekoppelten Strahlgif eine Verstimmung)\ ist durch

N (3.35)
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Abbildung 3.13: Effektive Potentialé/, .. und die Energierf; » der ausgekoppelten Atomérfdie
zwei Verstimmungem\ + drg/2. Die beiden vertikalen Linien bezeichnen die beiden Resonanzpunkte

Zres1,2-

gegeben, wobei das chemische Potential bezeichnéir &ie beiden Radiofrequenzesmr
undwgr,2 erhalt man die VerstimmungemA » = hwrr1,2 — Vot und mit diesen die Energien
E, 5 (Abb. 3.13).

Nimmt man an, dass der gesamte Auskoppelprozesa&ohabhuft, so eralt man die Wellen-
funktion des Atomstrahls durch Superposition zweier Wellenfunktioiieefveils einen der
beiden Energiebetige

Yo(z,t) = N (¥p, (2,1) + s¥p,(2,1)), (3.36)

dabei ist\V eine Normierungskonstante. Die relativéu&e der beiden Anteile wird durch den
Parametes beticksichtigt. Im Experiment wird normalerweise die Wahrscheinlichkeitsdichte
|0 (2, t)|? mithilfe von Abbildungsmethoden gemessen. Bisst sich, iir den Fall, dass die
EnergienE; » bezogen auf die mittlere Energie = (E; + E2)/2 nicht zu verschieden sind,
auf elegante Weise berechnen, indem man Gl. (3.36Fumeine Taylorreihe entwickelt. Ver-
wendet man dann die asymptotischen Formen aus Gl. (3.34), so kanmgtar) |2 schreiben

als

|90(z,t)]* = N2MP(£5(2)) {2 + 2P cos(¢(z, 1) — @)} (3.37)
mit der Phase
B2 1) = Sret — LR\ Jen(2) (3.39)
Z, — ORF Mgl E\Z), .
und der modifizierten Norm
2
/\72—1\/2%, (3.39)
sowie deVisibilitat
p— 2l (3.40)
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Sieht man von demM?2-Abhangigkeit einmal ab, so hat Gl. (3.37) die typische Form eines In-
terferenzterms mit der Visibikit P.Die Maxima dieses Terms beschreiben das Fallen atomarer
Pulse, also von kdirenten Paketen von Atomen, die durch das Radiofeld aus der Falle ausge-
koppelt werden. &r die Position deg-ten Pulses gilt

E 1 ork 4+ o\
=——+ gl t— keN 3.41
2k Mg + 29( 5RF ) ) S 0, ( )

was einer Pulsfrequenz, .. = drr/(27) entspricht, in ¥lliger Analogie zumMode-Locking
zweier Moden in einem optischen Laser.

Die in den obigen Gleichungen auftauchende Plhades Koeffizienters = |s|e® ist fur eine
Verschiebung der Interferenzmuster, also der Pulse, verantwortlich. Gl. (3.36) beschreibt den
Atomlaserstrahl, nachdem ein gewisser statiene Zustand erreicht wurde. Aus diesem Grund
wird « hier nur als ein freier Parameter gebraucht, mit dem die Pulse in der Zeit verschoben
werden lonnen.

Auskoppelrate

Um den Normierungsfaktok” der Wellenfunktion in Gl. (3.36) zu bestimmen, kann man die
Tatsache ausnutzen, dass in einer Raumdimension die Flussgichitekt gleich der Rate an
Atomen ist, die durch einen Punkt flie3en. Man kapnschreiben als

Go(z,t) = |o(z,8)|*v.(2), (3.42)
'Uz(z) = _%g = Mil gE(Z)v (343)

dabei istv, die Fallgeschwindigkeit der Atome. Gl. (3.43) ergibt sich, weiinz — oo nur
die fuhrenden Terme igg(z) bericksichtigt werden. Mittelt man in Gl. (3.42per die Zeit,
so erfalt man
2h/ =~ 2

I, = ——N~=. 3.44

o= N (3.44)
In [182], haben Steckt al.eine Formeliir die Auskoppelrate einer dreidimensionalen Falle im
Limes schwacher Kopplung angegeben. Dieses Ergebnis kann in analoger Weisér aich f
Raumdimension hergeleitet werden (siehe [181]). Die Rate bei einem Auskoppetpy(tei
einer Verstimmung)\) ist dann durch

Q 2 |¢71(«3res)|2
P —or( =) =2 g0, 3.45
ﬂ(w) VoA e, (3.45)

gegeben. Unter der Annahme, dass sich die Raten an den beiden Resonanzpeikieur
Gesamtrate, die gleich sein muss, aufaddieren, kann mithilfe von Gl. (3.44) die Normierung
berechnet werden

2 Ml 1p 1D
N2 =T (T2 4120 ) (3.46)

wobeil'lP  natirlich aus den Verstimmungeh + Jrr/2 berechnet wird.

Zres1,2
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Aus Gl. (3.36) erkennt man, dakg auch das Verditnis der Auskoppelraten an den Resonanz-
punkten bestimmt, man kann also

1D
|8|2 _ 1—‘Zres,l (3 47)
171D '
Zres2

schreiben, sodass siclrfdie Visibilitat der Ausdruck

I‘lD FlD
Zresl™ Zres?2
P=2Y— (3.48)
I + I,
ergibt. Die numerischen Ergebnisse irachsten Abschnitt werden zeigen, dass dieser Aus-
druck tatéchlich korrekt ist. Wenn die Frequenzdiffereipe sehr klein ist, so &nnen folgende

Naherungen verwendet werden:

~ 7TMZ FlD

N2 —_ ; o (349)
2 _ |1 (zresy) | 3.50
= e oe0
p_o [1)—1(2res1) | |1—1(2res2)| (3.51)

o1 (zrest)| + -1 (zres2) |

An diesen Ausdicken ist zu erkennen, dagssehr eng mit der Korrelationsfunktion des ge-
fangenen Bosegases verwandt ist [24].

3.4.3 Numerische Ergebnisse
Beobachtung von Pulsen

Die Fallenparametetif die nun zu beschreibenden numerischen Untersuchungen des Zwei-
Moden-Atomlasers entsprechen den schon in Kapitel 3.3 verwendeten Werten. Um die Eigen-
schaften des Atomstrahls im Modell des Zwei-Moden-Atomlasers zu analysieren, wurden die
Anfangswellenfunktionetiiber lngere Zeiten bis z& 50 ms mit verschiedenen Kopplungs-
parametern propagiert. Die Kopplungasen wurden meist relativ niedrig gahit, um eine

klare Trennung zwischen der Zeitskala der Rabioszillationen und der Zeitskala der Pulse zu
erreichen. Typischerweise wird eine Magnetfeddse Brr = 0.1 mG verwendet, ein Wert,

der auch im Experiment [24] verwendet wird. Die daraus resultierende Rabifrequeagtbetr
Qrabi = 27 x 70Hz und ist damit kleiner als die Fallenfrequenzund i. A. auch kleiner als

die Pulsfrequenigr (siehe Seite 74). Alle Rechnungen wurden mitagfichenN = 5 x 10°

Atomen in der Falle durchgihrt.

In Abb. (3.14) wird die Dichteverteilung des ausgekoppelten Zustands als Funktion von Ort und
Zeit dargestellt. Der Atomstrahl ensteht im Bereich des Bose-Einstein-Kondensats und zeigt
ganz eindeutig die in Abschnitt 3.4.2 vorhergesagten Pulse. Um zu belegen, dass die Pulse
wirklich den Trajektorien aus Gl. (3.41) folgen, zeigt Abb. 3.15 einen Kontourplot der Daten
aus Abb. 3.14 zusammen mit den Trajektorien aus Gl. (3.41). Wie schon weiter oben angemerkt,
wird die Phasex verwendet, um die Trajektorien in der Zeit zu verschieben. Abgesehen von
dieser Anpassung zeigen die Pulse das korrekte Verhalten, sie starten zwischen den beiden
Resonanzpunkten beiF /(M g) und tauchen dort mit der richtigen Frequeiaz/(27) auf.
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Abbildung 3.14: Darstellung der Dichte der ausgekoppelten Atomerim= 0-Zustand. Diese werden

vor allem an den beiden Resonanzpunkten durch einen Radiofrequenz-induzierten Spinflip aus dem
gefangenemng = —1-Zustand,erzeugt* (vgl. Abb. 3.12) und fallen dann nach unten (in der Abb. nach
rechts). Man kann die Pulgge, die im Bereich des Kondensats (bisc 22a,) enstehen, sehr gut
erkennen. Die Verstimmungen der Radiofrequenzen betragenhige= 27 x (19.5 £ 3.0) kHz.

w,t

Abbildung 3.15: Kontourplot der Daten aus Abb. 3.14. Die durchgezogenen Linien sind die Kontourli-
nien fur [y (z,t) |2az = 0.001, 0.002, 0.003. Die gestrichelten Linien entsprechen den Trajektorien der
Pulsmaxima aus Gl. (3.41).
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Auskoppelrate und Visibilit &t

In diesem Abschnitt sollen die numerischen Resultate mit den analytischen Vorhersagen aus
Kapitel 3.4.2 verglichen werden. Alle Ergebnisse wurden bei fester Frequgnzberechnet,

und zwar so, dass der zugelye Resonanzpunkt in der Mitte des Bose-Einstein-Kondensats
liegt (zres2 = 2sag = g/w?, Ao = 27 x 6.5kHz). A; ist dann durch\; = A, + Srr gegeben;

es werden nur positive Frequenzdifferenaga= 0.. .27 x 13 kHz beficksichtigt.

Die Visibilitat in Abb. 3.12 ist recht hoch, sie liegt bBi= 0.90. Erhdbht mandgrr, so fallt die

Visibilit at ab, wie in Abb. 3.16 erkennbar ist. Dies beruht darauf, ass allem vom Quotien-

ten der Wellenfunktiony_; an den Resonanzstellegs; » abrangt (siehe Gl. (3.47,3.48,3.45)).
Dieser Quotient nimmt ab, wenn mags; zum Rand des Kondensats hin verschiebt.

Man kann nun die Gl. (3.45,3.48,3.37) verwenden, um die Visiilind die Normierung

der Airy-Funktionen aus Abschnitt 3.4.2 zu berechnen. Dazu werden entweder die Werte
|—1(zres1,2) | @us der Thomas-Fermidtierung Gl. (1.59) berechnet oder direkt die numerisch
erhaltenen Werte benutzt. Die gestrichelte Linie in Abb. 3.16 wurde auf diese Weise unter Ver-
wendung der numerischen Werii ¢ _1 (zres1,2, )| er halten; auBerhalb des Bose-Einstein-
Kondensats passt sie sehr gut auf die numerisch berechistad der gekoppelten Gross-
Pitaevskii-Gleichungen. Das Thomas-Fermi Resultat (nicht abgebildet) unterscheidet sich fast
nicht von dieser Kurve. Die gesamte Auskoppeliat | +T'.° , kann ebenso unter Zuhilfe-

~ Zres 2
nahme der Gl. (3.46) au§™ berechnet werden; ein Vergleich mit der Zeitkonstante der Ab-
nahme der Kondensatpopulatidh  (t) (Gl. (3.21)) zeigt eine gutedbereinstimmung.

0.006

0.004

(1) a.

0.002 Al .

10 15 20 25 30 35 40
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Abbildung 3.16: Atomare Dichteverteilungen im Zwei-Moden-Atomlaser (sie auch Abb. 3.12). Die
Abbildung zeigt die Verteilungen nac¢hms Auskoppelzeit mibgr = 27 x 12000 Hz. Der untere (im

Bild rechte) Resonanzpunkt befindet sich im Randgebiet des Kondensats, sodass diéV3ibilii.61
kleiner ist als in Abb. 3.12. Die gestrichelte Linie ist der Graph der Funktion in Gl. (3.37) mit der
Normierung aus Gl. (3.46). Die Dichte des ungefangenen Zustaétiebdi - = 40a, auf Null ab,

weil aus numerischen @nden am Rand des Simulationsgitters eamgfendes imagéres Potential
eingesetzt wird.

Nachdem nun gezeigt wurde, dass der ausgekoppelte Atomstrahl im Modell der gekoppelten
Gross-Pitaevskii-Gleichungen in Gl. (3.10) durch die Wellenfunktion in Gl. (3.37) beschreiben
werden kann, soll nun noch die Visibéit P genauer untersucht werderiirfverschiedenégrr

kann manP entweder durch Anpassung der Funktion in Gl. (3.37) an die numerisch gewonne-
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nen Daten erhalten oder durch Berechnung mittels Gl. (3.48) unter Verwendung der Thomas-
Fermi-Naherung oder der numerischen Wefie|f)_1 (zres1,2) |- Abb. 3.17 zeigt das Ergebnis:

Die Thomas-Fermi-Bherung (durchgezogene Linie) passt sehr gut zu den semi-analytischen
Werten (Dreiecke). Durch Fitten der Dichteverteilung (3.37) an die humerischen Daten kann
man ebenfalls einen Wertif die Visibilitat bestimmen; die Abbildung zeigt, dass die so er-
haltenen Werteifr P (Kreise) gut mit den komplett analytisch berechenbaren Resultaten der
TF-Naherundibereinstimmen.

0.8F -

0.6 - -

1P|
>

0.4r -
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0ee/ (27) [kHz]

Abbildung 3.17: Visibilit &t als Funktion der Radiofrequenzdiffereipg. Die durchgezogene Linie wur-

de vollstindig aus der Thomas-FermiaNerung berechnet. Die Dreiecke wurden mithilfe der numeri-
schen Werte_; (zes1,2) U einer festen Zeit gewonnen. Die mit Kreisen gekennzeichneten Punkte
wurden durch Fitten der Dichteverteilung (3.37) an die numerischen Daten bestimmt{naéhms
Auskoppelzeit). Der Fehleiif diese Werte ist kleiner als 5%, er wurde konservativ aus der Fit-Prozedur
abgeschitzt.

Fur kleine Differenzfrequenzen besitzt die Visikilfitdie Form (3.51). Diese erinnert an die
Form der Einteilchendichtematrix (oder Korrelationsfunktion) in Gl. (1.32), wenn man den
fluktuierenden Anteilp(x,y) einmal auRer Achtdsst, der ja bei Temperatur Null sowieso
sehr klein ist. Ta@chlich ist die Visibiliit P(zres1, 2res2) gleich der auf die mittlere Dichte
(|1—1(2res1)] + |¥—1(2res2)|)/2 normierten Korrelationsfunktiof¥f (zres1) ¥ (zres2) ). Man

kann also bei endlicher Temperatur die koénz erster Ordnung des Bose-Einstein-Kondensats
durch Messung der Visibilit bestimmen. Dieser Ansatz wurde in [24] ausgenutzt, um erstma-
lig die Korrelationsfunktion eines Bose-Einstein kondensierten Systems direkt zu messen. Die
Vorgehensweise im Experiment war der oben beschriebenen Fit-Prozedahsbtin, nur dass

die verwendeten Differenzfrequenzégr unterhalb vorr x 1 kHz lagen, und damit der Ab-
stand der Resonanzpunkigss — zres1 iMm Bereich der thermischen de Broglie-Wellange

Ath und darunter lag.

An dieser Stelle soll nun noch kurz eind&tomen besprochen werden, das in allen Simulationen
mit zwei Radiofrequenzen mehr oder minder stark auftritt. In Abb. 3.12 und 3.16 erkennt man,
dass die Dichteverteilung des Kondensats nicht glatt ist, sondern daéblidyen Thomas-
Fermi-artigen Verteilung noch Oszillationen aufgigir sind, die sich mit der Zeiiber den
Bereich des Kondensats bewegen. Diese Oszillatioabren offensichtlich von Anregungen

des Kondensats her, die sich teilchenartig verhalten. Verfolgt man die Entstehung dieser Anre-
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gungen mit zunehmender Auskoppelzeit, so stellt man fest, dass mit zunehmeiréerdst
Anregungen die ausgekoppelte Wellenfunktion immer schlechter durch eine Linearkombinati-
on aus zwei Airy-Funktionen (Gl. (3.36)) beschrieben wird. Dies ist in Abb. 3.18 dargestellt,
wo die Dichteverteilungen zu zwei verschiedenen Auskoppelzeiten zu sehen sind. Obwohl die
Auskoppelsirke mit Brg = 0.1 mG recht schwach ist, zeigt das Kondensat rnzcims sehr
starke Anregungen. Dem entspricht eine deutlich augggerSubstruktur der ausgekoppelten
Pulse, die nur grob denen kinsahneln.
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Abbildung 3.18: Dichteverteilung nact = 8 ms bzw.20 ms Auskoppelzeit. Die Differenzfrequenz

orr = 600 Hz ist recht klein, sodass die beiden Resonanzpunkte sehr nahe beieinander liegen (hier in
der Fallenmitte). NacBh0 ms sind die ausgekoppelten Pulse (durchgezogene Linie) nur noch grob durch
das Modell zweieilberlagerter Airy-Funktionen (thne, gestrichelte Kurve) zu beschreiben.

Um dies genauer zu analysieren, wurde das Spek&(R) der gefangenen bzw. der ausge-
koppelten Wellenfunktion berechnét( E') kann fur eine Wellenfunktion)(z, t) durch eine so
genanntggefensterte” Fouriertransformation berechnet werden

58 = & [T lpwye (352)
0 .

to

mit dem Skalarprodukt

(W(to)[v(t)) = [dz ¥*(2,t0)P(2,t). (3.53)

Abb. 3.19 zeigt das Spektrum des Kondensats bzw. der ausgekoppelten Atomlie Zu

Abb. 3.18 gebrigen Daten. Das Kondensat besitzt neben der Hauptlinie des chemischen Po-
tentialsy weitere Energiebeifige, die von den oben diskutierten Anregungenilteen. Die
Satellitenlinien sind vom chemischen Potential jeweils ein ganzzahliges Vielfaches der Radio-
frequenzdifferendgg entfernt.
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S(E)?

Abbildung 3.19: Energiespektrum des Kondensats (durchgezogen) und des Atomstrahls (gestrichelt).
Das Spektrum wurde aus den zu Abb. 3.18daen Daten gewonnen. Die gesamte Auskoppelzeit
betrug 37.5 ms, das,Zeitfenster* beginnt beiy, ~ 0.14ms, da zu Beginn des Auskoppelprozesses

(t = 0ms)¥p(x) = 0 gilt, und somit das Spektrum der ausgekoppelten Ataimegf = 0 verschwin-

det. Man erkennt deutlich, dass das Kondensat neben dem Energieanteil beim chemischen Rotential
noch weitere, jeweils um die Radiofrequenzdifferépz verschobene Anteile besitzt. Die Energien des
Atomstrahls sind dagegen usrg/2 verschoben.

Das Spektrum des Atomstrahls zeigt zwei starke Bgérbeiy + ogg/2, die man geraf
Gl. (3.35) Ur die beiden Verstimmungef , auch erwartet® Daneben gibt es auch hier im
Abstandndrr weitere Linien. Alle zuAchst unerwarteten Energiebade lassen sich durch

) K+ Orp
mF:—]. 1
o
mp = 0 W — WrF + OrF/2

W — @rr — OrF/2

Abbildung 3.20: Aus- und wieder Einkoppeln eines Atonighft zur Ertdhung oder Erniedrigung seiner
Energie umtdrr. In der Abbildung wird ein gefangenes Atomug = —1) zunachst mit der kleineren
Frequenz aus- und dann mit debBeren wieder eingekoppelt. Auf diese Weise wird eine Anregung bei
1 + Orr €rzeugt.

einen einfachen Effektdherer Ordnung in der Rabifrequefizap; erklaren: Ein Atom, das
mit einer der beiden Radiofrequenzenr;» ausgekoppelt wurde, kann mit der jeweils an-
deren Frequenz wieder eingekoppelt werden, sodass sich letztendlich seine Enetgigrum

%Bedingt durch die Transformatiop,,. (t) — e~ "™F“rety, . _(t) erscheinen die beiden Energien symmetrisch
um die Energie des Kondensats.
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geandert hat (siehe Abb. 3.20). Dieser Vorgang kann nicht auAtome aus dem eigentli-
chen Kondensat bet' = i, sondern auchiir die angeregten Zustde mitE = u + nére
ablaufen; auf diese Art entstehen sukzessive weitere Anregungen, darke &terdings ab-
nimmt. Die in den vorherigen Kapiteln implizit gemachte Annahme, dass nur Prozesse erster
Ordnung inQrap; €ine Rolle spielen (Born- und MarkovéXerung) trifft hier also nicht zu
(siehe auch [104]).

Es stellt sich nun die Frage, ob man diese Art der Kopplung verschiedener Eneggierust

im ausgekoppelten Atomstrahl ausnutzen kann, um z.B. eine Art Modenkopgahumlgh

der Kopplung von Lasermoden zu realisieren. Auf diese Art lieBen sicirkate atoma-

re Pulse Kirzerer Dauer erzeugen. Weitghfende Untersuchungen, bei denen mithilfe eines
phanomenologischen Pumpterms [113] versucht wurde, die Erzeugung solcher Pulse zeitlich
zu stabilisieren,iihrten leider nicht zum gdimschten Ziel.

3.5 Ausblick

Koharente Atomstrahlen bieten sehr interessantglidhkeiten fir viele Anwendungen der
Atomoptik, wie z.B. die Atomlithographie oder die Verbesserung von Atominterferometern.
Weiterhin konnen sie u.U. zur Erzeugung bisher nicht realisierter Quantémmeston Atomen
verwendet werden, hier sind vor allem versatkte Atomstrahlen von Interesse.

In naher Zukunft sollte es aglich werden, wirklich kontinuierliche Atomlaser zu bauen, die
Uber einen effizienten Nachlademechanismusiggh. Mittels Raman-Auskopplern wird man
nicht nur, wie weiter oben angedeutet, gerichtete Atomstrahlen erzetgeetk, sondern mit-

hilfe zweier Ramaiibergainge kann man auch karent gepulste, aber im Gegensatz zu den be-
sprochenen RF-Atomlasern auch gerichtete Atomstrahlen realisieren. Die Verwendung mehre-
rer Radiofrequenzen oder Ramébergange sollte schlussendlich auch die Erzeuguingérer
atomarer Pulse erlauben, ganz analog zum modengekoppelten optischen Laser (siehe auch [5]).
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Quantenstatistik ultrakalter
Bose-Gase mittels Pfadintegralen

4.1 Statistische Mechanik von Vielteilchen-Systemen und
Pfadintegrale

Um Systeme vieler wechselwirkender Teilchen physikalisch beschreibermek, wurde
schon kurz nach den Aahgen der Quantentheorie die Quantenfeldtheorie mit ihren teilweise
sehr nachtigen mathematischen Mitteln entwickelt. Gfhken mit diesen analytischen Mitteln
aber nur qualitative oder nur in gewissen Limites geltende quantitative Aussagen zu Vielteil-
chensystemen gemacht werden; die genaue Berechnung von Eigenschaften bei experimentell
interessanten Parametern bleibt meist numerischen Verfahren vorbehalten.

Eine Moglichkeit, Probleme der Vielteilchenphysik numerisch@sen, besteht in der Verwen-
dung vonMonte-Carlo-Pfadintegral-Methoden in imagirer Zeit Im Gegensatz zu perturba-
tiven Entwicklungen nach kleinen Kopplungsparametern erlaubt diese Methode die Berech-
nung thermodynamischer und zum Teil auch dynamischéR&r bei beliebigen Parametern,
also auch im Bereich starker Kopplungskonstanten oder z.B. bei grof3en Dichten. In der Quan-
tenchromodynamik sind Monte-Carlo-Pfadintegralrechnungen auf Raum-Zeit-Gittern [139] so-
gar oft der einzige Weg zur Berechnung relevantes§en wie z.B. der Baryonenmassen. Im
Bereich der kondensierten Materie hat Ceperley [39] gezeigt, dass man mit solchen PIMC-
Techniken Pfadl ntegralM onte-Carlo) allein unter Verwendung des Wechselwirkungspotenti-
als zwischen zwetHe-Atomen viele der bis dahin nur grob berechenbaren Eigenschaften des
supraflissigen Heliums bestimmen kann. Krauth [91,118] hdtlor hinaus mit einem PIMC-
Verfahren die Bose-Einstein-Kondensation eines gefangenen, atomaren &aesasmersucht

und die Genauigkeit der Methode bigtsit.

In den Arbeiten von Krautbt al. wurden bisher nur dreidimensionale Bose-Gase betrachtet, al-
leine Mullin [86, 142] befasste sich mit zweidimensionalen Gasen in drei Dimensionen hat sich
gezeigt [91], dass anderéaNerungsmethoden, wie z.B. die Hartree-Foéitidrung, bei oft ge-
ringerem numerischen Aufwand schon sehr gute VorhersalgenBose-Einstein-Kondensate
ermdglichen. In zwei Dimensionen wird die Situation komplizierter, di&dWchkeit ei-

nes Kosterlitz-ThoulesElbergangs (siehe Kapitel 1.4) macht Mean-Field-Betrachtungen oft
unmoglich [159], sodass PIMC eine attraktive Alternative z.B. zur Berechnung der Supraflui-
ditat in quasi-zweidimensionalen Atomfallen darstellt.

82
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Im Folgenden soll ein System va¥ identischen Bosonen der Massebetrachtet werden, die
untereinander mit einem Paarpotenfiglx — y) wechselwirkert. Der gesamte Hamiltonope-
rator hat in der Ortsdarstellung dann die Form

N
A=A+ Vixe—x), (4.1)
n=1 k<l

wobeif]é”) = p2/(2m) + Vkaie(x,,) der Hamiltonoperator des-ten Teilchens im Fallenpo-
tential Veale(x,, ). Alle thermodynamischen @Ren dieses Systemérinen nun durch Bildung
von Erwartungswerten mithilfe des (hier nichtnormierten) Dichteoperators

p=cPH 4.2)

berechnet werden. Durch Spurbilduiiger alle Zusinde des Systems gelangt man zur Zu-
standssummeg im kanonischerEnsemble, also bei fixierter Temperafu(s = 1/(k7T")) und
TeilchenzahlV:

Z ="Tr {efﬁg} . (4.3)
Der Erwartungswert einer Observabldrwird analog mittels
. 1 -
<A> = ETr {pA} (4.4)

bestimmt. Nach Feynman [65] kann man die Spur-Formeln nun zu so genannten Pfadin-
tegralen erweitern. Dazu werden als Basis des Hilbertraligi®”)®" aller N Teilchen

im D-dimensionalen Raum die Ortzéﬂde\xl,... ,xN> verwendet, die hier einfach mit

R = (x1,...,xn) oder\R> bezeichnet werden. Unter Verwendung dieser Zus¢ kann

man die Spurbildung als Integral formulieren undath

Z = / dR (R|e ?7|R). (4.5)
R

An dieser Stelle wird nun mittels eines Tricks die Pfadintegralformulierung dihgefMan
betrachte statt der inversen Temperatuten Wertr = 5/M (M > 1 ganzzahlig) und zerlege

R M
den Dichteoperator in ein Produkt gleicher Faktosei? = (e—TH . Fuhrt man nun in

diesem Produkt zwischen jedem der Faktoren eine Integration derFecrrfhtht \Rt><Rt\
ein, so wird Gl. (4.5) zu

M—-1 N
Z :/ [T dR: (Rofe ™ [Ra)(Rafe ™ |Ra) - ... - (Rar—1]e ™ |Ro)
t=0

M-1
:/ Hthp(Rt’Rt+1vT)v (46)
t=0

wobei in der zweiten Zeil®R ;; mit Ry identifiziert wird. DieseexakteForm der Zustands-

!Die folgende Darstellung orientiert sich an Ref. [39].
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summe nennt man effadintegral[65]. Die inverse Temperatur heil3timagirére Zeit da die
Form des Propagatofg Ry, R¢11,7) = (R¢|e”™"|R;41) an den Dichteoperator der Quan-
tenmechanik bei” = 0 erinnert ¢~#t/7) nur eben mit imagiaremt = —ikr. Aus Abb. 4.1

Py
X1 X2 X3 X3

T
T / Vo

Vi

X1 X9 X3 X1 X9 X3

Abbildung 4.1: Darstellung einesPfades” @ir drei Teilchen und\/ = 3 Zeitscheiben. Links ein klas-
sischer Pfad ohne Permutation der Teilchenindizessbeechts ein,bosonischer’ Pfad, bei dem die
Teilchenl und2 vertauscht werden. Zwischen zwei Teilchier auf einer Zeitscheibe wirkt das Wech-
selwirkungspotentialy;.

wird Kklar, wieso hier von Pfaden gesprochen wird. Eine Verteilung der PositiBpexuf den
Zeitscheibent = 0,... , M — 1 kann man als Pfade darstellen, wenn man die inéagiZeit

nach oben und die Position in der Horizontalen d@gfty von einer zur &chsten Zeitscheibe ge-
langt man unter Anwendung des Propagatdi®;, R, 1, 7). Die linke Grafik zeigt eine solche
Situation, man beachte die periodischen Randbedingu®ign-£ Ry).

Bisher wurden nur Teilchen betrachtet, die man anhand ihrer Nummerierung unterscheiden
kann. In dieser Arbeit geht es aber vor allem um Bosonen; um diese in analoger Weise zu
behandeln, muss madiber die Teilchenindizes symmetrisieren, statt Gl. (4.53krhan

1 e
Z==5 2. /RdR<R\e PHIPR)

PeSy
1 M-1
= 5 > / [T dR:p(Re, R, 7) (4.7)
" PeSy t=0

fur die Zustandssumme [65]. Es ist aigioer alle PermutationeR® der Teilchenindized bis

N zu summieren miPR = (xp1,xp2,... ,xpn). Auf diese Art erfdlt man ein etwas an-
deres Pfadintegral, bei dem die Pfade einzelner Teilchen nicht in sich selbst geschlossen sind
(Abb. 4.1, links), sondern gei® einer Permutatioff eine Art Zopf bilden (Abb. 4.1, rechts).

In der zweiten Zeile von Gl. (4.7) wird darfR; mit PR identifiziert.

Gl. (4.7) ist eine exakte Darstellung der Zustandssunimé&’fwechselwirkende Bosonen mit-

tels eines hochdimensionalen IntegralsXin< NV x D Dimensionen). Man kann dieses Integral
schon allein ob der grof3en Anzahl von Dimensionen in dieser Form nicht direkt berechnen. Zu-
dem sind die MatrixelemenigR;, R;+1, 7) i.A. nicht bekannt. Br eine groRe Anzahl/ von
Zeitscheiben wird jedoch die inverse Temperatu= 3/M klein, d.h. jede Zeitscheibe ent-
spricht fir sich genommen einer hohen Temperatur.iBksichtigt man die Zerlegung (4.1)

des Hamiltonoperators, so kann man den Propagatere~"’ nach Paaren von wechselwir-
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kenden Teilchen aufteilen. Mit der Form

i-= ZHO + >3 {0 - i - A (4.8)
k<l
mit

ﬁék’l) = I:Iék) + I:Iél) + V(Xk — Xl) (49)

des Hamiltonoperatotd lassen sich die Matrixelemente vpriolgendermafien schreiben:

7’ /
p(R, R, T H<X ‘e—TH<n)‘X >H <Xk’xl|e ‘Xkﬂ z>
1l — (H(()k)+H(()l)>‘X§€’X/>

/
— Hpo(xn’xfn,,r) H pQ(Xk; Xlaxijl77—,) ) (4.10)
" k<l pO(XkHleT)pO(X]prT)

Der Propagatopy (x, x;, 7) bezieht sich dabei auf den Hamiltonoperaﬁéfl) eines einzelnen
Teilchens im Fallenpotential. Diese Formulierung entspricht einer Hochtempeéiagnomg,

die im LimesM — oo exakt wird. Sie ist sehr geeignet, den hier interessierenden Fall schwach
wechselwirkender Bosonen zu beschreibdir. ieine~ und schwaches Wechselwirkungspo-
tential stellt das zweite Produkt in Gl. (4.10) eine Korrektur zum wechselwirkungsfreien Fall
(erstes Produkt) dar, der nahe lidiegt. In einigen Rllen &sst sich der Korrekturfaktor noch
etwas einfacher fasseniiFein harmonisches Potentiiy e (0der im freien Raum) drzen

sich alle Terme mit Schwerpunktskoordinaten zweier Teilchghim letzten Quotienten in

Gl. (4.10) und man braucht nur noch die Relativkoordinatgn= x;, — x; undr}, = xj, — x]

Zu betrachten

p2(Xk, X, X}, X, T) p2(Thi, x )
; — = ey (4.11)
pO(XkHXl)T)pO(XkaXp T) po,rel(rk)luxklu 7—)

Der Korrekturterm quantifiziert also den Unterschied zwischen der Streuung eines der Teilchen
im Wechselwirkungspotential des anderen relativ zur freien Bewegung in der Falle.

Wie lasst sich nun die Wechselwirkung zwischen den Atomen eines kalten unighwézd
Bosegases beschreiben? Wie in Kapitel 1 dargelegt, sind diéddesizwischen den Atomen
relativ zur s-Wellenstreuhngea, sehr grol3, die Details des Wechselwirkungspotentiigls)
spielen also nur eine untergeordnete Rolle. Aus diesem Grund isbgiechn V() durch ein
Harte-Kugel-Potential mit der Streirigea als Kugelradius zu ersetzen:

oo, T <am
Vir)= 4.12

( ) {0, T > ag. ( )
Krauth et al. [90, 91, 118] haben gezeigt, dass mit diesem Potential sehr gute Vorhersagen
fur das Verhalten ultrakalter Bosegaségtich sind. Der im Rahmen dieser Dissertation ent-
wickelte Simulationscode verwendet deshalb ebenfalls diese Poté@hiéalmg. Dazu wird eine
Hochtemperatur@herung fir p2(ry;, rZ,p 7) aus [36] eingesetzt.
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4.2 Monte-Carlo Verfahren fur Pfadintegrale

Die direkte Berechnung des Pfadintegrals Gl. (4.7) stéfliriteressante Teilchenzahlen (mehr
als einige hundert) eine analytisch wie numerisclbsbare Aufgabe dar. Um solche Integrale
berechnen zudnnen, wurden Verfahren entwickelt, die auf einer Auswertung des Integranden
an zutllig ausgevihlten Stitzstellen beruhen und die deshiMbnte-CarleVerfahren genannt
werden. Da der Konfigurationsraum (der Integrationsbereich) All€eilchen inD Dimensio-

nen aufM Zeitscheiben aber immer noch zu groR ist, um ihn mit einer endlichealligeh
Stichprobe und annehmbaren statistischen Fehlern abzutasten, haben Meatt@qliS1] ei-

ne Methode vorgeschlagen, bei der man nicht reialigé Elemente des Konfigurationsraums
vorschhigt (so genanntesmple sampling sondern nur solche, djgvichtig“ sind (mportance
sampling (siehe dazu auch [19]).

Um das Integral (4.7) und auch Erwartungswerte von Observablen wie in Gl. (4.4) zu berech-
nen, werden im Metropolis-Algorithmus mittels eines Markov-Prozesses verschiedene Konfi-
gurationenkCy erzeugt, d.hC,11 wird ausKs; durch ein stochastisches Verfahren generiert,
desserUbergangswahrscheinlichkeit nft(K, — K,,1) bezeichnet wird. Aus den Konfigu-
rationenks, ... , K, kann dann der Erwartungswert einer Observableturch Mittelwertbil-

dung gewonnen werden

(A) == 3" AK), (4.13)
s=1

da die einzelnen Konfigurationen schon mit der richtigen Wahrscheinlichkeit generiert wer-
den. Auf die Berechnung des Wertd$kC,) der Observablen auf einer Konfiguration wird im
nachsten Abschnitt noch eingegangen.

Der Markov-Prozess und damit digbergangswahrscheinlichkeit(K, — K,,1) muss ge-

wisse Bedingungen diflen: Er muss zuachst ergodisch sein, d.h. jedes Element des Konfigu-
rationsraums muss nach endlich vielen Schritten erreichbar sein. Ein solcher Prozess hat eine
Gleichgewichtsverteilung (XC), die durch

Y m(K)P(K — K') = =(K) (4.14)
K
definiert ist. Die ldee des Metropolis-Algorithmus ist nun, einen Prozess zu finden, dessen
Gleichgewichtsverteilung gleich dem Integranden des zu berechnenden Integrals ist, also hier
die Zustandssumme aus Gl. (4.7)

M-—1
1
K)=— R, R . 4.15
m(K) = - H)p( +Res1,7) (4.15)
Eine Konfiguration ist in diesem Fall durch die Positioni®y, ... , Ry/—1) und die Permuta-

tion P festgelegt. )
Beim Metropolis-Algorithmus zerlegt man dlgbergangswahrscheinlichkeR in eine Vor-
schlagswahrscheinlichkelt und eine Akzeptanzwahrscheinlichkgit

PK — K) = T(K — KNAK — K). (4.16)

Wenn eine KonfiguratiorC, vorliegt, so wird zuéchst mit der Wahrscheinlichkeft (K, —
K') eine neue Konfiguration erzeugt. Diese wird dann mit der Wahrscheinlichkkit — K’)
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akzeptiert £s11 = K'). Wird K’ abgelehnt, so giliC;; = K. Um die Gleichgewichtsvertei-
lung 7(K) zu erreichen, muss die Akzeptanzwahrscheinlichkeit die Form

T(K'— K)n(K)

AN .
AK — K') = min 177(/C—>l€’)7r(/€’) (4.17)
haben; viahlt man also eine Zufallszahle [0, 1], so wird ' akzeptiert, falls
!
T(K' - K)r(K) (4.18)

T(K— KH)n(K")

Mit diesem Verfahren erreicht man, dass die Konfigurationen im Mittel deiigsehten Ver-
teilungx(KC) gehorchen. Eine konkrete Implementierung der Methode als Computerprogramm
muss neben diesen prinzipiellen allerdings noch weitere Anforderungénkiseshtigen, die

vor allem mit der Tatsache verbunden sind, dass die im Markov-Prozess generierten Konfigu-
rationen i.A. nicht statistisch unabihgig sind, da j& .1 auskC; erzeugt wird. Diese Autokor-
relation kann zum einen zu einer langsamen Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung
fuhren, zum anderen muss ihr bei Bestimmung statistischer Fehler Rechnung getragen werden.
Auf diese Aspekte wird im folgenden Kapitel kurz eingegangen.

Die Implementierung des PIMC-Programms, das im Rahmen dieser Dissertation entwickelt
wurde, kann hier nicht genauer dargelegt werden. Sigtssich vor allem auf die Ideen von
Ceperleyet al. [39], der sich eingehend mit der effizienten Implementierung des Metropolis-
Algorithmus fir wechselwirkende Bosonen beafiigt hat. Im Rahmen der Dissertation konn-

ten mit dem PIMC-Code leider nur Ergebnisse €in ideales, also nicht-wechselwirkendes
Bose-Gas erhalten werden, die angedeutete Anwendung auf harte-Kugel-Streuung konnte nur
noch in Anfitzen getestet werden.

4.2.1 Bestimmung von Observablenerwartungswerten

Am Beispiel einer Observableﬁ(R), die von den Positionen alleg¥ Teilchen abhngt, soll

nun im Folgenden edlutert werden, wie man deren Erwartungswert (4.4) mithilfe eines PIMC-
Verfahrens bestimmt und den statistischen Fehler der so gewonnete karechnet.

Unter Verwendung des Pfadintegrals (4.d) flie Zustandssumme kann man Gl. (4.4) umfor-
men zu

ZN' > /dR (R|Ae "7 |PRY). (4.19)
PeSN

A M
Da dies eine Spurformel ist, kann sie mithilfe der Zerlegem$f’ = (e—TH) umgeschrieben
werden auf

1 1 _ I:I k‘ ~ _ H M*k
- = > /RdR<R|(e A (eP) T PR), (4.20)
PeSn
mitk =0,..., M — 1. Fugt man nun die Zeitscheiben ein, so ergibt sich der Pfadintegralaus-

druck

M—-1 M-1

Z / HthM Z Ak(Ro, ... ,Ray-1) (4.21)

PESN
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mit
Ai(Ro,... ,Ry—1) = <R0|€7ﬂH}R1> ne <Rk‘A676H‘Rk+1>
- (Rps-1|e”"#|PRy), (4.22)

bei dem nochiber allek gemittelt wurde. Unter der Annahme, dassur von den Positionen

R der Teilchen abiingt, ist der AusdruckR ;| A e BH |Ry.11) leicht berechenbar und es ergibt
sich

M-1
AR, . Rar1) = ARe) [ p(Re, Riga). (4.23)
t=0
Fir den Erwartungswert gilt
A ZN' Z / H thp Rt,Rt+1) A(Ro, .. RM 1) (424)

PeSy

mit der auf der KonfiguratiolC = (Ry, ... ,Ry/—1; P) definierten Gol3e

M-
A(K) = ARy, ... ,Ry_1) Z (4.25)

o

Wegen (4.24) kann der Erwartungswert vémithilfe der vom Metropolis-Algorithmus gene-
riert KonfigurationeriC; berechnet werden:

(4) = % S A(K). (4.26)

Neben dem Erwartungswert selbst ist bei einem stochastischen Verfahren aber auch die An-
gabe des bei der Berechnung auftretenden statistischen Fehlers von wesentlicher Bedeutung.
Zunachst erwartet man riadich, dass sich dieser wigblich aus der Varianz der Wert(K;)

in Gl. (4.26) berechnerakst. Dies istiir statistisch unatéingige Daten auch richtig, hier sind

die KonfigurationentC; und damit auch die Oberservablenwert€C,) hingegen korreliert,

da sie mit einem Markov-Prozess erzeugt werden. Didsgokorrelationder DatenA(KCy)

muss man Rechnung tragen, sie véfgrt i.A. den auf naive Weise berechneten Fehler. Wie

in [19,179] gezeigt wird, kann man die Folge von Wertfik; ), s = 1, ... ,n als eine Zeitrei-

he auffassen und aus der Autokorrelationsfunktion

(4.27)

eineAutokorrelationszeit 4 extrahieren

A= 5+ Y 0a() (4.28)
s=1
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Damit kann die Varianz bzw. der Fehler des Mittelwertes (4.26) berechnet werden, falls die
Anzahln der Konfigurationen grof3 gegen ist:

AA= \/ 2TA (1 42) — (A)2). (4.29)

n

Man kann also sagen, dass die Zeitreihe imiKonfigurationen effektiv nur aus/(274) un-
korrelierten Konfigurationen besteht. Diese Aussage giltzhat nur fir die Observabled,
andere Observabledknen andere Autokorrelationszeiten besitzen; um wirklich uiwadplge
Konfigurationen betrachten zwknen, muss man eigentlich die Observable mit dagsten
Autokorrelationszeit kennen.

Zur Bestimmung vorry bzw. des Fehlerd\ A gibt es neben der direkten Methode mittels
Gl. (4.28) noch weitere Verfahren, die hier nur kurz genannt wer@emdn. Das einfachste
Verfahren zur Fehlerbestimmung ist das so genayBitening“, bei dem zuachst Mittelwerte
der Gib3eA in Blocks von Konfigurationen derdngel (z.B.s=1,...,l,s=1+1,...,2I,
usw.) berechnet werden. Der naiv berechnete Fehler dieser Mittelwerte sirgjid®er wer-
dende Blockhngen gegen den Fehler aus Gl. (4.29).

Neben Gol3en, die direkt durch Mittelwertbildung wie in GI. (4.26) berechnet werdgmé&n,
gibt es weitere interessante @&en, wie z.B. die Suprafluidit (sieche Kapitel 4.3.2) oder die
Warmekapazit, die sich nur mit den Daten der gesamten Zeitreihe berechnen lassen, weil sie
funktional von mehreren Erwartungwerten abben (vgl. z.B. GI. (4.78)). Um den statisti-
schen Fehler solcher GRen zu ermitteln, muss man zu so genanfiResampling Plander
Statistik greifen [57], bei denen z.B. einzelneéBke der langel weggelassen werdedack-
knife-Methode), oder gar nur eine Alfige Untermenge der Konfigurationen zur Berechnung
der interessierenden &Be herangezogen wirBgotstrapping.

4.2.2 Bestimmung der Energie von Bosonen in einer harmonischen Falle

Eine Gib3e von prinzipiellem Interesse bei der Untersuchung von Vielteilchensystemen ist die
Gesamtenergié’(7"). Im Rahmen einer PIMC-Simulation kann man sie auf zwei Arten be-
rechnen. Die Gesamtenergie ist einerseits als Erwartungswert des Hamiltonop&fatoss

Gl. (4.1), andererseiigber eine Ableitung der Zustandssumme definiert:

o
E= 38 InZ. (4.30)

Die letztere Definition erweist sich hier als sinnvoller, da ihre explizite Form direkt aus der
Pfadintegralformulierung der Zustandssumme Gl. (4.7, 4.10) gewonnen werden kann. Da nur
das ideale Bose-Gas betrachtet werden sl das gesamte zweite Produkt in Gl. (4.10) weg
und man bedatigt nur den Propagator eines einzelnen Teilchens im harmonischen Fallenpoten-
tial. Dieser lautetiir eine D-dimensionale Falle mit den Frequenzep(d = 1,..., D) und
Teilchen der Masse: [65]

e’ [(zﬁJra:’i) cosh(ﬁwd‘r)72x§x’?l]

D
Iy = mwd SR smh(hogr) 4.31
po(x,x',7) 1:11\/27Thsinh(hwd7)e a . (43))
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Bildet man nun die Ableitung (4.36) so erfalt man fir den Energieausdruckiper den man
wahrend der Monte-Carlo-Simulation mitteln muss, folgende Form:

)

mwq

Emc = 1
Me= Z n271'hsmh (hwqT)

M—

H

N
Z 2hsmh h/,u 7 [(xi,d(t) + m%d(t + 1)) cosh(hwgT)
1 t=0 k=1 d

Mc

a
I

— 2xk,d(t)xk,d(t + 1):| . (432)

xi q4(t) bezeichnet dabei dié-te Koordinate des-ten Teilchens in der Zeitscheibe

Dieser Ausdruckiir die Gesamtenergie wurde nun bei verschiedenen Temperaturen unterhalb
der kritischen Temperatdr; mittels PIMC-Simulationenidir N = 100 Teilchen berechnet.U¥

eine radialsymmetrische Falle in drei Dimensionep & w, d = 1,2, 3) zeigt Abb. 4.2 die
Resultate (Datenpunkte). Zum Vergleich wurde die Energie mit einer anderen Methode (siehe
Kapitel 4.3), die auf einer rekursiven Berechnung der Zustandssumme beruht, berechnet. Der
statistische Fehler der PIMC-Daten wurde mittels mehrerer Methoden (Autokorrelationszeit,
Binning und Jackknife) ermittelt.

1400 T T T T
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Abbildung 4.2: Energie vonN = 100 Teilchen in einer harmonischen Falle als Funktion der Tempera-

tur. Die Datenpunkte sind Resultate aus PIMC-Simulationen, die angegebenen Fehler sind statistischer
Natur. Die durchgezogene Linie wurde aus einer rekursiven Berechnung der Zustandssumme gewonnen,
die gestrichelte Linie zeigt die Energie véhBoltzmannteilchen.

Dieser erste Test belegt die Genauigkeit des neu implementierten PIMC-Programms. Wie er-
wartet, ist die Energie unterhalb der kritischen TemperaiurBiose-Einstein-Kondensation
kleiner als die eines Gases vah unterscheidbaren Boltzmann-Teilchen (gestrichelte Linie),

da fur Bosonen alle Teilchen im Kondensat nur mit der Grundzustandsenergie zur Energie bei-
tragen (in der Abbildun®cundzustand= 100 x 3Aw).
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4.2.3 Dichteverteilung in einer harmonischen Falle

Eine weitere, relativ leicht zu berechnendeGe ist die Dichteverteilung(x) der Atome in
einer harmonischen Falle. Auch sie kann als Observable im Sinne von Gl. (4.13) aufgefasst
werden

1 N
_ <NZ]X>kk<xy>, (4.33)
k=1

wobei der Projektolx); (x| auf den Zustand dek-ten Teilchens angewandt werden soll.
Dieser Ausdruck kann nicht direkt ausgewertet werden, da die Matrixelemente des Projektors
in Ortsraumdarstellung\R>) Deltafunktionen sind. Man verwendet deshalb eine gemittelte
Dichte auf einem Raumgitter. Die gemittelte Dichte in einem Volumén(x) um den Punkt

x lasst sich dann folgendermal3en schreiben:

< Z/A dx’ [x" ) !> (4.34)

Auf diese Art Ahlt das Integral gerade die Anzahl der Teilchen im Volumdn(x); fur die
Pfadintegralsimulation bedeutet dies, dass man die Dichte mittels eines Histogramms der Teil-
chenpositionen in den Konfiguration&n bestimmen kann.

Ein solches Histogrammuf die Teilchendichte ist in Abb. 4.3 zu seheiireine dreidimen-
sionale, radialsymmetrische Falle wurdeahsend einer PIMC-Simulation dieKoordinaten

aller Teilchen (auf allen Zeitscheiben) in ein Histogramm eingetragen. Dies entspricht einer
Integration der Dichteverteilung(x) Uber diey- und z-Richtungen und liefert die Dichte(z)

entlang derz-Achse.

0.4

03
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Abbildung 4.3: Dichteverteilung in einer radialsymmetrischen Falle. Die Kreise bezeichnen die inte-
grierte Dichteverteilung(x) in z-Richtung (auf 1 normiert), wie sie aus einer PIMC-Rechnung erhalten
wurde. Die Linie wurde mit einem Zwei-&$sigkeiten-Modell (siehe Text, Gl. (4.37)) berechngy.ist

die Breite des Grundzustandes beim harmonischen Oszillator. Die statistischen Fehler der PIMC-Daten
sind kleiner als die verwendeten Symbole.
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Die Kurve in Abb. 4.3 wurde mit einem so genannten ZweisBigkeiten-Modell iir das in-
homogene Bosegas berechnet [52,147,190]. Dieses Modell wurdéngéph von Tisza ent-

wickelt, um einige Effekte in suprafluidetiie zu erkbiren (siehe auch Kap. 4.3.2). Hier nimmt

man an, dass sich das Bosegas aus dem Bose-Einstein-Kondensat und einem thermischen Anteil
zusammensetzt, der durch ein Boltzmann-Gas beschrieben werden kann. Um die Dichtevertei-
lung berechnen zudnnen, wird die Anzah{N0> der Kondensatatome baétigt. Diese kann
entweder aus der PIMC-Rechnung entnommen werden (siehe dazu [118, 143]), oder aus der
Zustandssumme bestimmt werden (Kap. 4.3). Unter der Voraussetzung, daéﬁlma«ennt,

lasst sich die Dichteaherungsweise analytisch berechnen. Das Kondensat hat im Falle ohne
Wechselwirkung die Dichteverteilung des Grundzustands des harmonischen Oszillators

1 —(x/a
Peond(T) = ﬁe (z/ano)”, (4.35)
Der nichtkondensierte Anteil wird als klassisches, ideales Gas modelliert, hat also die Vertei-
lung

hw
pocl) = 1| T o= iafanc (4.36)

27

Gewichtet man diese beiden Biage mit der Kondensatbesetzung bzw. mit dem nichtkonden-

sierten Anteil, so erdflt man fir die Gesamtdichte

p(r) = <L]\;)>Pcond($) + N_TMPnc($); (4.37)

diese Funktion wurde in Abb. 4.3 aufgetragen. Sie stimmt mit dem PIMC-Resultat sehr gut
Uiberein, was einerseits die Richtigkeit des PIMC-Codesaligsund andererseits zeigt, dass
das Zwei-Hlssigkeiten-Modell ein recht gutes Modairfein kondensiertes Bosegas darstellt.

4.3 Permutationszykel und Suprafluidit  at beim
idealen Bosegas

Trotz der vielen Ergebnisse bei der Untersuchung von Bose-Einstein-Kondensaten wurde bisher
ein Bereich experimentell nur unzureichend untersucht, der bei der Entwicklung der Theorie
des flissigen Heliums eine zentrale Rolle spielte: die Suprafltidities liegt vor allem daran,

dass im Gegensatz zunudlsigen Helium keine direkte Messung suprafluider Eigenschaften
von dinnen Bosegasenaglich ist.

Das Versandnis der Suprafluidit basiert vor allem auf der Messung makroskopischéf3én

wie z.B. der Viskostit von*He. Zur theoretischen Beschreibung konnten Standardmethoden
der statistischen Mechanik im thermodynamischen Limes angewandt werden. Gefangene Bo-
segase haben jedoch eine endliche Ausdehnung, sodass man die Methoden zu ihrer Analyse
abandern muss. So gibt es zwar einen Phabergang, dieser weist allerdings keine unstetigen
Anderungen von thermodynamischendGen auf wie bei Systemen im thermodynamischen
Limes.

In einem homogenen System wird die Suprafl@dinit der Unterdickung der inneren Rei-

bung einer linearen Bewegung, die mit einer Geschwindigkeit unterhalb der Schallgeschwin-
digkeit abkuft, in Verbindung gebracht [123].
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Dieser Effekt bezieht sich nur auf einen Teil deti$digkeit, den so genanntgsuprafluiden
Anteil*. Er lasst sich quantenmechanisch im Rahmen einer linearen-Antwort-Theorie aus der
Dispersion der Impulsverteilung ausrechnen. Die Unterkilng der Reibung kann auf ele-
mentare Anregungen mit einer linearen Dispersioriigkgefihrt werden, die nur in einem
wechselwirkenden Bosegas unterhalb der kritischen Temperatur auftreten. Obwohl also die Su-
prafluiditat an das Vorhandensein von Wechselwirkungen zwischen den Teilchen eines Ga-
ses gebunden zu sein scheint, kann es auch in mesoskopischen idealen Bosegasen suprafluide
Phanomene geben. Dies soll in deadhmsten Abschnitten am Beispiel eines Bosegases in einer
harmonischen Falle gezeigt werden. Dazu wird statt der linearen Antwort auf Translationen das
Verhalten gegeitber Drehungen untersucht, weil diblicherweise zum Einsatz kommenden
Atomfallen mindestens eine Symmetrieachse besitzen. Der Antwortkoeffizient ist in diesem
Fall das Tagheitsmoment des gefangenen Gases.

Brosenset al. [30] haben das Bgheitsmoment auf der Basis des klassischen Erwartungs-
wertes (z? + y*) untersucht. Die Analyse konzentrierte sich dabei auf die Differenz der
Tragheitsmomente einegugzlich klassischen Boltzmann-Gases in der Falle und dem Erwar-
tungswert von(z? + y?) fiir ein Bosegas (vgl. Gl. (4.59)). Auf diese Art werden allerdings die
wirklichen suprafluiden Pimomene nicht erfasst, da diese nur durch die \éitlig quanten-
mechanische Rechnung zu ermitteln sind.

Im Gegensatz zu Brosepsal. basiert Stringaris Arbeit [185] auf der exakten quantenmechani-
schen linearen-Antwort-Theorie. Er bestimmte die verschiedeneréBeittes Kondensats und

der thermischen Wolke zum Antwortkoeffizientem £in ideales und aucliif ein wechselwir-
kendes Gas. Dabei verwendete er das grolikanonische Ensembléy; diasri den Experimen-
tentiblichen Teilchenzahlen von mehr al¥® Atomen sicher ausreicht.

Statt die Beziehung zwischen Rotationen und der Suprafiaiziituntersuchen, kann man auch

das Verschwinden von Dissipation in der suprafluiden Phase analysieren [61,105,163]. So wur-
de z.B. das Auftreten von Dissipation in Adafigigkeit von der Geschwindigkeit einer externen
Storung untersucht. Die numerischen Arbeiten in [105] favorisieren als wesentlichen Dissipati-
onsmechanismus die Erzeugung von Vortizes, allerdings ist noch unklar, bei welcher kritischen
Geschwindigkeit die Dissipation wirklich einsetzt.

Auf weitere Untersuchungen der Rotationseigenschaften wurde schon auf Seite 30 eingegan-
gen. Hier soll nun ein etwas anderer Weg als in den bisherigen Arbeiten beschritten werden, um
den suprafluiden Anteil in einem mesoskopischen Gas von nicht-wechselwirkenden Bosonen
zu berechnen [175]. Dazu wird die Thermodynamik eines solchen Gases in einer zylindersym-
metrischen Falle auf die statistische Mechanik so genafet@nutationszykeluriickgefihrt,

die schon in der Analyseiiherer PIMC-Studien [39, 118, 151] eine wesentliche Rolle gespielt
haben. Da hier das kanonische Ensemble verwendet wird, sind die Ergebnisse koniniement
denen in [185] und zeigen klar den Unterschied zwischen kanonischem und grof3kanonischem
Ensemble.

4.3.1 Permutationszykel im kanonischen Ensemble

In diesem Abschnitt sollen die erstmals von Feynman [65] in diesem Zusammenhang verwen-
deten Permutationszykel benutzt werden, um die thermodynamischen Eigenschaften eines idea-
len Bosegases in einem beliebigiamieren Potential zu berechnen. Wie schon zuvor wird das
kanonische Ensemble verwendet.

Betrachtet manV Teilchen imauReren Potentidl (x) (x € RP), so lautet der Hamiltonope-
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rator fur ein Teilchen widiblich

. p?
H = —+V(x). (4.38)

Mithilfe der EigenwerteF; und der Eigenfunktionehm kannH in der Form
H= ZEZ}@X@‘ (4.39)

geschrieben werden. Der gesamte Hamiltonoperdtoalie N Teilchen ist dann durch die
SummeHy = S | H(™ gegeben.

Zunachst wird es darum gehen, die Zustandsdi¢ht€3) mittels Permutationszykeln zu be-
rechnen, da aus ihr viele weitered®en bestimmt werderbknen. Die Darstellung folgt da-
bei [65, Kap. 2.8].

Fur ein Gas ausv Bosonen ist die Zustandssumme durch

Zn(B) = %ngj /dRp(R, PR, ), R=(x1,...,Xn) (4.40)
€Eon

gegeben (vgl. Gl. (4.7)), dabei is{R, PR, 3) = (R|e ##~|PR) ein Matrixelement des
Propagators zwischen dem Puiikiund dem permutierten PunkR = (rpy,... ,rpn).

Da der gesamte Hamiltonoperatd?,, in eine Summe der unabhgigen Einteilchen-
Hamiltonoperatoren zeifit, faktorisiert das Integral und man éth

N
Zn(B) = % Z /H dx,, po(Xn, Xpn, B), (4.41)

PeS, n=1

wobeipy(r;,rp;, 5) der zuH getdrende Propagator ist. Die Permutationémiken in so ge-
nannteZykelaufgebrochen werden, d.h. in Untermengen der Zahlgis N, die invariant sind
unter der Wirkung der Permutatiaf. Abb. 4.4 veranschaulicht dies am Beispiel der Permu-
tation P = (123456) — (245136) von N = 6 Teilchen. Die darin enthaltenen Zykel lauten
P = (124)(35)(6), d.h. P permutiert die Zahlerf124) in einem,3-Zykel*, das Paa(35) in
einem 2-Zykel und6) bildet einen 1-Zykel. Br eine beliebige Permutatiah ergeben sich so

2
O 3
b A
‘\ \¥%
2 o°
Abbildung 4.4: Zerlegung der Permutatiafl = (123456) — (245136) in Zykel.
Cy Zykel der Langeg, nafirlich mit der NebenbedingunEf]V:1 qCqy = N.

Das Produkt im Integranden in Gl.(4.41) kann nun so umgeordnet werden, dass alle Propaga-
toren py(x,,xp;) von Teilchen auf dem gleichen Zykel nebeneinander stehen. Da ein solcher
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g-Zykel unablangig von allen anderen ist, kann das Integita¢r die Positionen aller zu ihm
gelbrenden Teilchen ausgéfrt werden:

q
hq :/dek po(X1,X2)po(x2,%3) - - - po(Xg, X1). (4.42)

Hier kann man den Trick von Gl. (4.6) umkehren: Jede Integration in Gl. (4.42) bis ailibelie
x1 kann als ein eingeschobener Operater [ dx;, \xk><xk\ zwischen den Exponentialope-

ratorene %1 aufgefal3t und somit weggelassen werdeir./i; gilt somit
hq = Z1(98), (4.43)

d.h. h, ist gleich der Zustandssummarfein Teilchen bei der effektiven inversen Temperatur

qB.

Da h, fur alle g-Zykel gleich ist, kann ma (3) als Summdiber alle Kombinationen von
.Zykel-Besetzungent1, . .. , Cy mit der Nebenbedingun@fl\f:1 qCq = N schreiben

N
1 c
Zn(B) = 3 > M(Ch,....On) [] R (4.44)
Cl,.‘. 7CN; =
Zq 19Cq=N
Der Exponent’, von h, stammt dabei von de@, verschiedenen-Zykeln; M (C1,... ,Cy)
ist die Zahl der Permutationen ndit; 1-Zykeln,Cy 2-Zykeln usw. Diese Zahl ist durch
N!
M(Cyq,...,CN)= =————+ 4.45
( 1 5 N) Hq Cq!ch ( )
gegeben [65, siehe Gl. (2.154)], sodass man schlussendlich mit Gl. (8r43yt3) die Form
Z1(
- Y [T (4.46)
Cl, . ,CN, q q
25:1 qCq=N

erhalt.

Als eine erste Anwendung dieser Gleichung soll nun die Besetzungéza}mldes Einteil-
chenzustandqaﬁi> im Zykelformalismus berechnet werden. Umschreiben der Zustandssumme
mittels der Eigenzuande des Hamiltonoperatafs fiihrt zu

ZnB) =Y JJe " (4.47)
Ni,Na,...; i=0
S N;=N
Durch Ableiten nach E; erhalt man einen Ausdrucluf< > (vgl. z.B. [199)):
1 0Zn(B)
N;) = — : 4.48
Wi =" 7(0) osE, (4:49)
Unter Verwendung vow, (¢f) = ), e~9%E: und GI. (4.46) ergibt sich schlieRlich die Formel
N
e~ 4BE;
(Ni) = Z 7175 \1Ca) (4.49)

fur den Erwartungswert der Besetzung des Zust@m}s Zur Berechnung VOIQN1-> ist daher
die Kenntnis der Zykelbesetzur<g7q> — also der mittleren Anzahl voprZykeln — notwendig.
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Zykelbesetzungszahlen (Cj)

Die mittlere Anzahl von Zykeln deréangeqg (auch Zykelbesetzungszalﬁk)?q> ist in offensicht-
licher Weise durch

1 Z1 ’I“ﬁ
Cy) = g | | 4.50
< q> ZN(ﬁ) C1,...,Cn; =1 Cr ‘TCT q ( )
Zi\;erT:N

definiert; in dieser Form trittC, ) auch in Gl. (4.49) auf.
Um diesen Ausdruck auszurechnen, wird das Produkt in Gl. (4.50) in die Faktoren#nit
und den Faktor mit = ¢ aufgespalten. Da Summanden @ijt = 0 nicht beitragen, gilt dann

N
1 Z1(rB)¢ Z1(gB)% Z1(gPB)
C— . . (4.51)
gy X I AL sl A
ZivzerT:N

WegenC, > 0 kannC,, —1 durchC|, substituiert werden, die SumnieerC, lauft dann wieder
von C, = 0 bis co. Das bedeutet aber, dass eigentlichgifiykel weniger vorhanden ist, die
Nebenbedingungndert sich demgeafd zu) . rC, = N —q. Mit dieser Erkenntnis edit man
einem sciinen Ausdruckiir die Zykelbesetzungszahl:

. ZN—q(ﬁ) Zl(Qﬁ)
) =Zem q

Gl. (4.52) tihrt Ubrigens zusammen mit der Nebenbeding@quCq} = N direkt zur
Rekursionsrelation von Wilkens und Weiss [199]:

(4.52)

ZZN 10) 7. (45). (4.53)

Diese Relation wird sfter zur Berechnung der Zustandssumrgn ,(3) verwendet werden,
die in Gl. (4.52) eingehen.
Als eine weitere Anwendung von Gl. (4.52) kann nun die Besetzung der Einteilch&ndast
Gl. (4.49) mittels Zustandssummen ausgetit werden
;N
N;) = e PEizNn L (B). 4.54
(Vi) = 757 2= N-4(5) (4.54)

q=1

Dieser Ausdruck wurde auf ganz anderem Wege schidrefrgefunden [199].

4.3.2 Suprafluidit at in einer harmonischen Falle

In diesem Kapitel soll nun der suprafluide Antgil/ p eines Gases aus nichtwechselwirkenden
Bosonen in einer harmonischen Falle bestimmt werden. Dazu werden die im letzten Abschnitt
eingetihrten Permutationszykel verwendet.

Der suprafluide Anteil wirdiir eine rotationssymmetrische Anordnuisiger die lineare Ant-

wort auf infinitesimale Rotationen definiert, ganz analog zumdewichen Fall mit Transla-
tionssymmetrie [39, 123]. Der suprafluide Anteigt zwar mit seiner Dichteverteilung zum
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klassischen Tagheitsmoment.,..s des gesamten Gases bei, er reagiert allerdings nicht auf
Drehungen des gesamten Gases und hat damit keinen Anteil am korrekt durch quantenme-
chanischeJberlegungen bestimmten agheitsmomeni,,,. Definiert man den normalfluiden
Anteil als den Quotienten aus quantenmechanischem und klassiscBghmeifsmoment um

die Symmetrieachse{Achse)

n_ Igm
fn _ Zam (4.55)
P Iclass
so gilt fur den suprafluiden Anteil
Ps _q_Pn (4.56)
p p

I,m kanniber die lineare Antwort des Bosegases auf Rotationen berechnet werden [39], man
erhalt so die Beziehung

Igm = B ((L2) — (L.)?) (4.57)
oder
Igm = B{L2), (4.58)
da hier nur nicht-rotierende Gase betrachtet werden <rM> = 0. Das klassische

Tragheitsmoment wird wiéblich bestimmt:
N
Tass =m Y _{(23 +43)). (4.59)
j=1

Die Grol3en in den Gl. (4.58) und (4.59) sollen nun mithilfe der Permutationszykel aus dem vor-
herigen Kapitel berechnet werden. Dabei soll eine harmonische Falle mit Rotationsymmetrie
um diez-Achse betrachtet werden, die durch den Einteilchen-Hamiltonoperator

2

. p 1
H= o + 3™ (wf_(xQ +2) + wﬁzQ) (4.60)
beschrieben wird. Die zugéhgen Eigenfunktionen werden durch die drei Quantenzahlen
n.=0,1,2,... ,m, =0,%1,... ,n, =0,1,... klassifiziert mit den Eigenwerten
Fl}nr,mz,nz> = {th(2nT +[m.| + 1) + hw)(n. + 1/2)}‘nr, ms, nz>; (4.61)

sie sind gleichzeitig Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators ura-Aiehse

~

L

nT‘7mZ7nZ> = mzh’nrammnz>‘ (4.62)

Der gesamte Drehimpuls ist dann durch die Sunirber die Drehimpulsoperatoren allaf
Teilchen gegeben

N
L.=>Y 1", (4.63)
n=1



98 4 Quantenstatistik ultrakalter Bose-Gase mittels Pfadintegralen

Zuréchst soll(L2) berechnet werden. Statt der Integréileer Teilchenkoordinaten wie in

Gl. (4.40) wird hier eine Summatioiiber die Basiszuahde aus Gl. (4.61) zur Berechnung
des Erwartungswerts vob? verwendet{; = (n,.;, m., ;, n. ;) bezeichnet im Folgenden den
Zustand deg-ten Teilchens):

N A
Z Z Ty ,iN‘ Z Zgj)igk)efﬁHN}ipl,... ,ipN>. (4.64)
k=1

PeSN i1, 5iN

< Z ZNN'

Das Matrixelement in diesem Ausdrudskt sich wieder in ein Produkt aus Matrixelementen
fur einzelne Teilchen faktorisieren, diese sind entweder von der Royfe 7" |ip;) =

e i i, oder (i -\Zij)e*ﬁH(”}ipﬁ = hm, je M6, ., oder (i \l(j iDe “BHD Y =
(hmZ,]) ﬂEj 611 ip,

Wenn man nun in dl (4.64) die Sumriiber alle Permutationen als eine Suminher alle Zy-
kelbesetzungen (vgl. Gl. (4.46)) auadkt, so folgt aufgrund der Kroneckés-in den Faktoren,
dass alle Teilchen auf dem gleichgzykel den selben Zustand besitzefir Einen speziellen
g-Zykel gibt es wieder drei verschiedenedlylichkeiten: Wenn keiner der zu einem Teilchen

auf dem Zykel getirenden Drehimpulsoperatoréﬁ"\) in dem zum Zykel getirenden Produkt
vorliegt, dann liefert der Zykel den Beitrag

Y e P = 71(qB) (4.65)

%y

’L’Lp

zu Gl. (4.64) (vgl. Gl. (4.42)). Wenn nur ein Operatéft) auftaucht, verschwindet der Beitrag
des Zykels aus Symmetriggnden €, . n. = En, —m. n.):

> b e~ = 0. (4.66)

Als dritte Moglichkeit kbnnen auch zwei Drehimpulsoperatoren vorliegen, die auf zwei Teil-
chen deg-Zykels wirken. Dann lautet der Beitrag zu Gl. (4.64)

2h2€_qﬁmL

D (gt = G lad) en

Wie man sieht, figt also jedey-Zykel einen FaktotZ; (¢/3) bei; die Zykel, denen zwei Dreh-

. . . .. . 2,—qBhw
impulsoperatoren zugeordnet sind, liefernauaich noch den Fakto%fiﬁq‘;iwj)z. Nun muss
man noch akihlen, auf wieviele Arten die zwéi-Operatoren auf die Zykel verteilt werden
konnen: Bei einer gegebenen Anzah) von g-Zykeln gibt esqC, Teilchen, die auf diesen
Zykeln sitzen. Diese kann man mjtanderen Teilchen (auch mit ihnen selbst) paaren, sodass
esq>C, Wege gibt, die zwei Drehimpulsoperatoren auf gefykeln zu verteilen. Summation
Uber die Zykelangeq anstatiiber die Paarindizeg k ergibt

N
A 1 2h2e~ 9w L
q=1 r=1
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oder unter Verwendung von Gl. (4.45), (4.50) und (4.58)

N —qBhw
Iqm — 5<Lg> — 277,22 qﬁe q n

g=1

m@%- (4.69)

Auf diese Art kann also das agheitsmoment mithilfe der Zykelbesetzungszahlen aus
Gl. (4.52) berechnet werden.

In analoger Weisedlsst sich auch das klassisch@&gmeitsmoment bestimmen. Dabei tauchen
dann Terme der Form

> (il (a2 + yhem 1 i) =

]

ho14 e afhen
mw) 1 — e aPhwy

Z1(gP) (4.70)

auf, ganzahnlich wie in Gl. (4.67). Schlussendlich gibt es aughf,.s eine Form, in welche
die Zykelbesetzungszahlen eingehen:

N ] 4 emaBhes

h
Iclass = Z Z m<q0q> (471)

Gl. (4.69) und (4.71) stellen das wesentliche Ergebnis dieses Abschnitts dar, sie erlauben die
Berechnung des suprafluiden Anteils aus den Gl. (4.56), (4.55) allein unter Verwendung der
Zykelbesetzungszahlen aus Gl. (4.52).

Es gibtlibrigens noch einen ganz anderen Weg, um zu Gl. (4.69) zu gelangen: In [185] gibt
Stringari eine Formelifr das Thgheitsmoment in einer asymmetrischen Falle mit Frequenzen
wy # wy an, die aus allgemeinen algebraischen Betrachtungen resultiert:

Lo = {7~ (0] [+ o) 42207 - w2a2)]} . @72)

w2 — w2
Berechnet man nun wie weiter oben die Erwartungsm(ar?é bzw. <y2> So ergibt sich
N1 4 emaBhes

h
2\ _
() = 5N ; e (4Ca), (4.73)

also eine Verallgemeinerung von Gl. (4.71) auf asymmetrische Fallen. Durch Einsetzen in
Gl. (4.72) Bsst sich auchiir solche Fallen das quantenmechanisclégheitsmoment auf die
Zykelbesetzungszahlen zokfllhren. Wenn man den Limes, = w, = w, dieses Ausdrucks
genau analysiert, so erkennt man letztlich, dass eidhtieh mit Gl. (4.69)Yibereinstimmt.

4.3.3 Numerische Ergebnisse und Vergleich mit PIMC

Die Ergebnisse des letzten Kapitels sollen nun mit Resultaten, die mit anderen Methoden ge-
wonnen wurden, verglichen werden.

In Abb. 4.5 ist der superfluide Anteils als Funktion der Temperatunf = 25 bzw. N = 100
Teilchen in einer spdirisch symmetrischen Falle aufgetragen. Die auf Zykelrechnungen basie-
renden Daten wurden unter Verwendung der Gl. (4.56, 4.55, 4.69, 4.71) bere{@t@‘gﬁtwur-

de aus der Rekursionsrelation (4.58) flie ZustandssummeZiy () bestimmt. Zuerst sollen
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1.2 w w x x

ps/P

PP

Abbildung 4.5: Superfluide Dichteidr (a) N = 25 bzw. (b) N = 100 Teilchen in einer spdrisch
symmetrischen harmonischen Falle als Funktion der Temper&gust(die kritische Temperatuitif
Bose-Einstein-Kondensation). Die Resultate aus den Zykelrechnungen sind mit der durchgezogenen Li-
nie gekennzeichnet; die kurz gestrichelte Kurve basiert auf Stringaris Rechnungen im grol3kanonischen
Ensemble [185]. Die lang gestrichelte Kurve wurde mit einem modifizierten Zviisisigkeiten-Modell
berechnet (Gl. (4.77)). Die Datenpunkte mit Fehlerbalken stammen aus einer PIMC-Simulation (vgl.
Gl. (4.78)).



4.3 Permutationszykel und Suprafluiditat beim idealen Bosegas 101

die Zykelresultate mit den Ergebnissen von Stringari [185] verglichen werden, der basierend
auf Betrachtungen im grol3kanonischen Ensemble eine Foime) fp angegeben hat.

Der Unterschied zwischen den kanonischen (Zykel) und grof3kanonischen Werten ist sowohl
fur 25 als auch fir 100 Teilchen deutlich zu sehen. Man erkennt aber schon aus diesen beiden
Beispielen, dass die Differenz zwischen den Ergebnissen im Likhes oo verschwinden

wird.

Zum Vergleich kann der suprafluide Anteil auch im Rahmen des in Kapitel 4.2.3 diskutierten
Zwei-Flussigkeiten-Modell berechnet werden. Nimmt man also an, dass der suprafluide Anteil
des Bosegases mit dem Bose-Einstein-Kondensat identisch ist, spdartrerechnet werden,
wenn die AnzahKN0> der Kondensatatome bekannt ist. Dieseaéirman z.B. mit Gl. (4.49)

aus den Zykelbesetzungen:

(No) = ﬁ: (1- e‘qﬂw)z (1= 7o) (aCy)- (4.74)

Zur Berechnung vopg/p werden auRerdem dasafgheitsmomeni, des Kondensats und das
Tragheitsmoment,x des nicht-kondensierten Gasanteils dt@yt. Alle Kondensatatome hal-
ten sich im Fallengrundzustand auf, desseigheitsmomentiisst sich leicht aus der Dichte
ausrechnen und bétgt 7w | . Somit gilt fur 1,

I = (No) - (4.75)

Wl
Ik kann unter der Annahme, dass sich die nicht-kondensierten Atome wie ein klassisches

Boltzmann-Gas verhalten, bestimmt werden. D@gheitsmomentir ein Teilchen lautet dann
2/(Bw? ), damit gilt

2 2T
5 = Nok—
puwi w

Mit Npk = N — (No).
Da das Kondensat bei Drehungen in Ruhe bleiBgttes nur zum klassischen, nicht aber zum
quantenmechanischenabheitsmoment bei. Daher ergibt siéh ps/p

Ps 1— Ine _ 1
- - N—(No) 2kT *
P Iy + Iy 1+<TO>OHLU—J_

(4.77)

Abb. 4.5 zeigt, dass diese Funktion (lang gestrichelt) sehr gut zu den exakten Resultaten aus
dem kanonischen Ensemble passt; die Unterschiede basieren vor allem auf dem Unterschied
zwischen dem wahren nicht-kondensierten Anteil und dessen quasi-klassisdteuhy als
Boltzmann-Gas.

Ein weitere Mdglichkeit, den suprafluiden Anteil zu bestimmen, basiert auf der Verwendung
eines Pfadintegral-Monte-Carlo-Verfahrens (vgl. Kapitel 4.2). Dieser Zugang ist auf ideale und
wechselwirkende Bosegase gleichermal3en anwendbar und soll hier Eutzdnverden.

Zur Berechnung des suprafluiden Anteils mittels einer PIMC-Simulation gibt es mehrere Me-
thoden [39]. kr die in dieser Arbeit untersuchten harmonischen Fallen, die im Gegensatz zu
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den in der Vielteilchen-Theorie normalerweise untersuchten Modellen keine Translationssym-
metrie besitzen, ist die so genanpfgea Formula“ [39,178] am geeignetsten, da sie explizit
fur endliche System eingéfirt wurde.ps/p wird mittels

Ps _ 4_’m2 <A§>

p 2B (L)

(4.78)

berechnet. Dabei ist
m N
L=—7 > > (ex®ze(t+1) + yu(Oun(t + 1) (4.79)

eine PIMC-Observabldif das klassische &agheitsmomentiir Drehungen um die-Achse,m
bezeichnet die Teilchenmasse.(t) undy, (t) stehen iir die z- und y-Koordinaten des-ten
Teilchens auf der Zeitscheibeler PIMC-SimulatioR; es gibt insgesamt/ solcher Zeitschei-
ben.I, konvergiert fir M — oo gegenl s, Wie man diesiiir eine PIMC-Observable erwartet.
Der Ausdruck

M-1
A, =

N =

N
D (@r®ur(t+ 1) — y(t)zx(t +1)) (4.80)
=0 k=1

entspricht der auf die-y-Ebene projezierten &the, die ein Teilchen entlang seip@feltlinie®

vont = 0 bist = M —1 umfahrt. Man er@lt GI. (4.78), wenn man die auf den Gl. (4.56)—(4.59)
basierende Definition des suprafluiden Anteils in die Sprache der Pfadintabeaketzt [39].

Die Datenpunkte in Abb. 4.5 wurden durch eine PIMC-Simulation mit den in Kap. 4.2 be-
schriebenen Methoden gewonnen. Dazu wurden Erwartungswerfe uod A2 berechnet, der
statistische Fehler des suprafluiden Anteils in GI. (4.78) musste dabei mithilfe des Jackknife-
Verfahrens ermittelt werden, @da/p eine Funktion zweier Erwartungswerte ist, deren statisti-
sche Korrelation nicht bekannt ist.

Wie aus der Abbildung zu ersehen ist, stehen alle drei verwendeten Methoden in guter
Ubereinstimmung miteinanderiiFdie Zykel- und PIMC-Resultate muss dies sogar so sein,
da beide Methoden potentiell exakte Ergebnidsedas kanonische Ensemble liefern. Die
Ubereinstimmung des Zwei-#$sigkeiten-Modells mit diesen exakten Daten zeigt, dass die
modellhafte Vorstellung eines aus einer suprafluiden und einer normalfluiden Phase zusam-
mengesetzten Bosegases sehr gut mit der Redkiereinstimmt.

4.4 Neuere Enwicklungen

Die suprafluiden Eigenschaften von ultrakalten Bosegasen werden zur Zeit von vielen Gruppen
theoretisch und experimentell untersucht. Die in diesem Kapitel erzielten Ergebnisse stellen
einen weiteren Ansatz dar, diese Eigenschaften nicht nur in idealen, sondern auch in wechsel-
wirkenden Bosegasen theoretisch zu untersuchen. So wird z.B. die Richtigkeit der Berechnung
der Kondensatbesetzung mit PIMC-Simulationen bei wechselwirkenden Gasen, die auf der
Analyse der Permutationszykel basiert, noch diskutiert [118, 143]. In [151] wurde im Rahmen

einer Simulation des Verhaltens von magnetischen Vortizes in zweidimensionalen Supraleitern,

3vgl. mit x4, 4(t) in Gl. (4.32);z4,,1(t) entspricht hiets, (t), 1,2 entsprichtyy (t).
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die sich isomorph auf die Weltlinien einer PIMC-Simulation mit zwei Raumdimensionen abbil-
den lassen, festgestellt, dass die Supraf@tigitoportional zur Anzahl der-Zykel mit g > 1

ist. Die Beziehung zwischen den beidendGen konnte bisher nicht theoretisch gaklwer-

den, die Zykel-Rechnungen der vorangegangenen Abschiitietén sich auf dieses Problem
Ubertragen lassen.

Schlussendlich ist es riatich von groliem Interesse, den suprafluiden Anteil in einem wech-
selwirkenden Bosegas mittels PIMC-Methoden zu berechnen. Erste Schritte in diese Richtung
wurden in [86] fir ein zweidimensionales Gas in einer harmonischen Falle gemacht. Die-
ses System ist interessant, weil in homogenen, zweidimensionalen Gasen gerade keine Bose-
Einstein-Kondensation auftritt, sondern der in Kapitel 1.4.1 diskutierte Kosterlitz-Thouless-
Phaseiibergang vorliegt, bei dem der suprafluide Anteil unterhalb der kritischen Tempera-
tur sprunghaft ansteigt. Wie sich die Eigenschaften eines realen Bosesgases in einer quasi-
zweidimensionalen Fallandern und ob auch in einer harmonischen Falle einl&gang

auftritt, wurde z.B. in [159] untersucht un@knte mit PIMC-Simulationen sehr genau analy-

siert werden.



Ausblick

In den fUnf Jahren seit der erstmaligen Realisierung eines Bose-Einstein-Kondensats in
schwach wechselwirkenden atomaren Gasen wurde eine Vielzahl von Fragestellungen, die auf
alteren theoretischen Arbeiten basieren, neu untersucht und sowohl theoretisch als auch ex-
perimentell gekdrt. Aus diesen Studien ist eine weiterentwickelte Theorie der inhomogenen
ultrakalten Bosegase erwachsen, die an vielen Stellen mit den experimentellen Daten in hervor-
ragendetUbereinstimmung steht. Lediglicliif Temperaturen knapp unterhalb der kritischen
Temperatur, also bei kleinem Kondensatanteil, gibt es noch keine befriedigende theoretische
Beschreibung der thermodynamischen Eigenschaften. Des Weiteren wurde die Dynamik des
Kondensationsvorgangs selbst bisher nur wenig untersucht. Weder gibt es eingehende experi-
mentelle Studieriiber die Entstehung von Kahenz in Bosegasen, noch konnte ein geschlos-
senes theoretisches Modalrfdiesen Prozess entwickelt werden. Die mit der Realisierung von
Atomlasern zur Vefigung stehenden karenten Materiewellen éifnen hier fir die nahe Zu-

kunft eine Maglichkeit, diesen Fragenkomplex experimentell mittels Interferenzexperimenten
Zu untersuchen.

Weitere grundatzliche Problemstellungen, die bei atomaren Bosegasen erst seit kurzem
untersucht werden, betreffen den weiten Bereich suprafluider Effekte mit einier von
Phanomenen, die beimifsigen Helium sehr eingehend studiert wurden. So gelang es erst
1999, quantisierte Vortizes in Rubidium-Kondensaten zu erzeugen und deren Drehimpuls zu
bestimmen. Das Studium der Rotationseigenschaften und der Suprafluidkondensierten
Bosegasen ist ein noch junges Feld, die Ergebnisse aus Kapitel 4 sind ein kleiner Beitrag zu
diesem schnell wachsenden Gebiet.

Aus Sicht der Quantenoptik stellen die sich abzeichnendéglighkeiten fir die kotarente
Atomoptik den wohl interessantesten Aspekt der Bose-Einstein-Kondensation atomarer Bo-
segase dar. Kérente Atomstrahlen aus Atomlasern haben das Potenzial, die Genauigkeit
von Atominterferometern und Atomuhren zu verbessern. Da die de Broglie-Végltg von
Atomen in solchen Materiewellen sehr klein sind und gut kontrolliert werdiamé&n, soll-

te es nibglich sein, mit atomlithographischen Methoden Strukturen im Nanometerbereich zu
erzeugen. &r solche Experimente iissen allerdings nicht nur Atomlaser mitb@eren ato-
maren Flussérken entwickelt werden, es ist auch notwendig,&ehnt arbeitende atomopti-

sche Elemente wie Spiegel oder Strahlteiler zu realisieren, um die Atomstrahlen manipulie-
ren zu ldnnen. In dieser Richtung gibt es erste vielversprechendéataasWurde,friher*
koharentes Laserlicht mit Materie manipuliert, so geht man jetzt den umgekehrten Weg und
manipuliert kokirente Materiewellen mit elektromagnetischen Feldern; ein Beispielihistf

die Verstrrkung einer Materiewelle mithilfe eines stimulierten Raiitzergangs.

In die gleiche Richtung weisen auch die ganz neuen Experimente zur kontrollierten Erzeugung
von Molekillen aus Bose-Einstein-Kondensaten. Bisher hat man zwar nur geringe Mengen von
Dimeren bilden Bnnen, es sollte jedoch auctbglich sein, ganze Bose-Einstein-Kondensate
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aus MolekKilen zu realisieren. Dannawen sogayMolekullaser* denkbar, als Analogon zu den
schon existierenden Atomlasern. Es gibtidaar hinaus bereits erste Arige,quantum control
Methoden, die im Grenzbereich zwischen Physik und Chemie zur Kontrolle von Reaktionen mit
Lasern entwickelt wurden, auch bei der Manipulation ultrakalter Mdkekinzusetzen.
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