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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit setzt sich aus zwei Teilen zusammen. Im ersten Teil wird
exemplarisch dargelegt, wie man ¢-deformierte Superrdume konstruiert und dar-
auf eine g-deformierte Superanalysis entwickeln kann. Dazu wird erst die Struktur
des Superraumes an sich betrachtet, d.h. es werden die algebraischen Relationen
zwischen den bosonischen und fermionischen Versionen fiir Koordinaten, Ableitun-
gen und Differentiale angegeben. Danach werden die wichtigsten Elemente einer
Superanalysis axiomatisch eingefiihrt und explizit berechnet, namentlich der Diffe-
rentialkalkiil, Integrale, Exponentiale, Translationen sowie die nur fiir deformierte
Riume notwendigen Zopfprodukte.

Im zweiten Teil wird gezeigt, dass es moglich ist, die g-deformierten Symmetrieal-
gebren von besonderem physikalischem Interesse, das sind die U, (su(2)), U,(so(4))
und die ¢g-deformierte Lorentzalgebra, in weitgehender Analogie zum Undeformier-
ten zu behandeln. Dazu wird der Begriff des g-Kommutators und der ¢-Liealgebra
eingefithrt. Auf diese Weise tritt die zum Undeformierten analoge Struktur der
Quantenalgebren deutlich hervor, was bei der Konstruktion deformierter Quan-
tenfeldtheorien hilfreich ist. Ergdnzend werden noch die Casimiroperatoren ange-
geben und fiir verschiedene Darstellungen spezifiziert.
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Kapitel 1

Einleitung

Seit Menschengedenken gab es Versuche, die uns umgebende Natur mit all ihren
Phé&nomenen zu erfassen, im besten Falle sogar zu verstehen. Verstehen heisst hier,
dass man Erklarungsmuster fiir Naturphdnomene angibt, die einem erlauben, auch
Vorhersagen iiber zukiinftige Ereignisse zu treffen. Beispiel hierfiir ist etwa die Vor-
hersage einer Sonnenfinsternis oder, etwas moderner, was ereignet sich, wenn man
in einem Teilchenbeschleuniger Elektronen kollidieren ldsst.

Die Wissenschaft der Physik hat sich diesem Ziel verschrieben und beschéftigt
sich, nach der aufgrund der wachsenden Komplexitéit notwendig gewordenen Ab-
spaltung eigener Zweige (Biologie, Geologie, Astronomie...), mit der Suche nach
den fundamentalen Gesetzen der Natur. Mit fundamental ist gemeint, dass sich im
Prinzip alle Phinomene durch diese Gesetze beschreiben lassen. Dieser Erkennt-
nisprozess ist heutzutage sehr weit fortgeschritten. In der theoretischen Forschung
ist es inzwischen unabdingbar, sich Gedanken iiber die Struktur von Raum und
Zeit an sich zu machen. Es zeigt sich ndmlich, dass man mit der bisherigen naiven
Annahme eines Raum-Zeit-Kontinuums, wie sie ja auch der Alltagsvorstellung ent-
spricht, ernsthafte Probleme bekommt. So ist es z.B. nicht mehr moglich, einen zur
oben erwidhnten Kollision von Elektronen analogen Prozess im Falle der Quanten-
teilchen der Schwerkraft, den sogenannten Gravitonen, zu berechnen; die Resultate
sind physikalisch widersinnig. Da nun, wie wir seit Einstein wissen, die Gravita-
tion aber Manifestation der Dynamik von Raum und Zeit ist, ist dies als ernster
Hinweis auf etwaige Méngel des althergebrachten Raum-Zeit-Konzepts zu werten,
eine konsistente Quantentheorie der Gravitation steht noch aus. Ein Grund fiir
die sinnlosen Resultate konnte sein, dass die Begriffe der Kontinuumsmathematik
so wie sie in der Physik verwendet werden, bei sehr kleinen Abstéinden versagen,
bzw. mit ,unsauberen® mathematischen Konzepten wie der Dirac’schen Deltadis-



tribution und deren Quadrat gearbeitet werden muss. Eine Theorie, welche diese
Schwierigkeiten iiberwindet, wére hier sicher hilfreich.

Eine mogliche Losung bietet die Idee der nichtkommutativen Rdume. Die Beschrei-
bung physikalischer Prozesse basiert dann auf Koordinaten, die nicht wie iiblich
reelle Zahlen sind, sondern Elemente einer abstrakten Algebra, welche unter der
Operation der Multiplikation nicht mehr beliebig vetauschbar sind. Ein dhnliches
Vorgehen ist in der Physik wohlbekannt: Die konsistente Beschreibung von Er-
scheinungen im mikroskopischen Bereich durch die Quantenmechanik machte die
Ersetzung des klassischen Phasenraums durch die nichtkommutative Heisenber-
galgebra notwendig. Damit war es z.B. moglich, die Ultraviolettkatastrophe bei
der Schwarzkorperstrahlung zu vermeiden. Die Anwendung dieser Methode auf
die Raumzeit selbst konnte helfen, zu einer funktionierenden Quantisierung der
Gravitation zu kommen. Als Konsequenz hiervon erhilt man dann kein Konti-
nuum, sondern eine Art Gitter von Raumzeitpunkten [1, 2, 3, 4] . Dies ist der
erste von zwei entscheidenden Vorteilen einer nichtkommutativen Theorie. Durch
die Gitterstruktur ergébe sich in der Raum-Zeit eine kleinste Lange und die oben
angesprochenen Probleme liessen sich damit vielleicht umgehen. [13]

Damit ergibt sich aber sofort ein weiteres Problem: Derartige Rdume sind nicht mit
den bekannten Symmetrien vertraglich. Symmetrie meint hier die Invarianz eines
physikalischen Systems, und damit auch die Invarianz der das System beschrei-
benden Gleichungen unter Symmetrietransformationen. Diese konnen z.B. Koor-
dinatentransformationen darstellen (Raum-Zeit-Symmetrien wie z.B. Drehungen)
oder innere Symmetrien, wie etwa die in der Teilchenphysik auftretende Eichin-
varianz der Lagrangefunktion. Das Theorem von Noether stellt einen wichtigen
Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungssédtzen her. Die Bedeutung
der Erhaltungssétze liegt darin, dass sie zu einer oft erheblichen Vereinfachung der
zu losenden Gleichungen fiihren.

Die mathematische Behandlung von Symmetrien erfolgt durch Liegruppen, die auf
kommutativen, kontinuierlichen Rdumen als Transformationsgruppen operieren.
Wichtige Beispiele sind die Drehgruppe SO(3), die auf dem Euklidischen Raum
operiert, sowie die Lorentzgruppe SL(2,C). Diese Gruppen spiegeln durch ihre
Operation auf physikalisch relevanten Rdumen die Symmetrie wieder, indem sich
ein System oder dessen beschreibende Gleichung unter Anwendung der Gruppen-
transformation nicht verdndert.

Betrachtet man aber nun z.B. ein quadratisches Gitter, ist klar, dass es etwa die
Rotationsinvarianz im Allgemeinen nicht respektiert, nur bei bestimmten Drehun-
gen, wie z.B. um 90 Grad geht es in sich selbst iiber. Ebensowenig respektieren die



nichtkommutativen Rdume diese Symmetrien.
Eine natiirliche Verallgemeinerung des Symmetriekonzepts, die mit den nichtkom-
mutativen Rdumen zusammenpasst, liefert die Theorie der Quantengruppen. Diese
bilden eine Erweiterung des Begriffs der Liegruppen und sind mathematisch als de-
formierte Hopfalgebren zu verstehen. Die Quantengruppen iibernehmen dann die
Rolle der Symmetriegruppen und die nichtkommutativen Rdume, mathematisch
jetzt Komoduln der zugehoérigen Quantengruppe, die Rolle der Darstellungsraume,
auf denen die Quantengruppen operieren. Hier tritt der zweite Vorteil der nicht-
kommutativen Theorie zutage: Die gesamte Physik der Rdume und Symmetrie-
gruppen folgt einem wohldefiniertem mathematischen Axiomensystem. Somit er-
gibt sich ein tragfihiges, weil mathematisch und axiomatisch sauber fundiertes
Konzept, welches weitreichende Verallgemeinerungen der bestehenden physikali-
schen Theorien erlauben sollte. Entscheidend dabei ist, dass die Verallgemeine-
rung eine echte Erweiterung des Bestehenden ist, die keine neuen , mysteritsen”
Elemente in die Theorie einfiihrt, welche zwar zu kurzfristigen Erfolgen beitra-
gen mogen, aber doch letztendlich versagen. Alle bisher bekannten physikalischen
Tatsachen bleiben unangetastet, einzig die Mathematik wird auf eine neue und so-
lidere Grundlage gestellt. Solider deshalb, weil sich aufgrund der rechnerischen
Beherrschbarkeit der Raumzeit bei kleinen Abstdnden auch Singularititen der
jetzigen physikalischen Theorien mathematisch korrekt behandeln lassen sollten.
Selbstverstindlich ist dies eine Behauptung, die erst noch vollstandig verifiziert
werden muss. Einen kleinen Beitrag hierzu mochte die vorliegende Arbeit leisten.
Die Idee diskrete Raumstrukturen einzufiihren hat eine lange Tradition. Einer
der ersten, der mit diesem Gedanken spielte, war etwa Heisenberg [13]; der erste
Versuch einer mathematischen Realisierung stammt von Snyder [14].
So ist es auch eines der Hauptanliegen dieser Arbeit zu zeigen, dass aus der un-
deformierten Physik bekannte Konzepte in die ¢-deformierte Physik iibertragen
werden konnen. Dabei beschrinken wir uns auf zwei Aspekte: Die Superanalysis
und g-deformierte Liealgebren. Die Analysis ist als Grundlage jedweder physikali-
schen Theorie unverzichtbar; ihre Reformulierung in einem deformierten Rahmen
wurde fiir bosonische Koordinatenvariablen in [16, 17, 18, 19] untersucht. Hier
behandeln wir analog den Fall von Grassmannvariablen, welche z.B. bei der Be-
handlung von Dirac-Feldern oder in der Supersymmetrie vonnéten sind.
Die Umformulierung der bekannten Symmetrie-Quantenalgebren in einen Rahmen,
der den aus der klassischen Physik bekannten nachempfindet, stirkt einerseits das
Vertrauen in das Funktionieren der neuen Sprache und ist andererseits spéter hilf-
reich, Begriffe wie Masse und Spin von Elementarteilchen auf Quantenrdumen mit
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Bedeutung zu belegen.

Im verbleibenden Teil der Einleitung wollen wir noch einige Erlduterungen zu
Quantenrdumen angeben. Die dieser Arbeit zugrunde liegende mathematische Struk-
tur setzt sich aus zwei Bestandteilen zusammen: Einer deformierten Symmetrie-
gruppe, der Quantengruppe, und einem Darstellungsraum, dem Quantenraum.
Wie oben schon angedeutet sind Quantengruppen Hopfalgebren, d.h. Algebren mit
den zusétzlichen Abbildungen Koprodukt A, Antipode S und Koeins €. Einfiihrun-
gen in die Mathematik der Hopfalgebren finden sich z.B. in [5, 6, 8], weshalb hier
nicht niher darauf eingegangen werden soll. Wir geben aber in Anhang A alle
notigen Relationen der verwendeten Quantengruppen an.

Quantenrdume sind mathematisch betrachtet Komoduln zu Quantengruppen. Der
fiir unsere Betrachtungen relevante Aspekt ist, dass sie als Riume mit nichtkom-
mutativen Koordinaten aufgefasst werden kénnen, d.h. fiir die Raumkoordinaten
X gilt

[X*, X7] #0. (1.1)

In Anhang B stellen wir die in dieser Arbeit verwendeten Rdume zusammen mit ih-
ren Koordinatenrelationen genauer vor. Desweiteren lassen sich auf Quantenrdum-
en Differentialkalkiile definieren [10, 11, 12]. Ein nichtkommutativer Differential-
kalkiil ist eine Verallgemeinerung der klassischen Beziehung zwischen Ableitungen
und Koordinaten. Ein entscheidender Unterschied ist, dass im Nichtkommutati-
ven zwei nichtéquivalente, kovariante Kalkiile existieren. Einmal benutzt man die
sogenannte R-Matrix, fiir den zweiten Kalkiil deren Inverse R~

OXI = ¢+ k(R )IuX", keR,
X = g7+ kY (R)YuX* (1.2)

Dabei bezeichnet ¢¥ die Metrik des entsprechenden Quantenraums. Die den R#um-
en zugeordneten Differentialkalkiile besprechen wir ausfiihrlich in Anhang C. Wie
man an den beiden Formeln in (1.2) erkennen kann, bestimmt die R-Matrix zusam-
men mit ihrer Inversen, wie Objekte aus unterschiedlichen Algebren miteinander
vertauschen. Von dieser zentralen Erkenntnis werden wir in der Arbeit vielfdltigen
Gebrauch machen.

Dies sind die wesentlichen Bestandteile um eine Analysis auf dem bosonischen
Sektor zu definieren [15, 16, 17, 18, 19]. V¢llig analog kann man fiir den antisym-
metrischen bzw. fermionischen Sektor vorgehen und gelangt zu einer Superanalysis.
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Darauf beruhen die Resultate dieser Arbeit.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass die vorgestellten Betrachtungen sich auch
den sehr abstrakten Uberlegungen der Kategorientheorie unterordnen lassen, da
die Gesamtheit aller Quanterdume einer vorgelegten Quantengruppensymmetrie
eine sogenannte verzopfte Tensorkategorie bildet. Da wir jedoch aus physikalischer
Sicht einen gesteigerten Wert auf Berechenbarkeit legen, werden wir die zugrun-
deliegende Axiomatik nicht weiter ausfithren. Der interessierte Leser sei zu diesem
Zweck auf die Darstellungen in [6, 8, 9] verwiesen.

Abschliessend sei bemerkt, dass wir A als Abkiirzung fiir g—¢ ! und A\, fiir g+¢ !
verwenden.



Kapitel 2

Superanalysis auf Quantenriumen

In diesem Kapitel werden wir alle fiir die Superanalysis nétigen Konzepte am
einfachsten Quantenraumbeispiel, der 2-dimensionalen Maninebene, ausfiihrlich
erlautern, um danach die Resultate der héherdimensionalen Rdume zu prisen-
tieren. Dabei gehen wir wie im Folgenden beschrieben vor. Zuerst werden die Ver-
tauschungsrelationen der g-Grassmannvariablen angegeben, um dann mittels der-
selben den Begriff der Superzahl zu definieren. Als zweiten Schritt berechnen wir
die Wirkungen der Symmetrieoperatoren und der Ableitungen auf g-deformierte
Superzahlen. Desweiteren bestimmen wir die Hopfstruktur sdmtlicher Quanten-
raumelemente, insbesondere jene der Koordinaten, Ableitungen und Differentiale.
Die Hopfstruktur ist essentieller Bestandteil zur vollstindigen Beherrschung der
Struktur der Quantensuperrdume, da mit ihrer Hilfe alle Vertauschungsrelationen
komplett angebbar sind.

Als Umkehrung der fermionischen Ableitungen fiihren wir Superintegrale ein und
zeigen, dass sie die wichtigsten an Integrale zu stellenden Eigenschaften erfiillen.
Daran schliessen wir die Berechnung von Exponentialen und Translationen auf an-
tisymmetrisierten Quantenrdumen an. Jedoch fehlt noch ein fiir die Superanalysis
auf Quantenrdumen spezifisches Element. Wihrend es im Kommutativen erlaubt
ist, Funktionen aus unterschiedlichen Algebren einfach aneinander vorbeizutau-
schen, miissen wir beim Produkt von Funktionen nichtkommutierender Variabler
die Verzopfung zwischen den Tensorfaktoren beriicksichtigen. Dies fiihrt auf die
weiter unten erklarten Zopfprodukte zwischen Superzahlen.

12



2.1. 2-DIMENSIONALE QUANTENEBENE 13

2.1 2-Dimensionale Quantenebene

Die Maninebene selbst ist (in ihrer symmetrischen bzw. bosonischen Version) de-
finiert iiber die folgende Relation zwischen den Koordinaten [25]:

X'X? = ¢X?X", (2.1)

Eine genauere Erlauterung der Quantenebenen haben wir in Anhang A verlegt.
Um Superrdume behandeln zu kénnen, benétigen wir die antisymmetrische Version
der Maninebene, sie lautet

(0" = (6*)* =0, (2.2)

092 = —q 6%,
wobei die # die antisymmetrischen Koordinaten sind. Zur Herleitung dieser Rela-
tionen benutzt man den symmetrischen Projektor (siche Anhang A). Man beachte,
dass sich im klassischen Limes, d.h. ¢ — 1, die bekannten Relationen fiir die Grass-
mannkoordinaten ergeben.
Mit Hilfe dieser Relationen kénnen wir Superzahlen im zweidimensionalen Quan-
tenraum definieren. Analog zum undeformierten Fall stellen wir eine Superzahl
durch?

F(01,6%) = '+ F10" + fo07 + f1206? (2.3)

dar, wobei die f’s beliebige komplexe Zahlen sind. Desweiteren lisst sich das Pro-
dukt zweier Superzahlen bilden, es lautet ausgeschrieben

(- 9)(6',67) (2.4)
= (f-9) +(f-9n0" + (f-9)20” + (f - 9)120"6",
wobei
(f-9 = fd, (2.5)
(f-9i = fig+fg i=12,
(f-9)12 = fige—afogi + flg12 + fr2g'.

Fiir die folgende Betrachtung der vollstindigen Struktur der Quantensuperridume
bezeichnen wir ganz allgemein Generatoren von Quantenrdumen mit dem Buch-
staben h', welcher stellvertretend fiir eines der folgenden Objekte steht:

Im folgenden verwenden wir die Konvention, dass die Normalordnung, auf welche sich die
Darstellung der Superzahl bezieht, stets durch die Reihenfolge gegeben ist, in der die Koordinaten
im Funktionssymbol angeordnet sind (siehe auch Anhang D).
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a) die bosonische Koordinate X?,
b) die fermionische Koordinate 6,
c¢) die Koordinatendifferentiale ' = dX* und 7' = df".

Dies erweist sich als geschickte Strategie, da viele Strukturen allgemein angegeben
werden konnen und nur bestimmte Operatoren fiir die unterschiedlichen Koordi-
natentypen einzeln spezifiziert werden miissen.

Unter der Symmetriealgebra U,(su(2)), (sieche Anhang A), transformieren sich
die Koordinaten wie Spinoren [25], d.h.

TYh' = qh'Tt 4+ ¢ 'h?, (2.6)
TTh? = ¢ 'hTT,
T-h' = qh'T", (2.7)
T h* = q 'R*T +qh',
Th! = ¢*h'r, (2.8)
Th? = ¢ *h’r.
Kovariante Spinoren definieren wir mit der Spinormetrik [38]:
hi = €ijhj, hZ = €ijhj. (29)

Konjugation fithren wir in der folgenden Weise ein [25]:

—

i — —Sijﬁj, (210)

i L
= —Ezjhj.

Nl

I~

1

Die kovarianten Spinoren h; erfiillen mit den Operatoren von (2.6- 2.8) abweichende
Relationen, nédmlich

Trhy = ¢ 'hTT, (2.11)
T+h2 = qh2T+—h1,

T hy = ¢ *hT™ — hy, (2.12)
T_hQ = thT_a
thi = q 2T, (2.13)

Thy = ¢*hort.
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Die Transformationen der konjugierten Spinoren A’ und h; sind jedoch dieselben
wie fiir A* und h;. Nun sind wir in der Lage Operatordarstellungen zu berechnen,
indem wir die Operatoren auf eine Basis aus normalgeordneten Monomen wirken
lassen. Um dies zu erreichen, tauschen wir die Operatoren gemifi G1.(2.6-2.8) nach
rechts durch und wenden dann die Koeins an. Fiir die Darstellungen auf den Super-
zahlen finden wir dann wegen der Nilpotenz der antisymmetrischen Koordinaten
ziemlich einfache Ausdriicke. Explizit lauten diese:

Tt > f(0%,6%) = q 'fi10% (2.14)
T~ o f(0',6%) = qfsb',
o f(0,60%) = F(g0",q7%0?).
Leitet man nun die Rechtsdarstellungen her, indem man die Operatoren nach links

durchtauscht, so stellt man fest, dass sich diese aus einfachen Transformationsre-
geln, wie sie auch im bosonischen Fall gelten [15], herleiten lassen:

F(01,00) aT* &5 —gBT% 5 (01, 67), (2.15)
FOL,02) ar 5 1o f(0Y,62).

Hierbei ist zu beachten, dass fiir das Symbol VAL gilt

o' &5 02, 02 25 1) 0'g% 125 92, (2.16)
fre f finZ, i1=1,2,  fi2 < fro.

Um die Darstellungen der Ableitungsoperatoren zu berechnen, benétigen wir
die Vertauschungsrelationen derselben mit den Koordinaten. Diese wurden in An-
hang C hergeleitet. Wir geben sie der Vollsténdigkeit halber noch einmal an, und
zwar in den folgenden Versionen:

007 = €7 — (R7')76%0), (2.17)
0'0) = —q e — (R)7.,050,
o7 = ¢ le¥ — (R)Y 05, (2.18)
0'0; = — (R™)"u040".

Schreibt man nun die Relationen (C.18) aus, ergibt sich

000 = —q'0'0;, (2.19)
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807 = —q 2 — 60},

20 = q2 —0'92 + \0°0}, (2.20)
20° = —q10%32,

0'0; = —q0,0" (2.21)

0'02 = q 3% — 920" — \0,0*

0°0; = —q Y% —0,6? (2.22)
0’0, = —q0,6°.
Fiir die weiteren Uberlegungen fithren wir die Gréssen é; = —¢*9" und ég, =

q0} ein. Mit ihrer Hilfe ergeben sich dann die entsprechenden Relationen fiir den
konjugierten Kalkiil leicht mittels der Substitutionen

e~ =0y, 0 =0, ¢—q (2.23)

wobei ¢’ = 3 — 4. Die Darstellungen der Ableitungen auf Funktionen berechnet sich
damit leicht zu

B3> f(6%,0Y) = —q 7 f, —q7 [, (2.24)
%> f0°,0) = a2 fi—q 7 0"
Bestimmt man analog die Rechtsdarstellungen sowie die jeweilige konjugierte Ver-
sion, so stellt man fest, dass diese den Ubergangsregeln

i— i

5 f(0',6%) ‘SN —8h > f(6%6Y), (2.25)

i 4

f(6%,0M)28) ‘S —f(6",6%) <),

und
F01,0%) a0 &5 —al 5 £(6",07), (2.26)
F(0%0Y 38, 5% 80 b f(6%,0Y),

geniigen. Das Symbol ‘24" beschreibt nun Substitutionen gegeben durch
o — 6', 09> =620, q—q ', (2.27)
o= f, hi—=fa fo—fi, fiu— fa
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Um einen Quantensuperraum vollstindig verstanden zu haben, muss man al-
le moglichen Vertauschungsrelationen zwischen beliebigen Koordinaten angeben
konnen. Ein entscheidendes Mittel hierfiir ist die Hopfstruktur. Eine Hopfstruktur
besteht aus der Angabe eines Koprodukts und einer Antipode fiir die jeweiligen
Koordinaten. Mithilfe des Koprodukts lassen sich dann z.B. die Vertauschungsre-
lationen (C.18) mittels der Formel?

W = (8 > h7) 8y (2.28)
auswerten. Dazu macht man einen Ansatz der Form
A0) =0 @1+ (Ly)i® 0. (2.29)

Ziel ist, es nun, die noch unbekannten Operatoren (Ly)}, die aus Linearkombinatio-
nen der Symmetriegeneratoren bestehen, so zu bestimmen, dass sie die korrekten
Vertauschungsrelationen ergeben. Unsere Aufgabe besteht also darin, zu untersu-
chen wie die einzelnen Hopfstrukturen der Ableitungen, Koordinaten und Diffe-
rentiale aussehen, sowie zu zeigen, dass sie zu Vertauschungsrelationen fiithren, die
untereinander alle konsistent sind.

Bestimmen wir zuerst einmal die fiir einen Superraum unabdingbaren Relationen
zwischen fermionischen und bosonischen Koordinaten. Zunéchst wissen wir, dass
fiir die Koordinatendifferentiale £ = dX* und n' = d#* gelten muss [34]

S ek = 0, (2.30)
sowie
Al kgt = 0, (2.31)

wobei S und A g-deformierte Versionen des symmetrischen bzw. antisymmetrischen
Projektors bezeichnen. Damit folgt mittels der Projektorzerlegung der R-Matrix
(Anhang B) sofort:

gigd —q(R)" ekl (2.32)
ny = ¢ '(R Y untn.

Machen wir nun einen Ansatz der Form

X = O et X! (2.33)

2Wir benutzen hier fiir das Koprodukt als Schreibweise die Sweedlernotation, d.h. A(h) =
h() ® hey.
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fiir die gesuchten Relationen und wenden die duflere Ableitung d darauf an, so
ergibt sich unter Beriicksichtigung von d*>X = d¢' = 0 sowie der Leibnizregel aus
Anhang C:

£'¢) = —CYEhe, (2.34)
und durch Vergleich mit (2.32) das Ergebnis:
X'€7 = q(R)7er X", (2.35)

Entscheidend ist nun die Forderung, dass die Grassmannvariablen #* die gleichen
Vertauschungsrelationen erfiillen wie die Koordinatendifferentiale dX*. Damit gilt
insbesondere S% 050" = 0 bzw. 0707 = —q(R)",0%0' und X607 = q(R)" ,0* X', was
mit dem bekannten, klassischen Limes [z¢, 6] = 0 konsistent ist. Explizit erhalten
wir:

Xt = Fotxt (2.36)

X'0? = ¢0°X' 4+ q\0' X7,

X%0' = ¢0'X?

X20* = ¢*0*°X>.

In analoger Weise bestimmen sich die #n-Relationen mit dem Resultat

0'n’ = q *(R)unt". (2.37)
Durch Konjugation der obigen Identitéten erhdlt man mit einfacher Rechnung die
Relationen
E¢ = —q HR ), (2.38)
77 = (B ui,
Xt g "Rt
7 = a(B) .

Wie bereits erwahnt, wollen wir die Hopfstruktur von Koordinaten, Ableitun-
gen und Differentialen so bestimmen, dass diese die Relationen (C.18), (C.19),
(2.32), (2.35) und (2.37) im Rahmen der Identitét

hg = (h(l) [>g)h(2) (2.39)
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bzw.

hg = g@(h<gu)) (2.40)

generieren. Diese Formeln verlangen natiirlich, dass die einzelnen Quantenrdume
aufeinander wirken. Bei diesen Wirkungen handelt es sich aber stets entweder um
die Nullwirkung oder die reguldre Wirkung zwischen Koordinaten und Ableitungs-
algebren. Betrachtet man nun die zu generierenden Relationen genauer, so stellt
man fest, dass diese sich in zwei Klassen aufteilen lassen, und zwar je nachdem,
ob die Vertauschung (bis auf eine Potenz in ¢) entweder durch die R-Matrix oder
deren Inverse bestimmt ist. Wie sich unmittelbar nachpriifen ldsst, werden die
Relationen fiir den zweiten Fall durch die Hopfstruktur

AR = K @1+AMR)T TR, (2.41)
A(RY) = K ®@1+A(h)Ti @ h* — gAAW) T 1Tt @ b,

1

S(hYY = —A"'(h)T*h', (2.42)
S(h?) = —AY(h)r ih? — @A Y(R)T iTHRY,
e(hty = e(h®) =0 (2.43)

geliefert, wobei die Variable A fiir eine der folgenden Grossen steht:
h' € {0;, 0, X*, 0", €'} (2.44)

Der unitéire Skalierungsoperator A(h) ist jetzt verantwortlich fiir den konkreten
Vorfaktor von R~! und muss daher fiir die verschiedenen moglichen Objekte h noch
spezifiziert werden. Dies fithren wir weiter unten durch. Fiir den verbleibenden Fall
hingegen ergibt sich eine zweite Hopfstruktur mit

ABY = M @1+A Wi @k +¢ AW 3T @h?,  (2.45)
ARY) = o1+ A (W) 10k,

S(hY) = —AR)TTh' + ¢ 2AA(R)TTIT R, (2.46)
S(h?) = —A(h)Tih?
g(ht)y = &(r? =o. (2.47)

Der Vollsténdigkeit halber sei darauf hingewiesen, dass beide Hopfstrukturen durch
Konjugation gemif} [40, 39]

AR =7roAR), Sh)=358(), =h)=-:h), (2.48)
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ineinander iibergefiihrt werden koénnen, wobei 7 an dieser Stelle den gewG6hnli-
chen Twist der Tensorfaktoren im Koprodukt bezeichnet. Der Beweis von (2.48)
kann durch direkte Rechnung unter Beriicksichtigung der Konjugationseigenschaf-
ten von Symmetrie- und Quantenraumgeneratoren gefiihrt werden.

Zur vollstandigen Bestimmung fehlt noch, die Wirkungen der einzelnen Ska-
lierungsoperatoren auf die verschiedenen Quantenraumgeneratoren zu bestimmen.
Allerdings reichen die bisherigen Relationen nicht aus, um diese vollstiandig zu
bestimmen. Vielmehr benétigen wir zusétzlich die Konsistenzbedingungen

hg = (ha) > 9)he) = g@)(h < g.1)) (2.49)
und
gh = (9q) > h)g@) = he)(9 < hay), (2.50)
wobei
Alg) = 90)®9p)- (2.51)

Deren Auswertung liefert dann zusammen mit den bereits bekannten Vertau-
schungsrelationen fiir die Skalierer die Spezifikationen

A@) =A%, AX)=As, A@y)=As (2.52)
und
A@p) =A, A(F)=A"", A(E) =AY (2.53)
zusammen mit den Relationen
AX' = ¢2X'A, (2.54)
AL = ¢*0LA,
A = q%EA,
A = @A,
A = ¢ 20N,
MGy = *OpA,
und
Ao = —q20iA, (2.55)
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Ri = ¢,
A = %6
AX? = %X'[\
Ad. = ¢ A

Nachdem nun die Operatordarstellungen erschépfend behandelt wurden, und
wir mithilfe der Koprodukte sdmtliche Vertauschungsrelationen im Griff haben,
wollen wir jetzt die restlichen notwendigen Betandteile einer g-deformierten Supe-
ranalysis inspizieren. Wenn man Ableitungen konsistent definiert hat, stellt sich
natiirlich sofort die Frage nach den entsprechenden Integralen. Hier gehen wir in
exakter Analogie zum undeformierten Fall vor. Dort sind die Superintegrale nichts
anderes als die Ableitungen. Entsprechend definieren wir als Integral

/ F(62,6%) d20 = (39)1(39)2 > F(6,6") = for. (2.56)

Der Index L am Mass-Symbol deutet an, dass dieses Integral zu den Linkswirkun-
gen der unkonjugierten Ableitungen korrespondiert. Selbstverstindlich existieren
auch fiir die anderen Formen der partiellen Ableitungen entsprechende Versionen.
Bevor wir uns diesen zuwenden, miissen wir aber noch priifen, ob unser Integral die
gleichen Eigenschaften hat, die auch im klassischen Fall gelten. Darunter gehtren
bekanntlich: Linearitdt, Normierung und Translationsinvarianz. Die Linearitét er-
gibt sich trivialerweise aus der Tatsache, dass auch die Ableitung linear ist, die
beiden anderen Eigenschaften folgen direkt durch Rechnung aus der Definition, es

/920%1%9:1, /ead'ﬁ:/dia:o, a=1,2,

und fiir den Fall von infinitesimalen Translationen

gilt ndmlich

/ (@)at> F(62.0) £O=0, a=1,2.

Spéater in diesem Abschnitt werden wir auch eine deformierte Darstellung von

endlichen Translationen finden, damit werden wir noch einmal die Invarianz unter

endlichen Transformationen beweisen. Die U,(su(2))-Invarianz der Integrale ist

trivial, da diese zahlenwertig sind und somit Skalare darstellen. Man kann aber

auch ganz formal die Invarianz zeigen, in dem man nachrechnet, dass | dg@(hl> f)=
h) [ d26f fiir alle h € Uysu(2) gilt.
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Gehen wir von den konjugierten partiellen Ableitungen aus und bedenken, dass
diese mit den unkonjugierten iiber (2.25, 2.26) in Zusammenhang stehen, so scheint
es sinnvoll das entsprechende Superintegral durch

/_ £(0',6%) d20 = (95),(9s),> £ (0", 6°) = fro (2.57)
L
festzulegen. Wir rechnen die Eigenschaften nach; Es gilt

/010%@9 =1, /oadie = / 20=0, a=1,2, (2.58)

L L L
und
/(ég)aw(el, 0%) d20 =0, a=1,2. (2.59)
L

Jetzt fehlen nur noch die Rechtsversionen der Integrale. Auch hier nutzen wir
wieder die entsprechenden Transformationsformeln, die uns schon von den Ablei-
tungen bekannt sind, d.h. G1.(2.25, 2.26). Damit definieren wir die Integrale iiber

/ 20 F(0,07) = 1(6,0%) < (D0)y(D0), = o, (2.60)
/ A £(02,0%) = F(6%,0Y)2(0)1(B0)s = For.

Hieraus folgt unmittelbar

und

/dge f(05,6*)<dy=0, i=1,2, (2.62)

/d%ﬁ fe%:6H a0 =0, i=1,2.

Schliellich kann man sich iiberlegen, dass die Rechts- und Linksintegrale unter
Konjugation ineinander iibergehen. Genauer haben wir

/f(02,01) 20 = —/dge Fm 00, (2.63)

/d?&R F(01,02) = —/f(91,92) 429.
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Diese Identitéiten ergeben sich am einfachsten aus der Beobachtung, dass fiir die
Ableitungen gilt

@) >f = F<(3), (2:64)
On)a>f = f<1(00)

Als nichsten Schritt beim Aufbau des Superkalkiils werden wir g-deformierte
Superexponentiale einfithren. Dabei bedienen wir uns der in [19] angegebenen
Moéglichkeit. Danach kann man ein Exponential als Eigenfunktion der partiellen
Ableitungen einfiihren, dass die Eigenschaften einer ebenen Welle widerspiegelt:

0 > exp(z | 0) = exp(z | 0) @0 (2.65)

Bei einer physikalischen ebenen Welle hat man analog 0,e*** = ike®**. Zu beden-
ken ist auch, dass die Taylorregeln, welche ja endliche Verschiebungen beschreiben,
ebenfalls durch Exponentialfunktionen darstellbar sind. Exponentiert man im un-
deformierten Fall die Ableitungsoperatoren, welche ja infinitesimale Translationen
darstellen, so ergeben sich die globalen Translationen. In den Ergénzungen zur Su-
peranalysis weiter unten werden wir nachweisen, dass auch dieser wichtige Punkt
von unserem Exponential erfiillt wird.
Das Exponential ldsst sich ganz allgemein definieren als Abbildung [6]

exp: C— B*® B, mit exp=Zf“®ea, (2.66)

wobei B und B* zwei Algebren bezeichnen, deren jeweilige Basen {e,} in B als
auch {f,} in B* zueinander dual sind. Insbesondere ist das Exponential nichts
anderes als die Dualisierung einer Abbildung

(,):B®B*—=C mit (e, f’) =4, (2.67)

welche auch als duale Paarung zwischen B und B* bezeichnet wird. In [26] wurde
gezeigt, dass eine derartige duale Paarung fiir Grasmannvariablen und dazugehéri-
ge partielle Ableitungen existiert, konkret gegeben durch

() Ma@My—C mit (f(9y),9(8)) =e(f(3y) > 9(8)). (2.68)

Gemif den unterschiedlichen Ableitungen gibt es wieder die Links-/Rechtsversion
im konjugierten und unkonjugierten Fall, genauer die dualen Paarungen
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(£(05),90)r = (f(3y) > g(0)), (2.69)
(fD9), 90t = €(f(Dy) &> 9(0)),
(£(0),99) 1, = (f(0) < 9(9)),
(f0),90))r.n = (f(8) < 9(0y))

Fiir die entsprechenden Exponentiale lassen sich dann die bekannten Ubergangsre-
geln angeben (siehe unten). Wollen wir eine explizite Formel fiir das Exponential,
miissen wir eine Basis fiir My bestimmen. Einsetzen in G1.(2.66) liefert dann die
Darstellung des Exponentials.

Mit der expliziten Form fiir die Wirkung der partiellen Ableitungen finden wir,
dass die duale Paarung in der unkonjugierten Linksversion aus den nachstehenden
nichtverschwindenden Ausdriicken besteht:

()2, 6%) 1,8 = ((F)1,0") 1,k = {(F)1(Dp)2, 070" ) g = 1. (2.70)

Aus diesen Formeln lassen sich die jeweils zueinander dualen Basiselemente able-
sen. So sind wir in der Lage, die explizite Form des Superexponentials anzugeben:

exp(HR ‘ (ag)L) =11+60'® (3@)1 +6°® (60)2 +6%0' ® (83)1(80)2. (2.71)

Man beachte, dass in diesem Fall das deformierte Exponential identisch mit dem
klassischen, nichtdeformierten ist. Nehmen wir den zweiten, sprich konjugierten
Kalkiil, lautet die duale Paarung

((09)1,0") 2,8 = ((00)2,0°) 1,5 = ((Dp)2(0p)1,0"0°) 1. = 1, (2.72)
was zu dem Exponential
exp(Or | (39)z) =1 Q140" @ (Jp)1 + 02 @ (8g)a + 0'6> @ (3p)2(8p)1  (2.73)

fiihrt. Wir sehen, dass zwischen den dualen Paarungen und Exponentialen folgende
Korrespondenz besteht:

asal

<Q67Q>L,R M <QA67Q>E/,R7 (274)
exp(0z | (D)r) 5 exp(Or | (9n)1), (2.75)

awal

wobei das Ubersetzungssymbol ¢ fiir eine Transformation der Form

~

0% < 0%, (0p)a < (Bp)ar, qr gt (2.76)
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mit o/ = 3 — « steht.

Die eingefiihrten Konzepte fiir Linksableitungen lassen sich selbstversténdlich
wieder auf Rechtsableitungen iibertragen. Die entsprechenden Beziehungen der
dualen Paarungen fiir konjugierte und unkonjugierte Rechtsableitungen heissen

<01769> ,R = <92,86> R = <010278086> R = 1: (277)
(91,8;) R:<0278¢9> L,R = <020178980> LR = =1

I

und korrespondieren zu den Exponentialen

exp((Op)r | 0L) = 1®@1+0;®0,+0; @0+ 0" ® 0.6,  (2.78)
exp((Op)r | 0z) = 1@1+9; @0, + 3 @0, + 05 @ 6,0,.

Die Umwandlungsformeln von Links- zu Rechtsobjekten lauten
<Q: Q9>L,R (M) <Q95 Q)L,R 3 (279)
(Q, Qa)E,R %H—a* @0, Q)E,R s

und fiir die Exponentiale selbst bekommen wir

/

exp((B)r | 0r) 25 exp((90)z | (o)1) (2.80)
exp((B0)r | 02) €3 exp((0)r | (90)z) »

wobei M fiir eine der zwei nachstehenden Substitutionen steht
a) (0g)a ¢ 04, 0% 05,
b) (8g)a ¢ Oa, 0% > O~ .

Der néchste interessante Schritt besteht in der Einfiihrung von Translationen.
Infinitesimale Translationen als Wirkung einer Ableitung sind uns schon bei der
Translationsinvarianz der Superintegrale begegnet. Bei der Translation eines Vek-
tors haben wir es mit einer Abbildung

X—=X+Y (2.81)
zu tun. In Komponenten ausgeschrieben

XA Xte1+10Y4. (2.82)
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Hier miissen wir wieder genau darauf achten, in welchem Tensorfaktor unsere Ob-
jekte leben. Bei einer allgemeinen Translation leben die Koordinaten des Y-Vektors
in einem anderen Faktor als die des X-Vektors, und wir miissen daher das Braiding
beriicksichtigen. Im Kommutativen diirfen wir die Tensorfaktoren identifizieren
und konnen schreiben:

X' X421 +10Y =X"014+Y01=X4+Y4. (2.83)

Die erste Gleichheit beniitzt die Vertauschbarkeit von 1® Y4 und Y4 ® 1, was im
Falle der Existenz eines Braidings nicht mehr gilt.

Unser translatierter Vektor soll natiirlich dieselben Symmetrien und Relatio-
nen repektieren wie der Ausgangsvektor. Damit bietet sich das Koprodukt in der
verzopften Hopfalgebra als g-deformierte Realisierung der Translationen an, da es
offensichtlich die notwendigen Eigenschaften besitzt:

AA — A, QA,
AXY) = AX)AY),
AT X) = AT)>AX).
Die erste Zeile ist genau die Abbildung in ein Tensorprodukt der Koordinatenal-
gebren, die zweite Gleichung sichert den Erhalt der Relationen in derselben und
die dritte Gleichung schliesslich ist Ausdruck der Komoduleigenschaft, d.h., dass
die Symmetrien erhalten bleiben. Um Translationen explizit zu realisieren, geniigt
es, fiir alle Monome ihr Koprodukt [6, 27, 28, 29, 30, 31] auszurechnen. Dazu
betrachten wir das normale Koprodukt
Ar(0) =A%) =0°®1+ (L1)*s ® 6° (2.84)
und definieren uns Links- als auch Rechtskoordinaten via

0 =001, 0°= (L)% 06" (2.85)

Unter Beriicksichtigung der Vertauschungsregeln der Operatoren (L£7)%s mit den
6%, lisst sich zeigen, dass fiir unsere Koprodukte gilt:

Az (0%) = 6 +67, a=1,2, (2.86)
Ar(0%0Y) = 070 + 670" — q¢'0,0° + 026
Daraus folgt dann fiir die allgemeine Translation von Superzahlen

fO@;0) = f'+ [0+ ") + (67 +¢7) (2.87)
+ fo1 (670" + 09" — g7 10" + P,
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Will man nun Translationen in die umgekehrte Richtung durchfiihren, muss
man auf die Antipode zuriickgreifen. Hier ldsst man einfach die Operatoren in den
Ausdriicken der Antipode

Sp(0°)=5(0") = —AT'770 4 g AT AT, (2.88)
51(02) — ]\717_1/402

nach links wirken und erhélt als Ergebnis:

Sp(60%) = -6, a=1,2, (2.89)

In der Tat erfiillen diese Ausdriicke zusammen mit (2.86) das Hopfalgebrenaxiom
(mo(S®id)oA)(F)=¢(F)=(mo (id® S) o A)(F), (2.90)

wobei m die Multiplikation in der zugrundeliegenden Algebra bezeichnet. Als Bei-
spiel moge die folgende Rechnung dienen:

1® S; o Az (0%6Y) = 020" +6°S;(0") — ¢ '0* S (6°) + Sp(6°0") (2.91)
= 0%0" — 00" +¢7'0'0° + ¢770%0" = 0.
Fiihren wir im Raum der Superzahlen die neue Operation
f(e:0) = f'— f10" — fob® + q ? [26°0" (2.92)
ein, so konnen wir das Axiom (2.91) wie folgt formulieren:
f(erf)er0)) = f(0@r(e:9))) = [ (2.93)

Alle bisherigen Betrachtungen sind in analoger Weise fiir Rechtsstrukturen
durchfiihrbar, wobei die entsprechenden Hopfstrukturen gegeben sind durch

Ap=10Af, Sp=5;". (2.94)
Damit erhalten wir dann statt der obigen Ergebnisse?

Ap(6%) = 6°+6°, a=1,2 (2.95)
Ar(66%) = 0167 + 067 — q676) + 6167

ror

*Rechts- und Linkskoordinaten sind nun definiert durch 6% = 6° ® (£;)%s und 6% = 1 ® 6°.
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und

Sp(0%) = —6°, a=1,2, (2.96)
SR(60'62) = ¢26%6>

Die daraus folgenden Operationen lauten dann fiir Superzahlen

f0@z0) = f'+ f1(0" + 4" + f2(0° +4?) (2.97)
+ fa (0107 + 0'¢° — gb°¢" +p'p?),
f(©r8) = f'— f10" — f260* 4+ ¢* f120"6°.

Analysieren wir als letzten Punkt die gewohnten Crossingsymmetrien der Trans-
lation. Wie sich direkt iiberpriifen lisst, gilt zwischen Rechts- und Links-Version

asal

ARa SR)@Ra@R W(_l)/‘l Afnsf/a@ia@[_,‘ (298)

Die konjugierten Ausdriicke kann man mit den Transformationsformeln

AL,‘S[n@Li@L %H_l/g AE:SE,@Ea@Ea (299)

a(—»a’
g<1/g

AR: SR; @R: QR — ARa SR? @Ra QR

ableiten. Die in G1.(2.98, 2.100) auftretenden Symbole haben dieselbe Bedeutung
wie schon oben erwihnt.

Als letztes wollen wir Formeln angeben, die es uns erlauben, eine Superzahl
mit Elementen eines anderen Quantenraums zu vertauschen. Wir hatten bereits
friither erwihnt, dass diese Relationen mit Hilfe des Koprodukts gewonnen werden
konnen. In unserem Fall gilt ndmlich

f@)g=1[(f(0)q > gl(f(8))) (2.100)

bzw.

9f(0) = (f(8))lg < f(@)w)], (2.101)

wobei g ein beliebiges Element aus einem anderen Quantenraum als f(f) sei.
Driicken wir in den obigen Formeln das Koprodukt der Superzahl unter Anwen-
dung von (2.84) aus und beriicksichtigen ausserdem #*>g = g<16* = 0, so kénnen
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wir die Vertauschungsrelationen zwischen f(f) und g auch wie folgt darstellen:

FO.0) 00 = 9@ f + (fa(Lryp)®s > 9) © 6 (2.102)
+ (far(Lryp)*(Lryz)'s > 9) © 000,
90paf0°,0") = f@g+0°©9<(Lrz)sfa
+ (99 (Lryz)’(Lryz)'s) 676,
In den obigen Formeln wird iiber alle mehrfach auftretenden Indizes summiert.

Nach Einsetzen der £-Operatoren und Ordnen der Ergebnisse nach den Monomen
im rechten Tensorfaktor ergibt sich allgemein ein Term der Form

F0°.0") @09 = 9©f+Sk((05)5; > 9) ® 0%, (2.103)

990pa f(0%,0) = [ ©g+3Sk(g<(0p)y,;) 0% (2.104)

Die Operatoren O} nehmen die folgende Form an

Op)r = Nr7V4(fi = qAoT), (2.105)
(Of)% = ‘/~\37-1/4f27
Op7 = A (2.106)
und
Op; = APV, (2.107)
007 = AP (f+ g IAATY),
0p7 = A (2.108)

Diese neuen Produkte bezeichnen wir als Zopfprodukte.

2.2 3-Dimensionaler g-deformierter Euklidischer
Raum

Selbstverstindlich iibertragen sich alle Uberlegungen des vorstehenden Abschnitts
analog auf den Fall des 3-dimensionalen Euklidischen Raumes, weshalb wir uns im
wesentlichen auf die Angabe der Ergebnisse beschranken kénnen. Die notwendigen
Grundlagen iiber Quantenrdume finden sich in den Anhingen A bis C . Ebenfalls
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werden wir uns auf den Fall der antisymmetrischen Koordinaten und deren Dif-
ferentiale beschréinken; der bosonische Fall wurde ausfiihrlich in [16, 17, 18, 19]

abgehandelt.
Die Relationen der Grassmannkoordinaten sind bestimmt durch (Anhang B)
0408 = —¢*(R)ABWC9P, A, B,C e {+,3,-}. (2.109)
Daraus folgen als unabhéingige Relationen
") = (07)*=0, (2.110)
%0 = XoTO,
00~ = —070,
9:&03 — _q:|:2030:|:‘

Damit kann man nun wieder das Produkt zweier Superzahlen der allgemeinen
Form

f(0r,0°67) (2.111)
fr+ 0% + f36° + f_07

+ fa0TP 00 + f3 0°0

+ fis 070°0

wie folgt berechnen:

(f-9)(0%,6°.07) (2.112)
= (f-9)'+(f-9)+0"+(f-9)30°+ (f-9)-0~
+ (f-9)300 + (f-9) 070"+ (f - 9)3-0°0"
+ (f-9)ss _076%0~,
mit
(f-9 = f4d, (2.113)
(f-9)a = fag + flga, Ae{+3,-},
(f-9)+s = fr3g' + f'ars+ fr95 — a > f205, (2.114)
(f-9)s- = fo-g' + f'94—+ fs9- — ¢ *f—gs,
(f-9)4= = fa—g + flgs— + fr9- — f-g94+ + A fgs,
(f-9ss— = fra—g + 903+ frg3— — a *fage— + ¢ *f-gss (2.115)

+ fi39- —q i fi-g3+ G 2 fa-g.
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Die antisymmetrisierten Koordinaten 84, A, B, C € {+, 3, —}, transformieren sich
nun unter der Symmetriealgebra U, (su(2)) im Gegensatz zum 2-dimensionalen Fall
wie die Komponenten eines Vektors. Die entsprechenden Vertauschungsrelationen
zwischen den Generatoren der U, (su(2)) und den fermionischen Vektorkoordinaten
lauten daher

LYot = @+Lt, (2.116)
LT = 3Lt —qot7 3,

LY0- = 0 LT —@r s,

L0 = 0'L +6°773, (2.117)
L¢* = ¢°L™+q 077,

L0 = 0L,

T = ¢t (2.118)
i3 = @3ra.

Aus diesen Relationen lassen sich wieder die Operatordarstellungen der Symme-
triegeneratoren herleiten, namlich

Lt f(0,6%07) (2.119)
= —qfs0" — f_0° — fL_070° —qfs_ 0707,

L™ > f(6%,6%07) (2.120)
= 30+ [0+ qf 500 2030,

T2 F(6F,0%,07) (2.121)
= f(g°07,6°,¢7°0").

Der Zusammenhang mit den Rechtsdarstellungen ist nun gegeben durch

F(0F,0%,07) <L 25 L¥ o £(67,6°,07) (2.122)

oder
FO0F,603,07)ar™ 2 = 7712 £(q7%0%, 0%, ¢%07), (2.123)

mit
gr ..o TZ5 g (2.124)

fuor fin B faeefa,
s
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wobei wir einen konjugierten Index A eingefiihrt haben mit A = (+,3,—) =
(_a 35 +)
Betrachten wir als néichstes den zugehorigen 3-dimensionalen Differentialkalkiil,
dessen Leibnizregeln lauten
0,08 = gA g H(RH)ABYCP . (2.125)

A

908 = ¢*(R)ABACHP (2.126)

Schreibt man diese explizit aus, so ergibt sich im ersten Fall

0,07 = —q 079, (2.127)
050> = —q?0°0f +q PAN 070},

050" = —q—070f +q "IN0°0; —q ' NN\, 079,

90t = —q%079;, (2.128)
R = 1—q%0°0 +q¢ ' A\\079,,

00~ = —q 20705 +q A\ 6°0,,

9,07 = —q¢ ' —-0%9,, (2.129)
0,0° = —q?*0°0,,

0,00 = —q'00,.

Die Leibnizregeln des konjugierten Kalkiils folgen durch Anwendung der Substitu-
tionen . ) i

0 — 02 = 20y", 04— 04, g gt (2.130)
auf die Gl. (2.127)-(2.129). Jetzt konnen wir wieder aus den Vertauschungsrela-
tionen (2.127)-(2.129) die Wirkungen der fermionischen Ableitungen auf beliebige
Superzahlen ermitteln. Die Ergebnisse sind

oy > f(01,6°,67) (2.131)

= /- + ¢ [0 + ¢ [5-0° — ¢ 15070,

oo f(0F,0%,07) (2.132)
= f3— q_2f+30+ + f3_ 07 — q_2f+3_0+0_,

Oy > f(01,6°,67) (2.133)
= —¢ ' —q 10— 0T — g s 070
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Um zu den Rechtsdarstellungen sowie zu den jeweils konjugierten Versionen zu
gelangen, bedient man sich der Transformationsformeln

<+

o) f(607,63,67) - 1fs s f(0,6°,0%), (2.134)
f(0+,6°,07)a0y " F6,0°,0%) 1y

und
F(0F,0%,07)38) L5 of e £(67,6%,07), (2.135)
F(6°,6%,00) 8] L5 ofsf(6-,6%67),

+ o -

wobei X" die Ubersetzungsregel

N S e (2.136)
fofon &5 foefi,

s

g &5 ¢t

bedeutet.

Konzentrieren wir uns nun auf die Hopfstrukturen der verschiedenen Quan-
tenrdume. Wir geben wieder die allgemeine Form an, zuerst der unkonjugierte Fall
mit

ALY = W@l+AR)T 2®A, (2.137)
AR = BPe1+AMh) @h*+ M AL @b,
AhY) = BT @1+AR)T> ® AT + @A LA(R)T2LT @ B?

+ PNAAR)T (LY @R,

S(h™) = —AYh)r2h, (2.138)
B+ @AM A (W) T2 Lth

S(h¥) = —A'(h)
S(h*) = —AYR) TR + QAN AN (R) LR
— NN ()L
e(ht) = e(h*)=¢(h") =0; (2.139)

und entsprechend die konjugierte Version mit

AY) = RT@1+A (R @R, (2.140)
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AR} = BPR1+A A @A + I A (R)L” ® AT,
AB™) = WRL+A T (BT 2@k + ¢ "AMA T (B L™ ®@h°
+ ¢ 22 AT ()T (D)2 @ Rt

S(h*) = —A(h)rzht, (2.141)
S(h?) = —AR)E + ¢ AN A(R)T2 LR,
S(h™) = —AMRT IR + ¢ ]ANAR) LR

= NN TH(LT) R

gh™) = &r*) =¢&(h™) =0. (2.142)
h steht wieder fiir eine der folgenden Variablen
R € {02,0,, X4, 0%, ¢4 Y. (2.143)

Zur vollstandigen Angabe der Hopfstruktur muss erneut der Skalierungsoperator
A sperzifiziert werden. Dies hat in der nachstehenden Art zu geschehen:

A@2) = A3, AXA) =A"5, A(pt) = A (2.144)
und
MO =A, A@OY)=AT", AEH=AT (2.145)
wobei dann die Vertauschungsrelationen
AXA = " XAA, (2.146)
Ady = qopA,
A = greA,
At = g 'ptA,
AGA = 04N,
AO} = q'OpA
und
A = —¢7%04A, (2.147)
MO} = —q’05'A,
At = g A,
At = —q%lA,

AXA = @XAA,
A2 = ¢29%A
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gelten miissen.
Das Links- bzw. Rechtsintegral definieren wir als

/f(9+,93,0—) dBO = (05)_(09)3(0)s > F(O,05,607) = frs_, (2.148)

/d% 0f(0F, 6% 67)

F(O7,6%,67) < (Dp).+(06)3(Dp) - = f-ss-

Aus diesen Definitionen folgt wiederum

/0+030— dif =1, /1 dif =0, /eA di0 =0, Ae{+3,-}, (2.149)

/ 00° d30 = / 00~ d3p = / 03%0-d20 = 0

/dige 0= 6% =1, /df’;{e 1 =0, /df}za 0t =0, Ae{+3,-}, (2.150)
/dize 00" = /d%& 00t = /dfge 0-0° = 0.

Damit ist die korrekte Normierung sichergestellt. Die Translationsinvarianz ist
ebenfalls erfiillt, da gilt

und

[@arp0* 00 aip = 0, A€ (43} (2.151)
/di’;ﬁef(e—,ef’*,mm(ég)fl = 0.

Die entsprechenden aus dem konjugierten Differentialkalkiil folgenden Ausdriicke
erhdlt man leicht durch Anwendung von

d36 « d3 0, d%0  d30, (2.152)
f67,6%07) < f(6,6%67),

04 67, (89) 4 < (D) 1,

> >, <+ <.

Zur Verdeutlichung dieser Regeln moge ein explizites Beispiel dienen:

/ (00)s > F(07, 05,0 )0 < / Go)_5 f(0,6°07)d30.  (2.153)
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Kommen wir als néchstes zu den Exponentialen. Von den dualen Paarungen

((09) 07 )12 = ((09)3,0°) 1.z = ((00) 1,0 ) g = 1, (2.154)
((Op)—(09)3,0°0 ) & ((Os) (09)4,0707 ) k=1,
((09)3(0p)+,0760%) & ((09)—(Dp)3(Dp) 4,07 0°0 ) g =1

6
L,
L,

lesen wir sofort das Exponential ab, ndmlich

eXp(eR ‘ (89)[) = 1®1+60® (89)+ +6® (89)3 (2.155)
+07®(0) +60760°(09) ()3 + 070" © (09) (3a)+
+ 6% ® (60)_(89)3 +6T0%0 ® (89)_(39)3(89)+.

Auch hier ist das Exponential, wie im 2-dimensionalen Fall, nicht deformiert, son-
dern entspricht exakt dem klassischen Gegenstiick. In Analogie zur 2-dimensionalen
Quantenebene finden wir fiir den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Paa-
rungen und Exponentialen die Crossingsymmetrien
A qt)(_{;q
(09, )i <= (99:0)1.r (2.156)

o

0,991 5 (0,017

@m@E,R ﬁ) <Qaé9>L,R, (2.157)
(00,02 £ (0,01

und
N Ny
exp(fr | (0)z) <= exp(fz | (0o)r) (2.158)
to—
exp((O)r | 0z) 5 exp((Do)z | O1) ,
exp(0n | (00)z) £ exp((B0)a | 02) (2.159)
exp(0z | (B9)1) & exp((9p)z | Or
+o—
Das Symbol Y8 steht fiir
0 01, 0,004 qoq (2.160)

(99)* < (80)1,  (9p)a <> (D0) 4,
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wohingegen 25 wieder fiir eine der zwei folgenden Substitutionen steht:

04 & 94, 0404, (2.161)
04 — 04, 94 04
Wenden wir uns nun den g-Translationen von Superzahlen zu. Als erstes haben

wir hierzu die Koprodukte der Basismonome zu berechnen. Diese sind gegeben
durch

A0 = 67 +67, Aec{+3,-}, (2.162)
AL(070°) = 076] +06767 — ¢*0)0; + 6,67,
AL(0707) = 6076} +6,0F —q*0;7 0, + 070,
AL(0*0F) = 630 +6%0 — 0,707 + 620,
AL(076%07) = 07630 + 070207 + ¢°030,707 — ¢*0,0,76°

+ 0760207 — *0°0-607 + ¢°0,76-60° + 076307
I VrYr [ Yr Yr 1 YrYr

rorer

Die zugehérigen konsistenten Antipoden lauten dann

Sp(0Y) = —64, Ac{+,3, -}, (2.163)
SL(076%) = ¢*076%, SL(676T) =q'070",
SL(0%0%) = ¢*0°0%, SL(076°0T) = %0 0*0T.

Die Crossingsymmetrien zum Ermitteln der anderen Versionen sind

+e—

Ar,Sp 48 A;, S;, (2.164)
+e—

ARvSR %H—l/g AR;‘SR J

+o-—

Ar, Sy &8 Ag, Sk, (2.165)
+e-

Ar,Sp % Ag, Sk .

Auf die Angabe der Operationen @ und © fiir Superzahlen verzichten wir an dieser
Stelle, da sie sich leicht aus den angegeben Resultaten herleiten lassen.

Wir beschlieflen dieses Unterkapitel wieder mit der Angabe der Zopfprodukte,
auch diese sind nach exakt dem gleichen Schema zu ermitteln wie zuvor im 2-
dimensionalen Fall besprochen. So erhalten wir fiir eine allgemeine Superzahl der
Form

f) = f'+ fub", (2.166)
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wobei 08 Monome der Ordnung 67020~ bezeichnet. Es gelten wie im zweidimen-

sionalen Fall die allgemeinen Formeln

FO,0°,67)0 Y9 =
QQR/RJC(0+’03a0—) =

diesmal allerdings mit den neuen Operatoren

(057

(Op)F?
ek
On)3

(On)F*

>z

T1/2f+a

“H(fa+ @ far' 2L,

9® f + Sk ((O5) )7 > 9) ® 0%,
f, ®g+ Eﬁg( (Of)L/L ® 0&)’

T PANL LT 4 AN ST P (L)),

A 2( 1/2f+3)a

A7 (foe + AN fram PLT),
A2 (four M2 = g AN fym
+ XA fasT P (LT)?),

]\73.][‘—1-37:

sowie im konjugierten Fall

SIS

N—
S e B4

—~
Q

~

p—

05)7°

Op);~
(O5)3

(Op)F*

Afem7 P4 AN L™ + g2 NA P (L

A(fs + g I 720,
f_/~\7'_1/2,

A*(fram™? — ¢ AN f- L7
+ ¢ P ST (L)),

N (foe + AN TPL7 f3),
A2 gy

N fia.

Damit sind die Zopfprodukte komplett bestimmt.

),

(2.167)

(2.168)

(2.169)

(2.170)

(2.171)

(2.172)

(2.173)
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2.3 4-Dimensionaler g-deformierter Euklidischer
Raum

Wie in Anhang B hergeleitet, unterliegen die Grassmann-Koordinaten fiir den 4-
dimensionalen Euklidischen Raum den Vertauschungsrelationen

0'67 = —q(R)? 0% (2.174)

Daraus ergeben sich als unabhingige Relationen

) = 0, i=1,...,4, (2.175)
0lp2 — —q_10291,

093 —= —q_19391,

020* — —q_19492,

039* = —q_19394,

0lpt — _9401’

0’0 = —0°0° + X0'0.*

Eine allgemeine Superzahl hat hier die Form

(6,62, 6% 6% (2.176)
4
= f4Y [0+ D funt™o”
i=1 1<i1<ip<4

+ Z fi1i2i30i10i20i3 + f123401020304.

1<y <ip<ig<4

Multiplizieren wir zwei Superzahlen, so erhalten wir als Ergebnis

(f - 9)(0",0%,6°,0%) (2.177)
4
= (f-9'+ Z(f - 9)if" + Z (f - 9)ii, 0767
=1 1<y <ip<4
+ Z (f - 9)irinis07 020" + (f - 9)12340'6%6°0",
1<i1<i2<iz<4
mit
(f .g)’ = f’gl’ (2178)

(fg)l = figl+f,gi7 7;:17"'747
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(f-9)y = hig +aif'+ figi —afig, §=2,3, (2.179)
(f-9)ja = fiag +gjaf" + fi91 — afag;,
(f-9)s = fo39"+ go3f" + fa93 — f302,
(f 91 = fug + 91+ [r94 — fagr + A fago,
(f- 9123 = fiezg + qiosf + figes — afogis + af3g12 (2.180)
+  f1295 — f1392 + ¢* fo3 1,
(f-9)12a = fr2ag' + groaf' + fi924 — af2914 + ¢ fag12
+  f1294 — qf1292 — g\ f2392 + q 2491,
(f-9)13a = fi3ag' + gisaf + fr934 + af3914 — ¢\ fagas + qfagus
+  f1391 — qf1493 + 3191,
(f-9)23s = fosag' + gosaf' + fogsa — f3924 + @* fagos
+  f2391 — qf2495 + 43492,
(f-9)123a = fi2349" + Grosaf’ + f19234 — 0 fog134 + 0 f39124 (2.181)

- Q2f49123 + f12934 — f13924 + q2f14923 + Q2f23g14
— *M23G2s — ¢ foagrs + ¢ faagr2
+  fio39a — qf12493 + qf13492 — @° faza 1.

Betrachten wir nun die zur Bestimmung der Operatordarstellungen notwen-
digen Relationen der Symmetriegeneratoren mit den antisymmetrischen Koordi-
naten . Da aber die antisymmetrisierten Koordinaten mit den Generatoren der
U,(so(4))* genauso vertauschen wie die symmetrisierten Koordinaten, gilt insbe-
sondere

Lo" = ¢0'Ly —q7'0%, (2.182)
L{¢* = ¢ '0*L],

L{¢® = ¢0’L{ +q7'0%,

Lot = ¢ 'o'LT,

Lior = ¢0'Ly —q '6°, (2.183)
Li0* = q¢0’Lf +q 0%,

Li®® = ¢ '0°L],

1 zur Definition der Algebra U,(so(4)) sieche Anhang A
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Lo = ¢ '0'L7,
L70" = q¢0'Ly, (2.184)
L7o? g '0°LT — qb',
Li%® gLy,
Ly0* = ¢ '0'LT + q0?,
Ly0" = q¢0'L;, (2.185)
Ly 6° q0’L;,
Ly 63 'Ly — qb,
Ly;0* = ¢ '0*L; + g6,
K" = q'0'K,, (2.186)
K102 q02K1,
K103 q7103K1’
K.0* = ¢0*K,,
K0! = ¢ '0'K,, (2.187)
K202 q7102K2,
K203 q@sKQ,
K204 = q04K2.

Wie zuvor in den niedrigdimensionaleren Rdumen berechnen wir daraus die Links-

darstellungen mit den Resultaten

|

+ + +

L f(6', 6% 6% 6%

—q 1107 + ¢ fs0*

f130'0" — 7 f136°0°

(¢ fas — ¢ f14)0%0"

¢ f1230'0°0" — ¢ f1346°6°6",

Lis £(6",02, 6%, 6%
—q  [10° + ¢ fo8*
g f120'0* + ¢' f126°6°
(g7 fia + f23)0°0"

(2.188)

(2.189)
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— ¢ ' f1230'0°0" + ¢ f1240°6°0%,

LT > f(6,6% 6% 6%
= —qfob" +qfs6°
— qfub'0" + f246°6°
+ q(qfis— f23)0'6°
+  qf1240'0°0° — qf2340"6°6%,

Ly v £(6',62,6°,6%
= —qfs0" + qfs6”
— gl f240'0" — f340°0°
+ q2(f14 + Qf23)9192
—  qf1340"0°0° + qf2340" 070"
und
K'> f(0',6%,6%,6%) = f(q'0",q6% ¢ 6% ¢6%),
K?> f(0',0°,6°,6%) = f(q7'0",q7'6% 6 q6%).
Fiir die Rechtsdarstellungen kann man die Zuordnungen
F(61,6%,6°, 0" < L
L FLF e £(0,62,6°,0%)
oder
f(6,6%,6% 0 <K' = f(¢8",q 0% 0%, ¢7'6%),
f(0',6%,6%,6") <« K* = f(q8",q6% ¢ "% ¢7'0%)

verwenden, wobei die Bedeutung des Symbols VAL gegeben ist durch

gir ..o 25 gin.gh
fiioofin — fafi

1431
fl — fl,

(2.190)

(2.191)

(2.192)

(2.193)

(2.194)

(2.195)

und der konjugierte Index gegeben ist durch A = (1,2,3,4) = (4,3,2,1) und

i' =5 —1i gilt.
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Fiir die Darstellungen der Ableitungen benétigen wir natiirlich wieder die ent-
sprechenden Leibnizregeln, gegeben durch die Formel

o0 = g7 —q ' (RT)K6, (2.196)
G0’ = g —q(R)¥6"9, (2.197)
oder ausgeschrieben
0,0" = —q ?0'0y, (2.198)
6502 = _q_IOQa;a
6;03 = _q7103a;7

6;04 = q_1_04861h

0,00 = —q7'0'9; + ¢ ' \00,, (2.199)
050> = —q%0°02,

070> = 1— 002 — \0*0},

030" = —q'0*03,

050" = —q7'0'0) + ¢ ' \G?0,, (2.200)
050> = 1— 005 — \0*0;,

> = —q20°0;,

o0t = —q'0*0;,

040" = q—0'9% — A(02 + 6302 + \0*D}),

QRo* = —q 6% +q 'A0'BE,
RO° = —¢ 710 + g A0},
a0t = —q 20'0j,

wobel wir mit den Substitutionen
8 — 8 =q2Dy), =0, g—oq (2.201)

die entsprechenden Relationen des konjugierten Kalkiils erhalten. Damit folgt dann

fiir die Darstellungen der Ableitungen nach analogem Vorgehen wie im letzten
Abschnitt

oy > f(0*,6° 6% 0% (2.202)
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+
+

+
+

Die Ubergangsregeln

und

G fr g 0+ g 10?4+ g7 fi36°
G f121020" + ¢ f4300%0% + ¢ f43,0°0"
q_1f43219302017

92 > £(6°,6%,6%,0Y)

S+ [310" + 3207 — 7 f136*

f3210°0" — ¢ f1310°0" — ¢ f4320*0°

q " f132:10°6%0",

9 > £(0",6%,6%,0Y)

Jot f210' — ¢ f320° — ¢ frb?

q 2 f3210°0" — ¢ " f110°0" + ¢ f1300"6°
q° f132:10°6°0",

9; > f(6*,6°%,6% 0%

af1 — [0 — f310° — ¢ (far — A f32)0"
¢ f32:10°0° + 7% f42,0"67

q 2 f130%0° + ¢ "N f32100" +

q 2 fi32100%0°.

5> f(0",0°,0%,0")
XG0 s f(6Y,6%,6°,0Y),
f(0",0%,6,0") 0,

4 f60,6%,6%,0") <0

f(0",6%,6,6Y) 20,
&5 9 f(64,6°,6,0Y),
F(6',6%,6%,6%) < 0y

&5 9 f(04,0%,6°,0%,

(2.203)

(2.204)

(2.205)

(2.206)

(2.207)

(2.208)

(2.209)
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P —i
wobei ‘' fiir
. . : ! Fal —
g ..o 5L g gin (2.210)

14>t
Jio o fin = fa- T,
1431
f, — fla

g < ¢

steht, erlauben uns, die entsprechenden Rechts- bzw. konjugerten Versionen zu

berechnen.

Wie bereits hinreichend bekannt, liegen den Leibnizregeln in 2.196 zwei Hopf-

strukturen zugrunde. Fiir beliebige vierdimensionale Quantenrdume lauten diese

allgemein

_|_

+

W el+AhK I%Kf
h2®1+A() K h?
q/\A(h)K2 JLT @ h',
h,3®1+A( VKIK,? @ B
2 ;—®
)

55
AWK KL ® b,
R*®1+Ah)K, 2K > @ b
ENAWKIKILTLE @ B!
DARKTKI LY @ b2
OARKIK, T Lt @ b2,

AV R)KTK, Th,

AU R)KZK, 2 (h? — ¢PALTRY)

ATV RK KR (B — ALY

ATV KPEE (B + @ALTR + LEh?))

(W) =¢e(h®)=¢(h*) =0

und in der konjugierten Version

A(hY)

11
Rreol+A N AWK, °K,” ® ht

(2.211)

(2.212)

(2.213)

(2.214)
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¢ 2NA (WK KF LT Ly © b
— ¢"IMMTY KK, L] @ h?
MWK KL, @ B,

ARY) = MPe1+ A—l(h)KEK;% ® h?
— q—l/\A—l(h)KfKéL; ® h*,

AhY) = RPol+A Y (h)K K} @R
I WKIKIL @ B

ALY = B*@1+A ' (hW)KIK; @R,

S = —AMMKIKZ(R + ¢ NLTRE + Ly hY)) (2.215)
4 UNARKEK2LT LR,

S(r?) = —A(h)K, *K;(h* —q* ALy hY),

S(P) = —AWK] K (1 - ¢ *ALTHY),

S = —ARWK KR,

g(hY) = &(h?) =2 =2(h*) =0, (2.216)

wobei fiir die Ausprigung der Variablen h gelten darf
h' € {5, 05, X, 0%, € '} (2.217)

Um mithilfe dieser Hopfstrukturen konsistente Vertauschungsrelationen generieren
zu kénnen muss fiir die Skalierer gelten

A@) =A%, A(X)=A"7, A(r)=A> (2.218)
und
A@)) =A"1, A=A, AE)=A, (2.219)
wobei die Operatoren A und A die Relationen
AX' = XA, (2.220)
NG, = g,
A& = ¢,
At = @A,
A" = GO'A,

NG, = q O\
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als auch
A = —gb'A, (2.221)
‘7\8{; = _qilagj\a
Aj = g,
A = —q€'A,
AXT = ¢ XA,
Ad, = oA,
erfiillen.

Kommen wir nun wieder zu den Elementen einer Superanalysis iiber dem von
den " erzeugten Quantenraum. Die Integrale definieren wir iiber die Beziehungen

[ 1600 dio (2.229)
= (0)1(05)2(05)3(0p)a > f(94; 0°, 6%, 91) = fio34,

/d%@ f(01,02,03,94) (2.223)
= f(el, 0%, 6°, 94) < (56)4(36)3(30)3(36)2(56’)1 = fa321-

Mit Hilfe der in G1.(2.202) explizit angegebenen Wirkungen der Ableitungen auf
die Koordinaten verifiziert man wieder leicht

/ 0'0°0%0" d7 0 = 1, (2.224)

/eid‘iozo, i=1,...,4,

/ 0'0° d; 6 = / 0*'6* d7 0 = / 0'0 d3 0 (2.225)
= /9392 dif = /9391 dif = /0291 dif =0,

/ 0*0°0° d7 0 = / 0*0°0" d; 0 (2.226)

= /040201 d4L0 = /030201 di@ =0
und

/ dp0 6'0°0°0" =1 (2.227)
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/d‘}zeei: , i=1,...,4

/d‘}%ﬁ 0'6? = /d}lzﬁ 0'6° = /d‘}%a 66" (2.228)

= /d‘}%e 6%0° = /d%@ 6%6* = /d;‘zH 6%0* =0, (2.229)

/ 40 0'6%0° = / dio 0'0%0"

= / L0 0'630* = / Lo 626%0* = 0.

Daraus ersehen wir die korrekte Normierung des Integrals. Ebenso bestétigt man

/ @) F(O.0° 62,0040 = 0. i=1, .4,

/ dh0£(0'0%0°0") < (8s); = 0,

(2.230)

was bekanntlich die Translationsinvarianz garantiert. Um zu den konjugierten Ver-
sionen der Integrale zu gelangen wendet man einfach die Transformationen

di0 + d10, dg < d30,
f(04,0%,6° 6% «— f(6*,6%6%0"Y),
0 < 67, (89); > (D), © =1i—05,
> < D>, R

auf alle oben angegebenen Identitéiten an.

Um das Exponential zu bestimmen, miissen wir in der Ableitungs- und Ko-
ordinatenalgebra zwei zueinander duale Basen finden. Diese lesen wir aus den

Paarungen

((09)is 0 =1, i=1...,4
((36)1(89)2,0°0") 1, = ((Dn)1(Dn)3,0°0") 1 &

= ((09)1(09)4,0"0") 1 & = ((35)2(p)3, 0°0°) 1. &
((35)2(89)4,0"0%) 1, & = ((Dn)3(p)a, 0"0%) 1
((09)1(05)2(09)3,0°0°0" ) 1, & = ((D9)1(Dp)2(p)s, 6"6°6")
((09)1(05)3(0p)4,0°0°0" ), & = ((D9)2(Dg)3(0p)s, 00°6%) 1

= ((35)1(39)2(D0)3(3p)a, 0'60°6°0") L = 1

(2.231)
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ab. Fiir die explizite Form des Exponentials folgt dann sofort

exp(fr | (p)r) = 1@1+0'®
+ R (0p)3 +0'®
+ 60 ® ® (09)3(0p)s + 6%0% ®

(39)1 + 62 X (89)2

+ 0*0' ® (05)1(0p

+ 0%0%0° ®
+ 0*0%0' ®
+ 0*0%0%0" ®

(
(
+6°0" ® (95)1(09)3
)
Op)

(
1
(95)

1+ 020t

(0p)4

(05)2(0p)4
(0)1(0)3
+ 620" ® (05)1()2
® (09)2(09)3(0p)4 + 0*0°0" @
09)2 (39)4-1-930291
1(05)2(05)3(p) 4,

(2.232)

® (09)1(09)3(09)4
® (0p)1(0p)2(p)3

welches sich abermals als dquivalent zur undeformierten Version erweist. Die hier

nicht notierten Versionen der anderen dualen Paarungen und der Exponentiale

findet man mittels

<a0a Q>E,R

A

<Q; Q9>I_4,R

A

<Q05 Q>E,R
<Q03 Q>L,R

und

exp(Or | (0p)1)

exp((Op)r | 07) 5
exp(0r | (9p)z) 5
eXp(HR | (89)[,) <ﬂ)
wobei ¥ fiir die Transformation
0 < 0", 6, < 0y,

(9p)" > (0p)",

iori

<Q0a 0>L,R ’

<Q’ Q9>L,R )

exp(fz | (9)1) ,

exp((9p)z | ) ,

exp((0)z | 01)
exp((9p)r | Or),

g+ q

()i < (D)

(2.233)

(2.234)

(2.235)

(2.236)

(2.237)
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steht, und 197 eine der zwei folgenden Substitutionen bezeichnet
0« &', O+ 0;, (2.238)
0" 3¢, 0, < 6.

Wie von uns bereits erldutert, ergeben sich die Grassmantranslationen in der

g-deformierten Version aus den Koprodukten, fiir welche wir im Fall der Monome

finden

wobei

1=2,3;

0i+ 67, i=1,..,4,

0708 + 676F — qor67 + 76k |
00} +6,0% — ¢*0}0" + 016*
0707 + 0703 — ¢*030° + 020°
— ¢’} ,

0,070} + 0/070° — ¢°0, 6702

+ ¢*07630! + 0,0%0° — q070}0?
+ @000 + 01020° — ¢*\0, 06}
0,0:0] + 0,0:0* — q0,0/6"

+ @°00,6, — q0,0,0, + ¢°0,6,0,
+ 6;6.07 + 6.0.0;

07030} + 07670F — ¢°070°0;

+ ¢°010%0° + 07020 — q070}0?
+ 070,02 + 02020} — ¢* )0, 0.0,

6162630 + 01626°6" — 4616266}

+ 01030107 — 10203010 + 0162630
— ¢*0,60}0:0, + ¢*6,6/66} + ¢*676;6,0,
— ¢"0%60/6016° + ¢°630/60167 + 6,6%6%0"

— q62016%0" + 20701020 — ¢*016:6%6
+ 01026°0* — >20}0/010",

(4, k) € {(1,2),(1,3),(2,4), (3,4) }-

(2.239)

(2.240)

(2.241)

(2.242)
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Die Antipoden bestimmen sich jetzt zu

SL(0) = —6', a=1,...,4, (2.243)
Sp(0°67) = q29@eﬂ

SL(0'070") = —qf9ig7g"

S1.(6016%6%0*) = ¢'20 260"

Die Formeln fiir die anderen Arten von Hopfstrukturen folgen dann aus

Ar, Sp £% A;,S;, (2.244)

ger1/g
ARaSR — ARa SR7

Ar, S; &% AR, Sg, (2.245)

ae1/g
Ag,Sp < Ag, S

Diese Ergebnisse lassen sich wieder leicht auf Superzahlen verallgemeinern.
Abschliessend geben wir noch das Zopfprodukt mit einer Superzahl an. Fiir
dieses ergibt sich als allgemeiner Ausdruck

F(6",6%,6°,60,,:9 = 9@ [+Tk(O))1;>9) @05,  (2.246)
gQR/R f(01702793704) = f, ® g+ Egg( (Of)L/L X OK)’

wobei die hier eingefiihrten Operatoren spezifiziert sind durch

0 = KKK (fi + qMoLi + gMfsL3 (2.247)
— N[ LT L),

(00} = AKTVKY(f2 — aMLLY),

Op)i = AK%/2K;1/2(f3 — g\ f4LT),

05)h = fAKTVPERY?

O = NKs(fiz— gMfuly — Aozl (2.248)
— g’ faa(L)?),

OnF = NKi(fis — ML + Mo LT
— g\’ fou(LT)?),
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ONL = N(fia — PNl + MfsuLF),
002 = A (fas — Aol + g\ faul3),
O = fulK],
OnNF = ful’K5,

(Of)}d23 = ]\3K11/2K21/2(f123 — g\ fioa LT — g\ fiaaLs (2.249)
+ q2)\2f234L{’L;),

(Of)i24 = A3K51/2K5/2(f124 - q)\f234L§L),

(Of)1L34 = A3K11/2K2_1/2(f134 + q)\f234LfL),

(Of)%34 = f234/~\3K1_1/2K2_1/2,

ONF* = fissal! (2.250)
und im konjugierten Fall durch

©Op; = AAKTPKRSY, (2.251)
Op)i = ATKPE P (f - ¢ ALY,

Op1 = ATKTPR(f - ALy,

00 = AKPEP(fa+ ¢ AL — g ALy

—q "ML L),

OnF = feA?K,", (2.252)
OnF = fsh K,
OnF" = A2(fu+a "MLy +¢°Mily),
0P = A*(fis—q *MisLy +q *Afi2Ly),
OnN% = A?Ki(for — MraLly — ¢ " AfasL]

— ¢ "N fi3(L7)%),
(Of)%4 = A2Ky(faa — MiaLy — gAfosLy
— ¢ "N f12(L3)?),

ON2 = fighA 3KV K, (2.253)
O = AZK P K (fion + ¢ 7'M\ fiasLT),

O)F* = APKT K (fiss — a7 Miss Lz,

0P = APK Ky (fass — ¢ A fiaa LT + ¢ A froa Ly
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+ ¢ N fisLT Ly),
OpF* = fash™™ (2.254)

2.4 qg-deformierter Minkowskiraum

Der g-deformierte Minkowskiraum zeichnet sich durch zwei Besonderheiten aus:
Zum einen ergibt sich aus seiner symmetrischen Version im klassischen Limes ¢ — 1
der physikalisch relevante Minkowskiraum, welcher als Background-Raumzeit in
der speziellen Relativitétstheorie dient. Zum zweiten erweist er sich selbst im Falle
der nilpotenten Grassmannvariablen als wesentlich komplizierter und rechenauf-
wendiger als die zuvor betrachteten Euklidischen Rdume. Aber auch hier gelangt
man mit Geduld immer zum Ziel, da er exakt derselben Axiomatik wie die anderen
Quantenrdume gehorcht.

Beginnen wir also zuerst wie iiblich mit den Vertauschungsrelationen der Ko-
ordinaten, gegeben durch die Formel

0’0" = —(Ry;)?0%6, (2.255)
wobei R;; eine der zwei mogliche R-Matrizen der g-deformierten Lorentzalgebra
bezeichnet [35]. Daraus ergeben sich als unabhéingige Relationen

0")? = 0, pe{+, -0}, (2.256)
030:& — _q:F20:|:03’

30> = XOTO,

670" = —076T,

0500 + 090 = LqFIAOE®,
%93 +0%0° = XOTOH.
Statt der Koordinaten #° und #3 erweist es sich in manchen Situationen als einfa-

cher mit der Lichtkegelkoordinate §%/° := #% — #° zu arbeiten. Diese steht mit den

iibrigen Koordinaten iiber die zusédtzlichen Relationen

(0392 = o, (2.257)
0:|:03/0 — _93/09:|:7
0°0%/0 + 9309 = _\gTO,

9:!:90+q:|:2000:|: — :l:q:tl)\ezl:g?)/o’
020°° + 6°°¢° = —X9T6”
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in Beziehung. Damit ergibt sich fiir das Produkt zweier Superzahlen der Form

die Darstellung

mit

+ + + +

- N

-

AN AN AN AN AN AN N~
— [

~~

+ o+

f(0F,6°6°.07)

[l 407+ fo0° + f20° + f_6-

fr30T0° + fr0070° + £ 610

f200%0° + f5_0%0" + fo_6°0~
f130070%0° + f13_ 070307 + fro_0760°0"
f30-0°0°0" + fr50_070°0°0"

-9)(07,6°,6%,67)

9)' + (f-9)+0% + (f - 9)ot”

-9)30® + (f - 9)-0~

'9)+39+93 (f-9)10070° + (f - 9) 4076~
- 9)300°0° + (f - 9)3-0°0 + (f - 9)0-0°0~
*9)+30 9+9390 +(f-9)13 076°0"
~9)+0-070°0" + (f - 9)30-0°0°0~

) 130 0+6%0%

f'g'
fugl+flgu7 M € {+a3a05_},

frod" + gyof' + fr90 — fogs

fs09" + gsof' + fago — fogs,

fo-g" + g0 f'+ fog- — f g0,

foed + 94"+ fro- — f-g4 + Af3ags — Mfogs,
fr3g' + gasf' + fr95 — a2 fag+ — ' Mogs,
fond' + 95— f"+ fs9- — 2 f-g5 — ¢ M-,

f+309" + g3of' + f+930 — ¢ f39+0
fog+a — a A fog+o
fi390 — fro93 +q 2 f3009+,

(2.258)

(2.259)

(2.260)

(2.261)

(2.262)
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(f : 9)307

(f . 9)+0—

(f . 9)+3—

(f : 9)+307

_|_

+

fao- 9"+ gs0 f'+ fsgo— — fogs— + q " f-gso
f209- = fa—g0+ a2 fo-g3 + 4" Moo,

fro—g' + gro-f' + frg0- — fogi— — Afag30
J-9+0 — Afogso + frog-

J+-90 + fo—g+ + A 3093,

fra—g' + 9 f + Fros- —q 2 fr95- — ¢ f-g4s
—q 7 f3g4— — ¢ ' Mogi— — a7 Af—gr0

q "N f3g30 — ¢ "N fogso

fra9- — a2 fi-gs+q 2 fs-gs

G 95— 4 Afy—go + 4 Ao-gt

+ ¢ AN =g ) fa00s,

+

fr30-9" + giso—f"+ fr930- — ¢ *f39+0- + fog+s— (2.263)
a7 f-g130- — a" ' Mog+o-

frag0- — frogs— +q 2 fr-g30 + 4 fs0g4-

0 f3-g+0 + 4> fo-g+s + ¢ A f30930

f+309- — fr3-90 + @ *fr0-93

q *fs0-9+ + ¢ "Afro-go-

Zur Bestimmung der Darstellung der Symmetriegeneratoren auf den Superzah-

len benutzen wir die T-Form der Lorentzalgebra®. Da symmetrisierte und antisym-

metrisierte Koordinaten mit den Lorentzgeneratoren die gleichen Vertauschungs-

relationen erfiillen, erhalten wir in expliziter Form

Tt°
T+93/0
7ot
T+0-
T-6°
T703/0
T 60~

0°T, (2.264)
1

O+ 4 g2 )20,

q_20+T+

COT* + ¢ N6,

0°T, (2.265)
1

00T + 220",

¢oT,

Die genaue Form der Lorentzalgebra in ihren verschiedenen fiir diese Arbeit relevanten Aus-
prigungen beschreiben wir in Anhang A
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T-0% = ¢20°T + ¢ A2 6P,

00 = 0°7°, (2.266)
o YL - 03/07_3’

0t = ¢ totrd,

0" = ¢'07 73,

T20%° = ¢ '¢3/°72, (2.267)
T%0T = ¢6"T?,

9" = ¢ 0T +q i 1600r

_1
T203 — q03T2 _ Q)\_T_l)\es/OTZ + q*%)\+29+7_1’

S0 — g3, (2.268)
5107 - qgisla
Slpt = q719+81 — qfé)\_;%03/00'2,
1 -1
S0P = ¢ '0PS"+q A AOST — g20 120 o7,
P = gp3ort (2.269)
0~ = ¢ o T,
gt = q0+7'1 — q%)\;%/\Qes/OTQ,
7_103 _ q—1937_1 + q—l)\;l)\93/07_1 . q%A_;E)\QQ—TQ’

o%*° = ¢719%/%2, (2.270)
0_20-}- — q—10+0.27
00" = 00 + PN, NS

02 = 0? — QATIN00% + g EATINGH ST,

Mit diesen Relationen finden wir zuerst einmal fiir die Generatoren der U,(su(2))-
Unteralgebra die folgenden Wirkungen auf Superzahlen:

™o f(0F,0%6°07) (2.271)
= flg7'0%,q"07),

T > f(07,6%6%67) (2.272)
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= GINLA0 4B 00

G 108260 — g3 N2 fgb0"
qé)\—%}—(f-l-— + Af30)0°0~

= NS o0 4 BN fro 6°6%0
AN fiaf 000,

T > f(6F,6°6°07) (2.273)
GINLF0T — gTENE fo 0%0°

q‘gﬁfs(ﬂ*@o + q‘3A$f+_0+93

NP fo + a3 N fo )00

I f 0 07000 + BN fuo 0760%

— RN fa 000

+ +

Rechtsdarstellungen ergeben sich am einfachsten durch Anwendung der Transfor-
mationsregeln

f(07,60°6% 07 )aT* (2.274)
25 ™7 £(6%,6°,6°,67)

oder der Identitat
F6%,6°,6%.67) a7 = f(g*0",q70"), (2.275)

wobei das Symbol PALAN gegeben ist durch

gir...oin TE5 g gt (2.276)
fofon T foeefi,
foEs

mit dem konjugierten Index A = (+,3,3/0,0,—) = (-, 3,3/0,0, +).
Die Wirkungen der verbleibenden Generatoren sind dann

o> f(0+,6%,60%°,67) (2.277)

= ¢ ' f10" +qf-0 + qf36°
+ (q_lfs/o — q)\ll/\fs)ee'/o
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+ o+ o+ 4 + 4+ + 4+ + + + + 4+ + 4+ + +

+ + o+

+

fr30t0® + £ 0707 + P f5_0°0

F5300°0%° + (fago, — AN f3)6°°0™

(g% f1 300 — ANT fia)003/°

0 fra00 03030 + qf 13- 070°07 + qfs 37007000~
(q_1f+,3/0,7 - Q)\)\I.lf+3—)9+93/09_
f+3,3/0,—9+9393/09_,

o f(O0F,6°,6°0°,07) (2.278)
g0+ qf 0 + g fsf?

(@fso + @ AT A f3)0%°

fesbT0 + 0707 +q77 f30°0"

F3300°0%0 + @ (Frap0 + AN, fr3)07 630

(fajom + Az )0%00~

0f 1330070030 + g7 f s 070307 + g7 fa,30,_0°0%/°0~

(@fs/0— + A2 +0q) — ¢°) fra-)076°°0"
f+3,3/0779+9303/00—’

S'o f(6F,6%6%° 67) (2.279)
—qIA F 00 — AL f0

GENT? f1a020%0 4 g ENT? (gA — 1) f1a07 0"

)\;%(q_%fs,a/o — q%f+—)93/09_

q%)\;%f+3_0303/00‘

q_%)\j(l - q)\)f+3,3/09+93/09_,

T?> £(6F,6°,6%°,67) (2.280)
q’%/\;%f_o?’/o n q—g)\;%fsm

GINT S 03030 4 TINTT 0T

N2 (g3 fogpo + a0 f1 )07 6%

q%)\;%f+3_0+9303/0

@A fans0 0703100

Hier stellt sich heraus, dass der einfachste Weg zur Bestimmung der Rechtsdar-
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stellungen durch die Anwendung der Regel
S Hh)> f=fah, (2.281)

gegeben ist, wobei die inversen Antipoden fiir die betreffenden Lorentzgeneratoren
die folgende Form haben:

STUT?) = —q2T?(r3)1/2, (2.282)
S1(Sh) _SY ()12,

S (Y o2,

S te? = 1.

Auch fiir die Grassmannvariablen des Minkowskiraumes ldsst sich ein Differen-
tialkalkiil angegeben. Die zugehorigen Leibnizregeln lauten

oher = gw_qfl(z%;;)ggeﬂag, (2.283)
o = g~ g(R g,

oder in expliziter Form fiir den unkonjugierten Kalkiil

e = —2g*°93°, (2.284)
0t = —?207a)° — g\P°8]
%0 = 1-60°0)° — A0 — Ao,
3%~ = 679",
o50%° = -3, (2.285)
050" = —¢*07a;,
GO = —20°0; + AT + AN,
00~ = —q—070 + 108},
8,00 = —26%°8, — q 08", (2.286)
9,0t = —q¢' =070, — \*00) — \2070]
— 2P0 — 10708,
9,0° = —0°0, — \\'0°°0, — ¢\0 0

— MNP +2)078)°,
0,0 = —q20’69’,
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396%/°
806"
a46°

00

= 10789 — N0~ + ¢*ANT'6%°0)°, (2.287)
= 0700 — QAT + @I + PN,

= —¢*0°0) + P 10%°0) + g 10T, — gAN'0 0,

+ NP+ PAN 600,

= —¢%078) — M08 + 2AN 1020,

wéahrend die entsprechenden Identitéten des konjugierten Kalkiils aus obigen Re-

lationen durch Anwendung der Substitutionen

(@0)" — ()" = q72(Bp)", 0" — 0", q—q (2.288)

folgen. Wie iiblich, kénnen wir damit die Wirkung der fermionischen Ableitungen

auf die Superzahlen bestimmen. Im Minkowski-Fall lauten diese dann

+ o+

o > f(0,6%°,6% 67) (2.289)
—qf- —af 0" —qf 3 —q(f-30 — )\)\11/13)93/0

qf-3+0°0" — q(f- 350+ — /\)\:Llf—?,+)93/09+

0f-3030°/°0% — qf- 3/03:0%/°0%07,

0 £(67,6%°,6% 0%) (2.290)
fo+ fo1 07 — 2 f3030%° — f 30

q2f3/0,3—|-93/00+ — fo540707 + qu,,3/0,30’03/0

¢ f-p03+076%°07,

o> f(07,6°°,6%,6%) (2.201)
f30 + f3/0,393 + (f3/0,+ — f3+/\)u_rl)0+

(QQf—,s/o + /\/\:Llf—?,)a_

g (4 - Qf3/0,3)93/0

f3/0,3+939+ + q)‘f3/0,3+03/00+ - q2f—:’,,:«x/0,:’,9_93

g 34070 — q(qf_ 30,0 — A°AT fo34)07 0"

- 3/03+07 030" — AN F- 370340707007,

0y > f(07,0%°,6%,67) (2.292)
—q e+ a7 310 + a(fim = Mfajo)0”
(af30,+ + q_l)\)\llf3+)93/0



2.4. Q-DEFORMIERTER MINKOWSKIRAUM 61

- Qf3/0,3+93/093 —qf 3,076
— q(Pf 30,0 + I fozy)070%°
- q/\f3/0,3+0_0+ + q3f7,3/0,3+9_6’3/003.

Die Transformationsformeln zur Ermittlung aller anderen Arten von Darstellungen
der fermionischen Ableitungen sind

v f(0,60%°,0% 6%) (2.293)
+ = -

LA s O, 0°°,6%,07),
f(0-,6°6%° 6%) a0y (2.294)
+ - -
T FOT,0%,6%°,67) a b
und
F(0°,60%,6%°, 6205 (2.295)
25 9 f(07,6°°,6°,07),

F(O0F,6%6%° 67) <0y (2.296)
95 9hs (0t 0%, 6%,07)
+ - -

wobei das Transformationssymbol R C folgenden Ubergang beschreibt:

it ...pin 25 g ... pin (2.297)
fafon &5 foe-fi,

o

g &5 ¢

Widmen wir uns als néichstes den Hopfstrukturen der verschiedenen Minkow-
skirdume gebildet aus Koordinaten, Ableitungen oder Differentialen. In ihrer un-
konjugierten Version lauten diese allgemein

AR = B0® 1+ A(h)Th @ K/ (2.298)
— AR () 2S! @ A,
A(RY) = h*@1+A () 30 @ h* — gIA, 2 AA(R)T? ® h*°,
A(T) = B~ @1+ AR)E) I @k — ¢ FATAA(R)S! ® K
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— XNAR) ()T~ S' @ ht
FEIATEAB)ET — ¢ 'S @ b,

A = B @1+ A0 @1 — A AWTH ) @ b

NI HT 0 + g5") @ bt
= NARNT T +q(r' = 0%) @ b7,

S(p¥%) = 1(h) 2p3/0 q‘§/\2/\A L(h)S'hT, (2.299)
S(h*) = —AT' (W) () 2Rt — g7 A] m ()T (r) 2R,
S(h') = —A T W)P(P) Hh — g PAIAAT (B)(r%) 1SR
+q_2/\2A L(h)(r) TS TR
+g AN (B) (7)) (02T — PSR,
S() = —A~'(h)T'R — gEATTAN (W) TR
LI (R) (P + gSYRT
+ATATH(R) (g(0? = 1) + N2 T2 TR0,
e(h¥%) = e(h*)=¢(h) =e(h’) = (2.300)
wihrend man fiir die konjugierte Version findet
AR = BOR1+A1(Rh)(r?) 202 @ K3/ (2.301)
DA T e b
A(R™) = h™ @1+ A (W) @k~ — g#A, 2 AN (R) (7)) 5! @ h¥°,

AR) = K @1+A (W@ k=AM T 9 8

= AT () () (TR + P T?) @ 30
+ FNATRT*TTRh,

AR = h,° ©1+ A (R) () I @R — ¢ IAPAA L (R)S @ B

— GACMT) (T = T2) @ b

)
+ /\— ( )(7’3)__(/\2T+Sl+q_1(7'371 2))®

(R3%) = _A(hz)Tl(T?’)%h?’/o—q%)\_%'_)\A(h)Tz(T?))%h_,
S(h™) = —A(R)o”h™ — q 3 X, 2AA(h)S'H,

h3/0

(2.302)
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S(Y) = —AR)TR — EAZAA(R)T2R
— q%)\j)\A(h) (qriT* + THA3/°
— ¢*NAR)T?*T R,
S(A%) = —AMR) () 302h0 — ¢ IATIAAR) (7Y ES AT

— AT () F (02T — ¢ TR
— AJIAR)(F2) T2 (VTS + g(0® — T8RP,
E(R¥0) = g(ht)=2(h™) =¢&(r’) =0, (2.303)

mit
h* € {04, 05, X*, 01, &4t} (2.304)

Die dazu notwendige Spezifizierung der Skalierer stellt sich dann wie folgt dar:

N[=

A@) =A2, AXH)=A"7, Alg)=A"1 (2.305)

oder

A@) =A"", A@) =R, A®€)=A, (2.306)
falls die Operatoren A und A den Beziehungen

AXF = ¢2XFA, (2.307)
AOY = qPOA,
At = g kA,
Ant = g A,
AO* = g 20MA,

A0y = ¢*OhA,

als auch
AG* = —q7loHA, (2.308)
A3y = —qolA,
At = A,
]\g“ = _qiléﬂ[\a

AXH = ¢ IXHA,
AoF = qorA

T
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gehorchen.

Nun wollen wir wieder die Elemente einer Superanalysis prisentieren. Wie im
Fall der Euklidischen Rdume und der Quantenebene definieren wir die Integrale
iiber

/ f(6=,6%°,6% 6%) dip (2.309)

Il

—q 7205 0005°05 > f(67,6%°,6%,6%) = [ 3/00.+,

/ drofe—,6%° 63 6%) (2.310)
= —q 10,0007 Q075 0}0, = F-spo-

Dabei haben wir die Wirkung der Ableitungen durch Vorfaktoren ergéinzt, um die

korrekte Normierung der Integrale zu garantieren. Mit der expliziten Form fiir die

Wirkung der partiellen Ableitungen lédsst sich dies leicht bestétigen. Insbesondere
gilt wieder fiir alle Basismonome einer bestimmten Ordnung

/ 0-0%°0%0" dio = 1, (2.311)
/0“ dif =0, pe{+,3/0,3,-},
/ 60t dif = / 0-6%° dio = / 0-6° dig
/039+ difg = /9303/0 dif = /03/°0+ dif =0,
/ 6-6%°93 dif = / 0-6%°9" dip
= / 0-6°0" dio = / 0%°0%0" di 6 = 0,
und
/d;ge 0-6%°9%0+ =1, (2.312)

/d;lze 0" = 07 IS {+’3/073a _}a

/ dnd 070" = / dre 0763/ = / dL 6-6° (2.313)
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= / drh 0°0 = / dy 6393/° = / dw0 63/°0 = 0, (2.314)
/ dy 6-0%°9% = / dr 6-0%/°9F
= / dyd 076°0" = / dre %0939+ = 0.
Die Translationsinvarianz ist ebenso erfiillt wegen
/a;; > f(070%°9%01) did = 0, pe{+,3,3/0,-}, (2.315)
/ dR0f(076°0%°07) <0y = .

Wollen wir zum dazu konjugierten Kalkiil iibergehen, helfen uns jetzt die Substi-
tutionen

di 0 < d10, dR0 < dx0, (2.316)
f(67,6%,0%°.0%) « f(0F,6%,6%° 67),
F(60,0%°,0%,0%) « f(6F,0%°,6%07),
0* 07, (89)* > (9p)T,
> < >, 4 <

die entsprechenden Ausdriicke aus den obigen Identititen zu erhalten.

Als néchsten Schritt beabsichtigen wir wieder die Grassmannexponentiale zu
bestimmen, wofiir die Kenntnis zweier dualer Basen erforderlich ist. Mit etwas
Geschick kann man bestéitigen, dass die in den folgenden Paarungen auftretenden
Monome bis auf einen entsprechenden Vorfaktor tatsédchlich duale Basen bilden.

0F, 0 Ver=—a, (3)°0°) =1 (2.317)
807 030)L R — 1 <60_’ 0+>L,R = _q_17

0y 05 ,070%) =1, <aga;—a0_030>L,R = —q,

0, 076% L= aANT, (9)°0F,070%) L5 = —q,

0, 0°,0%0%),, *=—q‘1, (338)°,6%6%), 5 = —¢°,
8;09,0°°07) p = —q~", (8;09,0°0%) 5 =q AT,
B0, 070°°0%) = *, (9;0,/°05,076°07) =

{
{
{
{
{
{
{
((90 (998+, 0~ 939+>L R = )‘/\:Lla <39 8063/0 030930+> R =4,
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(0 9007 ,076%0%) 1.5 = 1,

(0, 00307 ,070°0™0" ) = —".

Damit berechnet sich das Exponential zu

exp (0 | (9p)r)

= 191-¢ 009 +6°28)" +6% )

~ gt @I, +070" 0,0 —q 07 0° 9,0

— 60" ® 0;05° — ¢726%6* ® 800"
1 1
+ =g A 070° ® 00 + §A+000+ ® 0, 0)

2

+q %0700 ® 09, °0f +0-6°0" ® 0, 9,0
1
+ ¢ '0%°0%0" ® 8, 8900 — 50 A070°0" © 0, 807

— P076%6%0" ® 9, 090 o) .

Man beachte, dass hier zum erstenmal ein echt g-deformierter Ausdruck fiir das

Exponential vorliegt. Der Vollstdndigkeit halber geben wir noch die altbekannten

Crossingsymmetrien fiir den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Paarun-

gen und Exponentialen an:

und

Die Ubergangssymbole sollen hierbei die gleiche Bedeutung wie in

(2.161) haben.

<é03 Q>E,R

<Qa Q0>E,R

<aea Q>E,R

+ M+
I I£¢
| >

qe1/g

I

B

+or—
q1/g

3+
£¢I
S

I

[ I

<QO¢ 9>L,R )
<§2a£20>141? )
<Q, éaﬁ,R )

<Q7 QG)L,R

exp(fz | (9p)r)
exp((9p) | Or)

exp((9p)r | 0z)
exp((99)z | 01).

(2.318)

(2.319)

(2.320)

(2.321)

(2.160) und
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Translationen werden bekanntlich durch das Koprodukt beschrieben. Nach

Einfiihrung von Links- und Rechtskoordinaten lauten diese im Fall einer Basis

normalgeordneter Monome

A (")
AL(676%/°)
AL(0+6°)
AL(0767)

AL(6°°0°)

AL(6%°07)
AL (6°97)

AL(9+93/090)

AL(076%°07)

Az (076997)

AL(6%°6°97)

AL(076%°9°7)

0" + 0%, e {+,3/0,0,—,} (2.322)
0, 6%° + 6:163/° — ¢=207/°0 + 67 6%/°,

0,700 +6,76° — 0°60." + 6, 6°

+AN003° — 2N 1000

00, + 0,0, —q 20760, + 076,

+ g7 003,

070" + 67°6° — ¢726°63/° + 63/°6°

+ ANTI0M0030 — g2 0067

07°0 + 07°0 — 7207 6%/° + 03/°0;,

0007 + 070 — 6,700 + 020,

+NTI0Y00 — g T2ANT 03,

0:70%7°0) + 6:107/°6° — 20,0003/ + ¢207°600  (2.323)
+ 61021900 — ¢7207°0;6° + g 2600, 63/° + 6 03/°60

+ g N 0Y00 — 260, 6

0,6>°0 + 6;0°/°07 — q26;76;03/° + ¢~*67/%0; 6
+0;0%°0 — ¢ 267°01 0, + ¢ 10,6700 + 07630,
0;7606; + 60,1000 — 60760 + ¢ 2606, 0,

+ 60,7600, — 0700, +q 20, 0;10° +0.16°0,
+AN106°0, + g AN 16 0909%/0

+ g NT000707 + gA(gh — 2)67 07 63/°

+ AN100300 — 27 2AN 102000,

— g TIANTY00300° + AN 001 03,

020600 + ¢=*600,6%/° — 0°/°0;6°

— ¢ 20003/°0; + ¢726,763/°6° + 63/°0%0;

+ g A0 60 + 206066,

0:6°/°000; + 0;67°600 — 6:76°/°0; 60 (2.324)
— 40200, 07 + 0,006, 6>/° + 06706000,

— ¢, 0003°0; + q7°0,0,6,/°0) + ¢ 76,076, 67
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— 007060 + o000, 0;03/° + 00006,
—q *0)°0}000, +q 070676, +q 6,602/,
+ 0703/°0%0, — 3" A\ ;16;76;°0; 62

+q PN 07000200, — g M6, 676,

— °AN10)0, 070300 + g 20N, 16)/°0 63,

Die entsprechenden Formeln fiir die korrespondierenden Antipoden ergeben sich
zu

0") = —0*, e {+,3/0,0,—} (2.325)

Hierbei ist es wichtig zu beachten, dass die Monome mit unspezifizierten Indizes
sich immer auf solche mit der Normalordnung 6%636%/°9~ beziehen. Die Crossing-
symmetrien welche den Zusammenhang zwischen den unterschiedlichen Versionen
fiir Koprodukt und Antipode regeln, lauten
o
Ap, Sy B9 A;L S, (2.326)

+or—
q<1/q
Ag,Sr < Apg, Sk,

+o—
Ar, S; &% AR, Sg, (2.327)
e
Az, Sp &8 Ag, Sg,

wobei die Ubergangssymbole dieselbe Bedeutung haben wie im Fall der Paarungen
und Exponentiale.
Zuletzt wollen wir wieder die Ausdriicke des Zopfprodukts mit einer Superzahl

FO7,0%°,0°,07) = f'+ fubt, (2.328)

angeben, wobei das Symbol @ hier fiir ein Monom in der Normalordnung +63/°6°9~
steht. Das Zopfprodukt berechnet sich dann wie gewohnt iiber die Formeln

F(6F,6%°,6°07) 0,09 = 9®f+Sk((0))7;;,>9) @65, (2.329)
9Opa f(07,0°°,0°07) = ['®g+Sk(g<(05);,;) ® 0%
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Im unkonjugierten Fall ben6tigen wir dafiir die Operatoren

00F = AE*) V2 (fro? — ¢ /22N f308" (2.330)
— N T S 4 ¢ 2N 2 fo (T 02 + ¢SY)),
007 = M=\ F.T2 + fypor!
— M foWT T? 4 g(r' — 6%))
+ ¢ PIWNET - g s,
0p)) = A(foo® — g PNV f Y,
(0p)7 = A= MNP T2 + for,

O = RV (fanplr'o? — PA2T2S) (2.331)
+ )\_T_lf+0(_q_17_10-2 + q—1(0_2)2 + q)\QTZSl)
_|_ )\2)\;1f—|—— (q—l/QT—Tlo_Q _ q—3/2510_2 _ q3/2)\T_T251)
. )\)\;1f3/0’0 (q_3/2T_7'102 + q_1/25102 _ ql/Z)\QT_TQSI)
+ )\2)\;1f0— (q(T—)QTlo_Z _ q—Z(Sl)Z _ qs)\2(T_)2T2SI)
+ q_l)\2f3/0,— (51)2)
00;° = K@) P(f10(0®) + ¢ PAN f1-S"0?
— ¢ AN fas0,0S 0% + N2A fago,- (S1)?
_ qfl)\2f07 (81)2),
O00)F = A(—g"PN\ 1 oT?0% + fro_(r'0® — g\*T2SY)
+ CI)\2]83/0,0TZS1 — (]73/2/\)\;1/2]03/0,_7'15’1
+ 41/2)\)\11/2]”07 (T_7'102 4 g 2rle? - q3/\2T_T2SI)),
(0% = K2(qX%f, T2S" + fapor'o® — ¢ V2N fyyo, 7181
+q N fo (T 70 + ¢ 172t + AT T2SY),

O™ = M) @ENN (T =g PN T
- qg/z/\f’/\lmf?;/o,oT?Tl
+ C]—l/\;lfo_(TIUQ _ (T1)2 _ q_2/\2T25’1)),
Opz = R Pfo(r'o® - NTSY,
(Of)+,3/0,0 — /~\3(T3)_1/2(f+,3/0’0(7'1 (0_2)2 _ q2)\2T2510_2) (2‘332)

+ q_3/2/\A _ +_1/2f—|—,3/0,7 (q3)\2T2(51)2 _ 7_15110_2)
+ PN fro (NPT TS o7
_ qZT—Tl(O_Z)Z + C]3)\2()\2 + 1)T2(Sl)2 + (/\+ _ C]3)7'1510'2)
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+ /\210:3/00—(75_T15’1f72 - qg)\QT_TQ(Sl)Q))a
ONF" = K@ frapo@ X (T7)S' = TPr'0?)
+ fis0,-((11)%0% = ¢*NT?7'0?)
+ qfro- (—PXNNT(T?)2ST = AL (N + 1)1l (0® — 1)
+ A\ + ) T?(7'S' — S'o?))
+ 0N fojo0 (T77'0% =g (A = )7'S"0?
+ QZAQT—TQTlsl _ )\QTQ(SI)Q))’
(Of)LI—O— — A3(f+0_( 1( 2)2 2/\2/\_1T251 2)
+ fajo0,- (=g~ P78 0% 4+ g2 NAT WT?(S ),
(Of)3/0,0— _ A3(T3)1/2( 7/2)\)\_1/2f+0 (q 2)\2(T2) gl _ 2.1, )
+ f3/0,0—(( )2 2 4A2T2 151))
(Of)jLL’3/O’07 = fia00-AY,
wiahrend wir im konjugierten zuriickgreifen auf
(0NF = A'(fi0” =PI 1S, (2.333)
O = A (=PI LT 0% + g7 T?)
+ f3/002 + fo(NPTHS + ¢ (37! — o))
_ q1/2)‘)‘l1/2f 51)
09 = A'E)P(=g" IS+ fo(r) '),
0p)7 = AUEN[LTTH - 2N/ *T?
— @ PN P fo(qTH = T2)) + f1Y),
(Of)%r’3/0 = A VP (fisp0(0”) (2.334)
+ q )\+ f—|—0( ( ) + 7_37_10,2 2)\2T3T2SI)
— g S0 4 g 0050
+ QQAZ)\_T_IfO— (51)2))’
0pF° = A2 P fo(r'o® - PNT?SY),
Op);~ = A_Q(—q3/2)\)\i/2f+,3/o
+ @ PN foo(T20? — T 70 + THT?7Y)
+ feomlo? = g fy00T2 St — ¢*2AN P fo TS,
(Of)%/o "= AiQ(ql/Q)‘)\i/Qf+,3/oT202
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3/0,—
(Of),j

(05) 5500
L
(05)3°°~

(007"

L

+ TN P o (=T20% = T 7' 0% + PN TT2SY)

— gN [ T?S" + fapp0(Tr0? — gN°T?S")

+q PN for' Y,

AT P (BN fy370(T7)?

+q2/\2A_T_1f+0((T2)2 ( ) (T+)2 1 2 2)\2(T3)71(T+)2T251)
+ g 2 fn QNPT T 0? — g

— PNPTA + AN ()T T TS

+ @ 2N fa 00 (TP = (%) I T 7 0? + 2N (7)1 THT28Y))
+f3/0,—( ) 1(7_10,2 2)\2T2SI)

+ qil)\_T_lf(),(T )71(7_10,2 +7_3(7_1)2 + A2T2SI)),

A2 () (NN Frp0(T2)°

+ PN oo (T2)? — AN fy T

+ C]3/2/\/\i/2f3/0,0T27'1 + fo_(m1)?),

A73(f4 300(TH(0%)? — ¢*N?T2S10?)), (2.335)
A= (@V NP oy g0 (TP TP 0 — qT 7 (02)?

o q2)\27'3(T2)25'1 + q3)\2T+T25102)

+ JC+,3/0,J'1 (6”)?

+ q)\_—’_lf+07(7_1(0_2)2 +q—27_3(7_1)20_2

+ M(T%S'0? — qT 7' S'o? — TSt

+ q3)\2T+T2(Sl)2))

+ q3/2)\)\71/2f3/00 (7_151 2 2)\2T2(Sl)2),

A (q )\2f+ 3/0, 0T+T2( 2)\2T251 1 2)

+ g N s (T2r'0? — PAH(T?)2SY)

+ ¢ VN P fr (TP 0% + griSto?

. q3T+(71)202 —1—q2(T2)251 +q7/2/\2T2(Sl)2 +q7/\2T+T27-131)
+ fa00-((7 m)20® — ¢"NT?7' S ))

A3 P (@I Fgjo0aTn'0” = @ N(T7)7S")

+ fro((r')20? = ¢ NTPTST)),

A~ fi3/00-- (2.336)



2.5. ERGANZUNGEN ZUR SUPERANALYSIS 72

Abschlieflend sei bemerkt, dass diese Formeln durchaus von einer groflen Kom-
plexitit gekennzeichnet sind. Thr besonderer Wert zeigt sich jedoch erst bei ihrer
Realisierung auf Computeralgebrasystemen, wo sie bei Kenntnis der Darstellun-
gen fiir die Symmetriegeneratoren eine einfachere und zeitsparende Berechnung
von Vertauschungsrelationen garantieren.

2.5 Erginzungen zur Superanalysis

In diesem Abschnitt wollen wir aufzeigen, dass wir tatséchlich eine funktionierende
Superanalysis konstruiert haben. Dazu betrachten wir einige interessante Punkte,
die auch schon die Analogie zum undeformierten Fall aufzeigen. Zuerst einmal ist
die Translationsinvarianz der Integrale in der lokalen Form gleichbedeutend mit
den folgenden Regeln zur partiellen Integration:

/ F(60) [(80)a > h(0)] 20 = / F(8) < (G)a) h(B) B, (2.337)
/ 01 (8) < (D) h(0,) = / 020(/9) [(99) 4 > h(0)]
Um dies einzusehen, muss man die Formeln

fOr>g) = 0> [(f <19w)dl, (2.338)
(f<0)g = [f(0u) > g)] <O,

welche man mittels der Leibnizregeln beweist, auf die Integranden anwenden.

Ein n#chster interessanter Punkt ist, dass die Integrale auch unter globalen
Translationen invariant sind. Diese globale Translationsinvarianz kann man aus-
driicken als

(e [ a)orwen = ([ doe1o o)  (2339)

= [ s,
(le / 0 ) f(;0) = ( / oo @1)o f0o,8)  (2:340)

- [ @isste)

Diese Identitdten lassen sich direkt durch Einsetzen bestdtigen. In [6] wird in-
teressanterweise das Integral abstrakt iiber diese Eigenschaft definiert. Wir sind
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hier den umgekehrten Weg gegangen, indem wir das Integral durch eine operative
Vorschrift konkret eingefiihrt haben und anschliessend die Translationsinvarianz
bestétigen konnten.

Weiterhin stellt sich heraus, dass man mit den Exponentialen wieder globale
Translationen erhilt; man priift durch Rechnung leicht nach, dass folgende Versio-
nen der Taylorregel gelten [29]

exp(0, | (9p)z) > f(0) = F(O'®,0), (2.341)
£(8) Qexp((Do)r | 05) = f(6@50"). (2.342)

Als letzten (aber fiir die Quantenfeldtheorie sehr wichtigen) Punkt zeigen wir
noch die Moglichkeit der Konstruktion von (Super-)d-Distributionen auf. Wie im-
mer in einer g-deformierten Analogie zum klassischen Fall fordern wir fiir die ¢-
Distributionen

[ 10,0 3,0 = [ 61,0530 = 10 = 0),
/ dryrf 1(0) Oy (€) = / b0 0p(0) F(8) = fF(6=0).  (2.343)

Diese Forderungen lassen sich dann in allen Quantenrdumen erfiillen, wenn man
die d-Distributionen in der nachstehenden Art und Weise definiert:

a) Quantenebene

b) 3-dimensionaler Euklidischer Raum

01(8) = 03,(0) = 07 6°0",
07(0) = 0 (0) = 6076°0",
¢) 4-dimensionaler Euklidischer Raum

54(0) = 54(0) = 6'6°6°6",
07.(0) = 6 (0) = 0'0%6°0",
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d) g-deformierter Minkowskiraum

51(0) = 96%°0°0%, 51(6) = 076°9°°0",
51(0) = 676°°6%0,  67(0) = 076°6°/°6".

Der Nachweis gelingt auch hier durch direkte Berechnung.



Kapitel 3

g-Deformierte Liealgebren

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der doch recht bemerkenswerten Tatsache
auseinandersetzen, dass es moglich ist, die Quantenalgebren in einer Art und Weise
darzustellen, die dem klassischen Fall weitgehend gleicht. Zu diesem Zweck werden
wir die Form der Generatoren als Tensoroperatoren nutzen [20, 32]. Desweiteren
verwenden wir in diesem Kapitel den Begriff des q-Kommutators, definiert iiber
la,bly = a1)bS(a(z)). Dieser stellt also nichts anderes dar, als die Verallgemeinerung
der adjungierten Wirkung auf Hopfalgebren. Im undeformierten Fall geht dieser
g-Kommutator tatséchlich in den gewdhnlichen Kommutator iiber, was auch die
Motivation fiir unsere Definition darstellt. Mittels der g-Kommutatoren lassen sich
dann die Quantenalgebren wie im Klassischen als g-Liealgebren niederschreiben.
Daran erkennt man sehr schén die Parallelen zwischen deformierter und undefor-
mierter Struktur. Aulerdem tritt der Symmetriecharakter der jeweiligen Elemente
deutlicher hervor, was die Suche nach Objekten mit vorgegebenem Transformati-
onsverhalten vereinfacht.

Die einzelnen Rdume werden wie folgt abgehandelt: Zuerst geben wir die For-
meln fiir die (definierende) Bahndrehimpulsdarstellung an, danach die Hopfstruk-
tur und die Formeln der ¢g-Kommutatoren explizit. Daraufhin geben wir, zuerst
im Spinor-, dann im Vektorfall, die Matrixdarstellungen und die daraus folgenden
cross product Relationen zwischen den Generatoren und Koordinaten an, sowie
deren Umkehrungen. Als letztes folgt die explizite Form der g-Liealgebra und der
Casimiroperatoren.

75



3.1. Q-LIEALGEBRA DER DREIDIMENSIONALEN DREHIMPULSE 76

3.1 (qg-Liealgebra der dreidimensionalen Drehim-
pulse
Bahndrehimpulsdarstellungen

Wir beginnen mit der Darstellung der Drehimpulsgeneratoren auf dem Differenti-
alkalkiil [20]:
LA = A1/2XcéD€DcA. (31)

epc? ist ein g-Analogon des vollstindig antisymmetrischen Tensors vom Rang
drei [20] (siehe auch Anhang B). A ist der bekannte Skalierungsoperator. Zur Er-
innerung wiederholen wir seine Vertauschungsrelationen mit den Koordinaten und

Ableitungen
AXA =@ XA\, A = ¢ *OA. (3.2)
Explizit ausgeschrieben erhalten wir dann letztendlich
Lt = —¢'AYV2XTH 4 ¢ 3A2X30T, (3.3)
L = —q?ANPXT07 4+ ¢ APX0% — ¢ PANPXPOP,
L= = —¢ 'AY2X30" 4+ ¢ *AV2X 6%,

Benutzen wir die Leibnizregeln der partiellen Ableitungen in der Form
XAéB — gAB + (R_I)ABCDaACXD, (34)
so konnen wir die Drehimpulse umschreiben in
LA = —¢*AY?0° X Pepc™. (3.5)
Diese Form unterscheidet sich von der vorhergehenden nur durch den Faktor —¢*
und die Vertauschung von X mit 0, weshalb sich die Angabe der expliziten Form
eriibrigt.

Mit dem zweiten Differentialkalkiil, der mit dem ersten (konjugierten) iiber die
Umrechnung

9t = A0 + PAX1058 gpc) (3.6)
zusammenhéngt [20], sind die Generatoren darstellbar durch
LA = *ATY2XC9PepcA (3.7)
—AT29C X Pepc.

Auch hier liest man die explizite Form sofort aus der oben angegebenen ab.
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Hopfstruktur und ¢-Kommutatoren

Wie bekannt, spannen die Generatoren L™, L3 und L~ zusammen mit einem grup-
penartigen Braidingoperator 7+/2 die Algebra U,(su(2)) auf. Deren definierenden
Relationen sind [20]

Tl/?L:I: — q:tQL:tTl/2, (38)
S8 L37_1/2’
L Lt—LtL™ = +Y2[3,

Diese Algebra besitzt aufl erdem eine Hopfstruktur. Fiir die Generatoren ist sie
bestimmt durch [36]

A(L%) = LFor?+1@L% (3.9)
A(L3) — L3 ® 7_71/2 + 7_1/2 ® L3
+ AT (LT @ L™ +¢7'L” @ L),

S(L*) = —L*r/? (3.10)
S(L?) = —q2L*4+ M M,.72LTL,
STHL®) = 721, (3.11)
STHWL3) = —¢ L3+ M2 L,

e(LY) = 0. (3.12)

Mit dieser Hopfstruktur lassen sich nun die g-Kommutatoren iiber die in der Ein-
leitung motivierte Formel gemésf
[L9,V], = L§VS(LE), (3.13)
V.LY], = STHLE)V LY,
berechnen, und zwar mit den Ergebnissen
L V], = (L*V -VL*)r'7, (3.14)
(L2, V], = LV’ — g2 VP
— MY (G LV LT 4 gLV LT
+ TV 2L
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und

[V, L*], T2(VILE - LFV) (3.15)
[‘/" L3]q — 7_1/2VL3 _ q_2L3VTl/2

_ )\Tl/Q(q_lL_'—VTl/QL_ + qL_VT1/2L+)

+ M T 2L LTV,

Dabei steht V fiir ein beliebiges Element aus einem Darstellungsraum der U, (su(2)).

Matrixdarstellungen und cross product Relationen

Richten wir nach diesen Definitionen unser Augenmerk nunmehr auf einige spe-
zielle Darstellungen der Symmetriegeneratoren L™, L3 und L~. Zuerst einmal er-
lauben uns die Formeln (3.1), (3.5) und (3.7) die Wirkung eines Generators auf
dem Raum der Koordinatenfunktionen zu bestimmen, sobald wir die Wirkungen
der zugehérigen Ableitungen kennen. Diese Arbeit wurde allerdings schon in [17]
getan. Desweiteren ist es moglich, endlichdimensionale Darstellungen der Gene-
ratoren herzuleiten. Diese sogenannten Spindarstellungen sind fiir die U,(su(2))
hinreichend bekannt [37, 9]. Im Fall der zweidimensionalen Spindarstellungen fin-
den wir z.B.

LA> 0% = (JA)O‘g Hﬂ, 0, <L = 05(0A)’3a
mit

(3.16)

Im Folgenden verwenden wir stets die Konvention, dass der obere Index die Spal-
ten und entsprechend der untere Index die Zeilen der Matrix bezeichnet. Dass
diese Matrizen tatséchlich eine Darstellung der U,(su(2)) bilden, lisst sich leicht
iiberpriifen, indem man sie anstelle der Generatoren in die Relation (3.8) einsetzt

—-1/2

und diese unter Beriicksichtigung der Darstellung von 7=/, ndmlich

(r)% = ( q(_]l 2 ) : (3.17)
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und der gewohnlichen Matrixmultiplikation auswertet. Bemerkenswerterweise stellt
man zudem fest, dass die Matrizen der Rechtsdarstellungen exakt dieselben wie
die der Linksdarstellungen sind, was unsere Konvention, fiir die Rechtsdarstellun-
gen unten indizierte Spinoren zu verwenden, rechtfertigt. Setzt man schliesslich die
obigen Resultate in die Identitdten

L4 v], =LV, [V,IY, =V <L? (3.18)

so bekommt man nach einfachem Umordnen der Terme die Vertauschungsrelatio-
nen von Symmetriegeneratoren und Spinorkoordinaten. Diese sind explizit gegeben
durch

Lt = 0'L* — "2\ 2022, (3.19)

LT9* = 6°LT,

3l _ 173 —1/2y\y~1/2p27—  y-1p91_—1/2

L30Y = ¢0'L® — ¢ PANP0PL — a0 Y2, 3.20
+ +

L3 = q'0°L° + ¢ /PN PO LT + g AR

Lo = 0L, (3.21)
L6* = 2L~ +q AP0t 12

und als Umkehrung hiervon

01L+ = L+91, (322)
boL" = L0, — g2\ 1%,

0,17 = qLP0r +q 2ANPLE0, + gA %0, (3.23)
0,L° = ¢ L3, — g PAN L0 + g A 20,

0L = L791+C]71/2)\11/27'71/292a (3.24)
02L_ = L_HQ-

In gleicher Weise bestimmen wir die Vektordarstellungen der U, (su(2)), gege-
ben durch

e x% = ()%, x7, (3.25)

XB<]LA = XC (TA)CD,
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mit
B 0 —g O
(tF)7¢ = |0 0 -1 |, (3.26)
0 0 0
-1
B q 0 0
()¢ = 0 -x 0 |,
0 —¢q
s 0 0
()¢ = | -1 0 0
0 ¢t 0

Dabei ist zu beachten, dass Spalten und Zeilen in der Reihenfolge +,3, — an-
geordnet sind. Der Nachweis der Darstellungseigenschaft gelingt wie im Fall der
Spinordarstellungen, falls man wieder beriicksichtigt:

0
0 (3.27)

—2

2

~1/2\B _ __ 1
(T c=1 0
0 q

O = O

Wir bemerken noch, dass die 7-Matrizen und der g-deformierte e-Tensor iiber die
Beziehung

(TA)BC = (]2€ABc. (328)

zusammnenhéngen. Mit demselben Vorgehen wie im Spinorfall finden wir fiir die
Vertauschungsrelationen der Symmetriegeneratoren mit den Komponenten eines

Vektoroperators
LYXt = X*LT, (3.29)
LtX® = X3Lt —gXtr71/2
LtX- = XLt - X312
L’X* = ¢PXTL £ ¢7AXPL* £ P X572 (3.30)

L’X? = X334 NX LY —XTL7) = A\ X3r712

L Xt = XYL+ X371/ (3.31)
L™X* = XL 4+q¢'X 772,
L™ X~ = XL~
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und
X,Lt = LtX, —qr 12X, (3.32)

XLt = LtX; — 7 1Y2X_,
X LT = LtX_,

X, L} = ¢PPL3X, FALTX® + ¢Tr Y2X,, (3.33)
XL = LDPXs+ M¢'LYXT —qL™X_) — M\ 12X,

X_|_L_ = L_X+,
X3l = L X3+ 712X, (3.34)
X L~ = L X_+q 772X,

g-Liealgebra und Casimiroperator

Als letzte interessante Darstellung wollen wir uns nun der adjungierten Darstellung
der Liealgebra auf sich selbst zuwenden. Beachtet man, dass L?, A € {+,3, -1},
selbst Komponenten eines Vektoroperators sind, so lassen sich die Relationen in
(3.8) auch schreiben als

[LA, LA]q = Oa Ae {+: _}a (335)
L%, 1%, = ALY,
[L* L), = F¢''L7,
+ _ 3
[L™, LT] . = FL
Diese Ergebnis kénnen wir noch kompakter formulieren als

(L4, L), = ¢°e*"CgepL”. (3.36)

Daraus ersehen wir, dass wir im klassischen Limes genau die bekannte Liealgebra
so(3), ndmlich

(LA, LP] = "B pLP, (3.37)

erhalten, da der g-deformierte e-Tensor in sein klassisches Pendant iibergeht. Damit
haben wir ein perfektes g-deformiertes Analogon zu den klassischen Liealgebren
angegeben, was auch die Bezeichnungsweise g-Liealgebra rechtfertigt.
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Der Vollstandigkeit halber weisen wir noch darauf hin, dass man statt des Vek-
toroperators L* auch einen vollstéindig antisymmetrischen Tensor zweiter Stufe,
gegeben durch

MAB = ¢ABF L, (3.38)

verwenden kann [20]. Auch in diesem Fall gibt es natiirlich drei unabhéingige Kom-
ponenten, denn es gelten aufgrund der Antisymmetrie die Identitéten

MY = M =0, (3.39)
M3—|— — —q_2M+3,

M7t = —M*,

M3® = A\MT,

M™3 = —¢2M3*.

Dies erlaubt es uns als unabhéingige Generatoren

M+3 — —q_1L+,
Mt = —¢°L? (3.40)
M3— — _q—lL—

zu wihlen.

Als letzten Bestandteil unserer g-Liealgebra konstruieren wir noch den Casi-
miroperator. Klassisch wie nichtkommutativ ist er gegeben durch den Ausdruck
L* = g, L*L” und ergibt wie erwartet den Wert null unter der adjungieren Wir-
kung der Generatoren L gemif der Formel LA >4 L? = (LA) D> ad L“)(Lé) >qa LY).

(1
Im nichtkommutativen Fall lautet er ausgeschrieben

I’ = qL"L + L3 — ¢ 'L L™ (3.41)
Verwendet man die adjungierten Wirkungen, die wir oben berechnet haben, so
stellt man fest, dass auch hier der Operator L? eine Invariante unter der Wirkung
der Generatoren ist, sowohl der Links-, als auch der Rechtswirkung.
Der Casimir kann natiirlich auch mit den Tensorgeneratoren geschrieben werden
und lautet dann M? = M# M, oder wieder ausgeschrieben:
M?=q 'MT3M> — M M +¢3M> M3, (3.42)

Der Casimiroperator erfiillt, wie man z.B. auch mithilfe der Identitéten

[L4,0V], = [L{y, Ul ILE), V], (3.43)
UV, LY, = [U, L), IV, Ly,
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verifizieren kann, die notwendige Forderung
[L4,C), = [C, L4, =0, firalle Ae{+,3,—}. (3.44)

Abschlielend wollen wir fiir die verschiedenen zuvor behandelten Darstellungen
den Casimiroperator spezifizieren. Dazu miissen wir lediglich die Darstellungen
der Generatoren in den Ausdruck (3.41) einsetzen und erhalten so fiir die

a) Operatordarstellung
LI’=—(X0X)(000)+¢*(X00)(X008)+q*X 00, (3.45)

mit UoV = gABUAVB,

b) Spinordarstellung

L’ = (1_2)\4__2[[3]](12 Ioxo, (3.46)

c¢) Vektordarstellung

L? = ¢?[[2]] e Daxs. (3.47)

Die antisymmetrischen g-Zahlen sind hierbei definiert durch

an

(]], = =2 (3.48)

1—qo’

3.2 (qg-Liealgebra der vierdimensionalen Drehim-
pulse
Bahndrehimpulsdarstellungen

Widmen wir uns nun der 4-dimensionalen Drehimpulsalgebra. In Analogie zum
klassischen Fall haben wir sechs unabhingige Generatoren (Anhang B), die wir
mit

le, L13,L14,L23,L24,L34. (349)
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bezeichnen wollen. Diese Generatoren kénnen wieder als Teil eines total antisym-
metrischen Tensors aufgefasst werden, wenn wir die Relationen

L = 1?=1"=1L"=q, (3.50)
L21 _qL12

L31 _qu?’,

L41 L14

L32 _L23 + )\L14,

L42 _qL24

L43 — —qL34

beachten. Diese sind eine unmittelbare Konsequenz der Identitét
LY = —q(R)" L. (3.51)

und konnen daher aus den Relationen 2.175 abgelesen werden. Die Darstellungen

der Drehimpulsgeneratoren mit Hilfe der Differentialoperatoren sind gegeben durch
[21]

LU = —q 2X AY2(Py) 7 X*0 (3.52)
— )\—I—A_l/Z(PA)ijkléle
oder

LV = X A Y2(Py)Yy X" (3.53)
— q—2)\+A—1/2(PA)ijklale,

wobei P4 wieder das q-Analogon des antisymmetrischen Projektors bedeutet (siehe
Anhang B). A ist ein Skalierer, fiir den diesmal gilt

AX = @ XA, AD = q 20°A. (3.54)

Unter Beriicksichtigung der expliziten Form von P, lauten die Darstellungen der
unabhéngigen Generatoren gem#f(3.52) beispielsweise

L? = —AV2(g'X16% — X209, (3.55)
LB — —A*1/2(q*1X1(§3 _ X?’él),
L24 — _A71/2(q71X284 . X432)’
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I3 — _A—1/2(q—1X3(§4 o X4(§2),
L14 — 2)\;1/\_1/2(_}(134 _ X48Al)
— MTIATV2(X29% + X35?),
L23 — (q2 + q_Q)AllA_1/2X283
— 2ATPATHEXR0% + MTIATYR (X0t — X1O1).

Hopfstruktur und ¢-Kommutatoren

Zusitzlich zu den schon aus dem klassischen Grenzfall bekannten Operatoren
der Drehimpulsalgebra miissen wir noch zwei gruppenartige Braidingoperatoren
K;,i = 1,2 beriicksichtigen, die zusammen mit den Operatoren L%, i < j, die Al-
gebra U,(so(4)) aufspannen. Die nichttrivialen Vertauschungsrelationen sind dann
gegeben durch

LML — 2" = —K,L", (3.56)
L14L13 _ L13L14 — —K1L13,
L2312 _ pl2r23 —qK2L12,
L23L13 _ L13L23 — q—1K1L13’
LW a2 — —q*2K1L24,
IR plArse —q*2K2L34,
L24L23 _ L23L24 — q_3K1 1-1247
I3 233 q71 K, L34,
K\L® = ¢?LB®K,, K,L'?=q¢?L"K,, (3.57)

Kl L24 — q2L24K1, K2L34 — q2L34K2.

Zum weiteren Vorgehen bendtigen wir abermals die Hopfstrukturen der Dre-
himpulsgeneratoren. Beachtet man, dass die Operatoren K;,7 = 1,2 gruppenartig
sind, also

AK) =K, ®K;, S(K;)=K;', e(K;)=1. (3.58)

erfiillen, so ldsst sich bestitigen, dass im Fall der Generatoren L¥,i < j eine mit
den Algebrarelationen vertrigliche Hopfstruktur gegeben ist durch

A(L?) = L@ Ky +1® L', (3.59)
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A(LIS) IBQK +1® L13,
A(L24) QK +1® L%
A(L34) 9K, +1® L%,
A(L14) q)\J—rle ® K, + q—l)\J—r1L14 ® K,
+ q)\;lKl—l ® L14 + q—l)\;lK2—1 ® L14
N )\J—rlL23 Q@ K, + )\;1L23 ® Ko
- MK L+ MK e LB
_ q)\)\jrlLMKl_l QL' — q)\)\:LlKl_lLB Q L*
_ q)\)\IIL?AKQ_l QL2 — q)\)q_lK{lLu ® L34,
A(L23) _)\;1[(1—1 QL% + A;1K2—1 Q L'
ML @K+ ' LM ® K,
+ qfl/\llLQ?) ® Kl + q/\_T_1L23 ® K2
+ ¢ "N 'K LP + g 'Ky @ L
+ /\A;IL24K171 ® L13 + A/\_T_lelLl?’ R L24
o QQAA_T_IL:MKQ_I ® L12 o QQAAI_IKZ_ILR ® L34,
S(L'?) —L2K; (3.60)
S(Ll?’) —L13K1_1,
S(L24) —L24K1_1,
S(L34) —L34K2_1,
S(L™) L™ — g IV ((K + K) — (KT + Ky ),
S(L?) = LP+q¢ "\ g (K - K77) — g(Ka — K37)),
S~HL™) —K;'L", (3.61)
Sfl(LI:}) —KflLl?’,
S*I(L%) —KflL%,
S—I(L34) —K2_1L34,
ST(LY)
ST(L™)

L? — ¢ "N g N KT = Ky) — q(K5 = KY)),
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e(L) = 0. (3.62)

Wie schon im dreidimensionalen Fall erlaubt uns die Hopfstruktur, -Kommutatoren
einzufiihren. Setzt man diese in die Formeln aus (3.13), so findet man als Links-

kommutatoren
[L12, V]q = (L12V — VL12)K2 L (3.63)
[L13, V]q — (L13V _ VL13) 1
[L24, V]q — (L24V . VL24) 1
[Lv], = (I*V -VIL*)K; 1,
(LY, V], = —q\ ' (K['VK, + K, 'VK,)

+q¢ 'V HK WK - K'VKY
+ AN (K 'WVIP + LPVEy - KT'WVEP + LPVKY)
+ qfl/\;l(KQfIVLM + LMVK;l)
+ QATNKTVEM + LHMVEKT)
+ q)\)\ll(Kl_lLl?’VLMKl—l + K2—1L12VL34K2—1)
+ q)\)\;l(LMKl_lVLBKl_l + L34K2_1VL12K2_1),
(L2, V], = ¢\JH(K;'VLP + LPVE;Y)
+ q_l)\ll(KflVLZ?’ + L23VK1_1)
+ NN IMVES + KWLM - LMVKC - KTTVLY)
+ AN (K, 'Ky, — Ky 'VESY)
+ ¢ 2N Y KWK, - KTWEKT
+ /\)\II(QQKEILHVL?AK;I + q2L34K;1VL12K£1)
_ )\/\;1 (K1—1L13VL24K1—1 _ L24K1_1VL13K1_1),

und entsprechend als Rechts-Kommutatoren

[V, LlZ] = KZ_I(VL12 — L12V), (3.64)
V,LY], K7Y (VLB - LBV),
1
|4 L24 K7H (VLI — L2V),
1
V L34 — K—l VL34 _ L34V ’
2
[ L14] — q)\_T_I(L14VK1—1 + K1—1VL14)

+ ¢ I LMVKS + Ky TVLY)
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+ M (LPVEy' + Ky'VIEP — LPVK — KT 'V L)
+ ¢ NN KWK - KWWK
+ ¢TIV HEKG WV RS - K VK
+ q)\)\_T_l(Kl_lLl?’VLMKl_l + K1—1L24VK1—1L13)
+ q)\)\_T_l(KQ_IL?AVKZ_le + K2_1L12VL34K2_1),
= AV (LPVE;' + KWV
+ q—l)\;l (L23VK1—1 + K1_1VL23)
+ A\ IMVES + KWV EY - LAV - KTV L)
+ AN KS'WVKy = Kb VK
+ ¢ AN (KWVK = K{'VK)
+ /\A;I (q2K51L34VK51L12 + KEILIQVLMKEI)
o /\)\_T_l(Kl_lL13VL24K1_1 o KI_IL24VK1_1L13).
Auch hier bezeichnet V' ein beliebiges Element aus einem Darstellungsraum der
U,(so(4)).

Matrixdarstellungen und cross product Relationen

Spinordarstellungen Betrachten wir nun die Spinor- und die Vektordarstel-
lungen der Generatoren L¥. Hier miissen wir analog zum klassischen Fall zwischen
zwei Sétzen von Spinordarstellungen unterscheiden, namlich der (1/2,0) und der
(0,1/2)-Darstellung. Explizit haben wir

Lis0* = (09)%40°, LY>0*=(69)"40° (3.65)
O ALY = 05 (09) o, Ba <LV =85 (59) .
mit den entsprechenden Matrizen
a 0 —¢2 o (-1 0
@ = (o 0 )@=t () ).
a 0 0 a afqt o
@) = (o) @)=t ()
(@*)%s = 0, (¢")s=0.

Die Matrizen mit der Tilde erhélt man am einfachsten aus den ungetildeten
iiber die Beziehungen

(@)% = (6%)%, (d")% =(5")%, (3.66)
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23)(1

Qe

B

@)% = (3%, (0™ =~
(024)aﬂ — (5_34)04/3’ (0_34)aﬁ (524)ag.
Die Darstellungseigenschaft dieser Matrizen weist man wieder durch Einsetzen in
die Identitidten aus (3.56, 3.57) nach, wobei zu beachten gilt, dass

wys = (8 0) @m=(G V). e
(K1)% = (Kp)% =1 (3.68)

Setzen wir nun diese Darstellungen zusammen mit den Ausdriicken (3.63) und
(3.64) in

(19,67, = (o})°s0", (369
[ea’Lij]q = eﬂ(ag)ﬁaa

ein, ergeben sich die Vertauschungsrelationen zwischen den L“’s und den Spinor-
komponenten zu

L6 = ¢’L® ¢ 'K, (3.70)
L2491 — 01L24 . q7102K1,
L1401 — (qZ +q_1))\;101[z14 - (q - 1))\;101[/23
+gANTOP L — 20K,
L1492 — (q—l + 1)/\;102[]14 4 (q—l _ 1)/\;1921123
+ AL + PN 0K,
L2391 — (q+1))\;191L23 _ (q_ 1))\;101[]14
+ ML + ¢TI0 K,
LB89° = (¢ 2+ q))\;102L23 +(1- q_l))\f@QLM
_ q_l/\)q_lHlLM _ q—3/\_—|_102K1.

0L = L0, — ¢ 2K .0,, (3.71)
92L24 = L2402 - q_lKlel,
L™ = (¢*+q )AL — (¢ — 1)AT'L?6,
+ A L0, — AT K64,
LY = (¢ '+ DALY, + (1 — ¢ A LP0,
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91 L23

92 L23

+ QNTLB0 4 ¢ 2K 6,

(g+ DA L0, — (¢ — 1)AT'LY0

— ¢ IANTILH0y + ¢TI K 0,

(¢ + q_2)A11L2392 +(1- q_l))\;lLM@g
— MLP0; — ¢ P AT K 6,

Zwei Bemerkungen: Zum einen haben wir wieder fiir die Rechtsdarstellung

und die entsprechenden Relationen die Indizes unten positioniert, was den Vorteil

mit sich bringt, dass die Rechtsmatrizen mit den Linksmatrizen identisch sind.

Zum anderen haben wir uns der Kiirze wegen darauf beschrinkt, ausschliesslich

die nichttrivialen Vertauschungsrelationen hinzuschreiben, da alle anderen Vertau-

schungen einfach kommutativ sind.

Fiihrt man dasselbe Vorgehen mit den getildeten Koordinaten aus, ergibt sich in

entsprechender Weise
LlZé?
L34 él
L14él

L14§2
L23é1

L23 52

élLIZ
§2L34

01L14

92L14

91 L23

0’°L'? — ¢ %0'K,, (3.72)
OLI3% _ q_1§2K2,

(q+ AT LM + (¢ — 1)A'0 L

+ QNI — N0 K,

(q—2 + q))\;10~2L12 + (q—l _ 1))\;19~2L23

+ AL 4 ¢TI0 K,

(q—l + q2)/\;19~1L23 + (q _ 1))\;1(§1L14

_ q2)\)u—r1§2L12 _ q)\;le,

(q—l + 1))\;1521/23 + (q—l _ 1)/\;1@'21114

+ QN0 L + ¢TI 0K,

L'20, — q2K,0s, (3.73)
L¥0, — 7 K0,

(g + DATILM0; + (¢ — DATL®0,

+ AL, — AT K0,

(g + q_z))\frlLMHNz + (q—l _ 1))\;1L230~2

+ gATIL20, + ¢ A Kybs,

(q2 + q—1))\J—r1L23§1 +(q— 1))\;1L149~1

+ AT L0, — AT K0,
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0L = (1+q HAT'L®0, + (¢ — 1A LM6,
+ @PATL20 + g IAT Ko

Vektordarstellungen Kommen wir zur Vektordarstellung der unabhéngi-
gen Generatoren LY, gegeben durch

S

Lisx*k = (7)), xm (3.74)
X <L = Xp (77",

zusammen mit den Darstellungsmatrizen

(00 =2 0
00 0 g2
)% = 1o0 o ol (3.75)
\oo 0o 0 )
(0 =2 0 0 )
13\ k . 0 0 0 0
m =10 0 0q2|
\o 0 0 0 )
[0 0 0 0)
10 0 0
% =1 7% 0 0 0
\ 0 0 ¢! 0)
(0 0 00)
(™)' = - ,
gt 0 00
\ 0 ¢'00)
(-2 0 0 0
Lo =t 0 o
(7_14)km _ )\+1 0 CZO _q71)\ 0 ’
\ 0 0 0 22
[ ) 0 0 0
0 —et+) 0 o
(Tzs)km _ )\+1 0 q (g ) 2 0
\ 0 0 0 ¢\
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Fiir den Nachweis, dass diese Matrizen die Identitdten in (3.56, 3.57) erfiillen,
bendtigt man noch, dass fiir die Vektordarstellung der K;,7 =1, 2 gilt

(Kl)km =

gt 0 0 0
0 ¢ 0 0
0 0 qfl )
0 0 0 ¢

(K2)km =

Mit diesen Darstellungen und der Identitét

19, X4, =

(Tij)lel’

findet man schlief§lich die Kommutationsrelationen

L12X1 —
L12X2 —
L12X3 —
L12X4
L24X1 —
L24X1 —
L24X1 —
L24X1
und

L14X1

L14X2

L14X3

L14X4

L23X1

L23X2

X1L12
X2L12
X3L12 _ q_2X1K2,
X4L12 + q_2X2K2,

X1L24 _ q_lXQKl,
X1L24
X1L24 + q_1X4K1,
X1L24

L13X1
L13X2
L13X3
L13X4

L34X1
L34X1
L34X1
L34X1

= ¢X'L" - A\'X'(Ki + K>)
+ gATH(XPL® + XPLP),
= 20 X°LY + M XP(PK — Ko) + AN XPLP,
+ /\/\_T_l(XlLQZl . qX4L12),
= P+ DA XL + 0T (P K, — Ky)
- AA_T_IX3L23 + AA_T_I(XIL34 - qX4L13),
— q—1X4L14 + q—Z)\;lXLL(Kl + KQ)
_ )\)\_T—I(XQL?A + X3L24),

— qX1L23+/\;1X1(q—1K1_qK2)
— (XL -

q2X3L12),

0 00
-1
q 00

3.76
0 (3.76)
0 0 ¢

(3.77)
X8, (3.78)

X2L13 _ q_QXlKl,
X3L13
X4L13 + q_2X3K1,
X1L34 _ q_1X3K2,
X1L34 + q71X4K2,
X1L34
X1L34

(3.79)

(3.80)

— q—Z(q4+ 1)X2L23 _ )\_T_lX2(q_3K1 +qK2)
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Mit der Rechtsversion von GI1.(3.77), d.h.

L23X3

L23X4

o q2)\X4L12 _ A)\;l(q—leL24 +_)(21114)7

227 XL 4+ ¢T'IAXP (K + Ko)

_ )\/\;IXSLILL+/\)\;1(qX1L34+X4L13)’

_ )\)\Il(q.TZL?A — g IX3LM,

[Xk, Lij]q = Xl(Tij)lk

erhalten wir analog

und

X, L2
X, L2
XL
X, L2

X, L* =
Xo L =
X, 1,24
X, 1,24

X1L14

X2L14

X3L14

X4L14

Xl L23

X2 L23

LP?X, — ¢ 2Ky X3,
L2X, + ¢ 2K Xy,
L12X3,
L12X4,

12X,
L*X, — ¢ 'K Xy,
X,

L*X, + ¢ 'K X3,

X, L3
X,L13
X, L'
X, L

X, L3
X, L3
X, L3
X, L3

= ¢L"X; — \' (K + Ko) Xy
+ M (LHX, + LX),

= 22 XL" + AN 2K — K)) X,

q—1X4L23 _ q—lA—T_lXél(q—QKl _ KQ)

(3.81)

LBX, — ¢ K X,,
XL, (3.82)
L®X;5+ ¢ K1 Xy,
L3X,,

%X,
13X,

L¥*X, — ¢ Ko X,
L¥X, + ¢ 'Ky Xs,

(3.83)

+ M LP X, 4+ A (LM X + gL X)),
= q_2(q4 -+ 1)/\_?_1L14X3 -+ A_T_l(q_QKQ - Kl)X3
— MTLP X5+ A (gL X, + LX),

= ¢ 'LMXy+ ¢ AN (K + Ko) Xy

_ Q)\)\_T_l (L12X2 + L13X3),

= ¢L”X1+ ¢ "N\ (Ki — ¢°K2) Xy
+ M (gL X5 — ¢ LX),

(3.84)

= ¢ (¢" +1)LPXs — A\ (¢ K1 + gK2) X;
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+ ALY X, — LR X + gL Xy),
X5L” = 207" X5L% 4+ ¢ AN (K + K) X

+ )\)\_T_ILMX;), + )\)\_T_l(q2L12X1 + q_1L24X4),
X,L”? = ¢ 'X4L”+ q_l)\ll (Ko — q°K1) X4

+ MWL X, — 2L X).

g-Liealgebra und Casimiroperatoren

Zur Bestimmung der ¢-Liealgebra lassen wir wieder die Generatoren, welche ja wie
erwahnt ihrerseits Komponenten eines antisymmetrischen Tensors zweiter Stufe
sind, auf sich selbst wirken und setzen die Resultate gleich den g-Kommutatoren.
Konkret lisst man die Symmetriegeneratoren auf ein Produkt zweier antisymmetri-
sierter Koordinaten wirken und liest aus dem Ergebnis die adjungierte Darstellung
der Symmetriegeneratoren auf sich selbst ab, d.h.

L9565 = (L9 > ) (D7) & 0) = Sy (09),u6"0  (3.85)
= L9p> LM =3%,,(a7),,L".

Das ergibt dann

(L2, LY, = ¢ L%, (3.86)
[L12, L23]q — q71L12,

[11127 L34]q — _q—2L23 _ q_3L14,

(LB, LY, = ¢°L%, (3.87)
[L13, L23]q — _q73L13’

[LIS L24] — q72L23 - q71L14
’ q

(L', L?), = -L?, (3.88)
[L14, L13]q — —L13,

[L14,L14]q — —q_l)\L14,

[L14, L23]q — q—l)\L23,

[L14, L24]q C]_2L24,

[L14, L34] — q_2L34,
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[L*, L7, = —qL", (3.89)
[L23, L13]q _1L13,

[L23, L14]q — q_l/\L23,

[L23,L23]q _q—l)\L14 _ q_1A2L23,

[LZS, L24]q —q_3L24,

[LZS, L34]q — q_1L34,

[L24,L13]q — _q—2L23 + q_1L14, (3.90)
[L24, L14] — —L24,

[L34, L12]q — q_2L23 + q_3L14, (391)
[L34, L14]q — —L34,
[L34, L23]q — —qL34

als adjungierte Darstellung der L¥’s. Auch hier gilt: Schreibt man die g-Kommutatoren
mit Hilfe von G1.(3.63 )aus und setzt die Spinor- oder Vektormatrizen aus Gl.(3.66,
3.75) ein, so erfiillen diese die Relationen der obigen g-Liealgebra. Im klassischen
Limes ¢ — 1 ergibt sich die bekannte Liealgebra von so(4).

Zum Abschluss des vierdimensionalen Raums betrachten wir noch die Casimi-
roperatoren. Hiervon gibt es zwei Stiick, von denen der erste gegeben ist durch

C, = gikgijiijm (3-92)
= 2LBLB 4\, (LI + LBL2) 4 @A (L2L1 + [*L1?)
+ (q2 + q72)L14L14 _ )\(L14L23 + L23L14),
wéahrend fiir den zweiten gilt
C, = 5ijleiijl _ QZAi(LMng’ + L23L14) + qz/\i(LmL?A . L13L24) (3.93)
+ q4)\i(L34L12 _LAL%) qQA)\iLMLM'
Dabei bezeichnet e;;,; die g-deformierte Version des 4-dimensionalen e-Tensors

(siehe Anhang B). Spezifizieren wir die Casimirs wieder fiir die unterschiedlichen
Darstellungen, so ergibt sich fiir die

a) Operatordarstellung
C; = 2¢7*(Xo0X)(000)+2¢*(X 00)(X 00) (3.94)
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+ 207\, X 00,

b) Spinordarstellung

Ci = [[3]lg-41ax2, (3.95)
Co = q[[3]]gs A+ 1ax2,

c¢) Vektordarstellung

Ci = 2[[3]];-415x3, (3.96)
Cy, = 0.

3.3 (qg-Liealgebra zur Lorentzalgebra

Bei der Analyse der ¢-Liealgebrenstruktur erweist sich der Fall der ¢-Lorentzalgebra
als besonders aufwendig in der Berechnung. Aus diesem Grund wurden alle hierzu
notigen Rechnungen mit Hilfe des Mathematik-Kalkulationsprogrammes Mathe-
matica ausgefithrt. Die Uberlegungen sind strukturell jedoch die gleichen wie im
Fall der 4-dimensionalen Drehimpulsalgebra.

Bahndrehimpulsdarstellungen

Folgen wir aber zunichst unserem bewihrten Programm. Wie im klassischen Fall
gehen wir von sechs unabhiingigen Generatoren aus, die wir mit

78500 AR VA VA S VA Vo (3.97)

bezeichnen. Da diese Teil der Komponenten eines antisymmetrischen Tensor zwei-
ter Stufe sind, ergeben sich die verbleibenden Komponenten unter Beriicksichti-
gung von G1.(2.256) zu

Vit = v® =y~ =y, V73 o= —q?V,
VI = g2yt VOH = AV o
vVt = vyt AR Vol v 1)
VB = AVt V7l o= AV =V
Die Realisierung der Operatoren auf dem Differentialkalkiil ist gegeben durch [20]:
Ve = AP XP0° (3.98)

—q_QAl/Z(PA)“VpUaApXU
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oder
Vi = g AT (PP e XPO7 (3.99)
= —A_1/2(PA)“”‘,0.8’“’X”,
wobei hier der Skalierer die Relationen
AXFP = ¢2XHFA, AO* = ¢%0MA

erfiillt. Als explizites Beispiel geniige

V= 2¢PA72XT0° - 202 X30T (3.100)

— QNTHXTI + X00),

VO = 272X10° — g7 (¢" + )ATEX 00T
+ )\)\;Z(qXJ’ég’ — q_1X3é+),

VT o= 222N+ )X - 202X 9T
— M2(X3° 4+ X09%),

V30 — 2)\4__2X3(§0 _ q_2(q4 + 1))\;2){053
2N+ 1)(XTH — X9,

V3T o= 220 2X%0 — 202X P
— PN HX + XY,
VO = 2072X% — ¢ 2(¢* + DAZX O

— MTHgX30T — g XD,

Hopfstruktur und ¢-Kommutatoren

In der Arbeit [32] wurde gezeigt, dass die Generatoren V* zusammen mit zwei

Braidingoperatoren U! und U? die g-deformierte Lorentzalgebra aufspannen. Nun
gibt es aber auch eine andere Form der Lorentzalgebra, ebenfalls beschrieben in
[32] und in [20], die sogenannte R/S-Form der Algebra. Diese Form der Algebra
ist explizit in Anhang A angegeben. Fiir das Folgende werden wir &fter auf diese
Form zuriickgreifen, da dann die Resultate iiberschaubarer sind. Der zur R/S-Form

gehorige Satz von Generatoren hingt mit den V#”’s zusammen iiber

Rt = ¢V -vT,
R3 — q_l)\_T_l(V:w _ qv-i-—)’
R = 0NV V),

(3.101)
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Sto= ¢ IV 4¢PV, (3.102)

g3 — q_l/\jrl(V?’O 4 q_1V+_),

5T = ATV -V,

L+ — q—Q(q—2p+q20_+q/\+U2)V+3 (3103)
+q 7% (p— o — A UMV,

L™ = ¢ —q%0—q  p+q AUV

+q 2 2p—0—qg A UHVO.

Mit diesen neuen Kombinationen lassen sich nun die Koprodukte der V#’s wie

folgt angeben:
A(V+3)

A(VTY)

AWH)

~ 0@ R +¢°R* ®p (3.104)
— q27_1/2R+ ® 7_1/2p + q27_1/20_ ® T1/2R+
_ q3)\J—rlTl/2gL+ R0 — qs)\J—rlTlﬂg ® 257+

+ ¢ NNTPRT @ TASTLT + NN PRY LT ® ST

c®R"—R"®p (3.105)
_ q27-1/2R+ ® 7'1/2,0 + q27'1/20 ® 71/2R+
_ q3)\;17_1/20L+ R0 — q3/\;17_1/20 ® 26 L+

+ ¢ VN2 TPRY @ 2SI + NN PRTLY @ ST

~RP@p+1*0® R (3.106)
+ q2S3 Qo — q271/2p®53

+@EIMST @R —@BNA RS

— P TPRY QR — M 2oL @ RT

+ A28 @ 8T + SNl ® ST

qR*® p— qr*?0 @ R® (3.107)
+¢S% @0 —qr'?p® S3

LS @R — AR ® S

+ M TVPRYQ R+ A 20" @ RT
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+ PSS + PArYP LT @ ST

AVF) = ¢S ®c—¢p®S™ (3.108)
— 325" @1%0 + qul/Qp Q728
_ qs)\J—rlTUsz— ®p— qs)u—r171/2p Q 7_1/2pL—
+ NN T2 LT @ RT + ¢ NN 2SS @ r PR,

AVY) = =S " ®oc+p®S™ (3.109)
— 25" @1%0 + qul/Qp Q728
_ q?’)\;lTlﬂpL_ ®p— q?’)\;lTl/Qp ® rV/2pL"
+PNNTPSTLT @ RY + ¢ 2T @ 7 PRYL
Hierzu zwei Bemerkungen: Zusétzlich zu den Generatoren R und S haben wir wie
in [32] geschehen noch die Operatoren 7'/2 als auch L und L~ eingefiihrt. Diese
bilden zusammen eine U,(su(2))-Unteralgebra der Lorentzalgebra, was der klassi-
schen Situation entspricht, bei der die dreidimensionalen Drehimpulsgeneratoren
ebenfalls eine Unteralgebra der Lorentzalgebra aufspannen.
Desweiteren haben wir noch die Abkiirzungen p und o eingefiihrt:
p=CIR+ U, o=\ S -U (3.110)

Um die ¢-Kommutatoren auszuwerten, geniigt es, neben den Koprodukten der
der V#”’s noch folgende Antipoden zu kennen:

S(RY) = —¢*r'?RY, (3.111)
S(R®) = —q’2/\’1/\jr1(U1+7'1/2)a,

S(RT) = —S —q '\ %L o,

S(ST) = —RY —@AI'ALTp, (3.112)
S(S*) = ¢ AU =),

S(S7) = —¢7?r'sT

Sy = U, i=1,2 (3.113)
S(p) = —1'0, (3.114)

S(o) = —12p.
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Ebenso bestitigen wir aber auch deren Inverse, ndmlich
S—I(R-I-) — —q_2R+T1/2, (3115)
STHRY) = —¢ A AU + 7)o,
SHR) = —¢*S —q¢ "\ 7L o,
STHST) = —q¢  RT —q '\ LTprt/? (3.116)
S—I(S3) — q_Q)\_l)\_T_l(UQ _ 7_1/2p),
SHST) = —¢*S T
SHUhy = U, i=1,2 (3.117)
S7(p) = -1, (3.118)
S~o) = —1'p.

Die Antipoden der L-Generatoren haben wir bereits in Kapitel 3.1. aufgefiihrt.

Nun sind wir in der Lage die ¢-Kommutatoren der V#*’s anzugeben. Insbesondere

erhalten wir fiir deren Linksversionen

VBV, = #NIPe(LTV = VI )
+ NN T PRY (VLY — LYV S
+ A(PoV T 2Rt — 726V RY)
+ ¢ (r’RTVo — RTV'0),

V. V], = @A Pe(LV - VL))
+ NN PRY (VLY - LTV)T2S
— ¢@(oVT2R* + 726V RY)
+ FPr?RTVo + RTV Y %0,

Vi, V], = — PRV 0+ 5V
+ q_l)\_l)\jrlTl/z(UV(U1 +7126) — pV (U? — 71/%p))
— q3/\71/2(pL+VTl/2S_ + q2S_VTl/2L+p)
— PNV Po L VIV2RY + RYV 2L 0)
+ M (2S V2R — r2RTVST)

(3.119)

(3.120)

(3.121)
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+ ML (RTVTY28™ — 27128V RY),

Vo, V), = RV 26 — 253V 2 (3.122)
- q_2)\_1)\;17'1/2(0V(U1 + 7126)) + ¢ pV (U? — 7/2)p)
— €NV (pLTV 28T 4+ STV T2 LT ))
+ @PAr/? (q20L_V7'1/2RJr + R+V7'1/2L_0)
+ ML (ASTVIPRY — 72RTVST)
+ QL (RTVTYV2S™ — 27128~V RT),

V3, V], = pV7'P5~ = ¢r'?pVs™ (3.123)
+ @ (r'PSVp = STVri2p)
+ q3/\+7'1/2,0(L*V _ VL7)71/20
+ q7/\2)\i7_1/257 (VL™ — L7V)Tl/2R+,

[vo-, V], = - q 2pV TS — @12V S (3.124)
+ P28 Vp — STV ?)p)
+ AT Pp(L7V = VL )0
+ ¢ NP8 (VLT — L7V)r2RT,
und analog fiir die korrespondierenden Rechtsversionen:

V,VH), = @oVrl2R* - @or'?VRY (3.125)
— R*Vr'26 + R*r'?Vo
+ @A (pV T 2oL — L pV T 20)
+ PN (LTS VPR — STVIV2RYLY),

[V,Vv*, = @oVr'PRY +or'PVRT (3.126)
— RV 2?6 — ¢ 2R 7Y%V
+ @A (pV T PoLt — LT pVT0)
+ PN\ V(LTS V2R — STV PR LY,

v,v*tl], = - q(pm'?V S® + o7 2V R?) (3.127)
e B N ((Z pr2\WVrt2p 4 (UL + oV 20)
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+ q3)\(7'1/2L+pV7'1/25'_ + q4S_7'1/2V7'1/2pL+)
— gM@* T LoV TIPRY — RT7V2V 7 26 L7)
+ M (¢*S™TPVRY — RTV2S7)

+ P (RTTYPVS™ — *S~V/2RT),

[V, V30]q = or'?VR® — pr/?v S3 (3.128)
— AT + om0 — (U — prV/2)Vrl2p)
+ MR 2V 26l + ¢* 2L oV T2 R4)
— PNLTpr 2V RS 4SS 2V 2 p Lt
— QAML(RTVTY2S 4 RY Y2V 57)
+ ML (S VTR + +S 2V RT),

V,v¥], = —¢@pr'PVS +¢pVr'/2s (3.129)
— SV 2+ ¢t SV )p
+ q3)\;1(a7'1/2V7'1/2pL_ — Tl/QL_aVTl/Qp)
+ NN (qr' PL RV TRST — g ' RYTVPVARS L),

V,VO], = pr'P’VS™ +¢*pVr'/?S™ (3.130)
— STV 2 — 2SSV )p
+ q3/\;1(07'1/2V7'1/2pL_ — Tl/ZL_O'VTl/Zp)
+ q4A2)\i(qu/2L_R+V7'1/ZS_ — ¢ 'RYFPV2STL).

V steht hier wieder fiir ein beliebiges Element eines Darstellungsraumes der Lor-
entzalgebra.

Matrixdarstellungen und cross product Relationen

Widmen wir uns als néichstes den Spindarstellungen. Physikalisch interessant sind
hier vor allem die Spinordarstellung und die Vektordarstellung. Von ersterer Dar-
stellung existieren wieder zwei nichtéquivalente Versionen, die (1/2,0)— und die
(0,1/2)—Darstellung. Die Vektordarstellung ist dann die (1/2,1/2)-Darstellung.
Eine systematische Behandlung aller Darstellungen der g¢-Lorentzalgebra findet
sich in [33].
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Spinordarstellungen Beginnen wir mit der Spinordarstellung, fiir die gilt

VR0 = (ad)50°, V0% = (54) 5 6°, (3.131)
0, AV = 50" o, BuaV™ =085, ,

wobei die Spinmatrizen gegeben sind durch

N - 0 0
(0F%)% = —q1/2A+3/2 ( 10 ), (3.132)

. aay 32 (00
(0% = —q 3/2A+3/2(1 0)’

-1 0
+—\« _ -2
(UL)ﬂ—)‘+<0 q2)7

—1
a 2 (q 0
(‘720) B = )‘+2 ( 0 —q3 ) )
\a _ —3/2 01
(02 )% = ¢ N7 (0 0)’

a _ —32( 0 1
(03 )% = ¢ N7 (0 0)’

(0")2s = (0™)%, (%)% = (6%)%, (3.133)
und
(0™)% = (67°)%, (3.134)
(077)% (G77)%,
(%)% (37)%,
(0%%)% —q 2(570)%,
(0°°)% —q (%)%,
(0°7)% = —¢*(6°7)%.

Dass diese Matrizen auch wirklich Darstellungen der V#’s beschreiben, iiberpriift
man am besten durch das folgende Vorgehen. Zuerst setzt man diese Matrizen
in die Ausdriicke (3.101-3.102) ein. Anschliefflend bestétigt man, dass die so ent-
standenen Darstellungen der R- und S-Generatoren tatséchlich die Relationen der
Lorentzalgebra in der R/S-Form erfiillen, falls man fiir die Braidingoperatoren U
und U? setzt:

—¢' (" + )TN (U = (U = 6% (3.135)
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und
' (¢ + 1) A (U = —(U")s = 6% (3.136)

Mit den bisherigen Ergebnissen ldsst sich die allgemeine Form der Vertauschungs-
relationen zwischen Lorentzgeneratoren und Spinoren, nimlich

Ve, 0%, = (o), [V™,6%, = (54")*40", (3.137)
[eaaij]q = 0'3(072’/),5&, [eaaij]ngﬁ(&%/)ﬁa

ausschreiben als

VL = (¢+ DAV 4 (7 — ATV (3.138)
— NPV 4 qV) + ¢ 220,
VP = (q+q )NV 4 (1 - ATV

VIl = (@ + g ATV (1 — gAY TS (3.139)
— g PNV V™) — AT,
V—|—002 — (1 + q—l)/\;102v—|—0 + (q—2 _ q—l)/\;102v+3’

Vet = ¢ '+ ANV + ¢ (g —1)PA%0 TV (3.140)
+ q1/2()\+ . 1))\)\;3/292‘/07 . (173/2((12)\+ + 1)/\)\;3/202‘/3,
+ 220U,

VI=0? = ¢ '(2¢* + A )MV + g7 (g — 1220V
+q NP0 (VO — V) — 220U,

VRO9' = ¢7H(PA +2)AT 0V 4+ g0V (3.141)
1+ PA)ANT PPV 0
+ 71 = @A)V
. q_l)\f@lUl,
V3092 = NPy + ATV 4 g A2A 22V
+ g NP (VO — V) 4 A2,

V370 = (¢ DALV 4 (g - DATIPVO, (3.142)
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VIO = (¢ + ¢ HATPVET — (¢ — ARV — 2P0,
VOOt = (q+g HNOVE + (¢ =g )NV (3.143)
VO 02 = (q+ DAV 4 (¢ — DAV — ¢ V202,
und ebenso im Fall der konjugierten Spinoren
VL = (¢+q DAV 4 (¢ - DAOVTO (3.144)
— P\,
VPP = (@ + APV - (¢ - ATV,
V' = (q+q¢ A0V + (¢ —g)ATe VT 3.145
+ +
— '\,
Vg2 — (g + 1)A;1§2V+0 —(1- q—l))\_—l_le_Zv-f—?)’
VIOl = T2+ @ADATOVIT — g7 (g - 120720V (3.146)
+ @ NPV = V) + AU,
Vg2 = q_1(2 + q2)\+))\;29_2V+_ +q_1(q _ 1)2)\;252‘/30
+ g NN (VR - v — g 220U
V3L = N2+ ANV + g (g - 1)AN 20V 3.147
+ +
+ g 1= @A)
+ q71/2(1 + q2/\+))\)\13/2§2vof o qilx\fe_lUl,
V300_2 — q71(2 + q2)\+))\;20_2v30 + qfl(q . 1)2)\;26_2v+7
+ g PN (VO — V) 4 AR
VIOl = (¢ 1ALV + (g - 1AV, 3.148
+ +
V392 — (q2 + q—l))\_—l_le_ZVS— _ (q2 _ q))u—rle?v()—
— Y,
VOl = (q+q )NV + (¢ = g A0V, (3.149)
VO = (q+ 1AV — (1— g APV

_ q_1/2/\;3/2§1p.
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Die Rechtsversionen bzw. Umkehrungen der obigen Relationen lauten dann im Fall

der unkonjugierten Spinoren:

0,V +3
92v+3

91 V—i—O

02v+0

0,V

0,V

0,V

0,V

0,V3

(g+ DAV TR0, + (¢ — AT V0,
(@+q )ALV 0, — (¢ — 1)AT'V 10,

— ¢V 4+ gV, + ¢ 2N 8,

(@+ g )T V0 + (1 — g HAT'V T,
(1 + qfl))\llv+002 _ (qfl _ q72)/\11‘/+302
— PPV V)0 — g AP b

¢ Mg+ 1+ ADAPVTE,

— ¢ 2(q" + 1= @A )NV
+ q71/2)\)\f/2(v+3 _ V+0)02
+ ¢ AN p0 + g 2APU
g g+ 1+ A )NV,

— ¢ (¢ + 1= ANV,
— 2 (PAl + 1)ANPVRe,
— ¢"? (0 — D)IPVO0,

+ g7 00, — AT2U s,

q—3(q4 + 1 + q4)\+))\;2v3001

— g+ 1= ANV,
+ q_?’/Z)\)\f’/Q(VJ’O . V+3)02

- q_2)\)\12p01 - q_3)\12U191 ,
q73(q4 + 1 + q4/\+)/\;2v3002

B /= I W D Wi U
+ g 2 (PAr — 2)A0 V0 e,
+ ¢ (1 = ¢ ANV e,
— ¢ A0 + ¢ IATPU

(T+g HAVE0, + (¢ — DAV 6,

(3.150)

(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)
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A%

A%

0,V 0~

_ q_l/Z)\4__3/2p92 ’
¢ (@ + DAV = (¢ = AV 6y

AP+ DAV, + g2 (g — DAIVEG,
— g VA o,
(@+ AT V00, — (1— ¢ V36,

und analog im Fall der konjugierten Spinoren:

91 V+3
B+

AT
g2v+0

0.V

ATa

A

B2V

(' + DAV, + (¢ — ATV,
q—l(q?) + 1)/\;1V+30_2 o (1 . q—l))\;lv—f—ﬂe_z
- q1/2A—T—3/20§1 )

q—2(q3 + 1))\;1‘/—%09_1 + (q—l _ q—2)/\;lv+30_1 ’
q—l _ q—2))\;1v+0él + (q + 1)A_T_1V+O§Q
- q1/2)\13/20§1 :

g3 (g" + 1+ ¢" A )NV,

+ qil(q _ 1)2(/\+ + 1))\;2‘/3051
+ (q2A+ + 1)(]75/2/\/\;3/2‘/4-352
+ g Y21 =AMV 08,

— ¢ "N Pob + ¢ PAPUCe,
g3 (¢" + 1+ ¢ A )NV 6,

+q g —1)2 (A F DAV,
+ g PNV = vE)h,

— 20t — AP0,

¢ Hg" + 14 ¢* A )PV,

+q7 (g = 1)’y + DAV,
+ 721 = A APV 0,

+ (@ 4 M) ANV o8,

— )\)\12051 + q_l)\jrzUzgl ,

g Hg" + 1+ ¢* A )PV,

(3.155)

(3.156)

(3.157)

(3.158)

(3.159)
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+¢ (g —1)’(Ay + DAV 0,
+ PPN (VO —viay)
— )\)\_T_QUég - q)\_T_2U2(§2 y

0V = (¢+ DAV + (¢ — ATV o, (3.160)
+ ¢ PP (VT = VG, + ¢ 2N P08,

0,V3 = ¢ 3P+ 1)A;1V3_92 — (¢ — 1))\;1V0_92 ,

0V = ¢ @+ DAV + (1 — g HAT'Vh, (3.161)
+ ql/2)\)\11/2(qV+_ — V390, — q_5/2)\13/20§2 ,

VT = (g+g ANV (¢ =g )NV,

wie man leicht durch Einsetzen nachrechnet:).

Vektordarstellungen Als néchstes wollen wir uns der Vektordarstellung der
V#’s zuwenden, gegeben durch

VI > XP = (), XO, X, AV = X, ("), (3.162)

und den entsprechenden Matrizen

/O —2¢¢ —¢*) 0
o 0 0 0 —2¢2
+3 _ 2 2
(™% = N o ) 0 i | (3.163)
\o 0 0 0
/0 -’ 2q 0
sl 00 0 =g
+0\p _ 2 2
U —(¢*+1) |°
\o 0o o o
2 0 0 0
(7_+7)p — g 2)\2 (O —2g\ —gA 0
o= 9T % 1o g0 0 0 |°
\0 0 0 -2
[ A 0 0 0
—ov—2| O —q)\? 2¢ 0
30\p — 2 2
(7— )U q /\+ 0 q—l(q4+1) 0 0 9
\ 0 0 0 —g2\
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0 0 0 0
( 3 ), = ~2)~2 ( 2¢> 0 0
Tl =@ A oy 0 0 0 |
\ 0 2 —¢®A 0
0 0 0 0
(0—)p — g2)\2 (C]/\ 0 0 0
T e T4 M g 0 0
0 X —¢gH¢*+1) 0

Selbstversténdlich gilt auch hier wieder mit unserer Indexkonvention, dass Rechts-
matrizen gleich Linksmatrizen sind. Dabei sei darauf hingewiesen, dass die Spalten
und Zeilen obiger Matrizen in der Reihenfolge +,3,0,- angeordnet sind. Zum Nach-
weis der Darstellungseigenschaft der Matrizen setzen wir diese in G1.(3.101-3.103)
ein und erhalten auf diese Weise

(0 g ¢ O
000 1
+ . —2y-2
R = a7 0 00 -1 |- (3.164)
\0 00 0
(=" 0 00
o 0 A g O
R = ¢?\? 0 400 | (3.165)
\ 0 0 0 ¢
[0 0 00
| 210 00
Ro= a7 % g g (3.166)
\ 0 ¢! g0
(0 —q ¢! 0
w0 0 0 -1
ST = ¢ 2\? 00 0 —-¢ | (3.167)
\0 0 0 0
(' 0 0 0
oo 0 =X gt o0
$* = P . qo o | (3.168)
\ 0 0 0 -g
( 0 0 0 0
.l 1 0 0 0
ST = a2 0 o ol (3.169)
\ 0 ¢! ¢t o0

(3.170)
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Beriicksichtigen wir aulerdem

U'=U%= = —¢*(¢"+1r"1 (3.171)
g? 00 0
1 0 1 0 O
0 0 0 ¢
0 ¢g20 0
0 0 0 ¢33
Lt = 00 0 0 , (3.173)
0 0 0 O
0 0 00
-3
_ —q 0 00
L = 0 o 0o | (3.174)
0 —q¢* 00

so lésst sich grundsitzlich nachrechnen, dass die Matrizen die Relationen der Lor-
entzalgebra in der R/S-Form (Anhang A) erfiillen.

Als néchstes geben wir die explizite, bedauerlicherweise etwas ldngliche Form
von

[V, X0, = (T")P, X° (3.175)
und
[Xo, V], = Xo(T)7, (3.176)

an. Die erste Relation ergibt unter Verwendung der expliziten Form des ¢-Kommutators
sowie der Vektordarstellung die Vertauschungen

VXt g2 (¢ + DATIXTVT — AT X TV, (3.177)
VX = 22XV — A XY
+ QI (XOVE - XV
+ QXU+ U?),
V+3X0 — q—2(q4 + 1))\;1X0V+3 + q)\)\;lXBV—i—S
— XV 4+ XU — ¢ IAPX U,
VPBXT = 227XV 2\ XV
+ QAN XVTT - XV
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V+0X+
V+0X3

V+0X0

V+0X—

V+—X+

V+—X3

V+—X0

VX

V30X+

V30X3

o QZA)\_T_lX3V3O . q2)\2)\__'_1X+V0_
+)\__|_2(X3 _ XO)UI +)\_T_2(X3 +q2X0)U2,

AT XTVH — AN XV (3.178)
QA_T_IXBV—H) _ )\)\_T_IX+V+3

— 2 XV 4+ QAT XV

— Q) 2X (U +U?),

q_2)\;1 (q4 + 1)X0V+0 _ q/\)\jrlX+V30

+ ¢ AIXPVT — T IAPPXTT (U + U,

q_QAjrl(cf + 1)X_V+0 _ q)\X3V30

+ M XVH g NIXVT - N XY

+ ENAT X (VO V) + ¢ AT(XE - XU

+ A\2XPU% + A PXOUP,

AT XTVET 4 g7 AXPYV R (3.179)
— XV — g PN X OV R

— ¢ APXT(U U,

(2 = M)AJXPVTT — AXTYRT

+ AN XTV T 427 NI XYV R

— ¢ A XTVT 4 AT XV

g IM(XP+ XU + ¢TIANPXPU? - 22X,
q_2(q4 + 1))\;1X0V+_ _ )\2)\;1X3V+_

+ ¢ PAINH(XTVE = XTVET)

+ )\:LQXsUl _ q_QA;ZX?’UZ,

2T X TV — 200 XPVR

+ XV + XV + A PX (U + U,

2A XV — I (X OV + XV (3.180)
+ 2q_1/\)\_T_lX3V+O + q_2/\_T_2X+(U1 _ UQ),

(2= A)AXPVO L AX TV 4 g AX VO

— ¢ P (—g+ g PAN)XTVE — g PNV TR
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V30X0

VIX-

V3—X+

V37X3

V3—X0

V3 X~

VO_X+

VO—X3

VOfXO

17400, &

+ A2)\__'_1X0V30 o q_2)\)\;2X3U1 - q_3A_T_2X0U1
+ AM2XPU? — A2 XU,

q—2(q4 4 1))\;1X0V30 4 )\)\_T_l(X+VO_ +X—v+0)
- q_l)\2)\;1X+V3_ o )\2)\;1X3V30

_ q_l)\_T_ZXg(Ul + UQ),

227XV - AT (g + ) XPVET

— @A XOVOT 4 2g XV 4+ NATIXOVES
— ¢ ' NX U + AP XU,

(" + DATIX VAT

— QN (XOVE - XV

+ 200XV 4 AT X (V- V)

_ AfX?’Ul _ quAonUl + )\:LQ(XO _ X3)U2,
A XV 4 A XV

— ¢ IAMTXOVET - XV

— ¢ "\ 2X (U + U?),

g 2(¢" + DATIXOVE — g XPVES

+ M XV + A PX U — ¢ AP X U,
227XV + AN X TV

2A7 XTIV + AT g+ M) XPV T
— 27XV — T INTIX 4+ VA 4+ X0V
+ NNV - XV - X0y

_ A_T_2X3U1 _ q—Q)\_T—QXOUl + q—Z)\_T_Z(XB _ XO)UQ’

227 XV —AXx TV

+ q*?’)\)\jrl(q —q )V — qil)\)\jrlXOVO*
— ¢ \PX U 4+ ¢ A PX U7,

q72(q4 + 1))\_T_IX0V07 _ q/\A—T_lX?:‘/Of

— ¢TI XV I AIX TV

+ QP X U + ¢ 2N\ X U2,

q 2(¢* + 1))\]_1X*V0* + qilx\)q_lX*V?’*.

(3.181)

(3.182)
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Wollen wir stattdessen die Umkehrung, um eine Vektorkomponente nach links zu
tauschen, ergibt sich

X, VP = ¢ 2+ D)ATVEX, — VX, (3.183)
— A (VEX + VX)) — ANV X
+ NNV X_-VOX)
+ q/\fUl(Xg +X0) +q)\12U2X3 _ q—l/\IQUZXO ’
XV = 2ATVX; — 2¢A 'V XL
+ qil/\)\jerH’Xo _ q2/\)\;1V30X_ + )\12([]1 + UQ)X_ ’
XV = ¢ 2"+ DA VPX + N (VX —VTX)
— A\PUN X+ @PAUPX
X VP = 2XVHBX 4+ VX

X V0 = 2 'VX, — A TVEX (3.184)
— ¢ DIV TX, - 20 VX, — g TVX
+ PNV 4+ VOOX. — ¢ 'IAPUN (X + Xo)
+ QAU X3 — ¢ 'APUP X,
X3Vt = 227X, — AV X
+ ¢ ATV Xy — ANV XL
_ q_z)\;QUlX_ + )\_T_QUQX_ :
XoV*t = ¢ (¢" + DATVTOX + ATTVHX
+ NV TOX + ¢ AU X + PAPUPX L
XV = g2 + DATX_ VT + gV X

X,V o= 227V XL - AV X, (3.185)
— ¢ "IV X VX,
— g AU+ U)X,
XV = -\ VT X+ ¢ VX,
— MVOX ATV X — 220 VX
— ATV X+ ¢ IANTUN XS + APUX
+ ¢ "IANUPX; — ¢ A PURX
XV = ¢ 2"+ DAV X — @V
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X_Vt-

X+V30

X3V30

XV

X,V30

X, V3
X3V~

+ AMTVEXD 4+ AT VX
+ ¢ AU X — AU X,
2ATVITTX 4+ 2¢7 ANV X,

+ ¢ M (VPX, = VX)) + A2 (U + U)X,

2A7VIXL + ¢ AN (g — ¢7PA)VTXG
+ AV X3+ ATV X — ¢TIV X
+ q_2/\12U1X+ _ q—l/\;2U2X+ ’

(2= M)ATVPX3 — (¢ + ANV XL

— ¢ IAMVEX + 27 AN VHOX

+ 20NV X = AL VX

— ¢ AU X3 4+ ¢ AU X
AU X5 — ¢ 'IAPUPX

q*Q(q4 + 1)V30X0 _ qil)\/\J_IV_H)X_F

— Q/\)\JZIVO_X_ + AQ)\;I(V?’OX?, + V?’_X_)
— ¢ *N\PU X — A PUP X,

2ATIX VO 4 g7 IAV X,

— g PAMVEX + VX,

— ¢ INPUTXC + gA\PURX

g+ VX — ANV X,
2A7VET X + 20 VX

— MWVEOXL — N TVEX

- A\P2UM+ U)Xy,

g2 + DAV Xy — g\ 'VTTX

_ C]l)\)\_T_IVE;_X?, _ q_2)\4__2U1X+ + )\;2U2X+ :
2A'V X+ gV X,

MV X + gV X - VXG)

+ NNV -V X,

+ q/\IZUlXO - qfl/\IQUng - q71A12U2(X3 +X0) ,

(3.186)

(3.187)
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X, v 227VOUX, — ANV X (3.188)
X5V = 227V X + Mg+ )ATVTTXG
— 20V X5 — VO X
_ )\4—_2[]1)(+ + q_2A12U2X+ :
XoV' = ¢+ DAV X+ AMNTTVIOX
— ¢TI VIX - AT VX
— ¢ U+ U)X,
XV = ¢ "+ DAV X - AVIX,
+ ¢ M (g + a7 AV X
+ ¢ ANV X - VX))
+ qfl/\QAllv—kon + /\2/\;1(V+3 _ V+0)X+
— ¢INUN X + QAU X + ¢ AU (X + X) -

wie man durch Einsetzen in GI.(3.177-3.182) nachrechnet.

g-Liealgebra und Casimiroperatoren

Die adjungierte Darstellung berechnet sich wie im vorhergehenden Abschnitt dar-
gelegt. Wir geben als Ergebnis wieder nur die nichttrivialen Resultate an, d.h. fiir
alle anderen g-Kommutatoren wird die rechte Seite null:

[V+3, V+_]q _ _)‘—_|—1V_|—37 (3189)
V=V, = - v

[V+3, V3—]q — _q)\;lv-i-—’

VRV, = A -av,

[V_H), V+_]q — _)\_—'—IV-H)’ (3190)
Vv, = AV AV,

[V+O, V3_]q — _)\_—l_lv?’o’

[V+O, VO_]q — q—l)\;lv-l-—’

[V+_, V-|—3]q — q—2)\;lv+3’ (3.191)

[V+_,V+O]q _ q—2)\;1v+0’
VE, V], = =g WV
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[V-F—’ V30]q — _q—l)\)\;lv?)o’
[V—i-—’ V3—]q _)‘-_|-1V3_a
[V—i——, VO_]q — _)\11‘/0—’
[V3O, V+3]q — q—l)\;lv-i—O’ (3192)
[V?)O, V-I—O]q q—3)\;1 (V+3 + qu-I—O)’
[V3O, V-I——]q _q—l)\)\;lviio’
[V30, V30]q _q—l/\)\;l (V+— + )\V?’O),
[V, v, MgV + V),
[V?)O, VO_]q — q—l)\;lvﬁ}—’
VLV = ATtV 3.193
Vo Vel = v, (3.193)
[V?’i, V+0]q )\11‘/30
[V37, V+*]q quA—T_lvi%f’
[V?)—’ V30]q — _q—l)\ll(vo— - q—l)\v3—)’
VO, VH3) = A (VR AV, (3.194)
[VO_ V+0] _q—l/\;lv—l——
7 q )
[VO_, V+_]q q_Q)JFIVO_,
[VO_, V30]q — _q—3/\;lv3—‘

Auch hier kann man die oben angegebenen Darstellungsmatrizen in die explizi-

ten Ausdriicke fiir die ¢-Kommutatoren einsetzen und verifizieren, dass diese im

Rahmen der gewohnlichen Matrixmultiplikation die rechte Seite ergeben. Ebenso

ergibt sich im Limes ¢ — 1 die undeformierte Minkowskialgebra.

Zum Abschluss betrachten wir wieder die Casimiroperatoren zusammen mit
den jeweiligen Spezifikationen durch die Darstellungen. Als Casimirs findet man

die zwei Operatoren

C' = nunmVIVE" =20V 4 (¢ + ¢ )V TV (3.195)
+ 2(qV OV — VYT — YTV
— ANVPBVO v HOys- Lyt L 3oyt
_ q—2)\(v3—v+0 + VO—v-i—S)’

C? = eipVIVH = (3+¢7" = 2¢7°N)(VFVO VYY)
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+ ¢ %(3¢" + 1= 2gA) (VO VT - V3TyHO)
— IN2¢% + 2g) + A\ )V TV

wobei 7;; und €;;,; wieder die entsprechenden Deformationen der Metrik und des
Epsilontensors bezeichnen (siehe Anhang B). Die Spezifikationen ergeben fiir die

a) Operatordarstellung
C' = 2¢073(X0X)(000)+2¢°A7*(X00)(X00d) (3.196)
+ QqurlX 00,
c?* = 0, (3.197)

b) Spinordarstellung

C' = [[3]];-eA7 1oxo, (3.198)
C?* = [[3llga(g" + 3 +2¢°N) gy, (3.199)
¢) Vektordarstellung
C' = 2[3]];- 427 133, (3.200)
c? = 0. (3.201)

Es ist doch bemerkenswert, welch einfacher Ausdruck sich z.B. bei der Operator-
darstellung ergibt, wenn man bedenkt, dass der Berechnung doch die langwierigen
Relationen zwischen Koordinaten und partiellen Ableitungen zugrunde liegen und
sehr viele Vertauschungen durchgefiihrt werden miissen, um das Resultat zu er-
halten. Solche Ergebnisse ndhren die Hoffnung, dass es auch weiterhin gelingt,
die klassische Quantenfeldtheorie komplett zu g-deformieren, und zwar in (fast)
volliger Analogie zur bekannten Theorie.

3.4 Ausblick

Die in den vorstehenden Abschnitten prisentierte Form der Quantensymmetrie-
gruppen als g¢-Liealgebren eignet sich gut zur Untersuchung von Erweiterungen
derselben. So bietet sich als néchster natiirlicher Schritt an, zuerst einmal die Im-
pulsgeneratoren P* hinzuzufiigen, um die g-deformierte Poincaréalgebra in dersel-
ben Art und Weise darzustellen. Auch deren Casimiroperator, der Pauli-Lubanski-
Vektor, lidsst sich moglicherweise mithilfe der Minkowski-Generatoren V# und der
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Impulse sowie des ¢-deformierten Epsilontensors analog zur klassischen Form ange-
ben. (Der zweite Casimiroperator, das Impulsquadrat PP, ist trivialerweise nach
Konstruktion eine Invariante.)

Als néchsten interessanten Schritt konnte man sich dann der Konstruktion ei-
ner g-defomierten Super-Poincaréalgebra durch Hinzufiigen von Spinorgenerato-
ren widmen. Aufschlussreich wére es zu sehen, ob die aus dem undeformierten Fall
bekannte Form der Algebra zwischen Spinoren und Impulsen, schematisch durch
die Kommutatorrelationen

{Q,Q} ~ 0, P, (3.202)
{Q,Q}={Q,Q} =0,
[P,Q]=[P,Q] =0

gegeben, im deformierten Fall erhalten bleibt, oder ob sich Zusatzterme propor-
tional zu A ergeben. Auch fiir diese Algebra kann man dann wieder versuchen
Casimiroperatoren, wie etwa den Super-Spinoperator, in der bekannten Form zu
finden.



Anhang A

Quantenalgebren

Die hier vorgestellten Quantenalgebren sind die g-deformierten Analoga der be-
kannten Liealgebren zu den physikalisch interessanten Liegruppen. Fiir die Quan-
tenrdume bedeutet dies, dass die Koordinaten kovariant unter der Wirkung dieser
Algebren sein miissen. Die dem ¢-deformierten Euklidischen Raum in drei Di-
mensionen zugrundeliegende Quantenraumalgebra U,(su;) wird erzeugt von den
Generatoren L, L~ und 7%/2, die folgenden Relationen geniigen [20]:

7_—1/2L:|: — quLiT_1/2, (Al)
qLYL™ — ¢ 'LTLY = gA7'AJ'(1—771).
Fiir die mit den Algebrarelationen vertrigliche Konjugation gilt
L = —¢t'L*, 7-12=7"1/2 (A.2)

Die Hopfstruktur der Generatoren L* und 7 lautet
A(LY) = LFor 2410 L%, (A.3)
A(rY2) = 122
S(L*) = —L*r'? (A.4)
S(T—I/Z) — 7_1/2’
e(L*) = 0, (A.5)
e(r71?) = 1.

Als nichstes betrachten wir die Quantenalgebra U,(sos) [21], die als Algebra
isomorph zum Tensorprodukt zweier U, (suz)-Algebren ist,

U,(s04) = U,(sug) @ Uy(sus). (A.6)

119



120

Sie wird damit aufgespannt von zwei miteinander kommutierenden Sdtzen von
U,(sug)-Generatoren, némlich LF, K;, i = 1,2. Deren Relationen lauten ausge-
schrieben

¢ LiL7 —qLyLf = AT(1- K7, (A7)
LfK; = q¢7KL7, i=1,2,

wobei Generatoren mit unterschiedlichen Indizes immer vertauschen. Die Konju-
gation ist gegeben durch

= qﬁlf, (A.8)
L = K,  i=1,2.

x| 5

Fiir die Hopfstruktur findet man

A(K;) = Ki®K;, (A.9)
A(LF) = LFeol1+ K '®LE,

S(K;)) = K1, (A.10)
S(L) = —KLj,
e(LF) = 0.

Im dritten Kapitel verwenden wir Tensorgeneratoren als Algebraerzeugende, wobei
der Zusammenhang mit den obigen Operatoren ist:

L% = ¢?K,L}, L®=q%K,L; (A.12)
I* = ¢ 'K\Lf, I**=q¢'K,L]
Die fehlenden zwei Operatoren bestimmen sich aus den oberen vier mittels:
L4 — )\i(LMKflLl?’ P LBKL (A.13)
VLMK - ALK,
23 — )\jrl(—q_lLMKl_lLl?’ +PLBKIL
+qL* KL~ PL2K LY.
Als letztes geben wir die ¢g-deformierte Lorentzalgebra an in der Form, die wir

zur Bestimmung der Darstellungen verwendet haben [22], [23], [24]:
Tt = Tl 4+ \T?, (A.14)
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T+T1?

TQSI

Hopfstruktur und Konjugation

gegeben durch

¢ 2T ' — ASY,
q2T2T1,

SlTl,

Tto? — ?AT3T2,
T~ 0> + ¢*\S",

T°T + X Yo? = 11),
FSITt + XN (P = 0?),

(A.15)

(A.16)

(A.17)

der U,(sug)-Generatoren T+, T~ und 7° haben

wir bereits angegeben. Die Hopfstruktur der verbleibenden Lorentzgeneratoren ist

7_1 ®7_1 +)\251(T3)_1/2 ®T2,
0_2 ®0_2 +/\2T2(7'3)1/2 ® Sl,

T’ + (%) V262 @ T?,
S'@ol + ()Yt @ St

—q2(T3)1/2T2,
_(7_3)—1/251’

o?

(A.18)

(A.19)
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S(%) = 7,

e(r’) = e(0”)

=1, (A.20)
e(T?) = ¢(S") =0o.

Die im dritten Kapitel verwendete Form der Lorentzalgebra beruht auf der
R/S-Form der Algebra, ihre Relationen sind gegeben durch [32]:

R*R* — ¢!R*R* = ¢ 'A7WU'R* (A.21)

R R —¢@RR- = ¢'\J'U'R”

qR Rt —qR"R™ — ¢AR’R’ = ¢ '\J'U'R’
SISt — 2578 = ¢ IATlURSt (A.22)

S50 — S35~ = ¢ IATUS™

qgS™ St —¢STST —gAS*S? = ¢ 'AT'UPS?

RSt = ¢#StR* (A.23)
R*S* = S*R*
R'S™ = ¢ %S R*

R3ST = M\, S*RT

R*S® = S*R*+q7'2)\,

R3S~ = S R®

RSt = ¢?2STR 4+¢ ')A S R" +¢ ']\ S°R?
R S = S*R +M\,SR®

RS = ¢S R



Anhang B

Quantenridume

Als Quantenridume bezeichnet man Komoduln von Hopfalgebren [25]. Solche Quan-
tenrdume lassen sich mit Hilfe von R-Matrizen konstruieren. Diese beschreiben
namlich eine Abbildung auf dem Tensorprodukt zweier Vektordarstellungen der
zugrundeliegenden Hopfalgebra. Dieses Tensorprodukt 148t sich aber mittels

T1 ® T1 == TQ @ T(l,l) @ TO (Bl)

ausreduzieren. T ist hier die vollstdndig symmetrische Darstellung, T{; ;) die vollstédndig
antisymmetrische Darstellung und 7j schliefflich die triviale eindimensionale Dar-
stellung. Zu jeder dieser irreduziblen Darstellungen gehért somit ein unter der
Wirkung der Hopfalgebra invarianter Unterraum. Die Forderung nach Kovarianz
verlangt, daf die durch die R-Matrix beschriebene Abbildung die zugehorigen Un-
terrdume in sich iiberfiihrt. Dies gewéhrleistet jedoch deren Projektorzerlegung

R=0,P,+a_P_ + 0P, (B.2)
, wobei oy, a_, und g die Eigenwerte der R-Matrix bezeichnen. Die invarianten
Darstellungsrdume bilden aber auch Koordinatenalgebren, deren Relationen sich
aus der Kenntnis der zugehorigen Projektoren ergeben. Wir wollen kurz skizzieren,
wie man aus der R-Matrix diese Projektoren bestimmen kann.
Dazu gehen wir erneut von der Zerlegung (B.2) aus. Man kann sich nun leicht
davon iiberzeugen, dafl die Projektoren durch folgende Formeln ausgedriickt wer-
den konnen:

_ (R—a D(R—ayl)

BT e er —an) B9
_ (R—ayI)(R—ao)

b= (- — a+)(a- — )’
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 (R-ayD(R—a )
B G an(m—a)

Der Projektor P_ bestimmt iiber
(POZ XX =0 (B.4)

die Relationen fiir die Algebra der Koordinaten, wihrend die Algebra der Formen
durch die Relationen

(P,)?dakdz! = 0, (B.5)
(Py)? da* dat

festgelegt wird. Die Metrik der Koordinatenalgebra ldsst sich schliesslich aus dem

Projektor Py mittels
1

gmg

(Po)ys = 9" g (B.6)

ablesen. Die konkreten Formen der R-Matrizen der drei- und vierdimensionalen

mn

Quanterdume finden sich z.B. in [15].

Wenden wir uns nun den fiir unsere Zwecke konkret bendtigten Beispielen zu.
Im Falle der zweidimensionalen Quantenebene hat die R-Matrix eine Zerlegung in
nur zwei Projektoren, den Symmetrisierer und den Antisymmetrisierer [25]:

R=¢S—q¢'A (B.7)

Die konkrete Form der R-Matrix der Maninebene findet man in [25]. Die Grass-

mannkoordinaten #° gehorchen denselben Vertauschungsrelationen wie die Formen,

ndmlich
S,,0%0" = 0. (B.8)
Man verifiziert als Ergebnis
(1) = (#°)*=0, (B.9)
00> = —q'6°0".

Die nichtverschwindenden Elemente der zugehorigen Metrik lauten
£2 = g2 2= g1 (B.10)
und

€ij = —é'ij. (Bll)
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Mit der Metrik konnen wir Indizes heben und senken iiber

hi = 6,’jhj, hZ = Eijhj.

(B.12)
Konjugation definieren wir in der folgenden Weise:
ﬁ = Ez = —€ijﬁj, B13)
h_z' = Ez = —Sijﬁj.

Im Fall des dreidimensionalen Euklidischen Raumes lautet die Projektorzerle-
gung der R-Matrix

A

R=P, — ¢ *P_+q°PR,.

(B.15)
Die Relationen der Grassmannkoordinaten lauten
0405 = —¢*RABOCHPL, (B.16)
oder explizit ausgeschrieben
(") = (67 =0, (B.17)
030> = NOTO,
670 = -0 6T,
0:&03 _q:|:2030:|: )
Die nichtverschwindenden Elemente der zugehorigen Metrik lauten
97" =—q, ¢¥=1, gt=-¢" (B.18)
sowie
9-=-4¢ gu=1 g =-q" (B.19)
wobei
gABgBC = 5é (B20)
Damit lassen sich kovariante und kontravariante Koordinaten geméafl
04 = g*P0y, 04 = ganb® (B.21)

ineinander iiberfiihren. Die Relationen der Koordinatenalgebra sind auflerdem ver-
traglich mit der Konjugation

64 =0, =0, (B.22)



126

Bei der Angabe der Drehimpulsdarstellung, G1.(3.1), und der Quantenliealgebra,
G1.(3.36), haben wir eine g-deformierte Version des antisymmetrischen e-Tensors
verwendet. Dieser ist definiert iiber die Gleichung

04080 =: cABCHTH30 . (B.23)
Die konkreten Werte sind
e =1, et 3=—¢? (B.24)
- —q_2, 3=+ — q—2,
€7+3 = q72’ 8734— = _q74a
£33 = g2\

Der unten indizierte Epsilontensor berechnet sich iiber

eapc = gapgpegore” " (B.25)

Fiir den g-deformierten Euklidischen Raum in vier Dimensionen lautet die Pro-
jektorzerlegung der R-Matrix

R=qP, — ¢ 'P_+ ¢ P, (B.26)

weshalb fiir die Relationen der Koordinatenalgebra gilt:

0'07 = —q(R)}0%6", (B.27)
oder ausgeschrieben
0" = 0, i=1,...,4, (B.28)
0102 — _q—10201’
9103 — _q719301’
0204 — _q—10402,
9304 — _q719304’
9104 — _0401,
0°0° = —0°6 + 0'0".

Die nichtverschwindenden Elemente der Metrik sind

git=ql, #=¢"=1 g"=gq, (B.29)



127

wobei wieder gilt

97 = gij, 9"k = 0. (B.30)
Die Relationen (B.21) und (B.22) gelten auch auf dem vierdimensionalen g-deformierten
Euklidischen Raum. Der vierdimensionale e-Tensor ist definiert iiber

00760 =: cTFgle2p3p* (B.31)
Eplizit ausgeschrieben
g1234 _ 12— (B.32)
g2 = g 2 2
g1824 4 21— 2
g2 _ G321 2
g — 2 2 = 2
gz 2 g2 3
21— g eN2B — 2
2143 2 gz _ 2
eB1 = 2 g1213 = 3
eBM 2 L
g2 2 ez 3
281 3 ghi2l

Komponenten, die im klassischen Fall zu null werden, sind

BB = ¢\ (B.33)

3232 _g2)
Der unten indizierte Epsilontensor berechnet sich iiber
Eijkt = GimZjnTkpdige ™™™ (B.34)
Fiir die Koordinatenalgebra des g-deformierten Minkowski Raumes findet man
0’0’ = —(Ry1)”6%¢!, (B.35)
welche auf die unabhéingigen Relationen

0)* = 0, pe{+,—,0} (B.36)
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030:& — _q:|220:|:037
0*0° = XNTO,
00 = —0-0"

0+0° + 9°9+ = :tqul)\eiag,
%93 +0%0° = XOTOH.
fiithrt. Statt der Koordinaten 6° und #3 erweist es sich in manchen Situationen als

einfacher mit der Lichtkegelkoordinate 6%/° := #% — #° zu arbeiten. Diese steht mit
den iibrigen Koordinaten iiber die zusétzlichen Relationen

(0392 = o, (B.37)
0:&03/0 — _03/001’

0°03/° + 93/°° = —xoto-,

0:&00+q:|:2000:|: — j:q:tl)\ezl:e{i/o’

03030 + 93993 = —X\oto~.

Fiir die nichtverschwindenden Elemente der Metrik gilt

, gt =—q gT=-¢" (B.38)

Die Relationen (B.21) und (B.30) behalten weiterhin ihre Giiltigkeit. Der e-Tensor
fiir den Minkowskiraum ist definiert iiber

0igigkg = e'iklgtg3gog—, (B.39)

mit den expliziten Komponenten
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Im Klassischen verschwindende Komponenten sind

3330

3303

3033

3030

M M M M

_q72
q—2

q '\
q A
—q*2)\
q A
q A

0+3—
0+-3
03+—
03—+
0—+3

0-3+

M M M M M M

—+30
—+03
—340
—30+
043

—03+

M M M m M O

0+0—

0333
80303
60_0+
6_0+0

1 (B.40)

—q¢'A (B41)
_q—2)\

—q72/\

_q—3)\

g\

Der unten indizierte Espilontensor ergibt sich ebenfalls aus Gl1.(B.34).



Anhang C

Differentialkalkiile

Zu jedem Quantenraum einer gegebenen Quantengruppe kann man einen kovari-
anten Differentialkalkiil konstruieren. Genauer gesagt existieren stets zwei solcher
Kalkiile, die jeweils der R-Matrix und ihrer Inversen zugeordnet werden koénnen.
Dementsprechend gehen beide Kalkiile unter Konjugation ineinander iiber. Wir
wollen nun kurz skizzieren, wie man zu einer vorgegebenen R-Matrix den zu-
gehorigen Kalkiil konstruieren kann, und zwar im Falle der Grassmanwertigen
Koordinaten und den zugehorigen Ableitungen.

Zu Beginn unserer Betrachtungen steht das totale Differential d, welches einer
undeformierten Leibnizregel folgt [7]:

d(fg) = (df)g + (-1)V f(dg). (C.1)

Dabei ist |f| = 0, falls f eine bosonische und |f| = 1, falls f eine fermionische
Koordinate ist. Das Differential hat dabei die Eigenschaft

d®>=0. (C.2)

Wir fiihren nun die fermionischen Differentiale n° = d#* ein, die g-kommutieren
sollen [34], d.h.

(P )9 an™nt = 0,
(Po)7wn™nt = 0.

a9
-~ W

Verwenden wir die Tatsache, dass die Summe iiber alle Projektoren die Eins ergibt,
so folgt

Y = (Po+ Py + P)inky (C.5)
= (P)inn' = (ap) (R0 .
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Analog erhalten wir fiir den konjugierten Kalkiil

7'i = (Py+ P, + P )igti (C.6)
= (PO = ey (R0

Um die Vertauschungsrelationen zwischen Differentialen und Koordinaten zu fin-
den, macht man den Ansatz

o' = Cinke'. (C.7)
Wendet man auf beide Seiten dieser Gleichung das duflere Differential an, so findet
man durch Vergleich mit den obigen Relationen die gesuchte Matrix. Es gilt dann

0 = (ay) " (R)n"0". (C.8)
Wiederholt man dieses Vorgehen fiir den konjugierten Kalkiil, erhélt man
07 = a_(R™)27¢". (C.9)

Wir fithren nun partielle Ableitungen ein, indem wir fiir das totale Differential
schreiben
d = n'0;. (C.10)

Setzt man diesen Ausdruck in die Relation
dot. =nt. +0%d. (C.11)

ein und vertauscht mit Hilfe von (C.8) alle Differentiale nach links, so gewinnt man
schliefllich die Vertauschungsregeln

0,07 = 67 — (o) H(R)I[6'0.. (C.12)

Die Differentiale konnen aber auch unter Verwendung der Relationen (C.9) ver-
tauscht werden. In diesem Fall ergeben sich die Vertauschungsregeln fiir den zwei-
ten Differentialkalkiil mit

0,07 = 67 — oy (R™1)IF6'D,.. (C.13)

Abschliessend sei bemerkt, dass die partiellen Ableitungen die gleichen alge-
braischen Eigenschaften aufweisen wie die Koordinaten, d.h. sie spannen einen
Quantenraum mit den gleichen Relationen auf. Ausserdem lassen sich mittels der
Metrik kontravariante Ableitungen einfiihren, indem man vereinbart

o' = g9, & = g0, (C.14)
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Damit lassen sich leicht die Vertauschungrelationen der kontravarianten Ableitun-
gen mit den Koordinaten berechnen. Man muss hierzu allerdings beriicksichtigt,
dass fiir den dreidimensionalen Euklidischen Raum

g*P(R)GRpr = q (RV)af (C.15)
g*P(RYGR9pr = ¢"(R)3%,
fiir den vierdimensionalen Euklidischen Raum
g (B)gm = (R (C.16)

g”( 1)]mgl” = (R)irkz:n
und schlieBlich fiir den g-deformierten Minkowski-Raum
9 (R)pgas = a (R, (C.17)
9B N)0g0s = (R

gilt. Fiihrt man das angegebene Verfahren in den einzelnen Riumen durch, so
erhilt man als Ergebnis fiir die Quantenebene

907 = £ — (R),,0%0), (C.18)
Ot = —q '€ — (R)7ub"d,

fiir den dreidimensionalen deformierten Euklidischen Raum

90" = gA ¢ ‘(R N250°9; (C.19)

08 = ¢*(R)AEACOP
fiir den vierdimensionalen deformierten Euklidischen Raum
oY = g7 —q (R0, (C.20)
o0 = g7 —a(R)0D,
sowie fiir den g-Minkowskiraum

oo = g —q (B})merds, (C.21)
o"9” = g" — q(R;})A6°(0y)°.



Anhang D

Darstellungen von Superzahlen

In manchen Féllen erweist es sich als notwendig oder sinnvoll mit Formeln zu
arbeiten, die auf der umgekehrten Normalordnung der Monome beruhen. Dazu
geben wir hier fiir die betrachteten Quantenrdume einige Umrechnungsformeln

an.
1. 2-dimensionaler Euklidischer Raum

'+ f10" + f20% + f120'6? (D.1)
= f’ + flel + f292 + f219291

wobei
ff'=r, fi=hfH, fo=fo, fa=-q"fo (D.2)
2. 3-dimensionaler Euklidischer Raum
[l f0T + f:0°+ f 0 (D.3)
+f30T0 + fL 070 + f3 0°0
+fis 070°0
= [+ [0+ 56+ f0
e O30T+ F 00T+ f 063
+fo3.0760%07,
wobei
f, = fla fNA:fA’ AE{+53=_} (D4)
Jor = —fio, fzx = —q2f+3, fo3= —q2f3_,
f—3+ = —Q4f+3—-
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3. 4-dimensionaler Euklidischer Raum

wobei

4
FAY R0+ D funt"0?
=1

1<i1<ip<4

D fuii0"070° + fi03,0"0°0%0"

1<i1 <12 <i3<4
4
o e 7 ni r 21 )22
= f+Y [0+ D> funt0
=1 1<ia<i1<4

+ ) Fain0™070" + fisn0'0°6%0",

1<i3<12<1 <4

fl - f’a fl:fw Z':]-a"')4a
for = —q¢'fi2, fa=—q"'fis,
f41 = —f14 - )\f23, f32 = _f23a

fio = —q Y fou, fiz=—q"fa,
faor = —q %fi3,  faz1 = —q 7 froa,
fizi = —q %fiza, fazo = —q 7 foz,
fizr = ¢ *fias

4. Minkowski Raum

wobei

[+ fr07 + f3/093/0 + f30° + f67

+fr300T0%0 + f.30760° + £, 676

+f3/0,303/093 + f3.0°07 + ]03/0,393/093 + fg/o,,ﬁ?’/oﬁ_
+ 11,3030 0%°0° + fra 07007 + fi 50 _070%00"
+f3/0,3- 000307 + fiz05 0763030~

f+ f+9+ + f3/093/0 + f30° + f_0

+f3/0,+93/09+ + f3+939+ + f_+9_9+

+f3,3/09393/0 + 3076 + f_,3/09_03/0
+Fo30,00°0°/°0" + [5,076°0" + _370,076%°0"
+f—3,3/09_9393/0 + f_3,3/0,+9_0393/00+,

f, = fI: .f;t:f[m IU‘E{+:3/0737_}7

(D.5)

(D.7)



135

frs
fi-
fo-
f +3,3/0
f +,3/0,—

J+3,3/0,—

—q % f34, f+,3/0 = —f3/0,+>
—fov + Af3p03,  f3300 = —[3/03;

—q % f_s, fs/o,f = —f_3/0,20
_q2f3/0,3—|—a f+3— =—q " foat,
—f-3/0,4> fN3,3/0,7 = —q_2f7,3/0,37
q_4f7,3/0,3+-
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