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Bernhard Irrgang

Kondensation und Moréste

ZUSAMMENFASSUNG

Moridste sind eine Aziomatisierung von Jensens Feinstrukturtheorie.

Die vorliegende Arbeit stellt eine mogliche Prézisierung dieser Aussage dar.
Dazu entwickle ich die Feinstrukturtheorie der inneren Modelle L[X]. Dabei
sei X = (X, | wv € §*) eine Folge mit X, C JX, so daf gilt:
(Fiigsamkeit) Fiir wv € S* ist I, := (JX, X | wv, X,,,,) fiigsam.
(Kondensation) Ist wv € S* und H <; I,, dann gibt es ein p € Lim mit
H=1,

(Kohérenz) Sei wv € S*, H <; [, und wA = sup(H N On). Dann ist
w € S* und X, = X, N J5.

Gegenstand der Feinstrukturtheorie der L[X] sind Strukturen, die eng mit
der Hierarchie von L[X] zusammenhéngen, und Abbildungen dazwischen.
Ist S* = {wr | wr singulér in I,,;}, so bilden die Strukturen zusammen mit
den Abbildungen Moréste. Diese sind besonders einfach. D.h. sie weisen
zusétzlich zu den von Jensen [1972/73] untersuchten Eigenschaften weitere
auf. Solche Moréste werde ich Standardmoréste nennen.

Hat man umgekehrt einen Standardmorast, so kann man diesen in einer Folge
X wie oben kodieren.

SchlieBlich werde ich mit {wv | wrv singulér in I, } € S* in L[X] O, fiir alle
k € Card“™X zeigen, und im Fall S* = On den schwachen Uberdeckungssatz
fir L[X] beweisen.






Vorwort

Eine Dissertation iiber Moréste. Das klingt kombinatorisch und deshalb sehr
technisch. Ich will hier aber eine andere Seite der Moréste ausleuchten. Die
Existenz von Morésten ist unter bestimmten Bedingungen ndmlich dquiva-
lent zur Existenz eines inneren Modells mit fiigsamen Stufen, Kondensation
und einer Kohérenzeigenschaft. Diesen Eigenschaften sind die ersten vier
Abschnitte gewidmet. Der erste behandelt die Fiigsamkeit, der zweite die
Kondensation. Im dritten Abschnitt wird mit Kondensation und Fiigsamkeit
die Feinstrukturtheorie entwickelt, im vierten anhand der O-Prinzipien die
Kohérenz motiviert. Schliellich zeige ich im fiinften Abschnitt die angespro-
chene Aquivalenz zwischen diesen inneren Modellen und einem bestimmten
Typ von Morésten. Abschliefend beweise ich im sechsten Abschnitt den
schwachen Uberdeckungssatz fiir bestimmte dieser inneren Modelle. Denn
dabei wirken Kondensation, Fiigsamkeit und Kohérenz auf interessante Art
zusaminen.

Fiir die Anregung zu dieser Dissertation danke ich meinem Betreuer
Prof. H.-D. Donder. Auflerdem danke ich ihm fiir all die Unterstiitzung,
die er mir gewéhrt hat. Prof. W. H. Woodin danke ich fiir die freundli-
che Einladung, sieben Monate in Berkeley zu arbeiten, wo auch eine Teil
der Arbeit entstanden ist. Schliefllich danke ich dem DFG-Graduiertenkolleg
,oprache, Information, Logik” an der Universitat Miinchen fiir die finanziel-
le Unterstiitzung meiner Arbeit und die Moglichkeit zum interdisziplinéren
Gedankenaustausch.
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0

Einleitung

Moréste sind komplexe, kombinatorische Strukturen. Unter Kondensation
versteht man eine Eigenschaft einer Hierarchie des Universums, die z.B. die
L-Hierarchie des konstruktiblen Universums aufweist. Diese beiden auf den
ersten Blick sehr unterschiedlichen Konzepte stehen in einem engen Zusam-
menhang. Denn die Moréste sind Abstraktionen der Feinstruktur des kon-
struktiblen Universums. D.h. man versucht, die , wichtigen” Eigenschaften
dieser Feinstruktur axiomatisch zu fassen. Die Feinstrukturtheorie beruht
aber wesentlich auf der Kondensationseigenschaft. Das Hauptziel meiner
Dissertation ist es, einen prézisen Zusammenhang zwischen Kondensation
und Morésten zu formulieren. Das will ich anhand eines Beispiels erklaren.
Dabei werde ich manchmal der Einfachheit wegen nicht hundertprozentig
korrekt sein.

Ist X eine Menge, so heifit eine Teilmenge der Form {zr € X | X =
o(x,p1,...,pp)} mit py,...,p, € X definierbar. Sei Def(X) die Menge
aller definierbaren Teilmengen von X. Nehmen wir an, dafl jede Menge re-
kursiv durch Aussonderung aus den bereits definierten Mengen entsteht: Sei

LO - (Z)
Ly = Def(L,,)
Ly =U{L, | v € \} fiir Limeszahlen A

und L = |J{L, | v € On} die Klasse der so entstandenen Mengen. Unsere
Annahme, dal L das ganze Universum ist, kann man also kurz als V = L
schreiben. Nun kann man fiir unendliche Kardinalzahlen « folgendes kombi-
natorische Prinzip zeigen:

Es gibt eine Folge (C, | k < v < kT, v € Lim) mit

C, ist abgeschlossen und unbeschrankt in v

7



8 0. EINLEITUNG

otp(C,) < K

p € Lim(C,) = C, = C, N u (Kohérenz).
Dieses Prinzip heifit O,. Es wurde von Jensen formuliert und mit Hilfe der
von ihm entwickelten Feinstrukturtheorie auch bewiesen.

Statt O, beweist man folgendes:

Sei S={veLim|r<v<k®und L, | k ist die grofite Kardinalzahl }.
Dann gibt es eine Folge (C, | v € S), so daf fiir alle v € S gilt:

C,, ist abgeschlossen und unbeschrankt in v

otp(C,) <k

pe€ Lim(C,) = p e Sund C, = C, Ny (Kohérenz).
Daraus folgt sofort O,!

Wie findet man nun geeignete C,7 Sei dazu v € S und

B(v) = das kleinste (3, so dafl es ein konfinales f : a — v € Def(Lg)
mit a C v/ < v gibt
n(v) = das kleinste n > 1, so daf ein solches f 3,-definierbar ist.

Sei zunéchst G(v) = v und n(rv) = 1. D.h. es gibt einen Parameter p € L,,
so daB f(y) = 0 ¥, (iiber L,) mit Parametern v, und p ist. Damit kann
man versuchen, C, folgendermaflen zu definieren:

Vg = O
~o = das kleinste v € dom(f) mit f(v) > 0
50 = f(V)

= das kleinste v mit L, = f(y;) =

% = das kleinste v € dom(f) mit f(vy

0 = f(v)

19 = kleinstes 7, so dafl v; nicht existiert

CV:{Vi|i<’i0}
Denn dann ist iy < s und fiir ein A < 4y hat (v; | i < A) dieselbe Definition
iiber L,, p = vy, wie iiber L,. Das geht aber nur, weil f };-definierbar
ist. Trotzdem hat man damit noch nicht die Kohérenz. Denn die Definition
von (), héngt noch vom zu p gehorigen f, mit Parameter p, und nicht nur
von f und g ab. Man mufl die Funkton und ihren Parameter also stets so
wahlen, daf fiir 4 € Lim(C,) f, = f und p, = p gilt. Nun gibt es aber fiir
jedes L, mit v € Lim eine kanonische Y;-Skolemfunktion h,. Das ist eine
iber L, ohne Parameter Y;-definierbare Funktion mit dom(h,) C w x L,
und rng(h,) C L,, so dafl folgendes gilt: Existiert fiir ein p € L, und eine
Y;-Formel ¢ ein x € L, mit L, | ¢(x,p), so gilt L, = ¢(h,(i,p),p) fir ein
1. Dieses h, ist insofern kanonisch, als es fiir jedes v durch dieselbe Formel

9, fiir alle 7 <7
)>1/Z



definiert ist. Da es fiir das von uns betrachtete v und die p € Lim(C,) eine
Y1-Funktion gibt, die in v bzw. p konfinal ist, gilt dies auch fiir h, bzw. h,.
Somit braucht man nur noch den Parameter auf einheitliche Art zu wéhlen,
und man ist in diesem Fall fertig!

Was macht man nun, wenn 3(v) > v ist (aber weiterhin n(v) = 1)? Dann
kann man ein B, mit folgender Eigenschaft wéhlen: Jede 3;-Formel ¢ der
Sprache {€} kann man in eine ¥;-Formel der Sprache {€, B} {ibersetzen, so
da fiir € L, Lgu) = () genau dann gilt, wenn (L,, B,) = pp(x) gilt.
Umgekehrt kann man auch jede X;-Formel ¢p in ein ¢ mit festem Parameter
zuriickiibersetzen. Damit befindet man sich wieder in der giinstigen Situation
des ersten Falles. Man profitiert also wieder von der Aufwérts-Absolutheit
von Y;-Formeln. D.h. die Interpretation von };-Formeln ist in folgendem
Sinne absolut: Ist ein transitives M Modell von ¢(x) mit x € M, so gilt
dies auch fiir jedes transitive N O M. Allerdings mufl man jetzt aufler bei
der Wahl von p, auch bei der von B, darauf achten, dafi diese kanonisch ist.
Denn dann wird fiir p € Lim(C,) B,, = B, N L, gelten.

Zum Schlufl mufi man noch den Fall 8(v) > v und n := n(r) > 1 betrachten.
Dann kann man mit Jensens Feinstrukturtheorie ein p(r) und ein A, finden,
so da8 man ¥,-Aussagen iiber Lg,y in 3;-Aussagen iiber <Lp(,,), A,) iiber-
setzen kann: 31 ((L,u), Av)) = B(Low)) N En(Lswy). Anders gesagt kodiert
das A, die X,-Information von Lg) in ¥;-Information von L,q). Deshalb
heilt A, auch (n — 1)-Master-Code fiir Lg(,y. Die Struktur (L, A,) heiit
(n — 1)-tes Redukt von Lgg). Mit diesem (L), A,) kann man jetzt wie
im zweiten Fall mit Lg verfahren, d.h. ein B, finden, so da (L,, B,) das
<Lp(l,), A,) kodiert. Da man das A, sogar kanonisch wahlen kann, erhélt man
auch in diesem Fall dann die Kohérenz der C,,.

Die Méglichkeiten, Aussagen iiber grofe Strukturen in Aussagen iiber kleine-
re mit einem Préadikat zu iibersetzen, beruhen alle im wesentlichen auf einer
einzigen Eigenschaft der L-Hierarchie. Das ist die Kondensationseigenschaft.
Darunter versteht man das folgende:

Ist X <y L, eine ¥ -elementare Substruktur von L, mit v € Lim, so gibt es
ein g mit X = L,. Das L, ist eindeutig bestimmt und ist die Transitivierung
von X.

Zum Beispiel kann man B, folgendermafien definieren:

Sei jedes x € L,y X1-definierbar in (L, A,) mit Parametern aus sU{p}
und & in L,y aus p. Ein solches gibt es! Fiir p < p(v) mit &,p € L, setze
X, = hulw x (L, x {p})]. Dann ist X <; (L,, A, NL,). Seim, : X, =
M, € L,, M, transitiv, p, = m,(p) und L,, = X, N L,. Schlieflich sei
By = {{My; pu, v} | 10 < p(v)}.
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Die A, kann man analog definieren.

Das war’s. Wir haben gesehen, wie man das kombinatorische Prinzip O,
mit Hilfe eines Ubersetzungs-, Tricks”, der sogenannten Feinstrukturtheorie,
beweist. Doch wie weit reicht diese Methode? Was kann man mit ihr alles
machen?

Um sich dariiber einen Uberblick zu verschaffen, kann man das System der
(Ly,, B,) mit

L, E a, := w ist die grofte Kardinalzahl

B, wie oben
betrachten. Sei S, = {v | a, = a}. Sei u < v definiert durch
a, < a, und es ex. ein ¥j-elementares 7 : (L,, B,) — (L,, B,) mit 7 [ o, =
id | .
Dieses  ist sogar eindeutig bestimmt. Schreibe dafiir m,,. Die wesentlichen
kombinatorischen Eigenschaften unseres Systems sind die folgenden:

(MO) S, abg. in sup(S,)
wy = max{a, | Vv € wy} wo = sup(Sy,)

(M1) Ist pp < v, s0ist m,, [, =id [ o, T (@) = v, T (ay,) = o, und
T bildet S,, N p ordnungserhaltend in S, N v ab.

(MQ) ﬂ%V,ﬂESaﬂﬂD,,u:W;l,(ﬁ) = =y Ty [ =T | [
(M3) {a, | p < v} ist abgeschlossen in a,

(M4) v nicht maximal in S,, = {a | g < v} unbeschrénkt in «,
(M5) {a, | p < v} unbeschrénkt in o, = v = {7,y | p < v}

Versucht man das alles graphisch darzustellen, so zeichnet man die S,’s als
Zeilen. Fiir p < v erhélt man zum Beispiel:

ng
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Dann liefern (M3), (M4) und (M5) eine Art von vertikaler Stetigkeit. Es
gibt noch zwei weitere Eigenschaften (M6) und (M7). Dabei driickt (M6)
eine horizontale und (M7) eine diagonale Stetigkeit aus. Ein System von Ab-
bildungen mit den Eigenschaften (MO0) bis (M7) heifit (wy, 1)-Morast. Dieser
Begriff stammt von Jensen.

Mit (wy, 1)-Morésten hat man aber natiirlich die Moglichkeiten der Feinstruk-
tur noch nicht ausgeschopft. Fiir iiberabzéhlbare und reguldre s konstruiert
man analog (k, 1)-Moréste. Diese heifien auch Gap-1 Moréste. Die Struktu-
ren in diesen Morésten sind vom Typ der ¥;-Skolemhiillen A+ [w X (Lyq X
{p,k})] <1 Lo+ mit @ < k. Die oberste Ebene eines solchen Morastes bil-
den die hy+[w X (Lya X {p, k})]-artigen Strukturen mit a@ > x. Betrachtet
man stattdessen alle Strukturen vom Typ der A ++[w X (Lo X {p,k})] <1
L,.++ mit o < k71, so erhilt man einen Gap-2 Morast. Das ist eine drei-
dimensionale Struktur, deren oberste Ebene ein Gap-1 Morast ist. Analog
hat man sich fiir alle n € w die (x,n)-Moréste vorzustellen. Damit ist die
Geschichte aber noch nicht zu Ende. Denn die Konstruktion verallgemeinert
sich auch auf unendliche Ordinalzahlen. In seinem Manuskript {iber Moréste
entwickelt Jensen [1972/73] eine Theorie von (k, 3)-Morésten fiir § < k. Da-
von ausgehend werde ich (k, 3)-Moriste fiir alle 8 < oo definieren.

Wieviel von der Feinstrukturtheorie deckt man mit den Morésten nun ab?
Leider nicht alles! Aber man kann die Axiome so erginzen, dafl man die
gesamte Feinstrukturtheorie axiomatisiert. Denn mit gewissen Zusatzbedin-
gungen kann man einen (wy, oo)-Morast so in einer Folge X = (X, | v €
S* C Lim) kodieren, da8 L[X] eine Feinstruktur wie L hat. Dazu sei fiir
veS I, :=(L[X],X v,X,) und I, := (L,[X],X [ v) fir v ¢ S*, so daB
X, C L,[X] ist und

Lo[X]=10

Lo[X] = Def(1,)

L\[X] =U{L,[X] | v € A} fiir Limeszahlen A.
Sei L[X] = {L,[X] | v € On} die Klasse der so entstandenen Mengen.
Fiir X wird folgendes gelten:
(Fiigsamkeit) Fir v € S* ist I, fugsam. D.h. fiir alle x € L,[X] ist
rNX, e L,[X].
(Kondensation) Ist v € S* und H <; [, dann gibt es ein p € On mit
H=1],
(Kohérenz) Sei v € S*, H <1 I, und A = sup(H N On). Dann ist A € S*
und X)\ = Xl, N L)\[X]
Aber diese Eigenschaften reichen aus, um fiir die I, mit v € S* die Feinstruk-
turtheorie analog zu L zu entwickeln. Ist also S* reichhaltig genug, so kann
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man auch in jedem L[X] mit diesen Eigenschaften einen (w;, c0)-Morast defi-
nieren. Dieser erfiillt sogar unsere zusétzlichen Voraussetzungen. Insgesamt
hat man damit unter diesen Zusatzvoraussetzungen einen prézisen Zusam-
menhang zwischen der Kondensation und Morédsten gefunden. Und man
hat durch die Morastaxiome die kombinatorischen Eigenschaften von inne-
ren Modellen wie V' = L vollstandig erfaft. Die Moréste leisten also etwas
dhnliches wie das von Sy Friedman in [1994] definierte Prinzip.

Welche Rolle spielen die Zusatzbedingungen? Als Beispiel sei die folgende
genannt. Bei dem oben konstruierten Morast gibt es zu jedem v ein p,, so
daf gilt:
7 (Ly, AY — (Lyu), A,) Si-elementar
pv € rng(m)
= 7 ist eine zu v gehorige Morastabbildung.
Aber Jensens Axiome ergeben zwar
7 ist eine zu v gehorige Morastabbildung
= m: (Ls, K) — (Lyw), K,) Ti-elementar
fiir ein dem A, entsprechendes K,,.
Jedoch muf3 es kein p, mit
m Morastabbildung
7 (L;, K) — (L), K,) Xi-elementar
Py € rng(m)
= 7 gehort zu v
geben.

Eine der Zusatzbedingungen wird gerade die Existenz eines solchen p, for-
dern.

Alle Forderungen werden insofern natiirlich sein, als sie Eigenschaften der
Feinstruktur von L widerspiegeln. Dank ihrer besteht zwischen den einzel-
nen Morastabbildungen ein Zusammenhang, so daf§ sich der Morast recht
einfach und aufgerdumt darstellt. Dadurch wird es moglich, die einfachen
Eigenschaften Fiigsamkeit, Kondensation und Kohérenz als der Idee des
Morastes zugrundeliegende Prinzipien zu isolieren. Hat man einen weni-
ger aufgerdumten Morast, so kann man ebenfalls dquivalente Fiigsamkeits-,
Kondensations- und Kohérenzprinzipien formulieren. Doch sind diese dann
erheblich schéicher und dadurch wesentlich kompliziertere Aussagen. Deshalb
habe ich mich entschlossen, speziell diese aufgraumten Moréste zu betrach-
ten. Ich hoffe aber, dal das auch zum besseren Verstédndnis von Morasten
allgemein beitragt.
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Fiigsamkeit, Kondensation und Kohérenz sind starke Eigenschaften mit weit-
reichenden Konsequenzen. Man kann damit nicht nur Moréste konstruieren,
sondern auch O, ¢, etc. zeigen. Insgesamt hat L[X] damit wohl dieselben
kombinatorischen Eigenschaften wie L. Was die kombinatorischen Prinzipien
betrifft, will ich es aber bei den Morésten und O-Prinzipien belassen. Statt-
dessen werde ich als weitere, interessante Anwendung im Fall $* = Lim den
schwachen Uberdeckungssatz fiir L[X] beweisen.
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1

Filigsamkeit

Sei X = (X, | ¥ € On) eine Folge, so daf X, C JX und (JX, X | wr, X,,)
fiigsam ist. Dieser Abschnitt fafit die Eigenschaften des damit definierten
inneren Modells L[X]| zusammen. Dabei wird auch meine von der iiblichen
Konvention abweichende Art die JX zu indizieren eingefiihrt.

Zuvor aber zur Notation:

Fir zq,x9,23,...,2, mit n € w werde ich oft einfach x; schreiben. Das
erscheint mir einfacher und, zu weniger Miiverstandnissen Anlafl zu geben,
als die dafiir iibliche Schreibweise Z'. So bedeutet z.B. x; € M einfach

T1,X2,X3,...,Tp e M.

Eine wichtige Rolle werden Strukturen spielen. Diese sind meist von der
Form 20 = (W, X;) mit einer Tragermenge W, der €-Relation und Pradikaten
X; CW. D.h. ich fiihre die €-Relation in der Struktur nicht auf, obwohl sie

vorhanden ist.
Eine Struktur heifle transitiv, wenn ihre Trédgermenge transitiv ist.

Um die JX einzufiihren, braucht man die rudimentéiren Funktionen. Dabei
heifit eine Funktion f : V" — V genau dann rudimentér fiir eine Struktur
20 = (W, X;) , wenn sie von den folgenden Schemata erzeugt wird:

flzy,...,x,) =a; firein 1 <i<n
f@r, ..o my) ={z,x;} fir 1 <i,5<n
f(xl,.. ) =x; —a; fir 1 <i,j<n
flxy, .o ooxn) =h(gi(zr, .o T0), oy (T, o )

mit rudlmentaren Funktionen h, g1, ..., gn

fly, e, ... x,) = U{9(z, 22, ..., 2,) | 2 € y}

mit rudimentéirem g
flxy,. . 2,) =XiNa; mit 1 < j <n.

15
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Satz 1.1 (Basissatz)

Eine Funktion ist genau dann rudimentir, wenn sie eine Komposition von
Basisfunktionen ist. Die Basisfunktionen sind:

Fo(z,y) = {z,y}

Fi(z,y) =z -y

Fy(z,y) =2 xy

Fsy(z,y) = {{u,z,v) | z € x und (u,v) € y}
Fi(z,y) = {{(z,u,v) | z € z und (u,v) € y}
Fy(z,y) =U=

Fs(z,y) = dom(z)

Fr(x,y) =€ N(z x x)

Fy(z,y) ={z[{z}] | z € y}

FgH(’x, y) = x N X; fiir die Pradikate der betrachteten Struktur
Beweis: Siehe zum Beispiel in einem der beiden Biicher von Devlin. O
Eine Relation R C V" heifle genau dann rudimentér, wenn es eine rudi-
mentéire Funktion f: V"™ — V mit R(z;) < f(x;) # 0 gibt.

Satz 1.2

Jede Relation, die mit den Pradikaten der betrachteten Struktur X ist, ist
rudimentér.

Beweis: Sei x g die charakteristische Funktion von R. Die Behauptung folgt
aus den Tatsachen (i)-(vi):

(i) R rudimentér < yp rudimentér.

Klar ist <=. Umgekehrt ist xg = J{9(v) | v € f(z;)} mit g(y) = 1 konstant
und R(z;) < f(x;) # 0.

(ii) Ist R rudimentér, so auch = R.

Denn x-gp =1— xr.

(iii) € y und x = y sind rudimentér.

Wegenz ¢y < {z} —y#0, 2 #y & (z—y)U(y—z) # 0 und (i).

(iv) Ist R(y,x;) rudimentér, so auch (3z € y)R(z,z;) und (Vz € y)R(z, z;).

Denn gilt R(y, z;) < f(y,z;) # 0, soist (3z € y)R(z, z;) & U{f(z,2:) | z €
y} # 0. Das zweite folgt daraus mit (ii).

(v) Sind Ry, Ry C V™ rudimentir, so auch Ry V Ry und Ry A Rs.

Weil f(z,y) = x Uy rudimentér ist, ist auch (R; V Ry)(x;) < xg, (7;) U
Xr,(7;) # 0 rudimentir. Das zweite folgt daraus mit (ii).

(vi) x € X; ist rudimentér.
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Denn {z}NX, #0 < xe X;. O
Fiir eine Umkehrung dieses Satzes definiert man:
Eine Funktion f heifle genau dann einfach, wenn fiir jede ¥g-Relation R(z, yx)
auch R(f(x;),yx) Lo ist.
Lemma 1.3
Eine Funktion f ist genau dann einfach, wenn

(i) z € f(x;) ist 2o

(il) A(z) ist g = (Fz € f(x;))A(2) ist .
Beweis: Ist f einfach, so gelten (i) und (ii), weil sie Spezialfille der Defi-
nition sind. Die umgekehrte Richtung zeigt man durch Induktion {iber den
Aufbau der ¥g-Formeln. Ist z.B. R(z,yx) < 2z = yg, so ist R(f(x;),yx) <
flz) =y & (Vz € f(x))(z € yr) und (Vz € yx)(z € f(z;)). Man braucht
also (i) und (ii). Die anderen Fille sind dhnlich. O
Satz 1.4
Jede rudimentére Funktion ist mit den Parametern X; »g-definierbar.

Beweis: Durch Induktion zeigt man, daf§ die rudimentédren Funktionen, die
ohne das Schema f(xzy,...,z,) = X;Nx; erzeugt werden, einfach sind. Dazu
verwendet man Lemma 1.3. Da nun aber auch die Funktion f(z,y) =z Ny
zu diesen gehort, gilt die Behauptung. O

Also ist jede rudimentédre Relation Xg mit den Parametern X, aber in allge-
meinen nicht ¥y mit den X; als Pradikate. Als Beispiel betrachte die Relation

{xay} € XO'
Lemma 1.5

Fiir jede rudimentére Funktion f gibt es ein p € w, so dafl
rank(f(x;)) < maz(rank(x;)) + p.

Also ist nicht jede ¥g-Funktion rudimentér.
Beweis: Die Ungleichung ist klar. Also ist die konstante Funktion f(z) = w
eine Yp-Funktion, die nicht rudimentér ist. O

Eine Struktur heiffe rudimentéar abgeschlossen, wenn ihre Tragermenge unter
allen rudimentéren Funktionen abgeschlossen ist.
Lemma 1.6

Ist 20 rudimentér abgeschlossen und H <; 20, so sind auch H und die Tran-
sitivierung von H rudimentér abgeschlossen.

Beweis: Das ist klar, da die Basisfunktionen Fy, ..., Fy.; mit den Préadika-
ten X; g sind. O
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Sei Ty die Menge der Yp-Formeln unserer Sprache {€, X;,..., Xx} mit ge-
nau einer freien Variable. Nach Satz 1.2 gibt es zu jeder »y-Formel v eine
rudimentére Funktion f mit ¢(z,) < f(x.) # 0. D.h. man hat nach Satz
1.1

Ty = f(l‘*) = Iy, ($1, xz)
mit xy; = Fy,(r3,24)

To = Fk‘3 ($57176)
und z3 = ...

Irgendwann kann natiirlich x, auftreten.

Also kann man eine effektive Godelisierung
T — G, — u
folgendermaBen definieren (m,n evtl. = x):
(k,l,m,n) € u:s xp = Fi(Tm, Tn).
Sei o8 (u, ) 1
1y, 2o-Formel mit genau einer Variablen
und 20 = 1y, (z,).

Satz 1.7

Ist 20 transitiv und rudimentir abgeschlossen, so ist =52 (z,7) iiber 20 ¥;-
definierbar. Die Definition von [=3? (z,y) hiingt nur von der Anzahl der
Pradikate von 20 ab, d.h. sie ist fiir Strukturen desselben Typs uniform.

Beweis: Ob =3¢ (u,z,) gilt, kann man direkt berechnen. Man beginnt
damit, die xp, welche nur von x, abhéngen, zu berechnen. D.h. fiir diese
k gilt (k,l,*,%) € uw. Dann berechnet man die z;, die nur von z,, und
x, mit myn € {k | (k,l,*x,*) € u} abhingen — usw. Da 20 rudimentar
abgeschlossen ist, bricht dieser Prozef erst ab, wenn man f(x,) berechnet
hat. Und =32 (u,z,) gilt genau dann, wenn f(z,) = () ist.

Formaler gesagt: =59 (u,,) gilt genau dann, wenn es (die) eine Folge
(x;|ied),d={k| (k,1,m,n) €u} gibt mit

(k,l,m,n) € u= x, = Fi(zm,x,)

und xy # 0.
Somit ist =50 ¥y, O

Ist 20 eine Struktur, so sei rud(2) der AbschluB von W U {IW} unter den
fiir 20 rudimentéren Funktionen.
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Lemma 1.8

Ist 20 transitiv, so ist es auch rud(20).

Beweis: Durch Induktion iiber den Aufbau der rudimentiren Funktionen.
O

Satz 1.9

Sei 2T eine transitive Struktur mit Trégermenge W. Dann ist
rud(20) NP(W) = Def(20).

Beweis: Sei zunédchst A € Def(20). Dann ist A ¥ iiber (W U {W}, X;).
D.h. es gibt Parameter p; € W U {W} und eine ¥g-Formel ¢ mit z € A
< p(z,p;). Nach Satz 1.2 ist aber jede Yp-Relation rudimentér. Also gibt
es eine rudimentire Funktion f mit z € A < f(xz,p;) # 0. SchlieBlich ist
A=U{{z} |y € f(z,p;)} und man ist fertig.

Sei umgekehrt A € rud(20) N P(W). Dann gibt es eine rudimentire
Funktion f und ein @ € W mit A = f(a,W). Nach Satz 1.4 und Lemma
1.3 gibt es eine ¥g-Formel ¢ mit z € f(a, W) < ¥(z,a, W, X;). D.h. wegen
Yo-Absolutheit A ={z e W | WU{W, X;} = ¢(z,a, W, X;)}, da X; C W.
Also gibt es eine Formel p mit A ={z € W | W | p(z,a)}. O
Sei nun S* C Lim und (X, | v € §*) eine Folge.

Fiir v € Lim — S* sei I, = (JX, X | v) und fiir v € S* sei [, = (JX, X |
v, X,).
Dabei sei stets X, C JX und

JE =0

J ., = rud(l,)

JX = {JX | v e A} fiir X € Lim? := Lim(Lim).

Es gilt L[X] = J{JX | v € On}.
Man sage L[X] sei fiigsam, falls I, fiir alle v € S* rudimentér abgeschlossen
ist.

Satz 1.10
Es gilt:

(i) Jedes JX ist transitiv
(i) p<v=JS e’

(iii) rank(JX) = JXNOn=v
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Beweis: Das sind drei einfache Induktionsbeweise. O

Manchmal braucht man Zwischenstufen zwischen J;) X und JX . Damit diese

vtw:*
transitiv sind, definiert man
Gi(z,y,z) = Fi(z,y) firi <8
Gg(l’,y, ) = Q?ﬂX

Go(z,y,2) = (7,y)

Gu(z,y,2) = z[y]

Giz(z,y,2) = {(z,y)}

Gus(v,y,2) = (7,y,2)

Gua(w,y,2) = {{z,y), 2}.
Sei

So=0

Spr = Sy U{S,} UGS, U {Su})7] | i € 15}
Sy =U{S, | 1€ A} fiir X € Lim.
Satz 1.11
Die Folge (I, | 4 € Lim(v)) ist iiber I, (uniform) ¥;-definierbar.

Beweis: Die Folge (J; | u € Lim(v)) ist die Losung der Rekursion, die S,
definiert, eingeschrénkt auf Lim. Da die Rekursionsbedingung ¥, iiber I,
ist, ist die Losung ;. Sie ist ¥ iiber [, wenn man den Existenzquantor
auf J* beschrinken kann. D.h. fiir 7 € v ist (S, | p € 7) € JX zu zeigen.
Das zeigt man durch Induktion {iber v. Der Induktionsanfang v = 0 und
der Limesschritt sind klar. Beim Nachfolgerschritt beachte man, daf S, ;
eine rudimentére Funktion von S, und p ist, und verwende die rudimentére
Abgeschlossenheit von JX. O

Satz 1.12
Es gibt Wohlordnungen <,, der Mengen JX mit
(i) p<v=<,C<,
(ii) <,41 ist Enderweiterung von <,
(iii) Die Folge (<,| u € Lim(v)) ist iiber I, (uniform) X;-definierbar.
(iv) <, ist iiber [, (uniform) 3;-definierbar.

(v) Die Funktion pr,(z) = {z | z <, z} ist iiber I, (uniform) ;-
definierbar.

Beweis: Definiere Wohlordnungen <,, von S, durch Rekursion:
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(D <o=10

(I) (1) Firz,ye Sy seiz <, 11y © <,y
(2)zeS,undy ¢S, =z <,11Y
yeS,undr ¢S, =y <,z
(3) Sind x,y ¢ Sy, so gibt es ein i € 15 und x1, T3, x3 € S, mit
r = G;(21, 22, 23). AuBerdem gibt es ein j € 15 und y1,y2,y3 € S,
mit y = G,(y1, y2,y3). Selen zuerst ¢ und j minimal gew&hlt, danach
x1 und y;, dann x5 und y, und schlieflich x5 und ys.
Setze:
(a) <,y falls i < j
Y <p41 x falls j <
(b) x <u41 y falls i = j und z1 <, 1
Y <p41 x falls i = j und y1 <, 1
(¢) v <pp1y falls i = j und z1 = yy und z2 <, Yo
Yy <p1 2 falls @ = j und 1 = y1 und yo <, T2
(d) z <41 y falls i = j und 1 = y1 und x5 = Yo und x5 <, Y3
Y <pt1 x falls @ = j und 21 = y1 und yp = x9 und y3 <, T3

() <= U< e A}

Die Eigenschaften (i) bis (v) sind dann klar. Fiir die ¥;-Definierbarkeit mufl
man wieder das Argument aus Satz 1.11 verwenden. O

Satz 1.13

Die rudimentiir abgeschlossenen (JX, X | v, A) haben eine kanonische X;-
Skolemfunktion h.

Beweis: Sei (¢; | i € w) eine effektive Aufzihlung der ¥o-Formeln mit drei
freien Variablen. Anschaulich gesprochen definiert man dann:

h(l, iL‘) = (Z)O
fiir
das <, -kleinste z € JX mit (JX X [ v, A) Ei((2)o, 7, (2)1).

Formaler geht man folgendermaflen vor:
Sei entsprechend Satz 1.12 (v) 6 eine ¥y-Formel mit

w={v|v<,z} < (JXXTv,A)EG@)I(w,z2t).
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Sei u; die Godelisierungen von

0((s)1, (s)o, (5)2)
A i(((8)0)os (8)3, ((8)o)1) A (VYo € (8)1)=¢i((v)o, ()3, (V)1)

und
y=h(i,z) <

@)((so)o=y A (s=z A b xp @:9).
Das hat die gewiinschten Eigenschaften. Beriicksichtige Satz 1.7! O

Wenn ich h, 4 schreibe, werde ich stets diese ¥;-Skolemfunktion meinen.
Darauf werde ich nicht mehr extra hinweisen. Sei h, := h, .
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Kondensation

In diesem Abschnitt werde ich einige allgemeine Beobachtungen zur Konden-
sation beweisen. Und eine erste Annéherung an Moréste machen, indem ich
grobe Moréste definiere.
Sei S* C Lim und X = (X, | v € S¥) eine Folge.
Fiir v € Lim — S* sei I.X = (JX, X | v) und fiir v € S¥ sei [X = (JX, X |
v, X,).
Dabei sei stets X, C JX und

JX =g

JY . = rud(I))

I =U{JX | v e A} fiir A € Lim?.
Auf Fiigsamkeit und Kohérenz wird in diesem Abschnitt verzichtet.
Fiir v € Lim sei I}, := (JX, X [ v) und fiir v € S¥ sei IY, := I,¥.
Schreibe Coond(1.)}), falls fiir alle H <y I, ein p € Lim mit H = I exi-
stiert
Schreibe Cond(I})), falls v € S* ist, und fiir alle H <y Y] ein p € S* mit
H=1T /fl existiert.
Man sage L[X] habe Kondensation, wenn fiir alle v € S¥ Cond(L)))) gilt.
Dann gilt offensichtlich auch Cond(I),) fiir alle v € Lim(S¥).
Lemma 2.1
Sei M |= ZFC + Cond(I};) fiir i = 0 oder i = 1. Dann gibt es kein P € M
mit P I- =Cond(I});).
Beweis: Angenommen es gidbe ein solches P. Dann wihle ein kK > v,

so daf 5,P € VM und in VM geniigend von ZFC gilt. Sei Q < V.M,
LoP e Qe Mund card”(Q) = w. Sei 7 : M — VM die Umkeh-
rung der Transitivierung von @, w(P) = P und n({) = [3(1 Dann ist we-

gen M | Cond(I)) I = I fiir ein 7 € Lim. Da 7 clementar ist, gilt

23
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M = (P IF =Cond(I};)). Da M in M abziihlbar ist, gibt es ein iiber M P-
generisches G in M. Also gibt es in M ein H <, IX., so daB fiir kein € Lim

H = [X, ist. Sei H = n[H]. Dann gibt es kein p € Lim mit H = LY. Und
H <, IX da 7 elementar ist. Aulerdem gilt H € M, weil 7 € M ist. D.h.

v,

M E ﬁCond(Ilfi). Widerspruch! O

Beim néchsten Satz handelt es sich um Theorem 8.17 von Woodin [1999].
Leider steht dort kein Beweis. Aber ein dhnlicher Satz mit Beweis findet sich
in Law [1993] (Lemma 1.1).

Satz 2.2

Sei M ein inneres Modell in N und M |= Cond(L);). Dann ist N |=
Cond(L.%,).

Beweis: SeiP={f:n—v| fe Mnecw}e M und G P-generisch iiber
N. Dann ist JX in N[G] abzéhlbar. Sei f : w — J;X eine Bijektion mit
f(0) =v. Seii=1. Fiir f(n) € S* definiere

Tp1 = {(m,i,5) | f(m) € T3, und
(i=1& fm)e X [f(n) und (j=1 f(m)e Xsm)}

v = {(n,m,i,j) | (m,i,j) € zan, f(n) € '}
g(f @), f W) = (@)

h(i, [~ 1( ) = hux, (i, %)

f 1

(@) <[y er<y.
Dann gilt N[G] | Cond(I;*) genau dann, wenn

(Vy Q 56071 mait (Vko, k’l S y)(EIkg c y)(g(ko, kl) = kg)

und  (Vi)(Vly € y)(3l1 € y)(h(i,lo) = 1))
(In)3m:y — 2,1 < —erhaltende Bijektion)

in N|[G] gilt. Bezeichne diesen Ausdruck mit ¢(z, g, h, <). Offensichtlich ist
o(x,g,h, <) IM(x, g, h,<). Eine entsprechende Formel kann man finden, falls
1 =0 ist.

Angenommen N | —Cond(IX). Dann ist N[G] E —Cond(I). Also
ist N[G] & —¢(x,g,h,<). Nach Schoenfields Absolutheitstheorem ist al-
so M[G] E —¢(x,g,h,<). Also gibt es ein p € G mit (p Ik =Cond(IX))™
Das ist aber ein Widerspruch zu Lemma 2.1. O

Schreibe Cond,, (1)), falls fiir alle abzéhlbaren H <y I\, ein p € Lim mit
H = I}, existiert
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Schreibe Cond,, (1,,), falls v € S¥ ist, und fiir alle abzéhlbaren H <y I
ein p € S* mit H = [, existiert.

Der folgende Satz ist §1, Lemma 32 von Jensens Manuskript iiber Moréste
[1972/73]. Uber den Zusammenhang zwischen Kondensation und Morésten
werde ich in einem Augenblick mehr sagen.

Satz 2.3

Seii =0odert=1. Sei X | wy =Y | wy, und gelte Condwl(ffi
Cond,, (I};). Dann ist I, = I},.

Beweis: Sei zuniichst i = 1. Sei I.XY := IZ mit Z := X x {1} UY x {0}.
Sei 7 : [0 — XY elementar mit card(I;"") = w. Dann gilt wegen
Cond(I;}), da X | v+ 1 = X | v+ 1 ist. Und wegen Cond(I}) ist
Y o4+1=Y [ v+1=X[0v+1 Alsoist )V = [V & (Vz)(z €
X, ezeY,)md " =LY = (Vo) z e X [ m ez e | D).
Da 7 elementar ist, ist also auch IXY = (Va)(z € X, & 2 € Y,) und
XYEM)(reX|vereY [v). DhoesistY [v+1=X [v+1.
Also ist I = TIY.

Der Fall ¢ = 0 geht ganz analog. O

Satz 2.4

Habe L[X] Kondensation, sei S* in On unbeschriinkt, M transitiv und
7 : L[ X] — M elementar. Dann ist M = L[X].

Beweis: Da 7 elementar ist, ist M = L[Y] fiir eine Folge (Y, | v € SY).
Und da L[X] Kondensation hat, gilt aufgrund der Elementaritit von w
LIY] | (Vv € S¥)Cond(I},). Nach Satz 2.2 hat also auch L[Y] Kondensa-
tion. Da S¥ in On unbeschrinkt ist, ist dann L[X] = L[Y]. O

Korollar 2.5

Erfiille L[X] Kondensation. Sei S¥ in On unbeschrinkt. Dann gibt es in
L[X] keine meBbaren Kardinalzahlen.

Beweis: Angenommen in L[X] gébe es eine mefbare Kardinalzahl. Dann
gibe es ein tiber L[X] definierbares, elementares 7 : L[X] — M C L[X].
Nach Satz 2.4 wire dann aber M = L[X]. Das ist aber ein Widerspruch zur
L[ X]-Definierbarkeit von 7. O

) und

Jetzt noch zum Zusammenhang zwischen Kondensation und Morésten.
Sei k > w eine reguldre Kardinalzahl und g < oo.

Sei S C Lim und < eine bindre Relation auf S. Gelte:

(a) Ist v < 7, s0ist v < 7. Und fiir v € S ist {7 | ¥ < 7} abgeschlossen.
Sei p,, das groBite p mit v < p.
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Sei
veCr:esvelim{d|d<rhUu{o|ddr}.

Dann ist C ein Baum. Fiir v € S sei | v | der Rang von « in diesem Baum.
Sei

St :={v € S| v Nachfolger in C}

SV:={ae S| al=0}

Sti={u, | 7€ ST}

S?:={u, | 7€ S}

S" = Lim(S)

wh, :=max(S" N (u, +1)).
Sei S, :={v € S | v direkter Nachfolger von o in C}. Fiir v € ST sei o, der
direkte Vorgénger von v in C. Fiir v € SY sei o, := 0. Fiir v ¢ ST U S sei
Q, = V.
(b) Fiir v,7 € ST U SY mit a, = a, gelte

vt = W <T.

Also ist fiir v € ST p,, das groBte g mit v C p.
Fiir alle a € S gelte:

(c) S, ist abgeschlossen.
(d) card(S,) < at
card(S,) < card(a) falls card(a) < a
(e) kK = max(S°) = sup(S* N k)
KT = maz(Se+i) = sup(Se+: N k™) fiir alle 1 < 3.

Sei D = (D | v € S?) mit D C JP eine Folge. Beachte, dal das v-
te Folgeglied mit D" statt mit D, bezeichnet ist. Sei D, := D | v. Das
entspricht Jensens Konvention.

Eine &, D-Abbildung f sei ein Tripel (v,| f |,v) mit v,v € S und | f |:
Jﬁ — Jlﬁ.

Sei f = (v,| f|,v) eine &, D-Abbildung. Dann definiert man d(f) und r(f)
durch d(f) = 7 und r(f) = v. Und f(z) sei fir z € J? durch f(z) =| f |

(x) definiert und fiir 7 = pp durch f(7) = u,. Dagegen behalten dom(f),
rng(f), f | X, etc. ihre {iblichen mengentheoretischen Bedeutungen, d.h.

dom(f) = dom(| f |), rng(f) =rng(| 1), f I X =[ f|I X, usw.
Fiir 7 C vsei f7 = (7| f I J2, ) mit 7 = f(7). Und f~'sei (v, | f 7', 7).
Firg = (v,| g |,V)und f = (v,| f |,v)seigof = (v, g|o]| f]| V).
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Ist g = (/| g [,v) und f = (7,| f |,¥) mit rng(f) S rng(g), so sei
g ' f=(,lg|"| f1,V/). SchlieBlich setze noch id, = (v,id | J.,v).

Sei § eine Menge von &, D-Abbildungen f = (7,| f |,v), so daB folgendes
gilt:

(0) Esist f(v) =v, f(az) = o, und | f | ordnungserhaltend.

(1) Zu f #idy gibt es ein S C ap mit f [ f=14id | B und f(5) > S.

(2) Ist 7€ St und 7 C 7 C pp, so ist auch () € 3.

Fir f = (p,| f |,v) € § schreibe man f : v = v. Ist fir f € § r(f) = v,

so schreibe man f = v. Das eindeutig bestimmte 3 aus (1) werde mit 5(f)
bezeichnet.

Ein f € § heifle genau dann fiir eine Eigenschaft P(f) minimal, wenn aus
P(g) stets g7' f € F folgt.

Sei
Jgewyy = das (1) fir f = v und vwU {£} C rng(f) minimale f € §,

falls ein solches existiert.

Ein v € S heifie genau dann unabhéngig, wenn fiir alle 8 < a,, d(fg,0,)) < aw
gilt.

Fiir 7 € v sei v genau dann {-abhéngig von 7, wenn f,, ¢,) = td,, ist.

M = (S, <,§, D) heifle genau dann ein grober (k, )-Morast, wenn folgende
Axiome erfiillt sind:

(3) Minimumsprinzip (minimum principle — MP)
Ist v € (STUS') — Card und £ € J), so existiert fie,.)-

(4) ¥;-Erhaltungsaxiom (logical preservation axiom — LP1)
Fir f:v=wvist| f|: (J.,Dy,) — (J,D,,) ¥i-clementar.

(5) erstes Stetigkeitsprinzip (first continuity principle — CP1)
Fir¢« < j < Aseien f; : v, = v und g;; : v; = v; so, dal ¢;; = fj_lfi
gilt. Sei (g; | ¢ < A) der transitive, direkte Limes des gerichteten Systems
(gij | 1 < j < A) und hg; = f; fiir alle i < X\. Dann sind g¢;,h € §.

(6) erstes Abhingigkeitsaxiom (first dependency axiom — DP1)
Ist p;, < p, , so ist v unabhéngig.

(7) zweites Abhingigkeitsaxiom (DP2)

Sei K, = {up <o | 7 =d(fgou)) fiirein 3 <v}. Sei f:0=v, VCTC up
und f(7) = 7. Ist dann 7 € ST unabhéingig, so ist f | JL : (J2, D,,, K;) —
(JP, D,,, K.) Yo-clementar.
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(8) drittes Abhéngigkeitsaxiom (DP3)

Ist v {-abhéngig von 71 C v, 7€ ST, f: v = v, f(T) =7 und £ € rng(f), so
ist fO 7 =1,

(9) starke Definierbarkeit (SD)

{<€77—7x7f(0,§,7)<x)> | T <V, Uy = va € ‘];E.7x € dom(f(oéﬂ'))}

U @, fogn (@) | iy = v, € € T € dom(foeu)}
u(C Nv?)
ist iiber (JP, D,, D") uniform definierbar.
D.h. D, kodiert (foer | €€ J7, pr <v) und © N2
Diese Definition von groben Moristen unterscheidet sich in einigen Punkten
von der bei Jensen [1972/73].

(i) Jensen benutzt nur die Relation C. Auch bei mir wird < erst in Abschnitt
5 eine Rolle spielen.

(ii) Bei Jensen ist | f |: py — p, statt | f |- J2 — J2. Das kann er machen,
da bei ihm die v € S primitiv rekursiv abgeschlossen sind. In diesem Fall
gibt es ndmlich eine kanonische Bijektion zwischen p, und J, lﬁ (vgl. Lemma
3.3).

(iii) Jensen betrachtet nur f : v = v mit v,v € ST—Card. Das ist dquivalent
zur Voraussetzung v € ST — Card in (MP). Ich betrache zusitzlich S*, um
(SP) (siehe unten) fordern zu konnen.

(iv) Er setzt in Axiom (0) zusétzlich k; = k, und | 7 |=| v | voraus. Das ist
der Grund, warum er nur (k,3)-Moréste mit 5 < k betrachten kann. Mit
ky =k, und | v |=| v | kann man fir f: v = v

f#ld,/@/,l/lj<ay

zeigen. Das ist §1, Korollar 10 bei Jensen [1972/73]. Daher kann er zur
Definition der Unabhingigkeit von v € ST auch die schwichere Bedingung,
daB fiir alle 3 < a,, f(g,0.) 7 td, ist, verwenden.

(v) (DP1) lautet bei Jensen:
Ist p, < fla,, SO ist v unabhéngig.

Sei M = (5", <, F, D) mit

NESIH

§={f [JIZ,I/>|f:ﬂ:>1/€S’}

und dem entsprechenden Code D’ fiir § (vgl. oben). Dann ist 9 ein gro-
ber Morast, der das erfiillt. Ich verwende die schwichere Form vom (DP1),
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um die zusétzliche Annahme (SP) (siche unten) mdoglichst einfach halten zu
kénnen.

(vi) (DP2) lautet bei ihn:

Sei f:v=v,vCTC uy, f(B) =03, f(f) = 7. Ist dann 7 unabhiingig, so
gilt f(d(f507) = d(fip0m)-

Daraus folgt meine Formulierung von (DP2). Das ist §1, Lemma 18 von Jen-
sen [1972/73]. Ich bevorzuge diese Formulierung von (DP2), weil ich spéter
noble Moréste betrachten werde. Und diese sind u.a. dadurch definiert, dafl
(DP2) mit ¥;-elementar an Stelle von ¥j-elementar gilt.

Lemma 2.6
Sei v € (STUS!) — Card und u C ny. Dann gibt es ein fiir f = v und
u C rng(f) minimales f € §. Sei dieses mit f,,) bezeichnet.

Bewelis:

(1) Fiir endliche u = {&,..., &} ist fluw) = fo,61,0)0)-

Denn wegen (LP1) ist fu) @ (J&, Ds,) — (J2,D,) Si-clementar. Da J7
unter Paaren abgeschlossen ist, ist also mit v C rng(f.,)) auch (&1, ..., &) €
rng(fiuw). Umgekehrt ist wegen (LP1) fioer,...e0w) © (Jias Ds,) — (J2, D))
Yi-elementar. Daher ist mit (&1,...,&.) € rng(foe,..e00)) auch u C
g (flo,e1,..en) ). Wegen Minimalitét gilt also (1).

.....

(2) Sei nun » unendlich. Dann ist I = {v C u | v endlich } beziiglich C eine
gerichtete Menge. Fiir v C w € [ sei gy, = f(;{y)f(v,y). Sei (g, | v € I) der
transitive, direkte Limes des gerichteten Systems (g, | v C w) und hg, = f,
fiir alle v € 1. Dann sind g,, h € §. Das folgt wie iiblich aus (CP1). Offen-
sichtlich ist h = f(,,). O
Lemma 2.7
Sei v € (STUS!) — Card. Dann gilt:
(a) Sind f, g = v mit rng(f) C rng(g), dann ist g~ f € .
(b) Sei g: 7= v, uC J. und u = g[a]. Dann ist gfas) = fluw)-
(c) Sind f,g € § mit r(f) = d(g), dann ist gf € §.
(d) id, € 3.
Beweis:
(2) 97 = firmgta— ) .dto))-
(b) Es gilt einerseits
u=g"'[u] Srng(9™" fum))
= mg(fap) C T”Q(gflf(u,u))
= rng(9fap) € rng(fuw))-
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Andererseits gilt

u C Tng(gf(ﬁ,ﬂ))

= rng(f(u,u)) - Tng(gf(ﬁ,ﬁ))-
(c) Wegen f = f(rng(p),acr)) und glrng(f)] = rng(gf) ist gf = fingtof))-
(d) id, = f(uyy) mit u = J£ |
Aus den Axiomen (0) und (1) folgt, da f = v mit f [ a, = id | a,, schon
f =1id, ist. Angenommen f # id,. Dann wire wegen Axiom (1) 5(f) < .
Nach Voraussetzung ist aber f | o, = id | «, und nach Axiom (0) ist
f(aw) = a,,. Widerspruch! Wegen (CP1) ist J? = J{rng(fsev) | B < av}
fiir alle € € Jlﬁ . Denn sei h : v = v die Umkehrung der Transitivierung von
U{rng(fisen)) | B < a}. Dannist h € Fund h [ a, = id [ a,. Also ist
h =1d,. Fertig!
Wegen meines schwachen (DP1) kann ich §1, Lemma 13 von Jensen [1972/73]
nur fir 7 mit p, < u!, zeigen.
Lemma 2.8
Seien 7,v € S und h : (JP D) — (JP D,) ¥;-elementar, so daf ein 3 C o
mit b | f=id | B existiert. Sei p, < pl, und 7 = h(7) € (ST US!) — Card.
Dann ist A7 : 7 = 7.
Beweis: Seien 6, C 7 und 0, C v minimal. Ist dann 6, [Z v, so ist 7 < d,,.
Also ist 7 = 7, und man ist in diesem Fall schon fertig. Sei daher ¢ := ¢, C v
und fseny 2 7(§) = 7. Sei 6 C (&) T 7(§) mit aye) = 6. Wegen (CP3)
ist dann fogre) = foene fiir alle & € J2. Und es ist i < Hr <
t, < ps. Nach (CP1) ist also v(£) unabhéngig. D.h. fiir alle 3 < o
ist d(f(/gyo’,y(é))) < Qy(g)- Da JIZ(@ = U{rng(f(@oﬁ(g))) | b < oz,y(g)} ist, ist
£ € rng(fsoqe)) filr ein B < aye). Also ist d(foe())) < 0. Insgesamt ist
also

d(foem) = dfoen © foeren) = dfoere)) = dfoeqe)) <0
Da h : (JP,D) — (JP D,) X-elementar ist, gilt fir & € rng(h) auch
dom(fo.er) € rng(h). Nach Voraussetzung ist aber rng(h) Nd € On. Also
ist sogar dom(f.e-) € rng(h) und damit auch rng(fo.e-)) € rng(h). D.h.
es ist

rng(h) N, = U{rng(foen) | € € rng(h) 0VJ57}
Somit ist

WD = fur € F mit u=rng(h)NJP. O
Nun zu einer ersten Aquivalenz zwischen Kondensation und Moristen.
Sei So, die Menge Lim versehen mit

T<Av & 71 regularin [,.
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Dann ist
TCv :& 71 Kardinalzahlin 1I,.

Satz 2.9
Sei X = (X, | v € S*) eine Folge, so dal L[X] Kondensation hat, S* = S},
und Card = Card“X] ist. Dann gibt es einen groben (w;, 00)-Morast.

Beweis: Sei S := Sp,, und < wie in der Definition von Sp,,. Dann ist fiir
veSt—C_Card

p, = [(v) := das kleinste § mit J3,, = v ¢ Card.

Also gibt es fiir v € ST — Card ein kleinstes p € J5

B(v)+w> SO daf

v C hgu)qwplw X (Jo)zi x {p})]

ist. Sei dieses mit p, bezeichnet.
Ist v C 7 C pu,, so ist offensichtlich p, < p, beziiglich der kanonischen
Wohlordnung. Also ist

P,:={p,; | v C 7 C u,} endlich.
Sei D = X.
Sei f = v genau dann, wenn fiir ein f* und ein v

= (o 1R,

[ Iﬁo(ﬁ)+w — IB(V)JM Y1-elementar,

f(r) =v und

P,U{v,u,} Crng(f*) ist mit

10 := Ifo.
Dadurch ist § eindeutig bestimmt.
Bleiben die Axiome zu zeigen.
(0) ist trivial.
(1) Angenommen es gidbe kein solches f. Dann wire o, C rng(f). Nach
Satz 1.13 ist hg()4w,e liber [O(V)er ¥1-definierbar. Also wire hg)iwplw X
(o, x By x {v, i, })<¢] C rng(f). Aber hgp)qwplw X (o, x B, x {v, g1, })<*] =
JX [ die Um-

B+ D.h. f =idy. Widerspruch! Sei namlich 7 : [ — ]B(V)er

kehrung der Transitivierung von hgg)iwolw X (a, x P, x {v, p, })<¥]. Dann
ist [ = Ig fiir ein 3 € Lim, da S* = S, ist und L[X] Kondensation hat.
AuBlerdem ist nach Definition von p, v C hg)twglw X (o, x P, x {v, 11, })<*].
Dh. 7| v=id]|v. Und hgglwx (a, x Px{v, 1, })<] = Jg mit 7(P) = P,.

Ist also 3 = B3(v) +w, so ist P = P, aufgrund der Minimalitit von P,. D.h.
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wie gewiinscht g ywplw X (a x Py x {v, w,})<] = Jg . Wire aber
B < B(v) 4+ w, so wire bereits I5 |= v ¢ Card. Das widerspricht der Defini-
tion von G(v).

(2) SeivC 7C pp, f=rvund 7 € rng(f). Dann ist P. C P, und p, = p,.
Also ist P U{r, p,} Crng(f*).

(3) Sei g die Umkehrung der Transitivierung von hg,)qw,p[wx (P,U{v, ., £})<].
Nach Satz 1.13 ist hg(,)1w,g tiber Ig(u)+w ¥1-definierbar. Also ist stets hg(,)4u,0 [wx
(P, UA{v, 1y, £3)<] € rng(f*) fur f = v mit & € rng(f). D.h. foe,) =
(r,g9 1 JMDD, ).

(4) Das ist die Kondensation von L[X].

(5) Sei H; = rng(ff) und H = J{H; | i < A\}. Sei 7 : Ig — ]g(y)ﬂ) mit
7(7) = v die Umkehrung der Transitivierung von H. Dann ist 3 = 3(7) +w.
Denn da Iy, ., = v ¢ Card ist, ist auch Ij = v ¢ Card. D.h. B() +w <
(3. Aber ﬁ u + w mit 7(f) = p. Und da [,, = v € Card ist, ist
I, Ev e Card. Dh. B = B() +w. Also ist 7 = h*. Sei 7(p) = p, fiir
vC 1L uy. Dann ist p; < p. Denn da 7 C hgpyywolw X (a7 X {p;})<*] und
ar =7 o Nrng(m)] ist, ist auch 7 C hg)wolw X (o x {p})<*]. Angenom-
men p- < p. Dann ist p = hg@)4wo(i, (x,p-)) fiir ein € a5 und ein i € w.
Also ist pr = hgu)two(i, (7(z ) w(p:))), m(z) € s und 7(p;) < p,. D.h
T C hg)twplw X (ar x {m(pz)})<¥]. Das widerspricht aber der Minimalitét
von p,. Insgesamt ist P, C rng(n~! o ff) fiir alle . D.h. ¢gf = 7o fF.
Fertig!

(6) fi30,) ist die Umkehrung der Transitivierung von hg)tolw X (8 x B, X
{vi})=?]. Sei m =[50, Ig — Ig(y)w. Dann ist hglw x (8 x P x
{v,n})<¥] = JX mit 7(P) = P,, 7(?) = v und 7(ji) = p,. Angenommen
a, < 3. Dann géibe es also iiber [g eine Surjektion von einem 3 < «,, auf a,.
Aber wegen p;, < p, ist p1, +w < plq,, und in I, ist «, eine Kardinalzahl.
Widerspruch!

(7) Dav C 7 C p, ist, ist g, = p, und P, € P,. Nach (1) ist also
hary4wlw X (0o, X P, x {v, 7, 1 })%] = JéiT pw Sei{&|ient =P, - F
und & = (&o,...,&—1,v). Dann ist 7 {-abhédngig von v. Angenommen 7
wire unabhéngig. Da J? = J{rng(fo0r) | B < ar} ist, wire dann fiir ein
hinreichend grofles # < a, & € rng(f(g,oﬁ)). Das wiirde aber fg0-) = id;
bedeuten. Widerspruch! Somit ist 7 nicht unabhéngig. Sei f < a,, so daf§
hpeyrwlw X (8 % Pox {1, u 1)) = Jj - Dannist §:= f~'[f] < a; und
hp)swlw X (B X Pr x {7, 1:})=*] = J3(z) 4, D-h. 7 ist nicht unabhiingig.

(8) Sei T Ty Cv, f(&) =& 7= f'[yNnrng(n)], @ = f(ay). Dann gilt
p := f(ps) = py. Denn nach Definition von ps ist &, 7, py, Py € hpg)+w(w X
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(J& x {ps})]. Daher sind &,v, 1, P, € hpyrolw x (J3 % {p})]. Da v
§-abhingig von 7 ist, ist also hgyiulw x (J3 x {p})] = Jéiv)er‘ D.h.
py < p. Angenommen p, < p. Dann gilt I,g(’y)—f—w E(3r <p)(diew)(Fx e
T )P = P+ (s (2,7))). Also gilt auch [g., = (Ir < p3)(Fi € w)(3x €
Jo )Py = hpe)w(i, (x,7))). Das widerspricht aber der Definition von ps.
Wegen f(ps) = p, fiir alle 7 © v T v ist also P, C rng(f) und somit
fO .7 =7

(9) Definiere y = f(o.¢,)(7) mit £ € Jlﬁ, fr < p, durch: Es gibt ein 7 < 7
und ein £ < &, so dafl fiir alle i € w

(32 € J3ir+) (2 = hpn10(i,€)) & (32 € J3)40) (2 = hpy (i, €))

gilt und fiir alle z € Jéif) 4o €7 € w mit

= hp(r)40(i; €)

existiert und es ein 7 € w mit

hpryro(i:6) = 2 € hpy (i, §) =y
gibt. O
Fiir v € ST — Card sei p, das kleinste £ € qu, so daf p, von v £-abhéngig
ist. Sei P, :=={p, |V E 7 C u,}.

Dann hat der eben konstruierte Morast aulerdem folgende Eigenschaft:

(10) Standardeigenschaft (SP)
Fiir alle v € (ST US") — Card und € € J) gilt

f(O,f,u) = f(07<§1V7PV>7p’V).

Das ist eine Art Umkehrung von (DP3). Die hier definierten p, sind iibrigens
nicht die aus Satz 2.9. Denn diese sind nicht notwendig in .J ;?T . Das spielt aber
keine Rolle. Da es iiber (Jf,X I 1) eine ¥j-Funktion f mit f{u<¥] = Jj{
gibt, kann man sogar o.E. p, C y annehmen.

Satz 2.10

Sei M = (S,<,F,D) ein grober (wy,00)-Morast, der (SP) erfiillt. Dann
gibt es eine Folge X = (X, |€ 5*), so daBl L[X] Kondensation hat und
Card = Card"™ ist.

Beweis:

Definiere zuerst rekursiv einen groben Morast (S, <, §*, D*) durch

fr=w f 150 fir f = (0] f|v)
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S ={f1fes}
*DV:

{(&m a0 foen(@) | T<vip=v,§ € TP x € dom(fien)}

U{(&, @, flogn (@) | 1w =1, € € J;?J € dom(fioe.))}
u(z ne?).
Dieser erfiillt ebenfalls (SP).
Fiir v € S' mit floe0) =idy fivein € € J P sei o, beliebig mit o, [J,] = J,P

14

Fiir v € S* und foen 7= vsel ogw) = [l 000
Definiere fiir v € St

X, ={(&,2,0¢.,)(2) |2 € J,,E € J,PIu (T nv?).

Setze S* = St und X = (X, | v € S%).

Mit Hilfe von (SP) sieht man durch Induktion:

(i) *DY ist iiber (JXX, X | v, X,)) uniform definierbar.

(ii) J,P C JX.

Die Transitivierung berechnet man dabei wie im Beweis von Satz 2.9. D.h.
definiere y = f{, . y(v) fir v € St durch: Es gibt ein 7 < v und ein € < €, so
daf3 fiir alle r, s € w

T (1) < 0 (s) & 0@ (r) < oe.n(s)

gilt und fiir alle z € J,P ein s € w mit

z = O'(E,,;) (S)

existiert und es ein s € w mit

O (s) =2 & 0ru)(s) =y

gibt.

Sei v e §* und H <y I,. Sei 7: (JX,Y,X) — (JX X | v, X,) die Unkeh-
rung der Transitivierung von H. Dann ist nach Definition von X, fiir alle
¢ € H auch rng(ff . )) C H. Alsoist HNJ,P = U{rng(fi¢,)) 1 € € L}
Sei f : Jl? — J P die Umkehrung der Transitivierung von HN.J,?. Aufgrund
von (CP1) ist (7, f,v) € §*. Da J, P transitiv ist, ist aber 7 | J,P = f | JP.
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D.h. mit D | # = *Dj; ist auch Y = X | #. AuBerdem ist nach Lemma 2.7
(b) X = X,. Damit ist die Kondensation gezeigt.

Sei w < k eine Kardinalzahl. Dann sind nach (DP1) alle v € S, un-
abhéngig. Also gilt fiir alle f(*ﬁ,Ow) v=vnmit f<a,=rdBr<a, =k
ist. Somit gilt fiir F': {(8,2) | x < d(fi30,))} — v mit F(B,2) = f5,,,(2),
daB rng(F) = U{rng(f(30,)) NV | B < a,} = vist. Nach (SP) ist I’ € L[X].
Also gibt es in L[X] eine Surjektion von einer Teilmenge von k X k auf
v. Aufgrund der Axiome (c) und (e) ist S, in k™ unbeschriankt. Also ist
(k)EX] = kF. Daw < & beliebig war, gilt somit Card“X! —w, = Card —w;.
Bleibt wfm = w; zu zeigen. Sei dazu v € S, und n < w; beliebig. Nach
Axiom (1) ist dann n C rng( fEkO,T],V))' Wegen der Definition von X gibt es in
L[X] eine Surjektion von w auf n C rng(f(*o%y)). Da n < w; beliebig war, ist
also wlL[X] =w;. O

Abgesehen von S* = S}, bilden die Sitze 2.9 und 2.10 bereits eine Aquiva-
lenz. Eine echte Aquivalenz erhalt man folgendermaflen:

Eine Struktur, die alle Axiome eines groben (w;,oo)-Morasts aufler (SD)

erfiillt, sei ein grober Standardmorast, wenn zusétzlich (SP), S = Lim und
v < 7 = v Kardinalzahl in J”

gilt, und es Funktionen o(¢,) fiir v € S* und ¢ € J2 gibt, so daB gilt:

(A)

(e |w] = rng(foem)

(B) vgl. (CP1)

Ist f:7=vund f(£) = ¢, so ist Oew)y = f 0 0@Em.

(C)

D" ={(& 0 (2)) | v € o, E € TV}

D.h. bei einem groben Standardmorast wird (SD) auf eine ganz bestimmte
Weise erfiillt.

Satz 2.11

Ein grober Standardmorast existiert genau dann, wenn es ein (X, | v €
S* C Lim) gibt, so dafl S* = S}, ist, L[X] Kondensation hat und Card =
Card“™ ist.

Bewelis:

Habe L[X] Kondensation. Sei S* = S}, und Card"X! = Card. Dann
konstruiere einen groben (w;, 00)-Morast wie im Beweis von Satz 2.9. Also
ist Tng(fl.e.)) = hoe)rolw x (P X {§, v, 1, })=%]. D.h. ist £ € JP minimal
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mit fioe,) = idy, so definiert o, (i) = hguy4o (4, (€, Py, v, j1,)) ein geeignetes
oy

Sei umgekehrt ein Standardmorast gegeben. Konstruiere daraus ein L[X]
wie in Satz 2.10. Da J = J¥ ist, ist v in J;} eine Kardinalzahl. Und iiber
1, gibt es eine Surjektion von einen v/ < v auf v. Denn nach (SP) und
Definition von X ist mng(fia,.00)) € hu,.x,, [w X (o x {v, P,})<¥]. Aber
g (fian00)) = J;j?u' Also ist S* = S},,. O

Bemerkung

Hat L[X] Kondensation und ist S* = S}, | so gilt Cond(I?) fiir alle v € Lim.
Denn fiir alle v € Lim — Lim? ist v € S, und v = p,, € S*. Im néchsten

Abschnitt werde ich die Feinstrukturtheorie fiir die v € S* allerdings allein
mit der Fiigsamkeit und der Kondensation entwickeln.



3

Feinstrukturtheorie

Habe L[X] Kondensation, und sei es fiigsam.
In diesem Abschnitt werde ich die Feinstrukturtheorie fiir L[.X| entwickeln.

Bevor ich aber zur Feinstrukturtheorie komme, mochte ich drei allgemeine
Lemmata iiber die [, nachtragen (vgl. Devlin).

Lemma 3.1 (Godelsche Paarfunktion)

Es gibt eine Bijektion ® : On? — On, so da8 fiir alle a, 3 ®(«, 3) > «, 3 und
¢! | « fiir alle a € Lim iiber I? uniform ¥;-definierbar ist.

Beweis: Definiere auf On? eine Wohlordnung <* durch
(a, 8) <* (7,0)
gdw
max(a, ) < max(y,d) oder
mazx(a, 3) = maz(y,0) und o < 7y oder
mazx(c, 3) = max(y,0) und a = v und § < 0.
Sei ¢ :<*= On. Dann kann man ® durch die Rekursion
0(0,8) = sup{@(v,v) | v < 3}
O(a, B) =0(0,0) +afira< g
O(a,B) =P(0,a) + a+ ( fira> g
definieren. Daraus folgt die Behauptung. O
Also gibt es fiir alle unter der gédelschen Paarfunktion abgeschlossenen « ei-
ne uniforme Surjektion von « auf o x . Eine solche gibt es fiir alle o € Lim.
Allerdings mufl man dann auf die Uniformitét verzichten.

Lemma 3.2

Fiir alle « € Lim gibt es eine iiber I? Y;-definierbare Surjektion von « auf
a X a.

Beweis durch Induktion iiber a@ € Lim. Fiir die unter der godelschen Paar-
funktion abgeschlossenen « reicht Lemma 3.1. Ist also a = § + w fiir ein

37
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B € Lim, so kann man (3 # 0 voraussetzen. Dann gibt es aber eine iiber
I° ¥;-definierbare Bijektion j : @ — 3. Aufierdem hat man nach Indukti-
onsvoraussetzung eine iiber Ig Yi-definierbare Surjektion von § auf § x 3.
D.h. es gibt eine ¥;-Formel ¢(z,y, p) und einen Parameter p € Jé(, so daf
fiir alle y € § x fein x € B mit ¢(x,y,p) existiert. Die ¥;-Skolemfunktion
liefert also eine iiber Ig Y1-definierbare Injektion g :  x f — (. Somit
definiert f((v,7)) = g({j(v),7(7))) eine Injektion f : o* — (3, die iiber I?
Y1-definierbar ist. Ein gesuchtes h erhélt man daraus durch

h(v) = f~Y(v) fiir v € rng(f)

h(v) = (0,0) sonst.
Denn rng(f) = rng(g) € JX.

Sei nun o € Lim?, aber nicht unter der godelschen Paarfunktion abge-
schlossen. Dann gilt v, 7 € a fiir (v,7) = ®7}a), und c:= {2z | 2 <* (v, 7)}
liegt in JX. Also ist ®~! | ¢: ¢ — « eine iiber I ¥;-definierbare Bijektion.
Wihlt man nun ein v € Lim mit v,7 < 7, so ist @' | a : a — ~? eine
iiber I? ¥;-definierbare Injektion. Wie in ersten Fall gibt es aufgrund der
Induktionsvoraussetzung in JX eine Injektion g : v x v — . Also definiert
FUE Q) = g({gP (&), gP1(€)))) eine iiber Y 3;-definierbare Bijektion f :
o — d mit d := g[g[c] x g[c]]. Ein gesuchtes h erhilt man daraus wieder
durch

hE) =fHE firfed

h(§) = (0,0) sonst. O

Lemma 3.3

Sei € Lim—w+1. Dann gibt es eine iiber I° ¥;-definierbare Surjektion von
a auf JX. Diese ist fiir die unter der gédelschen Paarfunktion abgeschlossenen
a uniform.

Beweis: Sei f : @ — a x « eine iiber I im Parameter p ¥;-definierbare
Surjektion. Das p sei das beziiglich der kanonischen Wohlordnung kleinste, so
daf ein solches f existiert. Definiere fO, f! durch f(v) = (f°(v), f!(v)) und
durch Induktion f; =id [ a und f,.1(v) = (fO(v), fuo f1(v)). Sei h := h,
die kanonische ¥;-Skolemfunktion und H = hlw x (o x {p})]. Dann ist H
unter geordneten Paaren abgeschlossen. Denn hat man y; = h(j1, (v1,p))
und yo = h(ja, (2, p)), und ist (v1,15) = f(7), s0 ist (y1,y2) iiber I§ ¥y-
definierbar mit den Parametern 7,p. Also ist es aus H. Da H unter Paaren
abgeschlossen ist, gilt H <; I2. Sei o : H — Iﬁo die Transitivierung von
H. Dannist « = 3, da € H ist, und ¢ [ @ = id | a. Somit ist
olf] = f, und o[f] ist iiber I° im Parameter o(p) 3i-definierbar. Da o eine
Transitivierung ist, ist o(p) < p. D.h. o(p) = p aufgrund der Wahl von p.
Allgemein gilt fiir ¥;-elementare 7 7(h(i,z)) ~ h(i,7(x)). In unserem Fall
ist also o(h(i, (v,p))) =~ h(i,(v,p)) fir alle i € w und v € a. D.h. aber
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o| H=1id | Hund H = J¥X. Somit erhiilt man eine gesuchte Surjektion
durch g o f3 mit

g(i,v,7) =y, falls (32 € S;)p(z,y,1, (v, p))

g(i,v,7) = () sonst.
Dabei sei S, wie in Satz 1.11 definiert und y = h(i,z) < (3t € JX)p(t, i, z,y).
O
Sei (I, A) := (JX, X | v, A).
Wie in der Einleitng erklért, ist es die Aufgabe der Feinstrukturtheorie, >,,-
Pradikate iiber grofien Strukturen in Y;-Prédikate iiber kleineren Strukturen
zu iibersetzen. Dazu kodiert man im einfachsten Fall die >;-Information der
gegebenen Struktur [ in eine rudimentér abgeschlossene Struktur (19, A).
D.h. in etwa soll gelten:

Uber Ig ex. Yp-Funktion f mit
X = J5.
Fiir die ¥;-Formeln ¢; gilt

(i,a) e A & Ik i f(2)).

Und
(ID,A) ist rudimentér abgeschlossen.

Habe man nun ein solches (I, A). Dann ist jedes B C JX, das iiber I}
Y1-definierbar ist, von der Form

B={xz|A(i,(z,p)} firein icwpel.

Also ist auch (I9, B) fiir alle B € X1 (Ig) NPB(JX) rudimentér abgeschlossen.

Das p ist eindeutig bestimmt.

Lemma 3.4
Sei 3 > w und ([g, B) rudimentér abgeschlossen. Dann gibt es hochstens ein
p € Lim, so daf3

(I9,C) fiir alle C' € Xy ((I, B)) NP(J¥) rudimentér abgeschlossen ist
und

eine iiber (I3, B) ¥;-definierbare Funktion f mit f[JX] = J5' existiert.
Beweis: Angenommen p < p héitten beide diese Eigenschaften. Sei f eine
iiber (I3, B) ¥i-definierbare Funktion mit f[JX] = JJ und C' = {z € JX |
x & f(x)}. Dannist C' C JX ¥;-definierbar iiber (I3, B). Also ist (I9,C)
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rudimentér abgeschlossen. Aber dann ist C' = C' N J[f( S Jgf . Somit gibt es
ein z € JX mit C' = f(z). Daraus folgt der Widerspruch = € f(z) & z € C

©xdf(r). D

Das eindeutig bestimmte p aus Lemma 3.4 heifle das Projektum von (]g, B).

Hat man eine iiber ([g,B> Y1-definierbare Funktion f mit f[Jg(] = Jé(, SO
gilt natiirlich auch hg plw x (J,X x {p})] = J§ fiir ein p € J5*. Da die Funk-
tion hg p kanonisch ist, kann man damit ein kanonisches A definieren:

Sei p das beziiglich der kanonischen Wohlordnung < kleinste mit obiger Ei-
genschaft, und sei

A={@,z)|i€cw und z¢€ Jl‘)x und (I3, B) = ¢i(z,p)}.

Das p heifle der Standardparameter zu ([g, B) und das A der Standardcode
dazu.

Das A besitzt folgende, wichtige und bereits in der Einleitung erwidhnte Ei-
genschaft:

Satz 3.5

Sei > 0 und <Ig, B) rudimentér abgeschlossen. Sei p das Projektum davon,
und A der zugehorige Standardcode. Dann gilt fiir alle m > 1

Sren(15, B)) NB(Y) = ({15, 4).

Beweis: Sei zunichst R € Y1, ((13, B)) N P(J,) und m gerade. Sei P
eine iiber (I3, B) mit Parameter ¢; ¥;-definierbare Relation, so daf fiir €
JX R(z) genau dann gilt, wenn 3yo¥y13ys . .. Vym-1P(yi, x) gilt. Sei f eine
iiber (I3, B) mit Parameter ¢, ¥;-definierbare Funktion mit f[.JX] = J5.
Definiere Q(z;, ) durch z;,z € JX und (3y:)(y; = f(z) und P(y;,x)). Sei
p der Standardparameter zu ([2, B). Dann gibt es nach Definition ein u €
Jf, so da (qi1,¢q) in (Ig,B> mit den Parametern wu,p Xi-definierbar ist.
D.h. es gibt ein i € w, so dafl Q(z;,z) genau dann gilt, wenn z;,z € J,f(
und (I}, B) = ¢i({(z,,u),p) ist — also genau dann, wenn z,z € J,* und
A(i, (2, x,u)). AuBerdem gibt es analog ein j € w und ein v € JX, so daf
z € dom(f) N JY genau dann gilt, wenn z € JX und A(j, (z,v)) ist. Sei dies
mit D(z) abgekiirzt. Dann hat man aber fiir z € JX R(z) genau dann, wenn
FyoVy13ys - . . VYm—1(D(20) AD(22) A . .AD(zp—2) und (D(z1) AD(z3) A... A
D(zpn-1) = Q(z;,7))) und damit die Behauptung. Ist m ungerade, so geht
man entsprechend vor. Damit hat man Xy, ((I§, B))NB(J,*) C X ({17, A))
bewiesen.

Fiir das umgekehrte sei zuerst ¢ eine Yy-Formel und ¢ € Jlf( , so daf} fiir
alle z € JX R(x) genau dann gilt, wenn (1), A) f= ¢(z,q) ist. Da (I, A)
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rudimentéir abgeschlossen ist, gilt R(z) genau dann, wenn (Ju € J,¥)(3a €
JX)(u transitiv und z € w und q € w und a = AN w und (u,a) = p(z,q))
gilt. Schreiben wir @ = ANwu aus: (Vv € a)(v € u und v € A) und
(Vv € u)(v € A= v € a). Im Fall m =1 ist man fertig, wenn man zeigen
kann, dafl das ¥, iiber ([g, B) ist. Ist m > 1, so folgt die Behauptung auch
sofort mittels Induktion. Der zweite Teil ist II;. Wir miissen also nur vom
ersten Teil zeigen, dafl er ¥, iiber (I3, B) ist. Der Definition von A entnimmt
man, daf§ v € A iiber (I}, B) ¥i-definierbar ist. D.h. es gibt eine ¥o-Formel
¢ und einen Parameter p mit v € A & (I}, B) = (3y)¢(v,y,p). Nun muf
man zwei Fille unterscheiden.

Im ersten Fall gebe es keine iiber (I, B) ¥i-definierbare Funktion von
einem v < p konfinal in 3. Dann ist (Vv € a)(v € A) ¥, {iber (I3, B), weil
eine Art Ersetzungsaxiom gilt, und (Vv € a)(3y)¥(v,y,p) iber ([g,B) zu
(F2)(Vv € a)(Fy € 2)¢(v,y,p) dquivalent ist. Fiir p = w ist dies klar. Ist
p # w, s0 ist p € Lim? und man kann ein v < p mit a € JVX wéhlen. Sei
j vy — J eine iiber I, ¥;-definierbare Surjektion, und g eine iiber (1§, B)
%;1-definierbare Funktion, die jedem v € J5 ein g(v) € Jg mit ¢ (v, g(v),p)
zuordnet, falls ein solches existiert. Eine solche findet man mit Hilfe der
Y1-Skolemfunktion. Definiere nun eine Funktion f :~ — (3 durch

f(v) = das kleinste 7 < f mit go j(v) € S, falls j(v) € a

f(v) =0 sonst.
Da dieses f ¥ ist, gibt es im gegebenen Fall ein § < 3 mit f [7] € 6. Also
hat man als beschriankendes z = S5, und die Aquivalenz ist klar.

Kommen wir nun zum zweiten Fall. Sei 7 < p minimal, so daf} es
eine iiber (Ig,B) Y1-definierbare Abbildung ¢ von ~ konfinal in 3 gibt.
Dann ist (Vo € a)(Jy)Y(v,y,p) dquivalent zu (Vv € a)(Iv € 7)(Jy €
Sgw))¥(v,y,p). Definiert man nun ein Pridikat C' C J;* durch (v,v) €
C & y € Syu und ¥(v,y,p), so ist (I3, B) | (Vv € a)Fy)v(v,y,p)
dquivalent zu (I),C) | (Yo € a)(Fv € v)(Fy)((v,v) € C). Das gilt
aber genau dann, wenn (I),C) | (Jw)(w transitiv und a,y € w und
(w,CNw) = (Yo € a)(3v € 7)(3y)((v,v) € CNw). Da C X iiber (I}, B) ist,
ist <IS, C') nach Definition des Projektums rudimentér abgeschlossen. D.h.
unsere Aussage ist dquivalent zu (I, C) = (3w)(3c)(w transitiv und a,y € w
und ¢ = CNw und (w,c) = (Yo € a)(Fv € v)(Jy)({v,v) € ¢). Um zu zeigen,
dafl das X5 ist, reicht es also zu beweisen, dafl ¢ = C'Nw X5 ist. Ausgeschrie-
ben ist das (Vz)(z € a & 2z € w und z € C). Nun ist aber z € C' aufgrund
der Definition sogar A; iiber ([g, B) und damit ist man fertig. O
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Lemma 3.6

(a) Sei 7 : <Jé(,X ' 3,B) — <J5(,X I 3, B) Yo-elementar, und 7[/3] konfinal
in 4. Dann ist 7 sogar ¥;-elementar.

(b) Sei (JX, X | v, A) rudimentir abgeschlossen und 7 : (JX, X | 7) —
(JY)Y | v) Yg-elementar und konfinal. Dann gibt es ein eindeutig be-
stimmtes A C JY, so daB 7 : (JX, X [ 7, A) — (JY, X | v, A) Yp-elementar
und (JY, X | v, A) rudimentiir abgeschlossen ist.

Beweis: (a) Sei ¢ eine Yg-Formel mit (J3', X [ §,B) = (3z)p(z, m(z;)).
Da (3] konfinal in j3 ist, gibt es ein v € 3 mit (Jé(,X I 3,B) = (3z €
Srw))p(z,m(x;)). Das S, sei dabei wieder wie in Satz 1.11 definiert. Ist dann
7(S,) = Sxw), so ist (JF, X | 3,B) | (3z € n(S,))e(z,7(x;)). Aufgrund

der ¥y-Elementaritit von 7 ist also (Jg,X I 8,B) = (32 € S,)p(z, ;). D.h.
(75, X ' 3, B) = (32)¢(z, x;). Die umgekehrte Richtung ist trivial.

Bleibt also 7(S,) = Sy zu zeigen. Das beweist man durch Induktion

iiber v. Ist v = 0 oder v ¢ Lim, so folgt die Behauptung offensichtlich
aufgrund der Definition von S, aus der Induktionsbehauptung. Sei also A €
Lim und M := 7(Sy). Dann ist M wegen der Yj-Elementaritdt von =
transitiv. Und da A € Lim ist (d.h. Sy = JX), ist die Folge (S, | v < \)
aufgrund (des Beweises) von Satz 1.11 iiber (J5X, X | A) definierbar. Sei ¢
die Formel (Vz)(3v)(z € S,). Weil © Sy-elementar ist, ist m [ Sy : (JX, X |
A — (M, (X | \) N M) elementar. Also ist mit (J5, X | A) E ¢ auch
(M, (X | \)NM) = ¢. Da M transitiv ist, bedeutet das aber M = S, fiir
ein 7 € Lim. Und mit 7(\) = 7(S\ N On) = S, N On = 7 folgt daraus
7T(S)\) = Sﬂ()\).
(b) Da (JX, X | , A) rudimentér abgeschlossen ist, ist fiir alle u < 7 ANS), €
JX. Sei S, wieder wie in Satz 1.11 definiert. Wie im Beweis von (a) ist
7(S,) = Sp(uy- Also muB 7(ANS,) = AN Sy, sein, damit 7 : (JX, X |
v, Ay — (JY X | v,A) Yp-elementar wird. Da 7 konfinal ist, mufl daher
A=U{r(ANS,) | u < v} gelten. Dann ist (JY, X | v, A) aber rudimentér
abgeschlossen. Zu x € J;X kann man némlich ein y < 7 withlen mit - € Sy(,).
Und 2NA = 2N (ANSy) = zN7(ANS,) € JX. Seijetzt (J2X, X | v, A)
¢(z;) mit einer Xp-Formel ¢ und u € J* transitiv mit z; € u. Dann gilt
(u, X [ vNu, ANu) | p(x;). Dan: (JX, X | 7) = (JY,Y | v) Sg-elementar
ist, gilt also (w(u),Y [ vN7w(u), ANm(uw)) = @(m(x;)). Weil w(u) transitiv ist,
erhalten wir (JY, X | v, A) E ¢(w(x;)). Diese Argumentation funktioniert
auch in der umgekehrten Richtung. O

Schreibe Condp(I}), falls fiir alle H <, (I§, B) ein $ und ein B mit H =
(Ig, B) existieren.

Es gilt folgendes Kondensationslemma:
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Satz 3.7 (Fortsetzungssatz)

Sei 6 > w, m > 0 und (]8,3) eine rudimentir abgeschlossene Struktur.
Gelte Condp(Ig). Sei p das Projektum von (I3, B), A der Standardcode und
p der Standardparameter zu (I, B). Dann gilt Conda(I)), und ist (I7, A)
rudimentér abgeschlossen und 7 : <Ig, A) — ([2, A) E-elementar, so gibt es
eine eindeutig bestimmte %, ;-elementare Fortsetzung 7 : <[g, B) — ([g, B)
von m. Dabei ist p das Projektum von (Ig,B), A der Standardcode und
7 !(p) der Standardparameter zu (I3, B).

Beweis: Sei I = hgplw x (rng(m) x {p})] <1 (I§,B) und 7 : (I3, B) —
<Ig, B) die Umkehrung der Transitivierung von H.

(1) 7 ist eine Fortsetzung von 7

Sei p = sup(rp]) und A=AnJX Dannist m: (JX, X [ p, A) — (JX, X |
p, A) ¥p-elementar, nach Lemma 2.6 also ¥;-clementar. Es gilt rng(m) =
H N J¥. Offensichtlich ist rng(m) € H N J3. Sei also y € HN.JY. Dann
gibt es ein ¢ € w und ein x € rng(rw), so dal y das eindeutig bestimmte
y € Jg ist mit (I3, B) = ¢i({(y,z),p). Also ist nach Definition von A y
das eindeutig bestimmte y € Jg mit A(i, (y,z)). Aber z € rng(r) und
o (X pA) = (JNX T, A) ist Yi-elementar. Somit ist auch
y € rng(m). Damit haben wir gezeigt, dafl H eine €-Enderweiterung von
rng(m) ist. Da m die Transitivierung von rng(w) und 7 die von H ist, gilt
dann © C 7.

(2) 7: <Ig, B) — (I}, B) ist Lyq1-elementar

Zu zeigen ist H <11 (I3, B). Ist m = 0, so ist das klar. Sei also m > 0 und
y in (I3, B) ¥, 41-definierbar mit Parametern aus rng(7)U{p}. Dann miissen
wir y € H zeigen. Sei dazu ¢ eine 3, 1-Formel und z; € rng(rw), so dal y
durch (I§, B) = ¢(y, x;, p) eindeutig bestimmt ist. Sei h((i,x)) ~ h(i, (z,p)).
Dann ist nach Definition von p E[Jf] = J§. Es gibt also ein z € J,¥ mit

y = h(z). Ist ein solches z € J/‘)XﬁH7 soistauchy € H,daz,p € H <; (Ig, B)

ist. Sei D = dom(h) N .JX. Dann reicht es also zu zeigen, daf

(*) (32 € D)(Yz1 € D)... (I}, B) = ¥(h(z), h(2), zi,p)

firemze HNJ pX gilt. Dabei sei v fiir gerades m eine >;-Formel bzw. eine
IT;-Formel fiir ungerades m mit ¢(y, z;,p) < (1§, B) = (320)(V21) ... ¥(2i, ¥, T3, D).
Sei m zunéchst gerade. Weil A der Standardcode ist, gibt es dann ein iy € w,
so daf fiir alle z € JF;X z € D & A(i,x) gilt — auBerdem ein jy € w, so
daf fiir alle 2;,2 € D (I3, B) |= Y(h(z), h(2), z;,p) genau dann gilt, wenn
A(jo, (zi, z,2:)) ist. Also ist (x) fiir z € JX diquivalent zu einer offensichtli-
chen X,,-Formel. Ist m ungerade, so schreibe in (x) ... —(I3, B) = —(...).
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Dann ist —¢ ¥; und man kann wie zuvor vorgehen. Schlielich ist 7 :
(I7,A) — (I, A) nach Voraussetzung ¥,,-clementar und nach (1) 7 C 7
~dh. HNJY <, (IJ,A). Daesein z € JX gibt, das (%) erfiillt, und
z;,p € HNJ; sind, gibt es auch ein solches z € H N Jj(.

Sei H <, (IS, A). Sei m die Umkehrung der Transitivierung von H. Dann hat
7 eine X;-elementare Fortsetzung 7 : (I3, B) — (I3, B). Also ist H = (I, A)
fiir ein p und A. D.h. Conda(I).

3) A={(i,z) | i €w und x € J;* und (]g,B> E iz, 7 Y(p))}

Da 7 : (IJ,A) — (I), A) Yo-elementar ist, gilt fir z € JX A(i,z) &
A(i,m(x)). Weil A der Standardcode zu (I3, B) ist, gilt A(i, 7(x)) < (I3, B) =
wi(m(z),p). SchlieBlich gilt (]g,B> E pi(m(x),p) < <Ig,B) E oi(z, 71 (p)),
weil 7 : <Ig,B) — (I}, B) ¥i-clementar ist.

(4) p ist das Projektum von (I3, B)

Nach Definition von H ist Jg = hgyig[wx(Jg(x{fr’l(p)})]. Alsoist f({i,z)) ~
hs.5(i, (x, @1 (p))) eine iiber <Ig,B) ¥;-definierbare _Funktion mit f[JX] =
J5 . Bleibt zu zeigen, daB (I3, C) fiir alle C' € ¥, ({13, B))NP(J;") rudimentér
abgeschlossen ist. Nach Definition von H gibt es ein i € w und einy € JpX , SO
dal v € C & (}g, B) | pi({z,y), 7 (p)) ist fiir alle z € JX. Also ist wegen
(3) x € C & A(i,(z,y)). Fir u € J sei v ={(i, (z,y)) | © € u}. Dann ist
v e JX und auch ANwv e JX, weil (I9, A) nach Voraussetzung rudimentr

po .
abgeschlossen ist. Aber x € C'Nu gilt genau dann, wenn (i, (x,y)) € ANwv

ist. Da Jg( rudimentér abgeschlossen ist, ist somit C'Nu € Jg )

(5) 7 !(p) ist der Standardparameter zu (]g, B)

Nach Definition von H ist Jg,: hgplw x (JX x {77 (p)})] und nach (4)
ist p das Projektum von <Ig,B>. Wir brauchen also nur noch zu zeigen,
dal #71(p) das kleinste mit dieser Eigenschaft ist. Angenommen auch p’ <
7~ !(p) hétte diese Eigenschaft. Dann giéibe es ein ¢ € w und ein z € J*
mit #'(p) = hgp(i, (v,p)). Da 7 : (I3, B) — (I}, B) Ti-elementar ist,
wire also p = hg (i, (z,p)) fir p = 7(p) < p. Und damit wére auch
hgplw x (JX x {p'})] = J5'. Das widerspricht aber der Definition von p.
(6) Eindeutigkeit

Angenommen (IgO,BO> und <Igl,Bl) haben beide p als Projektum und A
als Standardcode. Sei p; der Standardparameter zu <Ig, B;). Dann gilt fiir
alle j € wund = € JﬁX <IEO,BO> = ¢;(z,p0) genau dann, wenn A(j, ),
bzw. wenn U%’Bﬁ = pj(x,p1) gilt. Also definiert a(h[;o_,go(j, (x,p0))) =~
hg, 5, (J, (x.p1)) einen Isomorphismus o : (1§ , By) = (I3 , By), da fiir beide
i hg plw x (I x {pi})] = Jg gilt. Weil aber beide Strukturen transitiv
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sind, muB o die Identitéit sein. Seien schlielich 7y : (I3, B) — (I§, B) und
i 1 (1§, B) — (I, B) Yi-elementare Fortsetzungen von 7. Sei p der Stan-
dardparameter zu <Ig, B). Dann gibt es fiir jedes y € Jg ein z € J;* und ein
j € wmity = hgp(j, (z,p)) —undes gilt 7,(y) = hgp(j, 7(z), 7(p)) = 71 (y).
Also ist 1y = ;. O
Um die ¥,-Information von Ig mit # € S* entsprechend in einer Struktur
<IB, A) zu kodieren, iteriert man diesen ProzeS.
Firn >0, f € S* sei

pPr=01"=0 A= X;s

p"t! = das Projektum von (I}, A™)

p"*! = der Standardparameter zu (I)., A™)

A™! = der Standardcode zu (I5., A™).
Es heifle

p" das n-te Projektum von [,

p™ der n-te (Standard-)Parameter zu (3,

A™ der n-te (Standard-)Code zu 3.
Aufgrund von Satz 3.5 ist A" C Jp),i iiber Ig ¥,-definierbar, und es gilt fiir
alle m > 1

Snim(s) NPB(Ip) = (T, A™)).

Aus Satz 3.7 erhélt man durch Induktion folgenden Fortsetzungssatz:

Fir §>w,n > 1, m > 0 sei p" das n-te Projektum und A" der n-Code von
B. Sei (I}, A) eine rudimentér abgeschlossene Struktur und = : (I9, A) —
(I, A™) X,-elementar. Dann gilt:

(1) Es gibt ein eindeutig bestimmtes B > p, so daB p das n-te Projektum
und A der n-te Code von [ ist.

Fir k <n sei
p* das k-te Projektum von §3,
p* der k-te Parameter zu £,
Ak der k-te Code zu 3

und
p* das k-te Projektum von f3,
p* der k-te Parameter zu 3,
A* der k-te Code zu (3.

(2) Es gibt eine eindeutig bestimmte Fortsetzung 7 von m, so daf§ fiir alle
0<k<n

7| JﬁXk ; (ng,f_lk> — <ng,Ak) Y min—k-elementar
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und 7(p*) = pF ist.

Insgesamt hat man also eine sehr méchtige Kodierungsmethode, falls die
Projekta existieren. Das zeigt aber der néchste Satz.

Satz 3.8
Sei w < # € §*. Dann existieren alle Projekta von f3.

Beweis durch Induktion iiber n. Dafl p° existiert ist klar. Gebe es also
die ersten Projekta p°,...,p" 1, p := p", die Parameter p°,...,p" und die
Codes A° ... A"t A := A" von 3. Sei v € Lim minimal, so daf es eine
iiber <Ig, A) 3-definierbare Funktion f mit f[Jf] = Jlf( gibt. Sei C' €
Y1 (1), A))NP(J). Zu zeigen ist also, daBl (9, C') rudimentir abgeschlossen
ist. Falls v = w ist, ist Jf = H,,, und das ist offensichtlich. Ist v > w, so gilt
v € Lim? aufgrund der Definition von . Dann reicht es fiir die § € Lim N~y
CNJF € JX zu zeigen. Sei B := C'NJY iiber (I9, A) mit dem Parameter
q definierbar. Da offensichtlich v < p ist, ist C' N Ji* aufgrund von Satz
3.5 iiber I3 mit den Parametern py,...,p", ¢ X,-definierbar. Sei also ¢ eine
Y,-Formel mit z € C' & I = o(z,p',...,p" q). Sei

Hoer o= by oo (3 % {g})]

H, = hyn-1 an-1[w x (H, x {p"})]

Hy,_q = hyn—2 gn2{w x (Hy,—y X {p"'})]

etc.
Da L[X] die Kondensationseigenschaft hat, gibt es dann ein I, mit Hy = I,,.
Sei m die Umkehrung der Transitivierung von H;. Dann ist 7w die in Beweis
von Satz 3.7 definierte Fortsetzung der Transitivierung von H,; und damit
Ypti-elementar. Da B C Ji* und 7 | J& = id | J5 ist, gilt © € B &
I, E o(z, 71 (pY),...,7 1 (p"), 7 (¢)). D.h. B ist in Wahrheit schon iiber
I, ¥,-definierbar. Wegen Satz 1.9 gilt also B € Jlﬁl. Damit ist man aber
bereits fertig. Denn es ist pu < p. Sei ndmlich

hn+1(<i7 $>) = hﬁ",A" (iv <:15,p>)

h (i, 2)) = Pgn—t an—1(4; {z, p"))

ete.
Dann ist die Funktion & = hy o ... 0 hy,4; liber I3 ¥, -definierbar. Also ist
die Funktion h = w[hN (Hy x Hy)] iiber I, ¥, (1-definierbar mit A[JX] = JX.
D.h. wieder nach Satz 3.5 und 3.7, daB hN (JX)? $i-definierbar iiber (17, A)
ist. Und nach Definition von y gibt es eine iiber (17, A) ¥;-definierbare Funk-
tion f mit f[JX] = JX. Wire also pu > p, so wire f o h eine iiber (I, A)
%-definierbare Funktion mit (f o h)[.J;] = J,¥ — im Widerspruch zur Mini-
malitdt von v. O

Fiir spitere Anwendungen sei die im Beweis von Satz 3.8 auftretende Funk-
tion mit einer eigenen Bezeichnung versehen.
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Seiw < v € 5% p" das n-te Projektum von v, p™ der n-te Parameter und A"
der n-te Code dazu. Sei

hyia (i> l‘) = hP",A" (iv x)

hn((i, ) = hgnos an1(i (z, p"))

etc.
Dann definiere

Rt = hyo.. .0l

Es gilt:
(1) h? ist iiber I, ¥,-definierbar
(2) hl'w x Q] <, I, falls @ C Jp)fl,l unter geordneten Paaren abgeschlossen
ist.

Im Beweis von Satz 3.8 steckt eine alternative Charakterisierung der Projek-
ta.

Lemma 3.9

Sei w< €5 und n > 1. Dann ist

(1) die kleinste Ordinalzahl v € Lim, so daf} es eine iiber I ¥, -definierbare
Funktion f mit f[JX] = J5 gibt,

(2) die groBte Ordinahlzahl v € Lim, so da8 (I9,C) fiir alle C' € ¥,(I5) N
PB(J) rudimentir abgeschlossen ist,

(3) die kleinste Ordinalzahl y € Lim, so daBi P(v) N X, (15) € JF ist,

das n-te Projektum von fS.

Beweis:

(1) Nach Definition des n-ten Projektums, gibt es ein iiber (I}, ,, A"~") %;-
definierbares ™ mit f"[J5] = J7. 1, ein iiber (I7, », A"~?) ¥;-definierbares
f7 ! mit f”_l[ijL_l] = J;fl_g, etc. Nach Satz 3.5 ist dann fiir 1 < k < n f*
Yi-definierbar iiber I5. Also ist f = flo f20...0 f" ¥,-definierbar iiber I3
mit f[J%] = J5.

Andererseits ist das Projektum p einer rudimentéar abgeschlossenen Struk-
tur (I§, B) das kleinste g, so daB es eine iiber (1§, B) ¥-definierbare Funktion
fmit f[JX] = J5 gibt. Denn angenommen, es giibe ein p < p, so daB ein sol-
ches f mit f[JX] = Jg existiert, so fithrt der Beweis von Lemma 3.4 zu einem
Widerspruch. Gébe es also ein v < p”, so dafl eine {iber I3 ¥,-definierbare
Funktion f mit f[J-X] = J; existiert, so wiire nach Satz 3.5 g := f N (J;,i,l)Q
eine iiber (I, ,, A"™") Yj-definierbare Funktion mit g[J>*] = J% .. Was
eben nicht sein kann.

(2) Nach Definition des n-ten Projektums ist (If.,C) fir alle C' €
({1, A"71)) N P(J50) rudimentir abgeschlossen. Aber nach Satz 3.5
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ist (1, A7) = Su(lp) N P(J50). Da p < p'ist, ist deshalb
(I, C) fiir alle C' € X,(I5) N P(J;) rudimentér abgeschlossen.
Angenommen ~ wire eine groflere Ordinahlzahl € Lim mit dieser Eigen-
schaft. Sei f nach (1) eine iiber I3 X,-definierbare Funktion mit f[JX] = J.
Setze C' = {u € Jy | u ¢ f(u)}. Dann ist C iiber I ¥,-definierbar
und C C JX. D.h. (Jf ,C) wire rudimentédr abgeschlossen. Und somit
C=0Cn Jp)ff € J3 € Jg, und C = f(u) fiir ein u € J;.. Daraus folgt aber
der Widerspruch v € f(u) © ue C < u ¢ f(u).
(3) Sei p := p™ und f nach (1) eine iiber Iz X,-definierbare Funktion mit
fIJX] = JF. Sei j eine iiber I) ¥;-definierbare Surjektion von p auf JX. Sei
C die iiber Iz 3,,-definierbare Teilmenge C' = {v € p | v ¢ foj(v)} von p.
Wire C' € Jé{, so gibe es ein v € p mit C' = foj(v), und wir hiatten den Wi-
derspruch v € C & v ¢ foj(v) & v ¢ C. Alsoist P(p)NE,(I) € J5 . Aber
ist vy € Lim N p und D € P(y) N Xy (Is), dann ist D = DN JY € J,;X C J§.
Also ist P(v) N X, (Ip) C J5. O



4
O-Prinzipien

Habe L[X] Kondensation und Kohérenz. Sei L[X] fiigsam und S}, C S*.
Sei Card"™! = Card.

In diesem Abschnitt werde ich die kombinatorischen Prinzipien O, fiir alle
unendlichen Kardinalzahlen s beweisen. Bei O, handelt es sich um die fol-
gende Behauptung:

Es gibt eine Folge (C, | k < v < kT,v € Lim) mit
C, ist abgeschlossen und unbeschriankt in v
otp(C,) < k
p € Lim(C,) = C, = C, N u (Kohérenz)

Den Beweis von O, fiir den Fall V' = L habe ich bereits in der Einleitung
skizziert.

Die letzte Eigenschaft heifit Kohdrenz und beruht darauf, da$ fiir 4 € Lim(C,)
das C), iiber L, dieselbe Definition hat wie C,, iiber L, (siehe Seite 6). Ver-
sucht man nun den Beweis von O, fiir ein inneres Modell L[X] mit Kon-
densationseigenschaft durchzufiihren, so st68t man auf folgendes Problem:
Ist p < v, soist [, = (JX, X | p, X,,) im allgemeinen keine Yp-elementare
Substruktur von I, = (Jf,X | v, X)) Zwarist (J5, X [ p) <o (JX, X [ v),
aber nicht notwendig I,, <o I,,. Das gilt genau dann, wenn X, = X, N Jj( ist.
Bilden wir in [, die ¥;-Skolemhiille, bzw. betrachten wir die eingeschrankte,
kanonische X;-Skolemfunktion hy, x, | (wx (JX x {p})) fiir ein v < v und ein
p e JX. Setze p = sup(hy,x,[w X (JX x {p})]). Dann gilt also im allgemeinen
nicht h, x, | (wx (JX x{p})) = hux, | (0 x (J3* x {p})). Das war aber
ein entscheidender Punkt in der Beweisidee von O,. Die Kondensationsei-
genschaft wird somit wohl nicht zum Beweis von O, ausreichen. Ich definiere
deshalb eine weitere Eigenschaft:

(Kohirenz) Sei v € S*, H <; I, und A = sup(H N On). Dann ist A € S*

49
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und X, = X, N J;\X.
Nun kann man wie in der Einleitung vorgehen. Sei
S ={veLim-Card|v <k’ und

I, = ex. grofite iiberabz. Kardinalzahl }.

Fir v € S sei

B(v) = das kleinste /3, so daf es ein konfinales f : a — v € Def(Ip)
mit a C V' < v gibt

n(v) = das kleinste n > 1, so daf ein solches f ¥,-definierbar ist

p(v) = das (n(v) — 1)-te Projektum von 3(v)

A, =der (n(v) — 1)-te Code zu 3(v)

a, = die grofite Kardinalzahl in [,,.

Da S}, C S* ist, ist fiir v € S B(v) € S*.

Und das n(v)-te Projektum ~ von ((v) ist hochstens «,. Denn da «, die
grofite Kardinalzahl in I, ist, gibt es nach Definition von 3(v) und n(v) eine
tiber I3(,) Xy,()-definierbare Funktion f, so daB fla,]| in v konfinal ist. Da
aber v in B(v) reguldr ist, kann f nicht in Jéiy) liegen. Also ist P(v x v) N
o) (Lsw)) € Jéiy). Wegen Lemma 3.3 ist auch P(v) N, (Ls0)) € Jg(y).
Mit Lemma 3.9 (3) erhdlt man v < v. D.h. es gibt eine iiber Ig) 3,()-
definierbare Funktion ¢g mit g[v] = Jéiy). Andererseits gibt es, weil «,, die
grofte Kardinalzahl in I, ist, zu jedem 7 < v in JX eine Surjektion von a,,
auf 7. Sei f; die <,-kleinste solche. Definiere j,(o,7) = fyr)(0) fiir 0,7 < v.
Dann ist j; ¥,)-definierbar iiber Ig.y und ji[a, x o] = v. Mit Lemma 3.3
erhilt man daraus eine iiber I3,y X, (,)-definierbare Surjektion j, von einer
Teilmenge von «, auf v. Also ist g o j, eine iiber Ig,) X,(,)-definierbare
Abbildung mit g o jafa,] = Jé{l’). Fertig!

Und es gilt o, < v < p(v). Denn nach Definition von p(v) gibt es im Fall
n(v) > 1 eine iiber Igq) Xp()—1-definierbare Abbildung f mit f[p(v)] = B(v).
Aber v ist ¥,)_1-regulér iiber I5,). Also ist v < p(v). Ist aber n(v) = 1,
so ist p(v) = B(v) > v.

Aufgrund der ersten Ungleichung gibt es ein ¢, so dal jedes x € ijy) in
([S(V), A,) mit Parametern aus o, U {q} ¥;-definierbar ist. Sei ¢, das <,q)-
kleinste solche. Definiere

Py = {(qu, v, V), falls v < p(v),
P = {(q,, ) sonst.

Fiir 7 € On sei S; wie in Satz 1.11 definiert. Fir 7 € On, E; C S, und eine
Yo-Formel ¢ sei
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hZ g (x1,...,7,) das beziiglich der kanonischen Wohlordnung kleinste xo €
S; mit (S;, E;) = ¢(z;), falls ein solches existiert,

und
hﬁEi (1,...,2,) = 0, falls nicht.

Fir 7 € On mit p, € S; sei HY der Abschlu8 von S,, U {p,} unter allen
h? xns. a,ns, - Dann sind aufgrund der Definition der h7 g 4 g, die HY <
(S-, XNS, A, NS, {p,}). Sei MY die Transitivierung von H”. Definiere

B, ={M?| 1€ p(v) und p, € S;}, falls v < p(v),
B, ={0} x A, U{(1,p,)} sonst.

Lemma 4.1
B, C JX und (1%, B,) ist rudimentéir abgeschlossen.

Beweis: Ist v = p(v), so ist beides klar. Andernfalls zeige zuerst M* € JX
fir alle 7 € p(v) mit p, € S;. Sei 7 ein solches und 7" € p(v) — Lim, so dafl
XNS;, A,NS, € S, sind (rudimentére Abgeschlossenheit von (IS(V), A,)). Sei
n := sup(t' N Lim). Sei H der Abschlufl von o, U{p,, X NS;,S;, A, NS, n}
unter allen h%. Sei o : H = S die Transitivierung von H und o(n) = 7.
Ist dann n € S*, so ist S = Sy fiir ein 77 aufgrund der Kondensation von
L[X]. Tst n & S*, soist S = S3!" fiir ein 7 aufgrund der Bemerkung am
Ende von Abschnitt 2. Dabei sei S’§ " wie Sw nur mit X | 7 an Stelle
von X definiert. In beiden Fillen ist S € JX und es gibt in I, eine
Surjektion von «, U {o(p,),c(X N S;),0(S;),0(A, NS;), 77} auf S. Wire
also v < 7/, so wire v singuldr in J,fi . Das widerspricht aber der Definition
von B(v). Somit sind o(p,),0(X N S,),0(S;),0(4,NS;) € JX. Sei H” der
Abschlul von S,, U {o(p,)} unter allen hf(S-,),a(XﬂST),J(AVﬁST)’ Diese seien
wie die A7, nur mit ¢(S;) an Stelle von S, definiert. Dann ist HY <,
(0(S7),0(XNS;),0(A, NS, {o(p,)}) und MY ist die Transitivierung von
H?. Da v < p(v) und v eine Kardinalzahl in I, ist, ist JX = ZF~. Man
kann also die Transitivierung innerhalb von JX bilden. D.h. M¥ € JX.

Nun zur rudimentdren Abgeschlossenheit. Da die v = M N On mit
M € B, in v unbeschriankt sind, reicht es zu zeigen, dafl die Anfangsstiicke
der Folge B = {(y,M) | v = M N On,M € B,} Elemente von JX sind.
Da die Folge (HY | 7 < p(v)) beziiglich C aufsteigend ist, ist ein sol-
ches Anfangsstiick von der Form (MY | 7 < 7) mit v < p(v), und es gilt
Hy = HY. Dabei sei fiir 7 < v §; das kleinste n > 7 mit n € HY U {7},
Da 0, € HY <1 (S,,X NS, A, NS, {p}) ist, gilt (Hy )™ = HY. Sei
m: My — S, die Unkehrung der Transitivierung von A. Dann ist aufgrund
der ¥;-Elementaritét von 7 MY = M die Transitivierung von (H-15,)"".
Also ist (MY | 7 <) aus M, € JX definierbar. Fertig! O
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Lemma 4.2

Fiir z € J;' und y; € J2' sind dquivalent:

(i) x ist in <IS(V), A,) mit den Parametern y;, p, ¥;-definierbar.
(ii) x ist in (I9, B,) mit den Parametern y; 3;-definierbar.

Beweis: Fiir v = p(v) ist das klar. Anderenfalls sei zunéchst z in <I£(V), A,)
durch (32)¢(z, z, (y;, p,)) mit einer Xp-Formel ¢ eindeutig bestimmt. Das ist
dquivalent zu (37)(3z € S;)Y(z, z, (yi, pv)) und das wiederum zu (3I7)HY =
(32)U(z,z, (yi,py)). Day; € J& C HY gilt, werden die y; bei der Tran-
sitivierung nicht bewegt. Sei p das Bild von p, unter dieser. Dann defi-
niert (I7)M? E (32)¢¥(z, 2, (y;,p)) das z. Also wird es in (I°, B,) durch
(IM € B,)M = (32)Y(z, x, (y;, p)) definiert.

Sei nun z in (I?, B,) durch (32)¢(z,z,y;) mit einer Xo-Formel 1 definiert.
Das ist aber dquivalent zu (3v)(3B)(B € B und (I}, B) = (2, z,y;)). Da
B und die Modellbeziehung von (I3, B) iiber (I}, A,) i-definierbar sind,
ist damit die Behauptung klar. O

Satz 4.3

Sei H <, (I}, B,) fiir ein v € S und 7 : (I, B) — (I}, B,) die Umkehrung
der Transitivierung von H. Dann ist u € S und B = B,.

Beweis: Dazu setzt man 7 zuerst wie in Fortsetzungssatz 3.7 fort. Sei
M={z¢€ J/fgv) | 2 ist in (I}, A,) mit Parametern aus (rng(m)NJ2 ) U{p,}
¥.;-definierbar }.

Dann ist rng(m) = M N JX. Denn ist x € M N JX, so gibt es nach De-
finition von M y; € rng(7) N JZ, so daB x in (I}, A,) mit den Parame-
tern y; und p, Yi-definierbar ist. Also ist es nach Lemma 4.2 in (I%, B,)
mit den y; Xy-definierbar. Wegen y; € rng(m) N JY <y (I2,B,) ist da-
her z € rng(w). Ist umgekehrt @ € rng(rw), so ist es in (IY, B,) mit ei-
nem Parameter aus Jffu Yi-definierbar. Das folgt aus der Tatsache, daf
in (IS(U),A,,> jedes Element mit Parametern aus JX U {p,} ¥;-definierbar
ist. Also ist (IJ,B,) = 3y € JX)3i(z = hyp,(i,y)). Sei ¢; die Formel
Ji(x = hyp,(i,y)) und y € JX. Dann ist y = h,p,(j,z). Aber wegen
rng(r) <1 (I%,B,) bedeutet das y € rng(m). Und aufgrund von Lem-
ma 4.2 ist = in (IS(V),AZ,> mit den Parametern y und p, definierbar. Sei

W)

T <[2,A> — ([g(y),Al,> die Umkehrung der Transitivierung von M. Dann
ist 7 eine Fortsetzung von 7, weil M N JX ein €-Anfangsstiick von M und
rng(r) = M N JX ist. AuBerdem gibt es nach Satz 3.7 eine elementare Fort-
setzung 7 : Iy — Ig(), so daB p das (n(v) — 1)-te Projektum von Ig und
A der (n(v) — 1)-te Standardcode dazu ist. Sei 7(p) = p, und 7 () = .
Und es gilt 7(p) = v, falls v < B(v) ist. Denn aufgrund der Definition von
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py ist v € rng(m) und 7 ist eine Fortsetzung von w. Da « [ J¥ : JX — JX
Yi-elementar ist, werden Kardinalzahlen von Ji( auf welche von JX abge-
bildet. Angenommen es gibe eine Kardinalzahl 7 > « von Jff. Dann wére
7(7T) > «, eine Kardinalzahl von JX. Weil das ein Widerspruch ist, ist
a = «,. Also gilt auch o € S. Denn p ¢ Card. Uber I4 ist g niamlich
Ynw)-singulir. Aufgrund der Definition von M ist JX = h, alw x (a x {p})]
klar. Also gibt es eine iiber (I, A) ¥i-definierbare Abbildung von « konfinal
in p. Da aber p das (n(v) — 1)-te Projektum und A der (n(v) — 1)-te Code
dazu ist, ist diese Abbildung iiber Iz X,,-definierbar.

Andererseits ist p X,(,)—1-reguldr iiber I3, falls n(v) > 1 ist. Angenom-
men es gébe eine iiber Iz X, (,)_;-definierbare Funktion f und ein z € p, so
daf f[z] in p konfinal wire. D.h. es wiirde (Vy € p)(3z € z)(f(x) > y) in I
gelten. Uber I ist (32 € 2)(f(2) > y) Snw)_1. Also ist es S iiber (19, A).
Dann ist aber auch (Vy € p)(3z € z)(f(2) > y) X iiber (I7, A), falls pn < p
ist. Somit ist es X, iiber Iz. D.h. aber es wiirde das selbe fiir 7(z) in
I3, gelten. Das widerspricht der Definition von n(v)! Sei nun yx = p. Da
a die grofite Kardinalzahl in 7, ist, bekdme man dann mit f auch eine iiber
I3 ¥ ()—1-definierbare Surjektion von « auf p und damit von o auf 3. Das
widerspricht aber Lemma 3.9 und der Tatsache, da p das (n(v) —1)-te Pro-
jektum von [ ist. Falls n(v) = 1 ist, erhdlt man mit demselben Argument,
dafl 1 zumindest in /g regulér ist.

Die letzten beiden Absitze liefern 8 = F(u) und n(p) = n(v). Koénnen

wir jetzt auch noch p = p, zeigen, so sind wir fertig. Denn da 7 ¥;-elementar

ist, gilt T(h7 xns, a,ns, (7)) = h?(r),xmsﬁm,Amsﬂﬂ (x;) fiir alle 3;-Formeln ¢

und z; € S,.
Dal p = p, ist, kann man aber genauso zeigen wie (5) im Beweis des
Fortsetzungssatzes 3.7. O

Satz 4.4

Sei H <1 (I, B,) und A\ = sup(H Nv) fiir ein v € S. Dann ist A € S und
By N Ji( == B)\.

Beweis: Sei my : (I)), B,) — (I3, B, N J{) die Umkehrung der Transiti-
vierung von H und 7, : (I3, B, N JX) — (I, B,) die Identitit. Da L[X]
Kohérenz hat, sind mg und m; YXp-elementar. Nach Lemma 3.6 ist my sogar
Y1-elementar, weil es konfinal ist. Um By, = B, N J/{( zu beweisen, setzt
man 7o und m so zu 7o : (I, Au) — (Ip, A) und 7y : (1), A) — (1], A)
fort, dafl 1y ¥;-elementar und m; Yp-elementar ist. Dann weifl man aufgrund
des Fortsetzungssatzes, dafi p das (n(v) — 1)-te Projektum eines  und A
der (n(v) — 1)-te Standardcode dazu ist. Also gibt es eine X,(,)-elementare
Fortsetzung 7o : I3 — I3. Man kann also wieder das Argument aus Satz 4.3
anwenden, um zu zeigen, daf§ A {iber Iz ¥,(,)—; reguldr ist. Andererseits ist
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aber A als Supremum von H N On X, )-singulér iiber Ig. Daraus schliefit
man wie im Beweis von 4.3 auf By = B, N J5X.

Zuvor aber zu A € S. Da «, in <]2(V),AV) mit p, Yi-definierbar ist,
ist nach Lemma 4.2 a, € H <; (I°,B,). D.h. a, < A < v. Wegen
I, = (a, groBte Kardinalzahl) ist also A ¢ Card. AuBerdem ist «, die
grofite Kardinalzahl in I,. Denn wére 7 die nédchstgroflere, so wére 7 in I
mit «a,, Yi-definierbar und somit in H. Aufgrund der Y;-Elementaritit von
mo wire dann auch 7y '(7) > m;'(e,) = a, eine Kardinalzahl in I,. Das
widerpricht aber der Definition von «,. Daher ist A € S.

Aber nun zu By = B, N J{. Sei 7 = m om : (I}, B,) — (I), B,) und

e <]g(u)’ A) — (IS(V), A,) die im Beweis von Satz 4.3 konstruierte Fortset-

zung. Sei v = sup(rng(7)Nv). Dann ist 7/ = 71N (Jﬁgﬂ) X JX) <]2(u)’ A, —
(Ig,AV N JWX ) Yo-elementar aufgrund der Kohérenz von L[X] und konfi-
nal. Also ist @’ Xj-elementar. Sei H' = h, 4,nx[w X (J2 x {p,})] und
T (1), A) — <Ig(y),A,,) die Umkehrung der Transitivierung von H'. Dann
ist H =rng(7’) C H'. Seidazu z € rng(7') und z = 7'(y). Dann gibt es nach
Definition von p,, ein = € J und ein i € w mit y = Ay a, (4, (7, p,)). Auf-
grund der ;- Elementaritiit von 7/ gilt also z = h, 4,nux (z (7' (z), 7" (pu)))-

Aber @'(p,) = 7(p,) = p, und 7'(x) € Jw'(aﬂ) Jrr(a ) — JX

Auferdem gilt sup(H'Nv) = A. Denn wegen H C H' ist sup(H'Nv) > A.
Sei andererseits v € H' Nv, dh. & = hy 4,0y (3, (y, py)) fiir ein i € w und
ein y € J3 . Dann ist & durch (19, A, N J¥) ): (32)¢4(2, 2, (y, p,)) eindeutig
bestimmt. FEin solches z gibt es aber Schon in einem S, mit 7 < 7. Da
v = sup(rng(A) N v) ist, kann man ein solches 7 € rng(7) wihlen. Sei
7=7"1(r). Sei v = sup(l/ﬂH”) und ¥ = sup(pu N HY) Dayln]( y regulér
ist, gilt ¥ < v. Analog gilt ¥ < p. Aber natiirlich gilt 7(J) = 9. Also ist
x<19—7r(19)<3up( n]) = A

Aufgrund von Satz 3.7 setzt sich 7 : (I, A) — (I, A,) zu einer ¥,(,)_1-
elementaren Einbettung 7 : Ig — Ig,) fort, so dal p das (n(v) — 1)-te
Projektum von Iz und A der (n(v) — 1)- te Standardcode dazu ist. Sei 7y =
' o @ Dann ist o (19, Ay) — (I),A) Yg-elementar aufgrund der
Kohérenz von L[X] und konfinal. D.h. nach Lemma 3.6 ist es ¥;-elementar.
Wendet man also nochmal den Fortsetzungssatz an, so erhdlt man ein X,(,-
elementares 7o : Ig(,) — I3.

Wie in Satz 4.3 reicht es, § = B(A), n(v) = n(A), p = p(N), A = A,
und 7#71(p,) = px zu zeigen. Also miissen wir, falls n(v) > 1 ist, zeigen,
daB8 A ¥, (,)_1-regulér iiber I ist. Ist n(r) = 1, so reicht I = (A regulér).
Auflerdem mufl A ¥,,(,)-singulér iiber Ig sein. Fiir die Regularitét betrachte
man 7y und wie in Satz 4.3 das kleinste Gegenbeispiel x € ), falls ein solches
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existiert. Dieses ist dann wieder ¥,-definierbar und somit in rng(7y). Dann
hitte aber 7' (x) in I, dieselbe Eigenschaft. Widerspruch!

Da I, = (o, ist die groBte Kardinalzahl) ist, ist H' N v transitiv. Also
gilt H'Nv = A Dam : (I),A) — (I9,AN J¥) Yi-elementar und A C
H' = rng(#) ist, gilt also A = AN hyalw x (JX x {#7(p,)})]. D.h. es gibt
iiber (/,, A) eine ¥;-Abbildung von «, auf A. Diese ist dann aber iiber Iz
Yn(v)-definierbar und A ist X,,,y-singulér iiber /3.

DaB ;% (p,) = py ist, zeigt man wieder wie (5) im Beweis des Fortset-
zungssatzes 3.7. O

Das C, approximiert man durch Rekursion iiber w. Sei H,(0,7) = h, g, [w X
(JX x {p,})]. Definiere fiir k € w

sy(k,7) = sup(H,(k,7) Nv)

C,(k) ={sy(k,7) <v| 7€ Lim—{0}}

Ist C, (k) in v beschrinkt und nicht leer, so sei p, (k) = sup(C,(k)).
Hy(va) = hl/,By [W X (Jg( X {<p1/<0)7 Tt 7p1/(k - 1)>})]

Die Rekursion bricht also ab, wenn C, (k) in v unbeschriankt oder leer ist. Ist
es unbeschrinkt, so sei C, = C, (k). Ist aber C, (k) = 0, so ist H,(k,w) Nv
unbeschrakt in . Also ist die Menge der

sup(hy.s, [0 % (0<% {(p,(0), pu(1),....p(k — )Y} Nv)
unbeschrankt in v. Auflerdem ist sie natiirlich abgeschlossen, da sie keine
Limespunkte hat. Sei also das C, diese Menge, falls C,, (k) = () ist.

Satz 4.5
Fiir v € S ist ), abgeschlossen und unbeschrénkt in v.

Beweis: Falls es existiert, ist C, (k) fiir alle k € w und v € S abgeschlossen.
Denn offensichtlich ist die Folge (s, (k,7) | 7 < v) aufsteigend. Es reicht also
sup{s,(k,7) | 7 € Lim N A} = s,(k,\) fiir A\ € Lim? zu zeigen. Das ist
aber klar, da |J{H,(k,7) | 7 € Lim N A} gilt. Unser Satz gilt also, wenn die
Rekursion tatséchlich abbricht.

Sei dazu 7, das groBte 7, so daBl sup(H,(k,7) Nv) = p,(k) ist. Da C, (k)
abgeschlossen und beschriankt ist, gilt p,(k) € C,(k). Also gibt es ein 7
mit p,(k) = s,(k,7). Wie eben zeigt man, dafl auch die Menge dieser
abgeschlossen ist. Deshalb gibt es ein grofites. Ist die Folge der 75 echt
absteigend, so bricht die Rekursion ab. Denn es gibt keine echt absteigende
Ordinalzahlfolge der Linge w. Aber offensichtlich gilt 7, € H,(k + 1, 7).
Denn in dieser Hiille hat man auch p, (k) als Parameter zur Verfiigung. Also
ist auch 7, + 1 € H,(k + 1, 7). Somit ist H,(k + 1,7) N v nach Definition
von 7, in v unbeschréankt. Also ist 711 < 7. Fertig! O
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Satz 4.6
Sei v € S und p € Lim(C,). Dann ist p € S und C, = C, N p.
Beweis: Ist u € Lim(C,), so ist u = sup(H Nv) fir ein H <; (I, B,)
aufgrund der Definition der s, (k, 7). Also ist wegen Satz 4.4 u € S.

Fir C, = C, N p sei zunéchst p € C,(0). Dann ist g = 5,(0,7) mit
v € Lim — {0}. Also ist u = sup(H Nv) fiir ein H <; (I, B,). Somit
gilt aufgrund von Satz 4.4 (I}, B,) = (J;X, X | p,B, N JY). Daher ist

H,(0,7) = H,(0,7) fur alle 7 € (Lim — {O}) N~y. Also gllt p e C,(0) =
C,(0 ) C,(0 ) Np. Ist p € C,(1), so kann man mit dem Argument von eben
¢, (0)

= C,(0) zelgen Deshalb gilt p,(0) = p,(0), und wie oben beweist man
L 1) = C,(1) = Cy(1) N . Durch Induktion erhélt man p € C, (k)
= Cy(k) = C,(k) N p fur alle moglichen & € w. Ist nun p € Lim(C,) und
C, = Cy(k), dann ist C,(k) = C,(k) N p unbeschrénkt in pu. Deshalb ist
C,=Cuk)=C,(k)Np=C,Npund man ist fertig. O

Jetzt ist man mit dem Beweis von O, praktisch fertig. Denn sei S, = {v €
S | oo, = k}. Dann gilt fiir v € S, natiirlich otp(C,) < k nach Definition von
py. Ist also 7 :|k, kT[— S, die monotone Aufzihlung von S, durch |x, k™,
so ist (7 [Cry| — K | v € LimN|k, k7[) eine O,-Folge.

Bemerkung

Die Rekursion breche bei C,(k) ab. Sei C,(k) # 0, H <, (I2,C,) und
m: (I}),C) — (I}, C,) die Umkehrung der Transitivierung von H. Dann ist
p e Sund C = C,. Ist C, (k) = 0, so kann man die C,, entsprechend wéhlen.
Das ist die zentrale Idee des néchsten Abschnitts.
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Moraste

In diesem Abschnitt werde ich die noblen Moréste und Standardmoréste defi-
nieren. Es wird die angekiindigt Aquivalenz zwischen einem Standardmorast
und den Prinzipien Fiigsamkeit, Kondensation, Kohiirenz und S* = S3, ge-
zeigt.

Sei RCard die Menge der reguldren Kardinalzahlen.

Sei k > w reguliar und # < oco. Ein grober (k, 3)-Morast heifle ein nobler
(k, B)-Morast, wenn folgende Axiome gelten:

(MP)

Ist v € S — RCard"P! und £ € JP | so existiert foe,)-
(LP1)

Fir f:0=wvist| f|: (J2,Dy,) — (J,D,,) ¥i-elementar.
(LP2)

Fiir f: 7 = vsei A(f) = sup(f[7]) und A(§,v) = {\Mfpen) <V |G <v}
Ist dann f : o = v und f(£) = &, soist (f | JP) : (JP, Dy, A(&, D)) —
(JP.D,, A&, v)) Sg-elementar.

(CP1)

Fir ¢« < j < Aseien f; : v, = v und g;; : v; = v, so, daBl ¢;; = fj_lfi
gilt. Sei (g; | i < A) der transitive, direkte Limes des gerichteten Systems
(gij |1 < j < A)und hg; = f; fir alle ¢ < A. Dann sind g¢;, h € §.

(CP2) )
Sei f : v = v, v € Lim(S?*) und A = sup(f[r]). Ist dann fiir ein A
h - (Jf,l?) — (JP, D,) Yi-elementar mit rng(f | JP) C rng(h), so gibt
esein g: A= Amitg [J/{D:h.

(DP1)

Ist p, < pg,, so ist v unabhéngig.

57
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(DP2)

Sei K, = {up < oo | 7 = d(fipow) fiir ein § < v} Sei f: 0 = v,
v C7EC pup und f(7) = 7. Ist dann 7 € ST U S? unabhiingig, so ist
(f1J2): (J2, Do, K7) — (J2, D, , K;) ¥;-elementar.

(DP3)

Ist v &-abhéngig von 1 C v, 7€ ST, f: v = v, f(T) =7 und £ € rng(f), so
ist f7): 7 =71,

(SD)

{(f,T,ZL‘,f(O@T)(l'» | T <V, lr = ng € ‘],uDT?x € dom(f(ofﬂ'))}

U{<57$? f(O,&,l/)(x» ‘ ILLV = V’g e J;Z?x e dom(f(o’gvy))}

u(c nv?)
ist uniform iiber (J2, D,, D"} definierbar.
Damit ist die Definition der noblen Moréste abgeschlossen. Ich brauche aber
noch die Version von (CP2), in der v € Lim(S?) nicht vorausgesetzt wird:
(CP2)* B o
Sei f: v = vund A = sup(f[7]). Ist dann fiir ein A ko : (JP, D) — (J, D)
Yi-elementar mit rng(f | JP) C rng(h), so gibt es ein g : A = A mit
gl JP=nh.
In meinem Ansatz ist auch (CP2)* leicht zu erfiillen. Denn D ist relativ
unabhéngig von §. Jensen dagegen setzt D¥ =

{<577—7$7f(0,£,7)(x)> | TV, Uy = V,f € J;i?x € dOm(f(o,g,r))}

U{(&. 2, foem (@) | iy = v, € € J;) & € dom(foen))}
u(c nev?).
In diesem Fall ist es so gut wie unmdoglich (CP2)* zu erfiillen.
Meine Definition unterscheidet sich wieder in einigen Punkten von der bei
Jensen [1972/73]:

(i) Die schon bei den groben Morésten besprochene abweichende Definition
der Unabhéngigkeit, dal | f |: Jfg — JZ?V ist und daBl fig,) fiir alle v €
S — RCard"“P! existiert.

(ii) Statt (LP2) fordert Jensen, dal der Morast in seinem Sinne ordentlich ist,

und die Erhaltungseigenschaften fiir die sog. atomaren Abbildungen gelten.
Daraus folgt (LP2). Das ist §3, Lemma 11 (d) von Jensen [1972/73].

(iii) Bei ihm gilt in (DP2) sogar, da8 (f | =) : {(az, Da., K7) — (a;, D, , K;)
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(Q)-clementar ist. Das ist §3, Lemma 4 von Jensen [1972/73]. Das scheint mir
aber sehr stark und schwer zu erfiillen (vgl. Lemma 5.4).

Zuerst werde ich einen noblen Morast konstruieren. Sei also bis auf weiteres
L[X] fiigsam mit S* = S Kondensation und Kohirenz, so da§ Card“X! =
Card gilt.

Sei S = Lim und
v41 & v regularin [.

Sei
E = Lim — RCard“™,

Fir v € E sei

B(v) = das kleinste 3, so dafl es ein konfinales f : a — v € Def(Ig) mit
aCvV <vgibt

n(v) = das kleinste n > 1, so da8 ein solches f iiber Ig) ¥,-definierbar
ist.

p(v) = das (n(v) — 1)-te Projektum von Iz,

A, = der (n(v) — 1)-te Standardcode zu Ig,,)

v(v) = das n(v)-te Projektum von Ig,).
Um wie in Abschnitt 4 geeignete Parameter zu definieren, mufl man zwei
Fille unterscheiden. Fiir v € St — Card gibt es wie in Abschnitt 4 ein p, so
daB jedes = € ijy) in <I/?(V), A,) mit Parametern aus o, U {p} ¥;-definierbar
ist. Sei p, das kleinste solche.
Offensichtlich ist p, < p, flr v E 7 C p,,.
D.h. P, :={p, |vE7C p,, 7 € ST} ist endlich.
Sei nun v € E— S*. Nach Definition von §(v), gibt es in .J5 kein konfinales
fra—vmita Cv <v. Alsoist P(v x v) NSy (Ipw)) € T3, Wegen
Lemma 3.2 ist also PB(v) N V) (Ip)) € J3(,,- Somit ist nach Lemma 3.9
(3)

(V) <w.

Angenommen p(v) < v. Dann gébe es ein iiber I,y X,(,)-1-definierbares f
mit f[p(v)] = v. Das widerspricht aber der Definition von n(r). Also ist

v <pv).

Aus der ersten Ungleichung folgt mit Lemma 3.9 (1), da8 es eine iiber /g,
Sp()-definierbare Funktion f mit f[J;*] = J3,, gibt. Also gibt es ein p €
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Jo, 80 daB jedes x € J7,) in (I}, A,) mit Parametern aus v U {p} 3i-

definierbar ist. Sei p, das kleinste solche.

Sei
o = sup{a < v | hyoya,lw x (J5 x {p,})]Nv=a}.
Dann ist @ < v. Denn nach Definition von (v) existiert ein v/ < v und ein

pE Jp so daB hyua,[w x (JF x {p})] Nv in v konfinal ist. Aber p ist in

Py, A, [w x (JX x {p,,})] Also gibt es ein a < v, so daB h,q) 4, [w X (J X
{p,})] Nv in v konfinal ist. D.h. o < a < v.

Fir v € E sei f: 7 = v genau dann, wenn fiir ein f*

D f=wfr1rJd,.,v,
2) fr 1, — INV E n(v)-elementar,
ak, py, o P, €rng(f),

4)ve rng( ), falls v <y,

f(v) =
Dadurch ist § definiert.

Sei D = X.

(1) f
(2)
(3)
(4)
(5)

bt

Sei P minimal mit h}}ﬁ”)‘l(z’, P¥) =P, fiir ein i € w.
Sei a* minimal mit hZﬁV)_l(i, ayr) = aj, fiirein i € w.
v* =0, falls v = p(v)
v =, falls v < p(v).
Fiir 7 € On sei S; wie in Satz 1.11 definiert. Fiir 7 € On, E; C S; und eine
Yo-Formel ¢ sei

hZ g (21,...,7,) das beziiglich der kanonischen Wohlordnung kleinste z, €
S; mit (S;, E;) = o(x;), falls ein solches existiert,

und
hZ g (21,...,7,) = 0, falls nicht.

Fir 7 € On mit v*, o}, p,, o, Py € S; sei H,(a, 7) der Abschlufl von S, U
{v*,a;,p,,ar, Py} unter allen hY g 4 g . Dann sind aufgrund der Defini-
tionder hY g 4, g, die Hy(a,7) <1 (Sy, XNS,, A,NS {v*, o), pu, ik, Pr}).
Sei M, (a, 7) die Transitivierung von H,(«, 7). Definiere

B, = {Mu(avT) ‘ a <V, TE p(l/) und V*,Oé;,pl,,Oé:f/,P: € ST} fiir v < p(l/)’
B, ={0} x A, U{(1,v",a},p,, >, P})} sonst.
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Lemma 5.1

Fir v € E gilt:

(a) B, C J*

(b) (I%, B,) ist rudimentr abgeschlossen.

(¢) Fiir z € J;X und y; € J sind dquivalent:
() @ in (19,
(ii) « ist in (19, B,) mit den Parametern y; 3;-definierbar.

Sei 7 : (I}, B) — (I)), B,) ¥i-clementar.

A,) mit Parametern y;, v*, o, p,,, oy, Py Yh-definierbar

(d) Dann ist 4 € E und B = B,,.
e) Es gibt eine X;-elementare Fortsetzung 7’ : (Ig( )

(¢)
(f) Es gibt eine 3,,(,y-elementare Fortsetzung 7 : Iz — I3
(g) Sei H <y (I°, B,) und X\ = sup(HNv). Dannist A € F und By = B,NJy.

A,) — (1°

p(v)’

A).

Beweis:
(a), (b) wie Lemma 4.1.
(c) wie Lemma 4.2.

(d), (e), (f) wie Satz 4.3. Seien die Bezeichnungen wie dort. Dann mufl man
noch zeigen:

(1) p ist X,(,)-singulér iiber Ig
Sei A := sup(7[p]). Da A > o ist, gibt es ein v < A mit

sup(hyy.a,lo x (X x {g, )] Nv) = A

Und weil rng(m) in A konfinal ist, existiert ein solches v € rng(m). Sei
~v = m(¥). Aufgrund der ¥;-Elementariéit von 7 ist also 4 < p, und es gilt
mit 7(q) = g, fiir jedes n < u

(Ip, A) = (Fz € J5)F)hpa(i, (2, p)) > .

Somit ist A, alw x (JX % {q})] in p konfinal,
(2) Sei m(a) = a;. Dann ist a = .

Denn aufgrund der >;-Elementaritéit von 7 gilt mit 7(q) = g, fiir alle a € p

ho.alw x (I3 x gDl N =a & hypyalw x (T3 x {ah)] Ny =7(a).

(g) wie Satz 4.4. Denn o} = a;. Das sieht man, da mo(a}) = a; € rng(m)
ist, wie in (2). O



62 5. MORASTE

Lemma 5.2
Sei v € E und A(§,v) = {sup(h,p,[w x (JFf x {£})]Nv) <v| B € LimNv}.
Sei ) < vund 7 : (I, B) — (I, B,) ¥-elementar. Dann ist A(§, 7)N# € JX
und 7(A(€,7) N 7)) = A&, v)Na(n).
Beweis:
(1) Sei A € A(&,v). Dann ist A(§,A) = A&, v)NA
Sei 3y minimal mit
sup(hy,p,[w x (JF x {&})] Nv) = A
Dann gilt nach Lemma 5.1 (g) fiir alle 8 < 3
hosylw x (T3 < {&})] = b, [w x (T3 x {&})]
und fiir alle 5, < 3
hosylw x (g, x {E1)] € hap,[w x (5 x {€})]
C hup,lw x (J5 < {&})]-
Also ist A(§,\) = A&, v)NA
(2) A(E,p)Np € JX
Sei A := sup(A(§, 7)N7+1). Dann ist nach (1) A(E, 17)077—1—1 = A(
Aber A(€, \) ist iiber I55) definierbar. Da S(X) < 7 ist, ist A(€, v
JX
(3) Sei sup(hy, g, [w x (J5 x {€})]) < 7 und 7(5) = B. Dann ist
(el o ¢ (5  469)19) = supli o x (5 (€] ).
Sei A = sup(hyp,[w ¥ (JX x {€})] Nv). Dann ist (I, B;) E —(3\ <
0)(3i € w)(3& < B)(O = hy.p, (i, (&,€))). Alsoist (I%, B,) = =(3\ < 6)(Fi €
w)(3& < B)( = hup, (i, (&, ¢))) mit w(A) = A D.h. sup(hyp,[w x (J5 x
{EH]Nv) < A Aber (m | JX) : (I2, Bs) — (I3, B)) ist elementar. Also ist
mit (I3, By) |= (V) (3¢ € B)(En € w)(y < hy gy (1, (&, €))) auch (I3, By) |=
(Vn)(3& € B)(Fn € w)(n < hap,(n,{&,E))). Aber wegen Lemma 5.1 (g)
ist hag,[w X (J5° X {E})] C hyp,lw x (JF x {€})]. D.h. es ist tatsichlich
A = sup(hy, g, [w % (Jé( x {&H)] Nv).
(4) 7(A(&7) N i) = A& v) N7 ()
Fiir A € A(§, D) ist
T(A(E,7)NA)
nach (1)
= m(A(£, )

wegen Xi-Elementaritit von m

= A&, 7m(N)

&N U{A}
)Nin+1e
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wegen (1) und (3)
= A&, v)N7(N).
Ist also 7A(§, v) in v konfinal, so ist man fertig. Gibt es dagegen A=
maz(A(§, 7)), so ist nach (1) und (2) A(§,7) € JX und es reicht 7(A(€, 7)) =

A(&,v) zu zeigen. Sei dazu § maximal mit A = sup(hy g, [w X (Jé( x {EH]ND).

D.h. hpp,|w X (Jéil x {€})] ist konfinal in 7. Da w[hyp,[w X (Jgil X

{EV] C hup,[w x (JF; x {€})] mit 7(3) = § ist, ist also sup(rng(m) Nv) <
sup(hy,p, [w x (Jg, x {€})] Nv). Somit ist in der Tat 7(A(§, 7)) = A(E,v).
U

Lemma 5.3

Seive E, H =<y (I),B,) und A = sup(H Nv). Sei h: I{ — I} ¥;-elementar
mit H C rng(h). Dannist A € £ und h : (I3, Bx) — (I3, By) Xi-elementar.

Beweis: Nach Lemma 5.1 (g) ist By = B, N Jy. Also reicht es nach
Lemma 5.1 (d) rng(h) <1 (I),B)) zu zeigen. Seien z; € rng(h) und
(IY, B\) E (32)¢(z,x;) fiir eine Yg-Formel 1. Dann ist zu zeigen, daB ein
z € rng(h) mit (I, B\) = ¥(z, ;) existiert. Da A\ = sup(H Nv) ist, gibt es
ein n € H N Lim mit (1), Bx N J*) = (32)¢(2, 7). Und weil H <, (I, B,)
ist, gilt (1), Bx N J;*) € H C rng(h). Also gilt, weil rng(h) <1 I} ist, auch

rng(h) | (I}, BxN JY) b= (32)0(2, 7).

Somit gibt es ein z € rng(h) mit (I}, Bx N J,X) = ¢(z,2;). D.h. (I3, B)) =
¥(z,x;), was zu zeigen war. O
Lemma 5.4
Sei f:v=v, P CTLC u, und f(7) = 7. Ist dann 7 € ST U S? unabhiingig,
soist (f ] JOZ) : <J£,Da?,f(}) — <J£,DQT,KT> Y;-elementar.
Beweis: Ist T = uz < pp, so gilt die Behauptung, da | f |2 I, — 1, ¥i-
elementar ist. Ist p, = p, und n(r) = n(v), so ist P, C P,. D.h. 7 ist von v
abhéngig. Somit ist 7 nicht unabhéngig (siehe (7) im Beweis von Satz 2.9).
Sei also p := iy = 1, n:=n(7) < n(v) und 7 € ST US? unabhiingig. Dann
ist aufgrund der Definition der Parameter o, das n-te Projektum von pu.
Sei
Vg = crit(fg o)) < ar

fiir ein ( und

Hp := die X¥,-Hiille von U P, U{aj, 7} in [,
D.h. Hg = hillw x (J§ x {aj,, 7, P/})] mit

b N
a, := minimal mit A};(, o) = o fiir ein i € w
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P := minimal mit A}, (i, P)) = P, fiir ein i € w
7' = minimal mit A (i, 7") = 7 fiir ein i € w (bzw. 7" := 0 fiir 7 = p).
Denn die Standardparameter sind in P;.

Zunéchst ist Hg iiber I, mit den Parametern {3, 7, a;} U P, ¥,-definierbar.
Sei

p = a, = das n-te Projektum von p

A := der n-te Standardcode zu p

p = (a,, T, P]).
Also ist Hg N JX iiber (I), A) mit den Parametern 3 und p Yo-definierbar.
(Feinstrukturtheorie!)

Und 73 ist definiert durch
V8 & Hg und (V6 € 5)(0 € Hp).

D.h. auch 3 ist iiber <Ir?’ A) mit den Parametern § und p ¥-definierbar.

Sei fo == fipon fir ein B, 7 = d(fo) < a; und v = crit(fy) < o,. Sei
fi = frr), 1= d(f1) < a; und 6 = crit(fi) < o,. Dann ist pz der
direkte Nachfolger von pz, in K. Also ist fg,7) = idz. D.h. fiir das
minimale 7 € ST U S mit v < n C § gilt p, = p,. Somit ist

W e K=K, — (Lim(K,)U{min(K,)})
=
(38,7, 0,m) (v = s und § = yy541)
und n € ST U S? minimal mit v <n C § und ' = )
D.h. K ist iiber (1), A) ¥j-definierbar mit Parameter p

Betrachte nun () , K.) = ¢(z) mit einer ¥;-Formel ¢. Dann gilt, da K in
o, unbeschrankt ist,

(12, K-) = o(2)

=

(FN(y € KF und (I3, Ky) = ().

Also ist (I3, K;) |= ¢(x) iiber (I, A) ¥1 mit dem Parameter p, bzw. iiber
I, ¥, mit den Parametern o, 7, P.. Da aber n = n(1) < n(v) ist,
ist f mindestens X, ;-elementar. Auflerdem ist f(al) = of, f(7) = 7,
f(P:) = P.. Also gilt fir € rng(f) (I, K7) | o(f'(x)) genau dann,
wenn (I | K.) = p(z) ist. O
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Satz 5.5

Sei L[X] fiigsam mit S* = 52, , Kondensation und Koh#renz, so dafi Card“] =
Card ist. Dann gibt es einen noblen (wy, co)-Morast, der (CP2)* erfiillt.
Beweis: Dazu mufl man noch die Axiome nachpriifen. Das | f¢,) | ist die
Umkehrung der Transitivierung von hp”[w x {€*,v*, a, ar*, Pr}<?]. Dabei
sei &* minimal mit hZﬁ”)‘l(i,g*) = ¢. Also gilt (MP). Das Axiom (LP2) ist
Lemma 5.2, (CP2)* folgt aus Lemma 5.3 und (DP2) entpricht Lemma 5.4.
Die {ibrigen Axiome beweist man wie in Satz 2.9. O

Sei nun ein nobler Morast mit (CP2)* gegeben.

In noblen Morésten spielen die
G, ={Af) <v|f=v}

eine wichtige Rolle. Zur Analyse dieser Mengen benutzt Jensen in §4 von
[1972/73] eine Konstruktion wie in Abschnitt 4, die ich in Lemma 5.6 bis
5.12 wiedergebe.

Mit den C), sind eng folgende Parameter verkniipft:
Definiere rekursiv

¢,(0) =0

¢ (k +1) = maz(Ag;,v))

a0 = (3,(0), ..., q(k)),

solange maxz(A(q¥, v)) existiert. Wie in Satz 4.5 zeigt man, dafl diese Rekur-
sion abbricht. D.h. es gibt ein k,, so dafl entweder

AMgr,v) =10
oder

A(g",v) in v unbeschrinkt ist.
Setze q, == ¢".
Lemma 5.6
Sei f:v=v,&€rng(f) und A = A(f). Dann ist A(§,v) N A= A(E,N).
Beweis: Sei f(£) = £ Dann ist einerseits (f | J2) : (JP, Dy, A€, D)) —
(JP D,, A&, v)) nach (LP2) Yg-elementar. D.h. auch

(*) (f T JP) : (JP, Dy, A&, D)) — (JP, Dy, A(&,v) N A\) Sg-elementar.
Andererseits ist nach (CP2)* und (LP2) auch

(x%) (f T JP) : (JP, Dy, A€, 0)) — (JP, Dy, A(€,\)) Bo-elementar.
Unterscheide nun drei Félle:

(1) A&, 7) =0
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Dann ist wegen (x) A(&,v) N A = 0 und wegen (xx) A(,\) = 0. Fertig!
(2) 7 := max(A(€, 7)) existiert
Sei f(n) =n. Dann ist wegen () und ()
n =max(A(§,v) N A) = maz(A(E,N)).
Wegen (CP2)* gilt auflerdem
z € A& ) & o€ A& 7) U {n}.
Also gilt wegen (x)
re A v)NA ez e A n) U{nt

und wegen ()

P EAEN) 2 e A U {n).
Fertig!
(3) A(€, D) ist in ¥ unbeschriinkt
Dann ist wegen (x) A({, ) N A in A unbeschrankt. Also ist A € A(,v), weil
A(&,v) abgeschlossen ist. Wegen (CP2)* ist daher A({, ) = A(&,v)NA. O
Lemma 5.7
Sei f:v=v.
(a) Ist ¢ € rng(f), so ist f(q5) = q;.
(b) Ist f konfinal, so ist f(gz) = qy-
Beweis:

(a) Das beweist man durch Induktion {iber k, indem man (LP2) benutzt, um
f(maz(A(&, 7)) = maz (A&, v)) fiir max(A(E,v)) € rng(f) zu zeigen.

ie (a). Aufgrund der Konfinalitat von f ist ¢ stets in rng(f).
b) W Auf; d der Konfinal f k f

Lemma 5.8
Fir A € C, ist A € A(qy, V).

Beweis: Da A € C, ist, ist nach Lemma 5.7 (b) ¢\ € rng(f) fiir ein f :
v = v. D.h. nach Lemma 5.6, da8 A(gx,v) N A = A(ga, A) ist. Aufgrund der
Definition von g, existiert daher maxz(A(gy, ¥)NA) nicht. Ist aber A(gy,v)NA
in A unbeschrénkt, so ist A € A(gy,v) aufgrund der Abgeschlossenheit von
A(gx,v). Sei also A(gy,v) N A = (. Dann ist aber A = A(f(o,4,)). Denn
A fo.000)) = A, weil sonst A(gx, v) N A # 0 wire. Und A(fo,q,,0)) < A, weil
namlich A € C, ist. D.h. nach Lemma 5.7 (b) ist ¢, € rng(f) fir ein
[ 7= wv. Aber dann ist Tng(fo,q,)) € rng(f). O
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Lemma 5.9
Sei p € C, N A mit p > gy. Dann ist gy ein Anfangsstiick von g,,.

Bewelis:

6p(k) = maz(A(qy, p) = maz(A(gy, v) N p),
solange diese Maxima existieren. Denn p € C,. Also ist nach Lemma 5.7 (b)
qb € rng(f) fir ein f : ¥ = v. D.h. nach Lemma 5.6, daB A(¢},v) Np =
A(qk, p) ist. Entsprechend ist

(k) = maz(A(gy, \)) = maz(A(q}, v) N A) = maz(A(gs, v) N p),
solange diese Maxima existieren. Denn ¢, < p < A. Aus diesen beiden
Gleichungen folgt die Behauptung durch Induktion. O

Lemma 5.10
C, ist abgeschlossen.

Beweis: Sei A € Lim(C,). Betrachte die Folge (g, | p € C, N A). Nach
Lemma 5.9 gibt es ein py € C,NA, so daBl g, = gq,, ist fiir alle py < p € C,NA.
Nach Lemma 5.8 ist also p € A(g,,, V) fur alle py < p € C,NA. Aber A(g,,, V)
ist abgeschlossen. Somit ist A € A(g,,,v) C C,. O

Lemma 5.11

Fir A e C, ist C, = C, N A.

Beweis durch Induktion iiber A und v. Sei die Behauptung fiir alle p < A
und p < v bereits bewiesen. Nach Lemma 5.8 ist A(gx, A) = A(gy, v)NA. Fiir
alle p € A(gy, ) ist also p € C,NC). Somit ist nach Induktionsvoraussetzung
CyNp=C,Np=C,. Ist daher A(gy, A) in X unbeschrinkt, so ist man fertig.
Ist A(gx, \) = 0, so ist nach Lemma 5.9 (C, N A) — (ga(kx) + 1) = (. Denn
angenommen (C, N A) — (ga(ky) + 1) # 0. Sei p = min(C, — (ga(kx) + 1)).
Dann ist nach Lemma 5.9 ¢, = ¢y. Also wire p € A(qx, A). Widerspruch!
Somit ist (C, NA) — (ga(kx) + 1) = Cx — (gx(ky) + 1) = 0. Ist gr(ky) =0, so
sind wir fertig. Ist gx(ky) # 0, so ist ¢\(ky) = maz(Cy) = maz(C, N A) Aber
C)\ N q,\(kA) = Cl, N Q)\(k')\) = qu(k)\ Also ist C)\ = C N O

Lemma 5.12

Sei f: v = v. Dannist (f | JP) : (JP D,,C;) — (JP,D,,C,) Zo-
elementar.

Beweis: Zeige f(Cy N'1) = C, N f(n) fiir alle § < v. Wegen (LP1) gilt
f(ConA) = f(Cy) = Cy = C,n f(A) fir alle A € C;. Ist also Cy in 17
konfinal, so sind wir fertig. Ist es das nicht, so ist f(¢z) = ¢, Ist gz (ks) =
dann ist A(0,7) = A(0,v) = 0, so daB C; = C, = 0 ist. Ist gz(ks) #

so braucht man f(maz(C;)) = maz(C,). Aber max(C;) = ¢»(ks) und
max(C,) = q,(k,). O
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Ein Standardmorast wird wie im groben Fall ein Morast sein, bei dem (SD)
auf eine bestimmte Art erfillt wird. Zunéchst mochte ich statt (SD) eine
schwache Definierbarkeit (WD) voraussetzen.

(WD)
Ist fiop) = id, fiir ein v € S? und n € Jﬁ, S0 ist

{(& z. foen(@) | €€ 2 0 € dom(foen)}
uniform iiber (J2, Dy, , D*) definierbar.

Analog zum groben Fall wird ein Axiom (SP) die f = v mit den f = p, in
Beziehung setzen. In (SP) spiegelt sich die Feinstruktur wider.

Definiere rekursiv fiir 1 < n € w:
f (1ﬁ,g,u) = [ (B:£v)
7(n,v) = das minimale 7 € S° U ST U 52, so daB fiir ein £ € J£
fina.”é"y) = Zdl/

¢(n,v) = das minimale & € J,ﬁ mit f&f(n,y),ﬁ,u) =id,

K) = {d(f(ng,g(n,y),y)) < Qo) | B <V}
f = v genau dann, wenn f = v und fiir alle 1 < m <n

rng(f) ﬂ Jc?f(mﬂy) -<1 <J04D7_(m,y)7 O‘T(m,u)’ chn>
§(m,v) € rng(f)
ftyy = das minimale f =, v mit u C rng(f)
vy = Tiuierw)
fiv=pv:e f=,vund f:v=v.
Sei
n, = das kleinste n mit f(nv&uu) konfinal in v fiir ein £ € Jﬁ, yCv
&, = das kleinste £ mit f&u,é,uu) =id,.
Sei
af =q firve St

aj, = sup{a <v [ B(fire, ) = o} fir v ¢ ST

Sei P, . ={& |vC7C 7€ STHU{E )

(SP)

Fiir alle v € S — RCard"P! mit v C p, und € € qu ist

f(O,E,V) = f(T(L)Ij(g,l/,aﬁ,Pﬁ,uu)'
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Das ist eine Art Umkehrung von (DP2) und (DP3).

Damit die Konstruktion der f&u) nicht abbricht braucht man
(DP3)*

Fiir v € S? und 1 < n € w gilt:

(a) Ist flor 60y = id, mit 7 € STUS® und 7 C v, so ist i, = p,.

(b) Ist 3 < atr(n,), so ist auch d(fglﬁf(n’y),y)) < Qr(ny)-

Auflerdem fordere ich als Ergénzung zu (CP2):
(CP3)

Sei v € S — RCard“P! und C, = {\(f) < v | f = v} in v unbeschrinkt.
Dann ist fiir alle £ € ny

rng(foew) = J{rng(foen) | A € G}

Ein Struktur, die auier (SD) alle Axiome eines noblen (w;, 00)-Morasts erfiillt,
sei ein Standardmorast, wenn sie zusatzlich (CP2)*, (DP3)*, (SP), S = Lim
und

v <7 = v reguldr in JP
erfiillt, und es Funktionen o, fir v € S? und & € JP gibt, so daB gilt:
(A)
o(eww] = rng(foewm)
(B) vgl. (CP1)
Ist f:7=vund f(£) =¢, so ist Oew) = fo0@En-
(C) vel. (CP3)
Ist C, in v unbeschréinkt, so ist o) = U{oer | A € C,, & € JP}.
(D) vgl. (WD)
Ist fio,e,) = id, fiir ein £ € JP | 50 ist

{<ia nv 0(77,11)(7;» ‘ 77 € JzP?Z € dom(a(n»l/))}

uniform iiber (J2, Dy, , D*) definierbar.

(E)
Ist C, in v unbeschrankt, so ist D¥ = C,. Ist es beschriankt, so ist DV =
{{i,0q,) (1)) | i € dom(o(g, 1)) }-
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Satz 5.13

Sei L[X] fiigsam mit S* = 52, | Kondensation und Kohirenz, so dal Card“X! =
Card ist. Dann gibt es einen Standardmorast.

Beweis: Sei (S, <, §, X) der Morast aus Satz 5.5. Definiere

o(en (i) = W (i, (€, b, p)).

Sei damit D wie in der Definition vom Standardmorésten definiert. Dann
gilt:

(1) D¥ ist iiber (JX, X | v, X,) uniform definierbar.

(2) X, ist iiber (JP, D,, D") uniform definierbar.
(1) ist klar. Fiir (2) sei zunéchst v € S? mit fo,, ) = id,. Da die Menge
{i]own() e X,}iber (J;, X [ v, X,) mit den Parameter p,, &, ¢, Zne)-
definierbar ist, gibt es ein j € w, so daf

O(g)((i, 7)) existiert & o, (1) € X,.

Damit gilt
X, = {U(qu,u)(i) | (i,7) € dom(a(qy,u))}-

Somit gibt es im Fall, dafl fo 4, ) = id, ist, eine geeignete Definition von X,,.

Sei v € 5%, foq.) @ V= v konfinal und f(q) = ¢,. Dann ist f g = idy.
Und nach Lemma 5.7 (b) ist ¢ = g. Ist daher 7 = v, so ist fio4,.) = id,.
Sei also 7 < v. Dann ist f(ogq,,.) (%) = y definiert durch: Es gibt ein 7 < v,
so daB fiir alle r, s € w

U(qp,f/)(r) < J(qa,f/)(s) < O(qyv) (r) < U(qu,V)(S)
gilt und fiir alle z € JX ein s € w mit
= U(QD,D)(S>
existiert und es ein s € w mit
O (8) =T & 034, (5) =y

gibt.
Und da (JX, X,) rudimentér abgeschlossen ist, ist

X, = U (Xo ) [ < ).
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Ist schlieBlich v € S? und f(o4,,) In v nicht konfinal, so ist C, in v unbe-
schrankt und

X, =J{xalrea}.
Denn L[X] hat Kohérenz.

Also gilt (2). Daraus folgt (D).
Wegen (1) und (2) ist JX = J2 fiir alle v € Lim und fiir alle H C JX = JP
gilt

H'<1 <J3(7X [V><:>H'<1 <J1/D7D1/>

Also ist (S, <,§, D) ein nobler Morast. Insbesondere gilt auch (CP2)*, wo
H <, (JP D,) in der Voraussetzung auftritt (vgl. Lemma 5.3).

(C)

Seix € JX, i € wund y = h,p,(i,2). Da C, in v unbeschrénkt ist, gibt

v )

es ein A € C, mit z,y € J¥. Nach Lemma 5.1 (g) ist By = B, N Jy.
Also ist y = hyp,(i,2). Aber B, = {0} x A, U {(Ll,a},p,)} und By =
{0} x Ay U{(L,a5,px)}

(SP)

Sei p = i, k:=n(u) und

m(n, 5,€) := die Umkehrung der Transitivierung von
hy ' w x (5 x o, oy, €359

Dabei sei
£* := minimal mit hﬁ*"‘l(i, ) =¢ fireini € w
p;, = minimal mit h,’j“‘l(i,p;;) =p, fireiniew
kk

— MmN 3 k4n—1(; %%\ _ % £ I
" = minimal mit A (4,a) = o, fiir ein i € w.

Zeige durch Induktion fiir alle n € w
| Ji2 . 1= w0, 8,9).

Fiir n = 0 gilt das nach Definition von f(lﬁ@u = fip,ep)- Sei also | Fihem |=
m(m—1,3,¢) fir alle 1 < m < n bereits bewiesen. Dann ist nach Definition
von 7(m, )
Qr(m,u) = das (K +m — 1)-te Projektum von p.
Sei w(n,3,€) : Iy — 1,. Dann ist {(m, pu) = w(n,3,£)E(m, i) fir alle 1 <
m < n. Das zeigt man wie in (8) im Beweis von Satz 2.9:
Sei m:=m(n, 3,€), & == 1 argmu Nrng(m)], p = n(a)
7 := minimal mit A" 2(i, 1) = p, fiir ein i € w
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o/ := minimal mit 2" %(4, ') = o fiir ein i € w
p := der (k +m — 1)-te Standardparameter von p

und 7(7) = r, 7(p) = p, 7(@) = o'. Sei £ := &(m,ji). Dann ist p =
hp i (2,6, 7, &) fiir ein @ € JX. Denn o = Qy(mp). Also ist p =
hET (i (2, €, o)) mit w(Z) = 2 und w(€) = €. D.h. hEFHwx (T2

{, 1, EF<9)] = Ji( nach Definition von p. D.h. £(m,u) < & Angenom-

]
men &(m,pu) < & Dann wiirde I, = (I < §)(Fi € w)(Fr € J))(§ =

hff’”il i, (x,n,r,a’)) gelten. Also gilt auch I; = (In < §)(Fi € w)(Fx €
JX)E = hpt™ =1 (i, (2, n,7,@')). Das widerspricht aber der Definition von

Alsoist firalle1 <m <n

§(m, p) € rng(w(n, 5,§)).

Auflerdem ist fiir alle 8 < ar(m )

d<f(rg»£(muu)hu‘)) < aT(mvﬂ)'

Betrachte 7 := 7(m —1,3,§) =| f(5 ¢, | mit £ = {(m, p). Dann ist 7 : I; —
I, die Umkehrung der Transitivierung von hit™ !w x (8 x {& o/, r}<¥)]
mit

r:= minimal mit Ayt 2(i,7) = p, fiir ein i € w

o/ := minimal mit 2" 2(i, /) = o fiir ein 7 € w.
Und es gilt 27" Hw x (8 x {&, &, 7}<)] = JX mit 7(€) = & (@) = of
und 7(7) = r. Angenommen &, ) < fi < p. Dann gébe es iiber I; eine
Surjektion von 3 < ar(m,) auf argy . Das widerspricht der Tatsache, dafl
Qr(m,) 10 I, eine Kardinalzahl ist. Ist i = p, so ist bereits f{g’gm = id,,.
Das widerspricht der Minimalitét von 7(m, u).

Wegen &(m, p) € rng(m(n, 3,€)) kann man also wie in Lemma 5.4

D D m
rng(w(n, 3,8) Ny . <1 (J Do K1)

r(m,p)’

fiir alle 1 < m < n zeigen.

Bleibt die Minimalitidt zu zeigen. Sei dazu f = p mit S U {£} C rng(f), so
daB firallel <m <n

rng(f) N JP <y (JP D K

O (m, ) O (m,p)? AT (mop)? TR

§(m, p) € rng(f)
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gilt. Zeige, dafl f X, ,-elementar ist und die ersten Standardparameter bis
einschlielich des (k+n — 1)-ten in rng(f) liegen. Das reicht, denn 7(n, 3, £)
ist das minimale solche.
Sei pit™ der (k 4 m)-te Standardparameter von .
Zeige durch Induktion iiber 0 < m <n

f ist Xgi-elementar

Pps -0 € rng(f).
Fiir m = 0 ist das wegen f = p klar. Sei es also fiir m < n bereits bewiesen.
Dann sei a 1= argny1y) und @ = fHanrng(f)]. Betrachte m := (f |
JD) : (JL, Ds, K) — (J2, Do, K?™"). Konstruiere eine ¥, 1-elementare
Fortsetzung 7 von 7. Dazu seien

18 = I3 etmerimm
w(B) = d(fs)

H = J{fslrng(r) N 5] | 5 < a}.

Dann ist HNJY = rng(r). Denn rng(w) € HNJY ist klar, da fs | J§ =id |
J7 ist. Seialsoy € HNJY. D.h. y = fs(x) fiir ein 2 € rng(7) und ein § < a.
Sei K+' = K™ — Lim(K™") und 8(n) = sup{B | f{5tmprmm 7 idn}-
Dann gilt

(T2, Do K b= (B) (3 € K )y = FE 0 (@) € JB)
Da rng(n) <1 (JD, Do, K]t ist, ist also mit « € rng(m) auch y =

Fttmet . (@) € rng(m) fiir ein solches n. Weil aber y = fiit, ., (x) €

T I8t gilt fa() = fiat i, (@) € rng().
Zeige H <jym+1 1,. Da fggzl = 7m(m, B,§) ist, ist arpmy1,) das (B +m)-
te Projektum von pu. Wie in (8) im Beweis von Satz 2.9 kann man zeigen,

daB der (k + m)-te Standardparameter pi*™ von p in rng(fs) ist. Sei nun
I, = (3z)p(x,vy, pu, - ,pi‘f“m) mit einer Hk+m—Formel pund y € HN JP.
Da die fg Yitm-elementar sind, gilt

i b= Go)p(wy.py o) & 3y € K Ba) Iy 1= ol g0l o0y ™).

Da rng(m) <1 (J2, Dq, K™ ist, ist also auch

rng(m) = (3y € KZL”JFI)(EIx)([7 E o(z, y,pi, o ,p,'frm)).

Somit gibt es ein solches x in rng(r) und damit in H.
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Sei 7 die Umkehrung der Transitivierung von H. Dann ist 7 ¥y ,,-elementar
und da pi,...,pﬁ*m fir alle 8 < « in rng(fs) sind, gilt pL,...,pffm €
rng(w) = H. Auflerdem gilt nach Induktionsvoraussetzung, dafl f . ,-
elementar ist und pj,,...,pi"" ! € rng(f) sind. Wieder wie in (8) im Be-
weis von Satz 2.9 kann man mit £(m + 1,u) € rng(f) zeigen, dafl auch
pit™ e rng(f) ist. Da & und f aber auch auf dem (k + m)-ten Projektum
iibereinstimmen, gilt ™ = f.

Aus | fH” |= m(n, ,€) folgt (SP), denn fur alle v C 7 C p, mit 7 € S
bzw. T =v gilt:

pr € rng(m(n, 3,§)) & & € rng(r(n, 5,5)).

Das zeigt man wieder wie in (8) im Beweis von Satz 2.9.

(DP3)*

(a) ist klar.

(b) wurde bereits bei (SP) mitbewiesen.

Die iibrigen Eigenschaften eines Standardmorastes folgen direkt aus der Kon-
struktion. O

Lemma 5.14

Sei ein Standardmorast, der (SD) erfiillt, gegeben. Setze a;(q,) = p, und
£(0,v) = 0 fiir alle v. Dann gilt fiir alle 0 < n und v € S%

() Sei f LD Spg1 U, @ 1= Qpgnyy) und @ = fHa N rng(f)]. Dann gilt

(ii) Ist f U =41 v, dann gilt f(£(n,v)) = &(n,v).

(iii) Sei f : ¥ =, v und K = f71K" Nrng(f)]. Dann ist K = K2.
(iv) Sind f, g =n11 v und rng(f) C rng(g), so ist g~' f =n11 d(g).
(v) Fiir u C J existiert fif).

(

vi) Fiiralle 3 < vund § € J, D st f"+1 uniform definierbar iiber (J2, D,,, D).

Beweis durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 gelten (i) bis (v) aufgrund der
Morastaxiome.

(vi) Die Tng(f(ogy)) sind aufgrund von (SD) tiber (JD D,,, D") uniform de-
finierbar. Wie in Beweis von Lemma 2.6 gilt rng(f} Bew) = U{rng( fomm) |
n € (BU{EH)<“}. Und fl,,(x) =y berechnet man durch: Es gibt ein v
und ein &, so daf fiir alle n € <%

d(fo,im8.) = A fo,me0))
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gilt und fiir alle t € JP ein n € $<* existiert mit

t € rng(fio,me.9)

und ein z und ein n € < existiert mit

fo.men(2) =2 fomen(z) =y

Seien (i) bis (vi) nun fiir alle 0 < m < n bereits bewiesen.

() Sei B'(E.v) = (Bl < oy | 7 < ¥} = {6 < aruny | B ¢
rng(flsen)} Sei f(§) = &(n,v), B = B"({,v) und B := f~[BNrag(f)].
Dann gilt nach (iv) der Induktionsvoraussetzung fo f{%p) = f&,j) fir u C Jlﬁ
und u = f[a] (vgl. Lemma 2.7b). Ist also f(3) = 5 € rng(fs.emum)w)), SO
ist 8 € rng(fsep). Demn § = B N rng(f)]. Und ist f(B) = B ¢&
g (femp)w)), 50 ist B & mng(fze ). D.h. insgesamt ist B = B"({, 7).
Nach (DP3)*(b) und (iv) der Induktionsvoraussetzung ist B"({(n,v),v) =
U{B"(&(n,n),n) | n € K]'}. Nun ist aber B"({(n,v),v) in a unbeschréinkt
und rng(f) N JP <1 (JP D,, K"). Also ist auch B = B"(£,7) in & unbe-
schrinkt. Angenommen es gibe ein ( € Jlﬁ und ein f < @ mit f&;’w) =
idy. Dann gibe es ein f < v < a mit ( € rng(f&gyﬁ)). Denn nach (iv)
der Induktiosvoraussetzung ist f(n@,g‘,r/) = idy. Also wére f& i) = idy. Das
widerspricht aber der Tatsache, dafl B™"({,7) in & unbeschrankt ist.

(ii) Nach dem Beweis von (i) gilt flagp = tdp mit & = az(p) und f§ =
&(n,v). Also ist £(n,v) < &. Angenommen £(n,7) < £. Dann wire £(n,v) €
rng(fle,)) mit £ := f({(n, 7)) und o := ;). Also wéire ff, . ) = id, mit
¢ < &(n,v), was aber der Definition von &(n,v) widerspricht.

(iii) Sei f(ii) = p, K = K" — Lim(K?) und KT = K? — Lim(K?). Zeige
zuerst p € Kt = € K. Aus (i) und (ii) wissen wir, dafl B = f~}[B N
rng(f)] ist mit B = B"(§,v), B = B"(&,v) und £ = &(n,v), £ = &(n, 7). Sei
p=d(fls¢,))- Dap € KT Nrng(f) ist, kénnen wir 8 € B* Nrng(f) mit
Bt = B — Lim(B) annehmen. Sei § der Vorgénger von  in B. Dann ist
f5.6.6) 9 = idy. Definiere v = 3 fiir § € ST U SO und vy =min{yC 3|6 <
v} sonst. Dann ist v € rng(f) und nach (DP3)*(a) u = p,. Sei f(8) = 4,
f(7) = 7. Wegen (iv) der Induktionsvoraussetzung gilt g = py = d( (%75—’17)) €
K*. Genauso zeigt man i € K™ = p € K. Aber K] = J{K} | n€ K*}
und K7 = U{K} | n € K*}. Also gilt tatsichlich die Behauptung.

(iv) folgt unmittelbar aus (ii), (iii) und der Definition von =, ;.

(v) Zunichst stellt man fest, daB (J2, D,, K) mit o := Qr(n,y) Tudimentéar
abgeschlossen ist. Denn wegen (iv) ist K} Ny = K} fiir alle n € K. Aber
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wegen (vi) der Induktionsvoraussetzung ist K," iiber (J,”, D,, D") definierbar.
Da (JP D,, K") rudimentér abgeschlossen ist, gilt aber nach der Definition
Von =41t

n+l _ pn
f(u,u) - f(wUuU{&(n,u)},u)
mit w = hlw x (uN JP)<¥].
Dabei sei h die kanonische Skolemfunktion von (J2 D,, K™) aus Satz 1.13.

(vi) Ist w <4 (Joli( > Da o2 BK7)5 80 gibt es ein eindeutig bestimmtes
f =1 v mit rng(f) N JDT(n L, =W
Existenz :

Sei a 1= ar(p,) und seien

I = Fisemmw)
v(B) = d(fp)
H = J{fslwn 73] 1 8 < a}.

Dann ist H N JP = w. Denn w C H N JY ist klar, da fg [ J§ =id | J§
ist. Sei alsoy € HNJP. D.h. y = fs(x) fiir ein € w und ein § < a. Sei
K* =K} — Lim(K}) und B(n) = sup{B | f{s¢(nnn 7# idy}. Dann gilt
(JP, Do K2) = (39) (3 € K¥)y = 1tk (x) € JB,).

Da w <y (JP D,, K") ist, ist also mit z € w auch y = f .6y (@) € W
fiir ein solches 7. Weil aber y = f(?@,f(n,n)vn)(x) € JBD( ist, gilt fs(x) =
e () € -

Sei | f |1 JP? — JP die Umkehrung der Transitivierung von H und
f= (17 | f | v). Dann ist f : 7 =1 v. Denn fiir alle § < « gilt wegen

(SD) £ 5(3) =, w(B) mit F(5(5)) = v(B), falls w(B) € rng(f) ist. Sei
I = {8 < al|vB) e€rng(f)} Fir B3,y €T seien g5 = fzo f7P) und
9sy = 95" 0 gs. Sei (hg | B € ') der transitive, direkte Limes des gerichteten
Systems (gs, | f < v € I'). Dann ist f o hg = gg fiir alle § € I'. Also
ist nach (CP1) und (iv) der Induktionsvoraussetzung f : v =, v. Aber
&n+1,v) € H=rng(f) und rng(f) N JP = w <y (JP,D,, K"). Also ist
fiv=pnv.

Eindeutigkeit:

Sei f: v =41 v mit rng(f) N JD L, = w und @ := f~aNrng(f)]. Dann
gilt nach (i) @ = a;(nz. Und nach (iv) gilt fo f”Jrl = fgjul) (vgl. Lemma
2.7b). Aber da & = ar(n ) ist, ist f””L1 1dy. Also ist f = f&ﬁ) eindeutig
bestimmt.
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Sel f{o (emw) (€)= & Betrachte w = hy)lw x (8% x {¢"})]. Dabei
sei fi(p,p) die Xy-Skolemfunktion von (J7” " Do, . K}). Nach (vi) der In-
duktionsvoraussetzung ist K uniform iiber (J2, D,, D¥) definierbar. Daher
ist nach Satz 1.13 das w uniform iiber (JP D,, D"} definierbar. Sei 7 die
Umkehrung der Transitivierung von w. Dann kann man 7 (z) = y definieren
durch: Es gibt ein 7 < v und ein £ < £, so daB fiir alle i € w und n € f<

(32 € I2 )z = (i, (1,6) & (32 € I )z = hiaun (6, (1,€°)))

gilt und fiir alle z € in( ein i € w und ein n € < mit

n,7)

2=l (i, (0,€))

existiert und es ein ¢ € w und ein n € F<¢ mit

hin) (@, (1,6)) = T hinw) (i, (0,€5)) =y

gibt. Dadurch ist v eindeutig bestimmt. Nach dem oben gezeigten, kann

man also f(’ggy) () = ftou (x) = y definieren durch: Fir alle € € af(fl’ﬁ) gilt

A [0, o)) = A0 tr(e) )

<w

und fiir alle ¢ € J7 existiert ein { € a ;) mit

t € rng(f6,¢.etmm)m)

und es existiert ein z und ein £ € a=* _| mit
7(n,0)

Joseemm)n(2) = T Jlo o)y (T(2) = .
(|

Lemma 5.15
Jeder Standardmorast erfiillt (SD).
Beweis: Zeige zuniichst durch Induktion iiber u € S?, da8 fiir alle u € S?
die Menge

{{(i.6 0 (D) [ n € 7 i € dom(oe,)}
uniform iiber (J7, D,,, D) definierbar ist. Sei das fiir alle 7 < p, 7 € S?
bereits bewiesen.

Ist dann C), in p unbeschrinkt, so gilt nach (C)

oeny = Hoen | A €Cé e TPt
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Aufgrund der Induktionsvoraussetzung sind die o ) mit A € C), aber uni-
form iiber (J7,D,, D*) definierbar. Und nach (E) ist C,, = D¥*. Also ist
0(¢.v) uniform iiber (J2, D,, D") definierbar.

Ist C', in p beschrinkt, so ist rng(fo,q,,.)) in 4 unbeschrankt. Also gilt nach
(CP2)*
Tng(f(o,@,qu),u)) = hylw x (Tng(f(o,qu,u)) x {&})].

Dabei sei h, die X;-Skolemfunktion von (J?, D,) entsprechend Satz 1.13.
Da D" = rng(f(,q.u)) ist, sind nach Satz 1.13 die rng(f(o,eq,)..)) uniform
iiber (J7,D,, D*) definierbar. Da nach (B) und Lemma 5.7 (b) fiir i :=

A(f(0.€.00)1))

J0.6.a0)) © Tai) = O(gpuns)

gilt, kann man f(q (¢,q.),1)(z) = y definieren durch: Es gibt ein 7 < p und ein
£<E, sodaﬁfurallez ,J Ew

(32 € Iz = hali, {01, (1), €))) & (32 € J)) (2 = hy(is (g, (1) €)))

gilt und fiir alle z € Jf? ein ¢ € w und ein j € w mit

2:hﬂ(i< quu() )

existiert und es ein 7 € w und ein j € w mit

hi(is (g, (1), €)) = 2 & hyu(i, (0,0 (), €)) =y

gibt.

Ist nun a,;q,) = 0, so folgt aus (D), daB {(i,§,0¢,,(7)) | n € J/f’,i €
dom(o (e )} uniform iiber (J2”, D,, D*) definierbar ist. Ist aber o) > 0,
so ist nach (DP3)*(b) stets i1 = d(f(0,(,q,))) < #- Aber dann ist nach (B)
Oew) = f0.aum) © OEm Mit fo,(6.q..0 (&) = § mit Hilfe der Induktionsvor-
aussetzung definierbar.

Aus den os berechnet man f(o¢ ) (r) = y wie folgt: Es gibt ein z < p und
ein £ < ¢, so daf} fiir alle r;s € w

06 (1) < 0 (5) & e (1) < e un(s)
gilt und fiir alle z € J? ein s € w mit
2= 0 (s)

existiert und es ein s € w mit

Ten(s) =2 oeu(s) =y
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gibt.
Da nun aber die f . , uniform iiber (J?, D,,, D*) definierbar sind und (SD)
nach Induktionsvoraussetzung fiir alle 7 € S?Nyu gilt, kann man die f(%’& ) fiir

¢ € J2 wie im Beweis von Lemma 5.14 uniform iiber (J?, D,,, D*) definieren.
Daraus 148t sich schlieflich mit (SP)

{{& vz, foenm (@) | v < pypy = p, & € J7, x € dom(foen)}

U{{& 2, foew () | € € Jf@ € dom(foew)}
u(c Nu?)

uniform iiber (J2, D,, D*) definieren. O

Sei nun ein Standardmorast gegeben. Damit werde ich im folgenden ein
fligsames L[X] mit S* = 5%, Kondensation und Kohérenz konstruieren, so
daB Card“™! = Card ist. Dazu verwende ich die C, aus (CP3):

Ist v € S? und C, in v unbeschrinkt, so sei
X, =0,

Sei v € S? und C,, in v beschriinkt. Dann ist A(g, v) fiir alle ¢ € v beschrinkt.
Also ist A(g,,v) =0. D.h. f4,.) ist konfinal. Sei in diesem Fall

X, = {0l | n € w).

Sei S* = S2.

Lemma 5.16

Sei v € 52 und C, in v unbeschrénkt. Ist dann f : (JP, D,C) — (J?,D,,C,)
Yi-elementar, so ist (v, f,v) € §.

Beweis: Sei £ € rng(f), i € w und y = 0, (7). Dann ist y € rng(f)
zu zeigen. Da C), in v unbeschrinkt ist, gibt es nach (C) ein A € C), mit
y = 0\ (2). Danach Lemma 5.15 die o(¢ -y mit 7 < v in (J, D, ) definierbar
sind, gilt also (JP, D,,C,) = (3y)(3X € C,)(y = o\ (i)). Daher gilt auch
rng(f) = By)(3A € C)(y = o x(9). Dby € rg(f). O

Lemma 5.16 entspricht Lemma 6.39 von Beller / Jensen / Welch [1982].

Lemma 5.17

Sei v € §%, H <, I, und f die Umkehrung der Transitivierung von H. Sei
f1On:v—v. Dannist (v, f,v) € §.
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Beweis: Ist C, in v beschrénkt, so ist A(f(o,q,,)) = ¥, und aufgrund der De-
finition von X, ist rng(fo,q»)) € rng(f). AuBerdemist f | J2 : (J2, D;) —
(JP.D,) Yi-elementar. Also folgt die Behauptung aus (CP2)*. Ist C, in v
unbeschrankt, so folgt die Behauptung aus Lemma 5.16. O

Satz 5.18

Sei 9 ein Standardmorast. Dann gibt es eine Folge X = (X, | v € S*), so
daBf S* = S3,, ist und L[X] Kondensation und Kohérenz hat, fiigsam ist und
Card"X! = Card.

Beweis:

(1) L[X] hat Kohérenz

Sei v € S* und H <, I,. Ist C, in v unbeschrinkt, so ist nach Lemma 5.17
A= sup(H Nv) € C, und C, N A in A unbeschrankt. Nach Lemma 5.11
ist aber C, N\ = C). Also ist tatsachlich X, = X, N \. Ist aber C, in v
beschrankt, so ist nach Definition von X, H Nv in v unbeschrankt. D.h. es
ist nichts zu zeigen.

(2) L[X] ist fligsam

Ist v € S* und C, in v beschriankt, so ist X, N Jf mit n < v stets endlich.
Die Fiigsamkeit ist also trivial. Ist v € S* und C), in v unbeschrankt, so ist
fiir alle A € C, nach Lemma 5.11 C, N A = C,. Fiir alle A € Lim(C,) ist
also X, = X, N A. Ist Lim(C)) in v unbeschrinkt, so ist man fertig. Ist es
das nicht, so sei A := max(Lim(C,)). Dann ist X, N.JX = Cy U E mit einer
endlichen Menge F fiir alle n > .

(3) L[X] hat Kondensation

Ist v € 5%, H <, I, und C, in v unbeschrankt, so gilt Kondensation wegen
Lemma 5.12 und 5.17. Ist v € §* und C, in v beschrankt, so ist H <
I, in v nach Definition von X, unbeschrinkt. Sei 7 die Umkehrung der
Transitivierung von H und 7 [ On : v — v. Nach Lemma 5.7 (b) und 5.17 ist
7(g5) = q,. Wegen der Eigenschaften von o, und o; gilt dann Kondensation.

(4) Card"™X = Card

Sei w < k eine Kardinalzahl. Dann sind nach (DP1) alle v € S, unabhéngig.
Also gilt fiir alle figo,) : 7 = v mit 8 < o, = kK, daB v < o, = K ist.
Somit gilt fiir F': {(B,z) | + < d(fgo.))} — v mit F(5,2) = figom(z),
daB rng(F) = U{rng(fso.) NV | B < o} = v ist. Nach Lemma 5.15 ist
F € L[X]. Also gibt es in L[X] eine Surjektion von einer Teilmenge von kX K
auf v. Aufgrund der Axiome (c) und (e) ist S, in £ unbeschriankt. Also ist
(k)X = k*. Daw < k beliebig war, gilt somit Card“X! —w, = Card —w.
Bleibt wlL[X] = wy zu zeigen. Sei dazu v € S, und n < w; beliebig. Nach
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Axiom (1) ist dann n C rng(fon,.)). Wegen der Definition von X gibt es
in L[X] eine Surjektion von w auf n C rng(fo.)). Denn ist n, = 1, so ist
nach (SP) o(,az.p,).u,) €ine geeignete Surjektion. Und wenn n, > 1 ist, ist
nach dem Beweis von Lemma 5.14 (vi) und (SP)

h(i) == h Ko~ (1, (n, V", ", Pr))

Ar(ny—1,uv)>

eine solche. Dabei sei

Fok)

ny—1 %
f(ﬁ7<5(nuflyﬂu)ya;>,ﬂu)(aV ) - Ckl/

ny—1 K\
f(ﬁv@("u*l,uy),ljy),uy)(PV) - PI/
V' = fiir v < r(n,—1,,) und v* = 0 sonst.

Da n < w; beliebig war, ist also wl[ - = wi.

Denn nach Definition von n, in (SP) existiert ein £ € J2 und ein v C v, so
daf f@”g ) A1V konfinal ist. Ist dann n, =1, so ist F': v X w — p,, mit

(n,4) — o ((.6),m) (1)

in v konfinal. Ist n, > 1, soist F': 7y X W — Qr(n,—1,,) Mit

<nvi> = h ny = 1( 7<7775*>)

Xr(ny—1,up)> Ky

aufgrund des Beweises von Lemma 5.14 (vi) in v konfinal. Dabei sei

ny—1 .
f(,@,<§(n,,717ul,)7£)7ﬂy) (5 ) - 6

F'ist aber nach Lemma 5.15 iiber I, definierbar. Und andererseits gilt im
Standardmorast

v <7 = v regulir in JP.

Also ist v in I,,, reguldr. O

Satz 5.19

Sei (X, | v € 5%), so daf gilt:
(1) LIX] |= 57 = 55,

(2) L[X] ist fiigsam

(3) LIX

(4) L[X] hat Kohérenz.

Dann gibt es eine Folge C' = (C,, | v € §?), so daB gilt:
(1) L[C] = LIX]
(2) L[C] hat Kondensation

| hat Kondensation
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(3) C, ist in J¢ abgeschlossen und unbeschrinkt bzgl. der kanonischen
Wohlordnung <, von JVC

(4) otp((C,, <)) >w=0C, Cv

(5) p€ Lim(Cy) = C, = C, Ny,

(6) otp(C,) < v.
Beweis: Konstruiere zuerst mit L[X | wie in Satz 5.13 einen Standardmorast.
Dann konstruiere daraus ein inneres Modell L[C] wie in Satz 5.18. O

Bemerkung

Soetwas war eigentlich zu erwarten. Denn sei S* = 5% und habe L[X]
Kondensation. Wird dann v iiber [, singularisiert und ist H <; [, mit H =
I,,, so wird p iiber I, singularisiert. Was liegt also néher als anzunehmen,
dafl die singularisierende Funktion f durch die Transitivierung iibertragen
wird. D.h. zu erwarten, dafl f >;-definierbar ist.

Bemerkung

Sei L[X] fiigsam mit Kondensation und Kohérenz. Ist dann S* = S3,,, so
ist S* = {v | v singulér in I,,,}. Denn nach Definition ist {v | v singulér in
I..} CS%, Fir S3, C {v | v singulir in I,,,} betrachte das kleinste n,
so daf v iiber I, singularisiert wird. Sei p minimal, so da8§ v iiber I,,, mit
dem Parameter p singularisiert wird. Sei p* minimal, so daf} fiir ein 7 € w
hy, (i,p*) = pist. Sei 7w : I; — I, die Umkehrung der Transitivierung von
hi [w x (JX x {p*})]. Sei m(p) = p*. Dann wird v iiber I; singularisiert und
hitlw x (JX x {p})] = J;*. Aufgrund der Minimalitét von p, ist also fi = p,
und p, € {v | v singuldr in 1,4, }.

Ist umgekehrt S* = {v | v singulér in I,,,}, so ist S* = S3,. Dann
gilt ndmlich wie in der Bemerkung am Ende von Abschnitt 2 Coond(I?) fiir
alle v € Lim. Also hat man die Feinstrukturtheorie auch fiir alle I9. Damit
zeigt man wie oben S C {v | v singuliir in I,,,}. Und {v | v singulir in
L.} C S, gilt wieder per definitionem.
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Der schwache
Uberdeckungssatz

Sei L[X] fiigsam. Habe es Kondensation und Kohérenz. Sei S* = Lim.
Dann gilt der schwache Uberdeckungssatz (vgl. Mitchell und Schimmerling
[1995)):

Gebe es kein nicht triviales, elementares 7 : L[X] — L[X]. Sei x € Card“X]1—
wy und 7 = (k1) X Dann gilt

<kt = cf(r)=card(k).

Sei A mit wy U{x} C A in 7 unbeschriankt. Angenommen es wire card(A) <
card(k). Aufgrund der Kondensation ist die Transitivierung von h, x [w X
A<“] ein Anfangsstiick unserer Hierarchie. Sei es [,, und 7 : I, — I, die
Umkehrung der Transitivierung. Das 7 ist konfinal, denn A C h, x_[w x A<¥]
ist unbeschrankt in 7. Sei w(a,) = k.

Sei

p, = das kleinste p, so dal es ein konfinales f : @ — v € Def(I,) mit
a CvV <vgibt

n, = das kleinste 1 < n < w, so daf} ein solches f X,,-definierbar ist,
falls ein solches f existiert. Andernfalls sei

My = O

n, = w.
Setze I = I, = (L[X], X).
Angenommen 7 hitte eine X, -elementare Fortsetzung 7 : [,, — Ig. Ist

dann u, < oo, so gibt es nach Definition von p, und n, eine Surjektion
fia— vmita C ap, die iiber I,, durch eine X, -Formel ¢ definierbar

33
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ist. Sei iiber Iz durch ¢ eine Funktion g definiert. Dann gilt aufgrund
der %, -Elementaritdt von 7 A C rng(m) C g[k] =: B. Offensichlich ist
B € L[X], und da k < 7 ist, wire 7 in L[X] singuldr. Das widerspricht
aber der Tatsache, da§ 7 in L[X] eine Nachfolgerkardinalzahl ist. Wire
aber u, = oo und n, = w, dann wire 7 : L[X]| — L[X] eine elementare
Einbettung. Und da card(v) = card(A) < card(k) ist, wére es nicht trivial.
Das darf aber nach der Voraussetzung des Uberdeckungssatzes nicht sein.
Um den Uberdeckungssatz zu zeigen, mufl man also die Fortsetzbarkeit von
Y1-elementaren Abbildungen untersuchen.

Sei : 1, — I. ¥;-elementar und konfinal.

Fiir g € Lim und eine Formel ¢ sei

hf(x1,...,2y) das beziiglich der kanonischen Wohlordnung kleinste z € J, ff
mit I} = ¢(z;), falls ein solches existiert,

und

hé(x1,...,1,) = 0, falls nicht.

Fir Q C Jif sei H(Q) fir 1 < n € w der Abschlufl von @ unter allen
h# mit einer X,-Formel ¢. Dann sind aufgrund der Definition der h# die

H,(Q) =<n I,
Sei
I(v) = {{m,a,p,n) | p € J;X endlich, 1 <m < n, fiir n = p,,

1<mecwn<pu,a<ncLim’a <a<v}

(m,o,p,m) < (k,B,q,0) om <k, a< 3 pCqn<o, (neqfirn<d).

Fir i = (m,a,p,n) € I(v) sei f; : I}, — I die Umkehrung der Transitivie-
rung von H;"(aUp).

Firi <je I(v)sei g, = fj_lfi.
Dann ist (f; | ¢ € I(v)) der direkte Limes des gerichteten Systems (g;; | i <
j € I(v)). Sei (ff | i€ I(v)) mit f7: I0 .y — M™ der direkte Limes von

(nlgy) |1 < j € I(v)). Sei Z

]2 — M™

fil il
T o

(i) u(i)

fiir alle ¢ € I(v) kommutativ. Man priift leicht nach, dafl dadurch tatséchlich

ein 7 definiert wird. AuBlerdem gibt es fiir jedes x € JX eini = (m, o, p,n) €

I(v) mit € JX. Also ist #(x) = fFfomo f;'(x) = n(x). D.h. 7 ist eine
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Fortsetzung von 7, da 7 : I, — I, konfinal ist.
Ist M™ nicht fundiert, so gibt es eine Folge (i, € I(v), 1, € JX | n € w), so
daB fiir alle n € w
Tny1 € W(ginin+1)($N)
gilt.
Ist p, = 00, so gibt es sogar eine solche Folge mit

in = <mn7 Oy, P,y 77n>

Mn € Pn+1-
Denn ist ¢ = (m, a, p, 00), so ist A = sup(rng(f;) NOn) < co und f; = f; mit
J= (m,oz,p, )‘>
Nenne eine solche Folge gemein, und wéhle eine kanonische gemeine Folge

(i, 2T | n € w). Das macht man rekursiv: Ist (i7 zT | m € n) schon

definiert, so sei
(i, xT) beziiglich der kanonischen Wohlordnung minimal, so daf§ (i7, a7 |
m € n+ 1) der Anfang einer gemeinen Folge ist.

Fiir if = (my,, i, P, M) sel

O(m) := sup{n, | n € w}.

Lemma 6.1

(1) U{rng(fi) |i =if,n € w} = Jgy

(ii) sup{ay, |n € w} =v.

Beweis:

(i) Sei H = J{rng(f;) | i =iT,n € w} und o : H = J;¥ die Transitivierung
von H. Dannist (o(i7), x, | n € w) eine gemeine Folge. Denn mit j, := o (i7)
gt Gjjups = Gigir,,- Aufgrund der Definition der kanonischen gemeinen
Folge ist also o(iT) = iT. Insbesondere ist o(n,) = n, fir alle n € w. Also ist
A=0(r)und H = Jé)fw)'

(ii) Da stets oy, < @, gilt, ist 7, := rng(fir) N v transitiv. Weil v regulér in
I,, ist, ist 7, < v. Wegen (i) ist aber sup{y, | n € w} = v. Also ist auch
sup{a, |n € w} =v. O

Definiere rekursiv eine Folge (H.,, | v < wy) mit H, <5 I,.

Fiir Q C JX sei H(Q) = hyx. [w x Q<¥].

Sei Hy = H(A).

Sei Hy ={H, |y <A} fur A e Lim, 1 <X <wy.

Sei m, : I, — I, die Umkehrung der Transitivierung von H.,.
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Sei schlieSlich
Hyyw=HH,U{z) |n€w,z) ex.}).

Sei v := v, und 7 :=m,, : [, — I[,. Dann ist card(v) < card(k), da kK > ws
1st.

Lemma 6.2

Sei p, = oo. Dann ist M™ fundiert.

Beweis: Angenommen M7 wire nicht fundiert. Dann gébe es (i7 a7 |

n € w). Und aufgrund der Konstruktion von 7 gébe es ein 7 < w; mit
I' .= {if | n € w} Crng(r' om,). Sei ein solches fest gewihlt. Dann ist
auch {g;; |1 <jeI'} Crng(r~tom,). Sei il = (M, A, Pn, ). Auberdem
sei #:=n"tom, gy =7 Ygi) und ji(i) := 7 (u(i)). Sei (f; | € I') mit

fi+ Iy — M der direkte Limes von (g;; | i < j € I'). Sei

M -, 9
fil fil
po " g

10 (i)

fiir alle + € I’ kommutativ. Man priift leicht nach, daf§ dadurch tatsachlich
ein 7’ definiert wird. Und da nach Satz 6.1 (ii) sup{a, | n € w} = v ist, ist
7’ eine Fortsetzung von 7. Weil Ig(ﬂ) transitiv ist, kann man o. E. auch M
als transitiv annehmen. D.h. M = I} fiir ein p € Lim?.

Sei i, := i und j,, := (7') " (i,). Dann ist 7'(gj,jur1) = Ginin.,- Also ist auch
T (Gjnjnis) = T(Gininyy)- DL (Jn, 2l | n € w) ist fiir 7, eine gemeine Folge.
Da (in, 2} | n € w) sogar kanonisch war, ist auch (j,, 27 | n € w) kanonisch.
Also ist

— T
]n - Zn’y
Ty T
xp =,

Nach Konstruktion von 7 wére daher {z7 | n € w} C rng(7). D.h. es wire

7T_1<IZ+1) S Ginint1 (W_l(xg))'

Das System (g;; | ¢ < j € I(v)) hat aber einen fundierten direkten Limes,
namlich (f; [ 7 € I(v)) mit f; : I});) — . Das ist ein Widerspruch! O
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Lemma 6.3
Sei p,, = oo. Dann ist 7 elementar.
Beweis: Sei z; € L[X]. Dann gilt
I | o(@))
& fiir alle hinreichend grofien j € I IS( i el fi (@)
¢ fiir alle hinreichen grofien j € I 7(I});)) = ¢((f]) ™" (i)
& M™ E o((x;)). O
Lemma 6.4
Sei p, = 0o. Dann ist {y | M™ |=y € z} eine Menge fir z € M™.
Beweis: Sei i = (m,a,p,n) € I(v) und v > v regular. Dann ist A\ :=
sup(rng(f;) N~y) < . Sei 7 : IS — Ig die Umkehrung der Transitivierung
von H*(AUp) und 7(p) = p. Sei j = (m,a,p, ). Dann ist j € Jf und
rng(fi) N JX C rng(f;). Aufgrund der Elementaritit von 7 ist also

M rng(#(£)) N #(JX) € rg(#(f;)).

Aber {z | M™ =z € rng(7(f;))} = rng(fF). Also ist

{e| M wer()} €| lrng(f7) i€ I}

Da die regulédren v in On unbeschréankt sind, folgt daraus die Behauptung.
O

Ist also p,, = 00, so kann man aufgrund von Lemma 6.2 und 6.4 M7™ transiti-
vieren. Dadurch erhdlt man eine Abbildung 7 : L[X] — M mit transitivem
M. Diese ist nach Lemma 6.3 elementar. Wegen Satz 2.4 hat man also eine
elementare Einbettung 7 : L[X] — L[X]

Wie geht man mit dem Fall g, < oo um?

Sei dazu m : I, — I, ¥q-elementar mit A C rng(w). Seien p, und B, wie in
Abschnitt 4 definiert. Dann gilt

hpelw x (T3 x {pu )] = T, -

Definiere
h((i,z)) =~ hye (i, (z,p.))

fir x € Jii. Dann ist

L, =M= (M,e™ =M y? 7% ) =2

My

mit
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M = dom(h)
€= {(r,y) € M* | h(x) € h(y)}
== {(z,y) € M? | h(x) = h(y)}
YW ={reM|h(z)e X | p}
ZM={zeM|h(z)e X,}.
Nach Satz 4.1 sind diese Mengen und Relationen iiber (/,, B,) ohne Para-
meter Yq-definierbar. Sei B entsprechend Lemma 3.6 (b), so daf§

7 :(l,,B,) — (I;, B) Yj-elementar

ist. Seien N, €™, =" Y7 Z%4iber (I,, B) durch die selben Formeln definiert.
Dann gilt
(M N, e =Ny Z%sind iiber (I, B) uniform Y;-definierbar.
Sei
N(r) = (N, e, =" Yy7 27 ) =7,

Dann ist
T M:9M—N7) X, -elementar.
Denn auch =gy ist tiber (1, B,) ¥;-definierbar.

Angenommen €™ ist fundiert. Dann ist 9(r) = I}, fiir eine Folge Y und
ein § € Lim. Auflerdem existiert [ éfl = I3, da S* = Lim ist. Und es gilt
Cond,, (I5,), weil L[X] Kondensation hat. Angenommen es gilt nun auch
C’ondwl(lé}’l), so ist nach Satz 2.3 wie gewiinscht M(m) = I}, = Is. Denn
wegen w; C Aist X [wy; =Y [wy.

Sei andererseits €™ nicht fundiert oder Cond,, (I} ,) verletzt. Dann gibt es
eine abzéhlbare ¥;-elementare Substruktur Q(m) < 9(7), so daB

(Vn € Lim)(Q(w) # 1)
ist.

Nun kann man die Konstruktion der Folge (H, | v < wy) so ergénzen, dafl 7
immer eine %, -elementare Fortsetzung 7 : I,, — I3 hat. Und zwar egal, ob
M, = 0o oder p,, < oo ist.

Seien H(Q), Hy, Hy fur A € Lim und 7, wie zuvor. Aber sei jetzt
H,=HH,U{zy |n€w,zn ex}

U HQG, T 7) | v < v, Q(my 1Y) existiert}).

Sei immer noch v := v, und 7 := 7, : [, — [,. Dann gelten im Fall p, = oo
weiterhin die Lemmata 6.1 bis 6.4 und ihre Beweise. D.h. ist pu, = oo, so
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hat 7 eine elementare Fortsetzung 7 : L[X]| — L[X]. Ist aber p, < oo, so
kann man jetzt folgendes zeigen:

Lemma 6.5

Sei y,, < 0o. Dann gibt es fiir jedes abzahlbare H <; D(w) ein n € Lim mit
H=1,.

Beweis: Angenommen es gébe ein abzidhlbares @ <; D(w), so daf fir kein
n € Lim Q = I, gilt. Sei 7 : (IY, B,) — (I, B) die Fortsetzung von 7 ent-
sprechend Lemma 3.6 (b). Sei M = h, plwx Q<*]. Sei H = 7 [M Nrng(r)].
Dann ist H <1 (I, B,). Aufgrund der Konstruktion von 7 gibt es ein v < wy
mit H C rng(r~tom,). Sei mp =7 tom, Sei H= 7y '[H Nrng(m)]. Sei
§ = sup(MN7), A = sup(HNv) und A = sup(HNv,). Dann ist nach Lemma
51(d) Bx=B,NJE. Sein’ =7 | JE: 1Y — I{ und 7' : (1), B\) — (I?, B')
die Fortsetzung von 7’ entsprechend Lemma 3.6 (b). Da By = B, N J5X ist,
ist B = BN J;*. Sei my =m [ J¥ : I} — I}. Dann ist nach Lemma
53 7« (IY,Bs) — (I3, B)) Yi-clementar. Also ist m, | J5* = 7' on :
(I3, Bx) — (I3, B') die Fortsetzung von m, | J* = 7’ o 7 nach Lemma 3.6
(b). Da (!) gilt und B = BN J;* ist, ist Q@ <y N(m, [ J5). Aufgrund der
Annahme iiber () bedeutet das, dal Q(m, | J/{( ) existiert. Nach Konstruk-
tion von 7 ist Q(my | J5X) C rng(w). Also ist Q(m, | JX) C rng(n’). Sei
Q =nQ(my | J5) Nrng(r)]. Dann ist Q <3 N(w)) und Q = Q(my | J5).
Also gibt es kein € Lim mit Q) = I,,. Aber N(n()) = I, und das hat die
Kondensationseigenschaft. Widerspruch! O

Insbesondere ist 91(7) fundiert und erfiillt wi-Kondensation. D.h. 9 = I
fiir ein 8 € Lim (siehe oben).

Damit sind wir fertig und es gilt

Satz 6.6 (Uberdeckungssatz)

Gebe es kein nicht triviales, elementares 7 : L[X] — L[X]. Sei x € Card"“X!—
wy und 7 = (k1) Dann gilt

<kt = cf(r)=card(k).

Beweis: Da 7 < k1 ist, ist ¢f (1) < card(k). Angenommen cf(7) < card(k).
Dann gébe es eine in 7 unbeschriankte Menge A mit card(A) < card(k). Da
K > wq ist, kann man o. E. w; U {x} C A annehmen. Sei 7 : I, — I,
wie vor Lemma 6.4 definiert. Dann gibt es eine ¥, -elementare Fortsetzung
71, — Iz von w. Ist dann p,, < 00, so gibt es nach Definition von y, und
n, eine Surjektion f : @ — v mit a C «,,, die {iber I, durch eine >, -Formel
¢ definierbar ist. Denn da & € Card“X! und 7 = (s+)¥ ist, ist a, die
grofite Kardinalzahl in [,. Sei iiber Iz durch ¢ eine Funktion g definiert.
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Dann gilt aufgrund der ¥, -Elementaritat von 7 A C rng(m) C glk| =: B.
Offensichlich ist B € L[X], und da xk < 7 ist, wire 7 in L[X] singuldr. Das
widerspricht aber der Tatsache, dafl 7 in L[X] eine Nachfolgerkardinalzahl
ist. Waére aber p, = oo und n, = w, dann wére 7 : L[X] — L[X] eine
elementare Einbettung. Und da card(v) = card(A) < card(k) ist, wire es
nicht trivial. Das darf aber nach der Voraussetzung des Uberdeckungssatzes
nicht sein. O
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