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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Widerstdnde in ballistischen metallischen Leitern un-
tersucht, in denen Streuung an rauen Oberflichen die dominante Streuung ist.
Dies geschieht durch eine numerische Simulation, die sich als extrem rechenin-
tensiv herausstellt. Die betrachteten Widersténde sind der Hall- und der Bend-
Widerstand, der bei einer Stromablenkung um 90 Grad auftritt, sowie der lon-
gitudinale Widerstand. In der Rechnung werden geeignete Geometrien in einem
Tight-Binding-Modell diskretisiert. Mit Hilfe des Landauer-Biittiker-Formalismus
werden iiber die Transmissionsamplituden die erwiinschten Widersténde berech-
net und ihre Magnetfeldabhéngigkeit untersucht.

Ohne Randstreuung liefern die Simulationen die wesentlichen Features des
integralen Quanten-Hall-Effekts, wie die Hall-Plateaus im Hall-Widerstand und
das Verschwinden des longitudinalen und des Bend-Widerstands.

Nach dem Einschalten der Randstreuung treten einige neue Phénomene auf,
darunter ein Quenching des Hall-Widerstands bei kleinen Magnetfeldern, ein posi-
tiver Magnetowiderstand im longitudinalen Widerstand und ein positiver Bereich
im Bend-Widerstand. Besonders interessant ist, dass die Stiarke der Randstreuung
keinen Einfluss auf den Bend- und den Hall-Widerstand hat.

Diese Phanomene konnen zum Teil durch klassische Effekte erkléart werden,
das Hall-Quenching hat allerdings einen neuen Ursprung. Es zeigt sich, dass die
Randstreuung zu einer Kollimation des Elektronenstrahls fiihrt, da die hohen
Moden am Rand stédrker gestreut werden als die niedrigen. Dies fiihrt zu einer
Geschwindigkeitsverteilung, in der die Elektronen in der Mitte schneller als am
Rand flieBen. Zur Ablenkung eines solchen kollimierten Strahls ist ein grofleres
Magnetfeld notig als zur Ablenkung eines Strahls, der gleichméfig in der gesamten
Zuleitung fliefit. Dies ist dhnlich zur Kollimation in Geometrien mit sich langsam
offnenden Zuleitungen, in denen in den 80-er Jahren bereits Quenching im Hall-
Widerstand beobachtet worden war.

Die Resultate der Simulation sind in guter Ubereinstimmung zu einem Expe-
riment, bei dem die rauen Oberflichen ebenfalls als dominierende Streuursache
identifiziert wurden. Allerdings ergeben sich deutliche qualitative Abweichungen,
wenn als dominante Streuung Bulk-Effekte durch eine Unordnung in der on-Site-
Energie untersucht werden.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Das Ohmsche Gesetz

Die Bestimmung von elektrischen Widersténden in metallischen Objekten geht
zuriick auf die erste Hilfte des 19. Jahrhunderts. Georg Simon Ohm fand 1826/27
das berithmte Gesetz, das heute seinen Namen trégt. Danach ist fiir einen metal-
lischen Draht der Widerstand gegeben durch den Quotienten aus Spannung und
Stromstérke. Dabei postulierte er, dass die Stromstérke im ganzen Leiter gleich
sei.

Heute nennt man einen Leiter ,,ohmsch”, wenn der Widerstand proportional
zur Lénge und reziprok zur Querschnittsflache ist, der Proportionalitatsfaktor ist
der spezifische Widerstand, eine Materialkonstante.

In den letzten Jahrzehnten sind viele Materialien und physikalische Syste-
me bekannt geworden, die das Ohmsche Gesetz verletzen. Zu den wichtigsten
Beispielen ziahlen Halbleiter-Bauelemente wie Transistoren oder Dioden, Gasent-
ladungsrohren oder Supraleiter.

In Metallen kommt es also bei der Bestimmung des elektrischen Widerstan-
des nur auf rein makroskopische Groflien wie Lénge oder Durchmesser an, nicht
auf die mikroskopische Struktur. Erste Erklarungen fiir dieses erstaunliche Re-
sultat kamen in den Anfangsjahren des 20. Jahrhunderts, beginnend mit Drude.
Danach treten die mikroskopischen Ursachen des Widerstandes, also Storstel-
len (Fremdatome), Gitterunregelméfigkeiten (Phononen) oder -defekte, allein in
einer einzigen phinomenologischen Konstante auf, der Stofzeit.f] Sie bezeichnet
die Zeitspanne zwischen zwei Anderungen des Elektronimpulses, dazwischen fliegt
das Elektron frei nur unter dem Einfluss eventueller &uflerer Felder wie in einem
Gas.

Diese Stofizeit ist so kurz, dass die freie Weglidnge, also die Strecke, die das
Elektron im Mittel zwischen zwei Stéfen zuriicklegt, sehr klein ist. Sie liegt in
typischen Metallen in der Gréflenordnung weniger Nanometer, oft auch noch klei-

!Dies gilt strenggenommen nur in Metallen, in denen die Ladungstrigerdichte konstant ist.
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Abbildung 1.1: FlieBt ein Strom j durch einen Leiter bei senkrecht dazu angeleg-
tem Magnetfeld B, so entsteht eine Hallspannung Uy.

ner. Die StoBzeit selbst ist von der Ordnung 1074 — 10715 sec. Damit ist die Be-
wegung von Elektronen in Metall diffusiv, die zuriickgelegten Bahnen fiillen den
Raum aus und die Driftgeschwindigkeit, also die effektive Geschwindigkeit iiber
einen langen Zeitraum, ist nur ein geringer Bruchteil der Momentangeschwindig-
keit. In Kupfer bei Zimmertemperatur, zum Beispiel, ist die Driftgeschwindigkeit
bei einem angelegten elektrischen Feld von E = 10* V/m von der GréBenordnung
weniger m/sec, die Fermigeschwindigkeit liegt dagegen in der GréBenordnung 10°
m/sec.

Bei Anwesenheit eines Magnetfeldes tritt noch ein weiteres Phanomen auf, der
Hall-Effekt. In einem stromdurchflossenen Leiter in einem senkrecht zur Strom-
richtung anliegenden Magnetfeld bildet sich durch die Lorentz-Kraft im stati-
ondren Fall eine Spannung Uy in die dritte Dimension aus, siehe hierzu Abb. [[1].
Sie definiert den Hall-Widerstand Ry = Uy /1. Er ist proportional zum angeleg-
ten Magnetfeld. Die Proportionalitdtskonstante, der Hall-Koeffizient, gibt Auf-
schluss tiber die Art der Ladungstriager (Elektronen oder Locher). Der longitudi-
nale Widerstand ist durch das Feld nicht verdndert.

Zusammenfassend lédsst sich also sagen, dass in einem klassischen ohmschen
System der longitudinale Widerstand nur von der Lénge des Leiters und seinem
Querschnitt beeinflusst ist, nicht von den mikroskopischen Gegebenheiten. Im
Magnetfeld verdndert er sich nicht, neu hinzu kommt quer zur Stromrichtung der
Hall-Widerstand, der proportional zum angelegten Feld ist.

1.2 Ballistischer Transport in kleinen Proben

Diffusivem Transport gegeniiber steht ballistischer Transport, der auftritt, falls
die freie Weglidnge von derselben Groflenordnung der Geometrie des Leiters ist.
Dann findet nur noch relativ wenig Streuung an Fehlstellen und Phononen statt
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Abbildung 1.2: Der Unterschied zwischen diffusivem (links) und ballistischem
(rechts) Transport. Im ballistischen Regime ist die freie Weglidnge deutlich grofier
als die Abmessungen der Geometrie (hier: die Lange des Quantendrahtes), im

diffusiven Fall ist das Verhéltnis umgekehrt, das Elektron stofit oft, hier mit
Kreuzen dargestellt.

und an glatten Wéanden werden die Teilchen spekular zuriickgeworfen (gemifl dem
Reflexionsgesetz). Schematisch ist der Unterschied in Abbildung [[.3 dargestellt.

Wie wir gleich noch sehen werden, sind elektronische Transporteigenschaften
in diesem Regime deutlich von denen diffusiver Metalle verschieden. Wie man
sofort in Abb. [[4 erkennen kann, ist zum Beispiel der Einfluss der Randeigen-
schaften eines Nanodrahtes erheblich groier. Allerdings treten auch neue, vorher
vollig unerwartete Phanomene auf.

Mit der Entwicklung von zweidimensionalen Elektronengasen (2DEG) in
Halbleiter-Heterostrukturen wurde in groflerem Mafle auch ballistischer Trans-
port im Experiment sichtbar (Beenakker und van Houter| 1991; Thornton 1998).
Dabei wurden vor allem GaAs/AlGaAs-Heterostrukturen verwendet. In AlGaAs
sind sowohl Bandliicke als auch Fermi-Energie Er grofler als in GaAs. Durch
die Entstehung von Raumladungen an der Grenzschicht verformen sich die Ener-
giebdander und es entsteht ein dreiecksférmiges Potenzial. In diesem sammelt sich
ein an der Grenzfliche entlang gut bewegliches Elektronengas, welches sich in die
beiden Dimensionen der Schicht ausdehnt. Da die Qualitédt der Schichten durch
genaue Molekularstrahlepitaxie sehr hoch ist, konnen routineméflig mittlere freie
Weglingen im Mikrometerbereich erreicht werden. Zur weiteren Reduktion in
ein eindimensionales System wire eine Atztechnik denkbar, welche aber techno-
logisch sehr schwierig ist. Stattdessen wurde vor allem die ,split-gate“-Technik
verwendet, um das 2DEG an bestimmten Stellen in einer Raumdimension einzu-
schniiren.

Dabei handelt es sich um die Aufbringung zweier Elektroden auf die Hete-
rostruktur. Je nach angelegter Gatespannung kann es so elektrostatisch zu einer
Verarmung der Ladungstriger im direkt darunterliegenden Bereich des 2DEG
kommen. So kann man Weiten des fiir die Elektronen erreichbaren Bereichs von
100 nm oder weniger erzielen. Dies liegt allerdings deutlich unter den in solchen
Strukturen {iblichen freien Weglédngen [ von 10 pm.

Die ideale Struktur, die mit split-gates erzielt werden kann, ist eine kurze, rela-
tiv diinne Einschniirung des 2DEG, die unter dem Namen Quantenpunktkontakt
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(QPC) bekannt geworden ist. Dabei betrégt die Lénge eines solchen QPC oft
nicht mehr als 500 nm. Das bedeutendste Experiment ist sicherlich die Quanti-
sierung des elektrischen Leitwerts bzw. des Widerstands in einem QPC. Wharam
et al] (1988) und van Wees et al] (1988) zeigten unabhingig voneinander, dass
sich der Leitwert in Einheiten von 2e%/h veréindert, wenn die negative Gate-
Spannung verdndert wird. Die Erklarung dafiir liefert die Landauer-Biittiker-
Theorie (siehe Kap. B): Durch die laterale Einschrankung wird die Anzahl der
moglichen Subbénder reduziert und der Leitwert ergibt sich als Anzahl der be-
setzten Subbidnder multipliziert mit dem Leitwert-Quantum 2¢2/h.

Zwei weitere Phianomene, welche das nicht-ohmsche Verhalten in ballistischen
Systemen deutlich zeigen, sind das Quenching des Hall-Widerstandes und der
negative Bend-Widerstand.

Ein negativer Bend-Widerstand Rp wurde zum ersten Mal von [[akagaki et all
(1988) gesehen und wenig spéter von [Timp et al] (1988) bestitigt. Dabei han-
delt es sich um einen Widerstand, der in einer Kreuz-Geometrie auftritt, wenn
der Strom gezwungen wird, um eine Ecke zu flieBen. In einem diffusiven Regime
konnten wir bei der Messung einer solchen Grofle eigentlich kein Ergebnis erwar-
ten, und wenn dann hochstens einen sehr kleinen positiven Widerstand. Gemessen
wurden aber relativ grofle negative Werte. Ein typischer Versuchsaufbau fiir die
Messung des Bend-Widerstandes und eine Messkurve sind in Abbildung [3 zu
sehen. Bei kleinen Magnetfeldern ist Rp negativ, wechselt dann das Vorzeichen
und erst bei sehr groflen Magnetfeldern verschwindet der Bend-Widerstand. Die
Erklarung fiir einen solchen Effekt kam sehr schnell von [Timp et al] (1988) und
bezog sich auf die bevorzugte Transmission nach vorn gegeniiber rechts oder links.
Dadurch kommt es zu einem Widerstand, weil nur ein Bruchteil der Elektronen
der Potenzialdifferenz folgen konnen. Dies konnte durch einfache klassische Simu-
lationen in geraden Kreuz-Geometrien gezeigt werden.

Unter dem Quenching des Hall-Widerstandes versteht man dessen Verschwin-
den bei sehr kleinen Magnetfeldern in zweidimensionalen Hall-Strukturen. Der
Versuchsaufbau und typische Messergebnisse sind in Abbildung [-4 dargestellt.
Quenching ist offensichtlich von der Dicke der verwendeten 1-D Strukturen
abhéngig. Der Effekt wurde zum ersten Mal von Roukes et al] (1987) gesehen
und kurz darauf von mehreren Gruppen (Ford et al] 1988; Chang et al) 1989;
Ford et all 1989) bestétigt. Frithe Erklarungen beruhten auf dem Einfangen der
Wellenfunktion durch die Kreuz-Geometrie (Ravenhall et all 1989) oder auf ei-
ner Unterdriickung der edge-States (diese werden in Kap. p.1] genauer eingefiihrt)
(Beenakker und van Houten 1988). Allerdings konnten beide Ansétze nicht die
Breite erkldren, auf der der Hall-Widerstand unterdriickt war. Erst durch das
Phédnomen der Kollimation waren die experimentellen Daten zufriedenstellend
zu erklédren. Kollimation wurde von Beenakker und van Houten (19894) zur Deu-
tung von Streuung in QPCs herangezogen und von Baranger und Stond (19894)
auf das Quenching des Hall-Widerstands {ibertragen. Bei diesem Effekt, auf den
wir noch genauer in Kap. | eingehen werden, handelt es sich um ein klassisches
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Abbildung 1.3: Aufbau zur Messung des Bend-Widerstands und Ergebnisse in
einer ballistischen Probe. Ry ist negativ fiir kleine Magnetfelder. (Thornton 1998)

Phinomen: Durch die graduelle Offnung der einzelnen Arme werden erlaubte
Einfallswinkel fiir transmittierende Elektronen verkleinert. Bei grofleren Winkeln
werden die Elektronen reflektiert und kommen nicht in den Draht hinein. Dieser
Effekt wurde auch in klassischen Billiard-Modellen bei Geometrien mit abgerun-
deten Ecken gefunden (Beenakker und van Houten 1989H). Der grofie Effekt einer
geeigneten Geometrie wurde von Ford et al] (1989) herausgestellt, welcher in ei-
ner rhombischen Geometrie den Kollimationseffekt soweit erhohen konnte, dass
es zu einem negativen Hall-Widerstand bei sehr kleinen Magnetfeldern kam.

Vor kurzem wurde nun auch zum ersten Mal in einem metallischen System
ballistischer Transport nachgewiesen und untersucht (Mikhailov et al] 1998). Das
Experiment ist genauer in Kap. B.1] vorgestellt. Dabei wurde besonders auch der
Einfluss des Randes, oder genauer, der Rauigkeit des Randes mitberiicksichtigt.
Um die Beschreibung dieses Experiments und weitergehende Untersuchungen
geht es in dieser Arbeit. Dabei werden in einer numerischen Simulation, welche in
Kapitel 4 genauer erklart wird, die drei im Experiment betrachteten Widerstande
berechnet (longitudinaler Widerstand Ry, Hall- Ry und Bend-Widerstand Rp).
Die Parameter der Simulation sind méglichst nahe am Experiment gestaltet, da-
mit zunéchst eine Reproduktion der dortigen Daten erzielt werden kann, um in
einem zweiten Schritt weitergehende Untersuchungen durchfiihren zu kénnen.

Ein wesentliches Ergebnis ist, dass auch die Randstreuung zu einer Kollimati-
on fithren kann, obwohl es keinerlei graduelle Offnung der Zuleitungen gibt, und
damit ebenfalls zum Hall-Quenching und zu einem negativen Bend-Widerstand.
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Abbildung 1.4: Aufbau zur Messung des Hall-Widerstands und Ergebnisse in
ballistischen Proben. Bei kleinerer Dicke der Nanodréhte ist das Quenching bei
niedrigen Magnetfeldern, die Absenkung von Ry vom linearen Verlauf auf ein
Plateau bei Null deutlich sichtbar. Bei dickeren Dréahten tritt dieser Effekt nicht
auf, obwohl sich auch dort Abweichungen vom klassischen Fall zeigen. ([Thornton
1993)

1.3 Der Aufbau dieser Arbeit

Kapitel 2 erldutert den Hintergrund der vorliegenden Arbeit. Es geht vor allem
um die Beschreibung des bereits erwihnten Experiments von Mikhailov et al!
(1998). Mit einer genaueren Betrachtung der bisherigen analytischen Ergebnisse
zum Einfluss der Streuung an rauen Wénden auf die elektronische Leitfahigkeit
schlielt dieser Abschnitt.

In Kapitel 3 werden wir uns zundchst mit dem Landauer-Biittiker-
Formalismus beschéftigen. Er liefert das theoretische Fundament fiir die folgen-
den Rechnungen. Neben einer allgemeinen Einfithrung werden wir insbesondere
darauf eingehen, wie eine Streumatrix und daraus die sogenannten Transmissi-
onskoeffizienten aus der Green-Funktion berechnet werden konnen. Dies wird zur
sogenannten Fisher-Lee-Formel fiihren.

In Kapitel 4 gehen wir auf die Besonderheiten bei den numerischen Simula-
tionen ein. Dazu gehoren die Diskretisierung des Hamilton-Operators und das
Ansetzen von Randbedingungen. Dies ist hier besonders wichtig, da wir es mit
einem im Prinzip unendlich ausgedehnten System zu tun haben. Dies wird zum
Konzept der Selbstenergie fithren. Eine Erlauterung des benutzten Algorithmus
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und die Vorstellung der Geometrie, in welcher die Widersténde bestimmt werden,
schliefit dieses Kapitel ab.

Kapitel 5 widmet sich dem (integralen) Quanten-Hall-Effekt. Obwohl die nu-
merische Untersuchung dieses Phéanomens nicht im Vordergrund der Arbeit steht,
ist es doch ein interessanter Punkt. Ein grofler Teil der Simulationen finden bei
so groflen Magnetfeldern statt, dass das System in das Quanten-Hall-Regime ge-
bracht wird. Daher wird das Verhalten in solchen Magnetfeldern untersucht und
mit Experimenten verglichen. Daneben widmet sich das Kapitel auch der Charak-
terisierung der verwendeten Geometrien und der Festlegung geeigneter Parameter
fiir die weiteren Simulationen.

In Kapitel 6 schliefllich werden die Ergebnisse der Berechnungen der ver-
schiedenen Widerstdnde vorgestellt. Dabei werden sowohl Streuung durch Ober-
flichenrauigkeiten als auch Streuung durch on-Site-Unordnung simuliert. Es wer-
den die Einfliisse der verschiedenen in der Rechnung verédnderbaren Parameter
vorgestellt und erlautert.

Kapitel 7 befasst sich mit einem etwas anders gelagerten, aber doch verwand-
ten Thema. Dabei geht es um den Einfluss einer einzelnen, stationdren Storstelle
auf das Verhalten des Stroms um sie herum. Es kommt zu einem Riickfluss, also
zu Backflow. Dieser Backflow wird berechnet und als Viskositdt oder Energie-
Verlust ausgedriickt. Weiterhin untersuchen wir die Frage, ob die Rate, mit der
zwei Storstellen dem System Energie entziehen, grofer als zweimal die Einzelrate
ist. Dies konnte einen neuen Zugang zum Problem der schwachen Lokalisierung
in solchen Anordnungen ergeben.

Mit einer Zusammenfassung in Kapitel 8 schliefit die Arbeit.
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Kapitel 2

Die Randstreuung - Experiment
und analytische Arbeiten

2.1 Experimentelle Untersuchung von Wi-
derstinden in metallischen Nanodrihten

In einem neuartigen Experiment einer Kollaboration aus Russland, Frankreich
und Schweden (Mikhailov et all] 1998) wurde zum ersten Mal ballistischer Trans-
port in quasi-zweidimensionalen Strukturen in einem anderen System als einem
2DEG beobachtet. Hier handelt es sich um metallische Nanodrahte, die aus einem
diinnen metallischen Film ausgeschnitten werden. Als Material dient Wolfram
(W) oder Molybdéan (Mo). Alle hier vorgestellten Ergebnisse betreffen Wolfram-
Dréhte, aber es gibt keine nennenswerten qualitativen Unterschiede zu Molybdén.

Die Herstellung der Nanodréhte ist nicht einfach, da der Draht mdéglichst diinn
sein soll, gleichzeitig aber die Defektdichte klein bleiben soll, um ballistischen
Transport zu erreichen. Dazu muss ja gewéhrleistet sein, dass die freie Wegléinge
der Elektronen grofler ist als typische Abmessungen der Probe. Besonders die
Rauigkeit der Oberfliche des Films ist dabei ein Problem. Bei herkémmlicher
Fabrikation mittels Ionenétzen und chemischer Prozessierung dieser Oberfliche
konnen leicht Strukturdefekte und Fehlstellen am Interface auftreten, die zu einer
Reduzierung der freien Wegldange fiihren.

Der Prozess zur Herstellung von den im Experiment verwendeten metalli-
schen Nanodrihten ist daher etwas aufwendiger (Mikhailov et al][1998). Zunéchst
wird ein diinner monokristalliner Film auf eine beheizte Saphir-Oberflache durch
Laser-Ablation gewachsen. Dies geschieht in einer Ultra-Hochvakuumkammer
(3 x 1077 Pa). Ein gepulster Laserstrahl trifft auf einen rotierenden Block aus
Metall (W oder Mo) mit einer Leistungsdichte von einigen Gigawatt pro cm?.
Die austretenden Atome treffen auf eine 1170K heifie [1012] Saphir-Oberfléiche
und bilden dort einen [001] orientierten Einkristall (Mikhailov et all 1996).

Dieser Einkristall wird dann durch einen epitaktischen Lift-Off durch Pho-

11
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tolithographie in die gewiinschte Geometrie gebracht. Allerdings wird, anders
als bei gewohnlichen Lift-Offs, zwischen Belichtung und dem Ablésen der nicht
benétigten Struktur ein 100nm dicker Aluminium-Film aufgebracht. Dadurch ist
die Struktur definiert und besteht aus einem metallischen Film mit einer diinnen
Al-Haut.

In einem néchsten Schritt wird nun ein Ionen-Atzen mit 500 eV Xenon-Ionen
durchgefiihrt, dabei dient der Aluminum-Film als Maske. Dabei werden die oben
angesprochenen Probleme, die bei freiem Ionen-Atzen auftreten kénnten, vermie-
den. Nach dem Atzvorgang, der die Oberfliiche des Metallfilms erheblich glittet,
wird durch Auftragen von KOH die Aluminiumschicht entfernt, so dass der reine
Wolfram- bzw. Molybdén-Film iibrig bleibt. Dieser hat eine Randrauigkeit, die
nun deutlich kleiner als die Breite und Hohe des Films ist, und somit zu balli-
stischem Transport fiithren sollte. Allerdings ist der Film so frei von Storstellen,
dass die Rauigkeit der dominante Streuterm fiir die Elektronen ist.

Zusammenfassend handelt es sich also um ballistischen Transport mit do-
minanter Randstreuung. Die Abmessung der betrachteten Geometrie betrégt bei
den verwendeten Nanodréhten 95nm in der Hohe bei einer Breite von 300nm. Die
Liange ist typischerweise mindestens von der Gréfenordnung pm. Die Unschérfe
in der lateralen Abmessung betrigt etwas iiber 10-20nm. Damit ergibt sich (wich-
tig fiir den Vergleich mit den Daten aus der Simulation) eine relative Unschérfe
(spater A genannt) von 0.03 - 0.06. Demgegeniiber ist die Unschérfe in der Film-
dicke deutlich kleiner als 1nm, so dass die Streuung an der oberen und unteren
Begrenzung vernachléssigt werden kann.
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Abbildung 2.1: Geometrie fiir die gleichzeitige Messung des Hall-, Bend- und long.
Widerstandes. (Mikhailov et al] 1998)
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Die Geometrie, die in den Experimenten verwendet wurde, ist in Abbildung
21 dargestellt. Sie ist relativ einfach und erlaubt die gleichzeitige Messung von
Hall-, Bend- und longitudinalem Widerstand. Obwohl es sich eigentlich bei Wi-
derstdnden um reziproke Leitfahigkeiten handelt, die deswegen auch nicht negativ
werden konnen, sind im Experiment und dementsprechend auch fiir diese Arbeit
die Widersténde als Verhéltnis von Spannung V' zum angelegten Strom [ defi-
niert. Dementsprechend gilt also fiir den Hall-Widerstand Ry = Vi /1, fiir den
Bend-Widerstand Rp = Vi /I und ebenso fiir den longitudinalen Widerstand Ry,

Durch die Messung von R und den Fit an die Formel

Ru(T) = (pp(T) + poc) =

A
mit den spezifischen Widerstdnden p,, aufgrund von Elektron-Phonon-
Wechselwirkung und pg. aufgrund von Streuung am Rand und an Storstellen
(L ist die Lange des Drahtes, A die Querschnittsfliche) kann p,. bestimmt wer-
den, p,y, ist tabelliert bekannt. Das Drude-Modell liefert dann aus dem Wert fiir
psc die mittlere freie Weglénge, die so zu 200nm bestimmt wurde. Dies ist grofer
als die Hohe des Films und etwas kleiner als die Breite. Daher sind die Elektronen
sicher nicht im vollstdndig diffusiven Regime, sondern eher auf der ballistischen
Seite, wie angenommen.

Eine grafische Auftragung der wichtigsten Resultate ist in Abb. £-J zu sehen.
Die Hauptergebnisse der Messungen waren folgende:

- Bei niedrigen Temperaturen und Verdnderung des Magnetfeldes:

e Der longitudinale Widerstand zeigt einen starken positiven Magneto-
widerstand, das heifit, dass R; mit zunehmendem Magnetfeld stark
ansteigt. Bei grofleren Magnetfeldern scheint dieser Anstieg linear zu
verlaufen.

e Im Hall-Widerstand tritt Quenching auf. Erst bei hoheren Magnetfel-
dern findet ein Ubergang zu einem linearen Regime statt. Daneben
scheint es zu einer Hysterese zu kommen. Auflerhalb des gequenchten
Bereichs liegt ein normaler linearer Verlauf vor.

e Der Bend-Widerstand zeigt bei kleinen Magnetfeldern wiederum einen
negativen Wert. Bei Steigerung wichst er an und wird schliefSlich po-
sitiv.

e Der Ubergang von negativen zu positiven Werten des Bend-

Widerstandes und das Ende des gequenchten Hall-Widerstandes treten
bei den gleichen Magnetfeldern (B ~ 2 T) auf.

- Daneben ergab sich bei Verdnderung der Temperatur ohne angelegtes Ma-
gnetfeld:
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Abbildung 2.2: Messung des Hall-, Bend- und long. Widerstandes. (Mikhailov
et al] 1998)
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e Der longitudinale Widerstand kann gut durch das Ohmsche Gesetz
mit temperaturabhéngigem spezifischen Widerstand durch Phonon-
Streuung beschrieben werden.

e Der Bend-Widerstand ist negativ fiir kleine Temperaturen (< 50K),
steigt an und wird schliesslich positiv. Dies ist iiber den ganzen Tem-
peraturbereich (0 - 200 K) ein nicht-ohmsches Verhalten.

2.2 Analytische Resultate zum Einfluss der
Randstreuung auf elektrische Transportei-
genschaften

2.2.1 Die klassische Betrachtung mittels Boltzmann-
Gleichung

Die ersten Arbeiten zu Auswirkungen von Randstreuung auf die elektrische
Leitfahigkeit von Metallen stammen aus den Anfingen des 20. Jahrhunderts
(Thomson [1901). Danach waren es Fuchs (1938) und Sondheimer (1952), die erste
theoretische Ergebnisse lieferten, welche bis weit in die 80-er Jahre nur unwesent-
lich verbessert wurde. Diese Theorie basiert auf einer Boltzmann-Formulierung
und ist quasiklassisch (die Quantenmechanik tritt nur durch die Bandstruktur
und die Fermistatistik auf).

Nach Boltzmann muss die Verteilungsfunktion der Elektronen fi(r,k) im
Gleichgewichtsfall folgende Gleichung erfiillen:

(& 8fk
—vi -V, k)— -E. =< =
Vi Vefiln k) = 2B 5
Dabei ist E das elektrische Feld, vy die Geschwindigkeit, und der Term auf
der rechten Seite der Gleichung beschreibt die Anderung der Verteilungsfunk-
tion durch Streuprozesse, die noch vollig allgemein sind.
Nach einer Naherung durch

fk(rvk) = fl(c)(rak) + g(r,k)

betrachten wir nur noch die Abweichung g(r, k) vom Gleichgewichtsfall ohne an-
gelegtes elektrisches Feld. Die Gleichung kann nun sehr einfach linearisiert wer-
den, nur Terme von der Ordnung g werden behalten, ebenso ihre Produkte mit
E.

Nun miissen wir uns um den Rand kiimmern. Im Rahmen dieser Theorie ist
dies durch die explizite Formulierung als Randbedingungen gegeben, ndmlich als

fk‘scatt. (2.1)

98, K)o, 0 = [ dK g(rs, K)o Rk (2:2)
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Diese Gleichung sagt aus, dass an den Réndern rg die auslaufenden Teilchen (mit
Geschwindigkeitskomponente normal zur Oberflache v,, > 0) durch die einlaufen-
den Teilchen (mit negativer Normalgeschwindigkeit) gegeben sind, gewichtet mit
einer Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand k in k’ Ry k.

Dieses Problem ist noch immer viel zu schwierig fiir eine analytische Losung,
da zur Berechnung des Streuterms fi im Prinzip das gesamte Streuproblem an-
gegangen werden muss, also die genaue Struktur der Oberfliche und die Orte der
lokalisierten Storstellen bekannt sein miisste. Daher greifen wir an dieser Stelle
zu einer phénomenologischen Néherung mit einer einzigen anzupassenden Kon-
stante, ndmlich der mittleren Stofizeit 7:

1

scatt. —;g(r,k). (23)

fi
Nun miissen wir noch durch eine weitere Ndherung die Rauigkeit der Oberfliche
beschreiben. Bei der Streuung an einer Oberfliche gibt es zwei Grenzfille, einer-
seits eine vollstdndige elastische Streuung wie an einem glatten Spiegel, anderer-
seits eine diffuse Streuung in isotrop verteilte Endzusténde, also ein kompletter
Verlust der Information iiber die Anfangsgeschwindigkeit. Nach Fuchs und Sond-
heimer wird ein Gemisch dieser beiden Fille betrachtet, mit einer Wahrschein-
lichkeit p tritt spekulare Streuung auf, mit 1 — p diffuse Streuung. Damit gilt
dann also:

g(rg, k), =p g(rg, k), + (1 —p) C /dk” g(re, K"y, <0 0(ex — ) (2.4)

Dabei entsteht k' aus k durch Invertierung der Normalkomponente v,,.
Nach diesen Nédherungen konnen wir nun eine analytische Losung der lineari-
sierten Boltzmann-Gleichung fiir g(r, k) angeben:

ofp [ 1—p ( |r—rB|>]
r.k)=7ev-E— |1 — exp | — 2.5
9(r, k) Dex 1— pexp (—|rg — th|/l) 0 V] (2.5)

Dabei bezeichnet [y die freie Weglédnge, die aufgrund von lokalisierten Streuern
etc. auftritt, rg ist der Ort, an dem das Elektron zuletzt die Wand beriihrt hat,
ry derjenige Ort, bei dem es davor spekular abgeprallt ist.

Dieses Ergebnis impliziert nur eine kleine Abweichung im Ausdruck fiir die
elektrische Leitfdhigkeit nach dem Drude-Sommerfeld-Modell:

2 2
ne k%

= ln = .
“ vaO 372 h°

(2.6)

Dabei wird dieses Gesetz meistens durch die Stofzeit, gegeben durch 7 = Iy /vp,
ausgedriickt (Ashcroft und Mermin [1976). vp steht fiir die Fermi-Geschwindigkeit,
kr fir die Fermi-Wellenzahl.



2.2. ANALYTISCHE RESULTATE ZUR RANDSTREUUNG 17

Im Fall der klassischen Betrachtung von Randstreuung gilt dieses alte Er-
gebnis nun ebenso, allein die freie Wegliange [y wird durch eine neue Weglénge [
ersetzt, die zusétzlich durch die Stole am Rand verédndert wird. Dafiir gilt:

o L3 [as [ as. coso |- e e —rpl/l)| - g
ool 4mS. 1 —pexp(—|r — rg|/l)

Dabei ist S, der Querschnitt der Geometrie und 6 der Winkel zwischen dem
Vektor rg — rp und dem E-Feld.

In einer zylindrischen Geometrie konnen die Integrale ausgewertet werden,
ebenso fiir einen diinnen Film (Dingle 1950). In beiden Féllen ergibt sich folgen-
der, deswegen als unabhéngig von der Geometrie angenommener, Ausdruck:

o 3 IoP
PN P A L UL
( m&,

oy 16
wobei P der Durchmesser des Zylinders, bzw. die Lange des Films ist.

An dieser Stelle ist noch interessant, dass im Fall des Films zwar die oben
angebenen Integrale analytisch ausgewertet werden konnen, allerdings divergiert
das Winkelintegral im Fall unendlich diinner Filme oder bei unendlicher freier
Weglange fiir # = 0. Dies liegt daran, dass Elektronen, die sich nahezu parallel
zu den Oberflichen bewegen, einen Hauptteil des Stroms tragen, und im reinen
Limit [y — oo einen unendlichen Beitrag zur Leitfdhigkeit beitragen. Damit ist
die Theorie nur fiir relativ dicke Filme mit hoher Randstreuung zutreffend.

(2.8)

2.2.2 Eine quantale Betrachtung

Es dauerte bis in die zweite Hélfte der 80-er Jahre, bis die quasiklassische Be-
trachtung von Fuchs und Sondheimer auf voll quantenmechanische Beine gestellt
wurde. Dies hat sicherlich damit zu tun, dass erst in dieser Zeit experimentell
das Limit erreicht wurde, in dem die obige Theorie versagt, ndmlich ultradiinne,
extrem glatte Filme.

Die erste voll quantenmechanische Behandlung des Problems der Auswirkun-
gen von Randstreuung auf das Verhalten von freien Elektronen in diinnen Filmen
stammt von [TeSanovi¢ et al] (1986). Wie im quasiklassischen Fall wird der raue
Rand als Randbedingung des freien Hamilton-Operators betrachtet. Dann wird
dieser einfache Hamilton-Operator mit schwierigen Randbedingungen in einen
anderen transformiert, in dem die Randbedingungen sehr einfach sind. Dafiir ent-
stehen neue Terme, die als neuartige Kopplungen interpretiert werden koénnen.
Der Hamilton-Operator ist damit nicht mehr quadratisch, in den neuen Kopplun-
gen kann allerdings dann mit Stérungstheorie gearbeitet werden, um Ergebnisse
fiir niedrige Variationen in den Randbedingungen (also fiir geringe Rauigkeit) zu
erzielen.

Tesanovic et al] (1986) definieren zunéchst einen Raum z;; parallel zu den
Wiénden. Im senkrechten Raum x; variiert das Einschlusspotenzial U,(z ) auf
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einer Lingenskala «, die um einen Mittelwert auf ) schwanken soll. Der volle
Hamilton-Operator ist gegeben durch:

2

H = HO(ZL‘H) + Ha(acH)(IL) = HO(J}H) — ;L—MVi + Ua(fc”)(l‘i). (29)
Es wird im weiteren angenommen, dass die Schwankungen von a(z) klein sein
sollen, so dass eine Storungstheorie in dieser Grofle moglich ist.

Die Transformation, die oben erwéhnt wurde, wird erzeugt durch einen Ope-
rator, der aus zwei Teilen besteht. Ein Teil ist unitdr und beschreibt die Trans-
formation der Eigenzustdnde des rauen Problems auf ein geglittetes auf der
durch den Mittelwert von o gegebenen Léngenskala, der andere ist nicht-unitar
und transformiert den Hamilton-Operator selbst. Als kleiner Parameter dient
A = In(ag/a(x))), wobei oy den Mittelwert bezeichnet. Aus dieser Transforma-
tion entsteht ein effektiver Hamilton-Operator, in welchem ein Pseudopotenzial
Vum die verschiedenen Subbénder miteinander koppelt. Nehmen wir an, der Film
lage in der x — y—Ebene, und in die z—Richtung sei die Oberfliche rau, dann
gilt:

Vom = EnmOnm + = (En — Ey) [za + az] . (2.10)

Dabei ist E,, die Eigenenergie des n-ten Subbandes von H,,(z), dem Hamilton-
Operators eines glatten Films mit Dicke ay. Dies ist analog zu [Ulreich und Zwer
oer (1998). Dort fiihrt eine Weitenabhéngigkeit zu Streuung zwischen den adia-
batischen Niveaus F,,.

Im Allgemeinen ist dieses Problem selbst in Stérungstheorie nicht zu lésen,
denn typischerweise ist die Anzahl der Subbénder n, sehr gro§ (~ 100 — 1000).
Auflerdem ist das Einschlusspotenzial wichtig fiir das Auffinden der Eigenenergien
und auch die Funktion a(x)), also der Rand, muss noch bestimmt werden.

Allerdings kann fiir einen wichtigen Spezialfall eine Losung angegeben wer-
den. Dazu wird angenommen, dass es sich beim Einschluss um ein , Harte-
Wand-Potenzial“ handelt, damit sind die Eigenenergien einfach zu berechnen
und die Matrix V,,,, separiert in ihren Variablen. Es ergibt sich ndmlich V,,, =
nm(—1)"""(h*r%/Md?), wobei d wiederum die Dicke des Films bezeichnet.

AuBerdem wird fiir den Rand eine unkorrelierte, auf atomarer Skala raue
Oberfliche angenommen (dies entspricht dem Fall p = 0 bei Fuchs und Sond-
heimer). Dies wird durch die Annahme eines ,weilen Rauschens“ im Ober-
flachenprofil deutlich gemacht und fiir die Varianz wird ein Parameter H durch
<M@)A(¢)>= H?/(krd)? definiert. Dabei ist A(¢) die Fourier-Transformierte von
(Al |A(z) = 0)) beziiglich x|. Die Berechnung der Leitféhigkeit erfolgt mit Hilfe
der Kubo-Formel und liefert:

2 3 k4H4
o= %677 s(nc)ﬁ (1 +0 ( F )) (2.11)

2
ne
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mit s(n.) = Y1, (1/n?) ~ 7%/6.

Es gilt in guter Naherung n. ~ kpd/m, somit ist die Leitfihigkeit von der
Ordnung d3. Sie ist auch bei vollstindigem Fehlen sonstiger Storstellen nicht un-
endlich wie im quasiklassischen Fall, sondern bleibt endlich. Im quasiklassischen
Fall waren fiir das unbegrenzte Anwachsen der Leitfahigkeit Elektronbahnen ver-
antwortlich, die parallel zu den Réndern in der Mitte des Films verlaufen. Quan-
tenmechanisch ist das Préparieren eines solchen Zustandes nicht moglich, durch
Nullpunktsfluktuationen in z-Richtung verlassen die Teilchen ihre anfinglichen
x — y—Ebenen. Das fiihrt zu einem endlichen spezifischen Widerstand p = oL
Eine Berechnung der mittleren freien Weglénge fiithrt aus diesem Grund auch zu
einem endlichen Wert und es zeigt sich, dass sie durch die freie Wegléinge des
niedrigsten Subbandes n = 1 dominiert wird. Dies ist ein wichtiges Ergebnis und
sollte fiir die weitere Diskussion an dieser Stelle herausgehoben werden.

Die Arbeit wurde vertieft und ergénzt von [Irivedi und Ashcroff| (1988). Dort
wurde auch die Formel 2.T1] um einen Beitrag fiir die Storstellenstreuung erwei-
tert, die Storstellen werden auf niedrigster Ordnung beriicksichtigt.

Ein anderer Weg zur Berechnung der Leitfahigkeit eines diinnen Films findet
sich in Fishman und Calecki (1989). Dort wird zwar nur eine raue Seite betrachtet,
aber die Ergebnisse sind natiirlich ohne weiteres auf den Fall, dass beide Seiten zur
Streuung beitragen, anwendbar. Auch hier liegt der Film in der x —y—Ebene mit
Begrenzungen bei z = £d/2. Nun gelte fiir den oberen Rand z = d/2+ f(p), wobei
p ein direkter zwei-dimensionaler Vektor ist. Der Hamilton-Operator umfasst die
kinetische Energie wechselwirkungsfreier Elektronen und starre Potenzialstufen
mit Potenzial V' an den Réndern. Durch die Einfiihrung des unebenen Randes
tritt ein zusétzlicher Term im Hamilton-Operator auf, namlich:

v=v (0~ %d ~ () — 0 — %d)) ~ —V F(p)o(z %d). (2.12)

Gerechnet wird in niedrigster Ordnung in f(p). Fiir den Rand wird folgende
Parametrisierung angesetzt:

<f(P) (' +p) > = A%G(p/€). (2.13)

Dies definiert die Stédrke der Unordnung A und eine Korrelationslidnge &. Die
Funktion G(r) bzw. ihre Fourier-Transformation F'(k) bleibt zundchst unbe-
stimmt.

Mit diesen Eingaben ist die Leitfidhigkeit in erster Ordnung in der Randfluk-
tuation berechenbar. Die Autoren erhalten im wichtigen Spezialfall V' — oo und
Ekpmaz. < 1, wobei kg, der maximale der Fermi-Wellenvektoren k,,, also der des
niedrigsten Subbandes, ist:

62 d5 1 6 Ne k2
~ — =, 2.14
7 h 2 A F(0) nu(ne + 1) (ne + 2) ; V2 (2.14)
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Dieser Ausdruck kann nun in verschiedenen Limiten fiir die Anzahl der Subbénder
ausgewertet werden. Fiir ein einzelnes Subband, also n. = 1, erhédlt man die
Proportionalitit o oc d®. Dieses Limit ist in Halbleitern zu erwarten. Im anderen
Fall, der fiir metallische Filme zutreffend ist, ndmlich n. > 1, gilt:

6 1
~d 1l —2). 2.1
’ ( (3nm) 13 d) (219)

Dabei ist n die Zahl der Ladungstréger. In einem numerischen Beispiel fiir diinne
CoSi, Filme ergibt sich hier o oc d*'. Dies ist in guter Ubereinstimmung mit
experimentellen Daten, die o oc d*3 zeigen (Duboz et al] 1988; Henz et al] 1987).
Der wesentliche Unterschied zum obigen Resultat von [Tesanovi¢ 