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ZUSAMMENFASSUNG

Mehrkategoriale Regressionsmodelle stellen ein etabliertes Instrumentarium
in der statistischen Datenanalyse dar. Die vorliegende Arbeit behandelt die
Erweiterung klassischer parametrischer Regressionsmodelle fiir nominal- und
ordinal-kategoriale abhéngige Variablen um flexible nonparametrische Struk-
turen. Unspezifiziert funktionale Effekte stetiger Kovariablen werden dabei
mit Polynom-Splines approximiert, deren Représentation in entsprechenden
Spline-Basen auf rein parametrische Priadiktorstrukturen fiihrt. Die damit
im Rahmen multivariater generalisierter linearer Modelle mogliche Parame-
terschitzung wird {iber die Maximierung einer penalisierten Likelihood rea-
lisiert, in der diskrete Strafterme die Variation der geschitzten funktionalen

Effekte regulieren.

Einleitende theoretische Betrachtungen zu penalisierten Basisfunktionsansét-
zen liefern Aussagen zur Aquivalenz der untersuchten Alternativen und qua-
lifizieren P—Splines als die in diesem Kontext zu priferierende Kombination.
Darauf basierend werden nonparametrische Erweiterungen des multinomia-
len Logit—Modells fiir nominalen und des kumulativen Logit—Modells fiir ordi-
nalen Response analysiert. Im multinomialen Logit-Modell wird dabei expli-
zit zwischen globalen Variablen und kategorienspezifischen Charakteristiken
unterschieden, wobei Einfluigréfien beider Typen sowohl linear als auch un-
spezifiziert funktional beriicksichtigt werden. Fiir kumulative Logit—-Modelle
mit nicht-globalen Effekten wird das den P—Splines entlehnte Penalisierungs-
konzept auf die kategorienspezifischen Parameter in benachbarten Respon-
sekategorien iibertragen. Kategorieniibergreifende Penalties gewihrleisten
einerseits die Verfiigbarkeit von Schitzungen in numerisch kritischen Féllen
und ermoglichen damit die Durchfithrung von Tests auf das Vorliegen propor-
tionaler Chancen. Dariiber hinaus lassen sie sich als konzeptionelle Bestand-
teile in die Parameterschitzung in semiparametrischen Partial Proportional

Odds Modellen integrieren.






SUMMARY

Multicategorical regression models are an established tool in statistical data
analysis. The present thesis extends common parametric regression models
for nominal and ordinal responses to more flexible nonparametric approaches.
In order to obtain a flexible form of the functional effects of metrically scaled
covariates, expansions in basis functions are used. The resulting predictor
allows parameter estimation within the framework of multivariate generalized
linear models. Estimates are obtained by maximizing a penalized likelihood
with discrete penalty terms restricting the variation of estimated smooth

effects.

As a result of theoretical considerations, P-Splines seem to be the ideal al-
ternative for applying penalized basis function approaches. Based on this
result, nonparametric extensions of the multinomial logit model for nominal
and the cumulative logit model for ordinal responses are derived. An import-
ant feature of the proposed multinomial logit model is the distinction between
global and category-specific variables. Variables of both types may enter the
model in a linear form or as unspecified smooth functions. For cumulative
logit models the penalization concept adopted from P—-Splines is used to re-
strict category-specific parameters in adjacent categories. Penalization across
response categories ensures availability of estimates when common estimati-
on procedures fail to converge, so that tests for proportional odds may be
performed even for critical settings. Additionally, penalties across respon-
se categories are taken into account as fixed methodical parts when fitting

semiparametric partial proportional odds models.
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Einleitung

Lassen sachlogische Uberlegungen einen gerichteten funktionalen Zusammen-
hang zwischen verschiedenen Merkmalen eines Untersuchungsobjekts vermu-
ten, konnen diese Abhingigkeitsbeziehungen durch Regressionsmodelle in ei-
nen geeigneten statistischen Rahmen gefasst werden. Verwertbare Informati-
onen liefern derartige Modelle jedoch nur dann, wenn sie auf die Charakteris-
tika der Untersuchungsmerkmale zugeschnitten sind. Die addquate Formulie-
rung, Untersuchung und Interpretation von Regressionsmodellen bedarf da-
her einer expliziten Beriicksichtigung der Merkmalstypisierungen fiir die ab-

hingigen Gréflen als auch auf Seiten der erkldrenden Variablen.

Diesem Grundsatz folgend, fiihrten Fragestellungen aus den verschiedensten
Bereichen zu der Notwendigkeit, das auf der Normalverteilungsannahme ba-
sierende, klassische Regressionsmodell auch auf den Fall diskreter Response-
variablen zu erweitern. Das dafiir erforderliche statistische Konzept schufen
Nelder & Wedderburn (1972) mit der Einfiihrung generalisierter linearer Mo-
delle. Besitzt der diskrete Response nur endlich viele Ausprigungen, spricht
man von kategorialer Regression. Zahlreiche Publikationen belegen die breit-
geficherten Anwendungsmoglichkeiten dieser Regressionsform in der Medizin
(Kay & Little, 1986; Armstrong & Sloan, 1989), den Wirtschaftswissenschaf-
ten (Amemiya, 1981; Maddala, 1983) und vielen anderen Gebieten. Im Kon-
text kategorialer Regression beschriankt sich die Problemadéquatheit jedoch
héufig auf die Beriicksichtigung der diskreten Responsestruktur. Eigenschaf-
ten der erkldrenden Variablen werden hingegen nur unzureichend reflektiert,
da die oft vorausgesetzte Parametrisierbarkeit der Kovariableneffekte zumin-
dest fiir stetige Einfluigroflen eine zu rigide Annahme darstellt. Ziel der vor-
liegenden Arbeit ist es, die statistischen Methoden der kategorialen Regres-
sion um ein flexibles Instrument, zur Modellierung nonparametrischer Kova-

riableneffekte zu erweitern.

Fiir Modelle mit stetigen Regressoren ist in den letzten Jahren ein umfang-
reiches Repertoire an nonparametrischen Schitzverfahren geschaffen worden.
Den wohl grofiten Anteil bilden die sogenannten Glattungsverfahren, die auf
der schwachen Voraussetzung beruhen, dafl der Effekt einer metrischen Ein-
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2 EINLEITUNG

flulgroBle auf den zu erwartenden Response als glatte, sprich hinreichend oft
differenzierbare Funktion dargestellt werden kann. Aus der Vielzahl von Me-
thoden seien hier exemplarisch der Kernregressionschiitzer (Gasser & Miiller,
1984; Staniswalis, 1989), Regressionssplines (Eubank, 1988; Friedman & Sil-
verman, 1989), lokale (polynomiale) Ansitze (Hastie & Loader, 1993; Fan &
Gijbels, 1996) und Smoothing Splines (Silverman, 1985; Green, 1987) aufge-
fiihrt. Ein geschlossener Uberblick iiber Glittungsverfahren findet sich u.a. in
Simonoff (1996).

Die in der vorliegenden Arbeit gewihlte Modellierungsform fiir glatte Effekte
kombiniert die verschiedenen Ansétze der Spline Regression. Den Grundbau-
stein bildet die aus einer Restgliedabschitzung der Taylorentwicklung resul-
tierende Approximierbarkeit glatter Funktionen durch stiickweise polynomia-
le Funktionen, sogenannte Polynom- bzw. Regressionssplines (Seber & Wild,
1989). Parameter eines Polynom—Splines sind der Grad seiner polynomialen
Stiicke sowie die diese Stiicke definierende Zerlegung seines Definitionsberei-
ches durch endlich viele Knoten. Die zu einer Zerlegung gehorigen Polynom-
Splines bilden einen Vektorraum. Fiir jedes Element dieses Raumes existiert
demnach eine entsprechende Basisdarstellung, die wiederum eine Parametri-
sierung der approximierbaren glatten Effekte ermoglicht. Die damit gegebene
Riickfiihrbarkeit auf rein parametrische Strukturen stellt den entscheidenden
Vorteil dieses Ansatzes dar.

Die Giite der Approximationen durch Polynom-Splines wird mafgeblich von
der Zerlegung bestimmt. Wachsende Knotenzahlen erh6hen zwar die Anpas-
sung, fithren bei stark verrauschten Daten aber unweigerlich zu unruhig ver-
laufenden Schitzungen. Probate Mittel zur Variationskontrolle der geschétz-
ten Effekte sind datenadaptive Verfahren zur Wahl der Knotenzahl und -po-
sitionen (Friedman, 1991; Stone, Hansen, Kooperberg & Truong, 1997). Ein
alternativer Ansatz benutzt das den Smoothing Splines entlehnte Penalisie-
rungskonzept. Im Zusammenspiel mit der Approximation der glatten Effekte
durch Polynom—Splines operieren Strafterme dabei auf den Koeffizienten der
entsprechenden Basisdarstellungen. Zwei Penalisierungsformen haben sich in
diesem Zusammenhang als effektive Ergdnzungen zur Spline-Approximation
erwiesen — der von Ruppert & Carroll (2000) in Verbindung mit der Trunca-
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ted-Power-Basis propagierte Ridge-Penalty und der Differenzenpenalty, den
Eilers & Marx (1996) zusammen mit der B-Spline-Basis verwenden und dafiir
den Begriff des P-Splines prigen. Die Kombination der Spline-Approximati-
on mit diesen diskreten Penalisierungsformen gestaltet sich in zweierlei Hin-
sicht als vorteilhaft. Einerseits kann die Parameterschétzung iiber die Maxi-
mierung einer penalisierten Likelihoodfunktion im Rahmen generalisierter li-
nearer Modelle erfolgen, zum anderen wird das (hochdimensionale) Optimie-
rungsproblem der Knotenwahl auf die Bestimmung nur eines Glattungspara-

meters pro nonparametrischer Komponente reduziert.

In der vorliegenden Arbeit soll das Konzept penalisierter Basisfunktionen auf
die Besonderheiten im kategorialen Regressionsmodell erweitert werden. Das
erste Kapitel gibt einen informellen Uberblick iiber generalisierte lineare Mo-
delle und den Pradiktor betreffende Verallgemeinerungsformen, die eine flexi-
blere Modellierung von Kovariableneffekten erméglichen. Im zweiten Kapitel
werden Basisdarstellungen von Polynom-Splines ausfiihrlich untersucht. Ne-
ben der Definition von Truncated—Power- und B—Spline-Basis liefert das Ka-
pitel Aussagen zur Aquivalenz dieser Basen. Dariiber hinaus werden in einem
weiteren Abschnitt die Penalisierungsformen Ridge- und Differenzenpenalty
vorgestellt und deren Zusammenspiel mit den korrespondierenden Spline-Ba-
sen analysiert. Das Kapitel schliefit mit einigen Ausfiithrungen zu Eigenschaf-
ten von P-Splines, die sich als zu préferierende Kombination von Basisfunkti-

onen und Penalties qualifizieren.

Kapitel 3 erldutert die Einsatzmoglichkeiten von penalisierten B—Splines zur
Schitzung verschiedener nonparametrischer Komponenten im generalisierten
additiven Modell. Ausgehend von der Modellierung univariater glatter Effek-
te wird die Beriicksichtigung von Interaktionen in Form variierender Koeffi-
zienten und bivariater Kovariablenfunktionen diskutiert. Neben der Umset-
zung und Schitzung der einzelnen Komponenten steht die Behandlung von
Identifikations- und Singularitdtsproblemen im Mittelpunkt der Betrachtun-
gen. Das vierte Kapitel ist der Wahl der Glattungsparameter gewidmet, die
einen wichtigen konzeptionellen Bestandteil im Kontext penalisierter Schét-
zung darstellen. Optimale Glattungsparameter resultieren dabei aus der Mi-

nimierung eines entsprechenden Kriteriums, dessen Eignung zunéchst moti-
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viert wird. Dariiber hinaus wird mit den genetischen Algorithmen ein prak-
tikables Verfahren fiir die numerische Optimierung der Glattungsparameter

vorgestellt.

Problemadiquatheit umfasst im kategorialen Regressionsmodell insbesonde-
re die angemessene Beriicksichtigung des Skalenniveaus der abhéingigen Vari-
ablen. In diesem Sinne wird in der vorliegenden Arbeit explizit zwischen ka-
tegorial-nominalem sowie kategorial-ordinalem Response unterschieden. Ka-
pitel 5 thematisiert Modelle fiir abhéingige Variablen mit nominalem Skalen-
niveau. Einfiihrende Kommentare zum prinzipiellen Vorgehen schaffen dabei
die Grundlage fiir die anschliefend ausgefiihrten nonparametrischen Erweite-
rungen. Die auf dem P-Spline Konzept beruhende Schiitzung glatter Effekte
von globalen Variablen und kategorienspezifischen Charakteristiken wird an-

hand eines Datenbeispiels bzw. in einer Simulationsstudie demonstriert.

McCullagh’s kumulatives Logit—Modell stellt die wohl gebréuchlichste Form
der Modellierung ordinaler Responsevariablen dar. Numerische Probleme bei
der Schitzung kategorienspezifischer Parameter beschriinken die Datenanaly-
se dabei héufig auf das Proportional Odds Modell. Kapitel 6 zeigt, wie kate-
gorieniibergreifende Strafterme in Modellen mit nicht-globalen Effekten sta-
bilitdtstordernd wirksam werden. Die dadurch auch in kritischen Situationen
gewihrleistete Konvergenz iterativer Schitzverfahren erméglicht die Anwen-
dung von Teststatistiken, die auf kategorienspezifischen Parameterschétzern
basieren. Untersucht werden in diesem Zusammenhang vornehmlich Signifi-
kanztests auf das Vorliegen identischer Chancenverhéltnisse. Nonparametri-
sche Erweiterungen des kumulativen Logit-Modells bilden den Schwerpunkt
der Betrachtungen in Kapitel 7. Das Hauptaugenmerk richtet sich dabei auf
die Kombination von P—Splines und kategorieniibergreifender Penalisierung.
Dariiber hinaus wird eine parameterokonomische Form der Modellierung ka-

tegorienspezifischer glatter Effekte vorgestellt.

Die Arbeit schliefit mit einem Anhang, in den ein Grofiteil der zu fiihrenden
Beweise ausgelagert wurde. Ferner enthélt dieser letzte Abschnitt kurze An-
merkungen zur verwendeten Software und gibt einen Uberblick iiber die den

Ausfiihrungen zugrunde liegenden notationellen Vereinbarungen.



1 Generalisierte Modelle

Mit dem klassischen linearen Regressionsmodell ist eine einfache und effektive
Moglichkeit gegeben, lineare Abhingigkeitsbeziehungen zwischen einer Men-
ge von erklidrenden Variablen und einer (zumindest approximativ) normalver-
teilten Zielgrofle zu beschreiben. Die direkte, mit geringem numerischen Auf-
wand verbundene Moglichkeit, Parameterschitzungen zu erhalten, sowie die
einfache Interpretierbarkeit der Ergebnisse machen das klassische lineare Re-
gressionsmodell zu einem attraktiven und héufig angewandten Ansatz in der

Analyse gerichteter Abhingigkeitsbeziehungen.

Fiir die Darstellung komplexerer, nicht-linearer Zusammenhénge und in Situ-
ationen mit diskreter Responsestruktur erweist sich das lineare Regressions-
modell jedoch als ungeeignet. Insbesondere die restriktive Verteilungsannah-
me fiir den Response geht dabei zu Lasten einer allgemeineren Giiltigkeit des
Modells.

Mit der Einfiihrung generalisierter linearer Modelle durch Nelder & Wedder-
burn (1972) wurde erstmals ein einheitliches Werkzeug zur Behandlung nicht-
normalverteilter Responsevariablen geschaffen. Zwar bleibt im Kontext die-
ser Modelle die grundlegende strukturelle Annahme linearer Zusammenhzinge
erhalten, die stark einschrinkende Normalverteilungsannahme wird jedoch
zugunsten einer allgemeiner gefassten Zugehorigkeit der Responsedichte zu
einer exponentiellen Familie aufgegeben.

Generalisierte lineare Modelle bildeten die Basis fiir weiterfiihrende Verallge-
meinerungen. Insbesondere die von Hastie & Tibshirani (1990) propagierten
generalisierten additiven Modelle (GAM’s) sowie die Modelle mit variieren-
den Koeffizienten (VCM’s) (Hastie & Tibshirani, 1993) waren weitere ent-
scheidende Schritte auf dem Weg zu einer h6heren Modellflexibilitét.

Die folgenden Abschnitte sind einem informativen Uberblick iiber die ge-
nannten Modellierungsformen gewidmet. Die Darstellungen beschrénken sich
dabei auf die grundlegenden Definitionen und Problemstellungen sowie die
Behandlung der jeweiligen Modelle im Regressionskontext. Fiir weitergehen-

de Ausfithrungen sei auf die zitierten Quellen verwiesen.

5



6 1. GENERALISIERTE MODELLE

1.1 Generalisierte lineare Modelle

Es bezeichne y eine univariate Zufallsgréfie (Response) und @ := (24, ...,z,)’
den Vektor der Kovariablen (Einfluigréfien). Im folgenden wird in der Nota-
tion nicht explizit zwischen stochastischen und deterministischen Gréfien un-
terschieden. Der Charakter einer Variablen geht aus dem jeweiligen Kontext
hervor. Ausgehend von den individuenspezifischen Paaren (y;, ;) ~ liegt

i=1,...,

dem klassischen linearen Ansatz folgende Modellannahme zugrunde
p
j=1

mit unabhiingigen und identisch verteilten Stértermen ¢, ~ N(0, o). Verein-
bart man z, := (1,z}) und B := (6,...,0,); so sind die y; (bedingt) unab-

héngig und identisch verteilt geméaf
yi|miNN(Mi702)7 izla"'aNa (11)

wobei
pi = E(y;|z;) = z;ﬂ- (1.2)

Die bedingten Schreibweisen und Formulierungen sind lediglich beim Vorlie-
gen stochastischer Regressoren relevant. Nachstehende Verallgemeinerungen
von (1.1) und (1.2) fiihren nun in natiirlicher Weise zur Definition generali-
sierter linearer Modelle (GLM’s) (vgl. Fahrmeir & Tutz (2001))

(i) Die y, sind (bedingt) unabhéngig mit (bedingten) Dichten

f(; | 0;, 0, w;) = exp {yﬁ%w

aus einer einfachen Exponentialfamilie und (bedingten) Erwartungswer-

w; + C(yi7¢7 wz)} (1.3)

ten E(y;|x;) = ;. Die Grofe 6, = 0(u;) bezeichnet den sogenannten na-
tiirlichen Parameter, ¢ ist ein Dispersionparameter, die Funktionen b(.),
¢(.) sind abhéngig vom konkreten Typ der Exponentialfamilie, und die
w; stellen Gewichte fiir den Fall gruppierter Daten dar.

(ii) Der Kovariablenvektor &; beeinflufit den Response y; iiber den linearen
Préadiktor n; = z.8.
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(iii) Der lineare Pradiktor 7, wird vermége der sogenannten Responsefunk-

tion h : IR — IR zum Erwartungswert p, in Beziehung gesetzt

p; = h(n;) = h(Zéﬁ)-

Im Falle ihrer Existenz wird die inverse Funktion ¢ = h~! als Linkfunk-
tion bezeichnet, so da8 7, = g(y,).

Die Erwartungswerte ; sind iiber die Beziehung p; = b'(6;) = 0b(6;)/06; ein-
deutig durch den Typ der Exponentialfamilie bestimmt. Ferner gilt

Var(y;|z;) = o (1;) = ¢v(;)/w;

mit der ebenfalls durch den Exponentialfamilientyp bestimmten Varianzfunk-
tion v(u;) = 0%b(6,)/06?. Zugehorigkeitsnachweise ausgewiihlter Verteilungs-
typen zu einer Exponentialfamilie werden in Fahrmeir & Tutz (2001) gefiihrt.
Als Beispiel sei an dieser Stelle lediglich die NV (u;, 0%)-verteilung erwéhnt, de-
ren Dichte mit 0, = p,;, ¢ = 0%, w; = 1, c(y;, b, w;) = —y?/2¢—log/27¢ und
b(6,) = 6?/2 in der Form (1.3) geschrieben werden kann. Setzt man g(u,) = p;
resultiert daraus das klassische lineare Regressionsmodell als spezielles GLM.

1.1.1 Maximum-Likelihood-Schatzung

Die nachstehenden Ausfiihrungen geben einen kurzen Einblick in die Metho-
dik der Maximum-Likelihood-Schéitzung im GLM. Ausgehend von der Log—
Likelihood I(6,, . ..,0y) = >, 1;(6;) gilt fiir den Log-Likelihood Beitrag [;(6;)
der i-ten Beobachtung geméifl Verteilungsannahme (i) folgende Proportiona-

litdtsaussage
L:(6;) = log f(yil0;; ¢, w;) o< wid™ (wi; — b(6;))
bzw. unter Beriicksichtigung von 6; = 0(y;) = 0(h(2,3))
L(B) o wo  {y0(n(=8)) - b[0(h(=8))] }

fiir die in Abhéngigkeit vom Parametervektor 3 formulierten Log-Likelihood
Beitrége [;(3) der Log-Likelihood [(8) = ). [;(8).

Maximum—Likelihood—Schiétzer fiir den unbekannten Parametervektor 3 re-
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sultieren dann aus den p+ 1 Schitzgleichungen s(8) = 0l(8)/083 = 0, wobei
die Funktion s(3) als Score-Funktion bezeichnet wird. Dabei ist

oUB) _ N~ 100 Oh(n) [ _ 0b(8)] 0=
0P _Z_Zl‘*’i‘/’ op;  on, [yi_ aei] B

Mit 02;8/08 = z,,

0 0? , Oh(n;)  Oh(z
5015 = g 10D = v() =0 (h(x1g), ) = 5D g,
und o(B) := v (h(%;8))¢w; " ergibt sich die Score-Funktion zu
N
s(B) =Y 20 °(B) DilB) (y; — 1o)-
i=1

Mit den Deklarationen y := (y;,-..,yn), = (g, -, pin),
COV(y) = dlag(U%(IB)a .. ’O-JQV(B)) = 2(18)5 D(IB) = dlag(Dl(IB)a st DN(IB))

und der Designmatrix Z := [z, |...| zy ]I 148t sich die Darstellung der Score-

Funktion auch in eine Matrizenschreibweise iiberfiihren

s(8) =Z'D(B)2(B) " (y — w). (1.4)

Die Schitzgleichungen s(3) = 0 sind im allgemeinen nicht-linear und kénnen
nur iterativ geldst werden. Ein in solchen Fillen hiufig angewandtes Losungs-
verfahren ist der Newton-Raphson-Algorithmus. Ausgehend von einem Start-
vektor B(O) werden neue Iterierte in der vorliegenden Situation iiber die Vor-
schrift

A+ a(h) [ O (AN\] T [a®

g = g% —,3(5 )] -5(5 ) k=0,1,..., (L5

B

berechnet, bis ein vordefiniertes Abbruchkriterium diese Iterationen beendet.
Die Matrix —ds(83) /08" = —0%1(8)/0B03' ist die beobachtete Fisher’sche In-

formationsmatrix und wird mit F,, (3) bezeichnet.

obs
Ersetzt man in (1.5) F,, durch die erwartete Fisher’sche Informationsmatrix
F = E[F,,,], erhdlt man das sogenannte Fisher-Scoring als Modifikation des
Newton-Raphson-Verfahrens. Mit Bartlett’s erster und zweiter Identitét ist

_3;(5)] = E[s(8) 5'(8)] = cov(s(8)),

F(8) = B[F () = B
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wobei mit (1.4) und cov(y) = X(3) weiterhin folgt
cov(5(8)) = Z'D(B) (8)cov(y) %(8)" D'(B)Z = Z W(B) Z,
fir W(B) == D(8) Z(8)~'D'(8).

Da die beobachtete Fisher’sche Informationsmatrix F,, () nur fiir natiirliche

obs

Linkfunktionen deterministisch ist, findet das Fisher-Scoring in der Praxis ei-

ne breitere Anwendung als das Newton-Raphson-Verfahren.

Eine abschliefende Formalisierung beschreibt das Fisher-Scoring als iterative
gewichtete Kleinste-Quadrate-Schitzung (Fahrmeir & Tutz, 2001)

Step 1: Initialisiere £ = 0 und ,5'(0) =0.

Step 2: Berechne die adjustierten Préddiktoren
- ~(k ~(k o (K (k) (k) 71 k
i = @), mie 7 = 28" + D,(BY) " (u - ).

“ AR\ —1 N
Step 3: Setze ,B(kH): F(ﬁ(k)) Z’W(,B(k)) ﬁ(k).

k+1

) A 1 a®
=B /118™1]

Step 5: Falls A < ¢ fiir ein ¢ > 0, beende den Algorithmus. Andernfalls
setze k := k + 1 und gehe zu Step 2.

Step 4: Berechne A = HB(

1.2 Generalisierte additive Modelle

Eine weitere Verallgemeinerungsstufe des klassischen linearen Regressionsmo-
dells wendet sich der Préadiktorstruktur zu. Hastie & Tibshirani (1990) unter-
suchen generalisierte additive Modelle (GAM’s), in denen die bis dato unter-
stellte lineare Parametrisierbarkeit jedes Kovariableneffekts unspezifizierten,

funktionalen Zusammenhéngen weicht

m = Bo+ foy(@u) +-- -+ fipy (@), i=1,...,N. (1.6)

Zur Reduktion der Dimension und aus Griinden einer besseren Interpretier-
barkeit wird in diesem Modell die Annahme eines additiven Zusammenwir-
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kens der einzelnen Effekte aufrecht erhalten. Ansétze, in denen die Kovariab-

leneinfliisse via
n; = By + f(, - "7$ip)

in multivariat funktionaler Form im Prédiktor Beriicksichtigung finden, wer-
den u.a. in O’Sullivan, Yandell & Raynor (1986), Friedman (1991) und Rup-
pert & Wand (1994) vorgestellt. Spezifiziert man in (1.6) ausgewéihlte Kova-
riableneffekte als linear, f(j) (z;;) == B;x;;, § € D CA{1,...,p}, so resultieren
semiparametrische Modelle als spezielle GAM’s (Green & Yandell, 1985) .

Aus der Vielzahl an Methoden zur Behandlung nonparametrischer Regressi-
onsmodelle der Form (1.6) werden hier lediglich Gldttungssplines (Smoothing
Splines) kurz diskutiert. Ausgangspunkt bildet dabei die Betrachtung der pe-
nalisierten Log-Likelihood
N > \
plln) = pllos. ) = Do 0n) = 5 0% [(fw)Pdu, (1)
i=1 j=1
in der die Log-Likelihood der Stichprobe um zusitzliche Strafterme (Penal-
ties) ergénzt wird. Das Integral der quadrierten zweiten Ableitung als globa-
le Mafzahl fiir die Kriimmung einer Funktion dient der Kontrolle der Variabi-
litdt in den zu schiitzenden Regressionsfunktionen. Die Penalties in (1.7) defi-
nieren mit der vorausgesetzten Existenz und Quadratintegrierbarkeit der Ab-
leitungen f(’;) gleichzeitig die Minimalanforderungen fiir die unbekannten Re-

gressionsfunktionen.

Die Glattungsparameter A; > 0 regulieren den Einfluss der Strafterme. Sehr
kleine Werte von A; reduzieren die Wirkung des korrespondierenden Penalties
auf ein Minimum und fiihren (im Extremfall) zu einer Interpolation der Da-
tenpunkte. Wachsende Werte von A; korrespondieren hingegen mit einer zu-
nehmenden Glattheit des penalisierten Maximum-Likelihood-Schétzers von
(- Fiir A; — 400 liegen die geschétzten Werte f(j) (1), f(j) (zy;) auf

einer Geraden.

Die Maximierung von (1.7) fiihrt auf sogenannte kubische Smoothing Splines
als Losung fiir die unbekannten Regressionsfunktionen (Reinsch, 1967). Mit
den Vereinbarungen f; = (f(j) (@1;),- - f(j)(:ij))', j=1,...,p,ist die Maxi-
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mierung von (1.7) dquivalent zum Optimierungsproblem

N p
Pl £y) = D) =5 SN FG S — max, (1)
i=1 j=1

mit speziell strukturierten Strafmatrizen K; (Fahrmeir & Tutz, 2001). Bevor
wir uns der Formulierung eines konkreten Maximierungsschemas fiir (1.8) zu-
wenden, sei noch auf die folgende Problematik hingewiesen: In additiven Mo-
dellen sind die Kovariableneffekte ohne zusétzliche Restriktionen nicht identi-
fizierbar. Wie sich unmittelbar aus (1.6) erschliefit, resultiert diese Nichtiden-
tifizierbarkeit aus der moglichen Verschiebung additiver Konstanten. Die ex-
plizite Beriicksichtigung bzw. Vermeidung dieses Problems 148t sich durch ei-

ne geeignete Zentrierung der geschitzten Kovariableneffekte realisieren.

Zur Ableitung eines Optimierungsverfahrens fiir (1.8) wird die Konstante (3,
(zunichst) auler Acht gelassen, d.h. n :=n(f,..., f,). Unter Beibehaltung
der bereits in Abschnitt 1.1 fiir GLM’s formulierten Annahmen (i) und (iii)
ergeben sich die partiellen penalisierten Score-Funktionen geméf (1.8) zu

opl(fi,-- s 1) .
psj(fla"'afp): laf P :3_)\]Kjf], ]:1,...,p,
j

mit

N

Z e, nw;Di(m;) " (y; — 1)
wobei oh(n)

w; = 0 () Dy(n;)* und  Dy(n;) = a(nni :

Eine Lésung der Np Schitzgleichungen ps;(f;,...,f,) =0,j =1,...,p, 1a8t

sich wiederum nur iterativ via Fisher-Scoring gewinnen. Dazu definieren wir
WO = diag(ol, . ulf), 7 = g4 (W)
und S](-k) = (W(k) +\NK;)

Die Indizierung kennzeichnet dabei eine Auswertung der Gréflen an den Ite-
: k) _ o (FF) p(k)
rierten n —77(_)"1 R A

sich die Fisher—Scoring Iterationen nun schreiben als

), k=0,1,.... Mit obigen Festlegungen lassen
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(k+1) -

1 s® s[4 SH 7"
Sék) I Sék) f2(k+1) - Sgk‘)ﬁ(k)
Sék:) S}(}k) T _ fp(k—i—l) _ S}gk)ﬁ(k)

Dieses System 148t sich in vielen Féllen nicht direkt 16sen, es motiviert aber

ein als Backfitting bekanntes iteratives Verfahren zur Bestimmung der Folge-
+1)

Iterierten f(k . Die Einbettung einer zusétzlichen Backfitting—Schleife ge-

stattet dann die Formulierung der folgenden Fisher—Scoring—Schritte:

Step 1: Initialisiere k = 0, Béo) =0 und fl(o) =...= fp(o) =
Step 2: Berechne die ad]ustzerten Pmdzktor@n 77 (77 ...,nN )’, mit
i ="+ D, () (=) und ) = P+ 32, f) ().

Step 3: Berechne fl(ktl.). . fp(kﬂ) via Backfitting:
Tt . (k) o_ pk) .
Step 3.1: Initialisiere 8 =150, und f; = f; ", 7 =1,...,p.

Step 3.2: Berechne Updates f;) — fjl, j=1,...,p, via

£ = sV (@9 -85 =D 1),

I<j >3

N
5 =1 - %Zf(lj)(xij) =fi -5, B=B8+14f;
i=1

Step 3.5: Berechne A; = || — £}||, j =1,...,p. Falls A; < ¢ fiir ein
e > 0 und alle j, setze fj(k = f] , ,B(k+1 =e ~B und beende
Backfitting. Andernfalls setze f] = f] und gehe zu Step 3.2.

Step 4: Berechne A = S7_ ||£" = £/ 2, ||£7]|. Falls A < &

fiir ein € > 0, beende Fisher-Scoring. Andernfalls setze k := k + 1
und gehe zu Step 2.

Die Konstante 3, dient also lediglich dem Auffangen der beim Zentrieren ent-
standenen Skalierungsterme. Wegen der Zentriertheit der funktionalen Kom-
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ponenten laft sich [30 als mittlerer Effekt derjenigen Kovariablenkombination

auffassen, fiir die f(l)(xl) =...= f(p) (z,) = 0 gilt.

Bislang unbeantwortet geblieben ist die Frage nach der Wahl der Glattungs-
parameter A;, j = 1,...,p. Der Behandlung dieser Fragestellung ist ein spi-
teres Kapitel der vorliegenden Arbeit gewidmet. Die dort getroffenen Aussa-
gen erfolgen zwar im Kontext einer alternativen Modellierungsform, sind aber
hinsichtlich Kriterienwahl und méglicher Optimierungsstrategien auf die hier

vorgestellten Glattungssplines iibertragbar.

1.3 Modelle mit variierenden Koeffizienten

Die ebenfalls von Hastie & Tibshirani (1993) vorgestellten Modelle mit variie-
renden Koeffizienten (VCM’s) modifizieren die Pridiktorstrukur des genera-
lisierten linearen Modells durch eine Beriicksichtigung spezieller Interaktions-
terme. Ein variierendes Koeffizientenmodell ist nach wie vor linear in den Re-
gressoren, deren Koeffizienten kénnen sich aber in Abhéngigkeit weiterer Ko-

variablen dndern

= ﬁ0+f(1)(wi1)xi1+"'+f(p)(wip)xip’ i=1,...,N. (1.9)

Generalisierte lineare bzw. additive Modelle folgen daraus als Spezialfille mit
f(j) = p;bzw. z;; =1,j =1,...,p. Eine weitere Abwandlung des obigen Mo-
dells resultiert aus w;; = w; fiir j € {1,...,p}. In Erweiterung von (1.9) sind
Mischformen denkbar, in denen die variierenden Koeffizienten f, (w;;) auf fi-
xen Einfliissen §;, j = 1,..., p, aufsetzen, und die Effektmodifizierer w,; iiber
zusdtzliche Haupteffekte g, j)(wi]-), j =1,...,p, beriicksichtigt werden

P p
j=1 j=1
In diesem Ansatz treten jedoch, neben den bereits fiir GAM’s beschriebenen,
weitere Identifikationsprobleme auf. So kénnen auch zwischen dem fixen und
dem variierenden Effekt einer Kovariablen additive Konstanten ausgetauscht
werden, ohne den Wert des Pradiktors zu verindern.
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Die Schitzung der unbekannten Regressionsfunktionen in (1.9) kann wieder

iiber die Maximierung einer penalisierten Log-Likelihood

pin) = 1) = 530N [Up@) e

erfolgen. Einzig bei der partiellen Differentiation der Log-Likelihood Beitra-
ge ist die verdnderte Priadiktorstruktur zu beachten. Im Unterschied zu dem

in Abschnitt 1.2 vorgestellten Verfahren sind die partiellen Score-Funktionen
N N
§; = Z W Li(n;) = Zez’,N Lij o2 (w;) Dy(n;) (y; — ) » G3=1,...,p,
i=1 J =1

jetzt fiir jedes j € {1,...,p} verschieden. Hastie & Tibshirani (1993) zeigen,
daf} die Maximierung von (1.11), &hnlich wie in 1.2, iterativ iiber ein System

von Normalengleichungen ausgefiihrt werden kann.

1.4 Surface smoother

Wie bereits erwiahnt, kann der Einflufl mehrerer Kovariablen auch iiber funk-

tionale Interaktionen mehrerer Verianderlicher modelliert werden

nZ:/BO+f(xZ1""’xlp)’ izl,...,N, (1.12)

wobei f : IR"— IR. Die Erweiterung kubischer Smoothing Splines auf diesen
mehrdimensionalen Fall wird in den Arbeiten von O’Sullivan, Yandell & Ray-
nor (1986) und Gu (1990) thematisiert. Die durch eine Aufgabe der additi-
ven Struktur der Pradiktoren 7, geschaffene Verallgemeinerung von GAM’s
geht jedoch zu Lasten einer iiberschaubaren Modellkomplexitdt. Aus diesem
Grund beschrinkt man sich in vielen Situationen auf die Modellierung zwei-
dimensionaler Interaktionen, wahlweise unter Hinzufiigen der entsprechenden
Haupteffekte

n = By + foy(@a) + fo)(®ia) + faoy (@i, 20), i=1,...,N.  (1.13)

Damit bleibt insbesondere die Visualisierung der geschétzten Effekte moglich.
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Wie im Kapitel 3 gezeigt wird, ermoglicht der in der vorliegenden Arbeit ge-
wihlte Modellierungsansatz eine Riickfithrung der in den Abschnitten 1.2 bis
1.4 vorgestellten nonparametrischen Erweiterungen auf den Fall eines genera-
lisierten linearen Modells, ohne die durch diese Erweiterungen erzielte héhere
Flexibilitdat aufgeben zu miissen. Dabei erweist sich die Einsparung zusétzli-
cher Backfitting—Schleifen, wie fiir GAM’s und VCM’s notig, als entscheiden-
der Vorteil des im folgenden propagierten Modellierungsansatzes fiir nonpara-
metrische Effekte.
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2 Basisfunktionen

Fiir die Modellierung und Schitzung nonparametrischer Komponenten in ge-
neralisierten Modellen steht eine Vielzahl alternativer Ansétze zur Verfiigung.
Relativ schwache Voraussetzungen an die zu modellierenden unbekannten Ef-
fekte sichern dabei die weitgehende Allgemeingiiltigkeit der jeweiligen Metho-
de. Das in Kapitel 1 vorgestellte Konzept der Glattungssplines setzt die zwei-
malige Differenzierbarkeit der Regressionsfunktionen f(l), ceey f(p) voraus und

erfordert dariiber hinaus die quadratische Integrierbarkeit der zweiten Ablei-
"

tungen f(”l), o Sy

Ansétze zur Modellierung in Basisfunktionen beruhen auf der Annahme, daf
die unbekannten, zu schitzenden Regressionsfunktionen durch die Elemente
eines bekannten Funktionenraumes approximierbar sind. Existiert fiir diesen
Raum eine analytisch sowie numerisch leicht handhabbare Basis, so kann die
Schétzung nonparametrischer Effekte auf eine Schitzung der entsprechenden
Basiskoeffizienten reduziert werden. Im Unterschied zu den Glattungssplines
ist die Approximation von unbekannten Regressionsfunktionen also kein kon-
zeptionelles Ergebnis, sondern bildet vielmehr den expliziten Ausgangspunkt

fiir deren Modellierung.

Der in der vorliegenden Arbeit gewéhlte und in den folgenden Kapiteln ndher
erlduterte Ansatz unterstellt die Approximierbarkeit der Regressionsfunktio-
nen durch sogenannte Polynom- bzw. Regressionssplines, die sich stiickweise
aus Polynomen niedrigen Grades zusammensetzen. Gegenstand dieses Kapi-
tels sind ausfiihrliche Betrachtungen zur Menge der Polynom—Splines auf ei-
nem abgeschlossenen Intervall [a, b] C IR. Von primérem Interesse sind dabei
Aussagen zur Existenz und Gestalt von Basen dieses Funktionenraumes. Die
abgeleiteten Eigenschaften der Basisfunktionen stiitzen sich im wesentlichen
auf die Ausfiithrungen in de Boor (1978) und Himmerlin & Hoffmann (1992).

Neben grundlegenden Definitionen und detaillierten Betrachtungen zur Aqui-
valenz der vorgestellten Basen, wurde dieses Kapitel um die Darstellung dis-
kreter Penalisierungskonzepte ergéinzt, die als Approximationen der fiir Glat-
tungssplines iiblichen Bestrafungsterme angesehen werden kénnen und deren
Part bei der hier propagierten Schétzmethode iibernehmen.

17
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2.1 Polynom-Splines

Durch die Knotenmenge Q,, := {t,,}}_, sei eine Zerlegung des abgeschlosse-
nen Intervalls [a, b] C IR definiert, d.h. a = ¢, < ... < t;; = b. Eine Funktion
s: [a,b] — IR heifit Polynom-Spline vom Grad n, n € IN,, zur Zerlegung 2,,,
falls sie folgenden Bedingungen geniigt

e sistin [a,b] (n — 1)-mal stetig differenzierbar: s € C,,_,[a, b],

e seP,:={pcC(R)|px)=> aa"} firz €[t, ,t,), 1 <m< M,
d.h. s setzt sich stiickweise aus Polynomen vom Grad n zusammen.

Unter C_,[a, b] ist dabei der Raum der auf [a, b] stiickweise stetigen Funktio-

nen zu verstehen.

Den linearen Raum der Polynom-Splines vom Grad n zur Zerlegung €2,, be-
zeichnen wir kurz mit S, (€2,,). Gesucht ist eine Basis dieses Raumes. Zu die-
sem Zweck definieren wir fiir jedes [ € IN,, die bivariaten Funktionen

(x —t)}, falls x>t

, (z—=1)% =1, fiir x>t
0, falls z < ¢ (=) e =

QI(xat) = (.T — t)l_’_ = {

Abbildung 2.1 zeigt Funktionen dieses Typ’s fiir den Fall [ = 3. Die abgebil-
deten Funktionen sind in dem Sinn lokalisiert, als daf} ihr zweites Argument
und damit der linke Randpunkt ihres Trégers jeweils durch ein Element der

Knotenmenge €2,, fest vorgegeben ist.

/e

a—to tl t2 tm tmyr  taoy Ty =0
ABBILDUNG 2.1: Basisfunktionen g¢5(z,t,,), m =1,...,M — 1, der Trunca-
ted-Power-Basis von S5(£2,,).

Mit den Vereinbarungen p,(z) := 2", 0 < r < n, und gq,,,() = q,(z,t,,) lie-
fern Himmerlin & Hoffmann (1992) mit nachstehendem Satz eine erste Aus-
sage iiber eine mogliche Basisdarstellung von Elementen des Raumes S, (€2,,)-
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Satz 2.1. S, (€,,) bildet einen linearen Raum der Dimension (n+ M). Fine
Basis dieses Raumes ist durch die Menge {py,--.,Pp, @p1s - - - ,qn,M_l} gege-

ben. Diese Menge wird auch als T(runcated)-P(ower)-Basis bezeichnet.

Nach Satz 2.1 besitzt jeder Polynom-Spline s € S, (£2,,) eine Darstellung in
der Truncated-Power-Basis

@) = Y ap@) + Y aptun(@) (2.1)

mit = € [a,b] und eindeutig festgelegten Basiskoeffizienten &,, r = 0,...,n,

und o, m=1,...,M — 1.

2.2 B-Splines

Eine weitere Basis des Spline-Raumes S, (€2,,) 1&8t sich aus den sogenannten
B(asic)-Spline—(Curves) gewinnen (de Boor, 1978, Himmerlin & Hoffmann,
1992, Dierckx, 1993). Ausgehend von einer allgemeinen Definition, werden in
diesem Abschnitt die wichtigsten Eigenschaften der B-Splines dargestellt und

eine B-Spline-Basis fiir S, (2;,) konstruiert.

Um die Bildungsvorschrift fiir einen B—Spline allgemein formulieren zu kén-
nen, sind zunéchst einige Begriffsbildungen notwendig. In notationeller An-
lehnung an Himmerlin & Hoffmann (1992) betrachten wir dazu die unendli-
che Knotenmenge Q= {t,},c4, t, < t,,,, mit t, = —oo fiir v = —oo und
t, — oo fiir v — oo. Die Indizierung der Knoten sei dabei so gewihlt, dafl
Q, C Q.

Fiir eine Funktion f: IR — IR sowie Werte z;,..., 2,4, J € Z, k € INy, aus
dem Definitionsbereich von f fiilhren wir die Steigung k-ter Ordnung rekursiv
ein als
[Z]]f = f(zg)
2oy 2| = 21k - 2l — (B - 30 S (2.2)
itk : : .

z

j+k %
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Existiert fiir die Funktion f eine nichttriviale faktorielle Zerlegung f = u - v,
dann gilt fiir die Steigung k-ter Ordnung die sogenannte Leibnizsche Regel
j+k
[zj+k . zj]f = Z ([zZ .. z]]u) . ([zj+k .. zz]v) (2.3)

i=j

Ebenfalls rekursiv definieren wir die Differenzen k-ter Ordnung
Aof(zj) = f(zg) und Akf(zj) = Ak_lf(sz) - Ak_lf(zj) .

Ist speziell f die identische Abbildung, liefert obige Darstellung die rekursive
Bildungsvorschrift fiir die k-te Differenz Akz]- der Komponenten des Vektors

zZ = (ZJ’ ey Zj+k)l'

Fiir multivariate Funktionen werden die Differenzen im Sinne einer eindeu-
tigen Zuordnung mit einem zusitzlichen Index versehen. So beschreibt der
Operator A% die beziiglich des zweiten Arguments zu bildenden k-ten Dif-
ferenzen einer mindestens bivariaten Funktion. Dariiber hinaus gilt fiir k-te
Differenzen die

Proposition 2.2. Fir eine reellwertige Funktion f und Werte z;, ..., 2z,
Jj €L, k € INy, aus dem Definitionsbereich von f lifst sich folgende explizite
Darstellung der Differenzen k-ter Ordnung ableiten

k

24(5) = S E0M(]) 100

1=0
Fiir den Beweis dieser Proposition wird auf den Anhang verwiesen.

Sind die Werte z;, ..., z;,, dquidistant mit z;,; = z; + sh, s =0,...,k und
h e IR, \{0}, lassen sich Steigung und Differenz k-ter Ordnung iiber den Zu-

sammenhang
R [z ) f = AFF(z) (2.4)

in Beziehung setzen (Himmerlin & Hoffmann, 1992).

Der B-Spline vom Grad [ zum Knoten ¢, aus der Menge (2 wird mit diesen
Festlegungen durch die Vorschrift

Blu(x) = (tu—|—l+1 - tl/)[tu+l+1 s tu]&l(" w) (25)
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erklart. Die Funktionen

(t— ), falls x <t
0, falls x >t

ql(ta CC) = (t — :E)l_i_ = {

ergeben sich dabei fiir [ > 1 via G;(¢,z) = ¢,(2t — z,t) aus der Spiegelung der
Funktionen ¢,(z,t) an der Achse y = ¢. Fiir dquidistante Knoten mit der fes-
ten Schrittweite A € IR, \{0} vereinfacht sich (2.5) wegen (2.4) zu

- 1 -

B,(z) = (+Dh-[t, - t]q(,2) = e Al1+1(Il(tw33)- (2.6)
Ausgehend von der rekursiven Definition der Steigungen lassen sich folgende
Rekursionsformeln fiir B-Splines ableiten (Himmerlin & Hoffmann, 1992)

r—t,

t, -
PR Blfl,u(x) + LBFLUH(@ (2.7)

Bll/(x) =
v tu+l+1 - tu+1

v+l

bzw.

B, (r) = (lh)_l : ((x - tu)Bl—l,u(x) + (tu+l+1 - x)Bl—l,u—{—l(x)) (2-8)
fiir den Fall dquidistanter Knoten.

Mit By, (z) = I , +1)(x), t, € Q, gemifB Definition (2.5), liefert (2.7) eine
einfache Moglichkeit, B-Splines beliebigen Grades zu berechnen. Die rekur-
siven Darstellungen sind insbesondere vor dem Hintergrund einer effizienten

numerischen Implementation von B—Splines von Bedeutung.

Abbildung 2.2 stellt exemplarisch B-Splines ersten und zweiten Grades dar.
B-Splines sind — ebenso wie die Funktionen ¢(-,¢,) — im Sinne einer eindeu-
tigen Zuordnung zu den Knoten der Menge 2 lokalisiert. Im Gegensatz zu
den abgeschnittenen Polynomen ¢,(-,t,) besitzen B-Splines aber einen durch

Knoten beschrénkten Tréger: supp B, (x) = (t,,t,,,41), | > 1.

Eine Eigenschaft der B-Splines, die im spéter betrachteten Modellierungs-
kontext von Bedeutung sein wird, ist die sogenannte Zerlegung der Einheit:
Fiir B-Splines B,, und jedes x € IR gilt

Y B,(z) =1 (2.9)

vel
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/\

| | | |
tu tl/—|—1 tu—|—2 tV—|—3 tl/—|—4 tu+5 tu+6 tu—|—7 tu—|—8 tu—|—9
r /\1 r%?
tl/ tu—|—1 tl/—|—2 tl/—|—3 tV—|—4 tu+5 tu+6 tu—|—7 tl/+8 tl/+9

ABBILDUNG 2.2: B-Splines ersten Grades (obere Abbildung) und zweiten
Grades (untere Abbildung) fiir dquidistante Knoten aus 2.

Weitere Charakteristika, die sich fiir lineare und quadratische B-Splines an-
hand der Abbildung 2.2 leicht verifizieren lassen, seien an dieser Stelle ledig-
lich stichpunktartig notiert (Eilers & Marx, 1996):

Ein B-Spline vom Grad [, | € IN,, zum Knoten ¢, € {1

e besteht aus [ + 1 Polynom-Fragmenten [-ten Grades, die an [ inneren

Knoten miteinander verbunden sind,
e ist an diesen inneren Knoten (I — 1)-mal stetig differenzierbar,
e iiberlappt sich mit 2/ benachbarten B—Splines.
Dariiber hinaus sind in jedem festen Punkt z € IR\, genau [+ 1 B-Splines
[-ten Grades von Null verschieden.

Basierend auf diesen Eigenschaften liefern Himmerlin & Hoffmann (1992) ei-
ne Aussage iiber die Gestalt einer B-Spline-Basis fiir den Raum S, (£2,,), die

in folgendem Satz Ausdruck findet.

Satz 2.3. Jeder Polynom-Spline s € S, (S2,,) besitzt im Intervall [a,b] eine
eindeutige Darstellung durch B—Splines

@)=Y BuBun(@), € a,b]

m=—n
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Zur Konstruktion einer B-Spline-Basis fiir S,,(€2,,) ist die Knotenmenge 2,
also um die Knoten ¢_,...,t ¢y, ,... 15, aus 0 zu erweitern. Ledig-
lich fiir n = 0 sind die zur Lokalisation der B-Spline-Basis notwendigen Kno-
ten durch die Menge €2,, gegeben.

Der Fall n = 0 bedarf einer weiteren Bemerkung: In Abwandlung zur Definiti-
on (2.5) gilt fiir die Basisdarstellung konstanter Polynom—Splines s € S,(£2,,)
durch B-Splines nullten Grades der Zusammenhang B, 5, ,(t;, = b) = 1.

2.3 Aquivalente Basisdarstellungen

Die Menge {t,_1,...,t, 1o} =: €, C Qg stellt eine Zerlegung des Intervalls
[t,_1,t,.1.0] dar. Fiir den B-Spline B, € 5;(€,,) existiert nach Satz 2.1 eine
eindeutige Darstellung in der Truncated-Power-Basis von S;(€2,,,). Von dieser
Basisdarstellung ausgehend, soll im folgenden untersucht werden, wie sich die
B-Spline-Représentation eines Polynom—Splines s € S, (Q2,,) in eine dquiva-
lente Darstellung in der Truncated—Power-Basis iiberfiihren 148t.

Die Rekursionsformel (2.7) zur Berechnung von B-Splines resultiert aus einer
Anwendung der bereits erwihnten Leibnizschen Regel (2.3) auf die Funktio-
nen ¢,(t,z) = (t — ) - G, ,(t,z). Fiir j € Z und [ > 1 gilt demnach

t; -z
G +i41 ~
i -l @) = ;7_15 Mt talaa () —
JH+1 j
t,—x .
— e i (e), (210)
J+I+1 j

(Himmerlin & Hoffmann, 1992). Eine vollig analoge Anwendung der Leibniz-
schen Regel (2.3) auf die Funktionen ¢;(z,t) = (x — t) - ¢,_;(x, t) liefert

t; —x
+i+1
M la@) = 75]7_75 Nt talao (@) —
J+i+1 j
t,—x
B tji_t i tlaa (e, ). (2.10)
J+i+1 j

Die Rekursionsformeln (2.10) und (2.11) erlauben folgende Aussage iiber den
Zusammenhang zwischen den Steigungen von §,(.,z) und ¢,(z,.)
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Proposition 2.4. FEs gilt die folgende Beziehung zwischen den Steigungen
der Funktionen §,(.,z) und g,(z,.), | € IN,

Der Beweis dieser Proposition 148t sich mit den Gleichungen (2.10) und (2.11)
induktiv {iber [ fiihren. Die detaillierte Beweisfiihrung wird im Anhang A ge-

geben.

Fiir d4quidistante Knotenwahl reduziert sich die Aussage von Proposition 2.4

unter Beriicksichtigung von (2.4) auf
APty z) = (=1)! - AL (x,t;). (2.12)

Aus Proposition 2.4 kann folgende Darstellung des B-Splines B,,, abgeleitet

werden

Proposition 2.5. Der B-Spline B, vom Grad | zum Knoten t, € Q) kann

dquivalent zu (2.5) auch definiert werden als

Bll/(‘r) = (_1)l+1 : (tl/—|—l—|—1 - tu)[tu+l+1 s tu]ql(x’ ')7

bzw. By, (z) = (=1)"FL- (AH =L AL q,(z,t,) fiir den Fall dquidistanter Kno-

ten.

Proposition 2.5 liefert die nach Satz 2.1 existierende Représentation von B,
in der Truncated-Power-Basis {pg, - - -, D;; @ys - -+ @ i1} von Sp(€Y,). Aus-
gehend von (2.1) ist dabei &, = 0, 7 =0, ..., [, wihrend sich die Koeffizienten

a,,m=v,...,v—+1+1, aus Proposition 2.5 berechnen lassen.

m?

Die mit Satz 2.3 gegebene B—Spline-Reprisentation von s € S, (£2,,) soll nun
unter Verwendung von Proposition 2.5 in eine dquivalente Darstellung in der
entsprechenden Truncated—Power-Basis von S, (2,,) tiberfiihrt werden. Dazu

beschrinken wir uns im folgenden auf die Situation dquidistanter Knoten.

Setzt man ¢, := (=1)"*'- (n!h")~ und ¢, , == (—1)"™* - (}), so gilt fiir jedes

x € [a,b] mit den Propositionen 2.2 und 2.5

M-1

M-1
tos(@) =t Y BuBunl®) = Y B3, (2,1,)

m=—n m=—n
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n+l M-—1 n+l M—k—1
- Z Z Cn—l—lkﬂmqn ’ m—l—k Z Z Cn—}-lkﬁmqn ’ m—l—k)
k=0 m=—-n k=0 m=-n
Letzteres gilt dabei wegen ¢, (,t,,,,) = 0 fiir m+%& > M und n > 1. Obiger

Ausdruck 148t sich damit weiter dquivalent umformen zu
n+l M-1

= Z Z én—l—l,k ﬁm—kqn(x’tm)
k=0 m=—n+k
n+l M-1
= Z Z n—l—lkﬂm kqn + Z 6n—Hkﬂm kqn z tm)’
k 0 m=—n+k . ic:O m=1 ,
@ )
wobei
M—1 n+1 n+1 n41
U1 STATHR) SN SYED 3 ST (R I
m=1 k=0
mit
n+1 n+1
n+1 n+1
Z(_l)m—H—k( N )ﬁmk = (_1)n+1 Z(_l)m—H—k( L >ﬁmn1+k
k=0 k=0
= (_l)n—HAn—Hﬁm—n—l
nach Proposition 2.2 fiir die identische Abbildung.
Ferner ist
0 n+m 0 m
(CL) = Z qn(x’tm) Z 6n+1,k ﬂm—k = Z qn(x’tm) Z 6n—|—1,m—lc /Bk'
m=—n k=0 m=—n k=—n
B m
Setze Cp,, Z Cni1m—k B Dax € [a = t,,b], gilt fiir m € {-n,...,0}
k=—n
- n
o) = =t = Y (0)

r=0
gemif Binomischem Lehrsatz und damit

n 0 n 0
D ID NI (EIFCINES SRS D DE A

r=0 m=—n r=0 m=—n

Somit kann jede B-Spline-Entwicklung eines Polynom-Splines s € S, (£2,,) in
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eine dquivalente Darstellung in der Truncated—Power-Basis iiberfiihrt werden

und es gilt die folgende

Proposition 2.6. Fiir die mit den Sdtzen 2.1 und 2.3 gegebenen Basisdar-
stellungen eines Polynom-Splines s € S, ()

M-1
Z ﬁmBnm Zarpr + Z amqnm(x)
m=1

m=—n
gelten firr =0,...,nundm=1,..., M —1 folgende Beziechungen zwischen
den jeweiligen Basiskoeffizienten

0

a8 = e 00 (1) 30

ny— n 0 n—r " N1 m— n -+ 1
und
am(lB) = Cn : (_1)n+1 : An_H/gmfnfl = (n'hn)il : An_H/gmfnfl’ (214)

wobei B = (B_,,---,By_1) die B=Spline-Koeffizienten subsumiert.

Die bei der Herleitung von Proposition 2.6 fiir x € [a, b] benutzte Aussage
¢, (2, ) =0, m+k> M,

gilt, wie angegeben, nur fiir n > 1. Fiir n = 0 ist sie ebenfalls zutreffend, falls
x € [a,b). Ist n=0und z =0, gilt ¢,(z,1,,,,) =0 erst fiir m+k > M, wegen
Qo(bstar) = qo(tars tar) = 1. Mit By 4 (b) = 1 ist aber auch

ZﬂBOm = By = Bo+ Bus — ﬂo—ﬂ0+2 — Brt)

M-1 M-1

ﬁObO + Z A 5m 1 - t Zﬂrpr + Z Al5m—1 qOm(b) ’
m=1 m=1

so daB ¢y(B8) = B, und o, (B) = A'8,, ;,m=1,...,M —1, fallsn =0 und
x = b. Gleiches folgt aus (2.13) und (2.14) fiir n = 0 und z € [a, b), d.h. Pro-
position 2.6 gilt generell fiir n € IV, und z € [a, b].
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2.4 Diskrete Penalisierungskonzepte

Wie in den einleitenden Bemerkungen zu diesem Kapitel bereits erwihnt, ver-
folgen die angestellten Untersuchungen das Ziel, im Regressionskontext unbe-
kannte funktionale Kovariableneffekte durch Polynom-Splines bzw. deren Ba-

sisdarstellung zu approximieren.

Fiir ein stetiges Merkmal x, mit beobachteten Realisationen z,;, 7 =1,..., N,
aus dem Intervall [a, b] := [, Tinax] Modellieren Ruppert & Carroll (2000),

Ruppert (2002) dessen Effekt iiber eine Darstellung in der Truncated—Power-
Basis des Spline-Raumes S,,(€2,,)

n M-1
r=0 m=1
Neben den Basiskoeffizienten &,., 7 =0,...,nund ,,,, m =1,..., M —1, bil-

den der Polynomgrad n sowie die Anzahl M +1 der Knoten und deren Lokali-
sation die unbekannten Modellparameter. Ruppert & Carroll (2000) empfeh-
len, die Lage der Knoten an den Stichprobenquantilen zu orientieren. Alter-
nativ lassen sich die Knoten auch auf einem dquidistanten Gitter platzieren.

Die Knotenanzahl ist die wichtigste Determinante fiir die Modellkomplexitét
einerseits und die Qualitét der resultierenden Schéitzungen andererseits. We-
nige Knoten sind gleichbedeutend mit einer geringen Anzahl zu schitzender
Parameter, komplexere Strukturen in der unbekannten Funktion lassen sich
damit aber nur ungeniigend nachbilden. Wéchst die Zahl der Knoten, steigt
in gleichem Mafle der Grad an Flexibilitdt des zugrunde liegenden Modells.
Hohe Flexibilitéit geht aber oft mit einer unerwiinschten Datenniihe (Overfit-
ting) des geschiitzten Effekts einher, im Extremfall resultiert ein interpolie-

render Polynom-Spline als Schitzung.

Als Kompromif} schlagen Ruppert & Carroll (2000), Ruppert (2002) die Mo-
dellierung in vielen Basisfunktionen unter gleichzeitiger Verwendung eines so-

genannten Ridge-Penalties zur Kontrolle der Variabilitit vor

M-—1
Pridge = Z a?n' (216)
m=1
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Die unbekannten Basiskoeffizienten werden iiber die Maximierung einer pena-

lisierten Log-Likelihood geschétzt

1
pl(a,a) = l(a,a) — 5)‘apm‘dge — max (2.17)
mit & = (&g, ..., q,)", ¢ = (ayq,...,a,_1) sowie einem Gliattungsparameter

A, > 0, der die Penalisierungsstirke bestimmt. Der Ridge-Penalty (2.16) 148t
sich dabei wie folgt motivieren: das abgeschnittene Polynom g,,, () ist in je-
dem Punkt = # ¢, beliebig oft differenzierbar. Insbesondere gilt

871,

Fiir die n-te Ableitung f™ des nach (2.15) modellierten Effekts folgt daraus

M-1
()" F (@) = @+ 3 el ), @ € [0, 5\
m=1

Demnach hat f(® die Gestalt einer Treppenfunktion mit den Stufen n! ‘v, an

den inneren Knoten ¢,,, m =1,..., M —1. P, fungiert daher als Strafterm
fiir die Menge der Spriinge in f(™).
xn!
| — o
- — Qproq
— | | - e—b
: G
Qq l
—] : b -
| ?—J,
&,
i | | | | T

ABBILDUNG 2.3: Graph von f( bei Modellierung in der TP-Basis.

Ruppert & Carroll (2000) folgend, kann (2.16) als Strafterm fiir die (n+1)-te

Ableitung von f betrachtet werden. Da f(™ als unstetige Funktion insbeson-

n+1

dere nicht differenzierbar ist, fat man f"*+1 dabei als verallgemeinerte Funk-

tion (Gelfand & Schilow, 1967) auf.
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Eilers & Marx (1996) arbeiten mit der B-Spline-Basis von S, (€2;,) und dqui-

distanten Knoten zur Modellierung der unbekannten Regressionsfunktion

flz,) = i 8.B, (z) =238, i=1,...,N, (2.18)

m=—n

mit einer Designmatriz Z, deren Eintrége durch Z (i, m) := B, (;) bestimmt
sind und einem Parametervektor 3 := (3_,,, ..., By;_1)"- Mit &hnlichen Argu-
menten motivieren die Autoren die Notwendigkeit einer Penalisierung der Ba-
siskoeffizienten. Der von ihnen propagierte Differenzenpenalty d-ter Ordnung,
1<d< M+ n-—1, hat die Form

M-1-d M+4n—d

PL=3" (A%8,) = > (A%, ,.)" (2.19)

m=-—n m=1

Definiert man die (M +n — 1) x (M + n) Kontrastmatrix D, als

-1 1

-1
D, = o : (2.20)

—_

-1 1

148t sich der Vektor der Differenzen erster Ordnung auch schreiben als

Al == (A'6_,,...,ABy_,) = DL, B.

Der Differenzenpenalty erster Ordnung PJ reduziert sich damit auf die kom-

pakte Form Py = 3’ (Dl\l/[ +n)’DJ\l/I +»3. Differenzenpenalties beliebiger Ordnung
d > 1 resultieren mit D%, :=DL . -...-D.. -D.  aus

AB =D¢, B und PL = (A'B)'AB =pg(DL, )DL, B (221)

Die unbekannten Basiskoeffizienten in (2.18) werden wiederum iiber die Ma-

ximierung einer penalisierten Log—Likelihood geschétzt
1
pl(B) = 1(B) — 5Aﬁpg — max (2.22)

mit einem Gléttungsparameter Ag > 0, der die Stérke der Penalisierung fest-
legt. Setzt man in (2.22) d := n+ 1, erhilt man mit (2.19) sowie der Aquiva-
lenzbeziehung (2.14) die
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Proposition 2.7. Die Eristenz und Findeutigkeit von Ldsungen vorausge-
setzt, sind die Optimierungsprobleme (2.17) und (2.22) unter den Primissen
dquidistanter Knoten, eines Differenzenpenalties (n+1)-ter Ordnung und der

Glittungsparameterkonstellation A, = (n!h™)? Ag dquivalent.

Zum Beweis dieser Aussage wird auf den Anhang A verwiesen.

Die konkrete Modellierung in B-Splines nutzend, liefern Eilers & Marx (1996)
Aussagen iiber die Beziehung zwischen den Differenzenpenalties und den klas-

sischen Bestrafungstermen

/ (f(d)(a: ) dz = / (ZﬂmB(d ) (2.23)

Fiir jede Konstellation d < n stellt der Bestrafungsterm P4 eine hinreichend
gute Approximation fiir (2.23) dar, wobei die Giite dieser Approximation mit
wachsender Differenz n —d abnimmt. Prinzipiell méglich sind natiirlich auch
Kombinationen von B-Splines n—ten Grades und Differenzenpenalties P¢ der
Ordnung d > n—1. Fiir diese Situationen fehlen jedoch entsprechende Analo-
gieaussagen zur klassischen Penalisierung des Integrals der quadrierten Ablei-
tung (9. Beliebig penalisierte B-Splines werden im folgenden auch kurz als

P-Splines bezeichnet.

Die Proposition 2.7 und die freie Kombinierbarkeit von Splinegrad und Diffe-
renzenordnung definieren P-Splines im Vergleich zur Truncated-Power-Basis
mit Ridge-Penalty als das allgemeinere Konzept im Kontext penalisierter Ba-

sisfunktionsanséatze.

2.5 Niitzliche Eigenschaften penalisierter B-Splines

Im folgenden sollen einige Eigenschaften von P—Splines und der aus der Maxi-
mierung der penalisierten Log-Likelihood (2.22) resultierenden Schiitzung f
dargestellt werden. Nach Himmerlin & Hoffmann (1992) gilt fiir iquidistante
Knotenwahl folgende Rekursionsformel fiir die erste Ableitung des B-Splines
[ > 1, zum Knoten ¢, der Knotenmenge 2

By, (z) = h™{B_1,(x) = Bi_1,41(2)}. (2.24)

lw



2.5. NUTZLICHE EIGENSCHAFTEN 31

Mit B,(z,t,) := B, (z), 148t sich (2.24) auch als
0
Bi(2) = - By(a,t,) = (=h)7"- Ay By (w,1,) (2.25)
schreiben. Fiir B-Splines ersten Grades beschréinkt sich dabei die Giiltigkeit
von (2.25) auf Punkte z & {¢,,...,%,,,.}. Die Rekursionsformel fiir die erste
Ableitung 148t sich induktiv auf Ableitungen hoherer Ordnung erweitern.

Proposition 2.8. Fir die d-te Ableitung des B-Splines B,,, an einer beliebi-
gen Stelle x € IR gilt die folgende Identitit
ad
d _
B (z) = goa Bilast,) = (=h) - ALB (at,), 0<d <l
Fiir den Beweis dieser Proposition sei wieder auf den Anhang A verwiesen.

Die nachstehenden Betrachtungen liefern einen Zusammenhang zwischen der
d-ten Ableitung der gefitteten Funktion

M-1

f@) = Y BuBum(z), z € [a,b)

m=—n
und den d-ten Differenzen der aus (2.22) hervorgehenden, geschitzten Basis-
koeffizienten ﬂ:n, ceey ﬁMq- Mit den Propositionen 2.2 und 2.8 gilt fiir d < n,

Cqy = (—1)*7. (j) und jedes z € [a, b]
d M-1
ZﬂmBnm Zﬂ AdBn d Zé,jzﬂmBn dm—l—j( )
m=—n m=—n 7=0 m=—n

Fiir 7 =0,...,d ist aufgrund des beschriankten Trigers der B-Splines

M-1 M-j5-1
E : 5mBn dm—l—j E :5mBn dm—|—y E : 5m jBn dm )
m=—n m=—n—j+d m=—n+d
so daf
d
§ :Cdj E : leBn dm+] = § :Bn dm )E :Cd,jﬂmfd{j’
m=—n m=—n-+d j=
also

M-1 M-1
Y BuBin@) = 1Y A By gm(@),

m=—n m=—n-+d

und damit
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M-1 M—1—d
@) = Y B.BGx) = h™ Y A, B, 4mial)- (2.26)

Wihlt man in (2.22) einen unendlich grofien Glattungsparameter )4, sind al-
le Differenzen A%3_ m = —n, ..., M —1—d, gleich null, also auch f@(z) =0
fiir jedes x € [a, b] nach (2.26), und man erhélt die

Proposition 2.9. Fir einen unendlich grofien Wert von Ag und einen Diffe-
renzenpenalty der Ordnung d ist der Grenzwert eines P-Spline—F'its ein Poly-
nom vom Grad d—1, falls die B-Splines mindestens (d+1)—ten Grades sind.

Da fiir B-Splines vom Grad n > 1 globale Differenzierbarkeit lediglich bis zur
Ordnung n — 1 gegeben ist, beschriankt sich die Giiltigkeit obiger Proposition
auf die Situationen n > d. Eilers & Marx (1996) formulieren die Aussage von

Proposition 2.9 fiir n > d, jedoch ohne die Angabe eines Beweises.

Unabhéngig von einer Betrachtung der Ableitungen ermoglicht der mit (2.14)
gegebene Zusammenhang eine Erweiterung von Proposition 2.9 auf den Fall
n=d—1. Ausd=n+1und Ay — oo in (2.22) folgt firm =1,..., M -1
mit (2.19) A"+13 . — 0 und damit a,,(8) — 0 wegen (2.14). Demnach
gilt die

Proposition 2.10. Wihit man in (2.22) d = n+1 und lafit den Glittungspa-
rameter Ag gegen unendlich streben, so entspricht der resultierende P-Spline-

Fit einem Polynom n—ten Grades.

Weitere Eigenschaften penalisierter B-Splines, wie die Fahigkeit polynomiale
Beobachtungen exakt zu fitten und datenbasierte Momente zu erhalten seien
an dieser Stelle lediglich kommentarlos erwiahnt. Detailliertere Ausfithrungen
zu diesen Punkten finden sich in Eilers & Marx (1996).

Vor dem Hintergrund der aufgefiihrten Eigenschaften und der Aquivalenzaus-
sage von Proposition 2.7 kénnen B-Splines und Differenzenpenalties als idea-
le Kombination im Kontext der penalisierten Spline-Approximation einer un-
bekannten Regressionsfunktion bezeichnet werden. Die nachfolgenden Unter-
suchungen zur Modellierung und Schéitzung nonparametrischer Effekte in ge-
neralisierten Modellen beschrénken sich daher auf die Betrachtung addquater
P-Spline-Ansitze.



3 P-Splines in generalisierten Modellen

Die Modellierung einer unbekannten Regressionsfunktion als Basisdarstellung
eines Polynom-Splines und die Schéitzung der zugehérigen Basiskoeffizienten
iiber einen penalisierten Maximum-Likelihood-Ansatz werden in diesem Ka-
pitel fiir die nonparametrischen Komponenten der Abschnitte 1.2-1.4 verall-
gemeinert. Als Basisfunktionen werden B-Splines betrachtet, die in Kombi-
nation mit den Differenzenpenalties das im Kontext penalisierter Basisfunk-

tionsansitze allgemeinere Modellierungskonzept darstellen.

Die Zusammenfassung von Verallgemeinerungsstufen generalisierter linearer
Modelle in einer universellen Priadiktorstruktur soll eine simultane Behand-
lung verschiedenster Ansitze erméglichen. Neben linearen Priadiktoranteilen
werden beliebige Kombinationen der Komponenten aus GAM’s, VCM’s und

Modellen mit bivariaten Funktionen betrachtet.

Es wird gezeigt, dafl Basisdarstellungen nonparametrischer Effekte auf eine
rein lineare Form des universellen Prédiktors fiihren. Die somit erzielte Re-
duktion auf Strukturen generalisierter linearer Modelle gestattet eine Schét-
zung nonparametrischer Komponenten ohne zusétzliche Backfittingschritte.
Matrixschreibweisen fiir die Penalties gewéhrleisten dariiber hinaus eine un-
komplizierte Integration der Strafterme in den Algorithmus zur Parameter-

schitzung.

3.1 Die universelle Pradiktorstruktur

Die Komponenten des Kovariablenvektors z := (z,,...,7,)" seien 0.B.d.A.
gemdf {1,...,p} = {D, S} angeordnet, wobei z; diskret, falls j € D und =,

stetig, falls j € S. Ferner bezeichne p := |D| + 1 den ersten Index in S # 0.

Dann werden die universellen Prédiktoren 7, ;, ¢ = 1,..., N, definiert als
Miv = Bo + Mi1 +7ia + v + 7o (3.1)
=B+ Y 2iBin+ Y Sy (@) + D wigim @a) + Y Son (@ T,
JED jES (j,k)EDXS (j,k)eks2
i<

33
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wobei die Pradiktoranteile n, 1, m; 4, 7; und 7,  die linearen (GLM-), die
univariat funktionalen (GAM-), die variierende Koeffizienten (VCM-) sowie
die bivariat funktionalen (Oberflichen-) Komponenten repriisentieren. Wer-

den fiir j € D dariiber hinaus f; (z;;) = =;

iiBir und

b o) = 0, falls £k € D,

vereinbart, 148t sich (3.1) auch schreiben als

P p—1
o = Bo+ D Toy(@y) + 2D fan @y @) = By + mig + iy, (3:2)
=1 J=1 k>j

mit 7; gy =n; 1, +m; 4 und 9; 1 = 1, ,+1; o. Diese Schreibweise des universellen
Pridiktors unterscheidet lediglich zwischen den Haupteffekten (7, ;;) und den

funktionalen Interaktionen zwischen je zwei Kovariablen (7, ;).

Die Schitzung der unbekannten Parameter und der funktionalen Komponen-
ten in 0y = (1, 1, - - -, My,p) erfolgt iiber eine Maximierung der penalisierten
Log-Likelihood

1
plng) = lng) = 5+ (Py+ P+ PS + PY). (3.3)

Eine Definition der einzelnen Groflen, insbesondere der Summanden des Be-
strafungsblocks, wird in den sich anschliefenden Abschnitten gegeben, in de-
nen fiir die Priadiktoranteile mit nonparametrischen Komponenten der propa-
gierte Modellierungsansatz in Basisfunktionen eingehender untersucht wird.

3.2 Die GLM - Komponente

Der lineare Anteil der universellen Struktur (3.1) wird hier nur aus Griinden
der Vollstidndigkeit nochmals aufgefiihrt. Setze Z; (i, j) := z,;, j € D, fiir ei-
ne Matrix Z;, € My(N, |D|) und definiere B, := (8, 1, .., Bjp ;). Damit ist
die globale GLM-Komponente 1y, = (1, 1,---,7y_)" als Produkt Z; 3, dar-
stellbar und erfiillt die im Abschnitt 1.1 definierte strukturelle Annahme (ii)
eines generalisierten linearen Modells.
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3.3 Die GAM — Komponente

[min, z,,, max;, z,;]. Ausgehend von einer

Fiir j € S definieren wir [a; i Tijs i Ti

J? .7]

dquidistanten Zerlegung ,, des Intervalls [a;, b,], wird die unbekannte Re-
J

3> %
gressionsfunktion f ) analog zu (2.18) durch einen Polynom-Spline aus der

Menge Snj (2,,.) approximiert
J

M.—1
J
Fo @) = Y BimaBjnm(y), i=1,...,N, j€S.

Auch wenn grundsitzlich fiir jede der nonparametrischen Komponenten die
Anzahl der (inneren) Knoten und der Grad der B-Splines verschieden sein
konnen, soll die Abhéngigkeit dieser Gréflen von j € § zugunsten einer bes-
seren Lesbarkeit aufgegeben werden und global M; = M und n; = n gelten.
Eine weitere notationelle Vereinfachung resultiert aus der Transformation der
Indexmenge {—n,...,M —1} zu {1,..., P :== M +n} und dem Verzicht auf
die explizite Ausweisung des B-Spline-Grades

fola Z@M ,i=1,...,N,j€8S. (3.4)

Werden fiir j € S die Eintréige der partiellen Designmatrizen Z; € My (N, P)
via Z;(i, s) := Bj,(z;;) definiert, und setzt man 8; 4 := (8,1 4,---,8;p.4)"; 50
148t sich die GAM—-Komponente auch schreiben als
nZ,A == Zf(])(xw) - ZZ](Z, ') ﬁj,A’ l: ]_’.. .,N’
JjES JjES

und entspricht damit der fiir GLM’s iiblichen Pradiktorstruktur. Die globale
GAM-Komponente 4 = (7, 4,---,7y.4)" ergibt sich zu n, = Z,8,, wobei
Zy = [Z;| ... | Z,] die (gesamte) Designmatrix und 3} := (85 4,.--,08, 1)
den gesamten Parametervektor bezeichnen.

Differenzenpenalties zur Kontrolle der Variabilitdt in den geschitzten non-
parametrischen Komponenten lassen sich analog zu Abschnitt 2.4 iiber die

Kontrastmatrizen D¢ definieren

P—d
!
AB; 4 = DiB; 4 und PAdj’ Z (A"B;,4)° = B4 (D) Di B4,
s=1
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wobei auch hier auf eine effektspezifische Definition der Differenzenordnung
verzichtet wurde. Bezeichnet A; , den zu PAdj’ 4 gehorigen Glattungsparame-

ter, so ist mit A, = diag(A; 415p, ..., A, 415) sowie

fiir die globale Penalty-Matrix, der erste Teil des Bestrafungsblocks in (3.3)
durch P, = B8, K, 3, spezifiziert.

Das Vorliegen metrischer Kovariablen muf} nicht zwangslaufig deren Beriick-
sichtigung in der GAM-Komponente zur Folge haben. Ebenso denkbar sind
Modelle, in denen die Effekte stetiger Einflufifaktoren rein parametrisch oder
lediglich in Form von Interaktionen wirken. Der modulare Charakter der De-
signmatrix Z,, des Parametervektors 3, sowie des Penalties K, ermoglicht
in diesen Situationen eine einfache Beschrinkung der GAM-Komponente auf

entsprechende Teilmengen von S.

3.3.1 Identifikationsprobleme und Singularitaten

Die in Abschnitt 2.2 als ,,Zerlegung der Einheit®“ bezeichnete Normierungsei-
genschaft einer B-Spline-Basis wird fiir j € § mit den obigen Deklarationen
durch die Aussage Z;1p = 1y reflektiert. Fiir zwei Indizes k,! € S und eine
Konstante ¢ # 0 ist damit

T’A = +Z]€Bk,A+ZlBl,A+ == "'+ZI€IBZ,A+Zlﬁ2A+""

wobei By 4 = By a+c-1pund B4 =B, 4 —c- 1p. Die zu f(j), j €S, ge-
horigen Basiskoeffizienten sind also nur bis auf eine additive Konstante ein-

deutig bestimmbar.

Damit vererbt sich die bereits in Abschnitt 1.2 geschilderte Problematik der
Nichtidentifizierbarkeit der Effekte im GAM auf die Koeffizienten der zuge-
horigen Basisdarstellungen. Fiir die Schéitzer f( i) heifit das, daf sie zwar in
Form und Gestalt, nicht aber hinsichtlich ihrer vertikalen Position eindeutig

bestimmt sind.

Weitaus schwerwiegender sind die Konsequenzen fiir die Existenz von Schét-

zern. Es ist



3.3. DIE GAM - KOMPONENTE 37

rg(Zy) = Y P—I|8|+1=[8]-P— (S| -1),
jES
d.h. fiir |S| > 2 besitzt Z, keinen vollen Spaltenrang, und dies fiihrt unwei-
gerlich zu Singularititen im Schitzalgorithmus zur Bestimmung der Modell-

parameter.

Die Eindeutigkeit der Basiskoeffzienten (und der mit ihnen korrespondieren-

den Effekte) 148t sich iiber folgende Restriktion garantieren. Postuliert man

P
Z /Bjs,A = Oa .7 € 87 (35)
s=1

wird das angesprochene Verschieben additiver Konstanten zwischen den Ba-

siskoeffizienten unterbunden.

Mit obigem Postulat 148t sich je ein Basiskoeffizient durch die verbleibenden
ausdriicken und wird damit fiir die Betrachtungen redundant. Lést man (3.5)

0.B.d.A. nach dem letzten Koeffizienten auf,

Bipa = —Bji,a— ...~ Bjp-1,4, J €S,

beschriankt sich der Vektor Bj, 4 der relevanten Koeffizienten auf die Kompo-

nenten [3;; 4,...,0; p_1 4, und es ist
Bi.a L, | -
ZiBia = Z; (_1, 5. ) T 7| | Pia = 4B
P-17j5,A P-1

mit modifiziertem Design Zj, das aus Z; durch Subtraktion der letzten Spal-
te Z;(-, P) von allen iibrigen Spalten und der anschlieflenden Streichung von
Z,(+, P) hervorgeht. Die reduzierte Koeffizientenzahl bewirkt demzufolge ei-
ne entsprechende Dimensionsreduktion der partiellen Designmatrizen. Darii-
ber hinaus unterliegen die Z ; nicht der Normierungseigenschaft (2.9), so daf
ihre Zeilensummen im allgemeinen nicht konstant sind. Fiir die gesamte De-
signmatrix 7, := [Zﬁ | ... Zp] 148t sich mit den Restriktionen (3.5) daher

auch der modellierungsbedingte Rangabfall vermeiden.

Neben einer Beriicksichtigung von (3.5) im Design erfordert die Reduktion
der Basiskoeffizienten eine entsprechende Modifikation der Strafterme. Fiir
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die Differenzen Dg,@m 4, J €S, 1aBt sich analog folgendes ableiten
Dgﬂj,A = DgBj,Aa mit Dg = Dg ) |:IP—1 ‘ - lP—l]l'

Die Ausfiihrungen dieses Abschnittes basierten auf der Annahme des Vorlie-
gens mindestens zweier nonparametrischer Komponenten. Im Falle nur eines
Haupteffektes treten die angesprochenen Identifikationsprobleme zwar nicht
mehr innerhalb der GAM-Komponente auf, wohl aber zwischen den Basis-
koeffizienten von f; und dem Intercept 3. Da ferner rg([1y | Z5]) = P ist,
gilt gleiches fiir die Aussagen zur Singularitit, so dafl die vorgestellten Mo-
difikationen auch fiir |S| = 1 relevant sind.

3.4 Die VCM - Komponente

In Analogie zum vorhergehenden Abschnitt werden fiir (j,k) € D x S die
effektmodifizierenden Funktionen Yk I Ny als Basisreprisentationen von
Polynom-Splines modelliert. Wird fiir jedes 9ijk) dieselbe dquidistante Zerle-
gung und derselbe B-Spline-Grad wie bei der Modellierung des entsprechen-
den Haupteffektes f) in der GAM-Komponente zugrunde gelegt, lassen sich
die Deklarationen aus Abschnitt 3.3 iibernehmen, und es ist

P
g(jk)(xilc) = Z ﬁjks,VBlcs(xik) bzw. Niyv = Z a%Zk(ia ) /lec,V (3.6)
s=1

(j,k)EDXS
fiir i = 1,..., N und B = (Bjp1,vs---»Bjrpy)- Deklariert man dariiber
hinaus X; = diag(z;,...,7y;), j € D, so laft sich die globale VCM-Kompo-
nente )y = (1,y,-.-,Nyy) in kompakter Form als iy = Zy, 8y, schreiben,
mit
!
Zy = [ X2 X\ 2y | . | X002, und By = (B Bhoipn)

Damit existiert also auch fiir die (globale) VCM-Komponente eine Darstel-

lung in der fiir GLM’s typischen Schreibweise. Die Vereinbarungen

fiir die Penalty-Matrix sowie Ay, = diag(A;;y1p, ..., A;_1, 1) fiir die zu-
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gehorige Matrix der Gliattungsparameter definieren mit P, = 37, K8 den
zweiten Teil des Bestrafungsblocks von (3.3). Die Modularitét der deklarier-
ten Groflen erlaubt auch hier wieder eine einfache Einschrankung der model-

lierten Interaktionen auf Teilmengen von D X S.

3.4.1 lIdentifikationsprobleme und Singularitaten

Die Normierungseigenschaft (2.9) duBert sich fiir (j,k) € D x S in der Tat-
sache, dal X,;Z;1, = X;1y. Fiir j € D und k,[ € S konnen damit additive
Konstanten zwischen den Parametervektoren 3, und 3, ausgetauscht
werden, ohne den Wert der VCM-Komponente zu verdndern. Beriicksichtigt
man die Kovariable z; mit einem fixen Parameter ; ;, sowie einem variieren-

den Koeffizienten, so ist ferner
nL + nV == .« e + X]ﬁ],LlN + “ .. + XJZkﬁ]k,V + .« ..
= “ e + X]ﬂ;’LlN + e + X]Zkﬁ;k,v + ceey

fiir 87, = B, 1, + ¢, Bjry = Bj,y —c- 1p und eine Konstante ¢ # 0. Identifi-
kationsprobleme treten somit innerhalb der VCM—-Komponente als auch zwi-
schen 7,, und dem linearen Anteil n, auf. Dariiber hinaus verursacht Eigen-
schaft (2.9) Singularitéten im Schétzalgorithmus, da Z,, fiir |S| > 2 und die

Matrix [Z, | Zy/] keinen vollen Spaltenrang besitzen.

Identifikationsprobleme und Singularitéten lassen sich analog zu 3.3.1 durch

entsprechende Restriktionen der Basiskoeffizienten umgehen

P P-1
Y By =0 bzw. Bypy == Bipev, (k) €D XS,
s=1 s=1

mit den bereits in Abschnitt 3.3.1 gegebenen Modifikationen fiir die partiellen
Designmatrizen Z, die Parametervektoren 8, und die Differenzenmatri-

zen Dg.

3.5 Die Oberflaichen — Komponente

Die Modellierung von funktionalen Interaktionen stetiger Kovariablen, soge-
nannten Oberflicheneffekten, erfordert eine Erweiterung des Basisfunktions-
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konzepts auf den mehrdimensionalen Fall. In dieser Arbeit beschranken sich
die Betrachtungen auf funktionale Interaktionen f( jk) 1D Zwel Argumenten z;
und z,, j, k € S. Analog zum eindimensionalen Fall unterstellt der hier pro-
pagierte Modellierungsansatz die Approximierbarkeit des unbekannten Ober-

flacheneffekts durch eine bekannte Funktionenklasse.

Im einzelnen wird angenommen, daf} sich der zu modellierende Oberflichen-

effekt als bivariater Polynom-Spline bzw. genauer als Element des (Tensor-
produkt-) Raumes S, (Q,) ® S, (Q%,) darstellen 1iBt

P P
fE]k) R zk Zzﬂ]ksto ]s Zj (ik)’ Z':L"'ﬂNﬂ (37)

s=1 t=1

vgl. Himmerlin & Hoffmann (1992) bzw. Dierckx (1993). Fiir jede Schnitt-
funktion von f,, durch einen Punkt z,,, € [ag, by] parallel zur z;~Achse gilt
dann

P

P
f(j)(') = f(jk)('axmc) = Z /Bstjs(‘) mit /Bjs = Z /Bjkst,OBkt(‘rOk)'
t=1

s=1

Analog gilt fiir jede Schnittfunktion durch einen Punkt z,; € [a;, b;] parallel

zur z,~Achse

f(k)(') - f]k) x()j" Z /Bkt kt mit ﬁkt Z ﬂ]ksto ’js m0]

d.h. die mit (3.7) getroffenen Annahmen sind gleichbedeutend mit der Aus-
sage, daf sich jede Schnittfunktion von f (k) parallel zur x,— bzw. z,—Achse
als Basisreprisentation eines (elndlmensmnalen) Polynom- Sphnes darstellen
148t. Werden in (3.7) die B-Spline-Produkte zu den bivariaten Funktionen

B, (T, Ty) = Bjs(xij)Bkt(xik)

jkst \*V1j Yk

zusammengefasst, lassen sich zweidimensionale B-Splines als Basiselemente
des Funktionenraumes S, (Q,) ® S, (Q%,) definieren. Abbildung 3.1 zeigt bi-
lineare bzw. biquadratische B-Splines zusammen mit ihren eindimensionalen

Pendants.

Unter Verwendung der partiellen Designmatrizen aus Abschnitt 3.3 gewinnt
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ABBILDUNG 3.1: Geplottet sind die Graphen eines bilinearen und eines bi-
quadratischen B-Splines iiber ihren jeweiligen Trégern. Zusétzlich dargestellt

sind die definierendenden, eindimensionalen Faktoren.
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man ferner folgende kompakte (GLM-) Schreibweise fiir die (globale) Ober-

flichen—-Komponente

Z Z;(i,)®Zy(i,+) Bjro bzw. Mo = (Mo, Mn0) = ZoBos

(.k)es?
i<k

wobei

! ’ !
IBjk,O = (ﬂjkll 07 Mjk12,00 * * * jkPPO) ) 160 - (,3 B+, oaz@ B+2, O""’lapfl,p,o)

und Z, = [ 2,0%,,, | Z,,,®Z;,, | ... | Z,_,®Z,]. Der Operator ® definiert
dabei das zeilenweise zu bildende Kronecker-Produkt (vgl. Anhang C). Ver-

einfachend wird im folgenden auch 7, statt Z; ®Zk, (4, k) € 8% geschrieben.

Analog zum eindimensionalen Fall soll die Variation in den geschétzten Ober-
flacheneffekten durch diskrete Bestrafungsterme kontrolliert werden. Zu die-
sem Zweck werden die Basiskoeffizienten in (3.7) geméi8 ihrer Verlinkung mit

den Knoten des quadratischen Gitters Q}VI x Ok in einer Matrix angeordnet

ﬁjklP,O jk2P,0 " ﬂjkPP,O

ﬁjklZ,O ﬂjk22,0 st /ﬁjkPZ,O
ﬂjkll,o ﬂijI,O Tt ﬂjkpl,o

Formuliert man davon ausgehend die Glattheitsanforderungen an die Ober-
flacheneffekte als entsprechende Anforderungen an die axialen Schnittfunk-
tionen, erhilt man eine einfache Md&glichkeit, die bekannten Penalisierungs-
konzepte auf die vorliegende Situation zu iibertragen. Dazu werden separate
Variationskontrollen jeweils entlang der achsenparallelen Linien des Gitters
ng x Ok durchgefiihrt. Aufgrund der speziellen Verkniipfung der Basiskoef-
fizienten mit den Gitterpunkten, ist dies dquivalent zum Wirken von Zeilen-
und Spaltenpenalties in (3.8). Entsprechende Bestrafungsterme erster Ord-
nung sind durch die folgenden Ausdriicke gegeben

P
Z Z ykstO_ ik,s— 1t0)2 = IBJkO(Dl )Dl ﬂ]kOa

t=1 s=2

P P
ZZ ]kstO_ ks t— 10)2 :ﬂgkO(Dl )Dl layko’

s=1 t=2
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mit Dy, := D, ® I, und D,, := [, ® D,. Die Wirkungsweise dieser Penalties
ist per Definition parallel zur z,— bzw. x,—Achse gerichtet und fungiert somit

variationsbeschrinkend fiir die axialen Schnitte.

Differenzenmatrizen beliebiger Ordnung lassen sich aus obigem iiber die Vor-
schriften D}, = D{ ® I, und D}, = I, ® D} gewinnen. Definiert man ferner
fiir Indizes r € {1, 2} die richtungsgebundenen Strafmatrizen

Dy, = Diag(D{,,...,Dt) =1

Py |S1-(151-1)/2

®D1Lj,r und Kg) = Ag)DIO,rDO,T

mit A’ =diag(A{ 210102, ..., A1, 0102 ) als zugehdrigen Matrizen der Glét-
tungsparameter, so sind durch Pg) = ,B'OKg ),80, r € {1, 2}, die verbliebenen
zwei Strafterme in (3.3) erkldrt. Wie schon fiir die anderen Pridiktorkompo-
nenten gestattet die Streichung einzelner Module in den deklarierten Groflen
eine einfache Beschrinkung der modellierten Oberflicheneffekte auf beliebige

Teilmengen von {(j,k) € 8? : j < k}.

3.5.1 Identifikationsprobleme und Singularitaten

Die Normierungseigenschaft (2.9) eindimensionaler B-Splines spielt auch bei
der Modellierung von Oberflicheneffekten eine wichtige Rolle. Fiir jedes Paar
(4,k) € 8%, j < k, ist

Ziplp: = (Zj®Zk)1P2 = 1y,

so daff auch die Basis des Tensorproduktraumes S, (€,) ® S,,(€2%,) eine Zer-
legung der Einheit bildet. Die daraus erwachsenden Identifikationsprobleme

und Singularitédten lassen sich analog zu Abschnitt 3.3.1 motivieren.

Bedingungen, die sowohl die Eindeutigkeit als auch die Existenz von Schét-
zern gewahrleisten, konnen ebenso analog als Restriktionen an die Basisko-
effizienten formuliert werden

P P—

P P P-1 1
Z Z ﬂjkst,o =0 bzw. ﬁjkPP,O = - Z Z /Bjkst,o - /Bjth,O’ (3.9)
1

s=1 t=1 s=1 t=1 t=

fiir alle (j, k) € 8? mit j < k. Ahnlich wie im eindimensionalen Fall fiihren

die Restriktionen zu einer Dimensionreduktion im Parametervektor, im De-
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sign und in den richtungsgebundenen Strafmatrizen

ﬂjkll,o

IBjk,o = : ) ij = ij :

ﬂjkP,P—l,O

Nnd d
s DP,’I‘ - DP,r :

Die Restriktionen (3.9) verhindern zwar den Austausch globaler Konstanten
zwischen 1, und 7, sie sind jedoch wirkungslos fiir Vektoren ¢ € IR”\{0},
die der Bedingung ¢'1, = 0 geniigen. Es ist

’rlA + ’rlO = ...+ Z]IB],A + ...+ Zkﬂk,A + ...+ ij jk,0 —+ ...
= PP + Zjﬂ;,A + PP + Zkﬂk,A + PP +ij ;k’o —‘I_ PP
= .+ ZBjat -+ LBat -t ZpBiko T s

fﬁl‘ VektOren IB;,A = ﬂ],A + C, ﬂ;:?:kA = 6k,A + C, ﬂ;k’o = ﬁjk,o — C ® ]'P SOWie
Bixo=Bjro—1,®c,da Z; (c®1,) =Z;,cund Z;, (1, ® ¢) = Z;c.

Wegen ¢'1, = 0 sind (3.5) bzw. (3.9) auch fiir 8} 4, und B;", bzw. B, , und
Bik.o erfiillt, so daf sich obige Identifikationsprobleme mit diesen Restrikti-
onen nicht abfangen lassen. Durch die Einfiihrung von Restriktionen, die be-
ziiglich (3.8) zeilen- bzw. spaltenspezifisch sind, liefle sich obige Konstanten-
verschiebung verhindern. Wird alternativ jeder Oberflicheneffekt mit je Q?,
@ # P, zweidimensionalen B-Splines modelliert, erzielt man mit deutlich ge-
ringerem Aufwand die gewiinschte Eindeutigkeit und kann sich auf die Rest-
riktionen (3.5) und (3.9) beschriinken.

Mit den Uberlegungen der letzten Abschnitte 1i8t sich das universelle Design

. - ~ . . YA I
als Zy =152, Z4| Zy, | Zy)| definieren. Fiir 8':= (6, 87, B4, By, Bo) ist
Ny =Zy3 und damit I(n,;) = [(B). Werden die einzelnen Strafterme dariiber
hinaus zu einem globalen Penalty

K = Diag (0~

DXp>

Rl K + K2

zusammengefafit, 148t sich die penalisierte Log-Likelihood (3.3) schreiben als
pl(B) = 1(B) —1/2- B'K . Die Differentiation nach 3 liefert die penalisierte
Score—Funktion

ps(B) = s(B) — KB = Z;D(B)S(B) " (y — puy) — KB,
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wobei D(3) und 3(3) analog zu Abschnitt 1.1.1 definiert sind. Die Schétz-

gleichungen ps(B) = 0 lassen sich wiederum iterativ via Fisher-Scoring l6sen

A(k+1

A = 8% L () ps(8Y), k=0,1,... (3.10)
mit der Pseudo-Fisher-Matrix
P = £ |- = o s ve z - K G

Die in Abschnitt 1.1 gegebene Formalisierung des Fisher-Scoring zum Schétz-
en in GLM’s kann also auch fiir die hier definierte universelle Pradiktorstruk-
tur herangezogen werden. Einzige Modifikation gegeniiber dem in Paragraph
1.1.1 beschriebenen Algorithmus ist die Ersetzung der erwarteten Fisher-Ma-
trix durch die in (3.11) gegebene Pseudo-Form. Als gewichtete KQ-Schétzung
nimmt (3.10) dabei folgende Gestalt an

S+ = (k)

8= F(8"™) "z, w (8™ 7,

wobei die Spezifikation der einzelnen Groflen, sofern hier nicht angegeben, in
analoger Entsprechung dem Abschnitt 1.1.1 zu entnehmen ist. Im Zeitpunkt
der Konvergenz stimmen aktuelle Schitzung und Nachfolgeiterierte {iberein,

so dafl Abhéngigkeiten vom Iterationszéhler unberiicksichtigt bleiben kénnen
A | A\ <
B=F(B) ZyW(B)iy-
Fiir den gefitteten universellen Préadiktor 9, = ZU,B folgt daraus
~ =725\ —1 ! A\ ~ ~
iy = Zy F(B) Zy W(B) iy = Hy iy, (3.12)

wobei die Hatmatriz Hy; :ZUF(,Q) _IZ{]W(,Q) die Projektionsabbildung des
adjustierten auf den gefitteten universellen Priadiktor repriasentiert. Der Hat-
matrix kommt im sich anschlieBenden Kapitel eine wichtige Rolle als appro-
ximatives Maf fiir die Modellkomplexitét zu.

Die in den einzelnen Abschnitten wiederholt angesprochenen Identifikations-
probleme und Singularitdten werden auch von Eilers & Marx (2002) themati-
siert. Im Unterschied zur hier vorgestellten Restriktion der Basiskoeffizienten
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ergénzen die genannten Autoren den globalen Bestrafungsterm um einen zu-

sitzlichen Ridge-Penalty

K = Diag (055 K, Ky KO + KS) + X+ 1,

PXP?
fiir eine geeignet dimensionierte Einheitsmatrix und einen Glattungsparame-
ter \* der GroBenordnung 1075, Obgleich mit deutlich weniger Aufwand ver-
bunden, ist der Erfolg dieses Ansatzes stark datenabhingig und damit nicht
in jeder Situation gesichert — im Gegensatz zu der hier vorgeschlagenen ana-

lytischen Losung des Problems.

Zusammenfassend 148t sich folgendes Fazit ziehen: Die abgeleitete Riickfiihr-
barkeit der universellen Prédiktorstruktur (3.1) auf ein generalisiertes linea-
res Modell verbunden mit der einfachen Integration diskreter Differenzenpe-
nalties erlaubt die Schitzung der unbekannten Modellparameter im Rahmen
eines modifizierten Fisher—Scoring. Damit kénnen insbesondere die bei Pri-
senz nonparametrischer Komponenten sonst nicht vermeidbaren Backfitting-

Schritte eingespart werden.



4 Wahl der Glattungsparameter

Nachdem das vorherige Kapitel die B-Spline basierte Modellierung und pena-
lisierte Schitzung nonparametrischer Komponenten des universellen Pradik-
tors zum Gegenstand hatte, widmen sich die nun folgenden Ausfiihrungen der
noch offenen Frage nach der Wahl der Glattungsparameter. Fiir deren Beant-
wortung wird zunichst die Wirkungsweise des Glattungsparameters in (2.22)

fiir die Extremfélle keiner bzw. unendlich starker Penalisierung rekapituliert.

Fiir A\ = 0 reduziert sich das Optimierungsproblem (2.22) zur Schiitzung der
via (2.18) modellierten Regressionsfunktion f auf die Maximierung der unpe-
nalisierten Log—Likelihood I(3). Die Schétzgleichungen s(3) =0l(8)/03=0
werden nach (1.4) fiir 3 mit

Y = By = h(Z(i, )B) = h(f(xz)) bzw. f(xz) = g(yi)’ i=1,..., N,

gelost. Die Maximierung der Log-Likelihood /() fiihrt demnach zu einer In-
terpolation der Datenpunkte (xi, g(yi)) .

.—1 - Die damit erzielte Reproduk-

tion der transformierten Responsebeobachtungen g(y;) bedeutet zwar ein Mi-
nimum an Informationsverlust, resultiert jedoch gleichzeitig in einem sehr un-

ruhigen Verlauf der Schitzung f := (f(:rl), . ,f(xN))l =78.

Fiir das entgegengesetzte Extrem unendlich starker Penalisierung (A3 — 00)
liefern die Propositionen 2.9 und 2.10 entsprechende Aussagen iiber den poly-
nomialen Charakter der resultierenden Schétzung fiir die hier betrachtete Be-
ziehung n > d —1 zwischen B-Spline-Grad und Differenzenordnung. Im Un-
terschied zur Dateninterpolation bedienen polynomiale Fits — als beliebig oft
differenzierbare Funktionen — in weitaus stédrkerem Mafle natiirliche Anforde-
rungen an die Glattheit der nonparametrischen Effekte. Die restritive Annah-
me polynomialer Strukturen wirkt sich jedoch nachteilig auf die Darstellbar-
keit komplexerer Zusammenhénge aus und schrinkt die Flexibilitdt des Mo-

dellierungsansatzes (2.18) unnétig ein.

Gesucht ist daher ein Wert fiir Ag, der einen Kompromiss zwischen Flexibili-
tatsanspriichen einerseits und Glattheitsanforderungen andererseits schlief3t.
Es stellt sich also zunichst die Frage nach einem Zielkriterium, welches diese
Kompromissféhigkeit widerspiegelt, und auf dessen Basis Ag optimiert wer-
den kann.

47
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4.1 Akaike — Informations — Kriterium

Die grundlegende Idee des Akaike-Informations-Kriteriums (AIC) basiert auf
der Verkniipfung der Log-Likelihood l(,f']) des gefitteten Modells und der ef-
fektiven Anzahl gefitteter Parameter dim (,B, )\ﬂ) (Akaike, 1973)

AIC(Ag) = —2-1(B) + 2-dim(B, \g). (4.1)

Die effektive, sprich tatséichliche Anzahl gefitteter Parameter als Maf fiir die
Modellkomplexitét wird mafigeblich vom Gléttungsparameter Az beeinflusst
und stimmt nur bei unpenalisierter Schétzung (A5 = 0) mit der Anzahl M +n
der Modellparameter (= Anzahl der Basiskoeffizienten in Darstellung (2.18))
iiberein. Mit zunehmender Penalisierung der Basiskoeflizienten nimmt die ef-
fektive Anzahl gefitteter Parameter ab. Fiir A\g — oo resultiert mit den Aus-
sagen in Abschnitt 2.5 ein polynomialer Fit der Ordnung d — 1, die tatséch-
liche Anzahl gefitteter Parameter reduziert sich damit auf d < M +n. Allge-
mein gilt fiir A5 € [0, 00)

d < dim(B,\g) < M +n.

Mit den anfangs wiederholten Aussagen zum Einflufl der Penalisierungsstér-
ke auf die Gestalt der Schiitzung f lassen sich nunmehr die folgenden Paral-
lelen ziehen: Grofle Werte von dim (B, )\3) korrespondieren mit Schitzungen,
die stark variieren, kleine Werte umgekehrt mit sehr glatten Fits. Die effekti-
ve Anzahl gefitteter Parameter kann daher als quantitative Grole zur Bewer-
tung der Glattheit einer Schiatzung herangezogen werden. Die zusétzliche Ab-
héngigkeit von der Log-Likelihood [ (B) als Indikator fiir die Anpassungsgiite
des Fits weist (4.1) somit als Kriterium aus, in dem Flexibilitéts- und Glatt-
heitsanforderungen vereint sind. Durch die unterschiedlichen Vorzeichen kén-
nen die kontréren Anforderungen in (4.1) additiv verkniipft werden, und eine
Minimierung von AIC(Ag) fiihrt zur angestrebten Kompromisslgsung fiir den

Glattungsparameter.
Obige Definition des Akaike-Informations-Kriteriums ist ferner dquivalent zu
AIC(A\g) = dev(y,B) + 2-dim(B, \g), (4.2)

wobei die Devianz dev(y, B) definiert ist als
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N

dev(y,B) = —2-) {L(@) —ly)} = —2-{lp) — )} (43)

i=1

Dabei kennzeichnen die Summanden [;(f1;) =1 (i, (B)) die Log-Likelihoodbei-
trage der einzelnen Beobachtungen nach Maximierung der penalisierten Log-
Likelihood (2.22), wohingegen die Summanden [,(y;) den Log-Likelihoodbei-
trigen der Beobachtungen nach Maximierung von /() ohne eine zusétzliche
Modellannahme, d.h. nur unter Verwendung der Verteilungsannahme fiir den

Response entsprechen.

Die Log-Likelihood in (4.1) bzw. die Devianz in (4.2) sind leicht zu berechnen.
Fiir Glattungsparameter Ag € (0, 00) kann die effektive Anzahl gefitteter Pa-
rameter jedoch nicht ohne weiteres quantifiziert werden. Die folgenden Uber-
legungen liefern eine Losung dieses Problems: Fiir normalverteilten Response
resultiert f =2 (Z'Z)~'Z'y als Schiitzung aus der Maximierung der unpena-
lisierten Log-Likelihood [(3). Dabei ist

tr(2(2'2)7'2) = tr(Z22(Z'2)7") = tr(Iyy,) = M +n = dim(B, A\g = 0),

d.h. die tatséchliche Anzahl gefitteter Parameter ist gleich der Spur der Hat-
matrix H := Z(Z'Z)~Z'. Erfolgt die Maximierung penalisiert mit A5 > 0, so
ist
F=2(2'Z+ (DY), DY) ' Z'y = Hyy,

mit der Hatmatrix H, = Z(Z'Z4X3(D4;,,,)' D311 0) ~'Z'. Hastie & Tibshirani
(1990) schlagen in Anlehnung an den unpenalisierten Fall ¢r(H,) zur Appro-
ximation von dim (,B, )\ﬁ) vor. Dieser Idee folgend, soll auch fiir nicht-normal-
verteilten Response die Spur der korrespondierenden Hatmatrix zur Approxi-
mation der tatsichlichen Anzahl gefitteter Parameter verwandt werden. Ana-
log zu (3.12) definiert man als Hatmatrix H, := Z F(B) A4 W(B) und nutzt
deren Spur

tr(Hy) = tr(ZF(B) 2w (B)) = wr(F(B)FB) (44

zur Approximation von dim (,@, /\ﬂ). Ist Ag =0, gilt F(,@) = F(,@) und damit
tr(H,) =tr(l,,,) = M +n, so daf im Fall unpenalisierter Schitzung die Ap-

proximation von dim(,@, )\ﬁ) via (4.4) exakt ist. Definition (4.2) 148t sich mit
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diesen Uberlegungen zu
AIC(\g) = dev(y,B) + 2-tr(H,) (4.5)

modifizieren. In vielen praktischen Anwendungen zeigt das AIC allerdings ei-
ne starke Tendenz zum Unterglitten, d.h. der (4.5) minimierende Glattungs-
parameter korrespondiert mit einem (zu) stark variierenden Fit. Fiir normal-
verteilten Response liefern Hurvich, Simonoff & Tsai (1998) eine verbesserte
Version des AIC, die dieser Tendenz entgegenwirkt

tr(H,) +1
N—tr(H,) -2

Alternative Anséitze, das Unterglidtten zu verhindern, beruhen auf einer stér-

AICs(\g) = log (N My — F)(y—F)) + 1 + 2-

keren Penalisierung der tatsdchlichen Anzahl gefitteter Parameter. Dazu ver-

allgemeinert man die rechte Seite in (4.5) zur Kriterienklasse
ZE(\g) = dev(y,B) + v - tr(H,) (4.6)

fiir v > 1. Werte von 7 im Bereich von 1 — 4 werden im Zeitreihenkontext von
Bhansali & Downham (1977) betrachtet; fiir Pradiktionszwecke optimale ’s
untersucht Atkinson (1980). Setzt man in (4.6) v := log(IN), so resultiert das
Bayesianische Informations-Kriterium (BIC) (Schwarz, 1978)

BIC()\g) = dev(y,B) + log(N) - tr(H), (4.7)

dessen Verwendung das Untergldtten in vielen Situationen reduziert.

4.2 Genetische Algorithmen

Die analytische Minimierung der in (4.6) definierten Kriterien ist nicht mog-
lich, da der Einfluf} des Gléttungsparameters A5 auf die Devianz und die ef-
fektive Anzahl gefitteter Parameter zwar offensichtlich ist, eine explizite Ab-
héngigkeit in der Form eines funktionalen Zusammenhangs jedoch nicht an-
gegeben werden kann. Die Praktikabilitdt numerischer Optimierungsverfah-
ren wird hingegen stark vom Kriimmungsverhalten des Zielkriteriums beein-
fluit. Da mangels einer expliziten Abhéngigkeit vom Gléttungsparameter Ag
keine Angaben zur Konvexitét von (4.6) moglich sind, birgt eine Verwendung
numerischer Optimierungsstrategien zur Bestimmung von Ag die Gefahr, ge-
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gen ein lokales Minimum von (4.6) zu konvergieren. Viele der klassischen nu-
merischen Algorithmen verlieren dariiber hinaus an Effizienz, sobald mehrere
Glattungsparameter simultan zu optimieren sind. In der Situation von Kapi-
tel 3, in der jeder nonparametrische Effekt im universellen Préadiktor 7, ;; mit
mindestens einem Glattungsparameter korrespondiert, entwickelt sich deren
Bestimmung zu einem hoch-dimensionalen Optimierungsproblem. In Analo-
gie zu Abschnitt 4.1 lassen sich dabei die Devianz des gefitteten Modells und
die Spur der Hatmatrix als quantitative Grofen zur Bewertung von Flexibili-

tiat und Komplexitéit bzw. Glattheit motivieren, so dafi mit
ZF(L) = dev(y,,@) + v -tr(Hy) (4.8)

eine naheliegende Verallgemeinerung von (4.6) auf die Situation einer univer-
sellen Pradiktorstruktur gegeben ist. In der Menge £ sind die Glattungspara-
meter aller modellierten nonparametrischen Effekte subsumiert, ,@ bezeichnet
die Maximum-Likelihood-Schétzung des globalen Parametervektors und Hy,
die in (3.12) definierte Hatmatrix.

Auf der Suche nach alternativen numerischen Verfahren, deren Effizienz nur
bedingt von der Anzahl zu optimierender Parameter bestimmt wird, und de-
ren Konvergenzverhalten weitestgehend unabhéngig von der Existenz lokaler
Optima ist, haben sich in den letzten Jahren vermehrt sogenannte evolutio-
ndre Algorithmen durchgesetzt. Diese Verfahren basieren auf der Evolutions-
theorie Darwin’s und orientieren sich bei der Definition algorithmischer Ope-
ratoren an entsprechenden biologischen Vorbildern.

Genetische Algorithmen als spezielle evolutionéire Verfahren wurden von Hol-
land (1975) und Goldberg (1989) entwickelt und von Michalewicz (1996) im
Kontext allgemeiner Optimierungsprobleme betrachtet. Im additiven Modell
untersuchen Krause & Tutz (2003) die Verwendung genetischer Algorithmen
zur Bestimmung optimaler Glédttungsparameter. Da der von diesen Autoren
vorgestellte Algorithmus unabhiingig vom Regressionsmodell operiert, kann
das Verfahren auch fiir die Situation eines universellen Pridiktors herangezo-
gen werden. Die folgenden Ausfiihrungen zum Algorithmus beschrénken sich
daher auf vorwiegend verbale Beschreibungen inhaltlicher Zusammenhénge.
Fiir detailliertere Darstellungen sei auf Krause & Tutz (2003) verwiesen.
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Genetische Algorithmen haben ihren Ursprung in der Evolutionstheorie, nach
der die Uberlebenschance eines Individuums mit seiner Fihigkeit steigt, sich
herrschenden Bedingungen anzupassen. Selektion, Crossover und Mutation,
die bestimmenden Faktoren des Evolutionsprozesses, werden bei genetischen
Algorithmen durch stochastische Aquivalente (Operatoren) modelliert. Das
zu optimierende Zielkriterium wird als Fitnessfunktion bezeichnet und de-
finiert den Status der Anpassung — je grofler die Fitness eines Individuums
(korrespondierender Wert der Fitnessfunktion), desto grofier seine Chance,
den simulierten Ausleseprozefl zu iiberleben. In diesem Sinne ist die Opti-

mierung eines Zielkriteriums stets als Maximierung desselben zu verstehen.

In der Terminologie der Genetik verbleibend, identifizieren wir jedes Indivi-
duum im folgenden mit einer konkreten Glattungsparameterkonstellation L.
Jede dieser Konstellationen definiert einen bestimmten Wert fiir ZF(L). Da
optimale Glittungsparameter aber aus der Minimierung von (4.8) resultie-
ren, ist die Fitnessfunktion des genetischen Algorithmus mit obigen Aussagen

zum Selektionsprinzip als
FIT(L) = ZF(£)" = (dev(y,B) + 7-tr(Hy)) " (4.9)

zu formulieren. Die natiirliche Auslese als ein Bestandteil des Evolutionspro-
zesses kommt einer Wettbewerbssituation gleich und setzt die Existenz meh-
rerer konkurrierender Individuen, einer sogenannten Population bzw. Gene-
ration, voraus. Daher werden zu jedem Zeitpunkt der Evolution, d.h. in je-
dem Iterationsschritt ¢ des genetischen Algorithmus, mehrere Glattungspara-
meterkonstellationen L,q, ..., £,, simultan betrachtet. Ausgehend von einer
zuféllig gewdhlten Startpopulation Ly,,..., Ly, die den Beginn des Evolu-
tionsprozesses reprisentieren moge, werden schwache Individuen (Konstella-
tionen mit kleiner Fitness) zunéchst selektiert. Aus den verbleibenden Indivi-
duen wird eine Zwischenpopulation generiert, die nach selektiven Crossover-
und Mutationsschritten schliefflich in die Nachfolgegeneration L,,,..., L,
tibergeht. Dieser Vorgang wird iiber mehrere Zeitpunkte (Iterationsschritte)
wiederholt, bis ein vordefiniertes Abbruchkriterium erfiillt ist.

Nachstehend werden die aufgezéhlten Schritte kurz erldutert. Die dabei be-
schriebenen Operatoren erfordern eine fiir jede Konstellation gleichbleibende
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Abfolge der Gliattungsparameter. Aus diesem Grund wird jedes Individuum
Ly, 7 =1,...,G, einer Population als Tupel bzw. String arrangiert, in dem
die Positionierung der Gldttungsparameter gemf ihrer Zugehorigkeit zu den
nonparametrischen Effekten erfolgt. Eine derartige Lokalisierung hat mit den

festen Genloci der Chromosomen ein entsprechendes genetisches Pendant.

Natiirliche Auslese / Selektion:
Fiir einen vorgegebenen Prozentsatz p, werden die p,% schwichsten Individu-
en der aktuellen Population £, ..., L,; geldscht.

Generieren einer Zwischenpopulation:

Aus den restlichen G-(1—p,/100) Individuen wird {iber einen Auswahlmecha-
nismus die Zwischenpopulation Ly, ..., L}, gezogen. Die Auswahl gestattet
Wiederholungen und ist so angelegt, dal die Wahrscheinlichkeit, in die Zwi-

schenpopulation zu gelangen mit der Fitness eines Individuums ansteigt.

Crossover / Vererbung:

G - p./100 =: r zufillig gewéhlte Paare (L}, £};), 4,5 € {1,...,G}, i # j, der
Zwischenpopulation werden iiber arithmetische Operatoren zu drei neuen In-
dividuen kombiniert, von denen die beiden fittesten in die Nachfolgegenerati-

on t + 1 eingehen.

Mutation:

Zufillig gewdhlte Elemente mehrfach auftretender Individuen der Zwischen-
population werden mittels arithmetischer Operatoren leicht modifiziert. Die-
ser Schritt erhoht die Variabilitiat (Vielfalt) in der Nachfolgegeneration.

Fiir die Anwendungen der vorliegenden Arbeit, in denen die Optimierung der
involvierten Glattungsparameter {iber den hier vorgestellten genetischen Al-
gorithmus erfolgt, werden die folgenden Eckdaten zugrunde gelegt: Populati-
onsgrofle G = 48, Selektionsrate p, = 60 und Crossoveranteil p. = 62. Das in
Krause & Tutz (2003) propagierte Improved Arithmetical Crossover realisiert
den beschriebenen Vererbungs—Schritt. Fiir die Mutationswahrscheinlichkeit

eines Elements identischer Individuen wird ein Wert von 0.25 angesetzt.

In Abbildung 4.1 sind die Vorgénge eines Iterationsschrittes nochmals sche-
matisch dargestellt. Die differenzierte Behandlung der aus der Aufteilung der
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Zwischenpopulation resultierenden Striange verdeutlicht die zwei wesentlichen
Zielstellungen des genetischen Algorithmus. Das Entstehen neuer Individuen
im Crossover—Schritt, wie auch die Mutation identischer Individuen férdern
die Variabilitit in den Populationen und gewihrleisten die Ezploration gro-

Ber Teile des Suchraumes. Die damit gegebene Losungsvielfalt ermoglicht es,

eventuelle lokale Optima der Zielfunktion wieder zu verlassen.

Etl’---,EtG

Selektion der p,%
schwéchsten Individuen

Auswahl von

Auswahl von

* *
tr+10 ) ~t,G

Mutation identischer
Individuen

. I (Zwischenpopulation)
t,ly 0 Mtr
Mutation identischer
Individuen
Crossover
['t+1,17 s 7‘C’t+1,G

ABBILDUNG 4.1: Schematischer Ablauf eines Iterationsschrittes im geneti-

schen Algorithmus zur Optimierung der Gliattungsparameter.
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Da lediglich identische Individuen mutiert werden, konnen Individuen einer
Population iiber den rechten Strang unveridndert in die Nachfolgegeneration
eingehen. Die Chance, hierfiir ausgewihlt zu werden, steigt mit wachsender
Fitness, so daf sich die Ubernahmekandidaten mehrheitlich aus den fittesten
Individuen rekrutieren. Beim Ubergang zur Nachfolgegeneration werden so-
mit stets auch Informationen iiber bereits durchsuchte, erfolgversprechende
Regionen des Suchraumes vererbt, welche wiederum richtungsweisend fiir den
Fortlauf der Suche sind. Die explizite Nutzung lokal vorhandener Informatio-
nen iiber die Fitnessfunktion, auch als Ezploitation bezeichnet, reprisentiert

die zweite wichtige Mafigabe genetischer Algorithmen.

Die entgegengesetzt gerichteten Zielstellungen Exploration und Exploitation
werden in Abhéngigkeit vom Iterationszdhler unterschiedlich stark gewichtet.
Wihrend im Anfangsstadium der Schwerpunkt klar auf einem umfassenden
Informationsgewinn liegt, verliert die Exploration von Iteration zu Iteration
zunehmend an Gewicht. Gewdihrleistet wird dies durch eine iterationsabhén-
gige Definition der Operatoren, deren abnehmende Wirkung die Variabilitéit
in den Populationen mehr und mehr einschréinkt. Aufeinanderfolgende Popu-
lationen werden sich immer dhnlicher, die Exploitation gewinnt an Bedeutung
und erzwingt so die Konvergenz des Algorithmus in einer einheitlich fittesten

Population.

Fiir die praktische Optimierung der Glattungsparameter werden die Iteratio-
nen jedoch aus Zeitgriinden nicht bis zur endgiiltigen Konvergenz wiederholt.
Der Iterationsprozefl wird abgebrochen, wenn die maximale Fitness in einer
Population iiber eine vorgegebene Anzahl von Iterationen keine signifikanten

Verénderungen aufweist.
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5 Modelle mit nominalem Response

Wiéhrend die bisherigen Betrachtungen ausschliellich Modellierungsaspekte
auf Seiten des Prédiktors fokussierten, richtet sich das Augenmerk nunmehr
auf eine Konkretisierung der Responsestruktur. In der vorliegenden Arbeit
werden schwerpunktmiflig Modelle mit kategorialen Responsevariablen be-
handelt. Eine Variable wird dabei als kategorial bezeichnet, wenn die Anzahl
ihrer moglichen Ausprigungen endlich ist. Abhéngige Variablen dieses Typs
finden sich in den verschiedensten Anwendungsbereichen. So wird in medi-
zinischen Untersuchungen der Schweregrad einer Erkrankung hiufig in den
Abstufungen , leicht®,  jmittel“ und ,,schwer” erfafit. Parteipréiferenzen sowie
die in den Kategorien ,kurz-“, ,mittel-“ und ,langfristig® gemessene Dauer
von Arbeitslosigkeit sind nur zwei von zahllosen Beispielen aus Politik und
Wirtschaft.

Die addquate Modellierung kategorialer Responsevariablen erfordert eine ex-
plizite Unterscheidung hinsichtlich des zugrunde liegenden Skalenniveaus in
nominal- und ordinal-kategoriale Variablen. Wéhrend die Ausprigungen ei-
ner ordinalen Variablen in eine sinnvolle Ordnung gebracht werden kénnen,
ist fiir nominalskalierte Merkmale eine derartige Anordnung nicht méglich.
Im Fall einer nominalen Variablen fiihrt die Anwendung von Modellen, die
speziell fiir das Vorliegen geordneter Kategorien konzipiert wurden, im all-
gemeinen zu Artefakten, da die benétigten Voraussetzungen vom zugrunde
liegenden Response nicht erfiillt werden. Umgekehrt lassen sich Modelle, die
lediglich auf nominales Niveau zugeschnitten sind, zwar ohne weiters auf Fra-
gestellungen mit ordinalem Response anwenden, ignorieren aber die mit der

Ordnungsstruktur gegebene zusétzliche Information.

Gegenstand dieses Kapitels sind Modelle mit nominalem Response. Die mog-
lichen Auspriagungen der Responsevariablen werden im folgenden mit 1,... &k
bezeichnet, wobei die Zahlwerte lediglich der Identifizierung bzw. Kodierung
von Namen und Bezeichnungen der jeweiligen Responsekategorien dienen.
Ausgehend vom einfachsten Fall eines bindren Merkmals mit nur zwei mog-
lichen Ausprigungen werden flexible Darstellungen fiir mehrkategoriale Res-
ponsevariablen entwickelt, die von den nonparametrischen Modellierungsfor-

o7
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men der universellen Pridiktoren aus Kapitel 3 expliziten Gebrauch machen.
Den Schwerpunkt der Betrachtungen bilden die aus der kategorialen Struktur
der abhéngigen Variablen erwachsenden Probleme und Besonderheiten.

5.1 Das multinomiale Logit—Modell

Fiir den Fall einer abhéngigen Variablen mit nur zwei méglichen Ausprégun-
gen ist die wohl gebrauchlichste Modellierung der Wirkung eines Einflufigro-
Benvektors = (z,,...,z,)" auf den dichotomen Response § € {1, 2} das bi-
nire Logit-Modell. Mit der Festlegung 7, (x) = P(§ =r|x), r = 1,2, hat es
die Form

m(@) = P=1|z) = 2] _ f‘f}fg((:();)) .

Die Responsewahrscheinlichkeit 7,(x) bedarf keiner separaten Modellierung.

(5.1)

Sie ergibt sich direkt aus der axiomatischen Bedingung 7, (x) + 7my(x) = 1.
Die durch y = 2 charakterisierte zweite Kategorie fungiert demnach nur als

Referenzkategorie.

Wihrend (5.1) die Abhéingigkeit der Auftretenswahrscheinlichkeit 7 (z) von
den Einfluigrolen verdeutlicht, liefert

. ™ (2) P=1|x)

Logit =1 — 1 ) =1 — | = 5.2

osit(m (@) = tog ({745} —tog (I= 1) — @) 62
eine dquivalente Darstellung des bindren Logit-Modells in den logarithmier-
ten Chancen (Logits). Der Quotient 7, /(1 — m;) charakterisiert die Chancen
fiir das Eintreten der modellierten ersten Kategorie gegeniiber der Referenz-
kategorie. Aus der Betrachtung von Chancen bzw. Logits resultieren einfache

Interpretationen fiir die im Pradiktor n(x) modellierten Kovariableneffekte.

Der allgemeinere Fall g € {1,...,k}, k > 2, 148t sich durch die Betrachtung
jeweils zweier Kategorien auf den binédren Fall zuriickfiihren. Deklariert man

k als Referenzkategorie, werden Logits ausgehend von (5.2) modelliert durch

PG=rl®)\ _
10g<P(gj=k|w)>_m( ), 1,...,g:=k—1, (5.3)
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wobei der Pridiktor jetzt als spezifisch fiir die betrachtete Kategorie ausge-
wiesen wird. Fiir die entsprechenden Auftretens- bzw. Responsewahrschein-
lichkeiten 7, (x¢) = P(g=r|x), r=1,...,k, folgt aus (5.3)

exp (n,(x))

1+ 32 el &)

, r=1,...,q, (5.4)

und

(5.5)

e 3" exp(r, (@) |

Die dquivalenten Darstellungen (5.3) und (5.4) bzw. (5.5) definieren das so-

genannte multinomiale Logit—-Modell mit Referenzkategorie k.

5.1.1 Das Zufallsnutzen—Modell

Ein vollig anderer Zugang zum multinomialen Logit—Modell findet seinen Ur-
sprung im Bereich probabilistischer Wahlmodelle. Die verschiedenen Auspra-
gungen {1,...,k} der abhiingigen Variablen § werden dabei als Alternativen
betrachtet, unter denen einzelne Individuen auswéhlen kénnen. Die Entschei-
dung fillt zu Gunsten derjenigen Alternative r € {1,...,k}, deren zufilliger
latenter Nutzen U, (x) maximal fiir das durch den Kovariablenvektor x cha-

rakterisierte Individuum ist.

Der subjektive Nutzen, auch als Utility bezeichnet, ist zwar nicht mefibar, sei-
ne individuenspezifische Maximierung manifestiert sich jedoch in einer kon-
kreten Wahl § = r. Das Prinzip des maximalen zufélligen Nutzens postuliert
einen entsprechenden Zusammenhang zwischen beobachtbarer Entscheidung
und latentem Nutzen (Block & Marschak, 1960)

=r|le < U/ (x) = max Ui x). (5.6)

1<j<k 7

<

Damit ein Zufallsnutzen—Modell vorliegt, sind dariiber hinaus spezifische Be-
dingungen an die Nutzenfunktionen U, (x), r = 1,..., k, zu formulieren. Ins-

besondere fordert man die Giiltigkeit der Darstellungen

U,

T

() = u,(x)+e, T=1,...,k, (5.7)
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mit nichtstochastischen Funktionen u,(-), die die systematischen Anteile der
latenten Utilities beschreiben und zufélligen Stérungen €., » =1,...,k. Zur

Verteilung der Storterme wird dabei zunéchst kein Annahme getroffen.

Werden die ¢4, ..., ¢, als unabhéingige, doppelt—exponentialverteilte Zufalls-
groflen spezifiziert, liefert McFadden (1973) eine Aussage zur Ableitung der
Darstellungen (5.4) und (5.5) als Zufallsnutzen-Modell:

Lemma 5.1. Nemmt man fir die Storterme €, Unabhdngigkeit an und spe-
zifiziert deren Verteilung als die Mazimum-Eztremwertverteilung mit Vertei-

lungsfunktion
F_ (2) = P(e, <2) == exp(—exp(—2)), r=1,....,k, (5.8)
laft sich das multinomiale Logit—Modell als Zufallsnutzen—Modell motivieren.
Beweis. Aus (5.6) folgt unmittelbar fiir die Responsewahrscheinlichkeiten
m.(x) = P(f=r|z) = P{U,(z) = max Ui(z)}, r=1,... .k
In den folgenden Beweisschritten werden Abh#ngigkeiten vom Kovariablen-

vektor nicht mehr explizit kenntlich gemacht. Mit obigem ist dann

7, = P(U, =max;U;) = P(U, >U;,Vj#r) = P(U.>U,,...,U, > Uy)

=P(51—6T§ur—u1 ::wrl,...,sk—srSur—ukzzw,,k)

sT—HU’rk +00 ST—}—UJ“

= / / .../f(sl,...,sr,...,sk)dsl...dsr...dsk,

Sk:—OO §,=—00 §1=—0C

wobei f: IR¥ — [0, 00) die gemeinsame Dichte der Stérterme ¢, ..., ¢, dar-
stellt. Da f > 0, kann die Integrationsreihenfolge vertauscht werden, so dafl

4o SptW,p S, tw,

T, = / /.../f(sl,...,sr,...,sk)dsl...dskdsr

5,=—00 §,=—00 §;=—00
+0o

:/arF(s—i—wrl,...,s,...,s—i—wm)ds, (5.9)
—o0

wobei F' die zu f gehorige Verteilungsfunktion und 0,F deren r-te partielle
Ableitung bezeichnet.
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Da die Storgrofien €4, . . ., €, unabhéngig und identisch verteilt sind, 148t sich
deren gemeinsame Verteilungsfunktion gemé&f Definition (5.8) auch schreiben
als
k k
F(sy,...,8) = H st(sj) = H exp (— exp(—s;))
j=1 j=1

und damit gilt fiir die r-te partielle Ableitung

0,F(revev) = 5o (=esp(=s) - T[esp (= expl=s,)

T

k
~ expl=s,) - ] [exp (~ expl—s,)
j=1
so daf

k
arF(S T Wpgyeeey 8yen, S wrkz) = eXp(_S) ) HeXp (_ exp(—s o wr]))
j=1

= e °-exp(—e °-c),

mit ¢ := Zle e “ri. Beriicksichtigung in (5.9) ergibt mit ¢ := —e™*- ¢ und
dt/ds=c-e*°
+00 0
m,o=c ' / c-e*-exp(—e *-c)ds = ¢ * / edt =ct- [et](ioo =ct
Fiir die Responsewahrscheinlichkeiten 7, ..., 7, erhélt man damit letztlich
1 1 exp(u,)
7T7. - k— == k; == k r - (5.10)
Zl exp(—w”-) 2:1 eXP(Uj - u,) 2:1 eXP(Uj)
= 7= =

Offensichtlich sind die systematischen Anteile u,, ..., u, in (5.10) nicht iden-
tifizierbar (Verschiebbarkeit additiver Konstanten zwischen den Exponenten
in Zahler und Nenner). Dieses Problem 148t sich durch die Auszeichnung der
Kategorie k als Referenzkategorie und den Ubergang zur Betrachtung der
Differenzen u;—u, j=1,..., k, umgehen.
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Unter Einbeziehung der Kovariablen wird (5.10) damit zu

r(x) = exp (u, (&) — uy(x)) __ew (n,(z))

ok k ’
Zl exp (u](w) — uk(m)) 2:1 exp (nj(az))
= j=
mit n;(x) = u;(x)—ug(x),j =1,..., k. Daexp(n,(z)) = exp(0) = 1, folgen
die Schreibweisen (5.4) und (5.5) fiir das multinomiale Logit-Modell. O

5.1.2 Kategorienspezifische Charakteristiken

Die systematischen Anteile der Nutzenfunktionen U, ..., U, werden im rein

parametrischen multinomialen Logit—-Modell linear spezifiziert

u,(z) = (1 z') (7}"> =, + €7, r=1,... k. (5.11)

T

Dabei sind die Kovariablengewichte jeweils spezifisch fiir die modellierte Ka-
tegorie. Sind die verschiedenen Responsekategorien als Wahlalternativen in-
terpretierbar, so umfaft  ausschliellich Merkmale, die den Entscheidungs-
trager charakterisieren. In Wahlmodellen spielen jedoch hiufig auch Einfluf3-
groflen eine Rolle, die sowohl individuenspezifisch als auch charakteristisch
fiir die gewéhlte Option sind. Ein klassisches Beispiel hierfiir ist die Wahl des
Transportmittels fiir den Weg zur Arbeit. Bus, Bahn oder Auto als denkbare
Alternativen korrespondieren mit entsprechenden Fahrpreisen und Fahrdau-
ern. Diese Merkmale sind also charakteristisch fiir das gewihlte Transport-
mittel, hingen aber iiber die Entfernung zwischen Wohnort und Arbeitsstelle
zusétzlich vom Entscheidungstriger ab.

Im folgenden sollen diese kategorienspezifischen Charakteristiken explizit be-
riicksichtigt werden. Dazu seien mit w, = (wy,,...,w,,.), r=1,..., k, dieje-
nigen Merkmalsvektoren bezeichnet, die spezifisch fiir die jeweiligen Katego-

rien sind. Die Erweiterung von (5.11) zu
u, (2, {w;}) = %, + '3, + wio, r=1,...k, (5.12)

erlaubt eine Einbeziehung kategorienspezifischer Charakteristiken in die Mo-
dellierung der Funktionen u,(-),...,u,(-).
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Mit der aus Identifizierbarkeitsgriinden erforderlichen Betrachtung der Diffe-

renzen 0, (x) := u,(x) — u,(x), r = 1,..., k, erhilt man daraus
~ ~ ~ ~ !
y (:B, {w]}) = Yor — Yok + ml(7r - 710) + (wr - wk) «,
bzw. vereinfacht mit 7y, = ¥y, — Yo, und v, =, — Vi
!
log(m,/m) = m = Yor + &7, + (W, —wy) a, 7=1,...,q. (5.13)

Der mit der Modellierung der Logits angestellte Vergleich zwischen Kategorie
r und Referenzkategorie k spiegelt sich in der Differenz w, — w,, jetzt auch
auf Seiten der Einfluligréflen wieder. Auf einer weiteren Verallgemeinerungs-
stufe konnen die Merkmalsvektoren w, ..., w, zudem Interaktionen enthal-
ten (Tutz, 2000).

5.2 Das multinomiale Logit—-Modell als GLM

In den bisherigen Untersuchungen blieb der eigentlich multivariate Charakter
der Responsevariablen § € {1,..., k} vollig unberiicksichtigt. Dieser wird je-
doch offensichtlich, wenn man statt § den Vektor y := (y,,...,y,) mit

1, falls gy =
yT::{ S YET 1 g (5.14)
0, sonst

und der durch y = 0 gekennzeichneten Referenzkategorie betrachtet. Uber-

tragen auf die Responsewahrscheinlichkeiten heifit das

q
., = Ply,=1), r=1,...,q, und 7, = 1—27‘(’7. = P(y=0),

r=1
wobei hier und im folgenden Abhéngigkeiten von den Kovariablen  und w,,
r=1,...,k, nicht mehr explizit ausgewiesen werden. Der Responsevektor y

besitzt eine Multinomialverteilung mit Wahrscheinlichkeitsfunktion

k
1 m m
B({(myeeosm)}) = ————— e = S myn,, (5.15)
I my) -

wobei my,...,m, € {0,1}, >31_ m, € {0,1} und m; :=1—-31_, m,. Setzt
man 7 := (7,,...,7,)’, schreibt man oft auch kurz y ~ M(1, ).
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Eine Einbettung des multinomialen Logit-Modells (5.13) in den Rahmen ge-
neralisierter linearer Modelle erfordert zunéchst die Erweiterung des Begriffs
der Exponentialfamilie auf den Fall multivariater Verteilungen. Diese ist mit

der Forderung

f18,6,0) = exp{(y/0—b(0)) wo™" + cly, 6,w) } (5.16)

als naheliegende Verallgemeinerung von (1.3) gegeben. Mit ¢ = w =1,

0= (0.0, = (10g(7r1/7rk),...,log(ﬁq/ﬂk))l

und

b(0) = log {1 + Zexp(@,,)} = —log(l—m —...—7,) = —log(m),

r=1
sowie c(y, ¢, w) = 0, 1aBt sich die Multinomialverteilung F, als Mitglied der
Exponentialfamilie (5.16) schreiben.

Fiir eine konkrete Datensituation {y;, z;, {wij}}i:1 __y mit (bedingt) unab-
hingigen y, [ x;, {w;;} ~ M(1,m,), konnen auch die strukturellen Annahmen

(ii) und (iii) aus Abschnitt 1.1 leicht verifiziert werden. Zu diesem Zweck defi-

niert man die Designmatrizen Z;, i =1,..., N, als
! ! !
! ! !
0 1 0 T, W — wy

Fiir die Vektoren 0, := (n;1,...,m;,), ¢ =1,..., N, erhélt man n, = Z;3, wo-
bei 74 := (Yo1, - - -» Vo) und B = (v, 7Y}, - - .Yy @') die unbekannten Para-
meter subsumieren. Als Linkfunktion g = (gy,...,g,) : IR" — R" 1a8t sich

T

ir _ —
)_niraT_]-a"'vqa
ﬂ-il_..._ﬂ-iq

9. (m;) = log(m;, /m;y,) = log (1 —

definieren, so daB g(m;) = n, = Z,8 gilt. Mit h = g~* ergeben sich die Kom-
ponenten der Responsefunktion h : IR® — IR" daraus zu
hn) = — SRl n

q
1+ 231 exp(1;;)
]:
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Day, ~B(1,m;,), r=1,...,q, folgt zudem pu,; :== E(y,;,) ==m,,i=1,...,N,
so daf} auch im multinomialen Logit—Modell die fiir GLM’s charakteristische
Beziehung p, = h(n),) zwischen Erwartungswert(vektor) p; und Pridiktor n,
besteht.

5.2.1 Maximum-Likelihood—Schatzung

Ausgehend von konkreten Beobachtungen {y;, z;, {wij}}izl,..., » Zielt die Ma-
ximum-Likelihood-Schétzung analog zum univariaten Fall auf die Maximie-
rung der Log—Likelihood {(8) := Y, In f(y, | 6,(8), ¢;,w;) ab. Aus (5.16) er-
hilt man die Score-Funktion

s0) = 58 =Y Zn@)ne v mB). G

mit den Jacobi-Matrizen D,(3) = 0h(n,)/0n, sowie den Kovarianzmatrizen
¥, (B) = cov(y,) = diag(w;,) —w,wi, i=1,...,N.

177

Deklariert man ferner

D(B) := Diag(D(B),-..,Dy(B)), X(B) := Diag(Z,(8)....,Ex(8))
und Z == [Z)|...| Z§]

als totale Designmatrix, so 148t sich die Score-Funktion kompakter schreiben
als s(8) = Z'D(B)L(B) (y* — =), wobei

y* = (y),...,yy) und 7w = (m(B),...,7x(B)).
Eine Losung der Schiitzgleichungen s(3) = 0 ist wiederum nur iterativ mog-
lich. Die numerische Umsetzung der entsprechenden Fisher—Scoring—Schritte
erfolgt in Anlehnung an den univariaten Fall als gewichtete KQ-Schétzung.
Auf die vorliegende Situation adaptierend, sind dazu sdmtliche Vektoren und
Matrizen des in 1.1.1 formulierten Algorithmus durch ihre multivariaten Ver-

sionen zu ersetzen. So werden die adjustierten Priadiktoren zu

7(8) = (#(8), .., #y(B)), mit #,(8) = ZB+ D,(8) (y, — m:(B))

modifiziert.
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Folgeiterierte berechnen sich geméfl der Vorschrift

A (k+1) A (k)

56\ 17! 3)) ~
ar_ [Z’W(ﬂ )Z} Z’W(,B )n(ﬁ ) k=0,1,2,...,
mit W(3):=D(B) X' (8) D'(B) bzw. in der klassischen Notation des Fisher-
Scoring

a A A -1 /.
B0 89 p(39) 5(8Y), k=01,
mit der erwarteten Fisher’schen Informationsmatrix F(3) = Z'W(8)Z.

5.3 Semiparametrische Modellierung

Mehrkategoriale parametrische Regressionsmodelle gehéren mittlerweile zum
Standardwerkzeug in der statistischen Datenanalyse. Im Zuge der Formulie-
rung flexiblerer Zusammenhangsstrukturen ist man jedoch auch im multiva-
riaten Fall an einer Lockerung der rigiden Linearitdtsannahmen interessiert.
Wihrend univariate GAM’s und deren Erweiterungen weit verbreitet sind,
gibt es bis dato nur wenige Ansétze zur nonparametrischen Modellierung ka-
tegorialer Responsevariablen. Yee & Wild (1996) fitten multivariate additive
Modelle unter Verwendung von Glattungssplines und iterativem Backfitting.
Die im Marketing interessierende Frage nach Priferenzen bei der Markenwahl
diskutiert Abe (1999) iiber eben diesen erweiterten GAM-Ansatz. Ebenfalls
im Bereich der Markenwahl ist die Arbeit von Hruschka (2002) angesiedelt.
Der Autor stellt eine Erweiterung des parametrischen multinomialen Logit—
Modells um ein kiinstliches neuronales Netz vor, das eine nichtlineare Mo-
dellierung des deterministischen Nutzens von Marken erlaubt.

Das hier vorgestellte semiparametrische Modell unterscheidet sich von obigen
Ansétzen in zweierlei Hinsicht. Wiahrend Markenwahlmodelle ausschliellich
kategorienspezifische Charakteristiken beriicksichtigen und die Modellierung
in Yee & Wild (1996) auf globalen, sprich rein individuenspezifischen, Merk-
malen basiert, sind hier Variablen beiden Typs zugelassen. P—Spline Ansétze
zur Modellierung nonparametrischer Komponenten ermoglichen dariiber hi-
naus die Schéitzung der unbekannten Modellparameter im Rahmen multiva-
riater generalisierter linearer Modelle.
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In Verallgemeinerung von (5.12) modellieren wir die deterministischen Antei-
le der Nutzenfunktionen in unspezifizierter additiver Form. Die Beobachtun-
gen x; = (z;,...,1;,)" fiir die globalen Variablen und w;, = (wi, - - - , Wims)'
fiir die kategorienspezifischen Charakteristiken bestlmmen die Utility-Kom-

1=1,..., N, jetzt in der Form

p
Z ’LJ + ZQ’ z]r = 1:---7k, (518)

mit der korrespondlerenden Darstellung

_,YO'I'+Z,Y xl] +Za(]) zgr - ()( zgk) r=1,...,¢,

ponenten u;,,

fiir die Pradiktoren m;, := w;, — ug. In vy (25) = Y5, (235) — Vi) 4 (@55) ist
dabei der Effekt der j-ten globalen Variable zusammengefafit. Ein einfacheres
Modell resultiert aus der Vorstellung, dafl nur die Differenzen w,;, —w,;, einen
Effekt auf die Logits haben

p m
Mir = Yor T Z’Y(J’),r(mii) + Za(j)(wijr - wijk)a r=1,...,q.
j=1 j=1

Fiir diese Form der Darstellung 148t sich jedoch im allgemeinen kein direkter
Bezug zum Zufallsnutzen—Modell herstellen, da die Spezifizierung der Kova-
riableneffekte auf der Stufe des erwarteten Nutzens, also vor der Differenzen-

bildung zu erfolgen hat.

In einem weiteren Verallgemeinerungsschritt verzichten wir auf die mit (5.18)
implizierte, responseunabhingige Modellierung der Effekte kategorienspezifi-

scher Charakteristiken
p
U = For + > V(@) + Zam, wii), T=1,...,k (5.19)
=1

bzw.
70r+27(3) x” +Za(] ’L]T - ()k( z]k) r=1,...,q (520)

(5.20) steht dabei in enger Bemehung zum Wahlmodell der Nutzenmaximie-
rung. Ersetzt man in (5.12) a durch e,., so resultiert (5.19) als direkte Folge

eines nonparametrischen Ansatzes.
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Enthélt die Kovariablenmenge diskrete Merkmale, so ist es fragwiirdig, deren
Einfluf nicht-linear zu modellieren. Semiparametrische Ansétze, in denen le-
diglich stetige Kovariablen nonparametrisch modelliert werden, erscheinen in
diesen Situationen plausibler. Ahnlich den Ausfiihrungen von Kapitel 3 wer-
den die Indexmengen {1,...,p} bzw. {1,...,m} daher gemif {D,, S, } bzw.
{D,,S,} arrangiert und die Préadiktorstruktur fir r =1,...,¢ in

Nir = Yor + nir,L + nir,A = Yor + nir,L(w) + nir,L(w) + nir,A(w) + nir,A(w)a

abgewandelt mit den separaten GLM- und GAM-Komponenten

77er E : .Z'w’)/],,., nz'rL E : wzg’r qr wz’jkajk’
JED, j€D,,
ner E : ’Yj), mZ] ner § : Ck zyr - a(j),k(wijk)'
JES, JES,
~! _ _ ! _ 3
Setzt man &; = (2,y,...,Z,p_) und ¥, = (Y53 Vp,,)s T =1, ¢, sowie
W, = (W, Wy ) Und @, = (@, .50 ) 7 =1,..., K, so folgen
Y J— ~! ~! J—
nir,L(w) = &;7, und %«,L(w) = W, 0, — W0y, T=1,...,q.

Die Modellierung der nonparametrischen Komponenten in 7, , erfolgt unter

Verwendung entsprechender B-Spline-Basen. In Anlehnung an Abschnitt 3.3

resultieren fiir r =1,...,q bzw. r = 1, ..., k die Darstellungen
P
('Z.Zj) = ZijTSGjS(m’L'j) bzw. z]r Z ]'rs ]S wZ]T’ (521)
s=1

wobei die Differenzierung in B-Splines G;; und A, lediglich der besseren Un-
terscheidung in globale und kategorienspezifische Variablen dient. Ausschlag-
gebendes Argument fiir die Modellierung in Basisfunktionen ist wiederum die
damit einhergehende Riickfithrbarkeit auf lineare Strukturen. Unter Beriick-
sichtigung entsprechender Restriktionen an die Basiskoeffizienten (vgl. Kapi-
tel 3) leiten sich aus (5.21) die Schreibweisen

77er E :011797“ und 77er E :G’Z]r ]'r_ zgkajk:

JES, JE€ESw

fiir die GAM-Komponenten ab, wobei 4, = (V;1,-- -, Vjrp_1)s 7 =1, ¢,
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c;j = (Gjl(xij) - GjP(xij)a Sy Gj,Pq(xij) - GjP(xij)) und
djr = (ajrla SCRE) ajr,Pfl)’a
a’;'jr = (Ajl(wijr) _AjP(wijr)a e 7Aj,P—1(wij'r) _AjP(wz'jr))7
r=1,...,k. Die Pradiktoren n;, = (n;,,...,n,,)" sind damit gegeben als
M= Yo + Xy + Wi = Wy + Y Cy; + Y Ayéy — Aiéy,
JES, JES,,

1=1,..., N, wobei

Xi=1,®&, v =0 %)> G = (&,...,65),
Cyj=1,©cy v=0h ), W = Dig@;,,. .. w,),
VVik =1 ®'177;k7 a = (all""aal)la A = Dlag( 1]17""a’{ijq)'

AZ]k == 1q®a;]k, ;5/] == (‘7;1""”’?;q)”

Mit p := |D,| + 1 und m := |D,,| + 1 definieren wir die Designmatrizen

Zi= 11 X [ W | =Wy | Cig | o1 Cip | A | = A | - | Aun | = Aie |,
t=1,..., N und den Vektor der unbekannten Parameter
~ ~ ~ ~ ~ ~ !
18 = (,Yi)a 7,7 ala a;ca ’Y;ﬁa e a’Y,pa aflfha alfﬁka Tt alma almk;) )
dessen Schitzung wegen 1, = Z;3, 1 = 1,..., N, nunmehr im Rahmen multi-

variater GLM’s erfolgen kann (vgl. Abschnitt 5.2.1). Analog zum univariaten
Fall erfordern die B-Spline Darstellungen der nonparametrischen Komponen-
ten jedoch Strafterme fiir die Basiskoeffizienten. Betrachtet wird daher nicht

die Log-Likelihood [(3), sondern deren penalisierte Fassung

— 9 /! c ~1 ' Nd ~
pl(B) = __ZZ)‘JT'YV 7JT_ ZZ)‘JT JT P Xjr
JES, r=1 ]ES r=1
= - 95, — = A KC & + &y KS 6,
- Z K v Za] JaJ+aJkK]ka]k

]ES yESw

mit den Glittungsparametern \? Af, fiir die globalen und die kategorienspe-

Jr

zifischen Variablen sowie den Strafmatrizen

g T [ cTY T r-C c (D) 1
Kj = AjD'D,  Kj = ASD'D, K3, = (D7) Dy
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In A = diag((A] M) ®1p ) und A¢ = diag((XS A6)®1p_,) sind

jl’---’ jq jl’---, jq
die Glattungsparameter variablenweise gruppiert, D = I, ® Dy bezeichnet die

zugehorige Differenzenmatrix. Wie schon in Kapitel 3 wird dabei auf eine va-
riable Auszeichnung von Knotenzahlen, B-Spline- und Differenzenordnungen

verzichtet.

Der Maximum-Likelihood—Schiétzer fiir 3 ist Losung der Schitzgleichungen

ps(B) = 9pl(B)/0B = s(B) — KB =0 (5.22)
fiir die Penalty-Matrix K = Diag(vav, f{g, ce, f{g, f{f%, f{fm, . f{,‘jl, f{fnk)

mit quadratischer Nullmatrix der Dimension v = ¢ - (p+m — 1) +m — 1.

Die unpenalisierte Score-Funktion berechnet sich unter Beriicksichtigung der

hier vorliegenden Designstruktur wie in Abschnitt 5.2.1 als

s(8) = Z'D(B)Z(B) '(y" — =),

so daf} die einzig notwendige Modifikation der dort beschriebenen, gewichte-
ten KQ-Schétzung — analog zum univariaten Fall — im Ersetzen der Fisher—
Matrix durch ihre Pseudo-Form F(8) = F(8) + K besteht.

Um Signifikanzaussagen iiber den Maximum-Likelihood—-Schéitzer 3 ableiten
zu konnen, mufl dessen Kovarianzmatrix bestimmt werden. Die Entwicklung

A

von ps(3) in eine Taylor-Reihe um den wahren Wert 3 liefert in erster Néhe-

rung

A

ps(B) = ps(B) + (—F,.(B) — K) (B - B)-
Mit ps(3) = 0 folgt daraus

B-8 =~ (F,,(B8)+K) 'ps(8) ~ F(B)'ps(8),

letzteres resultiert aus dem Ersetzen der beobachteten Fisher’schen Informa-

tionsmatrix F, (3) durch ihren Erwartungswert F'((3). Damit ist

obs

A

cov(B) ~ F(B) 'cov(ps(B))F(B)™" = F(B)"'F(B) F(8)™,
da cov(ps(B)) = cov(s(B)) = F(B).

Die getétigten Approximationen sind (unter gewissen Regularitatsbedingun-

~ A A ~ A

gen) asymptotisch exakt, d.h. mit 8 = 8 gilt cov(8) = F(8) 'F(8)F(8) !,



5.3. SEMIPARAMETRISCHE MODELLIERUNG 71

so daf} es legitim ist, den Sandwich—Schétzer

A ~

cov(B) == F(B)'F(B)F(B)™ (5.23)
zur Approximation der Kovarianzmatrix von ,@ heranzuziehen.

Aus (5.23) lassen sich ferner approximative (1 — «)-Konfidenzbénder fiir die
geschitzten Effekte der GAM-Komponenten gewinnen. So gilt beispielsweise
fiir die Varianz von &(j)7r(xij) = c;j:i\/jr,j €S, re{l,...,q},ie{1,...,N},

J%T = Var(ﬁf(j),,.(xij)) = c;jcov(%\/jr) c;; bzw. ;2-2; = c;j(ﬁr(%,n) Cij-

Ein Schétzer fiir die Kovarianzmatrix cov (:S\rjr) ergibt sich aus (5.23) als ent-

A

sprechende Teilmatrix von ¢ov(3). Approximative (1 —«)-Konfidenzbinder,

die symmetrisch um den geschitzten Effekt liegen, liefern die Forderungen

Pl44)e(zi3) — ¢ < Y5y (@5) < Agye(@y) +e] = 1—a, i=1... N.

Setzt man fiir den Parameterschitzer B asymptotische Erwartungstreue und
Normalitat voraus, erhélt man die punktweisen Konfidenzbander

ﬁ/(j),r(xz’j) + Zi—aj2 "\ O?jr , 1=1,...,N, (5.24)

mit dem (1 — a/2)-Quantil z,_, , der Standardnormalverteilung.

5.3.1 Glattungsparameterwahl

Da den Kriterien und Methoden zur Bestimmung der Glattungsparameter in
Kapitel 4 keinerlei Annahmen iiber den Verteilungstyp der abhéngigen Vari-
ablen zugrunde liegen, kann die Optimierung der AY,, (5,7) € S, x{1,...,q}
und XS, (j,r) € Sy, X {1,...,k} auf deren Basis erfolgen. Fiir

FIT({X%,}, {A%)) ™ = dev(y’B) + v-tr(H)

ergibt sich die Spur der Hatmatrix zu tr(H) = tr (F(,@)AF(,Q)) (vgl. Kapi-
tel 4). Die Devianz resultiert aus der Betrachtung der Likelihood

N k

L(my,...,my) = HLZ(WZ) = HRy({yz}) = H Z YirTir 5 (5.25)

i=1 i=1 r=1
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wobei y;, := 1 — 10y, und m; =1 — 1, ;. Damit sind

l;(y;) = log(L;(y ]og(Zyw> log(l) =0, i=1,...,N

und

k
l;(w;) = log(L;(#,;)) = log (Z Yir T ZT) = Z v, log(,.), i=1,...,N,
r=1

mit 7, = Z;3 und #,, := 1 — 1.#,. Fiir die Devianz folgt somit nach (4.3)

N

dev(y", 13) = -2 Z {l(7) = li(y)} = —2- Z Z Yir 0g(7;,)-

=1 =1 r=1
Da die zu bestimmenden Glittungsparameter variablen- und kategorienweise
variieren, rechtfertigt die Komplexitéit des Optimierungsproblems die Anwen-
dung genetischer Algorithmen schon bei nur einem glatten Effekt.

5.3.2 Beispiel: Sichelzellenandmie

In manchen Gegenden Afrikas und Asiens hat ein betréchtlicher Teil der Be-
volkerung halbmondférmige rote Blutzellen. Diese als Sichelzellenandmie be-
kannte Erbkrankheit ist im gesamten Aquatorgiirtel des afrikanischen Kon-
tinents, auf Madagaskar sowie in den Malariagebieten von Indien verbreitet.
Die Form der roten Blutzellen wird als diploides Merkmal von zwei Erbfak-
toren (Genen) mit den krankheitsindizierenden Allelen S und C kontrolliert.
Personen, die an Sichelzellenanidmie leiden — sogenannte Sichler — sind durch
die Genotypen SS, SC und C'C charakterisiert. Sichler zeigen stirkere Anfil-
ligkeiten, haufig aber auch groflere Resistenzen gegeniiber anderen Krankhei-
ten. Da diese Krankheiten von Genotyp zu Genotyp verschieden sind, lassen
sich die drei Formen der Sichelzellenandmie nicht ordnen, ihr Erscheinungs-
bild ist dementsprechend nominalskaliert.

Wir betrachten einen Datensatz iiber das Auftreten von Sichelzellenanimie,
den Adebayo (2001) im Bayesianischen Kontext untersucht. In einer Studie
an der Universitét von Ilorin (Nigeria) wurden von 85 Sichlern neben ihrem
Genotyp die Merkmale Geschlecht (GENDER), Alter in Jahren (AGE) und
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Sedimentationsrate (Absinkgeschwindigkeit) der roten Blutzellen in Millime-
ter je Stunde (ESR) erfasst. Der nominale Charakter der Responsevariablen
Genotyp legt ein multinomiales Logit—Modell zur Darstellung der Kovariab-
leneffekte nahe. Da AGE und ESR stetig sind, das Geschlecht der Patienten
hingegen bindrkodiert vorliegt, ist ein semiparametrischer Ansatz zur Model-

lierung der Logits angemessen. Deshalb betrachten wir das Modell
log(m, /™) = ~Yor + GENDER -7 +Y(4)» (AGE) + () (ESR), r = SC, CC,

mit Referenzkategorie S5 und unspezifizierten, funktionalen Effekten fiir das
Alter und die Sedimentationsrate. Diese glatten Komponenten werden mit je
zwanzig dquidistanten B-Splines zweiten Grades approximiert. Differenzen-
penalties erster Ordnung kontrollieren dabei die Variabilitét in den zu schét-
zenden Effekten. Die Bestimmung der korrespondierenden Gliattungsparame-
ter A o0y A% cor Akse und Aj o erfolgt unter Verwendung des genetischen
Algorithmus aus Kapitel 4. Da die Anzahl der Beobachtungen im Vergleich
zur Zahl der unbekannten Modellparameter relativ klein ausféllt, wird in der
Fitnessfunktion (4.9) die Spur der Hatmatrix mit v = 4 bestraft.

Abbildung 5.1 zeigt die maximale Fitness in der aktuellen Population sowie

die zugehorigen Werte der Gliattungsparameter in Abhéngigkeit vom Iterati-

onszahler.
x 107
4n
6.5 o
207 N
§6.45 = 0 U‘J
[ =y
i S,
6.4
-4
6.35" : : : : -6" : : : :
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Iteration Iteration

ABBILDUNG 5.1: Verlauf der maximalen Fitnessfunktion (links) und der kor-
respondierenden, logarithmierten Glattungsparameter (rechts) im Datensatz
zur Sichelzellenanidmie.

Offenbar stellt sich bereits nach wenigen Iterationen ein stabiler Zustand ein,
der {iber die folgenden mehr als 400 Schritte nicht mehr verlassen wird. In der
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Tabelle 5.1 sind die diesen Zustand charakterisierenden optimalen Glattungs-

parameter und der zugehorige Wert der Fitnessfunktion zusammengetragen.

FIT

g g g g
opt )‘A,SC /\A,cc /\E,Sc /\E,cc

6.5-1073 5.32 10.49 11.46 0.82

TABELLE 5.1: Optimale Glittungsparameter und zugehdériger Wert der Fit-
nessfunktion im Datensatz zur Sichelzellenanimie.

Fiir die konstanten Terme ~,,, r € {SC, CC}, und die kategoriale Kovariable
GENDER finden sich die Parameterschéitzungen und die mit (5.23) approxi-
mierten Standardabweichungen in Tabelle 5.2. Die Ergebnisse implizieren je-
doch keinen signifikanten Effekt des Geschlechts auf die modellierten Logits
der Genotypen.

&07‘ §(’3/07") ;)\/G,'I‘ §(;)\/G,'I‘)
Genotyp SC -0.945 0.550 0.352 0.564
Genotyp CC -3.136 1.149 0.715 0.732

TABELLE 5.2: Parameterschitzungen und geschitzte Standardabweichungen
fiir die parametrischen Komponenten im Datensatz zur Sichelzellenanimie.

In Abbildung 5.2 sind die mit den optimalen Gléttungsparametern aus Tabel-
le 5.1 geschitzten glatten Effekte des Alters und der Sedimentationsrate auf
die logarithmierten Chancen der Genotypen SC' und C'C gegeniiber der Refe-
renzkategorie S\S geplottet. Die Darstellungen zeigen neben den Schéitzungen

approximative Konfidenzbinder geméf (5.24) mit o = 0.05.

Die Gestalt der Schétzung fiir v ,, ;.(AGE) verweist auf einen deutlich nicht-
linearen Effekt des Alters in der Kategorie SC. Einem merklichen Anstieg bis
zum Alter von ca. 25 Jahren folgt ein allméhlicher Abfall des Alterseffekts in
dieser Kategorie. Die iibrigen geschétzten Funktionen verlaufen monoton im
Bereich der jeweiligen Kovariable. Wihrend der Alterseffekt fiir den Genotyp
CC monoton anwichst, zeigt die Sedimentationsrate in beiden modellierten
Kategorien einen abfallenden Effekt.



5.3. SEMIPARAMETRISCHE MODELLIERUNG 75

y(A),sc(AGE)

0 20 40 60 0 20 40 60
ESR ESR

ABBILDUNG 5.2: Geschitzte glatte Effekte des Alters (oben) und der Se-
dimentationsrate (unten) auf die Logits der Genotypen im Datensatz zur
Sichelzellenandmie. Approximative Konfidenzbédnder sind gestrichelt darge-
stellt.

5.3.3 Simulation

Zur Untersuchung des multinomialen Logit-Modells mit kategorienspezifisch-
en Charakteristiken simulieren wir Daten aus der nonparametrischen Pradik-

torspezifikation

iy
log (W—) = Ny = Yor + 0 (2;) + . (w;,) —ap(wy), 7=1,2, (5.26)
ik

fiirs =1,..., N. Die N = 300 Beobachtungen der globalen Variable x sowie
der kategorienspezifischen Charakteristiken w,, w, und w; werden jeweils als
Realisationen einer auf [0, 1] stetig gleichverteilten Zufallsgréie generiert.

Fiir die konstanten Terme setzen wir 7,, = 0.5 sowie 7,, = —0.5, als nonpa-
rametrische Komponenten werden die folgenden trigonometrischen Funktio-



76 5. MODELLE MIT NOMINALEM RESPONSE

nen zugrunde gelegt
(@) = —cos(31z), 7,(z) = —sin(4nz),

a;(wy) = sin(2rw,), ay(wy) = cos(2mw,), ay(ws) = sin(4rws).

Wir ziehen M =100 Stichproben {y§’”), c y%") }mzl,___,M mit je N =300 un-
abhéngigen, multinomialverteilten Responsevektoren, deren Auftretenswahr-
scheinlichkeiten durch die Logits (5.26) bestimmt sind. Fiir jede dieser Stich-
proben schitzen wir ein nonparametrisches, multinomiales Logit—Modell und
optimieren die mit den B-Spline Darstellungen der glatten Effekte korrespon-
dierenden fiinf Glattungsparameter mit dem genetischen Algorithmus in Ka-
pitel 4. Als Fitnessfunktion wird das reziproke AIC ((4.9) mit v = 2) zugrun-
de gelegt. Die funktionalen Komponenten in (5.26) werden mit je 30 dquidis-
tanten B-Splines dritten Grades approximiert. Variationsbeschriankungen der
nonparametrischen Schitzungen gewahrleisten Differenzenpenalties der Ord-

nung zwei.

In den Abbildungen 5.3 und 5.4 sind fiir séimtliche Kovariablen die aus der
Mittelwertbildung der 100 AIC-optimalen Parametervektoren resultierenden
geschitzten glatten Effekte zusammen mit der modellierten wahren Funktion
dargestellt. Dariiber hinaus zeigen die Darstellungen fiir jede Schitzung den
aus der Menge der optimalen Simulationsergebnisse bestimmten Bereich zwi-

schen den punktweise definierten empirischen 5% und 95% Quantilbindern.

0 0.2 04 06 0.8 1 0 0.2 04 06 0.8 1
X X

ABBILDUNG 5.3: Wahre (durchgezogen) und geschatzte Kurve (gestrichelt)
fiir die globale Variable in den Kategorien 1 (links) und 2 (rechts). Grau un-
terlegte Fliche kennzeichnet Bereich zwischen punktweisen empirischen 5%
und 95% Quantilen.



5.3. SEMIPARAMETRISCHE MODELLIERUNG 7

(W)
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ABBILDUNG 5.4: Wahre (durchgezogen) und geschitzte Kurve (gestrichelt)
fiir die kategorienspezifischen Charakteristiken in jeder Kategorie. Grau un-

terlegte Fliache kennzeichnet Bereich zwischen punktweisen empirischen 5%
und 95% Quantilen.

Aus den Abbildungen 5.3 und 5.4 ist ersichtlich, daf§ die geschétzten glatten
Effekte die zugrunde liegenden wahren Funktionen in allen Fillen formgetreu
wiedergeben. Fiir die globale Variable als auch fiir die kategorienspezifischen
Charakteristiken treten Abweichungen zwischen wahrer und gefitteter Kurve
hauptséchlich an den Intervallrindern und in Bereichen stérkerer Kriimmung
auf. Trotz dieser Verzerrungen sind alle zugrunde liegenden wahren Funktio-

nen in dem von den korrespondierenden Quantilbdndern eingeschlossenen Be-
reich enthalten.
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6 Modelle mit ordinalem Response

Wiéhrend kategorial-nominale Variablen und deren flexible Modellierung im
Mittelpunkt des letzten Kapitels standen, wenden sich die folgenden Betrach-
tungen Regressionsmodellen fiir abhéngige Variablen mit ordinalem Skalenni-
veau zu. Im Kontext einer problemadiquaten Analyse konzentrieren sich die
Ausfiihrungen dabei auf Modelle, die die vorliegende Ordnung der Response-
kategorien explizit voraussetzen und nutzen. Obwohl das multinomiale Logit-
Modell (5.3) im Fall ordinaler Responsevariablen prinzipiell anwendbar ist,
kommt es als Modellierungsform hier nicht in Betracht, da bei diesem Ansatz
auf die in der Ordnungsstruktur enthaltene zusétzliche Information verzichtet

wird.

Ordinale Modelle sind dariiber hinaus zu der auf stirkeren Voraussetzungen
basierenden metrischen Regression abzugrenzen. Die Auspragungen ordina-
ler Variablen lassen sich zwar miteinander vergleichen, metrisches Skalenni-
veau, das zudem eine sinnvolle Interpretation von Abstéinden gestattet, wird
jedoch nicht unterstellt. Resultieren die geordneten Kategorien aus der Dis-
kretisierung eines urspriinglich stetigen Merkmals mit unbeschréinktem Tra-
ger, ist die strikte Abgrenzung zum klassischen linearen Modell aus Abschnitt
1.1 besonders relevant. Da die erste und/oder letzte Kategorie in diesem Fall
einem unbeschrénkten Intervall entsprechen, ist — selbst bei feiner Intervall-

bildung — die Annahme eines metrischen Response nicht gerechtfertigt.

6.1 Das kumulative Logit—Modell

Die von McCullagh (1980) propagierten kumulativen Modelle gehéren zu den
wohl gebrduchlichsten ordinalen Regressionsmodellen. Fiir kategorial-ordina-
len Response § € {1,...,k} werden die kumulierten Responsewahrscheinlich-

keiten dabei als
P(<r|z) = F(n,(x)), r=0,...,k, (6.1)

modelliert, mit zunéchst beliebiger, den konkreten Modelltyp bestimmender
Verteilungsfunktion F', Kovariablenvektor = (z,,...,z,)" und den Festle-

79
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gungen 7,(x) := —oo sowie 7, (x) := co. Wihlt man F' als logistische Funk-
tion F(z) := exp(z)/ (14 exp(z)), erhilt man das kumulative Logit—-Modell,
auf das sich die Ausfithrungen im folgenden beschrénken werden.

Die allgemeinste (parametrische) Form des kumulativen Logit-Modells spezi-
fiziert die Einfliisse der Kovariablen linear: n,(x) = v, + 'v,, r=1,...,4¢,
q := k—1, mit Effekten v, = (vy,,...,7,,)’; die von der jeweiligen Response-
kategorie r abhéngen. Die daraus resultierende Schreibweise

log(P(gjgr\m)/P(gj>r|m)) =%, tx5, T=1,...,q, (6.2)

fiir die kumulierten logarithmierten Chancen motivierte die Bezeichnung des
Modells und impliziert, dal jede Dichotomisierung der Responsevariablen in
g<rundg>r,r=1,...,q, durch eine Linearkombination der Kovariablen
bestimmt ist, mit Koeffizienten, die spezifisch sind fiir die Kategorie, an der

gesplittet wird.

Eine naheliegende Vereinfachung von (6.2) liefert die Annahme globaler, d.h.
kategorienunabhéngiger Kovariableneinfliisse

log (P(g <r|=)/P(§>r|®) = 7 +2". (6.3)

Die globale Modellierung der Effekte zeichnet sich durch eine Reihe von Vor-
teilen aus. So wie sich das multinomiale Logit-Modell (5.3) als Zufallsnutzen-
Modell interpretieren lief}, kann auch (6.3) durch die Existenz einer nicht be-
obachtbaren metrischen Gréfie motiviert werden (Tutz, 2000). Der beobacht-
bare Response wird dabei als kategorisierte Version einer dahinterstehenden
latenten Variablen aufgefasst, wobei die Verkniipfung der beiden Gréflen nach
dem sogenannten Schwellenwertkonzept erfolgt (Tutz, 2000).

Eine weitere Folge globaler Kovariableneffekte ist die sogenannte stochasti-
sche Ordnung der Kategorien (McCullagh, 1980), die sich fiir das kumulative
Logit-Modell in Form proportionaler Chancen ausdriickt. Fiir zwei durch x,
und ., gekennzeichnete Individuen ist die Differenz ihrer kumulierten Logits

(6.3) demnach unabhéngig von der Kategorie r, an der dichotomisiert wird

P <rle)/Pa>rle)\ _ 0 L
ot (3 = Tanfp o i) ~ @ mr 69
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Das Vorliegen identischer (globaler) Chancenverhiltnisse prégte die fiir (6.3)
ebenfalls gebrduchliche Bezeichnung als Proportional Odds Modell (POM).

Darstellung (6.4) erméglicht dariiber hinaus einfache Interpretationen fiir die
Kovariableneffekte. Unterscheiden sich z; und z, via , —z; = e, , lediglich
in der j-ten Komponente, so ist v,, der Effekt der j-ten Kovariable, als loga-
rithmiertes Chancenverhéltnis fiir den Ubergang von x; zum um eine Einheit
grofleren x; + 1 gegeben.

In vielen Fallen erweist sich die Annahme proportionaler Chancen jedoch als
nicht addquat. Tabelle 6.1 zeigt Daten iiber das Auftreten von Erkrankungen
der Herzkranzgefifle, die am Duke University Medical Center in Durham er-
hoben wurden (Quelle: Peterson & Harrell, 1990).

Schweregrad der Herzkranzgefidflerkrankung

1 2 3 4 5
Nichtraucher 334 99 117 159 30
Raucher 350 307 345 481 67

TABELLE 6.1: Kontingenztafel der Merkmale Raucherstatus und Herzkranz-
gefiBerkrankung. Der Schweregrad 1 steht fiir keine Erkrankung, die Kate-
gorien 4 und 5 bezeichnen ernsthafte Erkrankungen der Herzkranzgefifie.

Die Betrachtung einer ordinalen Maflzahl zur Bewertung des Schweregrades
der Erkrankung und einer dichotomen Gréfle zur Kodierung des Rauchersta-
tus (0: Nichtraucher, 1: Raucher) fiihrt auf die vier empirischen Chancenver-
hiltnisse 0.35, 0.52, 0.63 sowie 0.94. Fiir die Populationen der Nichtraucher
und der Raucher steigt demzufolge die relative Chance, einen Erkrankungs-
grad von maximal r gegeniiber einem von mindestens r + 1 aufzuweisen, mit
zunehmendem Schweregrad r der Erkrankung. Dieses Wachstum spricht ge-

gen einen globalen Effekt des Raucherstatus.

Obiges Beispiel verdeutlicht die Notwendigkeit, die Annahme proportionaler
Chancen auf der Basis von Signifikanztests statistisch zu validieren. Kandida-
ten hierfiir sind Likelihood—Quotienten— (LQ), Wald— sowie Score-Tests. Die
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Ableitung entsprechender Priifgrofien bzw. Test—Statistiken orientiert sich an
der Darstellung der zu testenden Annahmen als lineares Hypothesenpaar. So

ist fiir die hier relevante Fragestellung das Testproblem
Hy:n(x) =y, +ay  vs.  Hi:n(x) =7, +z',
r=1,...,q, dquivalent zum Testen der linearen Hypothesen
Hy: C8=0 Vs. H :CB#0

im H{-Modell mit Parametervektor 3 := (701, o Yo Yo - ,'y;)' und einer
Matrix C := [Op(q—l)xq D, ®1,] € My, (p(g—1),q(p+1)), wobei D, die mit
(2.20) definierte (¢—1) x ¢ Kontrastmatrix bezeichnet. Die in einem spiteren
Abschnitt demonstrierte, mogliche Schéitzung von (6.2) und (6.3) im Rahmen
multivariater GLM’s, gestattet dann die Definition der folgenden Statistiken:

Der klassische Likelihood—Quotient
LR = —2-{U(B) — 1(B)}

~

stellt das unrestringierte Maximum [(3) der Log-Likelihood des H}—Modells
dem Maximum / (B) gegeniiber, das aus der Maximierung der Log—Likelihood
des H;-Modells unter zusétzlicher Beachtung der in H, formulierten Restrik-
tion C'3 = 0 resultiert. Da die restringierte Schitzung im H{~Modell dquiva-

lent zur Schétzung unter Hf ist, kann [(3) auch durch das (identische) Maxi-
mum der Log-Likelihood des Hj—Modells ersetzt werden.

Die klassische Wald—Statistik
W = BC'(CF(B)'C") T CB, mit F(B) = E, [-01(8)/0808,

misst die gewichtete Distanz zwischen dem Schétzer C’,B und dessen hypothe-

tischem Wert O unter H,;. Das Gewicht wird durch die Inverse der asympto-
tischen Kovarianzmatrix C F(8)'C" von C definiert.

Die klassische Score—Statistik
s == s(B)F(B)"s(B)

misst die Distanz zwischen der Score-Funktion s(3) = 0l(3)/03 ausgewertet
am Maximum-Likelihood-Schiitzer 8 des unter H,, geschétzten H}—Modells

A ~

und s(3) = 0. Die Inverse F(3) !, mit F(3) wie oben definiert, dient bei die-

ser Distanzmessung als zusétzliche Gewichtungsmatrix.
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Obwohl der Likelihood—Quotienten—Test attraktivere statistische Eigenschaf-
ten als der Wald— und der Score—Test besitzt, weist er dennoch zwei entschei-
dende Nachteile auf. Zum einen ist seine numerische Umsetzung aufwendiger,
da die Likelihood des H{~Modells zweimal zu maximieren ist. Weitaus schwe-
rer wiegen jedoch die auch den Wald—Test betreffenden, numerischen Proble-

me, die bei der unrestringierten Schitzung des Hj—Modells auftreten kénnen:

Fiir die mit (6.1) definierten kumulativen Modelle 1&8t sich folgende Darstel-
lung der entsprechenden Responsewahrscheinlichkeiten ableiten

P@g=r|z) = F(n,(x)) — F(n,_(x)), r=1,... k. (6.5)

Mit der axiomatisch fixierten Nichtnegativitdt von Wahrscheinlichkeiten und
der Monotonie von Verteilungsfunktionen folgt 7, (z) < ... < 7 (z) als Ord-
nungsrestriktion an die Pradiktoren. Wahrend sich diese Restriktion fiir das
Proportional Odds Modell auf 7, <... < 7, reduziert, ist im allgemeineren

Modell (6.2) mit kategorienspezifischen Parametern die Bedingung
Yooty < o <y H T (6.6)

fiir jede Kovariablenkonstellation & zu gewiahrleisten. Bei iterativen Schétz-
verfahren wie dem Fisher—Scoring besteht die Gefahr der Divergenz bzw. des
Schiitzens von Artefakten, wenn (6.6) nicht in jedem Iterationsschritt sicher-
gestellt wird. Eine einfache Moglichkeit zur Gewahrleistung dieser Restrikti-
on ist mit der wiederholten ,,Schrittweitenhalbierung® zwischen aufeinander-
folgenden Iterierten gegeben. Héufig ist damit aber auch eine drastische Ver-
schlechterung der Konditionierung des Schétzproblems verbunden. Beim Fi-
sher—Scoring duflert sich dieser Umstand in sprunghaft anwachsenden, spek-
tralen Konditionszahlen (Golub, 1989) der Fisher’schen Informationsmatrix.
Deren damit einhergehende numerische Singularitéit kann oft auch durch die
Skalierung von Beobachtungen nicht vermieden werden und fiihrt zwangsléu-
fig zum vorzeitigen Abbruch des Algorithmus, so da} Parameterschiatzungen

dann nicht verfiigbar sind.

Aufgrund der genannten numerischen Probleme ist man in vielen Situationen
auf inaddquate Alternativen angewiesen, um iiberhaupt Schitzwerte fiir kate-
gorienspezifische Effekte zu erhalten. Zu erwihnen ist in diesem Zusammen-
hang — neben dem multinomialen Logit-Modell — die separate Betrachtung
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der ¢ bindren Logit-Modelle, die aus den moglichen Dichotomisierungen der
Responsevariablen resultieren. Obwohl dieser Ansatz asymptotische Kovari-
anzen fiir das allgemeine Modell (6.2) liefert (Brant, 1990), kénnen die sepa-
raten Schitzungen nicht zur Konstruktion von Schéitzungen fiir das geschlos-
sene Modell herangezogen werden. Da fiir einen Likelihood—Quotienten-Test
die Verfiigbarkeit ebendieser aber zwingend erforderlich ist, kann dieser Test

bei numerischen Problemen nicht zur Anwendung kommen.

In der Praxis wird das Vorliegen identischer Chancenverhéltnisse daher meist
auf der Basis des Score-Tests iiberpriift, der lediglich die — nahezu immer ga-
rantierte — Verfiigbarkeit von Schitzungen im POM voraussetzt. Unabhéngig
von der gesicherten Durchfiihrbarkeit stellt sich jedoch die Frage, wie im Fal-
le einer Ablehnung der Hypothese proportionaler Chancen durch den Score—
Test weiter zu verfahren ist. Eine problemadéquate Analyse erfordert die Be-
stimmung kategorienspezifischer Effekte, die dafiir notwendige Maximierung

der Likelihood ist jedoch unter Umstdnden numerisch nicht umsetzbar.

Die bisherigen Betrachtungen fokussierten ausschliefllich die Reinformen glo-
baler und kategorienspezifischer Modellierung. Denkbar sind jedoch auch Si-
tuationen, in denen lediglich ein Teil der Kovariablen globale Parameter auf-
weist, wihrend fiir die verbleibenden ein iiber die Kategorien hinweg variabler
Effekt unterstellt wird. Sei dazu P:={1,...,p} die Indexmenge aller p Kova-
riablen und G C P eine Teilmenge. Der allgemeinste hier betrachtete Fall ist
mit (6.2) gegeben, das im folgenden auch als Non-Proportional Odds Modell
(NPOM) bezeichnet wird. Als Partial Proportional Odds Modell (PPOM(G))
sei das kumulative Logit—Modell definiert, in dem alle Kovariablen z;, j € G,
globale Effekte besitzen, d.h. die Giiltigkeit der Hypothese

Hg: v = ... =, (6.7)
wird fiir alle j € G angenommen. Mit diesen Definitionen sind das Proportio-

nal Odds Modell dquivalent zum PPOM(P) und das Non-Proportional Odds
Modell seinerseits dquivalent zum PPOM(().

Die Modellfamilie {PPOM(G) : G C P} ist mit PPOM(()) = NPOM als allge-
meinstem und PPOM(P) = POM als einfachstem Modell nur teilweise hierar-
chisch. Fiir zwei nichtleere, echte Teilmengen G,, G, von P 148t sich lediglich



6.2. PENALISIERTE SCHATZUNGEN IM PPOM 85

im Fall G, C G, via PPOM(G,) C PPOM(G,) eine Aussage hinsichtlich einer
gewissen Ordnungsstruktur treffen. Die Modelle aller sonstigen Konstellatio-
nen konnen in keine Rangfolge gebracht werden. Im Bestreben, den Pradiktor
moglichst einfach, hier also weitestgehend global zu gestalten, sind daher alle
Hypothesenpaare { H; versus Hy}, G C P, zu betrachten. Die Durchfiihrung
aller erforderlichen Tests ist zum einen sehr aufwendig, andererseits 1483t sich
das Schitzen kategorienspezifischer Gewichte — abgesehen von G =P — selbst
unter der Nullhypothese nicht umgehen. Da die angesprochenen numerischen
Probleme ebenso fiir Partial Proportional Odds Modelle relevant sind, ist ei-
ne Verfiigbarkeit von Schitzungen im PPOM(G) und damit selbst die Durch-
fiihrbarkeit eines Score—Tests nicht gesichert.

Im folgenden wird eine Methode zur numerischen Stabilisierung des Fisher—
Scoring fiir die Schitzung in Partial Proportional Odds Modellen vorgestellt,
mit der Schitzwerte kategorienspezifischer Parameter auch in kritischen Fil-
len gewonnen werden kénnen. Der vorgeschlagene Ansatz basiert auf dem be-
reits bekannten Konzept der penalisierten Likelihood. Im Unterschied zu den
P-Splines wirken Differenzenpenalties dabei pridiktoriibergreifend als Vari-

ationsbeschrinkung der kategorienspezifischen Parameter.

6.2 Penalisierte Schatzungen im PPOM

Betrachtet werde eine konkrete Datensituation {7;, @; },_; y- Im allgemei-
nen Partial Proportional Odds Modell PPOM(G), G C P, mit globalen Effek-
ten fiir z;, j € G, und kategorienspezifischen Gewichten fiir z;, j € G :=P\G,
lassen sich die Pradiktoren 7, gemifl

M = Yor T TigY¥g + TigVg,, T=1...,4, (6.8)

partitionieren, wobei im Vektor z, ; die Variablen z,;, j € G, und in z, G die

Variablen z,;, j € G, zusammengefaft sind. Fiir 7, := (7qy, - - -, 7,)’ und den

g
Parametervektor 8 := (v, 7g, 7:3,1’ - ,*y’g—’q)’ sowie eine Designmatrix

Z; = [Iq | 1q®w;vg | I‘I®w;7g_}’

kann m; := (7;y,...,7;,)" auch als n, = Z,3 geschrieben werden. Wird ferner
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mit 7, := (m;y, . .., m,)" der Vektor der Responsewahrscheinlichkeiten mit den

Komponenten 7, := P(§, = r|z;),r =1,...,q, bezeichnet, so konnen via

exp(mr) - exp(m,r_J

h,(m;) == (1 + exp(m-r)) (1 + exp(m,rq))

, r=1,...,q,

fiir die Komponenten h, der Responsefunktion A : IR* — IR" und via

g, (m;) = log(myy +...+m,) —logl—my —...—m,), r=1,...,q,

fiir die Komponenten g, der Linkfunktion g : IR® — IR’ die Beziehungen

™, = h(n;) = h(Z;8) und g(m;)=mn,= 27,3,

fiir das PPOM(G) (6.8) abgeleitet werden. Mit der Multinomialverteilung als
zugrunde liegender Responseverteilung (vgl. Abschnitt 5.2) besitzt also auch
das PPOM(G) alle Merkmale (multivariater) generalisierter linearer Modelle.
Die numerische Maximierung der zugehérigen Log-Likelihood [;(8) iiber das
klassische Fisher—Scoring ist jedoch aufgrund der erlduterten Probleme beim

Vorliegen kategorienspezifischer Parameter nicht immer moglich.

Statt der Log-Likelihood [,;(8) wird hier die penalisierte Version

ple(B) = 1,(B) — 5 - Pg (6.9)

betrachtet. Fiir G := {j,, ... ,Jig} € P ist der Penalty dabei gegeben als

4l

qg—1
Pg = Z/\JQZ ’VJT = )‘OGZ YYor) +Z)\J GZ 735

je{0}ug r=1

Der erste Teil reprisentiert einen Differenzenpenalty fiir die v,,, r =1,...,q,
die im kumulativen Logit-Modell auch als Schwellenwerte bezeichnet werden.
Durch die zweite Summe werden fiir jedes s € {1,...,G} dariiber hinaus die
ersten Differenzen AWM i="j,r+1— Vj,r der s—ten Komponenten von Yori1

und v, ., 7 =1,...,q, bestraft.

Penalisiert werden demnach die ersten Differenzen von kategorienspezifischen
Parametern benachbarter Responsekategorien. Nachbarschaften ergeben sich
dabei auf natiirliche Weise aus der Ordnung der Kategorien.
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Die Stirke der Penalisierung wird wie schon bei den P—Splines iiber die Glét-
tungsparameter ), ;, j € {0} U G, gesteuert. Fiir Aig=0,j€{0}uU g, ent-
spricht die Maximierung von (6.9) einer Maximierung der iiblichen, unpenali-
sierten Log-Likelihood und damit der géingigen Schitzung im PPOM(G), die
mit den erlduterten (numerischen) Problemen behaftet ist. Im Spezialfall un-
endlich starker Bestrafung der kategorienspezifischen Parameter, A, ; — oo,
j € G, wird hingegen das Modell mit ausschlieflich globalen Effekten gefittet,
dessen Schitzung im allgemeinen unproblematisch ist. Gesucht ist daher eine
Glattungsparameterkonstellation zwischen diesen Extremen, die die Konver-
genz des Fisher-Scoring gewihrleistet. Die Wahl der Glattungsparameter er-
folgt dabei ausschliefllich unter dem Gesichtspunkt einer numerischen Stabili-
sierung, nicht jedoch im Sinne eines zu optimierenden Kriteriums wie im Ka-
pitel 4.

Der Penalty F; umfasst zwar auch die Parameter vy, . . ., 7, fiir die Stabili-
sierung des Fisher—Scoring ist deren Penalisierung jedoch nicht erforderlich.
Fiir F; 1a8t sich mit der in (2.20) definierten Kontrastmatrix eine kompaktere
Darstellung in Matrixschreibweise ableiten. Setzt man

= . 1/2 1/2
D.—D;®dlag()\ cey A g),

J097 " g
so ist
Py = B Diag(Ag(Dy)' Dy, 0g)xg), D'D) B =: B'K,B.
Die Maximierung von pl,(8) fiihrt auf die Schétzgleichungen ps,(3) = 0, wo-
bei die penalisierte Score-Funktion ps,(83) = 0pl,;(3)/03 die Form

N
psg(B) = 5,(8) — K,8 = > ZIDS (y, — ) — KB
i=1
hat, mit D, = 0h(n,)/0n;, E, = diag(m,;) —m,m; und den in (5.14) definierten
multivariaten Pendants y; := (y;;,---,%;,) von §;, i =1,..., N. Als Schéitz-
verfahren wird ein modifiziertes Fisher—Scoring betrachtet, bei dem sich, aus-

~ (0
gehend von einem Startwert ,3( ,) Parameter—Updates gemafl der Vorschrift

o (k+1)

AQ)
B

+ Fg (B(k)> 71p5c; <,3

berechnen, wobei F,(8) = F,(8) + K, =Y.\, ZID,Y7'D\Z, + K.

(k)

3 ) k=0,1,2,.... (6.10)



88 6. MODELLE MIT ORDINALEM RESPONSE

Die Einhaltung der Ordnungsrestriktion nz-(f) <...< 771-(;), 1=1,...,N, wird
in jeder Iteration iiberpriift und gegebenenfalls durch wiederholte Halbierung
der Schrittweite via

= (k+1) L ok+1) (k)
neu = 9 (:Balt + B )

erzwungen. Daraus resultierenden numerischen Problemen wirken die Penal-

ties auf den kategorienspezifischen Parametern entgegen. Da die penalisierten

Schétzungen denen des numerisch stabileren POM mit zunehmender Bestra-

fung immer dhnlicher werden, existieren im allgemeinen Glattungsparameter

A > 0, so da das Fisher—Scoring (6.10) fiir A, ; > A5, j € G, konvergiert.

6.2.1 Simulation: Potential penalisierter Schatzungen

In einer kleinen Simulationsstudie soll das Potential von penalisierten Schiit-

zungen bewertet werden. Dazu wird ein NPOM mit der Pradiktorspezifikati-

on
Ny = —0.8+ 0.7z
N = —0.4+04-z,
Nz = 02+ 01 -z

als zugrunde liegendes, wahres Modell betrachtet, wobei die Kovariablen z;,
i =1,...,300, einer Gleichverteilung auf [—1, 1] entstammen. Abbildung 6.1
erlaubt einen direkten Vergleich obiger Priadiktoren. Im relevanten Kovariab-
lenintervall geniigt das angesetzte Non-Proportional Odds Modell offensicht-

lich der erforderlichen Ordnungsrestriktion.

Von 100 Ziehungen aus obiger Pradiktorspezifikation schlug das klassische Fi-
sher—Scoring in 17 Féllen aufgrund numerischer Singularitdten bei dem Ver-
such fehl, ein Non-Proportional Odds Modell zu schiitzen. Fiir diese 17 kriti-
schen Ziehungen konnte die Konvergenz des Verfahrens jedoch iiber die Pena-
lisierung des kategorienspezifischen Kovariableneffekts sichergestellt werden.
Um die Qualitét der penalisierten Schitzungen bewerten zu konnen, wurden
diese einem Vergleich mit den (hier inaddquaten) Parameterschitzungen des
Proportional Odds Modells unterzogen.
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ABBILDUNG 6.1: Verlauf der Pradiktorwerte in Abhéngigkeit von den Kova-
riablenbeobachtungen fiir die Kategorien r = 1,2, 3.

Der Vergleich erfolgte auf der Basis verschiedener Verlustfunktionen. Im ein-
zelnen waren dies (vgl. Santner & Duffy, 1989):
Mean Squared Error Loss

N k

1

MSEL = — =7 )?

S N ;TZI (ﬂ—’t’l' 7TZT) I
Mean Relative Squared Error Loss

N &k
1 (m,, — 7;.)2
M EL = — ir ir
S PR
und Mean Entropy bzw. Kullback-Leibler Loss

1 N k -
MEL = + >3 m, log (W> .

i=1 r=1 w

Fiir die 17 fehlgeschlagenen Versuche zeigt Abbildung 6.2 die Verlustfunktio-
nen der Modelle POM und NPOM im direkten Vergleich. Bei der Schitzung
im Non-Proportional Odds Modell entspricht der Glittungsparameter dabei
jeweils dem kleinsten Wert, fiir den das NPOM durch die penalisierte Version
des Fisher—Scoring gefittet werden kann. Den Abbildungen ist zu entnehmen,
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daf die penalisierten Schiatzungen des NPOM in allen Fallen deutlich kleine-
re Werte der Verlustfunktionen MSEL und MRSEL aufweisen. Lediglich fiir
zwei der 17 Fehlversuche erbringt die penalisierte Schéitzung im NPOM keine
Verbesserung des MEL gegeniiber der Schéitzung im POM.

0.0141
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2 x
= 0.006 x S 0.04f
x x
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x x *x
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ABBILDUNG 6.2: Verlustfunktionen des POM im Vergleich zu korrespondie-
renden Verlustfunktionen im penalisiert geschétzten NPOM fiir Ziehungen,
in denen das Fisher—Scoring ohne Penalisierung fehlschlug. Die gestrichelten
Linien représentieren die Situationen identischer Verluste.

In Tabelle 6.2 sind die Ergebnisse fiir die 17 auftretenden Fehlversuche noch-
mals zusammengefafit. Berechnet wurden die mittleren Verlustfunktionen im
POM und im NPOM sowie die gemittelten Verhéltnisse NPOM / POM. Die



6.3. PENALISIERTE TEST-STATISTIKEN 91

mittleren Verluste des POM belaufen sich im Vergleich zu denen des penali-
sierten NPOM auf ungefiihr das Doppelte. Mittelung der Verhéltnisse liefert
einen Faktor von mindestens 0.53, um den der Verlust reduziert werden kann,

wenn anstelle des inaddquaten POM ein penalisiertes NPOM geschéitzt wird.

MSEL MRSEL MEL
POM 0.0093 0.0542 0.0251
NPOM 0.0043 0.0208 0.0135
NPOM/POM 0.4336 0.3801 0.5277

TABELLE 6.2: Mittlere Verlustfunktionen und —verhéltnisse, gemittelt iiber
die Ziehungen, in denen Fisher—Scoring ohne Penalisierung fehlschlug.

6.3 Penalisierte Test—Statistiken

Die mit der vorgestellten Penalisierungstechnik gegebene Méglichkeit, nume-
rische Instabilitdten weitestgehend abfangen zu kénnen, erlaubt eine Anwen-
dung von Test-Statistiken, die die Verfiigbarkeit von Schiatzungen in der Mo-
dellklasse PPOM(G), G # P, explizit voraussetzen. Der Likelihood—Quotien-
ten—Test auf das Vorliegen von globalen Kovariableneffekten erfordert mit der
Schitzung im NPOM die Betrachtung mindestens eines Modells mit katego-
rienspezifischen Gewichten und ist in seiner klassischen Version daher haufig
nicht anwendbar. Mit dem Konzept der penalisierten Schitzung kann jedoch
ein alternativer LQ-Test formuliert werden, dessen Anwendbarkeit in nahezu

allen Fillen gewihrleistet ist.

Bezeichnen ply (o, {95 }re1,..q) b2w. Pl (50, Vg, {’?g_,r}r:L...,q) die maxima-
len penalisierten Log—Likelihoods des NPOM bzw. PPOM(G), so ist mit

LR, = —Q{plg (‘?O,ig,{:)’g‘,r}rzl,...,q) — ply (’A)’o;{’A)’P,r}rﬂ ..... q)} (6.11)

die penalisierte Fassung des klassischen Likelihood—Quotienten zum Test auf
proportionale Chancen fiir z;, j € G C P, definiert. Werden in B und B die
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Parameterschitzer des NPOM bzw. des PPOM(G) subsumiert, und bezeich-
nen 7, := (@;,...,7y) und 7, := (7;y,...,7,;) die zugehdrigen geschitzten
Responsewahrscheinlichkeiten, so kann (6.11) mit (6.9) und (5.25) als

LR, = 2zzyﬂlog< >+P~ - P,

i=1 r=1

geschrieben werden. Fiir die kategorienspezifischen Gewichte kann die Stérke
der erforderlichen Penalisierung in den beiden Modellen verschieden sein. Ei-

ne genauere Betrachtung der Differenz

q—1 P q—1
P,B - P,B = Z )‘j,g Z (Al;yjr)z - )‘], Z (Alq/]r)
je{0}ug r=1 j=0 r=1
1~ 12
=2 Z( 30(AM0)" = Aj(AM,) ) Z)‘J,@Z (A'55,)°
je{0}ug r=1 JjE€G r=1

legt jedoch die Wahl identischer Glattungsparameter nahe. Falls A, 5 = A, g,
j € {0} UG, wird der erste Ausdruck in obiger Darstellung vernachlissigbar
klein, da ;, ~ 4;,, 7 = 1,...,¢. Der ausschlaggebende Anteil der Strafterme
resultiert damit aus der Penalisierung der zu z;, j € G, gehorigen Parameter,

fiir die die Annahme der Gleichheit zur Diskussion steht.

Werden die kategorienspezifischen Parameter nicht penalisiert, gilt also
AO,g == Al,g = ...= )\‘g_"g - )\0,@ - Al,m - ... = )\p7® - 0,

reduziert sich LR, auf den klassischen Likelihood—Quotienten, der asympto-
tisch x2-verteilt ist mit |G| - (¢ — 1) Freiheitsgraden (Fahrmeir & Tutz, 2001).
Fiir penalisierte Schétzer existieren hingegen weder Aussagen hinsichtlich ei-
ner asymptotischen Grenzverteilung noch liegen gesicherte Erkenntnisse iiber
deren Eigenschaften in endlichen Stichprobensituationen vor. Die Signifikanz
eines beobachteten Wertes 7, von LR, wird daher via Monte Carlo Simula-
tion bestimmt. Dazu werden Stichproben ygm), ey y%”), =1,..., M, un-
abhingiger, multinomialverteilter Zufallsvektoren yg ™= (yz({n ), e ,yg;l))' mit

zugehorigen Auftretenswahrscheinlichkeiten P(yz-(:n )=1)= 7, generiert. Jede
der so entstehenden M Datensituationen {y§m2 x;};—1,  n wird als PPOM(G)
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und als NPOM geschétzt. Derjenige Anteil der M korrespondierenden Werte
von LR, die grofer oder gleich Ir,, sind, kann als Schétzung fiir den p-Wert
herangezogen werden (Firth, Glosup & Hinkley, 1991). Diese Vorgehensweise
motiviert sich direkt aus der Definition des p-Wertes als Wahrscheinlichkeit,
unter der Nullhypothese (hier PPOM(G)) den beobachteten Priifgréfienwert
(hier Ir,), oder einen in Richtung der Alternative (hier NPOM) extremeren
(hier groBeren) Wert zu erhalten. Mit 7, i = 1,..., N, als geschétzten Res-
(m)

ponsewahrscheinlichkeiten im PPOM(G), gewihrleistet die Ziehung von y;
aus der Multinomialverteilung M (1, 7;) dabei die erforderliche Kalkulation

unter der Nullhypothese.

Eine weniger aufwendige Alternative zum LQ-Test stellt der Wald—Test dar.
Fiir dessen Definition ist die zu testende Annahme proportionaler Chancen
firz;, j€G:= {ly,..., l‘g‘} C P, zunéchst als lineare Hypothese zu formulie-

ren. Setze dazu

C, = [O(q_l)xq | -1,_,® e;sm | I_.® e;sm]’ s=1,...,]G],
Mit B := (v¢,Yp1,---»Vp,) als Parametervektor im NPOM und der Dekla-
ration C:=[C/ | ... | G, ]' ist das PPOM(G) und damit die zu testende An-
nahme v;; = ... =1;,, j € G, dquivalent zu der linearen Hypothese C3 = 0.

Bezeichnet ,3 den Maximum-Likelihood—Schétzer von @ im NPOM, so misst
die Wald-Statistik die Distanz zwischen dem Schétzer C,é und dessen Erwar-
tungswert E(C,@ | PPOM(G)) = 0 unter der Hypothese proportionaler Chan-
cen fiir z;, j € G,

W, = B'C'(Cév(B) C") OB (6.12)

Die Berechnung der Wald-Statistik (6.12) erfordert im Gegensatz zum Likeli-
hood—Quotienten lediglich eine Betrachtung des Non-Proportional Odds Mo-
dells. Der zugehérige Schiitzer 3 148t sich bei numerischen Problemen wiede-
rum nur aus der Maximierung der penalisierten Log—Likelihood gewinnen. In
diesem Sinne stellt (6.12) ebenfalls eine penalisierte Statistik dar, wobei der
Strafterm hier nur indirekt iiber die penalisierte Schitzung der unbekannten
Kovariablengewichte einfliesst. Die Inverse der geschétzten Kovarianzmatrix
C éov(B) C' von C fungiert bei der angesprochenen Distanzmessung als zu-
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siitzliches Gewicht. Zur Approximation von cov(8) wird der mit (5.23) gege-

bene Sandwich—Schitzer herangezogen.

Im Unterschied zum Wald—Test basiert die penalisierte Form des Score—Tests
auf der Schitzung im PPOM(G). Die penalisierte Score-Funktion ps,(3) des
NPOM ausgewertet am zugehorigen Maximum-Likelihood-Schétzer B3 liefert
einen Nullvektor der Léinge ¢- (p+1) : ps,(8) = 0,  Ersetzt man B durch
den Parameterschiitzer 3 des PPOM(G), so ist ps@(,@) signifikant verschieden
von null, sofern die Annahme proportionaler Chancen fiir z;, j € G, nicht ge-
rechtfertigt ist. Die penalisierte Score—Statistik

s, = p5,(B) Fy(B) 'ps,(B) (6.13)
misst den gewichteten Abstand zwischen psﬂ(,@) und dem Nullvektor psm(,@).

Als Gewichtungsmatrix fungiert dabei die Inverse der Kovarianzmatrix

cov(psy(8)) = cov(s,(8)) = Fy(B)

ausgewertet an der Stelle B. Da ,3 und B unterschiedlich dimensioniert sind,
ist fiir die Berechnung von ps, (,B) bzw. F, (,B) die Linge von 3 entsprechend
anzupassen. Dies geschieht via Einfiigung von 7 in den Vektor B vor jedem
Yo, T =210,

B = (3o A Ass Vo s Voa o oy s A s Vs s+ -+ Vs s.g) -
Aufgrund der speziellen Gestalt des Differenzenpenalties ist K, B — und damit
die Score-Statistik s, — fiir den so modifizierten Vektor unabhéngig von den
in K, spezifizierten Glattungsparametern A IINAS G. Eine Klassifizierung als
penalisierte Test—Statistik ist somit nur dann zutreffend, wenn die Schétzung
der zu z;, j € G, gehorigen Parameter im PPOM(G) einer Penalisierung be-

darf. Ist dies nicht der Fall, so reduziert sich s, auf die klassische Form
Sm(B),Fm(B)_lsm(B)

der Score-Statistik. Gleiches gilt in der Situation G = P, d.h. wenn die An-
nahme ausschliefilich globaler Effekte (POM) getestet werden soll.

Die nur partiell existente Hierarchie in der Menge {PPOM(G) : G C P} ge-
staltet die Suche nach einem adéquaten Modell zu einem recht aufwendigen
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Testproblem. Statt alle Hypothesen Hg : v, = ... =;,, j € G, innerhalb ei-
nes multiplen Testproblems zu behandeln, wird im folgenden eine stark ver-
einfachte Strategie betrachtet: Getestet werden alle Hypothesen H Gy J € P,
mit dem rein kategorienspezifischen Modell als Alternative, d.h. die Modelle
PPOM({j}), j € P, werden auf Basis der eingefiihrten Test—Statistiken mit
dem NPOM = PPOM(() verglichen.

6.3.1 Simulation: Gltefunktionen

Eine qualitative Bewertung der vorgestellten Test—Statistiken kann in effekti-
ver Weise anhand der korrespondierenden Giitefunktionen erfolgen. Fiir eine

Simulationsstudie wird die folgende Pridiktorspezifikation zugrunde gelegt

ny = —084 (04+A)-x,
e = —0.4+ 04-z,
My = 024+ (04—-A)-z,,
wobei die Daten z;, i = 1,..., N, Realisationen einer auf dem Intervall [—1, 1]

gleichverteilten Zufallsgrofe sind. In Abhéngigkeit vom Parameter A > 0 ist
das so spezifizierte Modell ein POM (A = 0) oder ein NPOM (A > 0). Wach-
sendes A erhoht die Nicht—Proportionalitit der Chancen. In diesem Sinne de-
finiert A ein ,, Abstandsmaf}“ zwischen dem POM und dem NPOM.

Die Giitefunktionen der drei Test-Statistiken resultieren aus den geschétzten
Wahrscheinlichkeiten, die Nullhypothese proportionaler Chancen (POM) fiir
wachsendes A zu verwerfen. Beginnend bei A = 0 (POM) wurden 160 Stich-
proben von je N = 250 unabhéngigen Zufallsgréfien y, . .., y, entsprechend
obiger Pridiktorspezifikation gezogen, d.h. y; ~ M(1,m; = h(n,)). Fiir jede
der Stichproben wurden die Modelle POM und NPOM gefittet und auf deren
Basis die Statistiken LR, W, und s, berechnet. Die Bestimmung der Signifi-
kanz dieser drei Groflen erfolgte via Monte Carlo Simulation mit je M = 200
Ziehungen. Anhand der so erhaltenen 160 p-Werte wurde die Wahrscheinlich-
keit, die Nullhypothese proportionaler Chancen zu verwerfen, iiber die relati-
ve Haufigkeit in den Stichproben abgeschitzt. Diese Prozedur wurde dann fiir
schrittweise wachsendes A bis zum maximalen Wert A = 0.4 wiederholt.
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Abbildung 6.3 zeigt, dafl das spezifizierte Modell fiir jede Kombination von
z; € [-1,1] und A € [0,0.4] der Ordnungsrestriktion 7,; < 1,5 < 7,3 geniigt.

ABBILDUNG 6.3: Links: Priadiktorwerte in Abhéingigkeit von EinfluBgrifie
x; und Parameter A. Rechts: Projektionen in die z;—1),.—~Ebene.

In Abbildung 6.4 sind die geschétzten Giitefunktionen von LR,, W, und s,
fiir eine Penalisierung mit Gléttungsparameter A, ; = exp(4) dargestellt. Die
fiir wachsendes A € [0, 0.4] generierten punktweisen Schitzungen wurden lo-
kal durch ein Polynom zweiten Grades approximiert. Der jeweils resultieren-
de lokal quadratische Fit ist ebenfalls geplottet. Die vertikalen Linien in den
oberen beiden Darstellungen représentieren fiir jede Wahl von A den Anteil
der fehlgeschlagenen Versuche, das korrespondierende Modell mit der angege-
benen Penalisierung zu schéitzen. Dieser nimmt erwartungsgemafl mit wach-
sender Nicht—Proportionalitdt der Chancen zu. Im Gegensatz zum Anteil der
Fehlversuche beim Schitzen ohne Penalisierung — dargestellt im linken unte-
ren Plot — ist dieser Zuwachs jedoch deutlich reduziert.

In der Abbildung rechts unten werden die geschétzten Giitefunktionen iiber-
lagert. Die Graphen der lokal quadratischen Fits sind nahezu identisch, ein
signifikanter Unterschied zwischen LR,, W, und s, ist nicht ersichtlich. Wie
bereits erwihnt, stimmen fiir die hier vorliegende Testsituation (POM versus
NPOM) penalisierte und klassische Version der Score-Statistik iiberein, die
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Ergebnisse erlauben daher den Schluf}; dafl die penalisierten Testformen und
der gewOhnliche, unpenalisierte Score—Test von vergleichbarer Qualitit sind.
Weitere, hier nicht prisentierte Simulationen zeigten, dal diese Aussage fiir
jede Wahl des Glittungsparameters )\1,@ verallgemeinerbar ist.
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ABBILDUNG 6.4: Geschitzte Giitefunktionen: LR, (links oben), W, (rechts
oben) und s,, (links unten) fiir Penalisierung mit A, , = exp(4). Vertikale Li-
nien indizieren den Anteil der Fehlversuche (links bzw. rechts oben: mit Pe-
nalisierung, links unten: ohne Penalisierung (A, y = 0)). Rechts unten: Uber-
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6.4 Beispiel: Diabetische Retinopathie

Durch Diabetes mellitus verursachte, krankhafte Verdnderungen der mensch-
lichen Netzhaut bezeichnet man in der Medizin als diabetische Retinopathie.
Gegenstand der folgenden Untersuchungen sind Daten aus einer sechsjihrigen
Verlaufsstudie zum Effekt von Risikofaktoren auf die Entstehung diabetischer
Retinopathie (Jorgens et al., 1993, Miihlhauser et al., 1996). Die betrachteten
Risikofaktoren sind das dichotome Merkmal Raucherstatus (SM = 0: Nicht-
raucher, SM = 1: Raucher) und die metrischen Gré8en Diabetesdauer (D D)
in Jahren, glykosyliertes Himoglobin (GH) in Prozent sowie der diastolische
Blutdruck (BP) in Millimeter Quecksilbersiule (mmHg). Der zum Ende der
Studie vorliegende Schweregrad bzw. Status der Retinopathie wird auf einer
ordinalen Skala gemessen und definiert den zu modellierenden Response. Als
dessen Ausprigungen werden die Kategorien keine Retinopathie (1), nonpro-
liferative Retinopathie (2) und fortgeschrittene Retinopathie bzw. Blindheit

(3) unterschieden.

Bender & Grouven (1998) analysieren dieses Datenbeispiel ebenfalls und wei-
sen darauf hin, daf} ein addquates Modell die Diabetesdauer sowohl linear als
auch quadriert (DDQ) beriicksichtigen sollte. Aus diesem Grund betrachten
wir zundchst das NPOM

Nir = Yor +SM;*Ysrr+DD;vpp,+DDQ;Yppo,r+GH;* You,+ BP;- Vpp, »

fiir s =1,..., N = 613 Diabetespatienten und Kategorien r = 1,2. Der Ver-
such, obiges Modell zu fitten, scheitert jedoch an numerischen Schwierigkei-
ten. Ohne Penalisierung bricht das Fisher-Scoring bereits nach wenigen Ite-
rationen fehlerbedingt ab - Abbruchursache ist die schlechte Konditionierung
der Fisher-Matrix. Selbst eine Skalierung sémtlicher Kovariablen auf das In-
tervall [0, 1] kann dies nicht verhindern. Eine Konvergenz des Schiitzalgorith-
mus kann aber durch einen kleinen Penalty AT = Af5, 4 = 1 auf den Pa-
rametern ypp . und Yppg ., ¥ = 1,2, erzwungen werden. Fiir die iibrigen Pa-

rameter ist keine zusétzliche Penalisierung erforderlich.

Fiir jedes Submodell PPOM({j}), j € {SM,GH, BP}, treten die genannten
numerischen Probleme ebenfalls auf. Einzige Ausnahme ist das Partial Pro-
portional Odds Modell mit globalen Effekten fiir DD und DDQ, fiir das die
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unpenalisierte Schitzung reibungslos ablauft. Linearer und quadratischer Ef-
fekt der Diabetesdauer werden dabei nicht separat, sondern ausschliellich si-
multan betrachtet. Ansétze, in denen einer der Effekte global, der andere hin-
gegen kategorienspezifisch modelliert wird, erscheinen wenig sinnvoll. Fiir die
problematischen Modelle PPOM({j}), j € {SM,GH, BP}, kann die Verfiig-
barkeit von Schéitzungen ebenfalls {iber Penalties X[‘)‘i[‘)" g = )\rgiD“Q, Gy = 1 ge-

sichert werden.

Da unpenalisierte Schitzungen im NPOM nicht zur Verfiigung stehen, schei-
den die klassischen Versionen des LQ— und des Wald—Tests fiir einen Test auf
global vorliegende proportionale Chancen (POM vs. NPOM) aus. Der Score-
Test als einzig verbleibende Alternative liefert fiir diese Situation einen Wert
von 16.69, der — verglichen mit dem 95%-Quantil der x?(5)-Verteilung — die
Ablehnung der Nullhypothese proportionaler Chancen indiziert. Da das klas-
sische Fisher-Scoring im angemesseneren NPOM jedoch fehlschligt, ist man
bei der Interpretation von Effekten auf die Ergebnisse des inaddquaten POM
beschrinkt. Die Untersuchung zur Signifikanz von SM im Proportional Odds
Modell liefert die Werte 1.69 (Score-Test), 1.72 (Wald-Test) und 1.71 (LQ-
Test). Der Vergleich mit dem 95%-Quantil der x-Verteilung mit einem Frei-
heitsgrad impliziert einen nicht-signifikanten Einfluss des Raucherstatus auf
die Entwicklung von Retinopathie. Bender & Grouven (1998), die den dicho-
tomisierten Response analysieren, stellen jedoch fest, dafl diese Nicht-Signifi-
kanz ein aus der Unterstellung falscher Modellannahmen resultierendes Arte-
fakt ist. Diese Aussage soll im folgenden unter Verwendung von penalisierten

Test—Statistiken manifestiert werden.
Die Betrachtung der vier Hypothesenpaare
PPOM({j}) vs. NPOM, jeP= {SM, {DD,DDQ},GH, BP}

soll zunéchst Aufschlul geben, fiir welche Kovariablen die Annahme globaler
Parameter ungerechtfertigt ist. Dazu werden die entsprechenden Modelle pe-
nalisiert gefittet und auf Basis der Fits die Test—Statistiken LR,, W, und s,
berechnet. Die Stéirke der Penalisierung orientiert sich fiir [ € G = P\{;j} da-
bei am minimal erforderlichen Betrag, d.h. A, G = )\{n{l;‘} und A,y = Zbin, mit

At = e = 1,1 € {DD, DDQ}, und "% = A7 = 0, | ¢ {DD, DDQ}.
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Fiir die untersuchte Variable j selbst wird deren Glittungsparameter A, ; im
Intervall | ;.“Qi)n, exp(14)] variiert, um eventuelle Abhéngigkeiten der Test-Sta-
tistiken von der Penalisierungsstéirke aufdecken zu kénnen. Linearer und qua-

dratischer Effekt der Diabetesdauer werden dabei simultan betrachtet.

Die Abbildungen 6.5 und 6.6 zeigen fiir jedes der méglichen Hypothesenpaare
die via Monte Carlo Simulation bestimmten p—~Werte der Test—Statistiken s,
W, und LR, in Abhéngigkeit vom jeweiligen Gléttungsparameter )\j’m. Diese
auch als significance traces bekannten Darstellungen werden schon von Azza-
lini & Bowman (1993) (vgl. auch Bowman & Azzalini (1997)) als niitzliches

Analysewerkzeug beschrieben.
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ABBILDUNG 6.5: Oben: Geschétzte p-Werte fiir Tests PPOM({SM}) (links)
und PPOM({GH}) (rechts) vs. NPOM der Test-Statistiken s,, (durchgezoge-
ne Linie), W, (gestrichelte Linie) und LR,, (gepunktete Linie) bei verschiede-
nen Penalisierungsstéirken. Unten: Abweichungen der penalisierten kategori-
enspezifischen Parameter von korrespondierender Annahme globaler Effekte
fiir SM (rechts) und GH (links).
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Diastolischer Blutdruck Diabetesdauer (linear + quadratisch)
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ABBILDUNG 6.6: Oben: Geschitzte p-Werte fiir Tests PPOM({BP}) (links)
und PPOM({DD, DDQ}) (rechts) vs. NPOM der Test-Statistiken s,, (durch-
gezogene Linie), W, (gestrichelte Linie) und LR, (gepunktete Linie) bei ver-
schiedenen Stérken des Penalties. Unten: Abweichungen der penalisierten ka-
tegorienspezifischen Gewichte von korrespondierender Annahme globaler Ef-

fekte fiir BP (rechts) und DD, DDQ (links).

Die fiir alle Hypothesenpaare horizontal verlaufenden significance traces der
Score-Statistik s, spiegeln deren bereits erwiihnte Unabhéingigkeit vom Glét-
tungsparameter A, ; wieder. Auch fiir die penalisierten Versionen von LQ- und
Wald-Test deuten die relativ stabilen Verldufe der significance traces auf eine
weitestgehende Unabhéingigkeit des zugehdrigen p-Wertes und der damit ver-
bundenen Testentscheidung von der gewihlten Penalisierungsstéirke hin. Mit
p-Werten um 0.5 implizieren obige Darstellungen proportionale Chancen fiir
glykosyliertes Himoglobin und den diastolischen Blutdruck. Die um 0.05 und
0.01 schwankenden p-Wertschitzungen fiir den Raucherstatus bzw. die Dia-
betesdauer (linear und quadratisch) liefern ein klares Indiz, dafl diese Effekte
kategorienspezifisch sind.
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In den Abbildungen 6.5 und 6.6 ist neben den geschétzten significance traces
die Abweichung der Schétzungen fiir ;; und 7, , im NPOM von der korres-
pondierenden Annahme globaler Effekte in Abhéngigkeit von A, ; dargestellt.
Die Projektion des Vektors (9;,7;,)" auf die durch ~; ; = v, , definierte Hy-

perebene liefert dabei

-1 q
Ally =y |a" Z Z (%6 = V)% = V0.5 95,1 — V2l

s=1 t=s+1
als geeignetes Abweichungsmafl. Aus den unteren Darstellungen geht hervor,
daB mit dem fiir jedes ), ) betrachteten Intervall [\", exp(14)] der relevante
Bereich abgedeckt ist. In allen Testsituationen wird fiir log(A j’@) > 6 das Mo-
dell mit globalen Gewichten fiir die Kovariable(n) j geschétzt, so dafi der Be-
reich, in dem die penalisierte Schitzung im NPOM noch zu kategorienspezifi-
schen Effekten fiir j fiihrt, jeweils durch das Intervall | ;.‘,‘Q")“, exp(6)] bestimmt
ist. Auch wenn die zu LR, und W, gehdrigen significance traces in diesen In-
tervallen eine gewisse Variation aufweisen, so bleiben die Testentscheidungen
beziiglich globaler oder kategorienspezifischer Modellierung von j davon letzt-
lich unberiihrt.

Basierend auf den significance traces kann die Priadiktorspezifikation
Nir = Yor TGH; Yoy +BP;-ygp+SM;- Ysmy T DD;- Yopsr T DDQ;- YDDQ,r >

mit globalen Gewichten fiir glykosyliertes Himoglobin und den diastolischen
Blutdruck als hinreichend komplex angesehen werden. In Tabelle 6.3 sind die
geschitzten Kovariableneffekte und Standardabweichungen fiir obiges Modell
aufgelistet. Die kategorienspezifischen Parameterschitzungen der Einfluigro-
e Diabetesdauer (linear und quadratisch) wurden dabei penalisiert mit Glit-

tungsparametern

)‘DD,{GH,BP} = )‘DDQ,{GH,BP} = )‘IBIDH,{GH,BP} = )‘ISIDHQ,{GH,BP} =1

Ohne diese Penalisierungen scheitert das Schéitzen des PPOM({GH, BP}) an
den bekannten numerischen Schwierigkeiten. Zur Schiatzung der Standardab-

weichungen wurde die Approximationsformel (5.23) benutzt.

Tests zur Signifikanz der Kovariableneffekte kénnen unter Verwendung geeig-
net adaptierter Versionen der penalisierten Test—Statistiken aus Abschnitt 6.3
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Effekt Standard- p-Werte
abweichung LR, w, Sp

Yo1 6.031 0.523

Yo2 7.642 0.587

You -3.685 0.605 0.000 0.000 0.000
YBP -2.932 0.627 0.000 0.000 0.000
Vsm -0.409 0.207 0.048 0.049 0.049
Ysn2 0.059 0.244 0.810 0.809 0.817
YpD1 -11.263 1.656 0.000 0.000 0.000
Y2 -11.880 1.701 0.000 0.000 0.000
YpDQ A 8.265 1.837 0.000 0.000 0.000
YDDQ2 7.319 1.822 0.000 0.000 0.001

TABELLE 6.3: Geschitzte Kovariableneftekte und Standardabweichungen im
Modell PPOM({GH,BP}). Spalten rechts: p—Werte der penalisierten Test—
Statistiken LR, W, und s, fiir Tests auf Signifikanz der Effekte.

durchgefiihrt werden. Als wesentlichste Modifikation sind Null- und Alterna-
tivhypothese neu zu formulieren. Im vollen Modell werden alle zur Verfiigung
stehenden Kovariablen beriicksichtigt. Ob deren Parameter global oder kate-
gorienspezifisch sind, ist in einem vorgeschalteten Schritt zu testen. Als Sub-
modelle kommen all jene Konstellationen in Frage, die aus dem Nichtberiick-
sichtigen einzelner Kovariableneffekte resultieren. Die Présenz kategorienspe-
zifischer Gewichte im Null- und/oder Alternativ-Modell erfordert unter Um-
stdnden eine penalisierte Schitzung. Geeignete Adaptionen der definierenden
Grofien erlauben dann die Anwendung der Test—Statistiken LR,, W, und s,,.

Tabelle 6.3 zeigt die Ergebnisse fiir die Retinopathie-Daten. Ausgehend vom
PPOM({GH, BP}) als vollem Modell wurden alle méglichen Submodelle ge-
fittet und adaptierte Versionen von LR, W, sowie s, berechnet. Die Kalkula-
tion der zugehorigen p—Werte erfolgte auf der Basis von Monte Carlo Simula-
tionen mit M =5000 Ziehungen. Der Raucherstatus zeigt fiir alle Tests einen
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signifikant negativen Effekt in der ersten Kategorie, woraus sich schluf}folgern
148t, dafl Raucher ein hoheres Risiko tragen, mindestens nonproliferative Re-
tinopathie auszubilden. Auf eine Entwicklung fortgeschrittener Retinopathie
hat der Raucherstatus hingegen keinen signifikanten Einfluf}. Fiir die iibrigen
Variablen weisen die p—Werte auf hoch signifikante (globale bzw. kategorien-
spezifische) Effekte hin.

Obige Ergebnisse bestétigen damit die von Bender & Grouven (1998) getrof-
fenen Aussagen: Der nicht-signifikante Effekt des Raucherstatus im POM ist
ein aus der filschlichen Annahme proportionaler Chancen resultierendes Ar-
tefakt. Wird der Raucherstatus (in korrekter Weise) kategorienspezifisch mo-

delliert, sind dessen Effekte in zumindest einer Kategorie signifikant.

6.5 Restringierte Modelle

Die Identifikation globaler Effekte ist insbesondere im Hinblick auf eine para-
meterdkonomische Modellierung erstrebenswert. Proportionale Chancen stel-
len jedoch in vielen Situationen eine zu rigide Einschrdnkung dar. In der Li-
teratur finden sich zahlreiche alternative Wege, Kovariableneffekte im Sinne
einer Modellvereinfachung zu restringieren, ohne deren kategorienspezifischen
Charakter dabei vollig aufgeben zu miissen. Peterson & Harrell (1990) analy-

sieren kumulative Logit-Modelle mit der Priadiktorspezifikation

Nir = Yor + TiY + Z%’ﬂjéjra (6.14)
jeg
fiir vordefinierte Skalare 9,
zuséitzlichen Nebenbedingungen v;, = v; +%; - 0,,, J € G, 148t sich (6.14) in
bekannter Form auch als Partial Proportional Odds Modell

j€G,r=1,...,q. Unter Beriicksichtigung der

T = Yor + TigYe T TigVg,
formulieren. Mit der Restringierung der kategorienspezifischen Parameter -,
reduzieren sich die fiir jede Kovariable z;, j € G, zu schitzenden Effekte auf
die beiden unbekannten Gewichte 7; und 7;. Die daraus resultierende Modell-
vereinfachung wird jedoch auf Kosten einer héufig eher willkiirlichen Annah-

me der Konstanten ¢,,, r =1,...,¢, erzielt.
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Im Kontext penalisierter Schitzungen 1i3t sich jedwede Willkiir bei der Wahl
der Skalare 4, durch eine rein datenadaptive Form der Festlegung umgehen.
Vereinfachend werde dazu das NPOM mit der Priadiktorspezifikation

p
Nir = Yor + inerjr = (e;,qa e;",q & IB;) :Ba IB = (76; 7{]3,1> e a7;3,q)l

j=1
betrachtet. Statt den Zusammenhang v;, = 7, +7; - d,, mit fixen Konstanten
d;, anzunehmen, wird eine Reduktion der Parameterzahl durch stark penali-
siertes Schétzen mit verschiedenen Differenzenordnungen erreicht. Der schon
fiir P—Splines abgeleitete Zusammenhang zwischen starker Penalisierung und
polynomialen Schitzungen bildet hierbei das zugrunde liegende Konzept. Er-

folgt die Schitzung unter Verwendung eines Differenzenpenalties d-ter Ord-

nung
P q—d
Py=> XNg Y (Ay,)?% 1<d<q-—1, (6.15)
j=1 r=1
so sind die geschéitzten Parameter y;,, 7 =1,..., g, fir A g — 00 und festes

j € P=A{1,...,p} durch ein Polynom vom Grad d —1 in r bestimmt. Wihlt
man beispielsweise d = 2, liegen die zu z; gehdrigen Gewichte auf einer Gera-
den, d.h. 4,, = o+ ,r. Die effektive Anzahl gefitteter Parameter reduziert
sich damit auf zwei: Intercept o, und Anstieg o;. Im Ansatz von Peterson &
Harrell (1990) entspricht dies der Wahl von §;, =7, r=1,...,q.

Zum Nachweis der Beziehung zwischen starker Penalisierung und polynomia-
ler Struktur in den entsprechenden Parameterschitzungen wird das eindeutig
bestimmte Polynom p € P,_; betrachtet, das an den Stiitzstellen 1,..., ¢ die
Stiitzwerte 9, . ..,7,, annimmt: p(r) =4,,, r =1,...,¢. Laut dem Ansatz

von Newton hat das Interpolationspolynom p die Gestalt
]5(37) - d]o + &jl-(‘r_l) + PR + &Lq_l'(iL‘—l)-...-(iL‘—q—l—l),

mit Koeffizienten &, die unter Verwendung von (2.4) darstellbar sind als

js?
G, = [(s+1)...1]p = (s) - A°B(1) = (s1) 'A%, s=0,...,¢— 1.
Fiir penalisiertes Schétzen mit (6.15) und A; j— oo, j € P, gilt A%, — 0,
r=1,...,q9—d, und damit A*y,; — 0 fiir s > d, d.h. p reduziert sich auf

pE) =a; +tay-(@—-1)+...+a, - (x-1)-...-(z—-d+1),
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bzw. nach Ausmultiplizieren und Rearrangieren der Koeffizienten

pla) = ajg + a0 + -2’ + .+ aj,d,l-:vd_l.
Mit der geforderten Interpolationseigenschaft folgt daraus

fiir r =1,...,q und damit die Behauptung.

Die mit starker Penalisierung gegebene Reduktion der effektiven Parameter-
anzahl je Kovariable von ¢ auf d ist unabhingig von der konkreten Datenlage
fiir jede Differenzenordnung d € {1,...,¢—1} moglich. Die Wahl von d sollte
jedoch nicht willkiirlich, sondern datenadaptiv iiber ein geeignetes Kriterium
(z.B. AIC) erfolgen. Liefert dieses Kriterium fiir die Ordnung d einen unend-
lichen Betrag als optimale Penalisierungsstéirke der Gewichte von z;, kdnnen
die Parameter v;,, 7 = 1,..., ¢, durch ein Polynom vom Grad d — 1 in r be-
schrieben werden, und es ist legitim, das NPOM unter Beachtung einer ent-
sprechenden Nebenbedingung zu fitten.

6.5.1 Beispiel: Ubelkeit bei Chemotherapie

Ein einfaches Beispiel, welches auch von Peterson & Harrell (1990) analysiert
wird, basiert auf einem Datensatz aus Farewell (1982). Farewell (1982) unter-
sucht den Einflufl des Medikamentes Cisplatin auf den Grad des Empfindens
von Ubelkeit bei Chemotherapie-Patienten. Tabelle 6.4 zeigt die Daten.

Ubelkeitsempfinden Total
Kein Stark
1 2 3 4 5 6
Ohne Cisplatin 43 39 13 22 15 29 161
Mit Cisplatin 7 7 3 12 15 14 58

TABELLE 6.4: Daten zum Empfinden von Ubelkeit bei Chemotherapie.

Farewell (1982) verwirft die Annahme globaler Effekte fiir die dichotome Ko-
variable. Peterson & Harrell (1990) fitten ein Non-Proportional Odds Modell
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und vermuten, daf} lediglich fiir die letzte Dichotomisierung der Responseva-
riablen eine signifikante Abweichung von der Annahme proportionaler Chan-
cen vorliegt. Ein anschlieender Test der Hypothese 6, = ... =0, =0, d; =1

im restringierten Non-Proportional Odds Modell
niT = 707‘ + .’L'Z’}/ + xi;yéra r= 1a g = 57 (616)

bestétigt diese Vermutung. Statt einer eher willkiirlichen Festlegung von Pa-
rametern 9, . ..,d0; wird das NPOM

Mir = Yor + ZiYrs T:17"'aqa

fiir den hier propagierten Ansatz penalisiert geschéitzt mit verschiedenen Dif-
ferenzenordnungen und wachsender Penalisierungsstirke. Die Abbildung 6.7
zeigt fiir die moglichen Differenzenordnungen d € {1,2,3,4} den Verlauf des
AIC in Abhéngigkeit vom Glidttungsparameter ).

763
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ABBILDUNG 6.7: AIC des NPOM fiir variierenden Glédttungsparameter und
verschiedene Differenzenordnungen (1: gepunktet, 2: gestrichelt, 3: durchge-
zogen, 4: strich-punkt). Horizontale Linie kennzeichnet AIC des korrespon-
dierenden Proportional Odds Modells.

Fiir die Differenzenordnungen 1 und 2 weist das Akaike-Informations-Kriteri-
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um ausgeprigte Minima im gew#hlten Bereich des Glattungsparameters auf,
wihrend es fiir d € { 3,4 } mit wachsender Stiirke der Penalisierung bestindig
abnimmt. Im Extremfall \j = exp(8) sind die geschitzten Kovariableneffek-
te fiir jedes d durch ein Polynom (d — 1)-ten Grades bestimmt, doch nur fiir
d € {3,4} ist diese Penalisierungsstéirke dquivalent zur AIC-optimalen Kon-
stellation. Der fiir d = 3 und \; = exp(8) resultierende Wert des AIC ist da-
riiber hinaus minimal unter allen Paaren (d, Ay) aus Differenzenordnung und
Penalisierungsstirke. Daher scheint es sinnvoll, das NPOM unter der Neben-
bedingung 7, = a + a7 + ayr? zu fitten. Die korrespondierende Log-Likeli-
hood ist mit —371.54 geringfiigig groBer als der in Peterson & Harrell (1990)
angegebene Wert —372.19 fiir die Log-Likelihood des Modells (6.16) mit den
Konstanten 6, = ... =6, = 0 und J; = 1.

Vergleicht man die AIC-Werte fiir die Differenzenordnungen 3 und 4 im Ext-
remfall \; = exp(8), ergibt sich eine Differenz von etwa zwei Einheiten. Fiir
d = 3 sind die geschéitzten Kovariableneffekte in diesem Fall durch ein qua-
dratisches, fiir d = 4 durch ein kubisches Polynom in r bestimmt — die effek-
tiven Parameterzahlen unterscheiden sich also um eins. Die korrespondieren-
den Devianzen miissen daher nach (4.2) identisch sein. Fiir d =3 und d = 4
resultiert bei starker Penalisierung somit derselbe Fit. Das Schétzen im Non-
Proportinal Odds Modell unter der Nebenbedingung

2 3
Y = Oy + T + QT + agr

fiihrt dementsprechend auf oy = 0.



7 Semiparametrische ordinale Regression

Als Erweiterung des rein parametrischen Partial Proportional Odds Modells
aus Abschnitt 6.2 wird in diesem Kapitel die Einbeziehung nonparametrischer
Komponenten in die Modellierung von Kovariableneffekten bei ordinaler Res-
ponsestruktur betrachtet. Jede der im folgenden untersuchten Verallgemeine-
rungen des PPOM (6.8) betrifft ausschlieBlich den Préidiktor, wobei der non-
parametrischen Schitzung wiederum das Konzept penalisierter Basisfunktio-
nen zugrunde liegt. Damit behalten die Aussagen aus Abschnitt 6.2 zur Ein-
bettung ordinaler Regressionsmodelle in den Rahmen multivariater GLM’s
auch hier ihre Giiltigkeit.

Die Ausfiihrungen zu diesem Kapitel erfolgen im wesentlichen dreigeteilt. Zu-
nichst werden semiparametrische Formen des POM untersucht. Die Betrach-
tungen konzentrieren sich dabei auf eine Anwendung mit Interaktionen, deren
theoretische Behandlung Inhalt der Sektionen 3.4 bzw. 3.5 war. Ein weiterer
Abschnitt widmet sich der Analyse nonparametrischer Effekte, die spezifisch
fiir die einzelnen Kategorien sein konnen. In diesem Zusammenhang wird das
Penalisierungskonzept fiir kategorienspezifische Parameter aus Kapitel 6 vom
rein diagnostischen Tool beim Testen der Hypothese proportionaler Chancen
zum festen Bestandteil bei der Modellierung bzw. Schétzung in semiparame-
trischen PPOM’s weiterentwickelt. Das Kapitel schliefit mit einem Abschnitt
zu multiplikativ verkniipften Effekten, die eine parameterkonomische Alter-
native bei der Modellierung von kategorienspezifischen glatten Komponenten

darstellen.

7.1 Semiparametrische Erweiterungen des POM

Die strukturelle Erweiterung der restriktiven parametrischen Prédiktorform
Tir = Yor + Ty, 1=1,...,N,r=1,...,q

des Proportional Odds Modells (6.3) um flexiblere nonparametrische Effekte
kann ohne theoretischen Mehraufwand realisiert werden. Aufgrund des glo-
balen Charakters der Kovariableneffekte im POM ist zu diesem Zweck ledig-

109
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lich der lineare Einflufiterm durch die Komponenten des universellen Pradik-

tors (3.1) zu ersetzen

Nir = Yor T Mip + Mia + My + Nio-

Die B-Spline basierte Umsetzung der einzelnen Komponenten sowie die (pe-
nalisierte) Maximum-Likelihood-Schétzung der zugehorigen Basiskoeffizien-
ten waren Gegenstand von Kapitel 3 und bediirfen hier keiner erneuten Be-
trachtung. Den Schwerpunkt dieses Abschnitts bilden demzufolge auch nicht
die jeweils zugrunde liegenden Modellierungsaspekte. Der Fokus richtet sich
vielmehr auf die bis dato nur unter theoretischen Gesichtspunkten behandel-
ten Interaktionsformen (vgl. Abschnitte 3.4 und 3.5). Anhand eines konkre-
ten Anwendungsbeispiels soll deren Beriicksichtigung im ordinalen Regressi-

onsmodell demonstriert werden.

7.1.1 Beispiel: Untersuchung von Waldschaden

Im Bereich des Forstamtes Rothenbuch (Spessart, Bayern) werden seit 1983
jahrliche Waldschadensinventuren durchgefiihrt. Die hier analysierten Daten
umfassen einen Zeitraum von 19 Jahren, 1983 - 2001, in dem der prozentuale
Blattverlust (Entlaubungsgrad) ¢,,, i = 1,..., N, t =1,...,19, als jahrliche
ordinale Kenngréfle mit den moglichen Auspragungen

Gy =1: 0%, Uy = 2: <25%, U = 3: > 25% Blattverlust

an N = 75 verschiedenen Standorten visuell erfasst wurde. Einzig betrachte-
te (weil vorherrschende) Baumart ist die Buche. Untersucht werden soll der
Effekt der Kovariablen

AGE,;: Alter (in Jahren) von Baum 4 (1,...,75) im Jahr ¢ (1,...,19)

BsG,;: Beschirmungsgrad (Ausnutzung des zur Verfiigung stehenden

Lichtraumes) (in %) am Standort ¢ im Jahr ¢

auf den beobachteten Entlaubungsgrad. Dem metrischen Charakter der Ein-
fluBgréBen entsprechend wird ein nonparametrisches Proportional Odds Mo-
dell mit der Priadiktorspezifikation

Nitr = Yor + 7(3)(BSGit) + 'Y(A)(AGEit)a re {1a 2}a
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betrachtet. Da es sich bei den beobachteten Responsevariablen um Longitu-
dinaldaten handelt, ist die Unabhéngigkeitsannahme fiir die g;, fragwiirdig.
Der zeitlichen Korrelation kann jedoch durch die Beriicksichtigung der Ka-

lenderzeit ¢ auf Kovariablenseite Rechnung getragen werden

Nitr = Yor + 7(T)(t) + 7(3)(BSGz’t) + V(A)(AGEit)a re {1a2}' (7'1)

Ebenfalls vorhandene rdumliche Abhéngigkeitsbeziehungen, die sich aus na-
tiirlichen Nachbarschaften von Standorten ergeben, werden in den folgenden
Analysen nicht explizit modelliert. Untersuchungen, die diese rdumliche Kor-
relation der Daten beriicksichtigen, finden sich in Pruscha & Gottlein (2002)
bzw. Fahrmeir & Lang (2001) und Fahrmeir, Kneib & Lang (2003) im Kon-

text bayesianischer Modellierung.
Fiir die Generierung von Interaktionen werden die metrische Kovariable
AGE, g3: Alter (in Jahren) von Baum i (1,...,75) im Jahr 1983

und deren Dummy-Kodierung

1,83 0’ sonst ,83 07 sonst

eingefiithrt. Durch alternatives Modellieren des Alterseffekts in (7.1) ergeben

sich daraus ein Modell mit variierenden Koeffizienten
1 2
Thar = Yor + Yoo () + Vi (BSGi) + 0 (1) - AGE(y + 0, ()-AGES; (7.2)
und ein Modell mit einem Oberflicheneffekt

Nitr = Yor + rY(T)(t) + 7(3)(B5Git) + rY(A,T) (AGEz’,83at)a (7'3)

deren nonparametrische Komponenten iiber die P-Spline Ansétze aus Kapi-

tel 3 im Rahmen multivariater GLM’s geschéitzt wurden.

Die Approximation der Haupteffekte in (7.2) erfolgte unter Verwendung von
B-Splines dritten Grades. Fiir die variierenden Koeffizienten der dichotomen
Altersvariablen wurden B-Splines vom Grad zwei herangezogen. Differenzen-
penalties der Ordnung d = 2 beschrénkten die Variation der zugehorigen Ba-
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siskoeffizienten. Die Optimierung der korrespondierenden Gléttungsparame-
ter erfolgte auf Basis des BIC und unter Zuhilfenahme des genetischen Algo-
rithmus aus Abschnitt 4.2. Abbildung 7.1 zeigt die resultierenden Schitzun-

gen zusammen mit den approximativen Konfidenzbéndern (5.24) (o = 0.05).

Der geschitzte Haupteffekt der Kalenderzeit ¢ — interpretierbar als zeitlicher
Effekt fiir Biume aus der Altersreferenzkategorie (in 1983 élter als 120 Jah-
re) — weist einen ausgeprigt nicht-linearen Verlauf auf. Einer deutlichen Zu-
standsverschlechterung der alten Biume bis ins Jahr 1987 folgte eine knapp
vierjahrige Erholungsphase, nach der dann eine wieder zunehmende Entlau-
bung zu verzeichnen war. Seit etwa 1996 deutet sich fiir Biume der Alters-
referenzkategorie eine leichte Regeneration des Blattbewuchses an. Deutlich
nicht-linear verlduft auch der geschétzte Effekt des Beschirmungsgrades. Bis
zu einem Wert von ca. 55% wéchst die Wahrscheinlichkeit, mehr als ein Vier-
tel der Blitter zu verlieren, mit zunehmendem Beschirmungsgrad. Uber die-
sen Wert hinausgehende Blattdichten kénnen hingegen als Indikator fiir eine
geringere Entlaubung betrachtet werden. Die beiden mittleren Darstellungen
in Abbildung 7.1 zeigen die Schitzungen der (zeit-)variierenden Koeffizien-
ten. Informativer sind jedoch die zusétzlich angegebenen zeitlichen Effekte
der zwei modellierten Alterskategorien, die aus der Summation von zugehd-
rigem variierenden Koeffizienten und Haupteffekt der Kalenderzeit hervorge-
hen. Die Interpretation der unteren Darstellungen fiithrt zu gleichlautenden
Aussagen wie fiir alte Bdume. Die sich ab 1996 abzeichnende Erholung ist
fiir Baume mittleren Alters jedoch deutlicher ausgeprigt, wohingegen junge

Béume seit 1992 eine kontinuierliche Zustandsverschlechterung aufweisen.

Die Haupteffekte von Modell (7.3) wurden mit kubischen B-Splines approxi-
miert. Differenzenpenalties zweiter Ordnung beschrinkten die Variation der
zugehorigen Basiskoeffizienten. Fiir die Modellierung des Oberflicheneffekts
kamen 140 (14 x 10) zweidimensionale B-Splines vierten Grades zur Anwen-
dung. Ein Zeilen- und ein Spaltenpenalty erster Ordnung dienten zur Vari-
ationskontrolle der entsprechenden Basiskoeffizienten. BIC—optimierte Glat-
tungsparameter wurden unter Verwendung des genetischen Algorithmus aus
Kapitel 4 gewonnen. Abbildung 7.2 zeigt die korrespondierenden Schitzun-
gen. Fiir den Beschirmungsgrad ergibt sich ein &hnliches Bild wie in Modell
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ABBILDUNG 7.1: Oben: Geschitzte Haupteffekte der Kalenderzeit und des
Beschirmungsgrades im Proportional Odds Modell (7.2). Mitte: Variierende
Koeffizienten fiir junge Baume (links) und Baume mittleren Alters (rechts).
Unten: Kalenderzeiteftekte fiir junge Baume (links) sowie Biume mittleren
Alters (rechts). Approximative Konfidenzbdnder nach (5.24) sind als gestri-
chelte Linien dargestellt.
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(7.2). Die interpretatorischen Aussagen konnen daher iibernommen werden.
Zeitliche Effekte fiir Bdume eines bestimmten Alters resultieren als Summe
aus zugehoriger Schnittfunktion des Oberflicheneffekts parallel zur Zeitach-
se und Haupteffekt der Kalenderzeit. Die Schnittfunktionen parallel zur Al-

tersachse lassen sich als jahresspezifische Alterseffekte interpretieren.
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ABBILDUNG 7.2: Oben: Geschétzte Haupteffekte der Kalenderzeit und des
Beschirmungsgrades im Modell (7.3). Approximative Konfidenzbédnder sind
als gestrichelte Linien dargestellt. Unten: Geschétzter Interaktionseffekt des
Alters zu Beginn des Beobachtungszeitraumes (1983) und der Kalenderzeit.
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7.2 Semiparametrische Erweiterungen des PPOM

In Verallgemeinerung des PPOM(G), G € P ={1,...,p}, werden in diesem
Abschnitt die Effekte stetiger Kovariablen z;, j € & C P, in unspezifizierter
funktionaler Form modelliert. Dementsprechend modifizieren sich die Prédik-

toren (6.8) nach Partitionierung der parametrischen Terme zu

Nir = Yor T i + 1A + Nir,L t Nir,a
= Yor + DT + D) (@) + D + Y ag ), (74)
jegnD jegns jeGnD jegns

wobei in D := P\S die Indizes aller diskreten Kovariablen z;, j € P, zusam-
mengefasst sind.

Die Modellierung der nonparametrischen Komponenten in (7.4) erfolgt unter
Verwendung entsprechender B—Spline-Basen. In Anlehnung an Abschnitt 3.3

setzt man
P

P
T ]) = Z astjs(ﬂ%j) bzw. Q) (33”) = Z ajrsts(xij) (7.5)
s=1

s=1
und ermdoglicht damit die Riickfiihrung des semiparametrischen PPOM in die
Klasse multivariater GLM’s. Da dies fiir Pradiktoren mit parametrischen und
nonparametrischen Komponenten globaler bzw. kategorienspezifischer Natur

wiederholt demonstriert wurde, kann hier auf Einzelheiten verzichtet werden.

Inhaltlich neu ist hingegen die fiir semiparametrische PPOM’s mogliche Kom-
bination der verschiedenen Penalisierungskonzepte. Die Verwendung der Dar-
stellungen (7.5) zur Modellierung glatter Komponenten erfordert eine Bestra-
fung der jeweiligen Basiskoeffizienten. Dariiber hinaus ist mit der Préisenz ka-
tegorienspezifischer Parameter deren Penalisierung iiber die Responsekatego-
rien hinweg mdglich. Bei Beriicksichtigung aller denkbaren Strafterme ist die
penalisierte Log—Likelihood fiir Modell (7.4) von der Form

d 2
D9 Z S Y Z Aje,)
je{oyuéno r=1 JjEGNS s=1
P

Z{;)‘jrg(Aﬁ%mV*'; Z vQjrs } (7.6)

g

pl(n) =

Q l\Dli—‘

l\DIr—x
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Aufgrund ihres kategorienspezifischen Charakters unterliegen die Basiskoeffi-
zienten der Funktionen ) einer doppelten Penalisierung. Zur besseren Un-
terscheidung sind die Differenzenoperatoren A? daher mit einem zusétzlichen
Index versehen. Dabei bedeuten

Ala

_ Ad-1 d-1 d
= Ay a0 — Ay, und Aja

_ d—1 d—1
jrs vSirs — A'u Ojril,s — Av Ajpg-

Jrs
Der Index h kennzeichnet die sogenannte horizontale Penalisierung der Basis-
koeffizienten innerhalb einer Kategorie. Fiir r € {1,..., ¢} fest, bestimmt der

horizontale Penalty die Variation des Effekts o iiber benachbarte Knoten

j T
hinweg. Umgekehrt kennzeichnet der Index v dié)sogenannte vertikale Penali-
sierung der zu einem Knoten gehorigen Basiskoeffizienten in den Kategorien.
Der vertikale Penalty entspricht der in Kapitel 6 vorgestellten Penalisierungs-
form und bestimmt die Variation von U iiber benachbarte Kategorien hin-
weg. Abbildung 7.3 verdeutlicht nochmals das Konzept der doppelten Pena-

lisierung kategorienspezifischer Basiskoeffizienten.

Die Stirke der Penalisierung kategorienspezifischer Basiskoeffizienten wird in

horizontaler Richtung durch Glattungsparameter A, , r =1,..., ¢, in vertika-

s
ler Richtung durch Glittungsparameter d,;, s = 1, J ., P, bestimmt. Eine ka-
tegorienspezifische horizontale Penalisierung ist aufgrund kleiner Kategorien-
zahlen oft vertretbar, die fiir jeden Knoten einer Basis variable Penalisierung
der zugehorigen Basiskoeffizienten erscheint jedoch als zu komplex. Daher sei
vereinbart, dafl die vertikale Penalisierungsstérke fiir alle Knoten einer Basis

identisch ist, d.h. ¢;, =9, fiir j € GgNSunds=1,...,P.

Die verbliebenen Penalties in (7.6) betreffen die Schwellenwerte, die kategori-
enspezifischen Gewichte diskreter Kovariablen und die Basiskoeffizienten glo-
bal und unspezifiziert modellierter metrischer Einflulgrofien. Obwohl fiir die-
se Parameter nur eine Form der Penalisierung in Frage kommt, wurden auch
deren Strafterme aus Konsistenzgriinden als horizontal bzw. vertikal wirkend
gekennzeichnet. Auf Einzelheiten der Maximierung von (7.6) wird an dieser
Stelle verzichtet.

Kategorieniibergreifende Penalties dienten im Kapitel 6 ausschliefilich einer
Robustifizierung des Fisher—Scoring. Die Wahl der Glattungsparameter war
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ABBILDUNG 7.3: Veranschaulichung horizontaler und vertikaler Penalties erster Ordnung fiir kategorienspezifische Ba-
siskoeftizienten und B—Splines zweiten Grades.
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zweckgebunden, da sie sich an rein numerischen Notwendigkeiten orientierte.
Hier hingegen ist die vertikale Penalisierung kategorienspezifischer Parameter
als konzeptioneller Bestandteil der Maximum-Likelihood—Schétzung im Par-
tial Proportional Odds Modell aufzufassen. Neben den horizontalen sind ent-
sprechend auch die vertikalen Glattungsparameter in (7.6) beziiglich eines ge-

eigneten Kriteriums (z.B. AIC) zu optimieren.

7.2.1 Beispiel: Diabetische Retinopathie

In Abschnitt 6.4 wurde der Einflul verschiedener Risikofaktoren auf die Ent-
wicklung diabetischer Retinopathie untersucht. Die Analyse im rein parame-
trischen Modell bestétigte die Hypothese proportionaler Chancen fiir die Ko-
variablen glykosyliertes Himoglobin und diastolischer Blutdruck. Fiir die Ri-
sikofaktoren Raucherstatus und Diabetesdauer indizierten die Resultate hin-
gegen eine kategorienspezifische Modellierung. Darauf aufbauend werden die
Effekte der metrischen Kovariablen in diesem Abschnitt in funktionaler Form
modelliert und das semiparametrische PPOM({GH, BP}) mit der Pridiktor-
spezifikation

Nir = Yor + SM; - Ysrry + ey (GH;) + agpy(BP;) + app),(DD;),

r € {1, 2}, gefittet. Ein moglicher Effekt der quadrierten Diabetesdauer DDQ
wie im parametrischen Modell wird durch die Funktionen YU ppys T € {1,2},
ebenfalls abgedeckt. Fiir die nonparametrischen Komponenten sind vier hori-
zontale sowie ein vertikaler Gldttungsparameter zu bestimmen. Hinzu kommt
ein weiterer vertikaler Glattungsparameter fiir die kategorienspezifischen Ge-
wichte des Raucherstatus, so dafl bei Nicht-Penalisierung der Schwellenwerte
insgesamt sechs Glattungsparameter zu optimieren sind. Da ¢ = 2, kommen
fiir die vertikalen Penalties nur Differenzen erster Ordnung in Frage, die vier
horizontalen Strafterme werden mit d = 2 angesetzt. Die Basisreprésentation
der nonparametrischen Komponenten erfolgt in je 20 dquidistanten B-Splines
dritten Grades.

Zur Bestimmung der Glattungsparameter wird das Akaike-Informations-Kri-
terium herangezogen, dessen Minimierung unter Verwendung des genetischen
Algorithmus aus Kapitel 4 erfolgt. Abbildung 7.4 zeigt die maximale Fitness
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ABBILDUNG 7.4: Verlauf der maximalen Fitnessfunktion (links) und der zu-
gehdrigen, logarithmierten Glattungsparameter (horizontal: rechts, vertikal:
unten) im Datensatz zur diabetischen Retinopathie.

J by Ay Ao 5,
SM - - - 8.20
GH 0.09 - - -
BP 4645 - - -
DD - 36.97 134.54 0.76

TABELLE 7.1: AIC-optimale, horizontale und vertikale Gliattungsparameter
im Datensatz zur diabetischen Retinopathie.
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der aktuellen Population in Abhéngigkeit vom Iterationszéhler sowie die Ent-
wicklung der korrespondierenden horizontalen und vertikalen Glattungspara-
meter. Nach etwa 90 Iterationen stellt sich ein stabiler Zustand ein, der iiber
die folgenden mehr als 100 Schritte nicht wieder verlassen wird. In Tabelle 7.1

sind die diesen Zustand charakterisierenden Glattungsparameter aufgelistet.

Tabelle 7.2 zeigt die Parameterschétzungen und geschétzten Standardabwei-
chungen fiir die Schwellenwerte sowie die kategorienspezifischen Gewichte des
Raucherstatus. Geschitzte Standardabweichungen liefert auch hier der Sand-
wich—Schétzer aus Abschnitt 5.3. Wie schon im rein parametrischen Modell

weist der Raucherstatus lediglich in der ersten Kategorie einen signifikanten
Effekt auf.

rAYO'r §(/3/0r) /AYSM,T $ (rAYSM,r)
Kategorie 1 1.771 0.757 -0.399 0.206
Kategorie 2 2.748 0.760 -0.049 0.227

TABELLE 7.2: Parameterschétzungen und geschitzte Standardabweichungen
der parametrischen Effekte im Datensatz zur diabetischen Retinopathie.

In Abbildung 7.5 sind die mit den AIC-optimalen Glittungsparametern aus
Tabelle 7.1 korrespondierenden glatten Schéitzungen fiir die metrischen Kova-
riablen dargestellt. Der monoton fallende globale Effekt o pp) deutet auf eine
mit steigendem Blutdruck abnehmende Wahrscheinlichkeit hin, nicht an Re-
tinopathie zu erkranken, wohingegen die Wahrscheinlichkeit fiir fortgeschrit-
tene Retinopathie wéchst. Gleiches gilt fiir den geschétzten Effekt der Kova-
riablen G H, lediglich fiir Patienten mit mehr als 12% glykosyliertem Himo-
globin kehren sich die Aussagen um. Der Verlauf des Effekts pp)2 148t auf
ein wachsendes Risiko schlieflen, fortgeschrittene Retinopathie zu entwickeln,
je langer der Diabetes dauert. Umgekehrt sinkt die Wahrscheinlichkeit, nicht
an Retinopathie zu erkranken, mit fortdauerndem Diabetes zunéchst ab, um

etwa 25 Jahre nach Diagnose des Diabetes wieder anzusteigen.

Abbildung 7.5 zeigt dariiber hinaus fiir jeden geschétzten glatten Effekt die
gemif (5.24) kalkulierten approximativen Konfidenzbénder.
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Diastolischer Blutdruck Glykosyliertes Hamoglobin

60 70 80 90 100 6 8 10 12

ABBILDUNG 7.5: Geschétzte nonparametrische Effekte im Datensatz zur di-
abetischen Retinopathie. Oben: globale Effekte des diastolischen Blutdrucks
und des glykosylierten Himoglobin. Unten: kategorienspezifische Effekte der
Diabetesdauer. Approximative Konfidenzbdnder sind gestrichelt dargestellt.

7.3 Modelle mit multiplikativen Effekten

Modelle mit kategorienspezifischen Komponenten stellen ein duflerst flexibles
Instrument bei der Nachbildung von Einfluistrukturen dar, fiir die ein globa-
les Wirken nicht addquat erscheint. Insbesondere fiir glatte Effekte geht diese
Flexibilitdt jedoch deutlich zu Lasten einer iiberschaubaren Modellkomplexi-
tdt. Daraus resultierende numerische Probleme beim Fitten des Modells kon-
nen zwar durch entsprechend starke Penalties vermieden werden, einfache In-
terpretationen der geschétzten Effekte sind hingegen kaum noch méglich, da
eine Effektbewertung unter Beriicksichtigung der Kurven aller Responsekate-
gorien zu erfolgen hat.
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Die folgenden Ausfiihrungen behandeln einen Ansatz, der die Dimensionali-
tdt im semiparametrischen PPOM wesentlich reduziert, ohne auf die Flexibi-
litat kategorienspezifischer Modellierung ganz verzichten zu miissen. Fiir Er-
klarungszwecke werde vereinfachend ein Non—Proportional Odds Modell mit
ausschlieBlich glatten Effekten betrachtet, fiir die die iibliche Représentation

in Basisdarstellung angesetzt wird

p
Niw = Yor + Za(j),r(xij = Yor + Zzajrs jS r= 1’ --»qg- (77)
j=1

j=1 s=1

Statt einer direkten Maximum-Likelihood-Schétzung zerlegt man die kate-

gorienspezifischen Basiskoeffizienten zunéchst faktoriell in

Qjps = 0, r=1...,¢,s=1,..., P.

Fiir die nonparametrischen Effekte resultiert damit die Darstellung

.7)3 Z JTS ]5 = j?"z js ]s : ajra(j)(x)v

als Produkt aus einer globalen Funktion o, (z), die den Basiseffekt der Kova-

riablen z; représentiert und kategorienspezifischen Faktoren a;,, 7 =1,..., ¢,
die den Basiseffekt in den Responsekategorien multiplikativ modifizieren. Die
Anzahl der zur Modellierung eines Kovariableneffekts erforderlichen Parame-
ter reduziert sich damit von P-q in (7.7) auf P+ ¢ im nachstehenden Modell

mat multiplikativen Effekten

p
Mir = Yor + Zajra( = Yor + Za]rz ]s ]s ’ (78)
j=1

§=

r =1,...,q. Die penalisierte Log-Likelihood fiir Modell (7.8) hat die Gestalt

1
pB) = UB) — 5+ Py,
wobei
q—d P P—d p q—d
P,B = 50 Z (Ad70r)2 + Z )‘j Z (Az&ys)Q + Z 5] Z (Agaﬂ)Q
r=1 7j=1 s=1 7j=1 r=1
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mit B = (v, &, ..., @, 0, 00) s Yo = (Vo1 - -, Vo) und
a] == (ajl,...,ajq)l, d] - (djl,...,&jp)l, Kg) == )\J(Dg)IDICJl,

fir j =1,...,p, sowie Kéj) = 5j(Dg)’Dg, fir j=0,...,p.

Eine direkte Maximierung der penalisierten Log—Likelihood ist zwar moglich,
diese kann aber aufgrund der multiplikativen Verkniipfung einzelner Parame-
ter nicht im Kontext generalisierter linearer Modelle erfolgen. Statt einer di-
rekten Schétzprozedur wird daher ein in Tutz (2003b) vorgeschlagenes zwei-

stufiges Verfahren betrachtet:

Stufe 1: Schwellenwerte und Basiskoeffizienten

Mit ¢;; == (G} (@), - - .,GjP(xz-j))', j=1,...,p, ist (7.8) dquivalent zu
Tir = Yor + 01,€10; + ... + . Cé, T=1,...,q. (7.9)
Der volle Préadiktor n; = (n;;,...,m;,)" ist damit gegeben als

n; =% + DyyCinay + ... + D,y C &,

(7.10)

wobei D ;) = diag(a;) und C;; = 1,® ¢}y, j = 1,..., p. Fiir fixierte Parameter

Qy, ..., erhilt man daraus ein multivariates GLM 7, = Z;;3; mit der De-
signmatrix

Zyi = 1| DiyCi | .. | Dy Cypy |
und unbekanntem Parametervektor 3, = ('y{), al,. .., 64;,)'. Die korrespondie-

rende penalisierte Log—Likelihood
1 ~ ~ ~ ~
pl(By) = UB,) — 5 (YKo + oy Koy + .+ a'pKIgp)ap}

kann demnach im Rahmen generalisierter linearer Modelle maximiert werden.

Als penalisierte Score—Funktion erhilt man

N
ps(B,) = 9pl(B,)/0B, = ZZ{iDiE;I(yi —m;) — KB4,
i=1

mit D, = 0h(n,)/0n, ¥, = cov(y,) = diag(m;) — ;7 und der Penaltymatrix
K, = Diag(KéO), Klgl), e K}}’)). Die Schitzgleichungen ps(3;) = 0 werden

iterativ via Fisher-Scoring gelost
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FCHAR L F(Bﬁk))lps(ﬁik)), k=0,1,2,... (7.11)

mit der Pseudo—Fisher—Matrix
N
) = ZZ{Z DX'D;Z,; + K.

Fiir j € {1,...,p} und eine Konstante ¢ # 0 gilt gemif (7.10)

=Y+ ...+ DypCyé; + ... =7 + ... + D;C;;&5 + .

mit &; = &; +c-1p und v5 = v, — c- «;, d.h. auch hier treten die bereits in
Kapitel 3 erwahnten Identifikationsprobleme beim Modellieren mit B-Splines
auf. Einfache Abhilfe schaffen wiederum die Restriktionen

d;lp - 0 bZW &]P - _afjl_..._afj7p_1, j:]_,...,p, (7.12)
mit einhergehender Reduktion des Parametervektors 3;.
Eine entsprechende Beriicksichtigung im Design resultiert aus der Ersetzung

von ¢;; durch ¢;; = [Ip | —1p_]e;, j =1,...,p. Die ebenfalls notwendige
Modifikation der Differenzenmatrix Dg erfolgt analog zu Abschnitt 3.3.1.

Stufe 2: Kategorienspezifische Faktoren

Ausgehend von (7.9) 148t sich der volle Pridiktor auch schreiben als

M= + (i) oy + ... + (&) oy (7.13)

Fiir festgehaltene Parameter 7, &;, ..., &, erhélt man daraus ein multivari-

ates GLM n, = v, + Z,,3, mit bekanntem Offset v,, Designmatrix
Zy = [(cglal)jq | ] (chpa) }

! . .
und unbekanntem Parametervektor 3, = (a’l, ey a’p) . Die korrespondieren-

de penalisierte Log—Likelihood

pl(By) = 1(B,) — {a1 1)al ..+ a;Kép)ap}

kann demnach im Rahmen generahswrter linearer Modelle maximiert werden.

Als penalisierte Score-Funktion erhilt man
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N
ps(B,) = 0pl(B,)/0B, = Z Zéz’DiZz’_I('yi —m;) — K,0,,
1=1

mit D, = 0h(n,;)/0n, ¥, = cov(y;) = diag(w,) — 7,7} und der Penaltymatrix
K, = Diag(Kél), o K(Sp)). Das Losen der Schitzgleichungen ps(3,) = 0 er-

folgt wiederum iterativ via Fisher—Scoring
~ (k+1

Y= Bl 4 F([’Bg’“))_lps(faf)), k=0,1,2,... (7.14)

mit der Pseudo—Fisher—Matrix
N
F(B,) = ZZQZ DX D; Zy; + Ky,
i=1

Die unbekannten Parameter a, ..., e, sind dabei in jedem Iterationsschritt
eindeutig identifizierbar. Zusétzliche Restriktionen zur Ausfithrung von Stufe
2 konnen daher entfallen. Iteratives Hintereinanderschalten der Stufen 1 und
2 bis zur Konvergenz erlaubt eine Schétzung der unbekannten Parameter im
Rahmen generalisierter linearer Modelle. Nachstehendes Schema verdeutlicht

nochmals die einzelnen Schritte dieses iterativen Algorithmus:

Al

Step 1: Initialisiere B(o) = (,3(0),1,,31(0),2)1 und ¢ := 0.
Step 2: Berechne B(t 41!

Step 2.1: Berechne B(t +1),1 (entspricht Stufe 1):
Fixiere (o, ...,a;) 1= ,[Ail(t),z. Initialisiere ,@go) = B(t)’l, berechne
o (k
Folgeiterierte ,Bg +12 k=0,1,..., via (7.11) bis Konvergenz. Set-
~ ~ (k+1)
ze ,3(t+1),1 =0

Step 2.2: Berechne B(t +1),2 (entspricht Stufe 2):

Fixiere (v, &1, - - . ,@) = Bl(t+1),1- Initialisiere ,@;0) = B(t),2 und
~ (k
berechne Folgeiterierte ,6; +12 k=0,1,... via (7.14) bis Kon-

. ~ (k+1
vergenz. Setze B, 1) = ,3; o

~ 1l

Step 2.3: Setze ,B(t+1) = (,3(H1),1, ,B’(Hl)’g)l und berechne die relative An-
derung A := ||B41) = Bw|| / ||By!|- Falls A < e fiir ein £ > 0,
beende Algorithmus. Andernfalls setze ¢ := ¢+ 1 und wiederhole
Step 2.
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Konvergenz des beschriebenen Algorithmus, d.h. das Erreichen des Abbruch-
kriteriums in Step 2.3, setzt insbesondere die Identifizierbarkeit der Parame-

ter im Gesamtmodell voraus. Nun ist aber

_ ~ ok <%
ajrs - ajrajs - ajra/js’

~ %
ajs

ten der faktoriellen Zerlegung Konstanten multiplikativ ausgetauscht werden

W e
fir o, = c-

i = @;,/c und ein ¢ # 0, so daf§ zwischen den Komponen-

konnen. Das damit erwachsende Identifikationsproblem wird auch durch die
Restriktionen (7.12) nicht verhindert, da ebenso d;llp =0,7=1,...,p, gilt.
Fiir die kategorienspezifischen Faktoren sind somit zwar keine Restriktionen
zur Schétzung in Stufe 2 erforderlich, sehr wohl aber zur Gewéhrleistung der
Identifizierbarkeit im Gesamtmodell. Da Restriktionen des Typs (7.12) nicht

den gewiinschten Effekt erzielen, betrachtet man alternativ

oy =1, j=1,...,p. (7.15)

71

Fiir die damit notwendigen Modifikationen in Stufe 2 definiere die reduzierten
Vektoren a;_:= (ajq, ..., ;) j=1,...,p,und By_:= (a_, ..., )" Mit

diesen Deklarationen 148t sich (7.13) auch schreiben als
p ~
M = Yo T Zc;jij “eig t 2By,
j=1

mit bekanntem Offset v, + ), ¢};&; - €; , und modifizierter Designmatrix

ZZi = [(cglal)iq—l | e | (c;pdp)lq—l]a

wobei I~q_1 = [Oq_1 1, ]I. Zur Beriicksichtigung der Restriktionen im Pe-

nalty betrachte hier nur den Fall erster Differenzen

1 oo — 1
1 1 2 _
anj_Dql-]_[f .]_
(8 3 Dq_laj_

fiir f); =€y, ] (D;fl)’]l. Damit ist

!

€ 10 1] b

1
Dq_laj_

o KPa; = 6;04(Dg) Dye; = 0;(a; (D) — €4 1) (Dye;- — ey 1)
= §;0_(Dg)'Dgey; — 28;€, , \Dyo; + 5,5 e,

— o KU _ !
= aj_qu Q;_ 2(5jel,q_1aj_ + 5]-,
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wobei f((gj) =0, (D;)'D(}, j=1,...,p. Als penalisierte Log—Likelihood erhilt

man

pl(By.) = UBs) {IBQ_K By —2-(60 e1,q—1),/32_ + 5111,},

mit K, = Diag K ), . .,f((p) sowie § = (6,...,0 ). Differenzieren liefert
2 q q 1 D

die penalisierte Score-Funktion

ps(Bs-) = Opl(By_)/0B;_ ZZQZ (Y, —m) — KQﬂQ— +o®e .
Das Fisher-Scoring zum Losen von ps(3,_) = 0 hat die Form
o (h+1)

- (k) ~ (k)
:82 132 +F<162 ) (ﬁZ—)akZOalaQa“'
mit der Pseudo—Fisher—Matrix

N
) = Zzéz DS D} Zy; + K,

Aus den Restriktionen (7.15) resultiert als Modifikation fiir Stufe 1 lediglich
die Ersetzung von a; durch (1,;_)', j =1,...,p.

7.3.1 Simulation

Zur Demonstration des vorgestellten zweistufigen Schéitzverfahrens wird ein
kumulatives Logit-Modell mit den Pradiktoren

na = —1.5 + 1.0-sin(z;)
ne = —0.8 + 0.7-sin(x;)
ms = —04 + 0.4-sin(z;)
ma = 02 + 0.1-sin(x;)

und Beobachtungen z;, i = 1,...,200, aus dem Intervall [0, 27| betrachtet.
Die gewihlte Spezifikation reprisentiert exemplarisch den Fall nur einer Ko-
variablen in der Modellklasse (7.8). Als Basiseffekt der EinfluigroBe wird die
Sinusfunktion zugrunde gelegt, deren Amplitude durch abnehmende katego-
rienspezifische Faktoren mehr und mehr geddmpft wird. Wie der linken Dar-
stellung in Abbildung 7.6 zu entnehmen ist, geniigen die Pridiktoren im In-

tervall [0, 27] der erforderlichen Ordnungsrelation 7;; < ... < 7,
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Fiir die Simulation wurden 100 Stichproben, bestehend aus jeweils 200 un-
abhingigen, multinomialverteilten Zufallsgrofien gezogen, deren Auftretens-
wahrscheinlichkeiten via (6.5) aus der angesetzten Pridiktorspezifikation re-
sultieren. Zu jeder der so generierten 100 Responsesituationen wurde Modell
(7.8) fiir j = 1 sowie x;; :=z;, 2 = 1,...,200, unter Verwendung des vorge-
stellten zweistufigen Verfahrens geschétzt. Die Optimierung der beiden invol-
vierten Glattungsparameter A\; und ¢, erfolgte jeweils iiber den genetischen
Algorithmus aus Kapitel 4. Auf die Penalisierung der Schwellenwerte wurde
verzichtet (d, = 0).

In Tabelle 7.3 sind die Mittelwerte und empirischen Standardabweichungen
der 100 AIC-optimalen Schéitzungen fiir die Schwellenwerte und kategorien-
spezifischen Faktoren aufgelistet. Alle wahren Modellparameter liegen inner-
halb der einfachen Schwankungsintervalle x + s. Die gréfiere Verzerrung der
geschéitzten kategorienspezifischen Faktoren ist auf deren vertikale Penalisie-

rung zuriickzufiihren.

Yor s(Yor) Oy, s(dy,)
Kategorie 1 -1.516 0.211 1.000 0.000
Kategorie 2 -0.800 0.167 0.763 0.151
Kategorie 3 -0.388 0.148 0.492 0.172
Kategorie 4 0.223 0.141 0.255 0.213

TABELLE 7.3: Gemittelte Schiatzungen der Schwellenwerte und der katego-
rienspezifischen Faktoren zusammen mit den zugehdrigen empirischen Stan-
dardabweichungen.

In Abbildung 7.6 sind der Mittelwert der 100 AIC-optimalen Schéitzungen
fiir den Basiseffekt der Kovariablen sowie die zugrunde liegende Sinusfunk-
tion dargestellt. Dariiber hinaus zeigt die Abbildung die aus den optimalen

Effektschdtzungen bestimmten, punktweise definierten, empirischen 5% und
95% Quantilbander.

Aus der rechten Darstellung ist ersichtlich, dal der mittlere, geschitzte Ba-
siseffekt den wahren Zusammenhang weitgehend formgetreu nachbildet. Ab-
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ABBILDUNG 7.6: Links: Zugrunde liegende Pradiktorspezifikation in den Ka-
) und mittlerer geschéitzter (— — —) Basisef-

tegorien. Rechts: Wahrer (
fekt der Kovariablen. Grau unterlegte Fldche kennzeichnet Bereich zwischen
punktweisen empirischen 5% und 95% Quantilen.

weichungen sind nur fiir grofle Kovariablenwerte zu beobachten. Ungeachtet
dieser Verzerrungen ist die zugrunde liegende Sinusfunktion in dem von den

empirischen Quantilbindern begrenzten Bereich enthalten.
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Zusammenfassung und Ausblick

Semiparametrische Regressionsmodelle erweisen sich in Situationen, in denen
die Kovariablenmenge neben diskreten auch stetige Merkmale umfasst als fle-
xibles Instrumentarium bei der Analyse komplexer Abhéngigkeitsstrukturen.
Wihrend diese Modelle im univariaten Fall einer — durch zahlreiche Publikati-
onen belegten — erschopfenden Betrachtung unterzogen wurden, existieren bis
dato nur wenige Arbeiten, die kategoriale Responsevariablen fokussieren. In
der vorliegenden Dissertationsschrift wurden bewihrte parametrische Regres-
sionsmodelle fiir kategorial-nominale und —ordinale abhéngige Variablen um

verschiedene nonparametrische Komponenten ergénzt.

Konzeptionelle Grundlage fiir die Modellierung dieser Komponenten bildete
die Approximierbarkeit hinreichend glatter, funktionaler Kovariableneffekte
durch sogenannte Polynom—Splines. Die Existenz von Basisrepréisentationen
dieser stiickweise polynomialen Funktionen gewéhrleistete eine Riickfiihrbar-
keit des Pradiktors auf rein parametrische Strukturen und ermoglichte damit
die Einbettung der betrachteten semiparametrischen Ansétze in den bekann-
ten Rahmen (multivariater) generalisierter linearer Modelle. Die Schitzung
der nonparametrischen Modellkomponenten erfolgt simultan und unter Ver-
meidung iterativer Backfitting-Schritte. Regulierende Mechanismen in Form
diskreter Strafterme dienten der Variationskontrolle in den korrespondieren-
den Schétzungen und fiihrten zu penalisierten Maximum-Likelihood-Proze-

duren bei der Bestimmung der unbekannten Modellparameter.

Theoretische Betrachtungen im Kapitel 2 qualifizierten B-Splines und Diffe-
renzenpenalties als die ideale Paarung aus Basisdarstellung eines Polynom-
Splines und diskretem Strafterm. Eine Diskussion von Einsatzmoglichkeiten
dieser als P-Splines bezeichneten Kombination (Eilers & Marx, 1996) bei der
Beriicksichtigung nonparametrischer Komponenten erbrachte neben grundle-
genden Modellierungsaspekten einen Losungsansatz fiir auftretende Identifi-
kations— und Singularitétsprobleme. Uber die Behandlung von Haupteffekten
hinaus, wurden Kovariableninteraktionen einer detaillierten Betrachtung un-

terzogen.

Unter Verwendung des propagierten P-Spline Ansatzes gelang eine Erweite-
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rung des multinomialen Logit—Modells fiir nominalen Response auf semipa-
rametrische Strukturen. Dabei wurde explizit zwischen globalen Einflufigro-
en und kategorienspezifischen Charakteristiken, deren Werte individuenspe-
zifisch und charakteristisch fiir die einzelnen Responsekategorien sind, unter-
schieden. Die zugrunde liegende Pradiktorstruktur ist insoweit als allgemein-
giiltig zu bezeichnen, als das Kovariablen beider Typen linear als auch unspe-
zifiziert funktional ins Modell eingehen kénnen. In einer Analyse zu den Auf-
tretensformen von Sichelzellenan&mie und in einer Simulationsstudie konnten
die Stiarken des P-Spline Ansatzes bei der flexiblen Modellierung von Kova-

riableneffekten im multinomialen Logit-Modell demonstriert werden.

Das zweifelsohne populirste Modell im Kontext ordinaler Regression ist das
Proportional Odds Modell. Héufig stellt die Annahme ausschliefilich globaler
Kovariablengewichte jedoch eine ungerechtfertigte Vereinfachung dar, die zu
falschen Schliissen bei der Interpretation von Ergebnissen fithren kann. Gén-
gige iterative Schitzverfahren, wie das Fisher-Scoring, schlagen fiir das an-
gemessenere Partial Proportional Odds Modell hingegen oft fehl. Durch den
Ubergang zur penalisierten Log-Likelihood, die eine kategorieniibergreifende
Parameterbestrafung durch Differenzenpenalties erster Ordnung einschliefit,
konnten numerische Schwierigkeiten bei der Schitzung nicht-globaler Effekte
weitgehend umgangen werden. In numerisch kritischen Fallen wiesen die pe-
nalisierten Schétzungen geringere Verlustfunktionen als die korrespondieren-
den Schétzungen im Proportional Odds Modell auf. Neben einer verbesserten
Schitzgiite ermdglichte das Penalisierungsprinzip die Betrachtung von Test-
statistiken, die eine Verfiigbarkeit kategorienspezifischer Parameterschétzun-
gen explizit voraussetzen. Die qualitative Bewertung von Tests auf das Vor-
liegen identischer Chancenverhéltnisse erbrachte im Non-Proportional Odds
Modell anndhernd deckungsgleiche Giitefunktionen fiir den klassischen (un-
penalisierten) Score-Test und die penalisierten Formen des Likelihood-Quo-
tienten- und des Wald-Tests. Anhand von Daten zur diabetischen Retinopa-
thie wurde das Verhalten penalisierter Teststatistiken bei der Identifizierung
proportionaler Chancen untersucht. Die analysierten significance traces lies-
sen nur geringe Abhéngigkeiten der geschiitzten p—Werte von der gewihlten
Penalisierungsstarke erkennen. Damit hatte die konkrete Belegung der Glét-
tungsparameter keinen Einfluf} auf die Testentscheidung und konnte sich an
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rein numerischen Notwendigkeiten orientieren. Inwieweit dieser Aussage All-
gemeingiiltigkeit zukommt, wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht

geklart.

Die mit der Penalisierung kategorienspezifischer Gewichte auferlegte Variati-
onskontrolle 148t sich als Umsetzung kategorieniibergreifender Glattheitsan-
forderungen interpretieren. Starke Differenzenpenalties erzwingen polynomi-
ale Abhéngigkeiten, deren Grad von der zugrunde liegenden Differenzenord-
nung bestimmt wird. Darauf basierend wurde gezeigt, dal vereinfachte kate-
gorienspezifische Ansétze aus Situationen resultieren, in denen eine Optimie-
rung des Akaike—Informations—Kriteriums (AIC) zu maximalen Glattungspa-

rametern fiihrt.

In einem weiteren Schritt wurde die Penalisierung iiber Responsekategorien
hinweg als fester Bestandteil der Schitzung in ordinalen Modellen mit kate-
gorienspezifischen Effekten integriert. Der in diesem Zusammenhang geprig-
te Begriff der vertikalen Penalisierung diente der Abgrenzung zur (horizon-
talen) Bestrafung von Basiskoeffizienten im Kontext nonparametrischer Mo-
dellierung. Glattungsparameter vertikaler Penalties wurden nicht mehr unter
ausschliellich stabilitdtsfordernden Gesichtspunkten festgelegt, sondern auf
Basis eines geeigneten Kriteriums optimiert. Die Kombination von horizon-
taler und vertikaler Penalisierung im Datenbeispiel zur Retinopathie lieferte
ein semiparametrisches Modell mit kategorienspezifischen Effekten, die iiber

die Responsekategorien glatt variieren.

Globale funktionale Effekte, die in den Responsekategorien multiplikativ mo-
difiziert werden, stellen eine parameter6konomische Alternative zur kategori-
enspezifischen Spline-Approximation nonparametrischer Komponenten dar.
Fiir kumulative Modelle mit multiplikativen Effektverkniipfungen wurde ein
zweistufiges Verfahren zur separaten Schitzung von globalen Basiskoeffizien-
ten und modifizierenden, kategorienspezifischen Faktoren entwickelt. In einer

Simulationsstudie konnte das Potential dieses Ansatzes verdeutlicht werden.

Die Bestimmung der Gldttungsparameter in den Anwendungen erfolgte, so-
fern nicht von numerischen Erfordernissen dominiert, stets auf der Basis ge-

eigneter Zielkriterien. Deren Optimierung wurde unter Zuhilfenahme eines
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eigens dafiir adaptierten genetischen Algorithmus vollzogen, der ein prakti-

schen Anspriichen geniigendes Auswahl- und Konvergenzverhalten zeigte.

Im Rahmen der numerischen Auswertungen sind einige Softwarekomponen-
ten entstanden, die interessierten Anwendern im Internet als Download zur
Verfiigung stehen. Ein spezieller Abschnitt im Anhang dieser Arbeit widmet

sich detaillierten Erlduterungen zur Nutzung dieser Komponenten.

Fragen der Existenz und Eindeutigkeit von Maximum-Likelihood—Schétzern
in generalisierten linearen Modellen waren Gegenstand zahlreicher Publika-
tionen der jiingeren Vergangenheit (vgl. Wedderburn, 1976 bzw. Kaufmann,
1988 fiir kategorialen Response). Ebenso ausfiihrlich untersucht wurden ver-
schiedene asymptotische Eigenschaften dieser Schitzer (s. Fahrmeir & Kauf-
mann, 1985) und korrespondierende Hypothesentests (Fahrmeir, 1987). Fiir
die penalisierte Maximum-Likelihood—Schitzung existieren bis dato nur er-
ste Ansitze zur Behandlung der genannten Problemstellungen (Wand, 1999;
Aerts, Claeskens & Wand, 2002). Die entsprechend hohe Anzahl ungeklérter
Fragen bietet ein weites Betétigungsfeld fiir zukiinftige Forschungen. Insbe-
sondere zur Signifikanzbeurteilung der vorgestellten, penalisierten Test—Sta-
tistiken wéren Erkenntnisse iiber deren (asymptotische) Verteilung von gro-
em Wert.

Als potentielle Erweiterung der universellen Prédiktorstruktur in Kapitel 3
kime die Modellierung korrelierter Daten in Betracht. In Tutz (2003a) wird
Korrelationen in ordinalen Regressionsmodellen iiber die Einbeziehung von
Random Effects Rechnung getragen. Der Modellierung stetiger Einfluigréfien
liegt der auch hier verwendete P-Spline Ansatz zugrunde. Die betrachteten
Kovariableneffekte sind jedoch ausschliefilich globaler Natur. Eine denkbare
Erweiterung des Modells um kategorienspezifische Komponenten wiirde den
Rahmen dieser Arbeit sprengen, da die Maximierung der zugehorigen pena-
lisierten marginalen Likelihood mit erheblichem Aufwand verbunden ist.

Die Glattungsparameterbestimmung anhand geeigneter Zielkriterien bildete
in allen durchgefiihrten Auswertungen den zeitintensivsten Teil. Auch wenn
sich die Optimierungszeit mit effizienteren Algorithmen verkiirzen liefle, blie-
be der Zeitaufwand im Vergleich zur eigentlichen Schitzung unverhiltnismé-
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Big hoch. Die Reformulierung penalisierter Basisfunktionsansétze als Mixed
Models (Wand, 2003; Ruppert, Wand & Carroll, 2003) sowie bayesianische
P-Splines (Lang & Brezger, 2003; Brezger & Lang, 2003) stellen alternative
Ansitze dar, die aufwendiges Optimieren durch simultanes Mitschétzen von
Glattungsparametern vermeiden. Da diese Alternativen auf der auch in der
vorliegenden Arbeit propagierten Spline—Approximation nonparametrischer
Komponenten beruhen, ldge ein Vergleich der Methoden nahe. Die Darstel-
lungen penalisierter Basisfunktionsansétze als Mixed Model wurden jedoch
nur fiir Modelle mit univariatem Response untersucht. Entsprechende Aus-
sagen fiir den hier relevanten mehrkategorialen Fall fehlen bis dato. Auf ei-
nen Vergleich mit bayesianischen P—Splines wurde aus Zeitgriinden verzich-
tet.

Der stetige Charakter einer EinfluBgréfie bildete in allen angestellten Uber-
legungen das ausschlaggebende Kriterium fiir deren nonparametrische Mo-
dellierung. Parametrische Effekte stetiger Kovariablen sind zwar iiber Poly-
nom-Splines ebenso approximierbar, wurden fiir die explizite Modellierung
jedoch als zu restriktive Annahme ausgeschlossen. Eine Rechtfertigung die-
ser Annahme liefle sich nur mit entsprechenden Tests ableiten. Crainiceanu,
Ruppert, Claeskens & Wand (2003) testen polynomiale Regressionsmodelle
gegen nonparametrische Alternativen, letztere modelliert iiber die Ridgepe-
nalisierte Truncated—Power-Basis. Die Nullhypothese polynomialer Struktu-
ren wird dabei als Bedingung an die Koeffizienten der Basisdarstellung for-
muliert. Mit den Beziehungen aus Abschnitt 2.3 liefle sich dieser Test — un-
ter Ausnutzung der damit verbundenen (numerischen) Vorteile — dquivalent
in den Koeffizienten der zugehorigen B-Spline-Basis ausdriicken. Die prakti-

sche Umsetzung dieser Idee konnte jedoch noch nicht realisiert werden.
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A Diverses

Im Anhang dieser Arbeit sind einige, im Text ausgelassene oder nur angedeu-

tete Beweise und Erlduterungen zusammengefaflt.

Bewews von Proposition 2.2. (vollstindige Induktion iiber k)

Induktionsanfang: Sei j € Z beliebig. Fiir £k = 0 ist

805t = 1) = 0 ()16 = S04 () 2,0

1=0
Induktionsvoraussetzung: Fiir j € Z beliebig und k£ > 0 gelte

A*f(z,) = lﬁoj(—n“l (7)76ers0

Induktionsbehauptung: Dann gilt auch

k+1
AP f(z)) = g(—n’”l*l (k;rl)f(zw)
Induktionsschritt: (k — k +1)
AP f(z)) = AFf(z4) — AFf(2)
k k
=3 Hl( > Zivin) — (= kH( ) f(z41)

=0 =0

gf(—l)’“*’*l(lfl) WESWE! D8t (F) - 1ley 0

=1

- S+ ) 5 5l () ()t

= P () S + G0 () )

k

= o (T e - Z S (R Vo

=1
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Beweis von Gleichung (2.11).
Eine Anwendung der Leibnizschen Regel auf die Funktion

gla,t) = (@@ —t)) =(@—1) (e =)' = (&~ 1) q_y(a,?)
liefert fiir 2z, :=t,,¢1=7,...,7+kund k=141
jH+1
[tj+l+1 . -tj]%(fﬂ; D)= Z ([tz . -tj](x - )) ) ([tj—f—l—f—l cetilg o (z, ))
= (=1) [ty Glaa(e,.) -

- [tj+l+1 - 'tj+1]QZ71(x: ), (A1)
da [t;,t;](x —.) = —1fiiri=j,...,j+ 1 und damit [¢,...t;](z —.) = 0 fiir
i > j + 2. Ferner ist mit (2.2)

[tj+l+1 . -%‘]%-1(557 ) =

1
=y 4 ([tj-i—l-i—l = -tj+1]Ql—1($a ) - [tj—l—l = -tj]Ql—1(37a ))
1 T Y
Einsetzen in (A.1) liefert die Behauptung. O

Bewetis von Proposition 2.4. (vollstindige Induktion iiber /)

Induktionsanfang: Sei j € Z beliebig. Fiir [ = 0 ist

- (2.5)
(tj+1_tj)[tj+1 tj]%(-a T) = BOj(x) = I[tj,tj+1)(33) = _(tj-i—l _tj)[tj—|—1 tj]%(xa )
Induktionsvoraussetzung: Fiir j € Z beliebig und [ > 0 gelte
[tj—|—l+1 E tj](jl(" T) = (_1)l+1 ) [tj—i—l-}-l . -tj]‘Jz(x: )
Induktionsbehauptung: Dann gilt auch
[tivivo - laa (b 2) = (1) [ty n - tlaga (2, )
Induktionsschritt: (I =1+ 1)
[tj—|—l+2 - 'tj]qH—l(" T) =
t.—x B
]7t : [tj+l+1 .. 'tj](h(', x)

tj+l+2 Y

(2.10) ljpppe — 7 .

t y [tj-i—l-i—z .. 'tj—f-l]éjl(', x) -
J

G2

':1' (_1)l+1 ) (_ [tj+l+2 . 'tj]ql+1(x’ )) = (_1)l+2 : [tj+l+2 - tj]‘ll+1(33a )

O
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Beweis von Proposition 2.7.

Es bezeichne 3 den fiir d = n + 1 und ein Ag > 0 aus (2.22) hervorgehenden

Maximum—Likelihood—Schétzer. Der korrespondierende Fit
M-1

fB(x) = Z BmBnm(x)’ (S [a’ b]’

ist ein Element des Raumes S,(€2;,) und als solches darstellbar in der zuge-
hérigen Truncated—Power-Basis. Die entsprechenden Basiskoeffizienten é(3)
und a(/3) lassen sich via (2.13) und (2.14) aus B berechnen. Da 3 und &(3),
a(B) im selben Fit resultieren, folgt die Gleichheit der Log-Likelihoods

1(B) = l(&(B), a(B))-
Ferner gilt mit (2.14), (2.16), (2.19) und A, := (n!h")* A4

M—-1

( (nlh™) lAnHBm—n—1>2

219

AgPRTH(B) = Ao (nlh™)2Pa(B A

«a
m=1

also pl(8) = pl (d(lé): a(:é))

Man betrachte jetzt den fiir oben definiertes A\, aus (2.17) resultierenden Ma-

ximum-Likelihood—Schétzer (3’ éz')' mit zugehﬁrigem Fit

n
=2 &)
r=0
Unter den angegebenen Voraussetzungen ist die Aquivalenz der Schitzansit-

ze (2.17) und (2.22) gleichbedeutend mit f5(z) = f () fiir alle z € [a, b], wo-
bei sich diese Identitdt aus

ME

z), x € [a,b]. (A.2)

mqnm
m=1

a=aB) A a=af) (A3)
folgern liefle. Wir beweisen (A.3), indem wir die Annahme
&#aB) Vv a#a) (A4)

zu einem Widerspruch fithren. Setzt man die Existenz einer eindeutigen L&-
sung von (2.17) voraus, so folgt aus (A.4)

pl(B) = pl(&(B), «(B)) < pl(&,é), (A.5)
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weil (&, &) (2.17) maximiert.

Da die Schiitzung f; in (A.2) ein Element aus S, (€,,) ist, muf eine Darstel-
lung in der zugehorigen B—Spline-Basis mit Koeffizienten ,3(84, d) existieren.
Fiir diese Darstellung resultiert derselbe Fit, und damit ist

(&, &) = z(ﬂ(a, a)). (A.6)
Obgleich die Berechnungsvorschrift fiir den Vektor 5(&, é) nicht explizit an-
gegeben wird, und damit die Gestalt seiner Komponenten unbekannt ist, sei-

ne Existenz ist nichtsdestotrotz durch die Existenz von fT gesichert.

Ausgehend von dieser Existenzaussage miissen zu ,3(34, (fv) wiederum Koeffi-
zienten
a(ﬁ(&, a)) und a(a(a, a))
existieren, die denselben Fit ergeben und sich via (2.13) und (2.14) berechnen
lassen. Da Basisdarstellungen eindeutig sind, impliziert dies die Entsprechun-
gen
a(B(a,.a))=a wd «(B&a)=a

so daf die Aussagen (2.13) und (2.14) auch in den Komponenten der Vektoren

(&,&') und B(a, &) gelten, und damit ist

M-1 M-1
)‘aPridge (d) (2é6) )\,3 Z (n'h’n dM)Q (2é4) /\ﬁ Z (An_'—lﬁm—n—l(aa d))Q
m=1 m=1

Mit (A.6) folgt pl(a, &) = pl (,@ (e, 64)) Beriicksichtigt man dies in (A.5) er-
hélt man schliefllich

pI(B) < pi(B(&.a)),
im Widerspruch dazu, dafl ,B der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir das Op-
timierungsproblem (2.22) ist. Demnach muf} (A.4) falsch sein bzw. (A.3) gel-
ten. Ein umgekehrter, vom Maximum-Likelihood—-Schétzer von (2.17) ausge-

hender Argumentationsweg liefert die Identitét
B = B(a &) (A7)
(A.3) und (A.7) implizieren jeweils die Aquivalenz von (2.17) und (2.22). O
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Bewews von Proposition 2.8. (vollstindige Induktion iiber d)

Induktionsanfang: Sei | > 1 beliebig. Fiir d = 0 ist

By (z) = By, (z) = By(x,1,) = (=h) - A} B(w,1,).

v
Fiir d = 1 ist die Richtigkeit von Proposition 2.8 durch (2.25) gegeben.

Induktionsvoraussetzung: Fiir [ > 1 beliebig und 0 < d <[ — 1 gelte

B (x) = (~h)™*- A4B,_,(z,1,)

v

Induktionsbehauptung: Dann gilt auch

Bl (@) = (=h) - AT (w,1,)

v

Induktionsschritt: (d — d+ 1)

. 9

BV (5) = 0 BY(z) 2 (=h) AYB,_,(z,t,)

v 8_37 v or
d
Prop. —_ d 0
) S0 05 () g Bl )
' k=0
d
(2.24) , , d
20yt 0 0 () (Bt~ B @)
k=0

Prop. _ —
= (_h) ¢ (_h’) b {AgBl—d—l(‘ri tl/—l—l) - AgBl—d—l(x’tu)}

= (=h)™ " ATB 4 (2,1,
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B Software

Die numerische Auswertung der Datenbeispiele sowie simtliche Simulations-
studien erfolgten unter Verwendung eigens dafiir erstellter S-Plus Routinen.
Im Sinne einer 6konomischen Einsetzbarkeit wurde dabei die folgende Modu-

larisierungsstruktur zugrunde gelegt:

e Aufbau des Designs mit B-Spline Approximation der glatten Effekte
e Kodierung der Responsebeobachtungen
e Aufbau der horizontalen/vertikalen Differenzenpenalties

e Fisher—Scoring zur Maximierung der penalisierten Log—Likelihood

Jedes dieser Module wurde als separate S—Plus Funktion implementiert, de-
ren Aufruf, Ein— und Ausgabeparameter nachstehend erldutert werden. Die
Darstellungen beschréanken sich dabei auf die Schitzung von Haupteffekten.
Interaktionsterme kénnen jedoch — wie in Abschnitt 7.1 demonstriert — mit

den gegebenen Routinen ebenfalls beriicksichtigt werden.
Im Vorfeld einer Anwendung sind die Kovariablenbeobachtungen geméifl

Data = I:XL|XL,C|XA|XA,C X£C)|X£C,EB|X1(‘\C)‘XI(‘£L}

spaltenweise in einer Datenmatrix zu gruppieren, wobei in den Teilmatrizen

X; die global und linear, X1, die kategorienspezifisch und linear,

X, die global und glatt, X4, die kategorienspezifisch und glatt

zu modellierenden globalen Kovariablen zusammengefafit werden, wéihrend
Xéc) die global und linear, X éc)c die kategorienspezifisch und linear,
Xl(f) die global und glatt, Xﬁf’)c die kategorienspezifisch und glatt

modellierten kategorienspezifischen Charakteristiken subsumieren. Fiir einen
konkreten Anwendungsfall reduziert sich die Datenmatrix auf die vorgesehe-
nen Kombinationen von Einflufigréentyp und Modellierungsform.

Fiir die getatigten Auswertungen zu den Datenséitzen der Sichelzellenanémie
(vgl. Abschnitt 5.3.2) und der Retinopathie (vgl. Abschnitte 6.4 bzw. 7.2.1)
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sind die untersuchten Kovariablen demnach wie folgt anzuordnen
(1)  Data = [Xp | X,.] = [GENDER | AGE, ESR |
(2)  Date = [X, | X, ] = [GH, BP |SM, DD, DDQ |

(3)  Data = [X,.|X,|X4.] = [SM|GH,BP|DD]

Zum Aufbau der globalen Designmatrix verwendet man die S—Funktion
Design(z,q,num,model,link,anzint,bdeg)
mit den Eingabeparametern

T Rearrangierte Datenmatrix Data

q Anzahl der modellierten Responsekategorien (g = k — 1)

num  Vektor der Linge 8, dessen Komponenten die Anzahl der pro Kom-
bination von Einflugréflentyp und Modellierungsform vorhandenen
Kovariablen angeben (Vektor mit Teilspaltenzahlen von Data)

model Modellspezifizierer mit moéglichen Belegungen 'nominal’, ’cumulati-
ve’ und ’sequential’

link Linkspezifizierer mit moglichen Belegungen ’identity’, 'minextreme’,
'probit’ und ’logit’ (Default). Fiir nominales Modell nur ’logit’ mog-
lich

anzint Vektor der Lange num(3] + num[4] + (num[7] + num[8]) /(¢ + 1), mit
dem die dquidistante Zerlegung €, (hier als Anzahl der Intervalle)
fiir jede glatt zu modellierende Kovariable festgelegt wird

bdeg  Grad der B-Splines, global fiir alle Effekte giiltig (2 = Default)

und den Ausgabeparametern

design Gemif Belegung der Eingabeparameter erstellte Designmatrix

NoB Vektor der Linge num(3]+ num[4]+ (num(7]+num[8]) /(g+1); bein-
haltet die fiir jede glatt zu modellierende Kovariable verwendete An-
zahl an B-Splines

Modelld TInterne numerische Kodierung des Modellspezifizierers

LinkId  Interne numerische Kodierung des Linkspezifizierers

Fiir die obigen Beispiele lauten die entsprechenden Funktionsaufrufe mit den
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zugrunde gelegten Belegungen fiir die Eingabeparameter

zero <- rep(0,4)
(1) out.d <- Design(Data,2,c(0,1,0,2,zero),’nom’, ,rep(20,2))
(2) out.d <- Design(Data,2,c(2,3,0,0,zero),’cum’,,NULL)

(3) out.d <- Design(Data,2,c(0,1,2,1,zero),’cum’,,rep(20,3),3)
Fiir den Aufbau der horizontalen Penalties steht die S—Funktion
HorPen(q,num,ncd,anzbf,lambda,ddeg)

mit den Eingabeparametern

q vgl. Design
num vgl. Design
ncd Anzahl Spalten der Designmatrix

anzbf  Ausgabeparameter NoB von Design

lambda Vektor der Linge num[3]+ num[4]-q+num[7]/(¢+1) +num[8]; bein-
haltet die Glattungsparameter der glatt modellierten Kovariablen

ddeg Grad der Differenzen, global fiir alle Penalties giiltig (1 = Default)

zur Verfiigung. Riickgabewert von HorPen ist die Matrix K der horizontalen
Strafterme. Die zugehorigen Funktionsaufrufe fiir die Beispiele mit nonpara-

metrischen Komponenten lauten

cols <- ncol(out.d$design)
(1) lambda <- c(5.32,10.49,11.46,0.82)
out.ph <- HorPen(2,c(0,1,0,2,zero),cols,out.d$NoB,lambda)
(3) lambda <- ¢(0.09,46.45,36.97,134.54)

out.ph <- HorPen(2,c(0,1,2,1,zero),cols,out.d$NoB,lambda,2)
Dem Aufbau vertikaler Penalties dient die S—Funktion
VerPen(q,num,ncd,anzbf,lambda,ddeg)

mit den Eingabeparametern
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q vgl. Design
num vgl. Design

ned vgl. HorPen

anzbf  vgl. HorPen
lambda  Vektor der Liange 1+ num[2]+ num[4]; beinhaltet die Glidttungspara-
meter der Schwellenwerte und der kategorienspezifisch modellierten

Kovariablen
ddeg vgl. HorPen

Riickgabewert von VerPen ist die Matrix K der vertikalen Penalties. Fiir die

Beispiele mit vertikaler Bestrafung der kategorienspezifischen Parameter lau-

ten die entsprechenden Funktionsaufrufe

(2) lambda <- ¢(0,0,1,1)

out.pv <- VerPen(2,c(2,3,0,0,zero),cols,out.d$NoB,lambda)

(3) lambda <- ¢(0,8.2,0.76)

out.pv <- VerPen(2,c(0,1,2,1,zero),cols,out.d$NoB,lambda)

Die eigentliche Maximum-Likelihood-Schétzung der unbekannten Parameter

wird iiber die S—Funktion

CatReg(q,nrz,ncd, model.int,link.int,design, resp, pen,init, iter.maz, eps, gm)

realisiert, deren Eingabeparameter als

q
nre

ned
model.int
link.int
design
resp

pen

it

iter.max

vgl. Design

Anzahl der Beobachtungen (Anzahl der Zeilen von Data)
Anzahl Spalten der Designmatrix

Ausgabeparameter Modelld von Design
Ausgabeparameter LinkId von Design
Ausgabeparameter design von Design

Dummy-kodierter Response

Summe aus horizontaler und vertikaler Penaltymatrix

Vektor der Lange ncd; beinhaltet Initialisierungswerte des Parame-
tervektors B

Maximale Anzahl von Fisher—Scoring Iterationen (30 = Default)
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eps Fisher-Scoring stoppt, wenn relative Anderung zwischen Folge-Iterierten
kleiner ist als eps (0.001 = Default) oder nach iter.maxz Schritten
gm  Faktor v vor Spur der Hatmatrix im Zielkriterium zur Optimierung der

Glattungsparameter (2 = Default)
gegeben sind. Als Ausgabeparameter werden die Gréfien

konv Logischer Indikator; falls konv==T, ist Fisher-Scoring nach hichstens

iter.maz Schritten konvergiert

nv Logischer Indikator; falls inv==T, war (Pseudo-)Fisher-Matrix F in
jeder Iteration invertierbar. Algorithmus bricht ab, sobald inv==

coef Geschitzter Parametervektor im Konvergenzstadium

prob Geschitzte Responsewahrscheinlichkeiten im Konvergenzstadium

fish (Pseudo—)Fisher—-Matrix im Konvergenzstadium

fish.inv Inverse der (Pseudo-)Fisher-Matrix im Konvergenzstadium

2k Zielkriterium im Konvergenzstadium

zuriickgeliefert. Fiir die genannten drei Beispiele lauten die Funktionsaufrufe

entsprechend

rows <- nrow(Data)
1) start <- rep(0,cols)
P

out.r <- CatReg(2,rows,cols,out.d$Modelld,out.d$LinkId,

out.d$design,response,out.ph,start, ,,4)
(2) start <- c(1:2,rep(0,cols-2))

out.r <- CatReg(2,rows,cols,out.d$Modelld,out.d$LinkId,
out.d$design,response,out.pv,start)

(3) start <- c(1:2,rep(0,cols-2))

out.r <- CatReg(2,rows,cols,out.d$Modelld,out.d$LinkId,

out.d$design,response,out.ph+out.pv,start)

Die Schitzung komplexer multivariater GLM’s in der Interpretersprache S—
Plus beansprucht lange Rechenzeiten und hohe Speicherressourcen. Ein Teil

der rechen- und speicherintensiven Prozesse wurde aus diesem Grund in der
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Kompilersprache C implementiert und iiber ein vorhandenes Interface in die
S—Plus Routinen eingebunden. Detaillierte Erlauterungen zur Schnittstellen-
nutzung zwischen C und S—Plus finden sich in Venables & Ripley (1999) und
Burns (1998).

Zu den ausgelagerten Programmabschnitten gehért die Dummy-Kodierung
des kategorialen Response, hier realisiert iiber die C-Funktion

void resp(int xx, int xy, int *n)
mit den Parametern

T Responsevektor
y Nullvektor der Linge N - (¢ + 1)
n  Vektor der Linge 2 mit den Komponenten (N, g+ 1)

Bezeichnet z den Vektor der Responsebeobachtungen, so ist dem Aufruf von

CatReg in den drei Beispielen stets die Zuweisung

response <- .C(’resp’,x=as.integer(z),y=as.integer(rep(0,3*rows
)) ,n=as.integer(c(rows,3)))$y

vorauszuschicken. Alle sonstigen Auslagerungen nach C sind Interna der be-
schriebenen S-Funktionen und daher hier nicht von primérem Interesse. Fiir
die Benutzung der einzelnen Funktionen ist es jedoch zwingend erforderlich,
den integrierten C—Code zunéchst in S—Plus zu laden. Dies geschieht durch
den S—Befehl

dyn.load(’objects.o’)

mit einem Objektfile objects.o, in dem der zu ladende C—Code akkumuliert

vorliegt.

Die vorgestellten S—Plus Funktionen zur Verwendung von P—Splines in kate-
gorialen Regressionsmodellen sind unter www.stat.uni-muenchen.de/~scholz
frei im Internet erhéltlich. Unter der genannten Adresse wird auch der zu la-
dende C-Code als Objektfile objects.o zur Verfiigung gestellt.

Der hier zur Bestimmung der Glattungsparameter genutzte genetische Algo-

rithmus wurde von R. Krause als allgemeines Instrumentarium zur Optimie-
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rung einer Zielfunktion mit ausschlielich metrischen Argumenten implemen-
tiert. Der zugehorige MATLAB-Quellcode ist im Internet unter der Adresse

www. stat.uni-muenchen.de/~krause ebenfalls frei zugénglich.
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C Notationen

Die nachstehende Auflistung beschreibt die in der Arbeit gewahlten Schreib-
weisen fiir mathematische Groflen bzw. Operatoren. Ausgenommen sind Be-
zeichnungen, die sich an bekannten Standards orientieren. Dies betrifft ins-
besondere die Symbolisierung von Zahlenmengen und mathematischen Kon-
stanten. Notationen, denen eine wichtige inhaltliche Rolle zukommt, werden

an der Stelle ihres ersten Auftretens im Text definiert.

Mathematische GroBen

e Schreibweise von Vektoren: klein und fett. Beispiel: a € IR™ mit Kom-

ponenten a,...,a,. Spezielle Vektoren:

— FEinservektor a=1,:a,=1,i1=1,...,n

— Nullvektor a =0,: a; =0, t=1,...,n

— FEinheitsvektor a = e ,: a, =1,0, =0, i # k

e Schreibweise von Matrizen: grof3. Beispiel: A € M,(s,t) mit Eintréigen
A(i,g),1=1,...,8,j=1,...,t. Spezielle Matrizen:
— Einsermatric A= 1., A(,j)=1,i=1,...,8,7=1,...,t
— Nullmatric A=0,,,: A(i,7)=0,i=1,...,8,j=1,...,t
— FEinheitsmatric A = 1,;: A(i,i) =1, i=1,...,s und A(i,7) =0,
i’j: 17""8’ i#]
e Eine notationelle Unterscheidung von stochastischen und deterministi-

schen Groflen wird nicht vorgenommen. Der Charakter einer Grofe ist

dem jeweiligen Kontext zu entnehmen.

Operatoren

e Kronecker—Produkt ® von Matrizen A € My (s,t) und B € My (u,v):

A®B € M,(s-u,t-v) resultiert aus der Vorschrift: Ersetze jedes Ele-
ment A(i,j) in A durch A(z, 7) - B.
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e Zeilenweises Kronecker—Produkt ®:

Fiir Matrizen A € M, (s,t) und B € M,(s,v) definiere

A®B € M,(s,t-v), mit (A® B)(i,-) :== A(i,")®B(i,"), i=1,...,s.
e Generieren von Diagonalmatrizen via diag

Fiir einen Vektor & := (zy,...,x,) € IR" definiere

Ty

diag(x) = diag(zy,...,z,) ==

e Generieren von Blockdiagonalmatrizen via Diag
Fiir Matrizen A, ..., A,, A; € M.(s;,t,), i =1,...,n, definiere
Ay
Diag(A,..., 4,) == € My (3,50 > :t)
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