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Einleitung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist das folgende nichtlineare System par-
tieller Differentialgleichungen:

{&f(t, z,v) + 00, f(t,x,v) + K(t,2)0,f(t,z,v) =0 (V)
AU(t,x) = dmyp(t, x), (P)

das in der kinetischen Theorie als Vlasov-Poisson-System bekannt ist. Dabei
gilt
K (t =—0,U(t,x), (1)

/ftxv (2)

wobei v = £1,t >0, x,v € R,

Dieses System beschreibt die zeitliche Entwicklung eines groflen Systems von
Teilchen im R? unter dem Einfluf} selbstkonsistenter Potenzialkrifte. Dabei
unterscheidet man Systeme von Teilchen, die sich anziehen, also etwa Stern-
systeme (v = +1), oder Systeme von geladenen Teilchen, die sich abstoen
(v = —1), wie z.B. Plasmen. In beiden Fillen bezeichnet f = f(¢,z,v) > 0
die Verteilungsfunktion der Teilchen, wobei t > 0 die Zeit, 2 € R? die Orts-
und v € R? die Geschwindigkeitskoordinate ist. Das Integral von f(¢) iiber
ein kleines Volumen V im Phasenraum R3 xR ergibt die Anzahl der Teilchen,
die sich in den Punkten z befinden und die Geschwindigkeiten v haben mit
(xz,v) € V. Die Funktion p = p(t, z) ist die rdumliche Dichte. U = U(t, x) ist
das Newtonsche bzw. elektrostatische Potenzial und K = K (¢, x) die von U
induzierte Kraft.

Zur Motivierung der Gleichungen (V) und (P) betrachten wir im Phasen-
raum die Bahnen s — (X (s,¢,2,v),V (s, t,z,v)) der sich nach dem zweiten
Newtonschen Gesetz ,,Kraft = Masse - Beschleunigung“ bewegenden Teilchen
als Losungen des Systems:

asX(‘S;tax?,U) = V(S’t’x’v) (3)
05V (s, t,x,v) = K(s,X(s,t,z,0)),

Die Bezeichnungen sind so gewéhlt, dafl zur Zeit s = t die Anfangsbedin-
gungen X (t,t,z,v) = x, V(t,t,z,v) = v erfiillt sind. Nach dem Gesetz von
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der Erhaltung der Masse dndert sich die Verteilungsfunktion f langs dieser
Bahnen nicht und dementsprechend gilt

Osf(s, X (s,t,x,v), V(s t,x,v)) =0, (4)

s, t >0, z,v € R:. Mit (3) liefert das Ausdifferenzieren dieses Ausdruckes
und Einsetzen von s = t gerade die Vlasov-Gleichung (V).

Die Poissonsche Gleichung (P) griindet sich auf das Newtonsche Anziehungs-
gesetz, bzw. das elektrostatische Abstolungsgesetz: die Kraft, die auf das sich
im Punkt x; befindende Teilchen mit der Masse (Ladung) m; vom Teilchen
der Masse mo im Punkt x5 ausgeiibt wird, ist gleich

L1 — T2  M1Me

K=—

|I1 - $2| ’ﬂUl - $2|2.

Bei ,,Verschmieren“ der Teilchen, d.h. in dem hier betrachteten kontinuier-
lichen Fall, schreibt man fiir die auf das Teilchen der Masse 1 (Ladung) am
Ort = zur Zeit ¢ wirkenden Kraft

K(t,x) = =0, U(t,x) :—”y/| |3p(t ,y)dy (P)

mit

(5)

, 1T =yl

In dieser Darstellung ist U (t,z) = yG*p(t)(x) mit der Fundamentallosung G
von (P) imR3, G(z) = | > genau die Losung von (P), die der Randbegingung

|l‘nn U(t,z) =0

geniigt. Das mathematisch zu behandelnde Problem lautet nun (V' P).

Uber das Vlasov-Poisson-System (V' P) liegt inzwischen eine umfangreiche
Literatur vor. Von erstem Interesse sind die Losungen des Anfangswertpro-
blems zu

£(0,2,0) =f (z,0)



mit einem gegebenen}. Im Jahre 1952 bewies der Astronom R. Kurth ([Ku52])
die (t-)lokale Existenz klassischer Losungen. Die Existenz globaler klassi-
scher Losungen zu beweisen, scheiterte lange Zeit an der Singularitéit der
Greenschen Funktion G. Fir das gemittelte Problem (in dem G durch ei-
ne geglittete Singularitdtenfunktion ersetzt wird) zeigte J. Batt ([Ba63]) die
globale Existenz klassischer Losungen. Fiir das ungemittelte Problem bewies
J.Batt den ersten globalen Existenzsatz in der Klasse sphérisch symmetri-
scher Verteilungen. Unter der Vorausstezung von Zylindersymmetrie wurde
die globale Existenz in [Ho81], [Ho82] gezeigt. Der Fall kleiner Anfangsdaten
ohne Symmetrie wurde in [BaDe85| behandelt. Fiir allgemeine glatte An-
fangsdaten wurde schliefllich die globale Existenz klassischer Losungen von
K. Pfaffelmoser ([Pf], [Pf92]) und unabhéngig von ihm von P.L.Lions und
B.Perthame ( [LiPe91]) bewiesen.

Zeitlich vor der Gewinnung dieses Resultats, war die globale Existenztheorie
fiir schwache Losungen entwickelt worden. Das erste Ergebnis im plasma-
physikalischen Fall v = —1 stammt von A.A. Arsenev ([Ar75]). Die globale
Existenz von schwachen LP-wertigen Losungen fiir v = £1 wurde in [HoHu84]
gezeigt.

In dieser Arbeit wird eine spezielle Klasse singuldrer Losungen untersucht,
die sich weder in die klassischen noch in die schwachen einordnen lassen.

Aus der astrophysikalischen Literatur (z.B. [To], [FrPo]) ist bekannt, daf§
viele real existierende Sternsysteme die Form einer flachen Scheibe haben.
Die Dicke dieser Scheibe ist sehr klein im Vergleich zum Durchmesser. Bei
solchen Systemen wird von der rdumlichen Verteilung auf einer Ebene, etwa
auf der Ebene 23 = 0 im R® gesprochen. Wenn anfanglich alle Geschwin-
digkeiten auch entsprechend gerichtet sind, also v3 = 0 gilt, dann erwartet
man, daf} die Teilchen auch fiir spétere Zeiten im Unterraum z3 = 0,v3 = 0

bleiben. Insofern werden nur Anfangsdaten ]%: R? x R? — RT betrachtet und
es wird nach einer Verteilung f : RT x R? x R? — R* als Losung der Glei-
chung (V) mit z,v € R? gesucht. Obwohl die Verteilungen in diesem Fall
fiir t > 0 nur auf R? x R? betrachtet werden, ist hier R? x R? als Unterraum
RZx {0} xR?x {0} des R?xR3 zu verstehen. Die Teilchen werden als im R? X R?
liegend gedacht und es ist offenbar, dal zwischen ihnen das 3-dimensionale



Anziehungsgesetz wirkt. Deshalb benutzt man weiter (5) und (P) mit v = 1
zur Definiton des Potenzials und der Anziehungskraft. Es entsteht folgendes
Gleichungssystem:

O f(t,x,v) + v, f(t,z,v) + K(t,x)0, f(t,x,v) =0
/| |3p (t,y)dy, (P

wobel

p(t,z) = / F(t, 2, v)dv, (6)

x,v € R? In dieser Arbeit wird durchwegs v = 1 sein, aber alle Ergebnisse
lassen sich - sogar leichter - auch fiir den Fall v = —1 beweisen.

Mathematisch werden solche sogenannten ,,flachen* Systeme durch eine dis-
tributionelle Verteilungsfunktion der Form

f(t7$1>$2, T3, 017712,?13) = f(ta Iy, X2, V1, 02)5(3”3)5(”3)

beschrieben, wobei f eine fiir ¢ > 0 mindestens lokal-integrierbare Funktion
VON T1, Tg, U, V2 ist. Aufgrund der folgenden (formalen) Rechnung sieht man:
f ist eine Distributionslésung von (VP) genau dann, wenn f eine Losung des
Systems (V P’) ist:

<< O f +00uf + Kdyf,0 >>=
= — << f,8t0+08x0+K8v0 >>=
= — << fo(x3)0(v3), 0o + 00,0 + KOyo >>=
=— < f,0,0(t,7,0,0,0) + 99z0(t,7,0,9,0) + Kdyo(t,Z,0,9,0) >=
=< Of +90:f + KOyf,0(t,7,0,9,0) >

wobei hier o eine Testfunktion auf R x R® x R? ist, und wir fiir ein y =
(Y1, Y2,y3) € R, § = (y1,%2) € R? definieren und R? mit dem Unterraum R? x
{0} des R? identifizieren; die Wirkung einer Distribution, die auf dem R™ x
R3 x R? erklirt ist, bezeichnen wir durch << -,- >>, die einer Distribution
auf dem RT x R? x R? durch < -,- >. Fiir die 2 ersten Komponenten der



Kraft K haben wir formal:
_ _ r—y _ Tr—y o
K(t,z)=— / mﬂ(t,yﬁ(yz)dy = — _—_Pp(t,y)dy-

R3

Fiir das Problem (V P’) werden wir das Stichwort ,,flach“ verwenden und von
,,Hachen Galaxien“, ,,flachem Vlasov-Poisson-System“ sprechen. Die Funk-
tion f nennen wir ,,Losung des flachen Vlasov-Poisson-System“ oder kurz
,,flache Losung®.

Eine andere Klasse singuldrer Losungen von (V P) wurde von C. Dietz in
seiner Dissertation [Di] (siche auch [DiSa99]) untersucht. Diese haben die
Form

flt,x,v) = p(t,x)0(v — u(t, z)).
Eine Distribution f von dieser Form ist Lésung von (V P) genau dann, wenn
p und u den Euler-Gleichungen
Op + div(pu) = 0,
p(Ou+ (u - 0y)u) = pK

geniigt. Andere singulédre Losungen, namlich solche von der Form

flt,z,v) = Z:Ozié(x —x;(t))0(v — vi(t))

wurden im eindimensionalen Fall von A.Majda und Y.Zheng ([MaZh96]) be-
trachtet. Eine allgemeine Theorie singuldrer Losungen (mit singuldren An-
fangsdaten) existiert bisher nicht.

Fiir das flache Vlasov-Poisson-System hat G. Rein in [Re99] bereits Stabi-
litdtsergebnisse fiir sphérisch symmetrische Anfangsdaten erzielt. Er beweist
die Existenz stationédrer Losungen als minimierende Elemente des Energie-
Casimir-Funktionals und zeigt deren Stabilitét unter der Voraussetzung, dafl
es globale zeitabhdngige Losungen gibt.

Wir untersuchen im Folgenden das System (V P’) zur Anfangsbedingung

o

f(o,l'l,l'g,’l)l,vz) = (1'1,332,'171,112)

auf Existenz. Wir beweisen



1. die Existenz von lokalen klassischen Losungen zu Anfangsdaten
fe Co(R* x R?),

2. die Existenz von globalen schwachen LP-wertigen Losungen fiir An-
fangsdaten fe C1(R? x R?), 1 < p < 2.

Wie man sieht, vermeiden wir das Auftreten der J-Funktion in der Vlasov-
Gleichung dadurch, daf wir die Vlasov-Gleichung auf R? x R? reduzieren. Auf
den ersten Blick gewinnen wir sogar dabei, denn jetzt haben wir nur mit 4
statt mit 6 Koordinaten zu tun. Aber diese in (V') nicht mehr in Erscheinung
tretende 0-Singularitdt geht nun in die Poisson-Gleichung ein. Die Haupt-
schwierigkeit liegt darin, daf§ der Kern 0,G(z) = ?xg, der nach (P) und (P')

zur Definiton der Kraft benutzt wird, zwar noch im R3 lokal integrierbar ist,
jedoch nicht mehr im R2. Dies hat zur Folge, da8 im dreidimensionalen Fall
K fiir p(t) € L>*(R®) N L'(R3) erklirt wird, im flachen Fall wird dagegen
K durch (P’) nicht einmal fiir p(t) € C.(R?) definiert. Dieser Unterschied
fithrt verstarkt auf das Phdnomen, das in der englischen Literatur als ,,loss
of derivatives* bezeichnet wird.

Auch bei der Gewinnung von schwachen Lésungen hat man mit dieser stérke-
ren Singularitdt zu kdmpfen. Der singuldre Integraloperator verliert ndmlich
hier die Kompaktheitseigenschaften, die der entsprechende Operator im klas-
sischen dreidimensionalen Fall besitzt.

Die Arbeit ist folgendermaflen gegliedert:

Nach der Festlegung der Notationen im ersten Kapitel stellen wir im zweiten
Kapitel die wichtigsten funktionalanalytischen Hilfsmittel zusammen und er-
weitern sie. Zu diesen gehoren unter anderem Aussagen zur Frage, welche
Funktionenrdume der durch (P’) definierte singulére Integraloperator in sich
abbildet. Solche Aussagen iiber Holder-Réume werden spéater zur Gewinnung
klassischer Losungen benotigt. Bemerkenswert ist, dafl die ebenfalls in der
Arbeit [Di] entstehende Schwierigkeit des ,,Verlustes der Ableitungen* durch
die Einfithrung der Holderriume C** behoben wird.

Fiir den spéteren Beweis der Existenz von schwachen Losungen erweitern
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wir Abschétzungen vom Calderon-Zygmund-Typ auf Funktionen in Sobo-
levraumen. Um die fehlenden Kompaktheitseigenschaften des singulédren In-
tegraloperators zu kompensieren, setzen wir das Lemma von Golse-Lions-
Perthame-Sentis ([GLPS88]) ein, das auch als ,,averaging lemma“ bekannt
ist. Dieses starke Resultat hat sich bereits beim Existenzbeweis von schwa-
chen Losungen des Vlasov-Maxwell-Systems ([DPLi89]) und der Boltzmann-
Gleichung ([DPLi91]) als fundamentales Hilfsmittel erwiesen.

Im ersten Abschnitt des dritten Kapitels erinnern wir an die fiir unsere Arbeit
relevanten Eigenschaften klassischer Losungen des Vlasov-Poisson-Systems.
Im zweiten Abschnitt beweisen wir die lokale Existenz klassischer Lésungen
des flachen Vlasov-Poisson-Systems (Satz 3.14). Im dritten Abschnitt dieses
Kapitels zeigen wir zur Vorbereitung des Beweises fiir die Existenz schwa-
cher Losungen die Existenz globaler klassischer Losungen des ,,modifizierten “
(,,geglitteten”) flachen Vlasov-Poisson-Systems, d.h. des Systems, das ent-
steht, wenn man (V') mit

Ke(t,x) = — / (|$ _ZE_{y_ 8)3/2p(t,y)dy (P/)

fiir e > 0 koppelt.

Die im Abschnitt 3 von Kapitel 3 gewonnenen starken globalen Losungen des
modifizierten flachen Problem benutzen wir im vierten Kapitel, um die Exi-
stenz von schwachen Losungen des strikten Problems (d.h. fiir e = 0) zu be-
weisen. Dazu schiitzen wir die kinetische Energie und die L?-Norm der Dichte
fiir die Losungen des modifizierten Problems gleichméfig in ¢ > 0 ab. Analoge
Abschétzungen sind auch fiir die Existenztheorie bei [HoHu84] im dreidimen-
sionalen Fall grundlegend. Entscheidend sind Aussagen und Abschétzungen
von Groflen, die gleichméBig in € > 0 gelten. Diese ermoglichen zu zeigen,
daB die Familie von Losungen f¢ der modifizierten Probleme einem Auswahl-
satz geniigen, und der Grenzwert einer Auswahlfolge eine globale schwache
Losung des flachen (V P) ist. Die Eindeutigkeit schwacher Losungen bleibt
auch bei diesem Problem offen.

Ich mo6chte meinen Dank Prof. Dr. J. Batt aussprechen, der diese Arbeit
betreut hat und ohne den sie nicht méglich gewesen wére. Ausserdem dan-
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ke ich Priv.-Doz. Dr. G.Rein, Priv.-Doz. Dr. G. Schliichtermann und Dr.
C. Dietz fiir ihr reges Interesse und ihre Unterstiitzung. Ferner danke ich
den Tragern der Graduiertenkollegs ,,Mathematik im Bereich ihrer Wechsel-
wirkung mit der Physik”, dessen Stipendiatin ich war, fiir ihre mannigfaltige
Unterstiitzung, wie auch Prof R. Glassey, Prof. C. Bardos, Prof. J. Dolbeault
und vielen anderen fiir ihr Interesse und hilfreiche Gespréche.
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1 Notationen

Mit R™, n € N bezeichnen wir den n-dimensionalen euklidschen Raum, die
euklidsche Norm darin sei |z| = (31, |:)3i|2)1/ ?. Die Kugel vom Radius R > 0
um 0 bezeichnen wir mit Bg = {z € R" : |z| < R} und ihr abgeschlossenes
Komplement mit B = {z € R" : |z| > R}. AuBerdem bezeichnen wir die
Einheitssphiire in R” mit S"~!. Fiir das Skalarprodukt von zwei Vektoren
x,y € R" schreiben wir zy. Mit id, bezeichnen wir die Einheitsmatrix auf
R": fiir alle € R™ gilt id,x = z. Die charakteristische Funktion einer Menge
E C R" bezeichnen wir mit Xp. Ist E eine Borel-Menge, so verwenden wir
die Notation A"(FE) fiir das Lebesgue-Mafl von E. Wenn nichts anderes ver-
merkt, bezeichnet B eine offene Teilmenge des R"™ oder den Abschluf3 einer
solchen Teilmenge.

Wir benutzen die Notationen: Ng = NU {0}, R" = {z € R| =z > 0}.

Sei I C R ein Intervall und £ € N. Seit € I, x € R". Ist B := [ oder
B:=R"oder B:=1xR"und f: B — R” eine hinreichend glatte Funktion,
so bezeichnen wir die partielle Ableitung nach ¢ mit 0, f, die erste partielle
Ableitung nach z; mit 0., f und die zweite partielle Ableitung nach x;, x; mit
0z, ., f; weiter verwenden wir fiir jeden Multiindex § die Notation 9% f. Den
Gradienten von f beziiglich x bezeichnen wir mit d, f, die zweite Ableitung
bezeichnen wir mit 9?f und verstehen darunter die symmetrische bilineare

Abbildung, die durch

fo :R" X R" — RF, (y,z) — Q%f[y, z] = Z 6§i’xjf(x)yizj

1<i,j<n

gegeben ist. Ist R® = R™ x R fiir ein m,k € N und wollen wir die Unter-
scheidung zwischen z € R™ und y € R* verdeutlichen, so schreiben wir 9, f,
Oy, f, Oxf, O, f fur partielle Ableitungen und Gradient von f nach z bzw. y.
Weiter benutzen wir

|acrf| ‘= sup |3$lfk(x)|7
1<ik<n
zeR™
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02f] = sup |07, fF(x)|
1<i,k<n
zeR"™

und fiir jeden Multiindex (8

0°f|:= sup [9°f*()|.
1<k<n
zeR"™

Mit supp f bezeichnen wir den Tréger von f.
Fiir m € N, p € [1,00] und s € R bezeichnen (LP(B,R¥), || - |,.5) die bekann-
ten LP-Réume und (H*(B),| - ||us(p)) die kanonischen Sobolevridume mit

der Norm: || f|lgsey = J |F(x)|?(|2]|> 4+ 1)*dz fiir B = R™ und ||f]
Rn

Hy(rn) fiir offene B C R". Den Raum der Testfunktionen

Hs(B) =

o et yglams 1]
auf offenen B bezeichnen wir mit D(B). Fiir die Fourier-Transformation von
f schreiben wir f , wenn f von einer Variablen abhéngt. Hingt f von mehre-
ren Variablen, etwa von z,t ab, so benutzen wir auch die Schreibweise F; f,
F.f, um zwischen den Fourier-Transformationen beziiglich der Variablen ¢, x
zu unterscheiden.

Fiir einen linearen beschriankten Operator T': LP(R") — LP(R™), p € [1, 0]
bezeichnet || 7|, die Norm des Operators; ist 7' : H¥(R") — H*(R"), s € R,
so schreiben wir ||T'|| gsgny fiir die Norm von 7.

Fiir a € (0,1], k € N, m € N fiithren wir die folgenden grundlegenden Funk-
tionenrdume ein:

C(B,R¥) := C°(B,R") := {f : B — R"|f ist stetig},

C.(B,R") := {f € C(B,R")| hat kompakten Triiger},
CO(B,BY) = {f € CulB, )| floas < o0,

C™(B,R*) := {f € C(B,R")|f ist m-mal stetig differenzierbar},
C™(B,R") == {f € C"™(B,R") N C.(B,R")},

O™ (B, BY) 1= {f € C™(B, )| flmas < 00},

Cre(B,RY) 1= {f € CP (BB flmas < o0},
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wobel definiert wird:
| flloo.s := esssup | f(x)], fur f: B — R”
reB
|flm.p == sup H@ﬁfHoo’B, fir f € C’m(B,Rk),
<|BI<m

0<|8|
[floe,p == sup M, fir f € C%*(B,R*),

z,y€B,x#y ’35 - ?/’a
[flm.a,B == sup [aﬁf]a,Bv fir f € Cm’a(BaRk>7
|B]l=m

| flmes = |flm + [flmanp, fir fe Cm’a(BaRk)a m € Np.

Hingt eine Funktion f € C™%(B, x B,,R*) von zwei Variablen z € B, C
R", v € B, C R ab, so kénnen wir auerdem die Holder-Konstanten von
f beziiglich z und v betrachten. Bezeichnet y eine der Variablen z,v und v/
entsprechend die andere, so definieren wir

[flw),0,0B.xB, = Sup [f (o9 )am,, fir f € C™ (B, x By, RY),
y'e !

[f](y),m,a,Bszv = ‘Elup [aﬁf](y),o,a,Bszva fiir f S Cm7a(Ba; X Bv,Rk);

|f|(y)7m7a,Bz><Bv = |f

m,By X By + [f](y),m,oa7Bz><Bv-

Ist k£ in einem Abschnitt fest, so lassen wir den Wertebereich R¥ in den
oberen Definitionen weg. Stimmt B mit dem ganzen Raum R" iiberein, so
lassen wir B in den Bezeichnungen der Normen weg. Ist schliefilich B = Bk,
so schreiben wir

[flloo.8 =t [[f]lo0,;
’f|m,B = ‘flm,Ra
[f]m,oc,B = [f]m,a,Ra

|f|m,a,B = |f|m,a,R-
AuBerdem verwenden wir die Schreibweise || f||, := || fll2.1xr2xR2-
Ist X ein Banachraum, so bezeichnen wir mit X’ den Raum der linearen

stetigen Funktionale auf X. Fiir ein x € X und 2’ € X’ bezeichnet < 2/, x >
die Wirkung von z’ auf x. Den Raum X, versehen mit seiner schwachen
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Topologie, bezeichnen wir mit (X, o (X, X’)). Die Konvergenz einer Folge
(Zn)nen C X gegen ein x € X in dieser Topologie wird durch z,, — = be-
zeichnet. Die schwache Topologie von LP(R™) fir 1 < p < oo wird mit o(p, p’)
bezeichnet mit dem zu p konjugierten p’'.

Schliefllich benutzen wir stets, wenn nichts anderes vermerkt ist, die No-
tation C'(z1, ..., x,), um eine Konstante, die nur von den Groflen 1, ..., x,
abhéngt, zu bezeichnen, ohne auf die genaue Beschreibung der Konstanten
einzugehen. Wollen wir jedoch die letzte in einer Reihe von solchen Konstan-
ten festhalten, so werden wir die Bezeichnung C.(z1,...,x,) oder dhnliches
benutzen.
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2 Funktionalanalytische Hilfsmittel

In diesem Kapitel bereiten wir die mathematischen Grundlagen fiir die spéte-
ren Existenzsitze vor. Wichtig ist die Wahl von passenden Grundriaumen.
Die meisten Schwierigkeiten wird uns der singuldre Integraloperator berei-
ten. Deswegen suchen wir nach den Rdumen, die unter der Wirkung dieses
Integraloperators erhalten bleiben. Wir haben zwei Sorten solcher Raume:
Hoélderrdume C* liegen den klassischen Losungen zugrunde; LP-Réume den
schwachen Losungen.

Fiir ein € > 0, 0 < n < ¢ und ein meBibares e : R" — R™ definieren wir
zunédchst formal folgende Operatoren, die auf f € LP(R",R™), 1 < p < o0
oder f € C%*(R",R™), 0 < a < 1 wirken:

TN = [ el y)fw)dy, (7)

lz—y|>e
T.(f) = im TZ(f), (8)
TN = [ ele—y) )y, (9)
n<|z—y|<é
TA(f) = i T29(f). (10)

Fiir die mefbare Funktion e : R” — R™ setzen wir im folgenden voraus:

e1) YRi, Rs,0 < Ry < Ry < 0 / e(x)dz = 0,

Ri<|z|<R2
3B > 0 mit
e2) Vo #0 le(x)] < Blz[™,
es) Vy#0 | le(z —y)—e(x)|dr < B.
|z[>2y|

Auflerdem betrachten wir fiir eine meBbare Funktion © : R*\{0} — R™
folgende Eigenschaften:

) Ya > 0 Ve € R*\{0} gilt

Qax) = Q(x);
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09) / Q(x)dx = 0;
gn—1
es gibt By > 0, so daf3
Q3) Vo € S"1 gilt |Q(z)] < B;
Qy4) Q erfiillt die Dini-Bedingung, d.h.
ist w : RT — RT der Stetigkeitsmodul von Q auf S"7!, d.h.

w(d) == sup [Qz) —Qa")],
lo—a'|<5

|zl,]’|=1

1
4}
dann sei /#dé < By.
0
Ohne Einschrankung der Allgemeinheit betrachten wir nur den Fall von ska-
larwertigen (2, also den Fall m = 1. Der allgemeine Fall m > 1 ergibt sich
dann, wenn wir die skalare Theorie komponentenweise anwenden.

Daneben betrachten wir fiir stetig differenzierbare Funktionen Q : RT — R
folgende Eigenschaften:
do > 0, so daBl V r € RT gilt:

Q) 0<Q(r) <o,

£22)O§£2/<7)§ )
r
aus denen offenbar

Q) 3 lim Qr) =w" <

folgt.

Bemerkung 2.1 Erfiille 2 die Bedingungen Q) —$4) mit By, Q erfiille die
Bedingungen 1) — ) mit ©. Dann erfillt
Q)

[

e(x) == - 2Q(|xl)

die Figenschaften e1) — e3) mit einer Konstanten B = C(n)Byw, wobei C(n)
nur von n abhdngt.

Beweis. Wir orientieren uns an Satz 3 aus [St, S.39]. Dort ist der Fall Q =1
betrachtet worden. Im folgenden setzen wir Q(x) := Q(|z]).
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Die Bedingung e;) folgt aus Q) und €Q3). Wegen €2) gilt fiir alle x # 0
|Q(x)| < By, und daher

[©2(2)]

[

le(2)] = Q=) <

™

also haben wir ey) gezeigt. Um e3) zu zeigen, schreiben wir

le(z —y) — e(z)|de =

] >2]y|
Qr—vy) —
< [ BB g - gl +
|z|>2]y]
Oz -0
L R TP
|z =y
|z|>2]y]
1 1

+ / ||Q n_ " dl’zifl—F[Q—FIg.

- e=oF T

z|>2y|

Um I3 abzuschétzen, stellen wir zuerst fest, daf fiir alle z,y mit |z| > 2|y|
und alle 6 € [0, 1] gilt

3
|M§%§§h¢9w< Bl
Dann gilt auch
o [ e s
[z] >2]y| Y ] >2]y| 4
< sup nlr — Gylnl%dm‘ <
x J— n x n
jaf 2]y 2O Y
3" 1In 1
< [ s
|| >2]y|
3n—1n|y’ n
S Ton |x’n+1dx < C(n)
|| >2[y|
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Also folgt |I3] < C(n)Byw. Um I, abzuschétzen, bemerken wir, daf8 der
euklidische Abstand auf der Einheitssphére fiir |x| > 2|y| die Abschétzungen

vy x| |-yl oz -yl _
lz—y| |z |z — y||x] -
< [(x —y —2)|z| + 2(|z] — |z —y|)| < ylle] + |llyl _ 2ly] < 4yl
|z — yl|z| |z — yl|z| |z —yl = |z

erfiillt. Mit den Eigenschaften ;) und €3) kann dann [; folgendermafien
abgeschétzt werden:

o R,

|z —y|"

|lz[>2]y

Y

T

< C(n)w / w<4

|lz[>2]y

1 [ w(o) 5
) de = C(n)wO/TCw < C(n)Byw,

wobei wir Q;) und ) benutzt haben.
Nun schétzen wir I, ab. Wir bemerken, daf fir |z| > 2|y| und 0 € [0, 1]
Abschétzungen

|z — Oy| > |z] — 0Oly| > 2|y| — 0Oly| > [y|
und dann

|z —y| <o — 0yl + |(1 - 0)y| < 2|z — Oy|
gelten. Mit ) gilt dann

x —
|| >2]y] | y|
~ 1

<By [ Iyl sup (|x—byl)——dw <

1] |$ - Z/|n

|z|>2]y]
1 2n+1

< 2Byly|w / ————dx < 2Byly|w / ——dx < C(n)Byw,

|z — y[n ||+

] >2]y| |z]>2]y|

wobei wir auch §24) benutzt haben. Insgesamt sehen wir, daf e3), e3) mit der
Konstanten B erfiillt sind.O
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Fiir ein e : R — R™,§ > 0 definieren wir eine Hilfsfunktion

es(z) = {e(x) Doz >0

0 : sonst.

2.1 Holderabschitzungen fiir singulidre Integralopera-
toren

In diesem Abschnitt betrachten wir e(x) := % Das Ziel des folgenden

Satzes ist es zu zeigen, daf die zunédchst formale Definition (8) einen stetigen
Operator T, :  CY%(R") — C%*(R") definiert. Dafiir werden wir in C%*(R"),
0 < a < 1 die folgende dquivalente Norm ([St], S.146; [Ca61]) benutzen:
flx+2h) —2f(x) + f(x —2h
Flow ~ | flle + sup LEF2W Z27@) ¥ [z = 2h)
z,heR™) |h|

Satz 2.2 Q erfille die Vorausetzungen 1) — ) mit By. Dann existiert
fiir alle Funktionen p € C%*(R") der Limes aus (8) in L™®(R") und gilt
T.p € CO(R"). Auferdem gilt: Fiir jedes n € N und « €0, 1] ezistiert eine
Konstante A = A(n,a, By), so daf fir alle Funktionen p € CY>*(R™) mit
suppp C Bpg fiir ein R > 0 gilt

‘Teplo,a S ARQ|P|0,a‘

Beweis. Da Q Q) — €4) besitzt, erfiillt nach Bemerkung 2.1 e die Eigen-
schaften e;) — e3) mit einer Konstanten B = B(By). Sei p € C%*(R"). Wir
betrachten zuerst den Fall supp p C B;. Dabei benutzen wir die Idee des
Beweises von [Tal, der den Fall eines periodischen p betrachtet (siche auch

[Pr], [CaZy]).
Sei es wie oben definiert. Es gilt

Tesp(x /px—z)@; dz—i—/pa:—ze(;( )dz =

1

= / r—2z)— p(x))es(z)dz + /p(m —2)es(z)dz =: I + I

By
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wegen (2y). Es gilt

1] < BOM) ol [ rdr = éBO(n) Plo:

r<l

|[Io| < BC(n) / |p(x = 2)|dz < BC(n)|lplly < BC(n) ][]l
B

da wegen e3) |es(2)| < B fiir |z| > 1 und wegen suppp C B [|p]l1 < C(n)]|p]l
gilt. Also gilt

[Tesplloe < BC(n, @)[plon + BC(n)]lpllee < BC(n, a)|plo,a-

Analog gilt fiir 6 > 6; >0

Teyp = Teppplloe < [plnaBC) [ 1o=tar = “0 107 — o).
51 <7’<52

Daraus folgt, es gibt ein p* € L>®(R™) mit ||T,,p — p*||cc — 0 filr § — 0 und
1p*[lec < €1, @)[plosa- (11)
Wir wollen beweisen: Fiir alle h, |h| < 1/6 gilt
o7 (- +2h) = 2p"() + p"(- = 2h) e < Aulplo.alh]”

fiir ein nur von n und « abhéngiges A; > 0. Wir setzen
Foyp(@) = [ pla = 2)es(z)dz
B

Dann gilt

Teapl(a) = Foplw) + [ pla = 2)es(2)dz

1
Sei d(x, h, z) := p(x — z + 2h) — 2p(x — 2) + p(x — z — 2h). Dann haben wir
Tesp(x + 2h) = 2T¢, p(x) + Teyp(z — 2h) =
- (Feap(x + 2h) - 2Feap(x) + Feap(l‘ - 2h)) +
+ / d(z, h,z)es(z)dz =: D(x,h) + I(x,h).
By
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Wegen suppp(xz + 2h — -) C By(x + 2h), suppp(x — -) C Bi(z), suppp(x —
2h — ) C Bi(x — 2h), gilt suppd(x, h,-) C Bijap(x) C Bys(z). AuBerdem
gilt fiir alle z, z, h € R™ |d(x, h, 2)| < [plo.a|h|®. Deswegen erhalten wir

1@, )| < Bloloalhl® [ dz < C)Blploalhl”
Bi{NBy 3(x)
Jetzt schétzen wir D(x, h) ab.
Fup@) = [ (plw = 2) = p(a))es(=)dz +
|z|<3]h|

+ / (p(x — 2) — plz + h))es(2)dz = I (z, h) + I(x, h),
3|h|<|2|<1

wobei wir wieder e1) benutzt haben. Fiir I; gilt offenbar
1
1i(2,0)| < [poaBC() [+ dr = ~BC@)[lsalhl®
r<3|h|
In I, machen wir die Substitution z = y — h und setzen dann wieder z := y.

Lah)= [ (ple+h=2) = pla+h))es(z — h)dz =

3|h|<|z—h|<1

= / (p(x +h—2)—p(z+h))es(z — h)dz + g(z, h), (12)

3lh|<|2|<1
wobei
g(x, h) = / (p(x+h—2)—p(x+h))es(z — h)dz —
3|h|<|=—h|<1

_ / (plz +h — z) — plz + h))es(z — h)dz.

3|h|<z|<1

Wir zeigen jetzt

lg(s )]l < Cn, @) ploalhl®
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fiir ein geeignetes C'(n, ). Sei G} := {z: 3|h| < |z| < 1}, G% :={z: 3|h| <
|z — h| < 1}. Dann gilt

g(xz, h) = / (p(x+h—2)—p(x+h)es(z — h)dz —
G \G}
- / (p(x+h—2)—plx+h))es(z — h)dz.
GI\G?

Wir schétzen nun das zweite Integral ab. Die Abschétzung fiir das erste ergibt
sich analog. Es gilt

| (ola+h=2) = ol + W)es(z — h)dz| <

X
< [ Aploth—2) = pla+h)lles(z — h)ldz <
GE\G2?
< / lp(x +h —2) — p(z+ h)|les(z — h)|dz +
1—|hl<|z|<1
+ / p(z + h— 2) — p(@ + W) [|es(z — h)|dz =: Ju(x, ) + Ja(z, h).
2|h|<|2|<3|A|

Da nun wegen e;) und 3|h| < |z]
B 3"B
<
|z = h" = 272"
gilt, erhalten wir mit der Holder-Beschranktheit von f

les(z = h)| <

1
3" -n a—
D) € B e [ 1z = BC@) e [ 7o tr =
1-|h|<|zI<1 11|

BC(n)

= B o= (= ) <

Analog gilt fiir Jy(z, h)

[p]0,0c|h|a‘

BC(n)

| Jo(x, 1)| < Blploa / 122 "dz =
2|h|<|2z|<3|h|

[Plo.a((3[R))* = (2[A)") =
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_BOWBT =2 e

«

was die gewiinschte Abschatzung fir g(x, h) zeigt.

Sei jetzt l(z, h) := I(z, h) + g(x, h). Wir haben dann mit (12):

\

(p(x+h—2)—p(x+h))es(z — h)dz + l(x, h),

3lh|<
/ plx —h —2)—p(z — h))es(z + h)dz + l(x, —h),
3|h|<
F. (x4 2h) = / (p(z + h — 2) — p(x + h))es(z + h)dz +
3|h|<|z|<1
+l(z + 2h, —h),
F.,(x —2h) = / (p(x —h —2) — p(x — h))es(z — h)dz +
3|h|<|z|<1
+l(x — 2h, h).

Daraus folgt
D(x,h) = F.,(x + 2h) — 2F,, () + F.;(z — 2h) =
= [ (plw+h—2) = ple+h)+pla—h) = pla—h—2)-

3|h|<|z|<1

(es(z+ h) —e(z — h))dz + " (z,h) =: P(xz, h) + " (z, h),
wobei
(2, ) = Uz + 2h, —h) — (2, h) — (2, —h) + (z — 2h, R)

mit ||1* (-, 7)o < Clplo.alh]®. Wie im Beweis von Bemerkung 2.1 (mit 2 = 1),
gibt es eine Konstante C'(n) > 0, die nur von n abhéngt, so da8 fiir |h| < 1/6
gilt

les(z + h) —es(z — h)|dz < BoC(n).

3|h|<|z|<1

25



Dann gilt:

PG M) lle < 2[ploalh]® / les(z +h) = es(z = h)|dz <
3|hl<|2]<L1

< C(n)Bo [P]O,a‘h‘a'

Damit haben wir D(z, h) abgeschétzt. Insgesamt haben wir also fir alle z, h €
R"™, |h| < 1/6 gezeigt

|Tes(z + 2h) — 2T, (x) + Ty (x — 2h)| < C(n, o) max{B, By} [plo.o|h|"
Da nun
Tey (- +2h) = 210, () + Tes (- = 2h) — p*(- + 2h) = 2p°(-) + p*(- — 2h)

in L>*°(R™) und unsere Abschitzungen von ¢ nicht abhéngen, gilt fiir alle
|h] < 1/6 auch

lp* (- +2h) = 2p"(-) + p*(- = 2h)[[ec < C(n, @)|plo.alh]*.
Fiir |h| > 1/6 gilt mit (11)

1p" (- 42h) = 2p"(-) + p" (- = 2h)[|oe < 4[[p"||e0 <
<4-6%p" || |* < C(n, @)|ploalh],

also. [p*o.a < C(n,a)|plo.a. Mit (11) erhalten wir jetzt auch |p*|0.o < Alploa
mit einer geeigneten Konstanten A = A(n, «, By). Damit haben wir den Fall
suppp C B; komplett untersucht.

Wir nehmen jetzt supp p C Bg, R > 1 an. Wir definieren eine Hilfsfunk-
tion py(x) := p(Rx). Es gilt supp p1 C By. Dann gilt die Ungleichung;:

| Tepilo.a < Alpilo.a-

Weiter gilt fiir alle z,y € R™:
o1(z) = )l _ |p(Rz) = p(Ry)] 1

lz—yl*  |Rex—Reylr
Folglich gilt
[pl]O,a =R [P]o,a- (13)
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Andererseits gilt aber wegen der Homogenitéat von €2

o) =tim [ o) Dy =

jz—y» 7
eyl >

: Q(Rx — Ry)
:l _—
lim p(Ry) (Ro — Ry|"

|lx—y|>e

R"dy.

Setzen wir jetzt Ry =: z, Re =: €1 so erhalten wir

, Q(Rx — z)

(@) = lim [ e

pl(m) 51H_I>10 p(Z) ’R.Q?—Zln
|Rz—z|>e1

dz = T.p(Rzx).

Deswegen gilt analog zu (13)

[Tepl]o,a = R” [Tep}l),cw
Auflerdem gilt

[£lloe = llp1loc,
[Teplloo = [[Teprloc-
Insgesamt haben wir also
1
Teploe = [Teploa + (| Teplloo = ﬁ[TePI]O@ + | Tepr1]lo <
<|Tepiloa < Alpiloa < A([ploa + R|plloc) < AR plo.o.0

Bemerkung 2.3 Die Funktion ) : x — % geniigt den Bedingungen ;) —

||
Q4> mat BO = 1.

2.2 [P— und H?*-Abschitzungen fiir singulire Integral-
operatoren

Wie im vorangehenden Abschnitt betrachten wir ohne Einschrankung der
Allgemeinheit nur den Fall m = 1.

Der folgende Satz zeigt insbesondere, daf3 die zunéchst formalen Definitionen
(7),(9) lineare beschrinkte Operatoren 7=, T5° : LP(R") — LP(R") definie-
ren, daf die Grenzwerte in (8),(10) in LP(R") existieren und die so definierten
Operatoren auch linear und beschrankt sind.
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Satz 2.4 (Calderon-Zygmund-Ungleichung) Seip €]1,4o00[. Dann gilt
1)VB >0 3A, = A,(B) >0 Ve mit e;) — e3) bzgl. B Ve >0 gilt

1T < Ap.

2)Vf € LP(R™) existiert der Limes T.(f) := lir% TE(f) in LP(R™) gleichmdfig
fir alle e, die e;) — e3) mit derselben Konstanten B erfiillen.
3) T, : LP(R™) — LP(R") erfillt ebenfalls die Abschitzung aus 1).

Der Beweis von 1) und 3) ist in [St, S.35-38] durchgefiithrt worden. Wir
zeigen nur die GleichméBigkeit des Limes in Punkt 2). Dafiir nehmen wir
zuerst f € C}(R") an. Sei dabei der Triiger von f in der Kugel vom Radius
r. Dann gilt mit der Eigenschaft e;)

Tif@) = [ e)f(e—y)y =

lyl>e
- / e(y)f(z —y)dy + / e(y)(f(z —y) — f(z))dy.
ly|=1 1>[y]>e

Es gilt e - Xpeo) € LP(R™) wegen der Eigenschaft ey). f liegt in L'(R™).
Deswegen gilt e - Xpe) * f € LP(R"), also liegt das erste Integral in LP(R").
Die Funktion unter dem zweiten Integral kann aufgrund der Eigenschaft es)
und der Differenzierbarkeit von f so abgeschétzt werden:

le(y)(f(x —y) — f(x)| < Bly[™ - |0 fllooyl-

Das zweite Integral hat seinen Trager in der Kugel vom Radius r» + 1. Also
konvergiert es fir ¢ — 0 in LP(R") gleichméfig fiir alle e mit derselben
Konstanten B.

Ein allgemeines f € LP(R™) kann durch ein f € C!(R") approximiert werden,
und die Behauptung ergibt sich dann mit Hilfe 1) aus

Tof=Tof=T(f = f) -T(f = f)+ (T = TO) A

und
ITe(f = fllos 1 TECF = fllp < Allf = fillps

wobei die letzen Abschétzungen offenbar gleichméfig fiir alle e mit derselben
Konstanten B gelten. O
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Korollar 2.5 Gilt p € LP([0,T] x R"), so gilt auch ((t,z) — Tep(t)(x)) €
LP([0,T] x R™). Uberdies gilt

| Tepll oo, mxrmy < Apllpll Lo, x R

mit der Konstanten A, aus Satz 2.4.

Beweis. Gilt p € LP([0,T] xR"™), so gilt fiir fast alle t € [0,T]: p(t) € LP(R").
Aus Satz 2.4 folgt dann

[Tep@)llp < Apllp@)]lp-

Daraus folgt unmittelbar
T 1/p T 1/p
WQPWHWIVRMZZ</Hﬂﬂ@”@ﬁ> Sf%</ﬂpﬂﬂﬁﬁ) =
0 0
= Apllpll e (o) xrmy- O
Satz 2.6 FErfiille e die Figenschaften ey) — e3) mit der Konstanten B. Dann
qgilt:
1)¥6 > 0 gilt es € L*(R™).
2)3C = C(n) Y6 > 0 gilt
1€5]l00 < CB.

Beweis [St, S.36].

Satz 2.7 FErfiille e die Voraussetzungen von Bemerkung 2.1. Dann gilt:
1) 3m € L>®(R"), so daf fiir alle f € L*(R") :

T.f =mf.

Mit der Konstanten C' > 0 aus Satz 2.6 gilt:
2) Man hat die Darstellung

m(x) = lims_oés(x) fir alle x # 0,

msbesondere also
[mle < CB.
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3) Sei s € R. Dann gilt:
Ist f € L*(R™) N H*(R™), so gilt auch T,f € H*(R") und

I

4) Sei s € R, T > 0. Dann gilt:
Ist f € H*([0,T] x R*)N L*(Bg x R™), so ist auch T,f € H*([0,T] x R") und

T (o, xm2y < OB.
Beweis. Zum Beweis von 1) und 2) definieren wir fiir 0 < § < n die Hilfs-

funktion
e(xr) : 0<|x|<n
con() 1= { ( ()) : sons’|c. |

Fiir diese Funktion gilt e5,, € LP(R™), p € [1,00], und fiir alle f € L*(R")
haben wir die Darstellung

esn* | = . (14)

Wir beweisen zunéchst:
a) AC, Vo,n >0, 6 <n
[€snllee < C,

b) Im € L*(R"), so daf fiir alle = # 0 gilt
m(z) = lim é5,(x).
0—0
nN—00
Datfiir fithren wir fiir x # 0 Polarkoordinaten ein. Wir bezeichnen

R:=|z|, @ :==x/R, r:=y|, v :==y/r, alsoa’,y € S""', R,r > 0.

Wir haben dann wegen der Eigenschaft ;)

() = /exp(2m’ xy) esn(y)dy =

R”
/ . I O dr n—1
= / /exp(2m Rra'y")Q(y )Q(r)7 ds" T =
Sn—1 §
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= / (/(COS(Q?T Rrz'y) — COS(QWRT))Q(T)%) Qy) dS™ ! +
si-1 \§
+i </ sin(2n Rm’y’m(r)%) Q(y) ds",
§n-1 \§

da wegen der Eigenschaft €2,)

h dr
/ / )= ds =0
5 sn—1

gilt. Sei A := 27 Ra'y/, p:= 27 R. Die Menge {y' € S"!,2'y = 0} ist eine
Nullmenge auf S"!. Daher setzen wir A\ # 0 voraus. Wir betrachten zuerst
Re €5,,. Nach einer bekannten Formel gilt

o A -
/cos( r) COS(MT)CZT’ — In(|\|/p) = In|2'y| = —In1/]2'y/| <0 (15)

r
0

wegen |z'y'| < 1. Wir bemerken, daf§ fiir A # 0 und alle £ > 0 gilt:

o A .
/ cos(Ar) = costr) | < 1y, (16)
,
3
In der Tat, fiir £ = 0 ist dies bereits erfiillt. Sei also & > 0. Wir bemerken, dafl
fiir jedes a # 0 die uneigentlichen Integrale / cos(ar) dr existieren. Deswegen
3
ist folgende Rechnung erlaubt:
7COS(/\T‘) g 7cos(ur) g =
r r
3 3
7 cosr T cosr " coST
= / dr — / dr = / dr.
r r r
IAl€ 73 Y3
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Also gilt

~ 3
/cos()\r) — COS(NT)dT < / ldr = [ In(u&) — In(|A|§)| =
/ r Ne

= IHW

Daraus folgt sofort fiir alle & < &

7008()\7’) — cos(,ur)d

T =
”
€1
_ /cos()\r) - COS('UT)dr B / cos(Ar) — COS(’W)dr <
r r
1 &2
<2

Al

Jetzt benutzen wir (15) und schlieBen daraus mit dem Abelschen Satz ([Fi,
S. 585): Fiir alle ¢/ € S ! mit 2’y # 0 existiert der Grenzwert

o(z,y) = lim /cos (Ar) — COS(MT)Q(T)dT‘,

§—0 r

—00

da die Funktion  monoton und beschrankt ist. Mit dem zweiten Mittelwert-
satz der Integralrechnung gibt es fiir 0 < § < n ein £(d,n) mit

7 COS AT" — COS ur 7 COS AT" — COS ur
/ a Q(r)dr = Q(n) / a dr,
T r
g £(,m)

und hieraus folgt mit ;)

<

7 COS AT" — COS Ur
/ K Q(r)dr

r

<2wInl/|z'y].

n
COS AT — COS ur
/ dr
L o,m)

32



Da die letzte Abschétzung gleichméfig in 7, 0 ist, folgt sofort auch
|o(x,y')] < 20Inl/|z'y|

und

/ 6z, y/)|dS" ! < 2@ / In1/|2'y|dS™ < Cw
Sn—l Sn—l

fiir alle ¢/ € S™! mit a’y’ # 0. Weiter folgt

|Re é5,| < Cw In1/|2"y/||Qy")]|dS™t < CwBy / |p(z,)|dS™ ! < C,.
Sn—1 Sn—1

Jetzt behandeln wir Im é;,,. Wir bemerken, dafl gilt

[e.o]

in \
/sm " dr = gsign A

r
0

Also haben wir

n .
lim /Sm()\r)dr = gsign(x’y’).

r
6—0 F)

n—00

Hieraus schlieflen wir wie bei der Behandlung von Re €5, : Es existiert der
Grenzwert

und es gibt ein £(d,7) > 0 mit

n . no.
AT - ~ A
/smr r (r)dr = (1) / sinAr
5

®)
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o0

sint
Die Grosse / Tdt ist in 0 stetig und besitzt Grenzwerte fiir 6 — 0 und

5
I sint
0 — 00, ist also in ¢ beschrankt. Daraus folgt offenbar: / Tdt ist in 9,7

B 5
beschrankt. Also gilt mit €);)

fsin Ar
/ Q(r)dr| < @C
ST
gleichméBig in 6, 7. Deswegen gilt auch
[¥(z,y)| < wC

mit einer von A unabhéingigen Konstanten C'. Wegen der Beschréanktheit von
Q gilt weiter

\Im 53] < Cw / Q(y)[dS™ ! < CoB, =: C,
Sn—l
und

/ Wz, )| dS™ ! < @ / ds"! < Cw.
Snfl Snfl

Dies zeigt die Eigenschaft a), und aus dem Satz von Lebesgue folgt die Exi-
stenz der Grenzwerte in b). Nun gilt

— e~

m(x) = lim es,(x) = (lsi% es(x)
0—0
1—00

fiir z # 0. Also gilt in L*(R") fiir jedes f € L*(R") mit (14)
lim 65;\*f: lim e/(;;f:mf.
5—0 50
n—00 n—00
Nach dem Satz von Plancherel konvergiert daher auch e;,, * f fiir 6 — 0,7 —

oo in L*(R™) fiir jedes f € L*(R"™), und zwar gegen T, f, was insgesamt 1)
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und 2) beweist.
Jetzt beweisen wir 3). Es gilt

1T ey = [ 1 Ted @)1l 4 1)de

R

= [ @I f@) P + 1)z <

< ISl f e qen)-
Wenden wir jetzt 2) an, so bekommen wir die Abschétzung
I Tefllrsmmy < BC|f (),

die die Behauptung 3) zeigt.
4) Fiir f € L*([0,T] x R™) gilt nach Satz 2.7

Fua T (0)(9) = Fo (FL (1)) () = FTF(0)(w) =
= Fum(y) [(1)(y) = m(y) Fif(O)(y) =
=m(y) (Fraf) ().

Und daher dhnlich wie im Beweis von 3)

ITe 15 (0,77 xmm) = | FeaTef ()P (ly* + |77 + 1) dy dr =
(1) <R)

(O,T)R"
= [ [ Im)P1Faf (7 ) PP + 72 + 1) dydr <
(0,T) R»
<lmlle [ [ 1Bt ()Pl + 172 + 1) dy dr <
(0,7) R"

< lmllZ ) F s o myxrny < (CBY(|f Iz (0.7 xR

wobei wir 1) benutzt haben. O

Bemerkung 2.8 Das Besondere an der Aussage 1) aus dem letzten Satz
ist, dafs sie eine Verallgemeinerung der Gleichung e * f = ef darstellt, die
fiir e, f € L*(R™) gilt. Die Aussage 4) ist fiir uns wichtig, weil wir bei der
Behandlung schwacher Lisungen die Abschdtzungen der Form

[Tell < BC
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bendtigen, aus der ersichtlich ist, wie Abschdtzungen der Operatornorm ||T||2
von B abhingen. Solche Abschdtzungen, aus denen die Abhdngigkeit von B
hervorgeht, bendtigen wir nicht fir die Operatornorm ||T.|,, p €]1,2[. Es
wére mdglich, solche Abschitzungen durch Interpolation zwischen LY (R™) und
L3(R™) zu erhalten, beziehungsweise durch Interpolation zwischen L*(R™) und
L>(R™) firp € 2, 00].

Lemma 2.9 Fir ein f,o € L*([0,T] x R?) gilt gleichmdfig fir alle e, die

den Bedingungen el) — e3) mit derselben Konstanten B geniigen,

T
/ / o(t,2) T2 f (1) (x)dxdt — 0, fiir § — 0.
0

Beweis. Wir betrachten zunéchst nur Testfunktionen der Form o = o0,
o1 € C([O,T]),O‘Q S CC(R2).
In der folgenden Rechnung ist lim stets im Sinne von L?(R?) zu verstehen:

n—0

/T/Ul(t)‘72(f”)Té5f(t)(x)dxdt =

[ itosta) (lm 720 (1)) (@)ded =

0
T

7:(x) (%LH%)/ Ul(t)T£’5f(t)> (@)t =

oo () (%ig(l)/Tal(t)

o9(x) lim (" / e(r — y)/al(t)f(t,y)dt) dydr =
<ly—z|<d 0

e(x —y)f(t, y)dy] dt) dr =

n<|y—z|<é

n—0

2(2) T fo (),

I
—_— — — —_— —
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T
wobei fo, (y) = [o1(t)f (¢, y)dt, y € R®.
0
Wir zeigen jetzt, daB f,, € L*(R?). Fiir y € R? haben wir

T T 1/2
)] < [l @5 0)ldt < ol ( / |f<t,y>|2dt) .

Also

T 1/2
([1nar)” <l ( I/ f<t,y>2dtdy) = lloll20 1.

Aufgrund der Gleichung Té‘g = Te—Tf und nach Satz 2.4 gilt fiir jede Funktion
f € L*(R?):
T2 flla = | Tof — T2 flla — O fiir § — 0

gleichméBig fiir alle e, die die Bedingungen el)—e3) mit derselben Konstanten
B erfiillen. Also gilt

l/ /T o1(t)oa(z) T f () (x)dtdz| =

’/02 5f01 ’ >

< ||‘72||2||T66f01H2 —0fird—0

gleichmiflig fiir e. Der Fall eines allgemeinen o € L*([0,T] x R?) ergibt sich
aus der Dichtheit von Funktionen der Form

N
_ m__m
g = E 01 Oy
m=1

mit 0" € C([0,T]),05", € C.(R?),m =1,... N in L*([0,T] x R?) . Denn wir
kénnen schreiben

//a(t,x)ij dtdx_// o— Z oIV f(8) () did +
+ Z //0{”02 T2 f(t)(z)dtdz.
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Der erste Term kann mit Hilfe von Satz 2.4 folgendermafien abgeschétzt
werden:

'// o— Z o'oy )T f(t)(z)dtdz| <
<o - Z o' oy TS fll, < 24l e — 32 o703l
m=1 m=1

Nun kann man fiir ein vorgegebenes n > 0 ein N(n) € N und of* € C([0,T7),
o € C.(R?), m =1, ... N(n) finden, so da§ dieser Term klein als 1/2 wird.
Fiir diese 0", o4*,m = 1,... N(n) konvergiert der zweite Term gegen 0 fiir
n — o0, wie wir es fiir die separierenden Funktionen bereits oben gezeigt
haben. Also findet sich ein ng(n) > 0, so dafl fir alle n > ng(n) der zweite
Term auch kleiner als 7/2 wird. Daraus folgt die Behauptung. O

Lemma 2.10 Sei o € CHR™) und 0 < s < 1.

Dann gilt: Vf € H*(R™) ist fo € H*(R™) und 3C(0,s) mit || fo| %{S(Rm) <
C(o,s)| fl %{S(Rm)'

Beweis. Z.B. [W1, s.71].

2.3 Das Lemma von Golse-Lions-Perthame-Sentis

Lemma 2.11 (Golse-Lions-Perthame-Sentis) Sei m € Ny, R €]0, +o0],
und es sei ) € D(Bg).

Dann 3C = C(m, R,v)) > 0 Vf € L*(R x R™ x Bg) und fiir jede Familie
(9n) inl<mmens C L*(R X R™ X Bgr) mit

Of+v-0,f= > Dlg, inD'(RxR"x Bp)

[n|<m
qgilt
/f,, (v)dv € H*(R x R")

-1
mit s 21+ , und

I /f 5 0)Y(V)dv|| s mxrr) <
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1/2
<C (HfH%,RXR"xBR + > ||977H§,RanxBR)

[n]<m

Beweis [GLPS88]. In dieser Variante siche auch [Kr].

2.4 Kompaktheitssitze

Satz 2.12 (Dunford-Pettis) Fine Teilmenge F' C L'(R") ist relativ
schwach kompakt genau dann, wenn gilt:
(i) F ist beschrinkt,
(i) [|f(2)|dz — 0, \"(E) — 0 gleichmdfsig fir f € F,
E

(i) [ |f(2)|dz — 0, R — oo gleichmafsig fir f € F.
lz|>R

Beweis: z.B. in [DuSc]|

Satz 2.13 Sei I ein separabler topologischer Raum und sei X ein Banach-
Raum. Sei F' eine Familie von Funktionen f: 1 — X, so daf gilt:

(i) Yt € I {f(t); f € F} ist relativ schwach kompakt,

(i) Vo' € X' ist {x' o f; f € F} gleichgradig stetig.

Dann gilt: fiir jede Folge (fn)nen C F' existiert eine Teilfolge (fi, )nen und
eine stetige Funktion fo : I — (X, 0(X, X")), so daffVx' € X' 2'of; — 2o fy
gleichmdf$ig auf I .

Beweis: [HoHu84|

Satz 2.14 Seien s1,82 € R, s1 < s9 und B CR" offen. Dann gilt:
1. Die Finbettung H*(B) C H*'(B) ist stetig.
2. Ist auflerdem B beschrdnkt, so ist diese Finbettung kompakt.

Beweis von 1. siche [BeLo], S. 153. Punkt 2. ist in [W]] fiir 0 < s; < s9 bewie-
sen worden. Um den Fall s; < s9 < 0 behandeln zu kénnen, benutzen wir die
Dualitédt und Reflexivitat von Sobolev-Réumen mit positiven und negativen
Indizes. Wir betrachten den Einbettungsoperator Iy, 5, : H**(B) — H*(B),
51 < $2 < 0 und den zu ihm konjugierten Operator I* . : H*'(B) —

52,51

H~*(B), der fiir alle 0* € H™*(B) durch ¢* + 0*l,,, definiert ist. Wir
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wollen zeigen, dafi dieser konjugierte Operator mit dem Einbettungsoperator
l_s sy : H*(B) — H*2(B) iibereinstimmt. In der Tat, es gilt fiir alle
o* € H(B)

[ 0" =0"1.

52,51

Dies ist im Sinne von Funktionalen zu verstehen, also gilt fiir alle ¢ € H%2(B

)
li) 00 =015y, 0. (17)
)
)

—_

Fiir die Funktionale ¢ € H**(B) gilt Ly, 5,0 = ¢| sy (), d-h. fiir 0" € H™(B
gilt Iy, s, 00" = ¢o*, oder dquivalent o*l,, s, = 0*¢. Wir setzen es in (17
ein und erhalten

l5, 070 =0"0.
Fiir die Funktionen o* gilt I_,, _;,0" = 0" und daraus folgt
l:27810*¢ = 17517*320-*(25‘

Da dies fiir alle ¢ € H*?>(B) und o* € H*'(B) gilt, schlieflen wir

* J—
182781 - l_317_52

als Operator H™*'(B) — H**(B).

Der Operator [_g, _s,, 0 < —s9 < —s; ist kompakt, wie wir oben bemerkt
haben. Da nach dem Satz von Schauder ein Operator genau dann kompakt
ist, wenn der konjugierte kompakt ist, ist auch der Operator [,, s, kompakt.
Der Fall s; < 0 < sy folgt aus den beiden oben Betrachteten. O

2.5 Das Lemma von Gronwall

Lemma 2.15 (Gronwall) Sei ® stetig auf [a,b]. Sei o, 5 € C([a,b]), a <
B, 5 =0.

1. Gilt auf [a, D]



so gilt dort auch

t t

B(t) < exp( / B(r)dr)[C + / a(r) exp(— / B(0)do)dr].

a a

2. Gilt auf [a,b]

/b dT—F/ﬁ

so gilt dort auch

b b

(1) < exp( / B(r)dr)[C + / a(r) exp(— /b B(0)do)dr].

t t

Korollar 2.16 Seien die Voraussetzungen von Lemma 2.15 erfillt und se:
aufSerdem auch oo > 0 auf [0,T].

1. Gilt auf [a, D]

t

O(t) < C + / o(7)dr + / B(r)®(r)dr

so gilt dort auch

t t

o(t) < [C+ [ a(r)ar]exp( [ 5(r)dr).

a a

2. Gilt auf |a, b]

/b d7'+/ﬂ

so gilt dort auch

b b

o(t) < [C + / a(r)dr] exp( / B(r)dr).

t t
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3 Klassische Losungen

3.1 Eigenschaften klassischer Lésungen

Wir betrachten zuerst die Bewegung eines Teilchens im R? x R? in einem
Kraftfeld K (t, z) auf dem Zeitintervall I mit linkem Randpunkt 0. Wir setzen
voraus, dal K € C'(I x R?) und fiir jedes kompakte Teilintervall J C [
K| ;jxmr2 beschrinkt ist, und betrachten das System

X=V
{V = K(t, X). (18)
Fiir dieses System sind folgende Aussagen bekannt.

Lemma 3.1 FEs gilt:

1. Fiir allet € I und alle Anfangsdaten z € R? x R? ezistiert eine eindeu-
tige Losung s — Z(s,t,z) auf I von (18) mit Z(t,t,z) = z;

2. Die Abbildung Z : I x I x R?> x R? — R? x R? ist stetig differenzier-
bar und Z(s,t,-) : R? x R? — R? x R? ist ein C'-Diffeomorphismus
mit der Inversen Z(t,s,-), s,t € I (eine solche Abbildung nennen wir
“Phasenstrom”);

3. Die Abbildung Z(s,t) : R? X R? — R? x R? ist maferhaltend, d.h.
detd,Z(s,t,z) =1,

s,t€l, z€R?xR?;

4. Die Abbildung 0,7 geniigt dem System

¢
X (s,t,2) =—v— /&gV(T,t,Z)dT

t
OV (s, t,z) = —K(t,x) — /@wK(T, X(7,t,2))0: X (7,t, z)dr,

S

s,tel, z€R? x R2.
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5. Die Abbildung 0,7 erfiillt das System

050, X (s,t,z) = 0,V (s,t,2)
050,V (s,t,2) = 0. K(t, X(s,t,2))0,X(s,t,2)

zur Anfangsbedingung 0,7 (t,t, z) = id,.

Lemma 3.2 FEs gilt:

1. Eine Funktion f € CY(I x R* x R?) erfillt (V) genau dann, wenn f
konstant lings jeder Losung von (18) ist;

2. Fﬁr}e CH(R? x R?) ist die Funktion f(t,z) ::}(Z(O,t, 2),telze
R% x R? die eindeutig bestimmte Lésung in C*(I x R? x R?) von (V)
mit f(0) =f;

3. Gilt ]%E LP(R? x R?), dann ist f(t)€ LP(R* X R?) und es gilt
1fOllp =1 fllp, t €1, p€l,o0]

3.2 Das singulidre Problem
3.2.1 Das Potenzial

In diesem Abschnitt studieren wir die Eigenschaften des Potenzials U, das
fiir ein bestimmtes p durch

V) ::_/ p(y) ay

[z — y|

(zundchst formal) definiert ist. Die sich aus Bedingungen an p ergebenden
Eigenschaften fiir U folgern wir zum Teil aus Satz 2.2, zu einem anderen Teil
aus dem folgenden Lemma.

Lemma 3.3 Ist p € C1*(R?), so ist U € C**(R?). Ist suppp C Bg, so hat
man im einzelnen:

1 Ulloe < 2w R]|plloo,
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2. 0,U besitzt die Darstellung

o T—y
=i |
|z—y|>e

(y)dy = V-P./ |;__yy|3p(y)dy

und erfillt die Abschdtzung
0:Ulo.0 < A(@) B[ plo.a
mit der Konstanten A(a) aus Satz 2.2.

3. Firi,g =1,2 gilt

. T — Y
lz—y[>e

mit der Abschdtzung

02U oa < A(Q)R*[p|1a.

Beweis. 1. Es gilt

V@) < ow)_g, <
ly — |
lz—y|<R
1 1
<lole [ =idy=lpllec2m [ Srdr = llpll2R.
[z =y r
lz—y|<R 0

Damit erhalten wir die angegebene Abschitzung. Weil p {iberdies stetig ist
und der Kern % lokal integrierbar, ist U insbesondere auch stetig.

2. Wegen der Glattheit von p existiert d,p und ist wegen der Kompaktheit
des Tréagers insbesondere integrierbar. Dann ist auch U differenzierbar und
fiir 0,U gilt die Darstellung

0,U(z) = —0, / ﬁp(ﬁ —y)dy =

1 1
— [ Z0.p(x —y)dy = — | ———,p(y)dy.
/|y| plx —y)dy /|x_y| p(y)dy
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Mit der Greenschen Formel erhalten wir dann

1
y)dy = — lim ——0,p(y)dy =
/|.T y| yp =50 ]az—y[ yp( )
|lz—y[>e
_ 1 T =1y r—y
—lim | — / 7Y o4)dS, + / p(y)dy
S WA L | v =yl” oo —yP”

Fiir das erste Integral gilt

| =L, | =

o=yl e —yl”
|z—y|=e

| ey,
=2 w_LE oy (P) — pl@))dS, | <

< |z — y|*[plo.adSy = £ [plo.a2me — O fiir € — 0.

m | =

|z—y|=¢

Das zeigt die gewiinschte Darstellung.

Setzen wir nun Q(z) := |‘T—| und e(z) := g|2x(|x2)’ so konnen wir Satz 2.2 im

Zusammenhang mit Bemerkung 2.3 anwenden und erhalten 9,U € C%*(R?)
mit der angegebenen Abschéitzung.

3. Wegen der Voraussetzungen an p existiert insbesondere d,p und ist inte-
grierbar. Wir benutzen jetzt die Darstellung 2.. Wir bemerken, dafl gilt

2 Ty — Yi
0w, / TPl — 2)dz = / 50u,0(y)dy.
] |z =y
e<|z|[<R e<|z—y|<R

Satz 2.2 im Zusammenhang mit Bemerkung 2.3 ergibt ferner, dafi die Limites

Ty — Y

Zi

lim |Z|3p(x—z)dz=£% |x_y|3p(y)dy
|z|>€ |lx—y|>e

. s Li—Yi
|z|>€ |lx—y|>e
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gleichméfig in = existieren. Dann ist die folgende Rechnung erlaubt:

2 _
lz—y[>e
— axj hm / P ’3p 2)dz = hn% Oz, / %p(az‘ —2)dz =
|z|>e |z|>e
. . Ty —Y;
_1 / 0, dz =1 8, p(y)dy.
S A |3 ;pla = z)dz = lim P—F ,P(y)dy
|z[>¢ lz—y[>e

Satz 2.2 ergibt dann auch die nétige Abschétzung. O

Lemma 3.4 Ist p € C*(R?), so erfiillt das Potenzial U die Abfallbedingun-
gen:

1. U(z) ~ ﬁ, fir |x| — oo;

2. 0,U ~ |:171|2’ fir |z| — oo.

Beweis. Sei R so, dafi supp p C Bg und sei |z| > 2R. Dann gilt

p(y) p(y) 2|[pllx
= ] =| ] < g <5

ly|<R

Analog gilt fiir 0,U:

Py 1 Aol
o.U@) =| | ply)dy| < ol < T30
) (ol = RP "1 = Tap

3.2.2 Das Iterationsverfahren

Im folgenden betrachten wir einen festen Anfangswert fe C*(R? x R?) und
beweisen die lokale Existenz einer Losung des Problems (V' P). Dazu definie-
ren wir zunéchst formal einen Operator F' wie folgt. Sei T' > 0.

1. Fiir f € C1([0,T] x R? x R?) definieren wir die Dichte

x) ::/f(t,x,v)dv
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2. Wir setzen

U(t,x):= —/ "Z:(t_’y;‘ dy,

K(t,z) == —9,U(t,x);

3. Wir bestimmen die Losung Z(-, -, -) des Systems

X=V
V=K(tX)
mit Lemma 3.1;
4. SchlieBlich setzen wir (F'f)(t, z) ::]% (Z(0,t,2)) (dies ist die Losung von
(V) zur Anfangsbedingung f).

Der Existenzbeweis wird dann in den beiden folgenden Schritten durch-
gefithrt werden:

1. Wir zeigen in Abschnitt 3.2.2.1, dafl der Operator F' als Operator von
Ch(]0,T] x R* x R?) nach C1([0,T] x R? x R?) wohldefiniert ist.

2. Wir beweisen dann in Abschnitt 3.2.2.2, dafl die induktiv definierte
Folge

fO(t) ::f7
Jny1 = F(fn)(t>7 te [O7T]
eine Teilfolge enthilt, die gegen Losung des Problems konvergiert.

Im folgenden seien ;%2 1 und ﬁz 1 so gewahlt, daf} gilt:

]%(ZL‘,’U) = 0 fiir alle x € R?, |z >R und fiir alle v € R,

f(z,v) = 0 fiir alle v € R?, |v| >P und fiir alle z € R2.
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3.2.2.1 Der Operator F

Fiir eine Funktion f : [0,7] x R? x R?> — R" betrachten wir die folgen-
den Eigenschaften:

fi) e Cl(0,T) x R? x R?);

fa) es gibt ein R € C([0,T]), R(t) > 1 mit f(t,z,v) =0 fur |z| > R(t),

v € R%;
und ein P € C([0,T]), P(t) > 1 mit f(¢,z,v) =0 fiir |v| > P(t),

reR? tel0,T].

Fiir eine Funktion p : [0,7] x R? — R* betrachten wir die folgenden Ei-
genschaften:

p1) p € Co([0,T] x R?);

p2) es gibt ein @ € C([0,T]) mit p(t,x) = 0 fiir |z| > Q(¢t), t € [0,T].

Fiir eine Funktion K : [0,7] x R*> — R? betrachten wir die folgenden Ei-
genschaften:

k) K € CV([0,T] x ),

Kg) 3(t7x)K(t) € CO’Q(RQ),t € [O, T],

K3) |0t ) K| (2),0,0,[0,7]xR2 < 0.

Im folgenden betrachten wir die Variable w := (¢, 2).
Fiir einen Phasenstrom Z auf [0, 7] x [0, T] betrachten wir die folgenden Ei-
genschaften:

Zy) 0uZ € C([0,T] x [0,T] x B,., X B,,)

fir alle r, > 0,r, > 0.
Zy) 0,7 (s) € C%([0,T] x B,, x By,)
fiir alle s € [0, 7] und fiir alle r, > 0,7, > 0.

Lemma 3.5 Erfille f die Bedingungen fi) — fa2). Wir definieren auf
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0, 7] x R?

x) ::/f(t,x,v)dv

Dann erfiillt p die Bedingungen p1) — ps) und es gelten folgende Abschitzun-
gen:

~

[0t lco < TP2(t)]| flloos

2. [p(D)]oa < TP*(O)[f()]0,0;

8. |0up(t)lloc < TP ()]0 f (1) oo

4 10ep()]o,0 < TP?()[00f (t)]0,05

5. pl1aforixre < TP?()] fl1a.0,1)xR2xR2 -

Beweis. p,) Fiir |z| > R(t) ist p(t,z) = 0, also kann man Q(t) = R(t)
setzen.
Aus der Darstellung

p(t,x) = / f(t,z,v)dv

o[ <P(t)

ergibt sich die Abschitzung ||p(t)]|oc < TP%()||floo. Weiter folgt aus dersel-
ben Darstellung [p(t)]o.o < TP%(t)[f(t)]0.a-
Analog gilt fiir y = x oder y =t

ayp(t,l‘) = / ayf(t,l’,v)dv,

lv|<P(t)

woraus die Abschétzungen 3.,4.,5. folgen. Dann ist auch p;) klar. O

Lemma 3.6 Erfille p die Bedingungen p1) — p2). Dann erfillt

K(t,z): VP/‘ ‘gpty)dy

die Bedingungen Ki) — K3) und es gilt mit der Konstanten A(«) aus Satz
2.2
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1 K (#)]oa < A(@)Q(E)|p(t)]00;
2. [0 K (t)]o.0 < A(@)Q(1)|02p(t) 0.
J. |a(m)K|(cc)yoﬂcv,[olexR2 < A(a) SUP¢e(0,17] Qa(t)|P|1,a,[0,T}><R2-

Beweis. Die erste und die zweite Abschiatzung ergeben sich aus Lemma 2.2
im Zusammenhang mit der Bemerkung 2.3 und der Darstellung

'I —
0. K(t,x) = —V.P./ — jgﬁxp(t,y)dy.

|z

Wir bemerken, dafl analog zur Darstellung im Punkt 2. aus Satz 3.3 die
Darstellung

'I —
0K (t,x) = —V.P./ P jgatp(t,y)dy

gilt. Wenden wir jetzt Satz 2.2 im Zusammenhang mit der Bemerkung 2.3
auf Jyp(t) an, dann ergibt sich aus dieser Darstellung die Abschétzung fiir
die Holder-Norm von 0, K beziiglich x, was die Eigenschaften K7) und K3)
zeigt. Bilden wir dann das Supremum iiber ¢ € [0, T, so erhalten wir mit der
Eigenschaft p;) auch die Abschétzung 3.. O

Lemma 3.7 Erfillt K die Voraussetzungen K,) — K3), dann besitzt Z als
Phasenstrom, der zu dem System

T=0

0= K(t,x)
erkldrt ist, die Eigenschaften Zy), Zy). Im einzelnen hat man fir s,t € [0,T]
und 5,7, > 0 die folgenden Abschitzungen.:

T
1Z(5. D) lsorr, < (et 70+ [ I (D) oc) explt = s,
0
also

| Z |0, 0,11%10,71% By, x By < (T2 + 7o + T|| K| oo f0,r)xr2) €XP T

t
Sei A(t) = / (18K (T) 0.0 + 1)dr. Dann gilt:
0
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t

[+ 10K () )dr

s

2. |10.Z(5,t)]| 0 < exp < Ag(max{s,t}),

also
10-Z]|0o,j0.,11x 0,7 xR2xR2. <
<exp(T(1+ ||a:vK||oo,[0,T]><R2)) =: g.(T, ||axK||oo,[o,T]xR2);
3. 10.Z(s,t)]0,0 < Ax(max{s,t})(1 + exp((2 + o) Ax(max{s,t}))),

also

|a Z| (2),0,0,[0,T] x[0,T]xR2xR2 < AK( )(1 —|—exp((2 + O‘)AK(T))) =
: h )(O./ T |a K|(w)00¢ 0T]><R2)

Auflerdem gibt es Konstanten h,go)(oz T, 7y, | K |(2),1,0,0,1xR2)
hit)(a,T, Tv, ’K’(x),l,a,[o,T]xm); h‘l(f (04 Tyry,my, ’K’ 1a, 0T]><R2)
hgt) (Oé, T7 Ty, ‘K‘(I),l,a,[O,T]XRQ) HatKHoo,[O,T]XRQ)y S0 ddﬁ folgende
Abschdtzungen gelten:

4. O Z | oo, 0,11 (0,71 xR2 % By, < h;

5. [0:Z]),0,0,0,11xR2xB,, < h®;
6. [0t Z](2),0,00[0.T1X[0,T]x Bry x Byy < n;
7. [0:Z] 1) 0,000,171 x[0,7) xR2x By, < h

Beweis. Im folgenden bezeichne der Punkt die Ableitung nach s. Nach Vor-
aussetzung erfiillt dann Z das System

{X(s,t,z) =V{(s,t,z) (19)
Vs, t,z) = K(s,X(s,t,2)),
also in in integrierter Form
t
X(s,t,z) =x+ /V(T,t, z)dr
(20)

Vs, t,z) =v+ /K(T,X(T,t,z))dT.
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Wir zeigen zunéchst 1. und nehmen zuerst s <t an. Wir erhalten

t
X (s, 2)| V(s 2) < J2l + [ IV(r,2)| + K (7, X (7,8, 2)) dr <

¢ t
<lel+ [ UKDt + [12(7,,2)ldr.
0 s
und mit Korollar 2.16 2. haben wir fiir z = (z,v) mit |z| <7, |[v] <7,
T
1208 Dllrare < (4 70+ [ 1)) explt ).
0
Im Falle s > t bekommen wir analog

X (5,8, 2)| + [V(s,8,2)] < |2] + / V(r,t,2)| + |K(r, X (1,1, 2))|dr <
t

T s
<[el + [IK@)llodr + [ 12(r.2,2)dr.
0 t
und die Anwendung von Korollar 2.16 2. ergibt dann
T
1Z (s ) loo,rry < (T2 + 170 + / [ K (7)[|oodT) exp(s — 1) <
0

< (13 4+ 70 + T|| K || 0,07 xr2) €XP(5 — ).

Insgesamt erhalten wir die erste Abschéitzung in 1. Die zweite folgt aus ihr
unmittelbar. Um Abschétzung 2. zu zeigen, leiten wir System (19) nach z
ab. Dann erhalten wir

{@X(s,t,z) =0,V (s,t,2) (21)
0.V (s, t,z) = 0. K(s,X(s,t,2))0.X(s,t,z)),
also in integrierter Form
¢
0.X (5,1, 2) = Do + / 0.V (r,t, 2)dr
; (22)

t
OV (s,1,2) = d,v + / 0K (1, X (1,1, )0, X (. 1, 2))dr,
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Wir unterscheiden wieder die beiden Falle s < t und s > ¢t. Im Fall s < ¢
erhalt man

|82X(87t72)| + ‘82V<87t7 Z)‘ S

<1t [+ 10K (Dl (19:X (7,8, 2)] + 10:V (7., 2) .

Die Anwendung von Korollar 2.16 2. liefert nun
t
0:X (5,8, 2) 4+ 10V (5,1, 2)] < exp [(1+ |0.K(7)|)dr,

also
t

10:2(s, 1) |00 < eXp(/(l 10K (7) |00 ) dT).-

s

Im Fall s > t erhalten wir analog mit Korollar 2.16 1.
10:2(s, 1) |00 < eXp(/(l + 1|02 K(7) |00 ) dT).-
t

Damit ist die erste Ungleichung von 2. gezeigt , aus der die zweite unmittel-
bar folgt.

Jetzt zeigen wir 3. Wir definieren zuerst

_ |aZX(Sa ta Zl) - azX(Sa t: 22)|

dX(S7ta 21,22) = ’
|21 — zo]®
8ZV ,t, _azv ,t,
Oy (5.1, 20, 2g) o 10V (5:1:22) = OV (5,1, 2)|
|21 — z|®
dz(s,t, 21 20) i = dx(s,1, 21, 22) + dv (8.4, 21, 22). (23)

Offenbar gilt mit dieser Bezeichnung

sup dz(s,t,z1,22) = [0.Z(s,t)]o.a-

z15#22
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Aus der ersten Zeile des Systems (22) ergibt sich dann

t
10.X (5,8, 21) — 0. X (5,1, )| < / 8.V (1,1, 1) — B,V (1, 8, z2)|dr =

t
= /dv(T,t,Zl,Zg)|Zl — 22|a.
s

Die Abschétzung der zweiten Zeile von (22) liefert

t
/‘azv(7_7t7 Zl) - V(T>t7 Z2)|dT <

S

< /t 0,5 (7, X (7,1, 20))0.X (7, 1, 21) —
0K (r, X (ot )0 X (7.1, 2)ldr <
< /t 0K (7, X (r,1,21)) — 0K (7, X (7,1, 22)) |0 X (7,1, 21) | +
0K (r, X (1 ) [0.X (.1, 21) — X (1, )7 <
t
< [0 K (P oal X (7.8 21) = X (7, 22)|7[0:X (7, 8) o +
0K () ol X (7.1, 22) — 0.X (1, 2)dr <
:
< [(0.K Dol X (D] +

02 K (T) || oorp o dx (T, t, 21, 22) )dT| 21 — 22|
Wir betrachten den Fall s < ¢t. Das Addieren der zwei letzten Abschéitzungen
ergibt

t

(s, t,21,22) < [ (0K (DoallO-X (1)1 +

+H|| 0L K (7)ol x (T, t, 21, 22) + dv (T, t, 21, 29) )dT <
t

< [10:K (o0 X (7, )15 7 +

S
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t
+ [+ 10K (7)) 7t 21, z)dr

Mit Korollar 2.16 2. folgt dann:

dZ<S7 ta 21, 22) S
t

< ([0 K (ol 0-X () 5d7) - exp [(10:K (7)o + 1)

S

Setzen wir jetzt die Abschitzung 2. ein, so gilt:

|dz(s,t,21,22)| <

< /[@mK(T)]o,a exp ((1 + a) /(1 + ||(933K(0)Hoo)da> dr -

S

-exp/(l 8. K (7)]]o0)dr <
< exp ((1 +a) / (1+ laxK(o)]Qa)da) / 10, K () |o.0dr

-exp/(l + [0, K(T)]o,0)dT < exp ((2+ a)Ak(t))do) Ak ().

Diese Abschétzung zusammen mit Abschétzung 2. ergibt Abschétzung 3. im
Fall s <t. Der Fall s > t ergibt sich mit Korollar 2.16 1. analog.
Jetzt zeigen wir 4. Dafiir benutzen wir die Darstellung 4. aus Lemma 3.1:

t
0 X(s,t,2) =—v— /@V(T, t,z)dr
’ ¢ (24)
OV (s,1,2) = —K(t,) — / 0, K (7, X (1,1, 2))0. X (1,1, 2)dr.

Wir betrachten zuerst den Fall s < ¢ und stellen fest

10:X (5, D)l loc B2 8,,, + 10V (8, 8) oo B2, < 70 4 [[K (1)l 0 +
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t
+/(|I(9tV(T> Olloo.r2x8,, + 10K (7)]|ool|0: X (7, 1)) oo m2xB,, ) AT <

t
<7+ K)o + / 1002 (7, 1) l|oo.r2 B, (1 + |02 (7) [|oo )T

Mit Korollar 2.16 2. gilt

10:Z (s, 8)l| oo R2x B, <
t
< (ro + [ K (#)]l0) exp/(l + 102 K (7)]|oc)d.

Im Fall s > t bekommen wir mit Korollar 2.16 1.

10:Z (s, 8)l| oo B2 B, <
< (ro + 1K1 o) eXp/(l + |0 K (7) |0 ) -
t

Hieraus folgt Abschétzung 4. mit

hgo)(&, T, 71y, | K| (2)1,0,00,7]xR2) 1=
= (ry + T|K|(z),1,a,[o,T}xR2) exp(T'(1 + |K|(z),1,a,[0,T}xR2)-

Jetzt zeigen wir 5. Um die Holder-Konstante von 0,Z(s) beziiglich ¢ ab-
zuschétzen, diirfen wir ohne Einschriankung ¢, < t5 voraussetzen. Wir defi-
nieren

ZX 7t ) - ZX 7t7
dX(S7t17t2,Z) = |8 <S 1 Z) a (S 2 Z)|

‘tl — t2|a )
(%V ,t s — aZV ,t ,
dV(S,tl,t27z) e | (5 1 Z) (S 9 z)|7
|ty — ta®
dz(s,t1, b2, 2) i= dx (8,1, 21, 22) + dv (5,1, 21, 22) (25)

und bemerken, dafl gilt

sup  dz(s,t1,t2,2) = [0.Z(5)](t),0,0,R2x B, -
t1#t2

t1,t2€[0,7

2€R?x By,
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Dann gilt fiir s < ¢, und z € R? X B,,:

|0. X (s,t1,2) — 0. X (s,t2,2)| <

t1 to
§/|8ZV(T,t1,z) —8ZV(T,t2,z)]dT+/\@V(T,Q,zﬂdr <

t1
t1
S /d\/(T, tl,tg, Z)dT‘tl — t2’a +

102V || o, 0,17 x 0,11 x R2 xR2 [T1 — L2
und

|azv(57t1, Z) - 8ZV(S,t27Z)’ <
t1

< /(|896K(7',X(T7 t1,2)) — 0. K (1, X (7,19, 2))]|0, X (7,11, 2) |+
+ |amK(TJ X(Ta t27 Z))‘aZX(T, tla Z) - aZX<T7 t27 Z))D dr +

t2
+ [ 0B X (210X (7, )T <
t1

t1
< /([aﬂcK(T)]OyaHatXHgo,[O,T]X[O,T]XR2><Bn, 02X ||0o,j0,17x0,7)xR2xR2 +

|02 K || oo jo, 1) xm2A X (T, 11, t2, 2))dT |ty — to|™ +
+”6IKHOO,[07T]><R2 HaZXHOQ[O,T}X[O,T]XRQXRQ|t1 - t2’-

Das Addieren der zwei letzten Abschétzungen liefert jetzt

dZ(S,tl,tQ,Z)) S
<022 | oo, 0,11x (0,71 xR2xR2 (1 + HaxKHoo,[o,T}xR2)Tl_a +

T
+HaZZHOO7[07T]><[O»T}><R2><R2HatZHco:o,[O,T]x[0,T]><R2><R2/|axK<7—)‘0,ad7—+
0

t1
+/(1 + [0 (7)|oo)dz (7, b1, b, 2))dT.

o7



Die Anwendung von Korollar 2.16 2. liefert nun

dZ<87 tla t?a Z)) S

< ([10= 200,011 [0,11xR2 xR2 (1 4 [[0: K l|ow jo,yxm2) T +
T

+||8zZ||oo,[0,T]><[0,T}><R2><R2||atZ||go,[0,T]><[0,T]><R2><R2 / |aIK(T)|0,adT) ’
0

T
exp [ (140K (7)|)dr,

und analog folgt der Fall s > ¢;. Hieraus folgt unter Beriicksichtigung von 2.
und 4. Abschitzung 5. mit

hit)(a, T,ry, |K\(x),1,a,[0,T]xR2) =
= (9T (1 4 | K| (2) 1.0f01)xR?) +
+h£0) hgz) ‘K|(m),1,a,[0,T]><R2T) exp(ozT(l + |K|(9c),1,a,[0,T}><R2))-

Nun zeigen wir 6.. Um die Holder-Konstante von 0,7 beziiglich z auf B, x B,.,
abzuschétzen, benutzen wir Darstellung (24). Sei z; = (24, v;). Wir benutzen
Notationen (23), wobei wir 9, X, 0.V, 0,7 durch 0, X, 8,V, 0;Z ersetzen. Dann
gilt fiir s <t

|8tX(87 t7 Zl) - @tX(Sa 7(“-7 Z2)| S

t
< [v1 — va| + / 0.V (1,8, 1) — OV (1, 20)|dr <

t
< |vy — v + /dV(T,t,Zl,Zg)d7—|Zl — 29|
S

und
0V (s,t,21) = OV (5,1, 22)| < |K(t,21) — K(t, 22)| +
t
+/(‘&,;K(T,X(T,t, 21)) — 0. K (1, X (7,1, 2))||0, X (7, £, 21)| +

+[0. K (7, X (7,1, 29)) |0 X (7,8, 21) — O, X (7, ¢, 29)|)dT <
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0K (B)lloclrr = 2] + [ (0K (Vo X (1) 2 +

H| 0L K (7)ol x (T, t, 21, 22) )dT|21 — 20|%.
Das Addieren der zwei letzten Abschéatzungen liefert nun

dz(s,t, 21, 22) < (14 0K (8) o) ((2r0)' ™ + (2r0)'77) +

t
+ [10.K (Dloall0:X (1) 2dr +

¢
+/(1 118K (7o) dz (7 £, 21, 20)dr.
Die Anwendung von Korollar 2.16 2. liefert jetzt
dz(s,t,21,22) < ((1+ ||axK(t)||00)((2Tm)1_a + (QTv)l_a) +
¢ ¢
+ 0K loalldX (705w exp [(1+ 0K () )

Analoges erhalten wir fiir s > ¢t. Daraus folgt Abschétzung 6. mit

W (@, Ty 7, 7, 105 K | (2) 0,000,177 R2) =
= (14 [0:K | (@) 0.001xr2) (2r2) 7% + (2r,) 7%) +
+T|azK|O,a,[O,T}XRzg(z)a> eXp(T(l + ‘81K|(:v),0,a,[0,T}><R2)-

Analog behandeln wir die Holder-Konstante von 0,7 (s) beziiglich t. Mit No-
tationen (25) (mit 0;Z etc. an Stelle von 0,7 etc.) erhalten wir fir s < ¢, <ty
und z € R? x B,,

|0: X (s,t1,2) — 0, X (8,12, 2)] <

t1 to
§/|3tV(T,t1,z) — oV (r, tg,z)|d7'+/|8tV(T,t2,z)|dT <
s 31

¢
S /dv(T, tl, tg, Z)d7'|t1 — tz’a +
|0V || oo 0,71 x 0,71 xR2x B,,, [T1 — L2]
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und

|6tV(s,t1, Z) — 8tV(s, t2, Z)| < ’K(tl,l') — K(tQ,LE)‘ +

t1
+/ 10, K (7, X (7,11, 2)) — 0o K (1, X (7, 1, 2))||0.X (7, 11, 2)] +
0K (7, X (7, b2, 2))|0.X (7, 11, 2) — DX (7, b, 2))|dr +

to
+/|8xK(T,X(T, to, 2))||0eX (7, t2, 2)|dT <
t1

t1
< [[0:K | oo,0,1yxR2[t1 — to] + /([amK(T>]0,aHatXHgo,[O,T]x[O,T}XR?xBM +

H[0: K (T)||oodx (T, 1, t2, 2))dT|t] — t2|* +
102K || oo, 0,71 xR2 | 06X || 0, 0,7 x [0,7)x R2 X B, [E1 — T2]-

Das Addieren der zwei letzten Abschétzungen liefert nun

dz(s,t1,t2,2) < [|0K ||oo o rxr2T " +
102K || oo o1 xR2 106 Z || oo, 0,77 x 10,71 xR2 xR T +

T
+ [ 10K (Dol 9-X ()% j 1ymacndr +
0

t1

[+ 10K () o)z, t, ta, 2)dr

s

Die Anwendung von Korollar 2.16 2. liefert jetzt fiir s < ¢4

dZ(S7 tl) t27 Z) S

< ((HatKHoo,[o,T]xm + 11002 || so,j0,11x0.71xR2 x 81, 02K | 0,0, 171x2) T+

T
v/ |a$f<<f>|o,a||azx<f>||so,[o,T]XszR2dT) -
0

t1
exp [ (14 0K (7) o).
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Der Fall s > t; ergibt sich analog und wir erhalten Abschétzung 7. mit

W (0, T, v, | K )1 anfor1xrs 10K [looorxr2) =
o (HatKHoov[QT]xRQ + hgo)HaxKHoo,[o,T]mel_o‘Jr
+T10: K [0,0,077x1297 ) xp T(1 + 0, Koo o 1)xR2).

Aufgrund der Aussagen 4.-7. besitzt Z auch die Eigenschaften 7;) — Z). O
Fiir den Beweis vom néchsten Lemma bemerken wir noch, dafl fiir ein ¢ €
C%(R™) mit supp¢ C By gilt

’¢|1,a,R” = ’¢‘1,a,BQ .

Lemma 3.8 FErfille der Phasenstrom Z die Bedingungen Z1),Zs). Dann

besitzt f(t,z,v) :=f (Z(0,t,x,v)) die Eigenschaften fi) — f2), wobei firt €
[0, T] folgende Abschitzungen gelten:

t
1 P(t) <P+ [ 110,V (7 8) et
0

AN fO)lloo = I1f lloos
4- [fD]o,a < Moall0-Z(0, )% ety P
5. 0w f )lloo <110 f ool 0w Z (0, )00, Rt P(1)5

6. [0wf(Doa < [fl1al0wZ(0,8)|0.a,re),p@) (1 + 100 Z(0,8)[5.0 re),pe)

7. Gibt es zusdtzlich R, P > 0 mit R(t) < R, P(t) < P fir allet € [0,T7,
so gilt

|flia0mxr2xr2 < | fl1a(1+[0wZ(0)]0,0,/0,71x BaxBr+

+|8”LUZ(0) (I)ZC,X[O,T]XBRXBP)'
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Beweis. Sei
¢
P(t):=P +/ |0V (7, t, 2)|dT.
0

Sei x,v € R? und |v| > P(t). Dann ist

F(t,2) = (X(0,1,2), V(0,1,2)) = 0,
da

|V(0tz)|—|v+/0Vth)d7|>P /||6V7tz)||d7 —p.

also haben wir 1. gezeigt. Eigenschaft 2. gilt analog. Eigenschaft 3. ist klar.
Abschétzung 5. folgt durch Ausdifferenzieren der Darstellung

f(t,2) =F (2(0,, 2)).

Um die weiteren Abschitzungen zu zeigen, bemerken wir, dafl fiir alle ¢ €
[0, 7]

) 1a = |f()]1,0,r0).P0)

gilt. Deswegen betrachten wir weiter ohne Einschriankung fiir jedes t € [0, T
|z[ < R(t), [v] < P(t).

Wir zeigen nun 4. Wir betrachten z; := (z;,v), i = 1, 2.

Fiir z1, 2o mit |xq|, |x2| < R(t) gilt

(o}

() = ()| _ (2008 20) = F(2(0,,2))] _

|21 — 29| N |21 — 22| B
° |Z(O,t721) — Z(O,t722)|a ° a
< o P < [fo.all0=Z(0, )15 rty, P -

Der Fall z; = (x,v;) ergibt sich analog. Dann gilt die Abschéitzung

FOloa < Hoalld=Z(0. 1% rape + 170

62



Wir zeigen nun Abschitzung 6.. Sei z; 1= (z;,v), i = 1,2 mit |z;| < R(¢).
Dann haben wir

|8wf(t7 Zl) - awf(tv Z2)| <

|21 — 2| |21 —Z2|"‘
_8z}(Z<Oat722)8wZ<Oat722))| S
< |6zf(Z(Oatazl>> B 8zf<Z(Oat>Z2))|

b f( (O,t,zl))awZ(O,t,zl) -

|awZ(07 ta 21)| +

|21 — 29|
0wZ(0,t, 2 0w (0,t, z °
1 10u20:1:21) = 0201 2D 3701, )] <
|21 — 22|
< M1allOwZ (0, )13 %0 pey T [0wZ(0,)]0.0.r0).p0) 10 f||oo <

<I|f |1,a|3wZ(0>t)|0,a,R(t),P(t)(1 + 100w Z (0, 1)5 0, r(t),P(1))-

Der Fall z; = (x,v;), i = 1,2 geht analog. Insgesamt gilt jetzt

00 Oo < | F1aldwZ(0.)]o0me.po (1 + 10,20, 0160, (1), P(r))-

Es ist nun geblieben, Abschéitzung 7. zu zeigen. Wie beim Beweis von 5.
bekommen wir

[Ow f] 1),0,0,[0,T]xR2xR2 <= |0. f‘(]a(‘a Z(0 )‘(t),O,a,[O,TleRpr+
+|awZ( )|%t-')_%a OT]XBRXBP)

Aus dieser Abschétzung zusammen mit den Abschéatzungen 3.,5.,6. ergibt
sich jetzt auch Abschéitzung 7.. O

Aus den Lemmata 3.5-3.8 ergibt sich nun, dafl der am Anfang von Ab-
schnitt 3.2.2 formal eingefiihrte Operator F' : Ch*([0,T] x R* x R?) —
Che(]0,T] x R* x R?) wohldefiniert ist.

3.2.2.2 Auswahl einer konvergenten Folge

Mit Hilfe des in 3.2.2.1 erklidrten Operators F : C}*([0,T] x R* x R?) —
CL([0,T] x R? x R?) ist die in 3.2.2 iterativ erklirte Funktionsfolge (f,,) C
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CLo([0, T] x R? x R?) wohldefiniert. Unsere Bezeichnung ist die folgende:
Fiir n = 0 definieren wir den Phasenstrom Zy(s,t, z) := z, und dann fy(t) :=

o

f(Zo(0,1)) :}. Ist fiir ein n € Ny Z,, bereits definiert, so erkléren wir f,, durch

fn(t) :==f (Z,(0,t)) und sodann p, zu f,, U, zu p,, K, zu U,, Z,+1 zu K,
geméB Abschnitt 3.2.2 (Anfang). Wir werden zunéchst in den Lemmata 3.10-
3.12 beweisen: Es gibt ein kleineres Zeitintervall [0, §] und GréBen R, P > 1,
so daB die zu den f, gehorenden Groen R, (t), P,(t) durch R beziehungs-
weise P majorisiert sind und die Normen |f,|1,6,0,6]xBrxBp> |Pnl1,0,00xR2
| K100 xr2 Und [0y Z5(0)0,a,[0,6]x Bpx B, i1 1 beschrénkt sind.

Lemma 3.9 Fir alle n € Ny und alle s,t € [0,T] gilt:
1. ’fn(t>’1,a S 2’][‘1,&(1 + ’azZn(07t>’0,a + ’azZn(Oat) éj&a)S

2. |pn(®)|1.a < 27| fl1.a(1 +10:2,(0,t)]0.a+
+10.2,(0,8)|g ) P2(1);

9. KDl < O ) RE(OPAE):
'(1 + |8zZn(O7t)|3,a + |azZn(Oat)|07oc+
0.2, (0, 1)[ 1), wobei C(f, a) = 47 A()|flr0 + 1
mit A(a) aus Satz 2.2;

4- ’azZnJrl(OatNO,a S
< (1+ A, (t)exp (14 a)A,(t))) exp A, (1),

t
wobei A, (t) := C(f, «) /(1 + Ry (1) (7)) (1 + 102 (7, 1) |60+
0
+0. Zo (T, )0, + |0-Zu (7, 1) |6 5T

t
5. Puna(t) <P +C(f.0) [ Ri(r)PA()I0Zu(r D)l udr
0

t
6. Rua(t) <R + / P, (r)dr.
0
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Beweis. Abschitzung 1. folgt unmittelbar aus 3.,5.,6. von Lemma 3.8 mit
|azZn<Ou t)|0,o¢,Rn(t),Pn(t) S |azZn<Ou t)|0,oz~

Zu 2.. Vermoge 1.,3.,4. von Lemma 3.5 wird |p,(t)]1,, durch |f,(¢)|1.n ab-
geschétzt und diese Grofle aufgrund von 3.,5.,6. von Lemma 3.8 durch
|8zZn(Oa t)|0,o<,Rn(t),Pn(t) < |azZn(07 t)|0,oz-

Zu 3. Aus 1.,2.. von Lemma 3.6 mit Q(t) := R, (t) folgt die Abschétzung von
|05 K () 0,0 durch |0y pp (t)]0,o und R, (t), und die Abschétzung von ||/, (¢)]|«
durch |p,(t)]0. und R, (t). Die Grossen |p,,(t)]1,o werden geméfd Abschitzung
2. durch [0,2,(0,t)|0o und P,(t) abgeschétzt und |p,(t)]oo gemés 1. und 2.
von Lemma 3.5 durch |f,,()|o.o und P,(t), und |f,(¢)|o.» nach 4. aus Lemma
3.8 wiederum durch [0, Z,(0,t)[o,a,r.),P.t) < [0:Zn(0,1)]0,a-

Zu 4. Gemif 3. von Lemma 3.7 werden |0,2,(0,t)|o,o durch |K,(t)|1, und
| K,(t)]1,o nach Abschitzung 3. wiederum durch |0,7,(0,t)|o. abgeschétzt.

t
Zu 5. P,y wird nach 1. von Lemma 3.8 durch [ || K (7)||ecdT, ||K(7)] s wird
0

nach 1. von Lemma 3.6 durch [p(7)|o.a, |0(7)|0. Wird nach 2. von Lemma
3.5 durch [f(7)]o,o und diese Grosse wiederum nach 4. von Lemma 3.8 durch
10:2Z,(0,)]0,0,R, (1), P (t) < 10:2(0,1)]0,o abgeschitzt.

6. folgt direkt aus 2. von Lemma 3.8.0
Lemma 3.10 30 >0, 3R > 1, P > 1, W > 2, so daf$ Vn € Ny, Vt € [0, ]
qgilt

Rn(t) <R, Pn(t) <P, |azZn(0)|0,oz,[O,5}><R2xR2 <W.
Auferdem gilt supp fn(t) € Bgr X Bp, supp pn(t) € Bg.
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Beweis. Wir betrachten das System

Aty = C(f,0) [(L+ RURPHT)(+ W (7) + W (r) + W(r)'*)dr
P(t) = P +C(f.0) / ()R ()W (r)dr (8)
=R+ [ P(r)d

wobei
W(t) = (1+exp((2+ a)A(t)))A(t).

Dieses System besitzt genau eine maximale Losung ¢ — (A(t), P(t), R(t))
auf einem Intervall [0, do[ mit dy > 0. Die Anfangsbedingung ist A(0) = 0,

P(0) =P> 1, R(0) =R> 1, W(0) = (2 R)""® > 2. Dasogar A(t), P(t), R(t) >
0 auf ]0,d[ gilt, sind A, P, R streng monoton wachsend und man erhélt
A(t) > 0,P(t) >P> 1,R(t) >R> 1,W(t) > (2 R)'* > 2. Dann gilt fiir
jedes n € Ny und fiir alle s,¢ € [0, do|

Pu(t) < P(t)

10,Z(5,1)|0.0 < W(max{s,t}) (26)

R,(t) < R(t).

Wir beweisen dies mit Induktion nach n. Fiir n = 0 gilt Py(t) = pP< P(t),
Ro(t) =R< R(t). AuBerdem gilt [9.Zo(s, t)|o.aro.p, = 1 < W (max{s,t}).
Seien jetzt fiir ein n > 0 die Ungleichungen (26) erfiillt. Sei auflerdem

zunédchst s < t. Nach 5. von Lemma 3.9 und der Induktionsvoraussetzung
gilt dann

O

t
Pan(t) @) [ Ro() P20 207 ) 30,007 <

| A

IA
NJo

C(fa) [ B (r)PHr)(1+ W (1))dr = P(0).
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Nach der Induktionsvoraussetzung und nach 6. von Lemma 3.9 gilt weiter
t t
Ron(t) <R +/Pn(r)d7 <R —|—/P(T)d7' — R(1).
0 0
Schliefflich gilt nach 4. von Lemma 3.9 und der Induktionsvoraussetzung

An(t) = C(f0) [(1L+ RY(F)P2T)) -

.(1 + |azZ’rL<T7 t)lg,a,Rn(t)%Pn(t) + |aZZn<T7 t)l0,0z,Rn(t),Pn(t) +
+|8zZn(T7 t)|(1),—;?éRn(t),Pn(t))dT <
t
<C(f,a) /(1 + RY(T)P*(1)) (L + W(T)* + W(r) + W (1)) dr = A(t)
0

und

|8zZn+1 (S, t)|0,a,Rn+1(t),Pn+1(t) < (]' + exp ((2 + Oé)An<t>> An(t) <
< (14 exp (2 + ) A(D) A(t) = W(1).

Im Fall s > t erhalten wir analog

10, Zp41(s, t)|0,a,Rn+1(t),Pn+1(t) < (T+exp((2+a)An(s)) An(s) <
< (1 +exp((2+a)A(s)) A(s) = W (s),

und damit sind Ungleichungen (26) gezeigt.

Wir wéhlen jetzt ein 6 €]0,0q[. Sei R := R(J), P := P(5), W = W(J).
Dann gilt auf [0, d]

Ru(t) < R(t) < R,

Pu(t) < P(t) < P,

10.2(5, ) |0,0,Rn (), P (1) < W(max{s,t}) < W,

wobei die Konstanten R, P,JW von a und ¢ abhéngen.
Da Bg, ) C Br, Br,) C B, gilt offenbar supp f,,(t) C BrxBp, supp p,(t) C
Bgr. O
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Bemerkung 3.11 Aus dem Beweis von Lemma 3.10 ergibt sich: Bezeichnet
man mit [0, 0| das mazimale Erxistenzintervall der Losung des Systems (S),
so kann als § jede positive Grifie kleiner als 6o gewdhlt werden.

Lemma 3.12 FEs gibt ein (Q > 0, so daf$ gilt:
1. | fulvon0.8)x BrxBp < @;
2. |pn|1,a,[0,5]><BR < Q;

|K ’ ,1,,[0,6] xR2 < Q
||3tK ||oo,[o,5 «r2 < Q;

4. 10:-Zp]| 0o 0.6)x 0,0 xR2xR2 < @,
10w Zn (5, *)|0,0,0,8)x BrxBp < Q fiir alle s € [0,0].

Beweis. Mit Lemma 3.10 und Lemma 3.9 gibt es ein ) > 0, so daf} fiir alle
n € Nund ¢ € [0, 0] gilt

|fn(t)|1,o¢ S Q»
’pn(t>|1,a S Q7
’Kn(t)h,oz S Q

Bilden wir jetzt in der letzten Ungleichung das Supremum iiber ¢ € [0, d], so
erhalten wir

| Kl (@) 1,000 x> < Q.

Dann gilt mit 2.,3., 5. und 6. von Lemma 3.7 fiir s € [0, J]

10-Z]|so,0,61x 0.6 xR2xR2 < 9=(0, Q),
|azZ<3)|O,a,[0,5]><BR><Bp S h',(zZ) (O{, 67 ) Q) + h,(zt) (Oé, 57 P’ Q)7
’atZ(S)|(Z)7O:O‘7[0’6]><BR><BP < hEZ)(a’ o, R, P, Q)

Nach Lemma 3.8 5., 6. gilt dann auch
10w frl(2),0,0,0.0) xr2xR2 < Q1

mit einer neuen Konstanten ); > 0. Nach Lemma 3.5 gibt es weiter ein
Q2 > 0, so daf

’awpn‘ ),0,a,[0,6] x R? < Q27
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insbesondere also
10190 (2),0,0,[0.6) xRz < Q2
und nach Lemma 3.6 gilt wiederum
100K || o, 0,6 r2 < A() R¥|0ypnl(2),0,0,00)xr2 < A(a) R*Q2 = Q3.
Dann gilt schliefflich nach Lemma 3.7 7.
0.Z(9))(0.0.00.11xR2x By < i (00,0, P, Q, Qs)
fur alle s € [0, ] und nach Lemma 3.8 7. auch
[0k fr](0),0,0,0.0)xR2xR2 < Q44

mit einem Q)4 > 0. Gegebenfalls nach Vergréflerung von () erhélt man also

0¢ falt,a 0.0 xr2xR2 < @,
10:Pn]1,0,0,0)xR2xR2 < Q,
10K || 0,051 xr2. < Q,

| K l(2)1,0,00]xR2 < @,

1022 ]| 00,10,6x[0,6)xR2xR2 < @,
10w Z(5)]o,0,[0,7)x ByxBr < @

fur alle s € [0, 9]. O

Aufgrund der Lemmata 3.10 und 3.12 ist nun klar, daf§ fir ¢ € [0,] die
Funktionen f, () ihren Triger in Bg X Bp haben und

fn € CY*([0,6] x Bg X Bp), n € Ny
gilt. Wir schlieen von der Kompaktheit der Einbettung
C1([0,8] x Br x Bp) € CHP([0,6] x Bg x Bp) fiir alle 3 €]0, af

auf die relative Kompaktheit der Menge {f,;n € Ny} im Raum C?([0, 6] x
Bpr x Bp) fiir alle 8 €]0, a. Es ergibt sich folgender Satz.
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Lemma 3.13 Es g¢ibt eine Teilfolge (f,,) der Folge (f,) und Grenzwerte
[ € CY([0,6] x Bg x Bp), p € C([0,8] x Bg), U € C**([0,d] x R?),
K € CY([0,0] x R?), Z mit Z(s) € C*([0,6] x Br x Bp fiir alle s € [0, 4],
so dafs fir alle B €]0, o gilt

1. fnk — f mn Clﬂ([O,(S] X BR X BP>,
2. pp, — p in CHP([0,8] x Bgr),

3. Uy, — U in C*P([0, 0] x R?)),
also K, — K in CY9([0, 4] x R?)),

4. Zn, — Z in CY([0,6] x [0,8] x B X Bp).

Beweis. 1. Wir wihlen 3: 0 < § < «, eine aufsteigende Folge 3; — a und
benutzen die Kompaktheit der Einbettungen

ch(B) ¢ CY%(B)

fir B := [0,0] x Bg x Bp. Es gilt {f,} < C*(B) Cc C“(B). Dann
gibt es eine Teilfolge (n}), so daB {f,1} konvergiert in C*71(B). Jetzt gilt
{fu} € C"*(B) € C"*(B) und man findet eine Teilfolge (n}), so daB {f,2}
konvergiert in C12(B). So verfahren wir induktiv weiter und konstruieren
(ni), so daB {/fn: } konvergiert in CYPi(B) fiir alle i € Ng. Nehmen wir jetzt

die Folge (my), my := nf, so besitzt sie die Eigenschaft, daf$ {f,,, } konver-
giert in allen C%%(B), i € Ny, insbesondere in C1#(B). Da die Konvergenz
insbesondere auch punktweise gilt, existiert f € C''(B) mit

fom, — fin CY(B).
Wir zeigen nun: f € CY*(B). In der Tat, nach [Ad, S.11] gilt

[Ow foni (W1) = Ous fomy (w3)|

|w1 — U}2|ﬂmk

S [awfmk](),ﬂmk,B S 3[awfmk](),a,B S 3Q

Jetzt konnen wir im linken Teil zum Limes bei m; — oo iibergehen und
erhalten

|awf<w1) - awf(w2)|

w1 — wol*

< 3Q.
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Dies zeigt f € C**(B).
Wir definieren nun p,U, K, Z zu f gemifl Abschnitt 3.2.2.1.

2. Nach dem soeben Gezeigten gilt f € C'*([0,d] x Br x Bp). Wegen der
Darstellung fiir die Dichte und der Kompaktheit des Trégers gilt

pun(t,2) = p(t.2) = [ (fu(t.2,0) = (b, 0))do.

lv|<P

Zusammen mit 5. aus Lemma 3.5 impliziert dies die Konvergenz p,, — p in

C1A([0, 6] x Bg) fiir alle 3 < «.

3. Nach Lemma 3.6 gilt K € C([0,6] x R?) und K(t) € CY*(R?) fiir al-
le t € [0,6]. Aus Lemma 3.3 1. folgt weiter:

[Un,.(t) = U(t)lloe < 27 Rl|pny. (£) — p(E) ] co-
Daraus ergibt sich sofort

[Uny, = Ullos,0.51xR2 < 27 R[pny, — ploao.s)xr2 = 27 R|pny, — plo,a,0.8]xBr-
Fiir die Kréfte gilt Abschétzung 2. aus Lemma 3.6:

1K, — Kligpaxre < AB)R’ |, — plis0.6)x5s-

Daraus folgt sofort fiir alle 3 €]0,al die C*?([0,5] x R?)-Konvergenz der
Krifte. Benutzen wir aulerdem

1Uny = Ull2,8,0,51x82 = [|Unyy = Ulloo,j0,8)xr2 + || Kny, — K]1,8,0,5]xR2;
so haben wir 3. gezeigt.

4. Fiir die Charakteristiken gelten folgende Abschéatzungen.

X, (5,6) — X(s,1) = j(vnk (1.1) = V(7 1))dr
Vo (s,t) =V (s, t) = —It(nk(s,m) + K(s,z)—
— {(Knk (1, Xn, (1,1)) — K(1, X(7,t))dT,

k
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woraus folgt

12 (5,8) = Z(5,8)lloc < ([ Ky = Klloo,j0.0)xm2 +

+/(||Vnk(ﬂt) = V(7 0) oo + [Ko, (7, Xy (7,1)) = K (7, X (7)) )d7 <

t
<Ky = Klloo o.0xm2 + /(IIVnk (7,8) = VA7, ) lloo + 1100 Kn lloc. 0.5 xR2 -

(X (75 8) = X7, Ol oo + [ Koy, = K|oo,j0.07xm2)dT <

t
< (14 0)[1 K, = Klloojpspene + [ (Ve (r,8) = VDl +

Xy, (75 8) = X (7, ) [|oo) (1 + ||a$KnkH007[0,6]><R2))dT
fiir s < t. Dann folgt mit Korollar 2.16 2. die Abschétzung

[Zni(5:8) = Z(5, )]0 < (L 4+ 0)[| Ky, = Klloo 0.6 xR -

¢
.exp/(l + |0 K, (T)]| o) dT < || Ky, — K||w7[0’5]xR2 exp 0@,

wobei wir die Beschrénktheit von ||0,K, [[0,0,/0,5xr2 < @ aus Lemma 3.12
benutzt haben. Analog behandeln wir den Fall s > t. Bilden wir in dieser
Abschétzung das Supremum iiber ¢ € [0, 6], dann gilt wegen der Konvergenz
| Ky, — K||oo,0,5)xr2 — 0 aus Punkt 3) auch die Konvergenz der Charakteri-
stiken. Weiter haben wir fiir die Ableitungen von Charakteristiken:

0.X,, (5,1) — 0.X(s,1) = / (0.Vi (1,8) — B,V (1, 8))dr

s
t

0V (5,6) = 0V (5.8) = [ (0K (7, Koy (7, )0, (7, 8)

s

-0, K (7, X (71,t))0, X (7,t))dT,

woraus folgt

Hazan(s> t) - 822(37 t)“oo S
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t
< [10:Va (7,8) = 0.V (7, D)l +

[0 Koy, (7, X (7,1)) = K (7, X (7)) 110: Xy, (7, 1)] +
HO.X (1,1) — 0. X, (7, )]|0: K (7, X (7)) )dr <

t
< [ 107, (7,1) = 0-Z(7,Dlloo(1 + 0K o o5xm2) +

+||arKnk - axKHoo,[O,é]XRQHaZan Hoo,[(],5]><[0,5}><R2><R2d7- <
t

< (U4 Q) [(10-Z0,(7,1) = 0.Z(7, D]l +

+Q6|0: K, — 02K || 0, j0,5)x R2
fiir s < t. Dann folgt mit Lemma 2.16 1. die Abschétzung
10: 20, (5,t) = 0:Z(5,1) |l < Q0|02 Ky, — 0wk [|oo 0,6 xr2 exp((1 + @)9),
wobei wir die Beschranktheit
1022, || 00,081 0.0 xR2 xR2 5 || O Ky || 0,0 0,6 xR2 < @

aus Lemma 3.12 benutzt haben. Analog behandeln wir den Fall s > t. Bil-
den wir in dieser Abschitzung das Supremum iiber s,¢ € [0,0], dann gilt
wegen der Konvergenz ||0,K,, — 0, K||o j05)xr2 — 0 aus Punkt 3. auch die
Konvergenz

Hazan - aZZHo<3,[0,§]><[0,5]><RQ><R2 — 0.

Nun benutzen wir Darstellung 4. aus Lemma 3.1 und erhalten:

¢
0 X, (8,t,2) — O X (s,t,2) = — /(@Vnk(r, t,2) — OV (1, t,2))dr

OV (s, t,2) — 0V (s, t,2) = —(Kp, (t,x) — K(t,x))—

t
— [ 0K (7, X (1.8, 2)8 X (7.1,2) = 0K (7, X (7,1,2)) 9 X (1., 2)) .

woraus folgt

”athk (57 t) - atZ(S7 t)HOO,R,P <
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t
< Ko (t) = K(t2) [+ [ (10 (7,8) = OV (r.) oo +

+ sup |0 Ky (7, Xy, (T, 8,2)) — 0. K (1, X(7,t, 2))| -

ZGBRXBP
'HatXnk (Tv t)HOO,R,P +
+ sup |9, X(7,t,2) — 0, X, (7,1, 2)||0: K (7) || oo)dT <

26EBrxXBp

< ||Knk - [(Hoo,[(),(ﬂxR2 +
t
+/(!|3thk(T, t) = 0 Z(7, )]l oo,r,P (1 + |02 K || j0.5)xr>) +

H10: K, — 0o K || o0, 0,6)xR2 | 0s Ziny, || 50,[0,6] x[0,6)x Brx Bp ) AT <
t

< (1 +Q) [ (1020, (1.8) = D Z(7,0) |7 +

+(1 + Q(s)’Knk - Kv’l,[O,é]xR2
fiir s < t. Dann folgt mit Korollar 2.16 2. die Abschétzung
10: 2y, (5,t) — 0.Z(5,t)]| 00 < (14 Q)| Ky, — K||17[0,5]XR2 exp((1+ Q)J),

wobei wir die Beschranktheit von ||0;Z,, ||,0,6]x[0,6]x Bxx B aus Lemma 3.12
benutzt haben. Analog behandeln wir den Fall s > t. Bilden wir in dieser
Abschétzung das Supremum iiber s,t € [0,6], dann gilt wegen der Konver-
genz || K, — K||1j05xr2 — 0 aus Punkt 3. auch die Konvergenz
10+ Zn,, — 0+ Z || 0.,[0,6)x[0,8)x Brx Bp — O-
SchliefSlich gilt
0s Xy, (8, t,2) — 0, X (s,t,2) = Vy, (s, t,2) — V(s,1,2)
OsVi, (s,t,2) — 05V (s,t,2) = Ky, (5, Xy, (5,1, 2)) — K(s,X(s,1,2)),
woraus sofort folgt
||asan - 8SZHoo,[O,(ﬂ><[0,5]><R2><R2 < ||Vnk - VHOO,[O,&}X[O,(?]XRQXRZ +
+|’Knk (87 X(87 t)) - K(57 X(57 t))”oo,[(),zﬂxR? =+
+||8a:Knk ||c><>,[0,5]><R2 ”AXmC (57 t) - X(S, t) ||oo,[0,<5]><R2><R2 <
<N Zn, = Zllso,0.51x[0.5xR2xR2 (1 + Q) +
+”Knk - [(”oo,[(],(ﬂXR2 — 0
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fiir n — oo, wobei wir den Punkt 3. und die oben bewiesene Konvergenz der
Charakteristiken benutzt haben. Damit haben wir auch Punkt 4. gezeigt. O

Damit sind wir bereit, folgenden Satz zu beweisen.
Satz 3.14 Fliir jedes fe CH*(R? x R?) fiir ein o €)0,1] existiert ein § > 0

und eine klassische Lisung f € Cr*([0,6] x R?* x R?) des flachen Vlasov-
Poisson-Systems mit f(0) =f.

Beweis. Nach Lemma 3.13 geniigt es zu zeigen, dafi die in Lemma 3.13 kon-
struierte Funktion f die Vlasov-Gleichung (V') mit K erfillt. Da f,,, bereits
(V) mit K, erfiillt, werden wir zeigen, dafl

(O f(t, x,v) — Opfn, (L, x,0)) + v(Op f(t, 2, 0) — Op frn, (t, 2, 0)) +
+K(t,2)0, f(t, x,v) — Ky, (t, )0y fr, (t, 2, 0) =

= (O f(t,2,v) = Oufu, (E,2,0)) + 0(Ou f (L, 2,v) — Oufin, (E, 7, 0)) +
+((K(t,x) — K, (t, )0, f (t, 2, 0) +
+K,, (t,2) (0, f(t, x,0) — Oy fn, (t,x,v)) — O

fiir k — oo. In der Tat, wegen der Konvergenz 0, f — 9, f,,, — 0 in C>*(]0, 8] x
Bpg x Bp), die insbesondere auch punktweise gilt, konvergiert die erste Klam-
mer gegen 0. Die zweite Klammer verschwindet fiir [v| > P, und fur |v| < P
konvergiert sie gegen 0 wegen 9, f — 0, fn, — 0 in C%([0,d] x Bg x Bp). Fiir
die dritte Klammer gilt

|(K(t= $>_Knk (t, I))avf(t,l‘, U)’ < ”K_KnkHoo,[O,J]XRQHafooo,[O,&]xBRpr — 0
wegen K — K,,, — 0 in C%%([0, 6] x R?). Fiir die vierte Klammer gilt
‘Knk (t? x)<avf(t7 :L‘,U) - avfnk (t, .T,U))’ S QHavf - a’l)fnkHOO,[O,(s]XBRXBP — 0

wegen O, f — Oy fn, — 0 in C%F([0,6] x B x Bp). O

Die klassische Losung f zusammen mit den dazugehorigen Groflen p, K,
Z besitzt folgende weitere Eigenschaften.

Korollar 3.15 Fiir die klassische Liosung f gilt:

75



1. Fiir alle s,t € [0,0] ist die Abbildung Z(s,t): R? x R*> — R? x R? ma-
Berhaltend, d.h. fir alle s,t € [0,0] gilt

det0,7(s,t) = 1.
Gilt auﬂerdem}} 0, so haben wir weiter:

2. Fir alle t € 10, 9] gilt f(t) > 0;

3. Fiir alle p € [1,00] und fiir alle t € [0,0] gilt f(t) € LP(R* x R?) mit

£ Ol = 11 F

4. Fiir alle t € [0,0] gilt p(t) € L'(R?) mat

ol = 11 £ 1.

Der Beweis ergibt sich aus den Lemmata 3.1 und 3.2. O

3.3 Das gegliattete Problem

In diesem Abschnitt nehmen wir € > 0 an und untersuchen das System
O f(t,z,v) + v, f(t,z,v) + K(t,x)0, f(t,x,v) =0 V)

Ke(t,z) = —R/2 i _2‘215)3/2/)(@3/)@ (P!

auf Existenz. Wir verfahren dhnlich wie in Abschnitt fiir das singulare Pro-
blem.
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3.3.1 Das Potenzial

Zunéchst studieren wir die Eigenschaften des Potenzials U¢, das fiir ein be-
stimmtes p : R? — R? durch

Ue(x> = _/ <|x_y|i+5)1/2p(y)dy

definiert worden ist. Die Kraft wird dann mit
K (z) := —0,U%(x)

berechnet. Wie man leicht sieht, gelten fiir das Potenzial U¢ folgende Aussa-
gen.

Lemma 3.16 Ist p € C.(R?), so ist U5 € C*(R?) und es gilt

1
10 e < 5l
Uberdies gelten die Darstellungen

T —y .
2. 0,U°(x) = [ dy mit
R PR A

. 1
10,07 < <75 el

6;j(lx =yl + ) — 3(x; — i) (x; — yy) :
9. 92 US(z) = / J j j d /

R2
3
1620 e < ol

Analog zum Abschnitt 3.1.1 erhalten wir auch

Lemma 3.17 Ist p € C.(R?), so erfillt U¢ die Abfallsbedingungen

1. Us(x) ~ ﬁ, fir |xz| — oo;

2. 0,U¢ ~ #, fir |z| — oo.
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3.3.2 Das Iterationsverfahren

Sei jetzt der Anfangswert ]%6 CH(R? x R?) fest. Wir betrachten die Grifen
R>0, P> 0 mit

fiir alle = € R?, |z| >R und alle v € R? gilt}(m,v) =0;

fiir alle v € R2, [u| >P und alle z € R? gilt}(x,v) =0.

Sei aufierdem T' > 0. Fiir eine Funktion f € C!([0, T]xR?xR?) betrachten wir
zu diesem f zugehorige stetige Funktionen R : [0,7] — RT, P : [0,7] — R"
mit folgenden Eigenschaften:

fiir alle x € R?, |z| > R(t) und alle v € R? gilt f(z,v) = 0;

fiir alle v € R?, |v| > P(t) und alle x € R? gilt f(z,v) = 0.

Wie am Anfang von Abschnitt 3.1 definieren wir (formal) den Operator
Fe: CH[0,T] x R? x R?) — C*([0, T] x R? x R?):

1. Fiir ein f € C'([0,T] x R?* x R?) setzen wir

p(t,z) = / Ft, 2, v)dv; (27)

2. wir definieren

US(t, ) = — R/ (o yp gty (28)
Ke(t.0) = =0.U(0) = = [ o et )y (29)

3. wir bestimmen die Losung Z(-, -, -) des Systems des Systems

{XZV

V = K(t, X) (30)

mit Lemma 3.1;
4. schliefllich setzen wir (F*f)(t, z) ::}(Z(O, t,2)).
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Die folgenden Lemmata zeigen insbesondere, dafl der Operator F¢ wohldefi-
niert ist.

Lemma 3.18 Ist f € C}[0,T] x R? x R*) und R, P : [0,T] — R mit
supp f(t) C Bgr x Bp fir alle t € [0,T], so ist das durch (27) definierte
p € CH[0,T] x R?) und es gilt

1. Fiir alle allet € [0,T], x € R* | |x| > R(t) gilt p(t,z) = 0;

2.l = IfF @1

3. lpM)llee < P2 (1) lloos
4 10ep(t)llo0 < TP(D)[|0xf (1) oo

Lemma 3.19 Gilt p € C([0,T] x R?), so gilt fiir das durch (29) definierte
K: K € CY([0,T] x R?) mit

1Kl < llo®ll;
2 0:K®lloe < iz llo(0)]1.

Lemma 3.20 Gilt K € C'([0,T] x R?), so gilt fiir das mit (30) definierte
Z: 7 € CY[0,T] x [0,T] x R? x R?) mit

t

1 19:2(5, )l < exp [ (14 |0.K (7|t
0

2. det0,Z(s,t) =1

fir alle s,t € 0, 7).

Lemma 3.21 Ist Z(s,t, z) die Losung des Systems (30) und setzen wir

f(t, z) ::]3 (Z(0,t,2)), so gilt f € CH[0,T] x R* x R?) und fiir f und dazu-
gehorige R(t), P(t) gilt

LA loo = 1 lloo
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2 10:F®)lloe < 11 F ool 02 (0, 1) | oo
3. P(t) §ﬁ+/|yK(r)deT;
0

4 R(H) <R+ [ P(rydr.

0

Mit den Lemmata 3.18-3.21 ist der Operator F*° wohldefiniert. Wie im Ab-
schnitt 3.1.2 definieren wir iterativ die Folge f:, n € Ny durch

it 2) == (2),
fo(t,z) == F°f; ((t,z), n €N.

Lemma 3.22 FEs gibt e-abhingige Konstanten R, P,Q,W,L > 0, so daf fiir
alle t € [0, T] und alle n € Ny gilt:

1. Ri(t) < R;

2. P(t) < P;

3 Non Ol 110:2Z5 (1)l < W;
4N KON 110150 < Q;
5. | 0upr, (O, 10/ (D) < L.

Beweis. Zuerst zeigen wir 4. Wir setzen @ := %H flli. Aus den Lemmata
€
3.18, 3.19 folgt fiir alle n € Ny

(3 1 y
IO < 5l Fll < @,

. 3 .9
101, ()| < m”fﬂl <Q.
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Weiter setzen wir P ::ﬁ +7T¢ und R ::]O% +T'P. Dann folgt mit Lemma
3.21 fiir alle n € Ny

t
Pi(t) <P+ [ IK:() ldr < P
0

t
RE() <R +/P;(T)dT <R,
0

und damit gelten die Abschétzungen 1., 2..
Mit den Lemmata 3.18, 3.20 folgt

165 () llo < 7(PE2 @ £l < 7P| Flloo:

t
10-25(5,D)lloe < exp [ (1+ 0. K5(7)|oedr < exp(T(1+ Q).
0

Setzen wir jetzt W := max{mP?|| f ||o0, exp(T'Q)}, so haben wir 3. gezeigt.

SchlieBlich setzen wir L := WH@j\oo max{1,7P?}. Dann gilt nach den Lem-
mata 3.18, 3.21

1017 (D)l <1102 f llocl|0:25(5, )l < W0z floo < L
1025 (t) |00 < 7T(P7)* ()| 0ufulloc < TP*W |0, flloc < L
und damit haben wir auch 5. gezeigt. O

Lemma 3.23 Es gibt eine Funktion f© € CL([0,T] x R* x R?) und die
dazugehdrigen Griflen p° € CH[0,T] x R?), U° € C*([0,T] x R?), K° €
CH[0,T] x R?), Z¢ € C*([0,T] x [0,T] x R? x R?) mit

1Ife(t) — f(D)]|loo — O gleichmifig in t € [0,T);
2. a) lpn(t) = p®)llL = 0,
) 155.(t) — plt)]lw — O gleichmagig in t € [0,T);
3. a) UL (t) = U(#)[lec — 0,
b) 1K (8) = K(#)]loo — 0,
c) |0 K5 (t) — 0. K (t)||oo — O gleichmafsig in t € [0,T;
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4. a) [|Z5(s,t) — Z(s,t)||c — O gleichmdfig in s,t € [0,T]
fiir n — oo.

Beweis. Mit den Lemmata 3.19, 3.18 bekommen wir fiir die Differenzen der
Krafte

(3 (3 1 (3 (3
K51 (8) = K)o < 751100110 = PR (011 <
el/

< Cillfia(®) = fOlloo (31)

2
mit C := (4172 R?P?. Aulerdem gilt
€

1 f2ia®) = FE®lloe = | £ (Z200,) = F(Z51(0,)]c <

< 0: flloollZ5(0,8) = Z5 (0, 8) || o (32)
Fiir die Charakteristiken gilt

n

[ X515, 1) = Xo(s,)loo </||V5 7o t) = Vi i (7, 1) [oodT

und

||Vrf+1(s=t> - Vne(sat>||00 <
t

< [ 1K 7 Xi(r,0) = Koy (7 X (7, ) e

st

</WFrvvm—mqwﬁ@mmm+

+/n L Xa (1) = Ky (7 Xy (7)) e <
s/rWﬁr e+ 10Kt o X5 (7, 8) = X (7, 1)) <

a+@/wf G/
+QH n+1(7—7 t) XZ(T, t)HOO)dT
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fiir s < t. Wenden wir Korollar 2.16 2. an, so bekommen wir

H n+1( 7t) - ZfL(Sat)Hoo S

< (Ci+ Q) exp((1+ Q)T /we ()t (33)

und das Gleiche auch fiir s > t. Jetzt setzen wir die letzte Ungleichung in
(32) ein

[ @) = fr)]lo < C*/Hfi(T) — Jaa(Dllsodr, n €N, (34)
0

15 = £E®)lloo < 201 F (35)

mit C, := 2| ](2 l|loo exp((14+Q)T)||0. JCZ' |0 und weiter folgt mit Induktion tiber
n
) ) ot _ C’”T”
17 (@) = Fo®)llee < (C+ Q)= < (C+Q)—
fiir alle t € [0, T]. Das zeigt, daf die Folge { f,,} eine Cauchy-Folge in C.([0, T x

R? x R?) ist und einen Grenzwert f € C.([0,T] x R? x R?) besitzt, gegen den
sie in C,([0,T] x R? x R?) konvergiert. Damit haben wir 1.a) gezeigt.

Zu diesem f definieren wir nun p geméfl (27) und U geméB (28). Die Kon-
vergenz der Dichten folgt nun mit Lemma 3.18 aus

a) (1) = prlls < TPPR2(|£2(8) — fr(t)l|oos
b) (1) = pilloe < P2 F5(t) = falt) -

Die Differenz der Potenziale kann mit Lemma 3.18 und Lemma 3.19 folgen-
dermaflen abgeschitzt werden:

IU=(1) = Un(®)lloo < ClIF5(8) = £r()]loc = 0
gleichméBig in t € [0, 7). Aus (31) folgt ebenfalls

I1K5(t) = KL () ]loo < ClI(E) = fr(B)]loc — O
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gleichméBig in t € [0, 7]. Und analog gilt
102 K5 (t) = 0: K (1) [| oo < CILF() = fr(8)[loc — 0

gleichméBig in ¢ € [0, T].
SchlieBlich folgt wie in (33)

12°(s,1) = Z(s5,D)]|oo < (C1 + Q) exp((1+ Q)T / 175(7) = fa(7)[locd.

Da || f¢(t) = f5(t)]|o — 0 gleichméBig in t € [0, T, konvergiert auch das letzte
Integral, und damit haben wir die Konvergenz der Charakteristiken gezeigt.
Mit Lemma 3.20 gilt dann Z¢ € C*([0,T] x [0, T] x R? x R?). Mit Lemma 3.18
gilt auch p° € C}([0,T] x R?), und damit haben wir alle Aussagen bewiesen.
O

Satz 3.24 Sei fe CL(R? x R?) und ¢ > 0. Dann emistiert eine eindeutige
globale klassische Lisung f€ von (V P?) zum Anfangswert f.
Beweis. Wir nehmen ein beliebiges 7' > 0. Dann kénnen wir die iterativ

definierte Folge (f2) konstruieren und nach Lemma 3.23 besitzt diese Folge
einen Grenzwert f° € C1([0,T] x R? x R?) mit den dazugehorigen Gréfien

p°, Ue, K=, Z¢. Fir die Funktion f© gilt f© :} (Z°(0,t, z)). Also gilt nach
Lemma 3.2, daf f die Losung von (V P!) ist. Um Eindeutigkeit zu zeigen,

betrachten wir zwei Losungen fq), fi2) von (V P.) zum Anfangswert } und
bemerken, daf§ die Ungleichung (34) auch fiir sie gilt:

[ f2) () = fiy (Do < C*/Hf@)(T) — foy(7)[|oodT. (36)

In der Tat, wenn man F f;y und F f(5) statt fr,,(t) und f:(t) einsetzt, be-
kommt man mit denselben Argumenten wie bei der Herleitung von (34)

[Ff2)(t) = Ffay ()]0 < C*/Hf@)(T) — fay(7)[|od. (37)
0
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Nun gilt F'fu) = fu), weil jede Losung von (V P.) ein Fixpunkt des Operators
F ist. Dies liefert die notige Abschétzung (36). Aus dieser Abschitzung folgt
nun mit Korollar 2.16 1., daB fiir alle ¢ € [0, 7] gilt

fir(t) = fy(t) = 0.

Das zeigt die Eindeutigkeit. Da T" > 0 beliebig ist, existiert die Losung auch
global. O

4 Schwache Lésungen

4.1 Der Hauptsatz

Das Ziel dieses Kapitels ist die Gewinnung einer globalen Existenzaussage fiir
das flache Vlasov-Poisson-System. Dabei legen wir den Begriff der ,,schwa-
chen” Losung zugrunde, den wir im folgenden fiir das geglédttete und das
strikte Problem definieren.

Wir erinnern uns an die Notationen von Abschnitt 2.2 und definieren

e R* — R* durch e°(2) = ——a"—gm. Dann hat die Kraft, die zu dem
(lz]” +€)
geglétteten (strikten) Problem gehort, die Darstellung
Ke(t,2) = —(p°(1) * ) (2) = —Toe (6°(£)) (2). (38)

Definition 4.1 Sei ¢ > 0 (¢ = 0). Fine Funktion f¢ : RT X R?* x R? —
R heifst globale schwache Lisung des flachen geglitteten (strikten) Viasov-
Poisson-Systems (V P¢), wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

1.Vt > 0 gilt f5(t) € LP(R* x R?), und t — f5(t) ist o(p,p)-stetig fiir
p€[l,2].

2. Die zu f¢(t) gehorige Dichte p°(t) und die zu p°(t) gehorige Kraft K¢(t)
seien gegeben durch
po(t,x) ::/fa(t,x,v)dv,
Ke(t.) 1= — (1) * ) ).
Dann gilt fiir alle p € [1,2] und fast alle t € RY: p°(t) € LP(R?) und
fiir alle p €]1,2] und fast alle t € RY: K¢(t) € LP(R?).
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3. Fiir jedes o € CH(RT x R? x R?) gilt

/ / / (B0 + 0050 + Oy K° ) < dt dx dv = 0. (Vi)

o

4. f2(0) =f.
Bemerkung 4.2 Fir e > 0, die Losung ¢ aus Satz 3.24 und fir alle T €
CHR?* x R?) gilt firt > 0 : %//Tfa(t)dxdv = //&Crvfa(t)dxdv +
/ / 8,7 KC* f2(1)dxdv.

Der Satz, den wir beweisen wollen, ist der folgende

Satz 4.3 Es sei ]%6 CH(R?* x R?), fOZ 0. Dann existiert eine globale schwache
Lisung f° von (V P°). Auperdem gilt fiir p € [1,2], t >0

1P < 1 £ 1l

1P = 11 f [l

o) >0 f. ..

Der Beweis stiitzt sich auf die im vorigen Kapitel bewiesene Aussage, dafl wir
fiir alle ¢ > 0 globale klassische Losungen f¢ von (V P¢) gewonnen haben.
Wir werden im folgenden in € gleichméflige Abschéatzungen der kinetischen
Energie erhalten, hieraus in ¢ gleichméiBige Abschéitzungen der L2-Norm der
Dichte p* folgern und dann mit Ergebnissen von Kapitel 2 auf gleichméfige
Abschétzungen der Krifte schlieBen. Die Anwendung eines Kompaktheits-
satzes erlaubt dann, fiir eine Teilfolge ¢ — 0 zur Grenze iiberzugehen.

4.2 Die Energie
4.2.1 Die Energieerhaltung

Lemma 4.4 (Energieerhaltung) Fire > 0 seien f© die klassischen Losun-

gen von (V P?) zum Anfangswert fe C}(R* x R?), f> 0 auf dem FEwistenzin-
tervall I¢. U, p° seien die zugehorigen Dichten und Potenziale. Sei

ER(t) = Efp(t) + By (t) = % / / V22 () dadv + % / U= (£)p° (t)dx
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Dann gilt fir t € I°: E*(t) = const = E*(0).

Beweis. Wir bemerken zuerst, dafl die klassischen Losungen von (V P¢) fiir
e > 0 global existieren, also /¢ = [0, +o0[ fiir ¢ > 0 (siche Lemma 3.24 ).
Fiir ¢ = 0 ist nach Satz 3.14 I° nicht leer. Die Losungen sind insbesondere
differenzierbar und besitzen einen kompakten Trager, so dafl alle Integrale in
den Rechnungen unten existieren und die partielle Integration erlaubt ist.

di(Ezm(t) + Eg (1)) =

(// 020, f° txvdzdv_//itg_tyﬁngl/zd d)

= —5//1) v Op fE(t, z,v)dadv +

=0

1
+§//UQE?xUE(t,x)@UfE(t,x,v)dmdv+/U6(t,x)3tp5(t,x)dm =
_ 1 2 € € o
= 5//1} 0,US(t, )0y f(t, z,v)dxdv
—//Ua(t,x)v <0 fE(t, x,v)dedv —
+//Ue(t,x)amUs(t,x)ﬁvfe(t,x,v)dmdv =

=0

+// (Us(t,x)v - 0. f°(t,x,v) — U (t,x)v - 0, f(t,x,v)) dedv = 0.0

4.2.2 Die Beschranktheit der kinetischen Energie

Satz 4.5 Sei eg > 0. Dann exzistieren Konstante J,J so, daf fir alle € €
[0,e0] und fiir alle t € I° E5, (t) < J und ||p°(t)||s < J. Uberdies gilt

lp*()ll2 < CU) B (8)2.
Fiir den Beweis benotigen wir folgende Lemmata.

Lemma 4.6 (Sobolev-Ungleichung) Seien ri,ry €]1,400[, N € N, X €
[0, N[ und 7' 4+ 731 + A/N = 2. Dann existiert eine Konstante
C=C(ry,re, \,N), so daf fiir alle oy € L™ (RY), 09 € L™(RY)

o o
/| 1 || 2 d N dw™N < C||01||r1||02||rz'

IZ—wP
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Beweis z.B. in [ReSi].

Lemma 4.7 (Interpolation) Sei f € LP*(RY) N LP2(RY), py,ps € [1, 00],
0<0<1undp € [1,00] gegeben durch Zl? = p;l + pi Dann gqilt f €
LP(RY), und

11l < N1 PN A 1L,

Beweis z.B. in [We].

Beweis von Satz 4.5 . Sei € € [0, ). Es gilt

o (
., < dydx,
Epa(t 2// |$_y|2+€1/2 2// |x—y|

wobei das Integral endlich ist aufgrund der Sobolev-Ungleichung (4.6). In der
Tat, mit )\ =1, N =2 und einem beliebigen 1 €]1,2[ gilt fiir 7o, definiert
durch +7“2_1 =2—\A/N=35 ry€|l,2[ und

e |x_ Daydz < Cra) o Oll 6Ol

Wegen f¢(t) € C}(R? x R?) (siehe 3.24 ) gilt insbesondere fiir die Dichten

pf(t) € LP(R?) fiir p € [1, +oc]. Definiert man jetzt 6; durch 7,% =1 1 0; —I—%,
so gilt 0; € [1,2] und dann gilt aufgrund des Satzes 4.7
"l < llo” @I 107 @)

Aus der Beziehung

3 01 1 1—6; 6 1—0, 05 4—(6;+0o)
2_T1+r2_ T ot tao T 2

folgt dann, dafl 6; + 6, = 1 und damit
g £ 91 92 £ 1 2 __ £ £
16" Ol llo7 Ol < 12712 115 = 17O allo ()]l

Im folgenden bezeichnen wir mit C;(f),7 = 1,2, ... stets Konstante, die nur

von f abhéngen.
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Insgesamt haben wir jetzt

—Ezy(t) < C) IOl =)l = (DIl (1)

Mit einem beliebigen R > 0 gilt jetzt:

po(t,x) = / fe(t, z,v)do + / fe(t, zv)dv <

[v|<R [v|>R

1
< 7R (1)l + 75 [ V252, 0)dv.

Ferner gilt

1750 = 17(0) e = 1 [l

Wenn wir jetzt R so wéhlen, dafl

° 1
TR f oo = 23 [ S (s, v)d,

R?
also (wenn wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit }7& 0 annehmen)
o —1/4 1/4

Re= (7l fle)  ([erfa o)

dann folgt
o 1/2

pe(t,z) < Cs(f) </ sza(t,x,v)dv) :

Und daraus folgt

1" ()ll2 < Caf) B (1) 2.

Jetzt gilt also:

— B (t) < CLPllo ()]l2 < Ca () Exin (1),
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Andererseits folgt mit p (m) = } (x,v)dv aus

- dwd
Lo (0 2// |x—y|2+6 1/2 Y,
@M@ZQ//vﬂmwMM,

daB

Ejin(0) = E;,,(0),

—Ep(0) > —E;,,(0) > —E53,(0),

da e € [0, 9. Also gilt insgesamt
EY(0) < E5(0) < E*(0)

und

2y (t) — C5(DEE,, ()% < E=(0) < E(0).

Hieraus folgt: es glbt 04(]‘) so daf} E’k o (t )<C'4(;)
Setzen wir J:= 04(]‘) J = C’g(f)04(f)1/ 2 dann sind die beiden Aussagen des

Lemmas bewiesen. O

4.3 Reguliare und singulire Kerne

Wir betrachten e®(z) = W fir n = 2. AuBerdem betrachten wir
e 3 : € Q(.T) ®
Qx) = ﬁ und Q.(r) := W. Offenbar gilt e*(z) = B Qc(|x]).

Lemma 4.8 Seien ), ). die soeben definierten Funktionen. Dann gilt :
1) Q erfiillt die Eigenschaften Q1) — €Qy) (mit By = 1).
2) Ve >0 gilt: Q¢ erfiillt Q1) — Q) mit der Konstanten & = 3/4.

Beweis. 1) folgt aus Bemerkung 2.3.
2) Es gilt offenbar Q. € C'(R"), Q.(r) < 1. Weiter gilt
2 2 2
3re S3(r+6) < 3 Si-
(r24+¢e)5/2 = 4(r2 4+ ¢)52 = 4(r2 4+ ¢)1/2 ~ 4r

0<QL(r)=
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woraus sich Q1) und €) ergibt. Q) und Q3) sind offenbar. O

Mit Bemerkung 2.1 ergibt sich das folgende

Korollar 4.9 e° erfillt die Eigenschaften e1)—es3) mit derselben Konstanten
B > 0 gleichmdfsig fiir alle € > 0 und damit auch die Voraussetzungen von
Satz 2.4.

Lemma 4.10 Fiir jedes 6 > 0, € > 0 und jedes p €]1, 00| gilt:

15
||T€56 - Te50||p < Oﬁ

fir C :=13m/2.

Beweis. Sei B := {z € R" : |z| > 6}. Dann gilt 7. — T4 = T2 _, =
T (‘Lg,eo) e Wir zeigen, daB (e —e”) Xp: die Voraussetzungen e;) —e3) mit der
Konstanten B = 58%% erfiillt. Dann kann Satz 2.4 fir T(‘Sea_e()) e angewen-
det werden. Um e;) zu zeigen, stellen wir fest: fiir [z < d ist (e —e°) Xpe(z) =
0. Es gilt :

1 1 1y
e(2) = (@) = Jo] | - <elal swp | (55) | | <
‘ZL‘|3 <|:B|2 + 5)3/2 0€[0,¢] t3/2 |z|2+6
3 1 3
<églz| = sup s = ez 39
<ela]- 5 SW 2P+ 077 ~ 2 ] (39)
Fiir |x| > ¢ gilt also
3e 1
€ 0
|e°(z) —e'(z)| < 257 a2
Die Eigenschaft ey) ist trivial. Wir beweisen nun e3). Es gilt
. 0 dijlx|? — 3z = Ti =, x;
O, (" — €7)i(x) = B (Q:(f]) = 1) + WQE(WDH
und
3e

9 (Je) — 1] < sup 2.0 (o) < 5
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woraus folgt
Ouy (€ — )i(a)] < Tee < T5 (40)
Tj ’x‘5 — 62 ’x‘fi

sup
i,j=1,2

fur |x| > 6. Nun betrachten wir eine Zerlegung von {y : |z| > 2y} in die
Mengen

By(x) = {y : x| = 2ly[, |« —y| > 6, |z > 5},

By(x) :==A{y : |z| = 2yl |v —y[ > &, [z] < 6},

Bs(x) = {y : x| = 2y, |z —y| <6, |z > 6},

By(x) = {y : x| = 2|, |z —y| <6, |2 < 6}
Dann gilt:

[l =) = )Xo — ) — (& = ")) X () =

|| >2]y]

(3/ i+ / + / * /)(6860)(331,);(35(;5;/)

1(z)  B2(z) Bs(z) Ba(z)
—(ef — 60)($)X3§<$)|dl’ =51+ 52+ S5+ Sy

Der erste Term kann mit (40) abgeschétzt werden durch

/]e—e (z —y) — (e — ) (z)|dr <

Bi(x)
< [ Iyl sup | (ef — ) (a)|do <
1,7=1,2 8xj
Bi(x)
€ 1
7= . 4
< Iyl / FERRTIE 2" 52
|z|>2]y|
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|z|>d
/ (¢ = €)@ — )Xz (@ — y) — (€ — ) (&) Xz (@)l do =
Ba(z)
Insgesamt gilt also:
13 ¢
€ 0 3 0
(e =)@ —y) = (€ = e)(a)ldr < Fm g,

] >2]y|

was das Gewiinschte zeigt. O
Lemma 4.11 Der Operator T,- ist antisymmetrisch in Ly(R?).

Beweis. Fiir alle § > 0 ist der Operator T antisymmetrisch, weil 5 unge-
rade ist, das heift

/Te‘if(a:)dac = —/f(x)T‘Sg x)dx

fiir alle f, g € L?*(R?). Da nun
— T 4
Teef = (ISIE}'(l) Tegf

in L?(R?) gilt, ist auch T,.- antisymmetrisch.O

4.4 Die Auswahl einer schwachkonvergenten Folge

Zuerst formulieren wir Aussagen, die uns weiter behilflich sein werden.

Lemma 4.12 Sei f € LY(R™). Dann existiert eine Funktion G € C1(R), so
daf G > 0,0 < G <1, G(r) =0 firr € —o0,1], rh_%loG(T) = oo und
[ Glal) - fw)da < oo.

Beweis [HoHu84].

0
Wir wenden jetzt Lemma 4.12 auf p€ L'(R?) an und bezeichnen weiter mit
G die Funktion aus diesem Lemma.
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Lemma 4.13 Es gibt eine positive stetige Funktion L auf RY, so daf8 fiir
alle £ € [0,¢0] und alle t > 0 gilt

/G(|x|) (1) (@, v)dady < L(t).

Beweis. Mit Satz 4.5 sehen wir, dafl

%/G(|x|)|f€(t)(x,v)|dxdv _

d o
= %/G(|X€(t,0,x,v)|)f(a:,v)dmdv =

e Xe(t,0,x,v) - VE(L,0, 2,0
= |f o0 TG

S/|V€(t,(),x,v)|})"(x,v)dxdv:/|v|f5(t)(x,v)da:dv <

< ( v ff(t)@,v)dxczv)m ( / f&(t)(x,@)dxdv> Yo e e,

Durch Integration iiber ¢ bekommen wir die Behauptung. O

}(:U, v)dxdv

<

Lemma 4.14 Fs gibt eine positive Nullfolge (¢,,) und ein zugehdriges stetiges
f°: [0, 00[— (L' (R?* x R?),0(1,00)), so dap fiir alle T € L™(R? x R?) gilt

//ng(t)dl‘dv — //Tfo(t)dmdv (41)

lokal gleichmdf$ig in t auf Rt und f° ferner die folgenden Eigenschaften hat:
1) fo(t) > 0 fii. auf R* x R% ¢ >0,

2) fO(t) € LP(R* x R?) fiir alle p € [1,2], t > 0 und fiir alle p € [1,2] und
alle T € LY (R? x R?) gilt

Tf () dado — | [ 7fO(t)dadv fiir e, — 0
/] /]

lokal gleichmdfig in t auf dem R,

NSO =1flh, ¢ =0,

AN < I fllpp €]1,2], £ 20,

5) //UQfO(t,x,v)dxdv < J, t >0, mit der Konstanten J aus Satz 4.5.
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Beweis Wir zeigen (vgl. auch [HoHu84]), da die Familie { f*|;; 7y }eefo,e,] auf
[0, 7] =: I den Voraussetzungen von Satz 2.13 mit X := LP(R? x R?) geniigt.
Nach (i) ist zu zeigen: Fiir alle ¢ € [0,7] ist die Menge {f¢(t), € € [0,&0]}
relativ schwach kompakt in LP(R? x R?).

Fiir p > 1 ist diese Eigenschaft offenbar, weil nach 3.2 gilt || f*(¢)]|, = || ]% Il
und damit ist die Familie {f°(¢), € € [0,&0]} in LP(R? X R?) beschrinkt.
Fiir p = 1 sind die Voraussetzungen von Satz 2.12 zu priifen.

Zu (i): Die Beschrianktheit von {f°(t), € € [0,&0]} in L'(R? X R?) folgt auch

aus der Eigenschaft || f¢(¢)||1 = || f|]1, € > 0,¢ € RT klassischer Losungen.
Zu (i1): Nach 3.1 erhélt die Abbildung Z°(¢,0, -, ) das Mafl. Deswegen gilt
fiir jede me3bare Menge B

/fs(t)(a:, v)dxdy = / ]%(SL’, v)dxdv — 0 fiir \Y(B) — 0
B (Zs(t,O,-,-))(B)

gleichméBig fiir alle € > 0.
Zu (iii): Wegen der Stetigkeit der Funktion L aus Lemma 4.12 gilt fiir jedes

R>0
/ fe@)(z,v)dzdv < (/ / + / /) fe()(z,v)dedv <

[v|ZR |z|=R [z[2R  |v[zR
< G(R)_l/G(|x|)f5(t)(x,v)dxdv + R? /vaa(t)(x,v)dxdv <
<GR)T'LEH)+ R*J < G(R) L]y + R2J — 0 fiir R — o0

gleichméfig fiir € € [0, 0] und gleichméfig in ¢ € [0, 7.

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 2.12 fiir { f¢(¢), € € [0, g] } gepriift,
und damit ist diese Familie fiir alle p € [1,2] relativ schwach kompakt in
LP(R? x R?).

Nun zeigen wir die Voraussetzung (ii) von Satz 2.13: V7 € L®(R? x R?) ist
die Abbildung

t— /Tfa(t)dxdv

auf [0,7] in € € [0, go] gleichgradig stetig. )
Fiir 7 € C}(R*xR?) folgt dies aus der folgenden Uberlegung. Zuerst bemerken
wir, dafl K¢ = T.-p°. Wir wéhlen R;, Ry so, dal suppr C Bg, X Bpg,. Dann
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gilt nach Lemma 4.2, Lemma 4.5 und Satz 2.4

‘ //TfE £ drdo| = ‘//am—aﬂ(f)ff( Vdadv| <
<Nl [ [ lf@dedo+ [ [ 1Tep? () f (00 Idadv <

BRl
< N0:7lloe Ball £ ()11 + w B3| Tee o7 (D) 21 £ (D) 21007 |0 <
<07 lloo Ball £ 11 + 7R3 Azl o (8) 2] f1[21007 oo <
<N Ourlloo Rl £ I1 + wRZALT || £ 121|007 [loo = 9(7)-

Dies zeigt die gleichgradige Stetigkeit.

Fiir 7 € L*(R? x R?) folgt das Resultat aus dem folgenden Approximati-
onsargument. Sei 7 # 0. Wie wir oben beim Beweis der Eigenschaft (iii) aus
Satz 2.12 gezeigt haben, gibt es fiir ein vorgegebenes n > 0 ein R > 0, so dafl
fur alle € € [0, 0] und alle t € [0, 7] gilt

n
fe(t)dxdo < :
/ 617 [loo
[v|>R |z|>R
Die Funktion 7 X5, « g, liegt jetzt in L?(R? x R?), kann also durch C!(R? x R?)-
Funktionen in L?(Bg x Bg) approximiert werden. Also withlen wir ein o €
CCI(BR X BR) mit
n

6l £ [l2

mit g aus dem ersten Fall des Beweises

||T - O-||2yBR><BR <

Schlieflich wéhlen wir A(n) := 3—97(10—),
der gleichgradigen Stetigkeit. Also gilt fiir alle to, ¢ € [0, 7] mit [to—t] < A(7n)

‘ [ o) — £ (t0))drde

Insgesamt haben wir fiir diese fo, ¢
’// (F(#) — F¥(to))dadv| <

<|[ = Xm0 - 7o)

< Almg(o) = 5.

_|_
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| [ R = ) 2(0) = £ (to)dwdo +
[ [ otee) = £ (o)) <

< [ [ G0+ S ) dzdvlrlie + 207 = ol mwmal £ 2 +
[v|>R |z|>R

+A(n)g(a) <n.

Fiir ein p €]1,2], 7 € L (R? x R?) konnen wir fiir jedes 1 eine Funktion
o € C1(R? x R?) mit |7 — o,y < n wihlen. Die gewiinschte Eigenschaft folgt
nun wie oben aus der Abschétzung

’// (FE(b) — f2(to))dadv| <

][ [otre - £ to))dnar| <
<l =l 7+ || [ or70) = £t dade

fur alle ¢ty € [0,7] und ¢ € [to — A(n),to + A(n)] N[0, 7). Damit ist die gleich-
gradige Stetigkeit auch in diesem Fall gezeigt.

Die Anwendung von Satz 2.13 fiir X := L'(R? x R?) liefert jetzt die Existenz
einer Nullfolge (&,) und einer Funktion f° so daf (41) gilt.

Jetzt zeigen wir die Eigenschaften 1) —5).

1) ist offenbar, denn fiir alle ¢ > 0 und alle t > 0 gilt f(¢) > 0 und der
positive Kegel von L'(R? x R?) ist schwach abgeschlossen.

‘//7—_0 (f(t) — f<(to))dxdv| +

2) Wie wir schon gezeigt haben, erfiillt die Familie { f**(¢)} die Voraussetzun-
gen von Satz 2.13 mit X := LP(R? x R?) auch fiir p €]1,2]. Also enthilt auch
jede Teilfolge von (f<"(t)) wiederum eine Teilfolge, die gegen eine Funktion
etwa fO schwach in LP(R? x R?) konvergiert. Fiir alle t € R und fiir alle
Testfunktionen o € C.(R? x R?) gilt dann

/a(as,v)fo(t,:v,v)dxdv = /a(t,v)fo(t,:r,v)dxdv.
Und wegen der Dichtheit von C,(R? x R?) in LP(R? x R?),p €]1,2], muf fiir

jedes t € [0,T] fO(t) = fO(t) in LP(R? x R?) gelten. Damit enthlt jede Teil-
folge von (f*"(t)) eine gegen f°(t) schwach konvergente Teilfolge. Deswegen
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konvergiert die ganze Folge (f"(t)) selbst schwach gegen f°(t).

3) gilt, weil die Funktion o := 1 auch in L>°(R? x R?) liegt. 4) gilt, weil die
Norm von LP(R? x R?) in der schwachen Topologie nach unten halbstetig ist.
5) Sei t > 0. Dann gilt fiir R > 0 mit Satz 4.5

/ / UQfO(t,w,U)dZL'dU ://<02X{‘m|7\v|§3}(xvU)fo(taxav)dxdvz

|z|<R |v|<R

= lim //(UQX{MMSR}(J:,v)fa"(t,x,v)da:dv <J

n—oo

Hieraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung 4.15 Beim Beweis der gleichgradigen Stetigkeit unterscheidet
sich unser Fall wesentlich von dem in [HoHu84] beschriebenen. In dieser
Arbeit werden die Kompaktheitseigenschaften des Integraloperators, der die
Kraft definiert, im 3-dimensionalen Raum benutzt. Diese Figenschaften be-
sitzt der entsprechende Operator in unserem Fall nicht, weil er ,,zu singuldr”
ist. Satz 2.4 kann in diesem Fall nur die Beschrdnktheit dieses Operators
liefern.

Lemma 4.16 Fir die Folge (f*) gilt fir jedes T > 0 und jedes p € [1,2]
o — f%in LP([0,T] x R* x R?).

Beweis. Nehmen wir zuerst o; € C*([0,7]), 09 € C}(R? x R?) an, dann gilt

i//amﬂfan — fo)dxdvdt = /Tgl (//02(]05” _ fo)dxdv) .

Nach Lemma 4.14 konvergiert das innere Doppelintegral gegen 0 gleichméssig
auf [0,T], also konvergiert das Ganze auch gegen 0 fiir n — oc.

Fiir eine allgemeine Testfunktion o € L¥ ([0, T] x R? x R?) benutzen wir einen
Approximationsargument: Fiir p > 1 kann man o direkt durch die Funktionen
o =Y ooy mit o € C*([0,T)), o5 € CLR? x R?) in LP'([0,T] x R? x R?)

approximieren. Dann gilt offenbar

f//df%ﬁ%@@ﬂ:
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T
0///0_2‘71 o) (fe — fO)dzdvdt +

n / / / Zgl o (fm — £O)dwdvdt.

Fiir das erste Integral gilt

///0_2‘71 o) (f — f)dxdvdt| <

< flo = S ooyl = fll, < 201 £ lpllo - Zal 75" [ly-
m

Das zweite Integral kann ebenfalls beliebig klein gemacht werden, wie wir es
oben bereits gezeigt haben. Fiir p = 1 benutzen wir ein dhnliches Verfahren
wie im Beweis der gleichgradigen Stetigkeit in Lemma 4.14. Aus diesem Be-
weis ergibt sich, dal es zu vorgegebenem n ein R > 0 gibt, so daf§ fiir alle
e € [0,e0] und alle t € [0,7] gilt

Ui
fe(t)dedy < ————
67 [|o[| o
[v|>R |z|>R
Daraus folgt
T
/ / / fedxdv < n )
0 |v|>R|z[>R Gllerfl oo

Da f° € LY([0,T] x R? x R?), gibt es ebenfalls ein R’ mit

T
/ / / Pdedodt < —1
0 |o|>R [2|>R/ 6”J”°°
Wir wéhlen nun R < 0 so, dal beide Abschétzungen gelten. Die Funktion
o XoT1xBrxBr liegt jetzt in L*([0,T] x Br x Bg), kann also durch die se-
parierenden C!([0,T] x Br x Br)-Funktionen in L?(Br x Br) approximiert

werden. Also wihlen wir wie oben of* € C1([0,T1]), o5* € C}(Br x Bg) mit
Ui
301 1l

lo — Z 01022,00,71x Brx By <
m
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Insgesamt gilt jetzt

/ / / (fr — fO)dadvdt — /T / o(fr — fO)dadvdt +
0

|z|>R |v|>R

+// / U_Zgl o) (for — fO)dwdvdt

0 BRBR

4y / / / 20’1 o (fm — £O)dwduvdt.

0 Bg Bg
Offenbar sind jetzt der erste und der zweite Integral kleiner als 1/3 nach der
Wahl von R und ¢7*, 04" und der letzte kann kleiner als 1/3 gemacht werden,
wie wir oben fiir separierende Funktionen gezeigt haben. O

Lemma 4.17 1) Fir p°(t,z) = /fo(t,x,v)dv, fiir alle p € [1,2] und fiir
alle T > 0 gilt

p — p®in LP([0,T) x R?).
2) Fiir o € C.(R?) definieren wir pS(t,z) = /J(v)fg(t,:c,v)dv, e € [0,¢e0).
Dann gilt fiir alle p € [1,2] und alle T' > 0

por — p2in LP([0,T] x R?).
Beweis 1) Schwache Konvergenz der Folge (f°) in L'([0,T] x R? x R?) im-

pliziert die schwache Konvergenz der Folge (p*) in L'([0,T] x R?), denn fiir
jedes o € L>([0,T] x R?) gilt:

//a(pa" — pV)dtdr = ///a(fgn — fO)dtdzdv — 0,n — oo.

Und schwache Konvergenz in L*([0, 7] x R?) und gleichmé#Bige Beschriinktheit
in LP([0, T| x R?), p €]1, 2] implizieren die schwache Konvergenz in L?([0, T'| x
R?) (aufgrund der Dichtheit von C}([0, T]xR?) in LP([0, T] x R?) fiir p €]1,2]).
2) Fiir alle 7 € LP([0,7] x R?) und o € C.(R?) liegt die Produktfunktion
To : (t,z,v) — 7(t,z)o(v) in LP(][0,T] x R? x R?). Nach Lemma 4.14 gilt

jetzt
// (t,x)pn (t, z)dtdr = /// (t,x)o(v) fordtdedy —
/// (t,x)o(v) fOdtdrdv = // (t, 2)p2(t, z)dtdx
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fiir n — oo. O

4.5 Der Grenziibergang

Das im Abschnitt 4.1 angekiindigte Hauptresultat des Kapitels ist bewiesen
mit dem folgenden

Satz 4.18 Die Grenzfunktion f° ist schwache Lésung des flachen (VPS) auf
RT.

Wir stellen fest, daf8 die Eigenschaften von 1. und 4. f°, die zur Definition ei-
ner schwachen Losung gehoren, bereits in Lemma 4.14 gezeigt wurden. Nach
Lemma 4.17 gilt fiir jedes p € [1,2] p° € LP([0, T| x R?). Daraus folgt, da8 fiir
fast alle t € [0,T], p € [1,2] gilt p°(¢) € LP(R?). Sei K° wie in Punkt 2. von
Definition 4.1. Dann gilt mit Satz 2.4 auch K%(t) € LP(R?) fiir jedes p €]1, 2]
und fiir fast alle ¢ € [0,7]. Damit ist auch Punkt 2. gezeigt.

Der entscheidende Schritt fiir den Beweis des Satzes ist der Nachweis von
3., d.h., daB fO die Gleichung (V,,) erfiillt. Da die Approximationen (f")
insbesondere auch schwache Losungen der gegliatteten Gleichung sind, wird
die Giiltigkeit der Gleichung (V,,) dquivalent ausgedriickt in der Behauptung
von

Lemma 4.19 Fiir alle Testfunktionen o € CL([0,T] x R?* x R?) gilt
///&a(fsn — Ydtda do + ///v@wa(fs" — Ot da dv —
- ///&JJ(KE"fE" — K'fO)dt dx dv — 0 fiir n — oo.
Beweis. Man sieht leicht, dafl die ersten beiden Terme gegen Null konver-

gieren, da 0;0,v9,0 € L>®([0,T] x R* x R?) und die Folge (f°") gegen f°
schwach in L'([0,T] x R? x R?) konvergiert.

Wir zeigen nun die Konvergenz gegen Null im dritten Term. Wir setzen
"= / / / Dy0 (K= for — KO fO)dtdadv =

_ / / / 0,0 (Tuen p fo — Toop fO)dtddv =
=0+ 17+ 13

101



mit

I = ///avaTean (p° — p°) ferdtdxdv,

—_

I3 5:///8UU(Tean — T.0)p° ferdtdadv,
I3 = ///&,aTeopO(fg” — f)dtdzdv.

Wir zeigen I} — 0: Zunéchst gilt p* € L*([0,T] x R?) nach Lemma 4.17,
also gilt nach Korollar 2.5 T.op® € L*([0,7] x R?). Also ist 9,06T.0p" €
L*([0,T] x R? x R?) und I§ — 0 gilt nach Lemma 4.14.

Zur Behandlung von I7* betrachten wir zunéchst den Fall von Funktionen
o € CH[0,T] x R? x R?), die sich in der Form darstellen lassen o(t,z,v) =
o1(t)oa(x)a3(v), mit oy € CY([0,T)),00 € CL(R?), 63 € D(Bg) fiir ein R.
Wir schreiben dann mit 0,63 =: 03

= / / / 010905 sen (p7 — () fonditddv =
= / / 0109 Ten (p7 — p°) plydtd,
mit
i m [ g
Als klassische Losung von (V Pe) erfiillt fe» die Gleichung
O™ + 00, [0 = —0,(K™ - ) = ~0,(Tew ™ - ),

also geniigt f*"xjo,r] den Bedingungen von Lemma 2.11 mit m =1, s = 1/4
und g := Ten p® - f°7, denn es gilt nach Lemma 4.8, Korollar 2.5 und Lemma
4.5 zunéchst

= £y < W f lloollTeen o™l < Al CBll™ I, <
< CBIT|| f |-

Da der Tréger von o3 in By liegt, folgt aus Lemma 2.11

o5l g1rago.ryxm2y = |l /Usfe"X(o,T)dU||H1/4(RxR2) <
Bgr
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1/2

= ° (0,7) %,RXRQXBR e (0,T) g,RxRQXBR >
<C(Ilf*xomnl + 1K= £ x 0,1l <

<o(PIf+ e rrfinEr?) = oo, )
Jetzt zeigen wir, dafl

Toen (p™ — p°) = 0in L*((0,T) x R?) fiir n — oo.
Wir haben zu zeigen, da$ fiir alle 7 € L*((0,T) x R?) gilt

T
//TTesn (p° — p°)dxdt — 0.
0

Wir spezialisieren zuerst auf den Fall 7(¢,z) = 71 (¢)72(x), wobei
7 € L*((0,T)), o € L*(R?), und zeigen zunichst, daf

Toen Ty — Tooy in L(R?) fiir n — oo.
In der Tat, fiir jedes § > 0 gilt

6
TesnTQ — TEOTQ = Tefn—eOTQ = Tesn_eoTQ + TEn 607_2

(42)

Nach Satz 2.4 2) konvergiert Tsn w72 — 0 fiir 6 — 0 in L*((0,7) x R?)
gleichméBig in n € N, da die Kerne e — ¢° die Bedingungen e;)—e3) (was aus
Korollar 4.9 folgt) mit derselben Konstanten B erfiillen. Deswegen kénnen

wir zu einem vorgegebenen 1 > 0 ein 6(n) > 0 wéhlen, so daf§

omalla < 2

H efn —e

2
fiir alle n € N. Nach Lemma 4.10 gilt fiir alle n mit Cﬁ < g
172 ol < 5.

Dies zeigt die Konvergenz
Teen Ty — Teng in L2(R2)
fiir n — oo. Dann gilt auch

T oens — T To0m in L*((0,T) x R?)
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fir n — oo. Um nun (42) in unserem Spezialfall zu zeigen, bemerken wir,
dal nach Lemma 4.11 gilt

T
//TITQTeEn<p O dzdt = // N T en Todadt.
0

Die Folge p — p® konvergiert schwach in L?((0,7) x R?) gegen 0, die Folge
71 TpenTs ist in L2((0,T) x R?) stark konvergent. Dann konvergiert auch

// 7’1 Teenodaxdt — 0

fiir n — oco. Jetzt nehmen wir ein allgemeines 7 € L2((0,7) x R?). Es kann

N
durch die Funktionen der Form Y. 77 mit 7 € L*((0,7)), 72 € L*(R?) in
m=1

L*([0,T] x R?) approximiert werden. Dann gilt

T
//TTesn (p* — p°)dxdt =
0

T
:// T — ZTlTQ esn d.ﬁlﬁ'dt—F Z //7'17'2 ef:"n n po)dl'dt
0

mlo

Das erste Integral kann beliebig klein gemacht werden, weil

I Teen (0 = ")l < 2BCTJ

und 7 — % 7172 beliebig klein gemacht werden kann. Das zweite Integral
konvergie;ﬁc:{gegen 0, wie wir oben bereits gezeigt haben. Also haben wir
insgesamt gezeigt, daf

Toen (p™ — p°) = 0in L*((0,T) x R?) fiir n — oo.
Dann gilt auch

0109 Tpen (p° — p”) — 0 in L*((0,T) x R?) fiir n — oo.
Wegen L2((0,T) x R?) C H-Y4((0,T) x R?) (Satz 2.14) gilt

UlUZTeEH (pEn - po) G H71/4((0, T) X R2>.
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Sei Ry > 0 so gewahlt, dafl gilt suppo, € B R,- Dann gilt auch
0'10'2Tesn (pgn - po) € H_1/4((0, T) X éRQ),

wobei B r, den offenen Kern von Bp, bedeutet, und

lo102Teen (0 = Pl =170, xR2) = llo102Teen (P = P0)||H,1/4((07T)XgR2)‘

Da nach Satz 2.14 die Einbettung L2((0,T)x Bg,) C H-Y*((0,T)x Bg,)
kompakt ist und wegen o105 en (p° — p°) — 0 in L2((0,T)x LO?RZ) fir n —
oo gilt

0109 Toen (p° — p°) — 0in H-Y4((0,T) x f?RQ) fiir n — oo.
Hieraus folgt

n En 0 n
|Il ’ S “O-IO-QTeEn (p p )HH71/4((0,T)><%R2)Hpo‘SHHl/‘l((O,T)XéRQ) =~

< Clos, T, PllorooTeen (p™ — 0 fiir n — oo.

- P )HH—1/4((O,T)><§R2)

Der Fall eines allgemeinen o € CL((0,7) x R?* x R?) ergibt sich aus der
Dichtheit von Funktionen der Form

mo__m __m
Oyo = Z ol'oy oy

mit o" € C((0,7)),05, 05 € C.(R?),m = 1,...N in L*((0,T) x R?* x R?)
(vgl. auch Beweis von Lemma 2.9). Dann kann man [}* folgendermafien um-
schreiben:

N
= [ [ [ = 3 ooy oL (o = o) fdidedo +

+ Z ///01 05" 05 Ten (p™ — p°) fordtdxdv.
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Der erste Term kann mit Hilfe von Satz 4.5 und Satz 2.4 folgendermassen
abgeschétzt werden:

N
‘ / / / (000 — 3 0T oT o) Tuen (p7 — p°) o dtdadv| <
m=1
N
< ||0vo — Z o705 oS | | Teen (07 = p°) f5 ]I, <

< 10w - Z o705 05 1,242 [l oo

und kann bei entsprechender Wahl der Approximation beliebig klein gemacht
werden. Der zweite Term konvergiert gegen 0 fiir n — oo, wie wir es fiir die
separierenden Funktionen bereits oben gezeigt haben.

Es bleibt noch, den Term IJ zu betrachten. Wir nehmen wieder zunéchst
o = oi'oy'oy" als separiert an. Fiir jedes ¢ > 0 haben wir
Teen 0 = Tesn 0 T g

ecn—e0s

dementsprechend zerlegen wir I3 wie folgt:

13 = [ [ [ 010205Tecucop yrdtdrdv =
= [ [ ovoaTeenop oyt =

= //0'10'2Tsn 0P pi.gdtdiC—F//UlO'ngn egpopif;dtdl’—
=: 15, (0) + 135(9).

Zunéchst schétzen wir 13, (d) ab und notieren, dafl nach Satz 4.5 und Lemma
4.10 gilt

1131(0)] < llolloolloallool Tz —co PNl o5 Nl <
1/2

< llorllcclloalloollos]loo (/IITfsn_eopO(t)H%dt) JT <

< C(01,02,03) | T _o 21", J T
< 0(01702703)JT “16°Ml,-
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Zur Behandlung von I3,(9) wéhlen wir R > 0 so, dafl suppoy, suppos C Bg.
Da

1035 Il z2o.ryxr2) < 7R f llocllo3lco
gilt

En

n )
|12,2(5)| < ||Tesn760po|IL2([O,T]><R2) ||U102PU3

L2(0,T)xR2) <
76 °
< ”Tesn—eopo||L2([0,T}xR2)||<71H00H02||007TR2||choHa;;Hoo.
Da e» — ¢° die Bedingungen von Satz 2.4 mit derselben Konstanten B
erfiillen, gilt
HTégn_eopoHL2([0,T]XR2) — 0

fiir 6 — 0 gleichmé&Big in n. Deswegen konnen wir fiir ein vorgegebenes n > 0
ein §(n) > 0 so wéhlen, daf

U
(¢}
2w R || 01| soll o2l ool f [loo [l l

gleichméBig fiir n € N. Damit haben wir fiir alle n € N gezeigt

13,(6(n)) < 5.

8
HTesv(zn_)eopOHL2([O,T]><R2) <

Jetzt konnen wir I3 abschétzen. Aufgrund der Abschitzung von I3(6(n))
und wegen &, — 0 gibt es ein ny(n), so daf

n n
1,60 < 0 0> o).
Hieraus ergibt sich I3 — 0 fiir n — o0o. Wegen der Dichtheit der Summen von

separierenden Funktionen in L?((0,T) x R? x R?) ergibt sich die Behauptung
analog zum Beweis von (42) auch im allgemeinen Fall. O
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Offene Probleme

. Eindeutigkeit.

Gilt die Eindeutigkeit der klassischen Lésungen?

Um die Holder-Norm der Differenz d = f(1)— f(2) von zwei Losungen des
flachen Vlasov-Poisson-Systems abzuschétzen, miifite die Holder-Norm
von f1y — f2) gegen die Holder-Norm von der Differenz der entspre-
chenden Charakteristiken abschétzen, also eine Abschiatzung vom Typ

o o

| F(Zwone)— F (Zey (0,8, 21))— F(Z0) (0,1, 22))+ F (Zy (0,1, 2))| <

< C1Z1)(0,t, 21) — Z2)(0, ¢, 21) — Z1) (0, £, 22) + Z(2))(0, 2, 22)]|

erhalten kénnen, was nicht méglich ist.

Kann man die Nicht-Eindeutigkeit begriinden?
Dafl die Mafllésungen nicht eindeutig zu sein brauchen, zeigt das Bei-
spiel von [MaZh96] im eindimensionalen Fall.

. Globale Existenz.

Ist globale Existenz der klassischen Losungen zu erwarten?

Die Beweise von [Pf92], [Sch91], [LiPe91] kénnen wegen der hohen Po-
tenzen der Funktionen A, R, P im System (S) aus Lemma 3.10 nicht
iibetragen werden.

. Singuldrer Grenziibergang.
Approximiert man die -Funktion in der Anfangsbedingung

~ o

f($1,$2,$3,U1,U27U3) :f ($17I27U1,U2)5($3)5(U3)

durch eine d-Folge, ist dann Konvergenz der Losungen des approximier-
ten Problems gegen die des singuldren zu erwarten?

Ein dhnliches Problem ist in [DiSa99] behandelt worden. In unserem
Fall hat man allerdings mit der dritten Komponenten der Kraft und
deren Ableitung nach der dritten Ortskomponenten zu tun, die singulér
ist.

Diese Frage scheint insbesondere physikalisch relevant zu sein, da die
real existierenden Galaxien eine endliche Dicke haben.
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4. Stabilitéat stationérer Losungen.
Existenz und stabilitdat der stationédrer Losungen im 2 x 2-dimensionalen
Phasenraum ist bereits in [Re99] bewiesen. Bleiben diese stationéren
Losungen auch im vollen 3 x 3-dimensionalen Raum stabil?
Dieses Problem scheint mit der Frage 3. verwandt zu sein.

5. Explizite Losungen.
Gibt es explizite Losungen zum flachen Vlasov-Poisson-System?
Ein Versuch explizite Losungen im Sinne von [Ku52] zu konstruierten,
scheitert an der Singularitidt der dritten Kraftskomponente.
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